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O PEWNEJ SYMETRI1 MACIERZY UKLADU DYNAMICZNEGO
UMOZLIWIAJACEJ ANALIZE STABILNOSCI
ZA POMOCA UOGOLNIONEGO KRYTERIUM HURWITZA

Streszczenie. Zdefiniowano macierz niby-skosnie-
symetryczng (nss) i podano 9 twierdzen okreslaja-
cych Jej wkasciwosci. Wykazano, ze w przypadku a-
nalizy stabilnosci uktadéw dynamicznych —opisanych
macierzg nss mozna badaC wartosci wkasne stowarzy-
szonej z nig macierzy o_elementach zespolonych [
stopniu dwukrotnie mniejszym od stopnia macierzy
nss. Zaproponowano kryterium umozliwiajace te ana-
lize. Podano przykd#ad uktadu dynamicznego opisa-
nego macierzg nss.

1* Definicja macierzy niby-skosnie-symetryczne.l
i.i. Macierzg niby-skosnie-symetryczng (nss) typu | nazywa sie

macierz kwadratowg stopnia 2n dajaca sie przedstawic w
postaci:

gdzie P 1 Ct sg podmacierzami kwadratowymi stopnia n.

fbbecnie: Katedra Automatyki Procesow Przemystowych
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1.2. Macierza niby-skosnie-symetryczng (nss) typu Il nazywa sie
macierz kwadratowg stopnia 2n dajaca sie przedstawié w

postaci:
\ .,
Al A 12

gdzie Ajjj s3 podraacierzami nss typu L.

Przykdady: macierz

i k a b
-Q p

jest macierza nss typu | gdyz zapisana przy pomocy podma-
cierzy kwadratowych wykazuje symetrie wymagang w defini-

cji 1.l
Macierz
a "+ -b -k
J .

AIU NP

j a k -pb

-d -m e -n
\ 2 M2

m-d n e

jest macierzg nss typu ll, gdyz mozna Jg zapisaC za  po-
moca podmacierzy bedacych macierzami nss typu I.
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2. Twierdzenie |

Dla kazdej macierzy nss typu | istnieje podobna do niej ma-
cierz nss typu Il
Dowdd:
Niech bedzie dana macierz nss typu I:
p C Q D
L T M U
-Q-D P C
-M-U L T

Zmieniajac druga kolumne macierzy z trzecig kolumng, a  drugi
wiersz macierzy z trzecim wiBrszem, otrzymuje sie macierz

Zl—b'o
—r< oo

C D
-D C
T U
-U T

Macierze A 1 A posiadaja nastepujace wspdlne ceohy:
a) wyznaczniki tych macierze sg sobie roéwne
det Aj 3 det AN
b) 6lady tych macierzy sa sobie réwne
m{Al} - s{Azj

A wiec macierze Aj i sg macierzami podobnymi .
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3* Wniosek z tw. I:

Dla kazdej macierzy nss typu | mozna zawsze znalezé macierz
nss typu Il tego samego stopnia, posiadajacg te same wartosci
wkasne co macierz ss typu I

Dla kazdej macierzy nss typu Il mozna zawsze znalezc¢ ma-
cierz nss typu I tego samego stopnia, posiadajacg te same war-
tosci whkasne co macierzyqss typu II.

4. Twierdzenie 11

Suma dwéch macierzy nss typu | stopnia 2n jest rowniez macie-
rzg nss typu | stopnia 2n.

Dowod:

Niech Aj 1 Bj bedg macierzami nss typu | stopnia 2n.

p C, D, c2 0. »
L, T, NL u, 12 M2
_Ql P! C! Br ) _Qr A FZ PZ
_M’ _ul I—; T’ _M’ |2 TZ
Suma tych macierzy
p +
p.* Iy C, + «z o, Qz D, Dz
L+ Lz T, + Tz M, T m2 u, * Uz
\ + 81 "
=~ " Q2 -D, - D2 P, " Pz c, Cz
“ML- gy Y, -2 L,+ Lz T1+ rz

jest zgodnie z definicja macierzg nss typu 1.
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5. Twierdzenie 111

Suma dwéch macierzy nss typu Il stopnia 2n jest réwniez ma-—
cierzg nss typu 1l stopnia 2n.
Dowod: jak powyzej .

6, Twierdzenie 1V

Iloczyn dwoéch macierzy nss typu | stopnia 2n daje maoierz nss
typu 1 stopnia 2n.

Dowdd::
p. Q. o, woo- Q.p2
-a, b, -Q, p2 -PVQ,p2 p,p2 - 9,92

Z twierdzenia 1V 1 Il wynika

7. Twierdzenie V

Iloczyn dwoch macierzy nss typu Il stopnia 2n daje macierz nss
typu 1l stopnia 2n.

8. Twierdzenie VI

Macierz odwrotna wzgledem macierzy nss typu | jest rowniez ma-
cierza nss typu I

Dowdd :

Hozpatrzmy macierz kwadratowag stopnia 2n:
A B
c D

gdzie A, B, C i D sa podmacierzami kwadratowymi stopnia n.
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Odpowiednia macierz odwrotna ma postac:

[2 -bd”"c]"1 -d""ca - bd "1l ]*"

-AABFfD-CA~]-" [0 -cA""Bp

Niech macierz bedzie macierzg nss typu I, awiec A =0 [
C= - B.
Wéwczas

[A+BA" "bP a"b [a +ba " J""

-A"B[A+BA-"BP Ja +ba_" J*"

jest réwniez macierzg nss typu 1.

9. Twierdzenie VII

Macierz odwrotna wzgledem macierzy nss typu 1l Jest rowniez ma-
cierza nss typu II.
Dowod: jak powyzej.

Twierdzenie VIII

Macierz nss dowolnego typu posiada tylko zespolone sprzezone
wartosci whkasne.
Dowod zostanie przeprowadzony metoda indukcji matematycznej

a) rozpatrzmy macierz nss stopnia 2:
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Rownaniem charakterystycznym tej macierzy Jest

fi-p p
-q
a stad wartosci whkasne

p_
@ =P - Jq

a wiec-dla n = 1 twierdzenie jest udowodnione.

b) zakozmy, ze~twierdzenie jest stuszne dla macierzy nss
stopnia 2N. Rozpatrzmy rownanie liniowe ktdrego macierz prze-
ksztakcenia jest macierza nss typu Il stopnia 4N:

gdzie Ajj sa macierzami nss typu | stopnia 2N.
Eliminujac z rownania (i) zmienne X 2 otrzymuje sie réwnanie:

Y Aphyuty, “(/Aii A, AIZ;LAZI) X v

ktérego macierz przeksztalcenia jest macierza nss typu | stop-
nia 2n. A wiec wartosci whkasne macierzy przeksztatcenia réwna-
nia (2) odpowiadajgce zmiennym Xj sg wielkosciami zespolony-
mi sprzezonymi. Eliminujac z réwnania (i) zmienne otrzymu-
je sie rownanie:

N-\Xa M - kX\ X<
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14. Twierdzenie 1IX

Wartosci wkasne macierzy stowarzyszonej z dang macierzg nas
stanowig podzbidr liczb zespolonych niesprzezonych zbioru war-
tosci wkasnyoh macierzy nss.

Dowdd:

a) Rozpatrzmy macierz nss stopnia 2 (n = 1):

P q

-q p
wartosc¢! wkasne tej macierzy sg réwnej

>+ » P - Jq
i2=p +
Macierza stowarzyszong z macierzg (I) jest macierz stopnia i

(skalar)

o wartosci whkasnej
U=p - Jq

czyli dla n =1 twierdzenie zostato udowodnione.

b) zaktada sie, ze twierdzenie jest stuszne dla n = N.
Rozpatrzmy réwnanie liniowe, ktorfego macierz przeksztatcenia
jest macierzg nss typu Il stopnia 4N:

AN A R 74
~21 N122

gdzie Aj.j sa macierzami nss typu | stopnia 2N.
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Odpowiednie rownanie liniowe stowarzyszone stopnia 2N
wspotczynnikach zespolonych ma postac:

A

15 A ms 12s 15
A

) ~ IS 1225 25

Eliminujac z rownania (3) zmienne X2 otrzymuje sie roéwnanie
stopnia 2N:

"A112 M22 "2 = 0111, T'AM112 M22 Alal) M @)

i odpowiadajace mu réwnanie stowarzyszone stopnia N:

¥LS “'re\HZS aﬂZZS yZS = MIiS ”AI12SAI328AI2iS'X rs m

Zgodnie z zatozeniem wartosci wkasne macierzy  stowarzyszonej
stopnia N

Atlils 'ﬁ 112S Atlézs élzis

stanowig podzbiér liczb zespolonych niesprzezonych zbioru war-
tosci whkasnyoh macierzy nss stopnia 2N:

Alir “ /112 ~M22 M21

Eliminujac z rownania (3) zmienne Xz otrzymuje sie rownanie
stopnia 2N:

N2 "A1217M11 M= NM22 ~M21 AMINA22N A2 @)

SBOOO3D!
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i odpowiadajgce mu réwnanie stowarzyszone stopnia Ns

N2s YM2iSAMEES ALS = ~M22S “AM12iSMTiSM 25728

Zgodnie z zatozeniem wartosci wkasne macierzy  stowarzyszonej
stopnia N:

'ne‘lzzs 'Alzls A”‘ls AIiZS

stanowig podzbidr liczb zespolonych niesprzezonych zbioru war-
tosci wkasnych macierzy nss stopnia 2N:

A2z ~Aior At Arnzs
Poniewaz wymienione dwa zbiory wartosci wkasnych macierzy nss
stopnia 2N zawierajg wszystkie wartosci wkasne macierzy nssty-
pu Il stopnia 4N z rownania (3), a wymienione dwa zbiory war-
tosci whasnych macierzy stowarzyszonych stopnia N zawierajg
wszystkie wartosci wkasne macierzy stowarzyszonej stopnia 2N
z réwnania (4), stad wartosci wkasne macierzy  stowarzyszonej
stopnia 2N z réwnania (4):

A llli Ai,zs

A
Ahis 1228

stanowig podzbidr liczb zespolonych niesprzezonych zbioru war-
tosci wkasnych macierzy nss stopnia 4N z rownania (3):

A, 4 «

A
Ani 122
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Na mocy twierdzenia o podobienstwie macierzy nss typu | [
Il powyzej udowodnione twierdzenie Jest rowniez stuszne dla
macierzy nss typu I.

15. Wniosek z twierdzenia IX

Wartosci wkasne macierzy nss 1 macierzy z nig stowarzyszonej
posiadajg te same czesci rzeczywiste. Stad mozliwos¢  analizy
stabilnosci ukdadu dynamicznego opisanego macierzag nss stop-
nia 2n, polegajaoa na znalezieniu odpowiedniej maoierzy stowa-
rzyszonej stopnia n (odpowiadajacej o potowe mniejszemu row-
naniu rézniczkowemu o wspétczynnikach zespolonych) 1 zastoso-
waniu kryterium bedacego uogdlnieniem kryterium Hurwitza dla
przypadku réwnania charakterystycznego o wspoédczynnikaoh ze-
spolonych.

16. Uogélnione kryterium Hhrwitza

W celu okreslenia znakdw czesci rzeczywistych pierwiastkow
wielomianu o wspotczynnikach zespolonych mozna postuzy¢ sie na-
stepujacym kryterium wynikajagcym ze znanego twierdzenia (por.
Gantmacher, Misina-Proskurjekov).

Niech F(p) Jest wielomianem o wspdtczynnikaoh zespolo-
nych. Podstawiajac p = jy otrzymuje sie

FGy) » 00yn + OyIL + ... + oQ + j(doyn + . +dn)

Jezeli dQ =m0 nalezy wielomian P(y) pomnozy¢ przez j,
zapisujac rezultat rJwniez w postaci:

JFGyY) - o0y + CjyIl'l +...+ en + j(dQyn + d ~ -1 +...+ dQ)
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym by wszystkie pier-

wiastki wielomianu F(p) miaty czesci rzeczywiste ujemne jest
by minory V2, V4, ... V2n znajdujace sie w lewym gérnym ro-
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gu wyznacznika A utw rzonogo z wspétczynnikéw wielomianu FCly)
(gdy dO™~ O dla F(Jy)) lab jF(Jy) (gdy dO= O dla
FAy)) bydy tego samego znaku. Wyznacznik A stopnia 2n ma
postac:

do di -+ 40 0
°0 ci -+ c©n 0 N ¢
O 40 -——— dn-i dn - O
O o ___ ¢t eon — O

17. Przyk¥ad ukdadu dynamicznego opisanego macierzg nss

Rozpatrzmy uogolniong maszyne elektryczng (por. Kron) przy za-
+ozeniu magnetycznej i elektrycznej symetrii osi podiuznej i
poprzecznej. Rownanie tej maszyny przy zatozeniu statosci pa-
rametrow ma postac:

ds r8 + pLa PM ds
dr PM rr + pLr M u) Lr &> dr
Yas rs + pLs pu

qr UY M rs + pLs

gdzie indeksem 'd" oznaczono wielkosci w osi podtuznej

maszy-

ny, indeksem 'gf wielkosSci w osi poprzecznej maszyny, indeksem

a"" wielkosci stojana a indeksem "'r'" wielkosci wirnika,pnd/dt,

U - chwilowa wartos¢ napiecia,

i - chwilowa wartosc¢ pradu,

®w const — predkos¢ obrotowa maszyny.
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Odpowiednie rownanie stowarzyszone ma postac;

Uds+JUgs - rs + PLs pM ids+7igs
Udr+JUar MCp - Jo) e+ Llr@ - jij VAagr

Maszynami elektrycznymi magnetycznie i1 elektrycznie syme-
trycznymi dajacymi sie sprowadzi¢ do maszyny uogolnionej opi-

sanej macierzg nss sg np. nastepujace maszyny: maszyna syn-
chroniczna niejawnobiegunowa, maszyna asynchroniczna Jedno-
i dwuklatkowa, maszyna asynchroniczna pierscieniowa, silnik
Schrage, przesuwnik fazowy Scherbiusa. Rowniez pewne uktady

tych maszyn mozna opisa¢ maoierzami nss.

Przedmiotem analizy stabilnosci w oparciu o uog6lnione kry-
terium Hurwitza mogg by¢ w rozpatrywanym przyktadzie  wykgcz-
nie elektryczne przebiegi przejsciowe przy @ = const. Zawe-
zong w ten sposéb analize stabilnosci przeprowadza sie:

- dla uktaddw generator - siec,

- dla pewnych ukdadéw zawierajacych silniki wowczas, gdy
mimo ograniczenia wywotanego zatozeniem statosci predko-
Sci obrotowej dochodzi sie do pewnych ciekawych z  prak-
tycznego punktu widzenia wynikow. Nalezy tu przede wszyst-
kim wymieni¢ zagadnienie analizy samowzbudzenia sie ma-
szyn elektrycznych pradu zmiennego, wigczonych do sieci
poprzez kondensator. Zjawisko samowzbudzenia w wymienio-
nym przypadku mozna wykry¢ tylko na podstawie analizy sta-
bilnosci elektrycznych przebiegdéw przejsciowych, W  poz.
[R] spisu literatury autor zastosowat uogolnione kryte-
rium Hurwitza do analizy stabilnosci przebiegow elek-
trycznych w silniku asynchronicznym zatgczonym do  sieci
poprzez kondensator,

W zakonczeniu autor pragnie wyrazi¢ podziekowania za zycz-
liwg lirytyke 1 cenne sugestie panu prof. Stefanowi Wegrzynowi .
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0 HBKOTOPOti CHMMZTPHH ~MATPWUU JIMIIAMHHECKOii CIiCTE&I
JUH AIIAIM3A yCTOHMIBOCTH HA OCHO13E OBOBIlEHHOrO
KPHTEPHH  ryPBHHA

ped3bme

Jleho onpeflejiemie kbs3h-koco- CHMMeTpHHecKoB MaTpimu, a tpkkc iipuBe”eHo 9 Teo-
peM, onpeiejiHiomroc ee CBoMcTBa. JloKa3aHo, hto we k bs 3h—+o co—E€HVMerpHaecKiDC
MaTpilu CBORCTBO K£a3H-KOCO - CHMMeTpHH COXpaHHeTCH npH C-TOZeHHH, yMHOHemra, a
TaKze npw nojryaeHHR odpaTHoit mhtphuh. JloKa3ano faKKe, hto y KBn3H-Koco-cnMMe-
TpimecKoft MaTpimu HMeiOTCH to-+ubko KOMmieKCHO-conpHsceHHue codCTBeHHiie HHCIin .lljin
npoH3BOIN.HOO KBaan—koco—€HNMeTpuaecKoii MaTpimu nopawa 2n onpejiejieno npucoe-
AHHeHHyw MaTpimy rops”™Ka nc KOMmieKCHUMH 3Ji6MeHTaMne KoHCTfITHpoBnHO, mto cod-
CTBeHmie HHClia npucoeAHHeHHoft MaTpimu cocTABMHIOT noiMHoaecTBO KOMnjreKCHtix He-
conpaxeHHHX H3 MHOKecTBa codCTBeHHHX ance.ii cooTBeTCTByiomeii KBn3H-Koco-
—€HMMeTpHaecKOn MaTpimu. Orawa BHTeicaeT bo3moxhostb iiccjiejiOBHHiifl ycToRanso-
CTH aHHaMHHeCKoB CHCTeMH, OIMCUBOIOmeOCfi C nOMOIUBB ~ KB83H—KOCO—CHMMBTpimeCKOii
MaTpimu nopflflka 2n, aaKinouaiomeitlcH b nepexo.ne k npKcoeflHHeHHoii MaTpnue nopHK-a n
B «naliBHefiiueM ycToflaimocTB HCClieAyercsi Ha ocHoae npefllioaeHHoro Kpirrepim, koto-
poe HBIJIHETCH ododmeroieM n3BecTHoro KpHTepiw ycToKuimocTH Typaima ij c/Nyaan
xapaKTepHoro ypaBHeHHfl ¢ KOMnjieKcmiMii -KoafpiiimKeHTaMHo llpe,ncTaBlieHO npHMep ah-
HaMimecKoi! CHCTeMH, onacuBaiomettcfl ¢ noMoiuB» KBa3ii-Koco-ciiMMeTpimecKoil MaTpimu
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ON A SYMMETRY OF THE DYNAMICAL SYSTEM MATRIX WHICH ENABLES
THE STABILITY ANALYSIS BY MEANS OF THE GENERELIZED HURWITZ
CRITERION

Summary

A quasi-skew-symmetric matrix has been defined and 9 theorems
concerning its properties have been presented. It has been
shown that the quasi-skew-symmetric form of a matrix remains
invariant by summation, multiplication and inversion of quasi-
skow-symmetric matrices. It has been proved that a quasi-skew-
symmetrio matrix has only complex oonjugate characteristic
roots. To every quasi-skew-symmetric matrix of order 2n an as-
sociated matrix of order n with complex elements has been
defined. It has been proved that the characteristic roots of
the associated matrix constitute a complex nonconjugate subset
of the set of complex conjugate characteristic roots of the
original matrix. Hence it is possible to analys the stability
of a dynamical system described with a quasi-skew-symmetric ma-
trix of order 2n using as a starting point a proper associated
matrix of order n. A criterion for that purpose has been pro-
posed. The criterion is a generalization of the Hurwitz sta-
bility criterion for a characteristic equation with complex
coefficients. An example of a dynamical system described with
a quasi-skew-symmetrio matrix has been presented.



