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Streszczenie. Zdefiniowano macierz niby-skośnie- 
symetryczną (nss) i podano 9 twierdzeń określają
cych Jej właściwości. Wykazano, że w przypadku a- 
nalizy stabilności układów dynamicznych opisanych 
macierzą nss można badać wartości własne stowarzy
szonej z nią macierzy o elementach zespolonych i 
stopniu dwukrotnie mniejszym od stopnia macierzy 
nss. Zaproponowano kryterium umożliwiające tę ana
lizę. Podano przykład układu dynamicznego opisa
nego macierzą nss.

1* Definicja macierzy niby-skośnie-symetryczne.1

i.i. Macierzą niby-skośnie-symetryczną (nss) typu I nazywa się 
macierz kwadratową stopnia 2n dającą się przedstawić w 
postaci:

p Q

-Q P

gdzie P i Ct są podmacierzami kwadratowymi stopnia n.

*)Obecnie: Katedra Automatyki Procesów Przemysłowych
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1.2. Macierzą niby-skośnie-symetryczną (nss) typu II nazywa się 
macierz kwadratową stopnia 2n dającą się przedstawić w 
postaci:

I
\ „

A I21 A 122

gdzie Ajjj s3 podraacierzami nss typu I. 
Przykłady: macierz

a b -j -k

d e -m -n

j k a b

m n d e

P a

- Q p

jest macierzą nss typu I gdyż zapisana przy pomocy podma- 
cierzy kwadratowych wykazuje symetrię wymaganą w defini
cji i.l.

Macierz

a "j* -b -k

j a k -b
-d -m e -n

m -d n e

A i u ^  112

\ 2, ^  I 22
jest macierzą nss typu II, gdyż można Ją zapisać za po
mocą podmacierzy będących macierzami nss typu I.
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2. Twierdzenie I

Dla każdej macierzy nss typu I istnieje podobna do niej ma
cierz nss typu II.

Dowód:
Niech będzie dana macierz nss typu I:

p C Q D
L T M U

-Q -D P C
-M -U L T

Zmieniając drugą kolumnę macierzy z trzecią kolumną, a drugi 
wiersz macierzy z trzecim wiBrszem, otrzymuje się macierz

P Q C D

-Q P -D C
L M T U

-M L -U T

Macierze A  i A  posiadają następujące wspólne ceohy:
a) wyznaczniki tych macierze są sobie równe

det Aj 3 det A^

b) ólady tych macierzy są sobie równe

■ {A l }  - S { A 2j

A więc macierze Aj i są macierzami podobnymi.
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3* Wniosek z tw. I:

Dla każdej macierzy nss typu I można zawsze znaleźć macierz 
nss typu II tego samego stopnia, posiadającą te same wartości 
własne co macierz ss typu I.

Dla każdej macierzy nss typu II można zawsze znaleźć ma
cierz nss typu I tego samego stopnia, posiadającą te same war
tości własne co macierz nss typu II.
- - . y ' _ ^

4. Twierdzenie II

Suma dwóch macierzy nss typu I stopnia 2n jest również macie
rzą nss typu I stopnia 2n.
Dowód:
Niech Aj i Bj będą macierzami nss typu I stopnia 2n.

p, C, D, c 2 0 . »z
L, T, M, u,

B r -
l 2 M2

-Q, P, C, -Qr -»z pz Pz
-M, -u , L, T, -M, l 2 Tz

Suma tych macierzy

\  + •B i "

p, * P.
Ł C, + «z o, + Q z D , Dz

L, + Lz T , + Tz M, + m 2 u, + U z

tcTi Q 2 -D, - D 2 P, + Pz c, C z
- M ,  - M z -u, - u 2 L , + L z T 1 + r z

jest zgodnie z definicją macierzą nss typu I.
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5. Twierdzenie III

Suma dwóch macierzy nss typu II stopnia 2n jest również ma
cierzą nss typu II stopnia 2n.
Dowód: jak powyżej.

6, Twierdzenie IV

Iloczyn dwóch macierzy nss typu I stopnia 2n daje maoierz nss 
typu I stopnia 2n.
Dowód:

p , Q ,

- a , p ,

o,

- Q , p2

W - Q , p 2

- P V Q , p 2 p,p2 -  q , q 2

Z twierdzenia IV i II wynika

7. Twierdzenie V

Iloczyn dwóch macierzy nss typu II stopnia 2n daje macierz nss 
typu II stopnia 2n.

8. Twierdzenie VI

Macierz odwrotna względem macierzy nss typu I jest również ma
cierzą nss typu I.
Dowód:
Hozpatrzmy macierz kwadratową stopnia 2n:

A B

c D
gdzie A ,  B , C  i D  są podmacierzami kwadratowymi stopnia n.
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Odpowiednia macierz odwrotna ma postać:

[a - b d '̂c ]'1 -d "'c [a - b d "1c ]“'

- A ^ B f D - C A ^ ] -' [d - c  A " ' B p

Niech macierz będzie macierzą nss typu I, a więc A  = 0  i
C =  - B.
Wówczas

[ A + B A ' ' b P a ''b [a +b a ''b ]"'

- A " B [ A + B A - ' B P [a + b a _'b ]*'

jest również macierzą nss typu I.

9. Twierdzenie VII

Macierz odwrotna względem macierzy nss typu II Jest również ma
cierzą nss typu II.
Dowód: jak powyżej.

Twierdzenie VIII

Macierz nss dowolnego typu posiada tylko zespolone sprzężone 
wartości własne.

Dowód zostanie przeprowadzony metodą indukcji matematycznej
a) rozpatrzmy macierz nss stopnia 2:

P | CL

-q i p
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Równaniem charakterystycznym tej macierzy Jest

f i -p p
-q

a stąd wartości własne

p -
(lt2 = P - Jq

a więc- dla n = i twierdzenie jest udowodnione.
b) załóżmy, że^twierdzenie jest słuszne dla macierzy nss 

stopnia 2N. Rozpatrzmy równanie liniowe którego macierz prze
kształcenia jest macierzą nss typu II stopnia 4N:

A,, CSJ
r—

<

> A 22
gdzie Ajj są macierzami nss typu I stopnia 2N.
Eliminując z równania (i) zmienne X 2 otrzymuje się równanie:

y . A  A -1 y .(A -A  A'1 A ) X (2)i 12 22 2 “ v ii 12 22 21/ i

którego macierz przekształcenia jest macierzą nss typu I stop
nia 2n. A więc wartości własne macierzy przekształcenia równa
nia (2) odpowiadające zmiennym Xj są wielkościami zespolony
mi sprzężonymi. Eliminując z równania (i) zmienne otrzymu
je się równanie:

^ - \X a M - k X \ X <*>
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14. Twierdzenie IX

Wartości własne macierzy stowarzyszonej z daną macierzą nas 
stanowią podzbiór liczb zespolonych niesprzężonych zbioru war
tości własnyoh macierzy nss.

Dowód:
a) Rozpatrzmy macierz nss stopnia 2 (n = 1):

p q

-q p

wartość! własne tej macierzy są równej

> ± » P - Jq

¡t2 = p +

Macierzą stowarzyszoną z macierzą (l) jest macierz stopnia i 
(skalar)

P - J<1
o wartości własnej

<Ll= p - jq

czyli dla n = i twierdzenie zostało udowodnione.
b) zakłada się, że twierdzenie jest słuszne dla n = N. 

Rozpatrzmy równanie liniowe, którfego macierz przekształcenia 
jest macierzą nss typu II stopnia 4N:

A iń ^1 IZ

^121 ^122

gdzie Aj.j są macierzami nss typu I stopnia 2N.
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Odpowiednie równanie liniowe stowarzyszone stopnia 2N 
współczynnikach zespolonych ma postać:

15

2S

A ms
A 112 S

^ 121 S A 122 5
15

25

Eliminując z równania (3) zmienne X2 otrzymuje się równanie 
stopnia 2N:

"^112 ̂ 122 2̂ = 0111. "^112 ̂ 122 Aiąi) ^i (5)

i odpowiadające mu równanie stowarzyszone stopnia N:

y A a-1 y M A A'1 A X  m71S “ n H2S I22S 2S = ^IliS ” I12S I22S I2iS' rS

Zgodnie z założeniem wartości własne macierzy stowarzyszonej 
stopnia N

A -A A '1 ArtIilS M I12S rtI22S a I2iS

stanowią podzbiór liczb zespolonych niesprzężonych zbioru war
tości własnyoh macierzy nss stopnia 2N:

^Iii “ ̂ 112 ̂ 122 ̂ 121

Eliminując z równania (3) zmienne X± otrzymuje się równanie 
stopnia 2N:

2̂ "^121^111 ^i = ^122 ~^121 ̂ 111^112^ ^2 (7)
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i odpowiadające mu równanie stowarzyszone stopnia Ns

^2s _ŷ I2iS ̂ IliS ^LS = ^I22S “ ^I2iS^IiiS^Ii2S^2S

Zgodnie z założeniem wartości własne macierzy stowarzyszonej 
stopnia N:

A -A A"1 Am I22S I21S I11S Ii2S

stanowią podzbiór liczb zespolonych niesprzężonych zbioru war
tości własnych macierzy nss stopnia 2N:

A -A A-i A122 121 Iii I12S

Ponięważ wymienione dwa zbiory wartości własnych macierzy nss 
stopnia 2N zawierają wszystkie wartości własne macierzy nssty
pu II stopnia 4N z równania (3), a wymienione dwa zbiory war
tości własnych macierzy stowarzyszonych stopnia N zawierają 
wszystkie wartości własne macierzy stowarzyszonej stopnia 2N 
z równania (4), stąd wartości własne macierzy stowarzyszonej 
stopnia 2N z równania (4):

A I l l i A i ,zs

A h i s
A

122 S

stanowią podzbiór liczb zespolonych niesprzężonych zbioru war
tości własnych macierzy nss stopnia 4N z równania (3):

A ,„ 4 «

A n i
A

122
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Na mocy twierdzenia o podobieństwie macierzy nss typu I i 
II powyżej udowodnione twierdzenie Jest również słuszne dla 
macierzy nss typu I.

15. Wniosek z twierdzenia IX

Wartości własne macierzy nss i macierzy z nią stowarzyszonej 
posiadają te same części rzeczywiste. Stąd możliwość analizy 
stabilności układu dynamicznego opisanego macierzą nss stop
nia 2n, polegająoa na znalezieniu odpowiedniej maoierzy stowa
rzyszonej stopnia n (odpowiadającej o połowę mniejszemu rów
naniu różniczkowemu o współczynnikach zespolonych) 1 zastoso
waniu kryterium będącego uogólnieniem kryterium Hurwitza dla 
przypadku równania charakterystycznego o współczynnikaoh ze
spolonych.

16. Uogólnione kryterium Hhrwitża

W celu określenia znaków części rzeczywistych pierwiastków 
wielomianu o współczynnikach zespolonych można posłużyć się na
stępującym kryterium wynikającym ze znanego twierdzenia (por. 
Gantmacher, Miśina-Proskurjekov).

Niech F(p) Jest wielomianem o współczynnikaoh zespolo
nych. Podstawiając p = jy otrzymuje się

F(jy) » o0yn + Ojy11**1 + ... + oQ + j(doyn + . .+dn)

Jeżeli dQ =■ 0 należy wielomian P(jy) pomnożyć przez j, 
zapisując rezultat rJwnież w postaci:

JF(jy) - o0y“ + Cjy11"1 +...+ en + j(dQyn + d ^ -1 + ...+ dQ)

Warunkiem koniecznym i wystarczającym by wszystkie pier
wiastki wielomianu F(p) miały części rzeczywiste ujemne jest 
by minory V2, V4, ... V 2n znajdujące się w lewym górnym ro
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gu wyznacznika A utw rzonogo z współczynników wielomianu PCly)
( g d y  d0 ^  0 d l a  F ( J y ) )  l a b  j F ( J y )  ( g d y  d0 =  0 d l a
F(jy)) były tego samego znaku. Wyznacznik A stopnia 2n ma 
postać:

do di .... dn 0 .... 0

°0 ci .... cn 0 .... 0

0 d0 --- dn-i dn .... 0

0 oO --- cn-l °n __  0

17. Przykład układu dynamicznego opisanego macierzą nss

Rozpatrzmy uogólnioną maszynę elektryczną (por. Kron) przy za
łożeniu magnetycznej i elektrycznej symetrii osi podłużnej i 
poprzecznej. Równanie tej maszyny przy założeniu stałości pa
rametrów ma postać:

ds

dr
Uqs
qr

r 8 + pLa pM

pM rr + pLr M u) Lr a>

rs + pLs pu
- U  U) - L r cu pM rs + pLs

ds

dr

gdzie indeksem "d" oznaczono wielkości w osi podłużnej maszy
ny, indeksem "qf' wielkości w osi poprzecznej maszyny, indeksem 
"a" wielkości stojana a indeksem "r" wielkości wirnika,pnd/dt, 
U - chwilowa wartość napięcia, i - chwilowa wartość prądu, 
co w const — prędkość obrotowa maszyny.
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Odpowiednie równanie stowarzyszone ma postać;

Uds+JU,qs

Udr+JUar

- r s + PLs pM

M(p - Jco) rr + Lr(p - jiu)

ids+'̂iqs

V ^ q r
Maszynami elektrycznymi magnetycznie i elektrycznie syme

trycznymi dającymi się sprowadzić do maszyny uogólnionej opi
sanej macierzą nss są np. następujące maszyny: maszyna syn
chroniczna niejawnobiegunowa, maszyna asynchroniczna jedno- 
i dwuklatkowa, maszyna asynchroniczna pierścieniowa, silnik 
Schräge, przesuwnik fazowy Scherbiusa. Również pewne układy 
tych maszyn można opisać maoierzami nss.

Przedmiotem analizy stabilności w oparciu o uogólnione kry
terium Hurwitza mogą być w rozpatrywanym przykładzie wyłącz
nie elektryczne przebiegi przejściowe przy co = const. Zawę
żoną w ten sposób analizę stabilności przeprowadza się:

- dla układów generator - sieć,
- dla pewnych układów zawierających silniki wówczas, gdy 
mimo ograniczenia wywołanego założeniem stałości prędko
ści obrotowej dochodzi się do pewnych ciekawych z prak
tycznego punktu widzenia wyników. Należy tu przede wszyst
kim wymienić zagadnienie analizy samowzbudzenia się ma
szyn elektrycznych prądu zmiennego, włączonych do sieci 
poprzez kondensator. Zjawisko samowzbudzenia w wymienio
nym przypadku można wykryć tylko na podstawie analizy sta
bilności elektrycznych przebiegów przejściowych, w  poz. 
[ß] spisu literatury autor zastosował uogólnione kryte
rium Hurwitza do analizy stabilności przebiegów elek
trycznych w silniku asynchronicznym załączonym do sieci 
poprzez kondensator,

W zakończeniu autor pragnie wyrazić podziękowania za życz
liwą liry tykę i cenne sugestie panu prof. Stefanowi Węgrzynowi.
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0 HBKOTOPOti CHMMZTPHH MATPWUU JIMlIAMHHECKOii CliCTE&l 
JUH AIIAJM3A yCTOHmiBOCTH HA 0CH013E OBOBillEHHOrO 
KPHTEPHH ryPBHHA

P e 3 b m e

JIeho  onpeflejiemie k b s 3h-koco- CHMMeTpHHecKoB MaTpimu, a tp-kkc  iipuBe^eHo 9 Teo- 
peM, onpeiejiHiomroc ee CBoMcTBa. Jl’oKa3aHo, hto w e  k b s 3h—koco—CHMMerpHaecKiDC
MaTpiIU CBORCTBO K£a3H-KOCO - CHMMeTpHH COXpaHHeTCH npH C-TOZeHHH, yMHOHemra, a 
TaKze npw nojryaeHHR odpaTHoił m htphuh . JIoKa3ano faKKe, hto y  KBn3H-Koco-cnMMe- 
TpimecKoft MaTpimu HMeiOTCH to-ubko KOMmieKCHO-conpHsceHHue codCTBeHHiie HHCJin .JIjih  
npoH3BOJn.HO0 KBaan—koco—CHNMeTpuaecKoii MaTpimu nopaw a 2n onpejiejieno npucoe- 
AHHeHHyw MaTpimy rops^Ka n c  KOMmieKCHUMH 3Ji6MeHTaMn • KoHCTflTHpoBnHo, mto cod- 
CTBeHmie HHCJia npucoeAHHeHHoft MaTpimu cocTAB^HiOT noiMHoaecTBO KOMnjreKCHtix He- 
conpaxeHHHX H3 MHOKecTBa codCTBeHHHX ance.ii cooTBeTCTByiomeii KBn3H-Koco-
—CHMMeTpHaecKOń MaTpimu. O raw a BHTeicaeT bo 3moxhostb iiccjięjiOBHHiifl ycToRanso- 
CTH aHHaMHHeCKoB CHCTeMH, OIMCUBOiOme0Cfl C nOMOlUBB KB83H—KOCO—CHMMBTpimeCKOii
MaTpimu nopflflKa 2n, aaKJnouaiomeiłcH b nepexo.ne k npKcoeflHHeHHoii MaTpnue nopHHK-a n 
B «naJiBHefiiueM ycToflaimocTB HCCJieAyercsi Ha ocHoae npeflJioaeHHoro Kpirrepim , koto -  

poe HBJiHeTCH ododmeroieM n3BecTHoro KpHTepiw ycToKuimocTH Typa ima jyw c^yaan 
xapaKTepHoro ypaBHeHHfl c KOMnjieKcmiMii -KoafpiiimKeHTaMHo Ilpe,ncTaBJieHO npHMep ah- 
HaMimecKoi! CHCTeMH, onacuBaiomettcfl c noMoiuB» KBa3ii-Koco-ciiMMeTpimecKoil MaTpimu
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ON A SYMMETRY OF THE DYNAMICAL SYSTEM MATRIX WHICH ENABLES 
THE STABILITY ANALYSIS BY MEANS OF THE GENERELIZED HURWITZ 
CRITERION

Summary

A quasi-skew-symmetric matrix has been defined and 9 theorems 
concerning its properties have been presented. It has been 
shown that the quasi-skew-symmetric form of a matrix remains 
invariant by summation, multiplication and inversion of quasi- 
skow-symmetric matrices. It has been proved that a quasi-skew- 
symmetrio matrix has only complex oonjugate characteristic 
roots. To every quasi-skew-symmetric matrix of order 2n an as
sociated matrix of order n with complex elements has been 
defined. It has been proved that the characteristic roots of 
the associated matrix constitute a complex nonconjugate subset 
of the set of complex conjugate characteristic roots of the 
original matrix. Hence it is possible to analys the stability 
of a dynamical system described with a quasi-skew-symmetric ma
trix of order 2n using as a starting point a proper associated 
matrix of order n. A criterion for that purpose has been pro
posed. The criterion is a generalization of the Hurwitz sta
bility criterion for a characteristic equation with complex 
coefficients. An example of a dynamical system described with 
a quasi-skew-symmetrio matrix has been presented.


