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SYNTEZA FILTROW OPTYMALNYCH
DLA PRZYPADKU ISTNIENIA SKEADOWEJ ZDETERMINOWANEJ

Streszczenie. W artykule przedstawiono  metode
syntezy filtru optymalnego w przypadku gdy uzy-
teczny sygnat wejsciowy posiada skkadowg  stocha-

styczng 1 zdeterminowang, na ktére natozony  jest
szum o charakterze stochastycznym. Problem rozwiag-
zywany jest za pomocg metody wariacyjnej przy do-
datkowym warunku minimum cadki bdedu zdeterminowa-
nego z waga, ktdra jest nieoznaczonym wspédczynni-
kiem Lagrange’a. Wykazano, ze warunki minimum bde-
du Sredniokwadratowego 1 minimum catki bledu zde-
terminowanego sa na ogot sprzeczne.

i. Wstep

Bedziemy zakkada¢, ze sygnat sterujacy, dzialajacy na wejsciu
uktadu jest sumg skfadowej o charakterze stochastycznym m(t)
o znanej funkcji korelacji Rm(T) 1 gestosci widmowej

oraz sk¥adowej zdeterminowanej, regularnej x(t) o znanym
przebiegu czasowym. Ponadto, na wejsciu dziata rowniez zakdo-
cenie o0 .charakterze stochastycznym n(t) o gestosci widmowej
Sn(w). Zadaniem Filtru jest mozliwie dokdadne wyeliminowanie
zaktocenia n(t) oraz przeksztalcenie sygnatu sterujacego
zgodnie z operatorem H(p). Ukkad modelowy pozwalajacy obli-
czy¢ blkad przedstawiony jest na rys. 1.

Z rys. i1 wynika, ze bkad 8 (t) jest sumg dwoch sktadowych}
sktadowej stochastycznej, pochodzgcej od niedoskonatego odfil-
trowania zaktocenia n(t) 1 skkadowej regularnej, pochodzg-
cej od niedoskonatego przeksztatcenia sygnatu regularnego x(t).
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W przypadku uk¥adéw liniowych, obydwie skkadowe btedu sa od
siebie niezalezne i korzystajac z zasady superpozycji mozna
je oblicza¢ niezaleznie od siebie.

K(P)

£(t)

K{p)
X(EOHS (i)

n(t)

Rys. 1. Ukd¥ad modelowy stuzgcy do obliczenia b#edu

Za kryterium optymalnosci wzgledem sktadowej” statystycznej
przyjmiemy minimum bdedu Sredaiokwadratowego Sst* Minimum to
musi by¢ wyznaczone przy dodatkowym warunku izoparametrycznym:
ograniczonej wartosci calki z kwadratu bdedu dla sktadowej re-
gularnej Jg. Zagadnienie to rozwigzemy metodg nieoznaczonych
wspotczynnikéw Lagrange’a. Funkcjonat podlegajacy minimaliza-
cji mozna wiec zapisa¢ w nastepujacy sposob:

Uma. + i JE* @

przy dodatkowym ograniczeniu

(2)

Nalezy zaznaczy¢, ze podobna metoda byta stosowana w pracy
[i(] do obliczania filtréw z ograniczonym pasmem przenoszenia i
ograniczajacych zjawisko nasycenia. Obydwa sk#adniki Ffunkcjo-
natu (1) zaleza od nieznanego wspédczynnika Lagrange’a e i
funkcji przejscia Filtru. Przyrownujgc wariacje tego Tfunkcjo-
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natu do zera, mozemy wiec znalez¢ funkcje przejscia filtru ja-
ko funkcje wspétczynnika Lagrange’a e . Podstawiajac™"to wyra-
zenie na funkcje przejscia do warunku (2) wyznaczamy dopu-
szczalny zakres zmian wspotczynnika e , w ktdérym spedniona jest
nierownos¢ (2). Nastepnie obliczamy blad Sredniokwadratowy i
wybieramy taka wartos¢ wspotczynnika lezaca w  poprzednio
znalezionym przedziale, aby wartos¢ £ t byda najmniejsza.

2. Obliczenie optymalnej funkcji przejscia

Obliczenie biedu Sredniokwadratowego wystepujacego w Ffunkcjo-
nale nie rozni sie niczym od analogicznego problemu w klasycz-
nej teorii Wienera.

W dziedzinie zespolonej mozna blad ten wyrazi¢ wzorem:

@ @
Est - 2® Ss8 " SeSFR3« - S - S - *ry ] df
-00 -00
gdzie S - gestos¢ widmowa skkadowej stochatycznej sygnatu

sterujacego a S — gestos¢ widmowa sumy obydwu sygnatéw sta-
tystycznych} sterujgcego i1 zakldcenia,
W przypadku braku korelacji miedzy nimi

Ss = Sh * Sn @

Jesli £r () - skltadowa regularna bkedu, a Er o) jej trans-
formacja Fouriera, to catka z kwadratu bdedu regularnego moze
by¢, obliczona za pomoca twierdzenia Parsevala

2*5 W “z ®

-Cco

gdzie §.({o) = Ej.C-jw).
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Na podstawie rys. 1 mozemy napisac
E' - (H - K)X, (6)

gdzie X(jo) - transformacja Fouriera skladowej regularnej sy-
gnatu sterujacego. Wobec tego

ErEr a (H-K)(H-K)XX. Q)

Podstawiajac () i1 (6) do wzoru (&), znajdujemy
@®
(8)

Uwzgledniajac () 1 () oraz wykonujac wariacje  funkcjonatu
(® wzgledem niewiadomej funkcji K, otrzymamy

0)
gdzie
Q = KSs ” HSm"
(10)
0"= e(K-H)XX.
Jak zostato pokazane w pracy [Z] , wariacja ta bedzie miata
wartos¢ zero, jesli funkoja Q + bedzie posiadata bieguny

tylko w prawnej pédptaszczyznie (dla p = jw).

Minimum bdedu Sredniokwadratowego przy ograniczonej cakce z
kwadratu bledu regularnego daje wiec taka funkcja przejscia K,
dla ktdérej wyrazenie

K(Sa +aXX) - H(Sm +gXX) = Q + QF (1)
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posiada bieguny tylko w prawej potplaszczyznie. z bilansu
biegunow otrzymujemy stad

i H(Sm +eXX)*"

Bs + e** [ Ss-kesz

gdzie znaki "+' lub u gory oznaczaja rozkdad na czynniki a
u dotu na sk¥adniki posiadajgce odpowiednio bieguny tylko w
pravej albo tylko w lewej pétplaszczyznie. Wzor (12) nadaje
sie tylko do obliczania optymalnej funkcji przejscia przy do-
wolnej strukturze filtru. Jednak metodg podang w [Z] #atwo go
uogolni¢ na przypadek minimalno-fazowej czesci zadanej.

Po obliczeniu funkcji przejscia zaleznej od parametru e mozna
za pomocg rownania (6) wyznaczy¢ bkad regularny uktadu a na-
stepnie catke z kwadratu btedu (réownanie (5)). Catke () +atwo
obliczy¢ za pomocg tabel podanych np. w [1]. Nastepnie nalezy
zbada¢, dla jakich wartosci e spedniona jest nierownosc

JB(e)<S. (€S))

Znajac dopuszczalny ze wzgledu na warunek (i3) zakres zmian
parametru e , mozna, obliczajac za pomocg wzoru (3) blad Sred-
ni okwadratowy, wybra¢ taka jego wartos¢, ktora daje minimum
tego bledu. Zwykle warunki minimum bdedu  Sredniokwadratowego
i minimum caltki z kwadratu bdedu regularnego sa sprzeczne i
nalezy wtedy wybiera¢ wartosci g , dla ktérych (13) przechodzi
W rownosc.

3. Przypadki szczegolne

3.1. Sledzenie sygnatu regularnego w obecnosci zak¥ocen

Jest to przypadek najprostszy. Uamy tu

H*1, SMaO0, Ss- Sn. 14
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Uwzgledniajgc te wyrazenia we wzorze (12), otrzymujemy

K = 1 p XX s5)
[sn +exx]’ [sn +exx]+

Jesli zatozy¢ jeszcze brak zakkoécenia, to otrzymujemy stad o-
czywisty rezultat K = 1.

3.2. RoOzniczkowanie sygnatu regularnego w obecnosci zakddcen

K+adgo
H=jo, S, »0, Sg =5, 16)

otrzymujemy

1 g joo XX an

Nalezy podkresli¢, ze operacji catkowania sygnatow, przy kto-
rych wynik narasta nieograniczenie nie mozna zrealizowa¢ tak,
aby funkcjonat M posiadat wartos¢ skonczong.

Jesli bowiem filtr bedzie astatyczny, to btad Sredniokwa-
dratowy bedzie nieskonczenie wielki. Jesli natomiast Filtr be-
dzie statyczny, to catka z kwadratu btedu regularnego staje
sie nieograniczona. Jest to skrajny przypadek sprzecznosci w
Jjednoczesnym ograniczeniu obydwoch rodzajow bledéw.

Warto tez zwréci¢ uwage, ze w przypadku braku sygnatu regu-
larnego, wzér (12) daje wynik zgodny z klasyczng teorig Wier-
nera.
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4. Przyktady

4.1. Zaprojektowa¢ Filtr dla przekazywania sygnatu w  postaci
skoku jednostkowego w obecnosci zakdocen w postaci biate-
go szumu.

Dane:
Sn =c2, X=p Jg« S, jo=np.

Obliczamy funkcje wystepujace we wzorze (15)

Sn+o0XX=c2 -4 = =YLt 0 iR"£O t
H 8 ¢ p2 p2 tb ot -p

stad

[ +gXX]-a"E £, [sn +gXx]+ -

e XX e -p , oVq
[n +8xx]+ -P Ye - pc P Vg- po

Optymalna funkcja przejscia filtru jest wieo rowna

K = -=r— 2 it. m L -
+Po P = S
Y8
B¥ad regularny wyniesie
VC
[ |

E= a-Kx=2Y

I+S W

tatwo stad obliczy¢ catke z kwadratu biedu
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Wspotczynnik e jest wiec ograniczony przez te nieréwnosc od
dotu. Minimalna jego wartos¢ jest roéwna

482

» c C
i -, 0 n , e*
l+pw pw

stad

Wida¢ wiec, ze b#ad stochastyczny w przeciwienstwie do bdedu
regularnego jest tym mniejszy im mniejszy jest wspotczynnik
8§ . Wybieramy wiec wartos¢ minimalng, mozliwg ze wzgledu na
spetnienie warunku (13). Otrzymujemy wtedy

4.2. Zaprojektowa¢ filtr dla przekazywania sygnatu zmieniajg-
cego sie ze stalg predkoscig, w obecnosci zaktocen o ge-
stosci widmowej :

Mamy tutaj

[s +exxi = B ;-P+b- .
1-P P (+P) -P (1“P)
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gdzie
b=vg , a2=e + 2Ve,
S-M a ZEA\rJ?)__ = jHPd + etpf
[sn+texx]+ _p4 P2-aP+B P2 P2-ap+d*®
gdzie
d =a -Ye.

Optymalna funkcja przejscia filtru bedzie wiec réwna

K = P2~ +P) b. + Pd (£+p)(b+pd)
2
p~+ap+b p +ap +b

Dla biedu regularnego otrzymamy

i+YLA
p +apt+b

oraz

T _ "+ng~ak_)a) .

JE 5

Otrzymane wyrazenie na catke z kwadratu bdedu regularnego jest
nierozwigzelne wzgledem e . Dla konkretnej wartosci liczbowej
mozna go rozwigza¢ numerycznie 1 przyjac wartos¢, dla ktorej

J6 = 1 -

4.3. Zaprojektowa¢ filtr roézniczkujacy dla takich samych da-
nych jak w poprzednim przykdadzie.

Wykorzystujac wyniki z poprzedniego przykdadu, znajdujemy

HQOXX = gfl-p) =Db + C+PD
[sn+?2xx]+ p(p2-ap+b) p p2-apt+b



168 Zdzistaw Pogoda

Wobec tego

2
K=P (1+P) . £ = E"I+Elb.
p +tap +b P p +aptb

Btad regularny bedzie

§=Dph- = PP _
P p +ap+b
a stad

b+(a-b)2
£3 2ab

4_.4_. Zaprojektowa¢ filtr optymalny dla przekazywania

sygnatu
stochastycznego o gestosci widmowej
S, :_ij
o | i-p
w obecnosci zakd#dcen o charakterze biatego szumu (Sn = 1) z o-
graniczong catka z kwadratu btedu regularnego przy skokowej

zmianie wartosci S$redniej (poziomu regulacji), tzn.

Mamy tutaj

oraz

s -?YV - idel. , JL = iy rP+b-p 7aP+V,
s _Ap"Z Io2 p(l+p)  -p(l-p)
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gdzie
a=2(1+Yqg) +t¢, b =Ye.

Wobeo tego

sm+ ¢ xx.. . _ P2d+g)-e ¥pa-n)

[ss+exxj+ p2 (i-p2) “y2-ap+b

b+Ed . C+pD
pZ-ap+b

gdzie

d b(l+a) + 1 +
a~™ ( a L b + 1g

i ostatecznie

K =F£iixtL |*BEd a bzEd .
p +ap+b P" +p°© p +ap+b

Dla btedu regularnego otrzymujemy

B. = (-KX =
p +ap+b

oraz

v b+§§5d)-+2
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Wobec tego

p+ap tb p p +ap+b
B¥ad regularny bedzie

a stad

b+(a-b)2
¥ = 2ab  *

4.4_. Zaprojektowa¢ Filtr optymalny dla przekazywania

sygnatu
stochastycznego o gestosci widmowej

w obecnosci zakkoceh o charakterze biatego szumu (Sn = 1) z o-

graniczong catkg z kwadratu bdedu regularnego przy skokowej

zmianie wartosci S$redniej (poziomu regulacji), tzn.

Mamy tutaj

oraz
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gdzie
a=2(1+Yqg) +t¢, b =Ye.
Wobec tego
V — g _ PAIt._gjrg -P(1-B);
[s8+exx]+ P2 (i-P2) &p2-ap+tHd
*tPd .
pthipT
gdzie
_b(l+a) + 1 +g
a’" a+b +i

i ostatecznie

K _P.(Y®). ptPd..= . bP.d.
“ p2+tap+b 5 ~ p2+ap+b
Dla btedu regularnego otrzymujemy
E » (-K)x =
p +aptb

oraz

i _ tor(a-d)2
~ 2ab

169

. .CfPP,
B2-ap+b
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cimrE3 oirrra.iAjtHhix ©ijttpob jijh ¢ m h cyinECTBOBAMM
JETEPMMHHPOBAHUOK COCTABIIHNUEIT CHTHAIA

Pe3jome

B CcTaTBe npegcTSBJieHo MeTOA cnHTe3a oiiTHMaiiLKKX ~iun/rpoB B cjiynae, Korga no-
Ae3HHit BXOAHOE CHrHSJI HMeeT CTOXaCTHMSCKyX) 11 geTepMKHHpOBNHHyiO COCTaBJimOimie C
HnjroseHHOfi CTOxacTHHecKOil noMexott. ENN peraeraui btoM npodjieMMH npHMeHeHo Bapna-
UHOHHHO MeTOg ¢ AOGaBOHHHM yCJIOBHeM MHHHWMa HHTerpajia AeTepMHHHpOBaHHOIl om6-
kh ¢ BecoM, HBEaniitHMCH HeonpeAe-neHHHM Koai)$nuHeHTOM JferpaHxa. JloKa3aHo, hto
ycJioBHH MHHHMyMa cpegHeKBagpaTZHeCKo8 oujhOkh h MHHHWMa HHTerpaJia  geTepMHHH-!
pOBSHHOU OIDHOKH HBAHIOTCH, BOOUliiee TOBOpH, lipOTHBOpeiHBNMH.

A SYNTHESIS OF OPTIMUM FILTERS FOR SIGNALS HAVING
A DETERMINISTIC COMPONENT

Summary

The paper presents a method of synthesizing optimum filters
for input signals having a stochastic and a deterministic com-
ponent, on which a stochastic noise is superposed. The pYoblem
has been solved by means of the variational method with the
condition to minimize the weighing deterministic error inte-
gral. The weight used has been a Lagrange multiplier. It has
been shown, that the conditions for obtaining a minimum mean-
square error and the conditions for obtaining a minimum de-
terministic error integral are generally contradictory.



