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Oznaćżenia i wymiary ważniejszych wielkości

T.C, - koncentracja składnika A, kmol/mr'A
p

<0 -  współczynnik dy fu zji molekularnej, m /h
p

-  współczynnik dyspersji wzdłużnej, m /h

d -  średnica reaktora, m

-  średnica wypełnienia, m
Л

E (t ) -  funkcja rozkładu czasu przebywania, g
l

erfcfe = 1 -  erf£  = 1 -  £ = - J  exP ( - ^ 2 )d^ funkcja błędów
0

P (t )  -  funkcja rozkładu czasu przebywania 

F(R) a n (n -  1) R ron~2

f  ( r )  = jA -
Ap

2
f  -  powierzchnia przekroju reaktora, m

f  -  współczynnik Fanninga

G -  masowe natężenie przepływu, kmol/h

H(R) s n R ron_1

к -  stała szybkości reakcji |̂—jŁ j  ^

L -  długość reaktora, m

m' -  masa, kmol

n -  rząd reakcji
w L

Fel  = ”  zmodyfikowana liczba Pecleta
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wm d
Pe', = —w—  -  liczba  Pecleta i  u±

Fel
P = ~ ^ L

r , -  szybkość reakc ji składnika A,
nrh

R = k r c .  ” “ 1Ap 
w d

He s — —  -  liczba  Reynoldsa

q = (s  Pex )1/2

S -  zmienna zespolona

Sc = -  liczba  Scbmidta

t  -  czas, h

V -  ob jętość, m̂

Vх -  objętościowe natężenie przepływu, m^/h

w -  wektor prędkości, m/h

wm ~ średnia prędkości objętościowa, m/h

x  -  współrzędna wzdłuż osi reaktora, m

Z as j  -  współrzędna bezwymiarowa

~ wartość własna funkcji P ( t )  danej szeregiem nieskoń­
czonym

Pe,
$ =

Pex + 1

CA
Г = уг— -  bezwymiarowa koncentracja składnika A 

Ap
У -  gęstość, kg/m^

A CA( t )  as CA( t )  -  CAp

mA ”  mAt»& = -----^ ^  -  liczba  postępu rea k c ji, kool A

6



G. -  G.
„  _ _£JL----- *  -  stopień konwersji składnika A

A %  

e = Ł
p

v -  kinematyczny współczynnik lepkości, m /h

г  з -  średni czas przebywania płynu w reaktorze 
Vх

f ( z )  -  funkcja zaburzająca

^ (z )  -  funkcja zaburzająca

I n d e k s y

odnosi s ię  do idealnego reaktora zbiornikowego (Pe-ĵ  = 0 ) 
ealnego reaktora rurowego (Pen = <» )

p odnosi s ię do
к odnosi s ię do
0 odnosi się do
OQ odnosi s ię do
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I .  W S T | P

Gdy strumień płynu przepływa w sposób ustalony przez aparat 
typu rury lub zbiornika, w którym podlega on określonym prze­
mianom fizycznym i  chemicznym, jak np. reakcja chemiczna, wy­
miana ciep ła  lub masy i t p . , czyni s ię  zazwyczaj przy oblicza­
niu tych aparatów jedno z następujących założeń odnośnie cha­
rakteru przepływu:

a ) Płyn w aparacie znajduje s ię  w stanie idealnego wymie­
szania, tak że jego własności są jednolite  w całym aparacie i  
równe własnościom strumienia opuszczającego aparat. Założenie 
to czynione je s t  przy obliczaniu ciągłych reaktorów zbiorniko­
wych zaopatrzonych w mieszadła i  półek kolumn rektyfikacyjnych.

Tb) Cząstki płynu, które weszły do aparatu w tym samym mo­
mencie poruszają s ię  w nim z jednakową sta łą  prędkością po dro­
gach równoległych i  opuszczają go w tym samym momencie* Ponad­
to zakłada s ię  brak jakichkolwiek zjawisk mieszania płynu (na­
wet d y fu z ji) w trakcie jego przepływu przez reaktor. Ten typ 
przepływu nazywany je s t  "przepływem tłokowym" i  zakładany jes t 
zazwyczaj przy rozpatrywaniu zaga'dnień związanych z wymienni­
kami ciep ła , reaktorami wypełnionymi katalizatorem, kolumnami 
z wypełnieniem itp .

Oczywistym je s t ,  że tego typu założenia ułatwiają w znacz­
nym stopniu tok obliczeń wspomnianych wyżej aparatów, wyniki 
obliczeń jednak obarczone są błędami zależnymi oczywiście od 
stopnia zb liżen ia  charakteru przepływu płynu w określonym apa­
racie  do przytoczonych wyżej warunków przepływów idealnych "a" 
i  "b ". Musimy bowiem zdać sobie sprawę z tego, że w aparatach 
typu rurowego jak wymienniki c iep ła , kolumny z wypełnieniem, 
reaktory rurowe, wystąpi w mniejszym lub większym stopniu zja­
wisko mieszania płynu w kierunku zgodnym z kierunkiem jego 
przepływu zwane dyspersją wzdłużną lub osiową. Nie wnikając na 
ra z ie  szczegółowo w is to tę  tego zjawiska można jednak stwier­
dzić , że będzie ono niewątpliwie funkcją typu aparatu rodzaju 
czynnika i  charakteru przepływu. Hównież w aparatach typu zbLa> 
nlka zaopatrzonego w mieszadło nie zawsze będzie można osiąg­
nąć stan zbliżony maksymalnie do stanu idealnego określonego 
warunkami "a” . 0 i l e  w przypadku Idealnym ,rb" zjawisko nazwane 
dyspersją wzdłużną w ogóle nie występuje to w przypadku "a" 
osiąga ono maksymalnie możliwy stopień intensywności. W związ­
ku z tym przepływy idealne określone warunkami "a" i  "b" sta­
nowią granice interwału, do którego zostaną zaszeregowane a- 
paraty przemysłowe wspomnianych wyżej typów.
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Zjawisko dyspersji wzdłużnej, którego is to tą  je s t  mieszanie 
płynu w kierunku zgodnym z kierunkiem jego przepływu będzie 
miało zatem wpływ na rozkład stężeń składdików mieszaniny prze­
pływającej przez aparat, w którym zachodzi proces wymiany masy 
lub ma miejsce reakcja chemiczna. Ostatnio ukazało s ię  kilka 
prac (szczególn ie z dziedziny reaktorów chemicznych) starają­
cych s ię  uwzględnić wpływ dyspersji wzdłużnej na wydajność re­
aktorów chemicznych p ,  2, 3, 4, 5, 6 ]. Są to jednak prace sta­
nowiące jedynie fragmentaryczne rozwiązania omówionego proble­
mu, gdyż każda z nich omawia jak iś ś c iś le  zdefiniowany szcze­
gółowy przypadek. Autorzy prac (31 i  W  rozwiązują to zagad­
nienie dla lin iow ej kinetyki reakcji chemicznej (reakcja p ier­
wszego rzędu) natomiast w pracach [5] i  [6] posłużono s ię  nu­
merycznymi metodami celem scałkowania równań różniczkowych o- 
pisujących proces, rozpatrując jedynie reakcje chemiczne rzędu 
n = 2 i  n = 1/2. Z przytoczonych prac wynika, że zagadnienie 
to je s t  jeszcze dalekie od u jęcia ogólnego a główne trudności 
napotykane przy rozwiązywaniu tego problemu to złożoność apara­
tu matematycznego stosowanego przy rozwiązywaniu uzyskanych 
równań różniczkowych opisujących proces jak i  brak odpowied­
n ie j i lo ś c i  danych doświadczalnych.

Należy podkreślić, że w niektórych typach reaktorów chemicz­
nych wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień przereagowania (kon­
w ersji ) składników mieszaniny może być dość znaczny. Z przyto­
czonych uprzednio prac wynika bowiem, że nawet przy stosunkowo 
nieznacznej intensywności dyspersji wzdłużnej lecz  przy wyso­
kich stopniach konwersji (rzędu 0,99-0,999) wymagana wielkość 
reaktora może wzrosnąć prawie dwukrotnie w stosunku do wielko­
śc i reaktora o przepływie tłokowym. Pakt tak i może za istn ieć w 
przypadku szybkiej reakc ji kata litycznej zachodzącej w fa z ie  
gazowej w reaktorze o stosunkowo niedużej wysokości złoża ka­
ta liza to ra . Przy dokonywaniu doświadczeń w ciągłych reaktorach 
rurowych (z  wypełnieniem lub b ez ), których celem je s t  ilo ś c io ­
we określenie kinetyki reakcji chemicznej, uwzględnienie dys­
p e rs ji wzdłużnej s ta je  s ię  nieodzowne dla uzyskania ppprawnych 
wyników.

Dlatego też  w pracy n in ie jsze j starano s ię  określić  zależ­
ności, które pozwalałyby na uwzględnienie wpływu dyspersji 
wzdłużnej na wydajność reaktora chemicznego nie ograniczając 
s ię  do szczegółowego typu reakc ji chemicznej a le rozwiązując to 
zagadnienie dla ogólnej k inetyki reakc ji pojedynczej. Napot­
kane trudności matematyczne spowodowały jednak, iż  zakres in­
tensywności dyspersji, który udało s ię  uwzględnić w wyprowa­
dzonych wzorach, ograniczył s ię  do małych stopni intensywności 
dyspersji (w pobliżu przepływu tłokowego) i  dużych stopni in­
tensywności (w pobliżu przepływu idealn ie wymieszanegoJ. Za­
gadnienie to przy podanych powyżej ograniczeniach rozwiązano 
tak dla przepływu przez reaktor mikrcpłynu (mieszanie w skali 
molekularnej; jak i  makropłynu (przepływ usegregowany). W o- 
parciu o wyprowadzone zależności zaproponowano przybliżoną me­
todę pozwalającą na ekstrapolację wpływu dyspersji na obszar 
pośrednich stopni intensywności (między małymi i  dużymi).
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I I .  CIĄGŁE REAKTORY IDEALNE

Ponieważ w p ra cy  t e j  punktem odniesienia prży uwzględnianiu 
wpływu dyspersji wzdłużnej na wydajność reaktora chemicznego 
będą reaktory idealne dlatego w rozdzia le  tym podano ich krót­
ką charakterystykę oraz bilanse wykorzystywane niejednokrotnie 
w dalszej części pracy.

W idealnym reaktorze rurowym przepływ płynu je s t  przepływem 
tłokowym. Własności płynu jak ciśn ien ie , temperatura i  skład 
zmieniają s ię  jedynie wzdłuż osi reaktora przyjmując wzdłuż o- 
kreślonego przekroju poprzecznego reaktora wartości s ta łe . Bi­
lans masowy przeprowadzony dla składnika odniesienia (A) po­
zwala na ob liczen ie koniecznej pojemności reaktora dla określo­
nego stopnia konwersji:

We wzorze tym jak i  w ca łe j pracy szybkość reakcji składnika A 
rozumiana je s t  jako ilo ść  kmoli składnika A, które u legły zu­
życiu w wyniku reakc ji chemicznej w jednostce czasu oraz na 
jednostkę ob jętośc i. W przypadku niezmienności gęstości płynu 
wzdłuż reaktora ( у = constj wzór ( I I - 1 ) da s ię  przekształcić do 
formy zawierającej koncentracje;

gdzie T je s t  czasem przebywania płynu w reaktorze.
W idealnym reaktorze zbiornikowym własności płynu wskutek 

idealnego wymieszania są jednolite  w całym aparacie i  tym sa­
mym równe własnościom płynu opuszczającego aparat. Bilans ma­
sowy dla tego reaktora pozwalający na ob liczśn ie jęgo objęto­
ści przedstawia s ię  następująco:

^Ak

( I I - 1 )

С'Ak

( I I - 2 )

( I I - 3 )
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w przypadku niezmiennej gęstości płynu ( у = const) wzór przyj­
muje formę:

I I I .  PRZEPŁYW NIEIDEALKY I  JEGO MODELE MATEMATYCZNE

Ilościowe u jęc ie  mieszania wzdłużnego występującego w reak­
torach rzeczywistych (o przepływie nieidealnym) konieczne je s t 
dla uwzględnienia wpływu tego zjawiska na stopień przereagowa­
nia w tych aparatach. Przeprowadzone w tym celu badania do­
świadczalne jak i  czynione próby ujęć teoretycznych dotyczą 
aparatów typu reaktorów, w których nie zachodzi jednak żadna 
reakcja chemiczna a badamy je s t  jedynie charakter przepływu i  
związane z nim zjawisko mieszania wzdłużnego.

Jak stwierdzono, dla scharakteryzowania rodzaju przepływu 
ważną sta je  s ię  znajomość•czasów przebywania w reaktorze po­
szczególnych elementów płynu. Funkcja podająca czasy przebywa­
nia w reaktorze poszczególnych części strumienia opuszczające­
go reaktor zwana funkcją rozkładu czasu przebywania je s t  więc 
w ielkością wysoce charakterystyczną dla typu reaktora i  rodza­
ju przepływu. Krzywa rozkładu czasu przebywania E (t ) zwana 
również "widmem" czasu przebywania zdefiniowana je s t  w ten spo­
sób, że wartość E (t )d t podaje udział objętościowy strumienia 
opuszczającego reaktor o czasie przebywania w reaktorze zawar­
tym w interwale t  i  t  + dt [1 ]. Oczywistym je s t ,  że dla tak 
zdefiniowanej funkcji rozkładu czasu przebywania musi obowią­
zywać zależność:

Drugim typem funkcji charakteryzującej strumień płynu na wy­
lo c ie  z reaktora pod względem czasów przebywania je s t  funkcja 
F ( t )  (zwana też  często rozkładem czasu przebywania). Wartość
t e j  funkcji dla czasu t  podaje udział objętościowy strumie­
nia opuszczającego reaktor o czasie przebywania w reaktorze za­
wartym w interwale О т t  [2 ]. Wynikająca z d e f in ic j i  zależ­
ność między obu funkcjami je s t  następująca!

r  _ I _  _ CAp ~ CAk-
TrX ( I I - 4 )

OO

( I I I - 1 )
o

t
( I I I - 2 )
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Celem wyznaczania podanych wyżej funkcji dla różnych typów re­
aktorów rozwinęła s ię  ostatnio specjalna technika eksperymen­
talna stosująca metodę "bodziec -  odpowiedź". Bodźcem w tych 
doświadczeniach je s t  odpowiednio dobrana substancja, której 
określona ilo ść  wstrzykiwana je s t  w nieskończenie krótkim cza­
s ie  do strumienia płynu na wlocie do reaktora. Eejestracja 
zmian koncentracji t e j  substancji jako funkcji czasu na wylo­
c ie  z reaktora pozwala na wyznaczenie funkcji rozkładu czasu 
przebywania.
Bodźcem może również być skokowa zmiana koncentracji z warto­
śc i zero na wartość Сдр na wlocie do reaktora.

Zarejestrowane u wylotu z reaktora wartości koncentracji 
substancji -  bodźca związane są z podanymi powyżej funkcjami 
czasu przebywania następującymi relacjam i:

dla bodźca impulsowego ( I I I - 3 )
"  mi

dla schodkowej funkcji ( I I I - 4 )  
zmiany koncentracji

Na wykresach rys. I I I - I  i  I I I - 2  podano przykładowo rozkłady 
czasu przebywania dla idealnego reaktora rurowego, idealnego 
reaktora zbiornikowego i  reaktora o przepływie nieidealnym.

Należy podkreślić, że w opisanych uprzednio doświadczeniach 
substancja zwana bodźcem musi być tak dobrana,aby w trakcie 
przepływu przez reaktór nie brała ona udziału w żadnych proce­
sach powodujących j e j  zużycie (jak  reakcja chemiczna, adsorp­
c ja , absorpcja i t p . ).

W celu ilościowego scharakteryzowania uzyskanych w wyniku 
doświadczeń funkcji rozkładu czasu przebywania koniecznym jes t 
stworzenie modelu procesu, którego matematyczne sformułowanie 
pozwalałoby na przewidywanie tych funkcji w zgodzie z doświad­
czeniem. Większość proponowanych w lite ra tu rze  modeli [7J , [8] 
n ie uwzględnia efektów wlotowych i  wylotowych reaktora, jak 
również traktuje reaktor jako quasi-homogeniczny z punktu wi­
dzenia zachodzących w nim procesów mieszania, to  znaczy wyklu­
cza is tn ien ie  w reaktorze s tr e f martwych jak i  strumieni tępas- 
sujących reaktor lub jego część. Przy tego typu założeniach 
sformułowanie matematyczne najbardziej ogólnego modelu:

0C.
----±  *  -  V .(w  С .) + V . (  JD 7СД) ( I I I - 5 )
0t (y=const)

■ —-  = E (t )r
aA

oraz

Ap
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R ys .III-1 . Rozkłady czasu przebywania w różnych typach reak­
torów

R ys .III-2 . Rozkłady czasu przebywania w różnych typach reak­
torów
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stwierdza, że zmiana koncentracji substancji -  bodźca w okreś­
lonym punkcie reaktora spowodowana je s t  dopływem tego składni­
ka na drodze konwekcji oraz na drodze dy fu zji molekularnej.

Ściśle rzecz biorąc równanie ( I I I - 5 )  je s t  równaniem ciąg­
ło śc i składnika A w mieszaninie dwuskładnikowej Щ . W opar­
ciu o defin icyjne równanie dy fu zji Maxwella i  Stefana [10],[11] 
można udowodnić, że równanie to je s t  słuszne również dla mie­
szanin wieloskładnikowych je ś l i  współczynniki dy fu zji
( j  = В, C, D . . .  N) są sobie równe lub różnią s ię  nieznacz­
n ie1 .̂ J e ś li warunki te  nie są spełnione stanowi ono dla mie­
szanin wieloskładnikowych jedynie wyrażenie przybliżone.

Rozwiązanie tego równania możliwe je s t jedynie wówczas gdy 
znane są funkcje

w = w (x , y, z )
( I I I - 6 )

<0 = <0 (x , y , z )

Nieznajomość p ro filu  prędkości wymaga rozwiązywania równa­
nia ( I I I - 5 )  łącznie z ogólnym równaniem c iąg łośc i i  równaniem 
Navier-Stokesa komplikując o w iele bardziej zagadnienie.

Z punktu widzenia śc iś le  teoretycznego scałkowanie równania 
( I I I - 5 )  przy odpowiednich warunkach brzegowych i  początkowych 
(bodziec w postaci impulsu lub funkcji schodkowej w momencie 
czasu t  = 0 ) i  wyznaczenie następnie średniej koncentracji 
na wylocie z reaktora prowadzi do funkcji E(tJ lub F (t )  zgod­
nie z wzorami ( I I I - 3 )  i  ( I I I - 4 ) .  N iestety dotychczas znane są 
jedynie rozwiązania równania ( I I I - 5 ) dla przepływu laminarne- 
go i  do dla prostych kształtów przewodów Tnp. rura).

Równanie ( I I I - 5 )  obowiązuje równiej przepływ burzliwy jeże­
l i  występujące w nim wielkości Сд i  w będziemy traktowali ja­
ko średnie czasowe. Oczywiście wówczas współczynnik £ będzie 
sumą współczynnika dy fu zji molekularnej i  współczynnika dy­
fu z j i  burzliwej (zwanego również "wirową dyfuzyjnością masy"). 
Przy s iln ie  rozw in iętej burziiwości pierwszy z nich może być 
pominięty.

Brak pewnych danych korelacyjnych odnośnie współczynnika фг- 
fu z j i  burzliwej jak i  skomplikowane wzory podające p ro f i le  pręd­
kości dla ruchu burzliwego (znane tylko dla rury) nie pozwoli­
ły  dotychczas na scałkowanie równania ( I I I - 5 )  dla tego rodza­
ju przepływu. W św ietle niniejszych faktów model opisany rów­
naniem ( I I I - 5 )  mimo swej ogólności nie znalazł zastosowania 
praktycznego.

Ą )
' Współczynniki d y fu zji zdefiniowane są równaniem Maz-

wella-Stefana. J
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Zestawione przez Bischoffa i  Levenspiela [8] modele dysper­
syjne są w zasadzie pochodnymi modelu zilustrowanego równa­
niem ( I I I - 5 )  przy wprowadzonych różnego rodzaju uproszczeniach. 
Znaczenie praktyczne zyskał najprostszy z nich zwany modelem 
przepływu tłokowego z nałożoną dyspersją wzdłużną. W modelu 
tym prędkość przepływu płynu zakładana je s t  jako sta ła  dla ca­
łego reaktora i  równa średniej objętościowej prędkości prze­
pływu, to znaczy przepływ je s t  tłokowy. Procesy mieszania w 
kierunku osiowym, n ieza leżn ie od i i i  is to ty , ujmowane są zależ­
nością analogiczną do pierwszego prawa Ficka, do której wpro­
wadzono zmodyfikowany współczynnik dy fu zji zwany współczynni­
kiem dyspersji wzdłużnej, traktowany jako wartość niezmienna w 
całym reaktorze. Wielkość ta  oczywiście musi być wyznaczona na 
drodze doświadczalnej. Przy tych założeniach równanie ( I I I - 5 )  
upraszcza s ię  do formy:

( I I 1-7)

Porównanie n in iejszego modelu z modelem ogólnym (równanie (III-5 )) 
prowadzi do następujących wniosków odnośnie współczynnika D .̂
Współczynnik ten ujmuje dyspersję wzdłużną, na którą składają 
s ię  następujące procesy:

a ) Mieszanie wzdłużne spowodowane prądami konwekcyjnymi i  
wirami ruchu burzliwego.

b ) Z reguły przy przepływach przez reaktory występują pro­
f i l e  prędkości w przekrojach poprzecznych reaktora, w wyniku 
których cząstk i płynu posiadają różne czasy przebywania w re­
aktorze. Fakt ten oczywiście ma swój udział w krzywej rozkładu 
czasu przebywania i  tym samym we współczynniku dyspersji fzdłu- 
nej D^.

c ) Należy uwzględnić również dyfuzję molekularną, która jed­
nak w większości przypadków je s t  do pominięcia w porównaniu z 
efektami "a " i  "b ".

Analiza tego modelu prowadzi do wniosku, że najbardziej Zbli­
żonym do niego przepływem rzeczywistym je s t  s iln ie  burzliwy 
(duże lic zb y  Eeynoldsa) przepływ w rurze. Wówczas średni pro­
f i l  prędkości je s t  względnie p łaski a mieszanie wzdłużne powo­
dowane wirami ruchu burzliwego je s t  dość homogeniczne w całym 
reaktorze 1 jako statystyczne w swej naturze może być opisane 
równaniem analogicznym do prawa Ficka przy odpowiednio zmody­
fikowanym współczynniku d y fu z ji.

Również przy przepływie płynu przez reaktory z wypełnieniem 
nieuporządkowanym model zb liża  s ię  dość znacznie do warunków 
panujących w tym aparacie. Bredni p r o f i l  prędkości bowiem je s t
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stosunkowo płaski a mieszanie wzdłużne wywołane chaotycznym 
ruchem płynu przy przepływie przez wypełnienie i  wynikającymi 
z tego fluktuacjami prędkości (co do w ielkości i  kierunku) 
może być opisane zgodnie z "teo r ią  ruchów chaotycznych" rów­
naniem typu dyfuzyjnego. i

Jak wynika z n in ie jsze j analizy największych odstępstw od 
-definiowanego wyżej modelu należy oczekiwać przy przepływie, 
w którym występuje s ilna  zmienność prędkości w przekroju po­
przecznym reaktora a więc np. dla laminarnego przepływu rurą. 
Teoretyczne rozważania Taylora |12] nad tym przypadkiem wyka­
zują jednak, że nawet dla laminarnego przepływu płynu rurą 
możliwa je s t  korelaćja pozwalająca na wyznaczenie zmodyfikowa­
nego współczynnika dyspersji wzdłużnej zgodnie z wymaganiami 
modelu.

Model przepływu tłokowego z nałożoną dyspersją wzdłużną zna­
la z ł  szerokie zastosowanie praktyczne i  dziś już litera tu ra  
dysponuje dla pewnych typów reaktorów dostateczną ilo ś c ią  da­
nych doświadczalnych pozwalających na stworzenie k o re la c ji u- 
ogólniońych dla współczynnika D .̂

K.B. B ischoff i  0. Levenspiel [13] zestawiają wyniki do­
świadczeń dla reaktorów rurowych z wypełnieniem i  reaktorów ru­
rowych bez wypełnienia, uzyskując korelacje, w których współ­
czynnik dyspersji wzdłużnej B, przedstawiony je s t  jako funk­
cja liczby  Reynoldsa, Schmidta i  rodzaju wypełnienia. Hofmann 
[7] przytacza wyniki doświadczeń i  próby ich kore la c ji dla in­
nych typów aparatów jak rury z wbudowanymi urządzeniami obro­
towymi -  mieszającymi i  pulsacyjnymi, reaktory ze złożem f lu i ­
dalnym, aparaty z wypełnieniem o przepływie dwufazowym (absor­
bery, ekstraktory) itp .

Ponieważ rozważania nad wpływem dyspersji wzdłużnej na wy­
dajność reaktorów przeprowadzone w n in ie jsze j pracy oparto na 
omówionym wyżej modelu opisanym równaniem ( I I I - 7 ), należy na 
wstępie zastanowić s ię  czy model ten ujmuje cały interwał prze­
pływów nieidealnych między przepływem tłokowym bez dyspersji 
a przepływem w idealn ie wymieszanym reaktorze zbiornikowym. W 
tym celu przeprowadzono analizę równania ( I I I - 7 )  dla warunków 
odpowiadających przypadkom granicznym. Dla przepływu tłokowego 
bez dyspersji mamy D, = 0 i  równanie ( I I I - 7 )  upraszcza s ię  
do formy;

( I I I - 8 )

Stosując warunki początkowe i  brzegowe odpowiadające bodźcowi 
w postaci funkcji schodkowej;

( I I I - 9 )
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rozwiązanie rówannia ( I I I - 8 )  powinno prowadzić do funkcji roz­
kładu czasu przebywania będącej funkcją schodkową. Stosując 
przekształcenie Laplace*a równania ( I I I —8) otrzymujemy

J e  ~ s t dt *  -  W Je "  st dt (111-10)
0 Ot m J Q *

(111-11)

(111-12)

prowadzi do za-

Znaleziona w tablicach [i4] transformata odwrotna funkcji ( t t t - K )  
je s t  rozwiązaniem równania różniczkowego ( I I I - 8 )  przy warunku 
brzegowym i  początkowym ( I I I - 9 )  a mianowicie:

°A = °Ap П ( t  -  Г~> ( I I I - M )m

W równaniu tym U(t~a) je s t  funkcją schodkową przyjmującą war'- 
tość równą zeru dla t < a  i  równą jedności dla t > a „  Podsta­
wiając x = L (wylot z reaktora) otrzymujemy zgodnie ze wzo­
rem ( I I I - 4 )  funkcję rozkładu czasu przebywania:

c

F(t) = ^  = U (t — wp) = Tj(t - Z ) (1 1 1-1 5 )
Ap m

będącą funkcją schodkową (9 .e .d . )

a stąd po wykorzystaniu warunku początkowego:

dĆA
sc. = -  v —£

A m dx

Po rozwiązaniu
s x

Сд я Ae m

Wykorzystanie natomiast warunku brzegowego 
leżności:
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Drugi graniczny przypadek, przepływ w reaktorze idealnie 
wymieszanym otrzymamy podstawiając w równaniu ( I I I - 7 ] i
uzyskując:

( d \
 = 0 (111-16)

(dx

Warunek ten je s t  spełniony j e ś l i  koncentracja C. w całym re­
aktorze je s t  wielkością niezależną od x, co odpowiada ideal­
nemu wymieszaniu. Ponieważ dopływ do reaktora posiada stałą 
koncentrację °Ap a odpływ koncentrację panującą w danej chwi­
l i  w reaktorze zatem bilans dla substancji bodźca może być na­
pisany w formie:

dC. x

V dt = V C°AP '  °a ) (Ш - 17)

lub
d CA 1
dt

Warunek początkowy brzmi:

-  t  (CAp '  °A>

t  = 0 CA = 0; przy czym CAp = const (111-19)

Funkcja rozkładu czasu przebywania uzyskana w wyniku rozwiąza­
nia równania (111-18) przy wykorzystaniu warunku (111-19) jest:

F (t )  = ^  = 1 -  e t/T (111-20)
°AP

Jest to , jak podaje Kramers [2] , funkcja rozkładu czasu
przebywania dla idealn ie wymieszanego reaktora zbiornikowego. 
Rozważania n in iejsze wskazują, że model zdefiniowany równaniem 
( I I I - 7 )  charakteryzuje w zależności od stopnia intensywności 
dyspersji wzdłużnej, ujmowanej w ielkością Dp przepływy n ie i-
dealne zawarte w interwale między przepływem tłokowym (D^ = 0 ) 
a przepływem idealn ie wymieszanym (D^— ). Rozwiązanie równa­
nia ( I I I - 7 )  przy określonych warunkach brzegowych i  początko­
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wych (bodziec w postaci impulsu lub funkcji schodkowej) i  wy­
znaczenie wartości С dla x = L prowadzi do znalezienia
funkcji rozkładu czasu przebywania E (t ) lub F ( t ) .

W celu określenia modułów podobieństwa, których równość bę­
dzie decydowała o idetyczności krzywych rozkładu czasu przeby­
wania przekształcono równanie ( I I I - 7 )  do formy bezwymiarowej 
przez wprowadzenie następujących zmiennych bezwymiarowych:

Z = g; 0 = | ;  Г= ^  (111-21)
Ap

Podstawienie do równania ( I I I - 7 )  zależności:

ОСд qq ̂  ОСд
ot = oe Ш ~ t  00

AC. f\n Л ^0*
A  ________ A  (uZ  • ___A  ( t t t  OO ^

TS = Ж  (S = L ~Ш  (.111-22)

. 1 « Ч  OZ .  1
~ ^  OZ2 735

prowadzi do wyrażenia:

Ponieważ średni czas przebywania płynu w reaktorze wynosi:

L
W " 

m

+ —  = —  ^  ( I I 1-24)
00 WmL 0Z2
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E(B)

О 0,5 Л.0 15 i,0

e - i
Еуя«111-3« Krzywe E(0) dla różnych stopni intensywności dya-

p ers ji wzdłużnej

F(0)

8 -4

R ys .III-4 . Krzywe F(0) dla różnych stopni intensywności dys­
p ers ji wzdłużnej
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Moduł bezwymiarowy -S - je s t  zmodyfikowaną liczbą  Pacleta \

której wielkość gest miarą intensywności dyspersji wzdłużnej 
w reaktorze. Z równania (III-24-) wynika, że parametrem decydu­
jącym o kszta łc ie  krzywej rozkładu czasu przebywania F (0 j = 
= r (Z  = 1) je s t  liczba  Pecleta. Jest to zatem wielkość cha­
rakteryzująca stopień intensywności dyspersji wzdłużnej w re­
aktorze i  w związku z tym w dalszych rozważaniach wpływ dys­
p e rs ji wzdłużnej na wydajność reaktora chemicznego będzie u j­
mowany wyłącznie jako funkcja tego modułu bezwymiarowego.

Kształty krzywych E(0) i  140) w zależności od wartości 
lic zby  Pecleta podają przykładowo rysunki I I I - 3  i  III-4- [2] . 
Przytoczone powyżej wnioski wynikające z dyskusji modelu prze­
pływu tłokowego z nałożoną dyspersją wzdłużną pozwalają w po­
wiązaniu z badaniami eksperymentalnymi omówionymi na wstępie 
n iniejszego rozdziału  na wyznaczenie liczby  Pecleta dla okreś­
lonych t ypów reaktorów i  rodzajów przepływu.

W tym celu uzyskaną na podstawie doświadczeń krzywą rozkła­
du czasu przebywania p'orównuje s ię  z dostępnymi rozwiązaniami 
równania I I I I - 2 4 ) ,  danymi w postaci krzywych F(0, P e , ). Zgod­
ność krzywej doświadczalnej i  teoretycznej (wynikającej z mo­
delu) określa jednoznacznie wielkość libzby Pacleta charakte­
ryzu jącej dyspersję wzdłużną w badanym reaktorze.

IV. STOPIEŃ KONWERSJI W REAKTORACH 0 PRZEPŁYWIE NIEIDEALNYM

Przed wykorzystaniem inform acji poprzedniego rozdziału przy 
obliczaniu stopnia konwersji w reaktorach o przepływie nieide­
alnym przeprowadźmy następujące rozumowanie, które obrazuje w 
sposób bardzo uproszczony i  schematyczny zjawiska mieszania w 
powiązaniu z reakcją chemiczną w reaktorze.

W tym celu weźmy pod uwagę dwa elementy płynu o równych o- 
b jętościach V lecz o różnych koncentracjach C^ 'i C^' wy­
nikłych z różnych czasów przebywania w reaktorze. Obliczmy 
szybkość reakc ji dla przypadku, gdy elementy te  nie ulegną wza­
jemnemu wymieszaniu i  dla przypadku, gdy wymieszanie to nastą­
p i. Zakładając reakcję n-tego rzędu ze względu na A w pierw­
szym przypadku otrzymuje s ię :

r Â  = kV [ « V ) D + ( са '* )П] = 2 kV САП CIV-1)

_  .

Zazwyczaj w lic zb ie  Pecleta występuje wymiar poprzeczny prze­
wodu (np. średnica) a nie jego długość.
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w drugim natomiast

/С '+  С "  v
r ^  = 2 kV ( A ^ A----J = 2 kV (CA)n (IY -2 )

Wzory te  staną s ię  identyczne wówczas

gdy (cA)n = CAn (IV -3 )

Jak wiadomo równość ta je s t  możliwa jedynie gdy n = 1.

n _  n
J eże li n > 1  CA (IY -4 )

i  odwrotnie j e ś l i  n < 1

c / « c /  (IV -5 )

J eś li zatem nastąpi w reaktorze wymieszanie między elementami 
płynu o różnych koncentracjach (wynikłych z różnego czasu po­
bytu) to szybkość reakcji zmniejszy s ię  j e ś l i  rząd reakcji jest 
większy od 1 i  zwiększy, gdy je s t  on mniejszy od 1.

To .proste rozważanie nasuwa wniosek, że rozkład czasu prze­
bywania charakteryzujący dyspersję wzdłużną w danym typ ie re­
aktora je s t  informacją niewystarczającą dla obliczenia końco­
wego stopnia konwersji dla reakcji rzędu różnego od 1.

Dla poprawnego określenia stopnia konwersji w reaktorze nie­
idealnym konieczna je s t , ogólnie rzecz biorąc, znajomość nie 
tylko krzywej rozkładu czasu przebywania, podającej jedynie in­
tensywność procesu mieszania wzdłużnego, a le również is to ty  
zjawisk mieszania.

W tym celu wprowadzono pojęcia dwu różnych rodzajów płynów 
i  związanych z nimi sposobów mieszania [16] .

Pierwszym typem je s t  tak zwany mikropłyn, w którym indywi­
dualne molekuły posiadają całkowitą swobodę poruszania zderza­
jąc s ię  i  mieszając z innymi molekułami płynu. Ten typ miesza­
nia nazwano mieszaniem molekularnym.

Drugi typ płynu nazwany makropłynem, składa s ię  z dużej i lo ­
śc i oddzielnych elementów płynu, z których każdy zawiera bar­
dzo duże i lo ś c i  molekuł. Założono pbnadto, że powierzchnia gra­
niczna każdego z tych agregatów molekuł je s t obojętną chemicz­
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n ie, tak że każdy agregat nie posiadając zdolności wzajemnego 
wymieszania z innymi agregatami zachowuje swą odrębność pod­
czas przepływu przez reaktor. Ten typ przepływu nazwano prze­
pływem ^segregowanym.

Zrozumiałym je s t ,  że jako mikropłyn zachowują e ię  wszystkie 
substancje jednorodne. Częściowa segregacja mogłaby wystąpić 
u cieczy wyjątkowo lepkich lub gdy zachodząca reakcja jestwy- 
j  ątkowo szybka.

Przykładem makropłynu je s t  zawiesina c ia ła  stałego w cieczy 
lub gazie, ponieważ każda cząsteczka c ia ła  stałego je s t  od­
dzielnym agregatem molekuł zachodującym swą odrębność w czasie 
pobytu w reaktorze. Inny przykład stanowi emulsja w układzie 
c ie c z -c ie c z , przy założeniu że częstotliwość koalescencji kro­
pel je s t  mała w porównaniu ze średnim czasem przebywania pły­
nu w reaktorze. Najbardziej charakterystycznym przykładem prze­
pływu usegregowanego byłby laminarny przepływ w rurze, gdzie 
elementy płynu poruszają s ię  po równoległych lin iach  prądu, g3y- 
by współczynnik d y fu zji molekularnej równał s ię  zero.

Każdej wartości lic zb y  Pecleta i  związanej z nią fu kc ji roz­
kładu czasu przebywania odpowiadają zatem dwie graniczne war­
tośc i konwersji zależne od rodzaju płynu przepływającego przez 
reaktor.

W przypadku mikropłynu dyspersja wzdłużna charakteryzowana 
określoną liczbą  Pecleta powoduje mieszanie molekuł w przypad­
ku makropłynu mieszaniu wzdłużnemu ulegają agregaty molekuł.

Należy jednak zdać sobie sprawę z tego, że zdefiniowane tu 
dwa sposoby mieszania są przypadkami granicznymi,płyny rzeczy­
wiste mogą jedynie zb liżać s ię  mniej lub więcej do tych sta­
nów. Niewątpliwie zasiesina c ia ła  stałego w płynie będzie naj­
bardziej zbliżona w swym zachowaniu do stanu usegregowanego, 
emulsja c iecz-c iecz  natomiast może odbiegać znacznie od tego 
stanu je ś l i  częstotliwość koalescencji kropel, w wyniku której 
następuje wymieszanie zawartości kropel je s t  duża w trakcie 
przepływu przez reaktor. Tym зашут rosnąca częstotliwość ko­
a lescencji kropel ( i  następnie rozdzie lan ia ) zb liża  przepływ do 
przepływu mikropłynu. W lite ra tu rze  napotkano na próbę uwzględ­
nienia wpływu częstotliw ości koalescencji kropel w emulsji na 
stopień konwersji [15] » praca ta  jednak nie wyszła poza rozwa­
żania czysto teoretyczne nie oferując żadnych wniosków odnoś­
nie obliczeń praktycznych.

Na rys. IV-1 zilustrowano schematycznie obszar obejmujący 
reaktory o przepływie nieidealnym.

Liniami granicznymi obszaru są l in ie  dla Pe-̂  = 0 i  Pe^ = °°
oraz l in ie  odpowiadające mieszaniu molekularnemu (mikropłyn) 
i  przepływowi usegregowanemu (makropłyn).

W pracy n in ie js ze j rozpatrzono je d y n ie  dwa stany graniczne, 
a to wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień konwersji w przypad­
ku makropłynu i  mikropłynu przy uwzględnieniu zakresów liczb  
Pecleta w pobliżu zera i  nieskończoności.

Przechodząc obecnie do wyznaczenia stopnia przereagowania 
składnika odniesienia (A ) na wylocie z reaktora w przypadku 
przepływu usegregowanego wiemy, iż  każdy element płynu w trak-
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Rys.IV-1. Schemat obszaru obejmującego reaktory o przepływie
nieidealnym
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c ie  przepływu przez reaktor nie podlega żadnym procesom wymie­
szania z otaczającymi go elementami. W związku z tym koncen­
trac ja  składnika A w tym elemencie je s t  je d n ie  funkcją cza­
su pobytu tego elementu w reaktorze -  CA( t j .

Czas pobytu natomiast określonego elementu w reaktorze po­
daje krzywa rozkładu czasu przebywania.

W związku z tym średnią koncentrację składnika A w strumie­
niu płynu na wylocie z reaktora o przepływie usegtegowanym o- 
trzymamy przez zsumowanie koncentracji tego składnika we frak­
cjach strumienia wylotowego o różnych czasach przebywania zgod­
nie ze wzorem:

Koncentracja średnia 
składnika A w stro­
nieniu wylotowy» 
z reaktora

po wszystkich 
frakcjach 
stronienia 
wylotowego

/koncentracja skład'
/ nlka A we frakcji \ 
I o czasie pobytu j 
\edęday t 1 t + dt /

A /frakcja \
, \ / stron, wy- \ 

lotowego 
mająca czas 
pobytu mię- 

\dzy t i / 
\t + dt /

lub
OO 

■  /"Ak  ̂ J E ( t )  CA ( t )  dt
0

(17-6)

Konieozna do tego  obliczenia funkcja rozkładu czasu prze­
bywania była wyznaczana w wyniku rozwiązania równania (111-24) 
stosując warunek początkowy odpowiadający schodkowej zmianie 
koncentracji substancji bodźca, to je s t

t  = 0 x < 0  CA = CAp{ t  = 0 0 < x < L  Сд = 0 (17-7)

W przypadku mikropłynu konieczne je s t  sporządzenie bilansu 
masowego składnika A dla nieskończenie małego elementu reakto­
ra. Dla stanu stacjonarnego ilo ść  składnika A wniesiona do e- 
lementu na drodze dyspersji wzdłużnej i  konwekcji musi się rów­
nać i lo ś c i  zużytej w wyniku reakc ji chemicznej, co można za­
pisać w postaci następującego równania różniczkowego:

d2C. dC.
D,  & -  Wm — £ -  r .  = 0  (17-8)

1 dx m dx A
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Rozwiązanie tego równania i  wyznaczenie wartości Сд> dla
x = L daje stopień konwersji w reaktorze z dyspersją wzdłuż­
ną przy przepływie mikropłynu.

W celu określenia warunków brzegowych koniecznych dla roz­
wiązania równań (IV -8 ) jak i  ( I I I - 7 )  załóżmy, że dyspersja 
wzdłużna występuje jedjroie w samym reaktorze (0 ^ x ^ L )  nato­
miast w sekcji poprzedzającej reaktor ( x < 0 )  i  sekcji nastę­
pującej po nim Tx >  L) współczynnik dyspersji wzdłużnej równa 
s ię  zero. Schematycznie założenie to ilu stru je  rysunek Г7-2.

W związku z tym ciągłość transportu składnika A wymaga, aby 
strumienie składnika A w sekcji wstępnej i  reakcyjnej dla x = 0 
były sobie równe c z y li:

Podobna równość musi obowiązywać równość w puBkcie x = L:

Z równania (IV -9 ) widać, że na skutek wystąpienia dyspersji w 
sekcji reakcyjnej w punkcie x = 0 krzywa rozkładu koncentra­
c j i  sta je  s ię  w tym punkcie n ieciągła . J eś li bowiem D, ma war-

dC. 1
tość skończoną różną od zera a ------ je s t mniejsze od zera to

dx
z równości (rV'-9) wynika iż  Сд < C AP dla x = 0. Koncentra­
cja  doznaje w tym punkcie skokowej zmiany z СДр na Сд, co 
je s t  wynikiem założenia braku dyspersji (D  ̂ = 0 )  w sekcji wstęp­
nej . Przeprowadzając to samo rozumowanie w oparciu o równanie 
(IV-10) dochodzimy do identycznego wniosku. W tpm przypadku
jednak przy skończonej wartości i  ujemnym -  СД1>  Сд dla
x = L, to znaczy koncentracja składnika w sekcji następującej 
po reaktorze byłaby większa niż u wylotu z sekcji reakcyjnej. 
Danckwerts [3] ok reś lił ten wniosek jako "niezgodny z in tu ic ją  
fizykalną" i  zaproponował następującą zmianę (zresztą  też zu­
pełnie in tu icy jn ie ; warunku (IV-10):

(IV -9 )

dC
»m04 '  “ l  - Г  = dla 1 *  L

=  0 dla x = L (IV-11)
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Rys.IV-2« Schemat ilustru jący założenia dla warunków brzego­
wych reaktora

~0 + 0 -1 4

Sekcja wstępnaj  ̂ Sekcja reakcyjna  ̂ | Sekcja końcowa:

Rys.IV-3. Ilu strac ja  oznaczeń we wzorach (ГУ-14)
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Słuszność "in tu icyjnego" warunku brzegowego (IV-11) da s ię  u- 
dowodnić w oparciu o rozważania Wehnera i  Wilhelma [4 ]. Auto­
rzy  c i podobnie jak Banckwercs rozwiązywali równanie (IV -8 ) 
dla reakcji pierwszego rzędu zakładając jednak, iż  w sekcjach 
wstępnej (przed reakcyjną) i  końcowej (po reakcyjnej) wstępuje 
dyspersja wzdłużna różniąca s ię  jednak intensywnością od dys­
p e rs ji w sekcji reakcyjnej. Bównania różniczkowe opisujące roz­
kład stężeń w sekcjach wstępnej i  końcowej otrzymuje s ię  z rów­
nania (IV -8 ) przy założeniu r ,  = 0.

Przed przystąpieniem do udowodnienia słuszności warunku 
(IV—11) w oparciu o rozważania Wehnera i  Wilhelma przekształ­
cimy równanie (IV -8 ) do formy bezwymiarowej. Wprowadzając zmien­
ne bezwymiarowe określone równaniami (111-21) oraz zależności 
(111-22) do równania (lV -8 ) otrzymujemy:

1 d2Г d Г rAL
рег a ?  az wnciJ?

= 0 (IV-12)

Autorzy Ci zatem rozw iązali następujący układ trzech równań 
dla sekcji wstępnej "a " reakcyjnej "b" i  końcowej "c " :



Warunki brzegowe zastosowane przy rozwiązywaniu powyższego 
układu równań sąs

Г ( - о о )  =  1

P (0 - )  = Г (0 +)

r (1  * 1 .Cl ,-2 = r  (1 + ) _ _ J _  i l i l ź l
Pelb dZ Pelc  dz

Г (1  - )  = Г (1  +)

Г (+  с ») osiąga wartość skończoną

Użyte tu oznaczenia ilu s tru je  rysunek IV-3. Rozwiązanie u- 
zyskane przez Wilhelma i  Wehnera dla s e k jj i  reakcyjnej je s t 
identyczne z rozwiązaniem Danckwertsa, dla nas jednak najbar­
d z ie j interesujące je s t  rozwiązanie dla sekcji końcowej, gdyż 
pozwala ono na uzasadnienie słuszności warunku (17-11).

Rozwiązanie równania różniczkowego dla sekcji końcowaj brzmi:

W celu spełnienia ostatniego z warunków (ГУ-14-) stała Ag mu­
s i przyjąć wartość równą zeru a zatem

Г = + Ag exp(Pe1(J Z) dla Z >1

Г = Г  (1 + ) = const dla Z >1 (IV-,16)

stąd

( 1У-1 7 )
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Korzystając z zależności:

Г(1 - )  -  - ± _  Ш 1 = Г (1  +) _ _J__  Ч Г (1  + )
Pelb dZ Pelc  dZ

wobec• równości

Г (  1 - )  = Г (1  +)

otrzymujemy

—  <’1 = 0 (IY -18)
dZ

a więc w zgodzie z warunkiem Danckwertsa.
Ostatecznie zatem rozpatrując wpływ dyspersji wzdłużnej na wy­
dajność reaktora chemicznego przy przepływie mikropłynu bę­
dziemy rozpatrywali następujące równanie różniczkowe:

1 d l 1 dr A 

Pel  '  dZ ‘  0Ap
=  0

oraz warunki brzegowe:

1 =  Г -

dZ

dla Z = 0

dla Z = 1

( Г7-20)

Analiza tych równań jak i  równań dla makropłynu ( I I I - 7 )  i  
(IV -6 ) będzie prowadzona jedynie dla warunków izotermieznych 
a więc równanie ruchu ciepła nie będzie uwzględnione.
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V. WPŁYW DYSPERSJI WZDŁUŻNEJ NA STOPIEŃ PRZEREAGOWANIA 
DLA PRZEPŁYWU PRZEZ REAKTOR MIKROPŁYNU

1. Rod.za.1e reakc.ii chemicznych, wchodzących, w zakres ninie.1- 
sze,i analizy

Rozwiązanie równania różniczkowego (IV-19) przy wykorzysta­
niu warunków brzegowych (IV-20) prowadzi do znalezienia za­
leżności koncentracji składnika A od współrzędnej "Z" przy cẑ m 
parametrem n in ie js ze j funkcji je s t  liczba Pecleta , Wyznaczając 
następnie wartość koncentracji składnika A na wylocie z reakto­
ra (Z = 1) otrzymujemy stopień przereagowania składnika A jako 
funkcję lic zb y  Pecleta  a więc intensywności dyspersji wzdłuż­
nej przy przepływie przez reaktor mikropłynu.

Rozwiązanie równania (IV-19) będące kombinacją skończonej 
lic zb y  funkcji elementarnych możliwe je s t  jedynie dla lin iowej 
kinetyki reak c ji chemicznej to je s t  dla lin iow ej zależności 
między гд i  Сд. Zostało ono scałkowane dla reakc ji pierwszego
rzędu (ze  względu na składnik A) przez Danckwertsa И  oraz 
Wehnera i  Wilhelma [4 ]. Rozwiązania równania (IV -19 ) dla róż­
nych od pierwszego rzędów reakc ji dostępne są jedynie w formie 
numerycznej [5] » [6 ]. Rozwiązania numeryczne podające zależ­
ność stopnia przereagowania od lic zb y  Pecleta w formie wykreś­
lonej ograniczają s ię  jednak w większości przypadków do jedy­
nie dwóch wartości średniego czasu przebywania ( T = Ł - ) mie-

m
szaniny reakcyjnej w reaktorze. Możliwość wykorzystania tych 
rozwiązań dla innych od uwzględnionych w obliczeniach wielko­
śc i reaktorów ogranicza s ię  zatem jedynie do bardzo p rzyb li­
żonych me‘tod in to r- względnie ekstrapolacji.

Pasquon i  Dente [17J uzyskali rozwiązanie równania różnicz­
kowego (IV -19) dla ogólnej kinetyki reakcji pojedynczej oraz 
dużych lic zb  Pecleta (mała dyspersja) stosując metodę zaburzeń 
(perturbation method).
Rozwiązanie podane przez tych autorów je s t jednak błędne, a l­
bowiem nie spełnia ono drugiego z warunków brzegowych (IV -20 ).

Tichacek L18] stosując również metodę zaburzeń dla dużych 
lic zb  Pecleta podał rozwiązanie dla reakc ji następczej ograni­
czając s ię  jednak tylko do reakc ji drugiego rzędu i  upraszcza­
jąc drugi warunek brzegowy (IY -20 ).

Zadaniem n in ie js ze j pracy było scałkowanie równania (IY-19) 
dla ogólnej kinetyki reakc ji pojedynczej w przypadku dużych 
(mała dyspersja) oraz małych (duża dyspersja) l ic zb  Pecleta. 
Zakładając w równaniu (IV-19) najogóln iej Гд *  g(CA ) należy
określić  rodzaje reakc ji chemicznych czyniące zadość powyższej 
równości. Najprostszym typem reakc ji chemicznej, k tórej szyb­
kość je s t  funkcją jedynie koncentracji składnika A je s t  reak­
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c ja  nieodwracalnego rozpadu lub łączenia s ię  molekuł składni­
ka A zgodnie z równaniem stechiometrycznym:

V + V *  - 0

Rozpatrując reakcję pojedynczą o równaniu stechiometrycz- 
nyms

oczywistym je s t ,  że szybkość reakc ji składnika A będzie nie 
tylko funkcją koncentracji tego składnika, a le  może w naj­
ogólniejszym przypadku zależeć od koncentracji wszystkich po­
zostałych składników. Dlatego ważnym sta je  s ię  zbadanie czy 
is tn ie je  możliwość wyrażenia koncentracji składników В С i  D 
jako funkcji koncentracji składnika A, j e ś l i  reakcja powyższa 
zachodzi w reaktorze ciągłym z dyspersją wzdłużną.

Równanie c iąg łośc i składnika A w reaktorze ciągłym, w któ­
rym występuje zjawisko dyspersji wzdłużnej je s t  jak przyto­
czono uprzednio:

Analogiczne równanie opisuje zmienność koncentracji składnika 
В w reaktorze:

VaA + VgB + vcG + \y> = 0 (7,1-2)

(7 ,1-3)

(7,1-4)

Dzieląc rówananie (7 ,1-3 ) i  (7 ,1-4 ) odpowiednio przez i  
otrzymano:



Wiadomo jednak iż ,

rA r B r C r D
A VB VC D

(V,

Na podstawie powyższej równości otrzymujemy zatem:

d C A dCA
dx

A

D 4 °B .  d0B 

VB
(V,

Całkując obustronnie od x = 0 do "x ":

 ̂ f  Г d2C. dC.l ,, f Г d^C* dC^l
1 / D A _ A  1 i u ------§  -  w — -
A J  L 1 d ?  m dx J В J  - 1 dx dxJ

d2Ct

dC

Ч Г 1 dx
A -  D,

dC,

dx

• k  Ь
dCВ /dC

D i -
В

dx \dx x=o

!0 - *» к  - w  J }  ■

-  [°B -  N x j }  w .

1-7)

1- 8 )

dx

1-9)

Wykorzystanie warunku brzegowego dla składnika A i  B:



w równaniu (V ,1-9) prowadzi do równości:

(7,1-11)

W wyniku dalszych przekształceń otrzymuje s ię  zależność:

Ponieważ, jak podkreślono w rozdzia le  I I I ,  rozpatrywanie 
wpływu mieszania wzdłużnego na wydajność reaktora oparto w ni­
n ie js ze j pracy na modelu przepływu tłokowego z nałożoną dys­
persją wzdłużną zatem D̂  = const i  wm = const, ponadto w n i­
n ie js ze j ana liz ie  założono D̂  = idem dla wszystkich składni­
ków mieszaniny reakcyjnej. Definiując zat*«n

C. -  C.
— -  = f  (x ) 
A

(V,1-13)

(V,1-14)

oraz
D.

1A = - (7,1-15)
m
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f ( x )  + A f ' ( x )  = h (x ) + A b '(z ) (V,1-16)

W celu rozwiązania powyższego równania różniczkowego założono:

f ( x )  -  h (x ) = у  (7,1-17)

otrzymując równanie różniczkowe

У = -  Ay' (7,1-18)

którego całka brzmi:

" X х
У = A1 e (7,1-19)

Przy wykorzystaniu zależności (7 ,1-17 ), (V,1-14) i  (7,1-13) 
w r e la c j i  (7 ,1-19) otrzymujemy:

równość (V ,1-12) da s ię  zapisać w formie?

1 _
CTłn - C._ - 3. “ I х
_SL.---- i  = - i Ł ---- Ł -  k e (7,1-20)

VB A 1

a stąd koncentrację składnika В jako funkcję koncentracji skład­
nika A i  współrzędnej "z " :

1 T*
C4_ ^  " I х

CB = свр -  + + A1 V  >

W równaniu tym należy jeszcze określić  wartość s ta łe j cał­
kowania A^. Wykorzystanie do tego celu warunku brzegowego 
dla x = o wykazuje, że je s t  cn spełniony dla dowolnej warto­
śc i s ta łe j A^. Zgodnie z (7,1-10) bowiem:

A ©  -  * *  
x=o
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stąd

D. /dC. \
0 = ССд) ~ S T  “  -  СДт, (V, 1-22)

A x=o wm \dx /x=0 Ap

Równość powyższa je s t  warunkiem brzegowym dla składnika A 
w punkcie x -  o c z y li zależność (V,1-21) spełnia warunek 
brzegowy dla x = o przy dowolnej wartości k* . Wykorzystując 
natomiast warunek brzegowy dla x  = L otrzymujemy:

( i ° s )  - о  ( т и . 2„

dCA
Ponieważ dla x = L —̂  = 0 zatem aby równość powyższa by­

ła  spełniona Â  musi być równe zero. Ostatecznie zależność 
(V ,1-21) przedstawi s ię  następująco:

Сд C* Vtj
CB = CBp -  + (V,1-24)

z Której wynika, że koncentracja składnika В je s t  tylko i  wy­
łącznie funkcją koncentracji składnika A; oczywiście przy o- 
kreślonych koncentracjach, początkowych i  CBp oraz l ic z ­
bach stechiometrycznych 4  1 V  Zmienność koncentracji skład­
nika В wzdłuż reaktora określona równością (V,1-24) jest* 
jak zostanie wykazane poniżej, identyczna z funkcją cB = f ( c A)
wynikającą ze stechiom etrii reakc ji. Wprowadzając bowiem po­
ję c ie  liczby  postępu reakcji [19]

m l -  m'Ш  Д Ш  Ł

t 'e A ----- Łs. (V,1-25)
VA

która dla у = const przyjmie postać:

С — с
£ = J L -—JB  (V,1-26)

A
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i  jak wiadomo je s t  identyczna dla wszystkich składników biorą­
cych udział w pojedynczej reakc ji chemicznej, możemy napisać

s CBp +  ̂VB (V,1-27)

Wykorzystanie natomiast we wzorze (V,1-27) zależności (V,
1-26) prowadzi do funkcji określa jącej koncentrację składnika В

С. V СдVR 
CB = CBp “  ^  + " V  (V#1—28)

która je s t  identyczna ze wzorem (T ,1-24).
Wynik rozumowania przeprowadzonego dla pary składników A i  G 
oraz A i  D będzie identyczny.

Udowodniono zatem, że je ż e l i  pojedyncza reakcja chemiczna 
zachodzi w reaktorze ciągłym, w którym występuje zjawisko dys­
p e rs ji wzdłużnej i  je ż e l i  znauj je s t  rozkład koncentracji skład­
nika odniesienia (A ) wzdłuż reaktora, koncentracje pozostałych 
składników mogą być wyrażone jako funkcje ty lko  i  wyłącz­
n ie koncentracji składnika odniesienia.

Bardzo ważnym je s t  stw ierdzenie, iż  zależności te  są iden­
tyczne z relacjam i wynikającymi ze stechiom etrii reak c ji. U- 
ogólniając pokażemy obecnie typy wyrażeń na szybkość reakc ji 
chemicznej czyniące zadość założeniu r .  = g (C .) .  Pisząc rów­
nanie stechiometryczne dla reak c ji pojedynczej w 'formie:

i=n

vi  Ai  = 0 (V,1-29)
i=1

najbardziej ogólna postać wyrażenia na szybkość reakcji 
składnika "m" da s ię  zapisać w form ie:

j<n n

rm = k1 П  СЛ - к2 П  °1П±* 
i=1 i=j+1

Przy wykorzystaniu lic zb y  postępu reak c ji koncentracja skład­
nika " i "  może być napisana jako:



Podstawienie zależności (7,1-31) do (7,1-30) daje

j<n

П  (%
i=1

n

ł  *2 П  (°1P
i=j+1

Wyrażenie powyższe przy określonych koncentracjach począt­
kowych je s t  funkcją tylko koncentracji składnika "m".

Szybkość reakcji dowolnego składnika "m" biorącego udział 
w jak najbardziej ogólnej odwracalnej reakcji pojedynczej da 
s ię  wyrazić jako funkcja koncentracji tylko tego składnika 
("m "). Tym samym ten typ reakcji zostaje objęty rozwiązaniem 
równania (17-19) uzyskanym przy założeniu Гд = g(CA).

Wyrażenie (7,1-32) może ulec znacznemu uproszczeniu je ż e l i  
założy s ię , że koncentracje początkowe substratów odpowiadają 
stosunkom stechiometrycznym danej reakcji a koncentracje po­
czątkowe produktów równają s ię  zero.

Wówczas bowiem dla substratów (od i  = 1 do i  = j )

rm = e (cm) (7,1-33)

(7,1-34)

c z y li

a dla produktów (od i=j+1 do i=n)
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Wzór (7,1-32) da s ię  zatem napisać w formie 
j < n

i=1 i=j+1

i=j+1 

Яг n
v± 1 J

gdzie К = ---- = ~ . ------ a n = n.
v n 1

m i= 1

Dla reak c ji nieodwracalnej (ko = 0 )  natomiast wzór (V,1-31) 
przyjmuje najprostszą postać

= к С  = в(Ст } (7,1-36)

j

gdzie n = £  Dl je s t  rzędem reakc ji. 
i = 1

Reakcje, których szybkości określone są wzorami (V, 1-32), 
(V,1-35) i  (7 ,1-36) czynią zatem zadość założeniu г д = g(CA)
i  stanowią tym sanym zbiór reakc ji objętych rozwiązaniem równa­
nia (17-19) przy powyższym założeniu.

2. Wpływ dyspers.il wzdłużnej na stopień przereagowania przy 
dużych liczbach Pecleta (małe~współczynniki dyspersji 
wzdłużnenT

Analizując wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień przereago­
wania przy dużych liczbach Pecleta (w sąsiedztwie przepływu 
tłokowego; posłużono s ię  przybliżoną metodą rozwiązywania zwy­
czajnych nieliniowych równań różniczkowych tak zwaną metodą za­
burzeń (perturbation method). Metoda ta  zralazła. szczególnie 
szerokie zastosowanie przy rozwiązywaniu problemów związanyćh z 
ruchem masy w warstwach granicznych powstających przy opływie 
c ia ł  s ta łych . [20], będąc również kilkakrotnie stosowaną, jak 
wspomniano w poprzednim rozdzia le , w t e o r i i  reaktorów chemicz-
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nych. U podstaw t e j  metody leży  założenie, że rozwiązanie (o- 
czywiście przybliżone) równania różniczkowego nieliniowego mo­
że, w pewnych określonych warunkach, być rozpatrywane jako 
superp -туеja dwóch rozwiązań, a mianowicie rozwiązania odpo­
wiadającego stanowi niezaburzonemu i  rozwiązania odpowiadają­
cego procesowi zaburzającemu.

Jak wiadomo rozkład koncentracji składnika A wzdłuż reakto­
ra może być opisany następującym równaniem różniczkowym:

1 d2Г
^4 d?

-  o-  —  — 7»----  = UdT
dZ %

(17-19)

Ponieważ zostało ono wyprowadzone w oparciu o model prze­
pływu tłokowego z nałożoną dyspersją wzdłużną zatem średnia
prędkość wffl jak i  współczynnik dyspersji wzdłużnej traktowa­
ne są jako niezmienne wzdłuż reaktora. Zgodnie z rozważaniami 
poprzedniego rozdziału przyjmując Гд = в(Сд), możemy napisać:

r Ar 6(CA ) r

■ Ч Г
= f  ( r ) (7 ,2-1)

Ostatecznie równanie (17-19) napiszemy w formie:

d2r

dZ^
dT
dZ

-  f ( Г )  =  O (7 ,2-2)

Natomiast warunki brzegowe:

i  = г  -  ±  a r
Pe^ dZ

dZ
= 0

dla Z = 0

dla Z s 1

(7,2—3)

Bozwiązanie równania (7 ,2-2 ) przy wykorzystaniu warunków brze­
gowych (7 ,2-3 ) przedstawia rozkład koncentracji składnika A 
wzdłuż reaktora jako funkcję bezwymiarowej zmiennej "Z” i  licz-
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by Pecleta , która charakteryzuje nałożoną dyspersję wzdłużną, 
to znaczy;

Dla D̂  = 0, współczynnik przy drugiej pochodnej równania (V,2-2)
s ta je  s ię  równy zero (Pe, nieskończenie w ielka) i  równanie 
(V ,2-2) upraszcza s ię  do^ormy:

Wyrażenie (V ,2-5 ) je s t  identyczne z równaniem różniczkowym dla 
idealnego reaktora rurowego (o przepływie tłokowym), co można 
łatwo wykazać przez przekształcenie go do formy opisanej rów­
naniem ( I I - 2 ) .  Scałkowanie równania (7 ,2 -5 ) prowadzi do uzyska­
nia rozkładu koncentracji składnika A wzdłuż reaktora w przy­
padku przepływu tłokowego (Pe^—- 00):

W dalszych rozważaniach będzie zakładane, że rozkład kon­
cen trac ji . ( Г*, ) dla idealnego reaktora, rurowego je s t  znany
i  dany równością (V ,2 -6 ).

Na podstawie powyższego rozumowania nasuwa s ię  odrazu wnio­
sek, że przez stan niezaburzony w naszym przypadku będziemy 
rozum ieli przepływ tłokowy w reaktorze i  odpowiadające mu rów­
nanie różniczkowe (V ,2 -5 ), zaburzeniem natomiast je s t  dyspersja

1 d 2 I*wzdłużna opisana w wyrażeniu (7 ,2 -2 ) członem ^

Ponieważ in teresu je nas jedynie rozwiązanie równania róż­
niczkowego (7 ,2 -2 ) dla dużych lic zb  Pecleta możemy w tym przy­
padku założyć, że rzeczyw isty rozkład koncentracji Г ( Z, Pe^)
będzie sumą rozkładu koncentracji dla Pe-̂  nieskończenie wiel­
k ie j (przepływ tłokowy) oraz wyrażenia zaburzającego proporcjo-

Г = Г  (Z, Pex ) (7 ,2-4 )

= -  f (Гю) (7 ,2 -5 )
dZ

Z
(7 ,2-6 )

o
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Ponieważ w przypadku dużych lic zb  Pecleta różnica między Г 
а Гоо będzie bardzo mała można zatem funkcję f (Г ) rozwinąć w 
szereg Taylora wokół punktu Г«, ograniczając s ię  do pierwszych 
dwóch wyrazów:

2
f  (Г ) = f C O  + тр (Z ) f ' ( r j  + 0 [p j - ]  (7 ,2-8)

W celu wprowadzenia wyrażenia (7 ,2 -7 ) do równania (7 ,2-2 ) na­
leżało wyznaczyć następujące pochodne:

££ = —  + -2 -  S I + о Г — ] 2
dZ Pex dZ Lpe^

d2r  d2^  1 d2Tp f   ̂ 2
— ?  ^  + ------------- 1  +  0  — ”
dZ dZ Pex dZ i-Pe-jJ

Podstawiając (7 ,2 -9 ), (7,2-10) i  (7 ,2-8 ) do (7 ,2 -2 ) otrzymamy:

(7 ,2-9)

(7,2-10)

-  -  f ( r TC) -  у (Z ) £ ' ( 0  = 0 (7,2-11)
Pex dZ Pe,

a po uporządkowaniu według rzędu wielkości:

Pe^ dZ Pe^ LdZ dZ

SS* -  f ( r OQ) = 0
dZ

(7,2-12)
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W wyrażeniu powyższym zaniedbujemy w ielkości małe rzędu 
wyższego niż

1

л
a zatem:

(7,2-13)
Pex dZ

Aby wyrażenie (V,2-12) było spełnione dla dowolnej (oczywiście
odpowiednio dużej) wartości lic zby  Pecleta, muszą zajść nastę­
pujące dwie równości wynikające z warunków identyczności:

d I L
----  = -  f ( r oo) (7,2-14)
dZ

oraz

d2IL  dp
------------V (Z ) f ' ( r « )  = 0 (7,2-15)

dZ"1 dZ

Równość (7,2-14) je s t  identyczna z zależnością (7 ,2 -5 ) i  jak 
już podkreślono uprzednio opisuje zachowanie s ię  idealnego re­
aktora rurowego. Wyrażenie (7 ,2-15) je s t  równaniem różniczko­
wym określającym funkcję zaburzającą ip(Z) zdefiniowaną za po­
mocą (V,2-7J
Ponieważ ----ę  i  f '(2 Io ) są to funkcje bezwymiarowej zmiennej

dZ
"Z" zatem równanie różniczkowe (V,2-15) je s t  równaniem lin io ­
wym pierwszego rzędu. Przed rozwiązaniem równania (V,2-15) 
wyznaczono na podstawie r e la c j i  (V,2-14) następujące dwie za­
leżności:

й2Г dfCToJ

oraz

dZ dZ

d f(r oo) dz d f (£ » )

(7,2-16)

f ' ( 0  = --------- —  ------------------- —  (7,2-1?)
dZ d r  dZ f ( r oo)
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Podstawiając powyższe .zależności do równania (7,2-15) otrzymu­jemy:

_ *Ш к 2 .  ś s  + Y -  1 1 , s o
dZ dZ dZ fGU)

a po uporządkowaniu

df (До) 1 df (î ,)
йзе _  v --------- j—   --------------- (v ,2 - i8 )
dZ dZ f Щ.) dZ

Całką niniejszego równania jest:
r f d f C C . )  1 I

у = ezp / ------------ ;— - dz
Ly dz f  ш  J

Wd f ( 0  г fd fC r^) .  -i ] 1)------  ехр - i ---------- —  dZ dz + 4,
dZ U  dZ f (0  J 1J

= erp [J d ln f (iL )] | - / 63p C “ / d ln f(До )] d f(IL ) + A-jj

Г fdfOL) i

oraz ostatecznie:

V(Z) = f(£U) [ -  ln fO L ) + A1] (7,2-19)

Celem wyznaczenia s ta łe j całkowania wykorzystujemy waru­
nek brzegowy (7 .2-3 ) dla Z = 0. Wartość1 Г dla Z a 0, zgodnie

ze wzorem (7 ,2 -7 ), wynosi:

Г (0 ) = Гте(0 ) + -J -  f  (0 ) (7,2-20)
Pel

T j ----------------------------W przypadku skomplikowanych wyrażeń posługiwano s ię  równo­
ważną formą zapisu e* = exp (x ).



Koncentracja składnika A dla Z = 0 w przypadku idealne­
go reaktora rurowego równa s ię  CAp c z y li

C.
Ł (0 ) x ^ E  = 1 (V ,2 -21 )

CAp

a a stąd
”  л

Г (O) = 1 + - 2 - ^ ( 0 )  (V, 2-22)
* 1

Podstawiając zatem do warunku (V ,2 -3 ) zależność (Vf2-22) oraz 
(V ,2-9) wyznaczoną w punkcie z = 0 otrzymujemy:

1 = 1  + — pto)  — ~  - - h M  w .2- 2? )
Pe,. Pex V <iZ/z=0 ' Pex dZ/2=0

1Pomijając wyrażenia małe rzędu wyższego niż i  redukując
1

otrzymujemy jako pierwszy warunek brzegowy:

T ( o ) = ( — ) (7 ,2 -24 )
\ dZ Z=0

zgodnie jednak z (V,2-14)

? (Q )  = -  f  [ c ( Z  = 0 ) ]  (7,2-25)

Ponieważ J^(Z a 0 ) = 1 zatem ostatecznie

y ( 0 ) = ~ f ( 1 )  (7,2-26)

Wartość funkcji zaburzającej ip(Z) w punkcie z = 0 wyznaczy­
my w oparciu o wyrażenie (7,2-19) przy wykorzystaniu zależno­
śc i (7 ,2-21):

V (0)  = f ( 1 )  [ -  Ш f (1 )  + A1]  = -  f ( 1 )  (7-,2-27)
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stąd

кл = ln f ( 1 )  -  1 (7,2-28)

Podstawiając, stałą całkowania JL, do wyrażenia (7,2-19) o- 
trzymamy funkcję zaburzającą jako:

г ) 1
? (Z ) = f ( r « )  ln ---- ----- 1 (7,2-29)

L f ( 0  J

a stąd rozkład koncentracji Г :

л r f  ( 1 ) -i
Г = Гте + - ^  f ( I L )  l n ----------1 (7,2-30)

PeŁ L f ( j ^ )  J

Rozwiązanie równania różniczkowego (V,2-2) będącego równa­
niem zwyczajnym drugiego rzędu winno posiadać dwie sta łe cał­
kowania, których wartości szczegółowe określone są przez wa­
runki brzegowe (7 ,2 -3 ).

W wyniku wyżej przeprowadzonego rozumowania uzyskano tylko 
jedną stałą całkowania, której wartość obliczono wykorzystując 
warunek brzegowy dla Z = 0. W związku z tym rozkład koncen­
t r a c j i  dany równaniem (7,2-30) spełnia tylko warunek brzegowy 
dotyczący wlotu do reaktora (Z = 0 ) i  jak łatwo wykazać nie 
spełnia .on drugiego warunku, brzegowego dotyczącego wylotu z 
reaktora (Z = 1 ). Pierwsza pochodna Гж wynosi bowiem:

dr dr^ 1 г f  ( 1 ) -i
—  -  -------------f ( O  l n ----------- 2 f ' ( r j  (7,2-31)
dZ dZ Pex L f ( £ j  J

d r„
Pierwsza pochodna ----  przyjmuje wartości różne od zera dla

dZ
Z s 1. Drugi człon wyrażenia (7,2-31) natomiast je s t  wielko-

dJ^
ścią małą wyższego rzędu w porównaniu z —  i  tym samym nie

dZ
może w wyniku sumy dać wartość zero.

Aby określić interesujący nas stopień przereagowania skład­
nika A, konieczna je s t  znajomość rozkładu koncentracji tego 
składnika u wylotu z reaktora (Z = 1 ), gdzie oczywiście roz­
kład ten winien spełniać drugi warunek brzegowy (7 ,2 -3 ). W tym
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celu rozpatrzymy równanie różniczkowe (V ,2- 2 ) w bezpośrednim 
sąsiedztwie punktu Z = 1.

J e że li wielkość reaktora je s t  tak dobrana, że zachodząca w 
nim reakcja znajduje s ię  na wylocie z reaktora b lisko stanu 
równowagi (reakcja odwracalna) lub stopień konwersji składnika 
A je s t  b lis k i jedności (reakcja nieodwracalna) wówczas szyb­
kości reak c ji w obszarze bardzo bliskim  punktu Z = 1 będą 
prawie niezmienne na skutek bardzo małej zmienności koncentra­
c j i  składników. Wartość f ( r )  w równaniu (V ,2-2) może być wów­
czas w tym obszarze uważana jako w przybliżeniu sta ła .

Z drugiej strony na podstawie drugiego warunku brzegowego
( ^  = 0 dla Z = 1) można tw ierdzić , iż  w bezpośrednim są­
siedztw ie punktu Z = 1 zmienia Г będzie tak mała, że zało­
żenie f ( r )  = const je s t  uzasadnione.

Resumując zakładamy, że w bezpośrednim sąsiedztwie punktu 
Z = 1 można zawsze znaleźć obszar o dowolnie małej szerokości
6 tak dobranej aby wartość f (Г ) w tym obszarze była- prawie 
niezmienna.

Przy tym założeniu (V ,2-2) s ta je  s ię  w bezpośrednim sąsiedz­
tw ie punktu Z = 1 równaniem liniowym niejednorodnym:

d*T
_J------_  _ -  Const (V,2-32)
Pex dz*1 dZ

o równaniu charakterystycznym:

-1 -  m2 -  m = О (V ,2-33)

Pierwiastkami równania charakterystycznego sąt

ił, = 0; mg = Рвг  (V, 2-34)

Całką szczególną zatem rówania jednorodnego odpowiadającego 
(V,2-32) je s t :

# Pe-jZ -  Pe^-1-Z)
I 2 = л 'е  = A2e (V,2-35)

Jak łatwo stw ierdzić wyrażenie powyższe, przy branych pod uwa­
gę tylko dużych liczbach Pecleta, odgrywa jedynie ro lę  w po­
b liżu  punktu Z = 1 malejąc szybko do zera dla malejących war­
to śc i Z. Schematycznie funkcję tę  przedstawia rysunek V-1.
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Rys.V-1. Przebieg funkcji I 2 [v,2 -  3?]

Zależność (V,2-30) je s t  całką szczególną równania (V,2-2) 
obowiązującą cały zakres wartości Z, a zatem spełnia ona rów­
nież to równanie różniczkowe w obszarze o szerokości £ (w po­
b liżu  punktu Z = 1 ), gdzie f ( r )  może być traktowane jako 
sta łe .

W związku z tym, zgodnie z teo rią  liniowych, równań różnicz­
kowych, sumując całkę szczególną równania niejednorodnego i  cał­
kę szczególną równania jednorodnego otrzymujemy nową całkę 
szczególną równania niejednorodnego c zy li:

л г f ( 1 ) i
г  = + - 2— f ( 0  l n ----------1 +

Pex L f (r u )  J

-Pel (1-Z)
+ —  A?e (V,2-36)Oo Ł

Równanie to pozwala na wprowadzenie drugiego warunku brze­
gowego, obowiązuje ono bowiem w obszarze o szerokości 6 w 
bezpośrednim sąsiedztwie punktu Z = 1.
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Różniczkując (V ,2-36) otrzymujemy:

я г  -Pe, ( 1-Z )О.1.* л л...
ŚL -  _  + - L  Й  + i e  (7,2-37)
dZ dZ Pex dZ A

Dla punktu Z = 1 natomiast

° - C ł l - ż ( S L -

Zaniedbując wyrażenia małe wyższych rzędów otrzymujemy wa­
runek na sta łą  Ag?

a Ж-/ Й Г » )  (7,2-39)
VdZ 'z = i

a zgodnie z (7 ,2 -5 )

Ag = f  [rJZ=1 )] (7,2-40)

Rozkład koncentracji zatem w obszarze o szerokości £ w bez­
pośrednim sąsiedztwie punktu Z = 1 przedstawi s ię  następu­
jąco:

-i Г f ( 1 )  1Г  = Гте + — f ( O  ln — —  - 1 +
Pe;L L f (ree) J

+ J L  f  [r_(Z=1 )1 e~Ptl (1" Z) (7,2-41)
Pel

Jak widać z równania (7,2-41) tr z e c i człon tego wyrażenia od­
grywa jedynie ro lę  w obszarze bliskim wylotu z reaktora (Z=1). 
Dla malejących wartości "Z" człon ten sta je  s ię  bardzo mały 
w porównaniu z innymi ponieważ rozpatrywany je s t zakres jedy­
n ie dużych lic zb  Pecleta .

Dlatego też nie ma on absolutnie żadnego wpływu na wartość 
s ta łe j wyznaczonej dla punktu Z = O.
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Koncentrację na wylocie z reaktora uzyskujemy podstawiając 
•w wyrażeniu (V,2-41) Z = 1 czy lis

r Ł = JL (Z = 1 ~  f  [C(Z=1)] ■ 
Pel

f (1 )  I
ln —  -— — -  1 f +

f  [C (Z=1 )] J

+ —  f  fc (Z = 1 )]P»1

JV = (Z=1) + —  f  [lL(Z=1)J ln — p--------------— (V,2-42)
k Pel  f  [ r-< z=D ]

Podstawiając zgodnie z (V ,2-1)

f ( D  .
°AP

oraz biorąc pod uwagę fak t, że dla punktu Z = 1 czas prze­
bywania mieszaniny reakcyjnej w idealnym reaktorze rurowym rów­
na s ię  r  = ~  otrzymamy 

m

CAk СА(Г,Рв1) CA“ ( 'c) .i -  -  ——  = --------- +
c, c. c.Ap Ap Ap

1 ГГД СА~(Г ^ гА(САт>)+ _J-------Ł— Ł---------  in  JL -.AJL... (V, 2-43)
Pel  CAP *а [СА «( г )1

Wielkość t  je s t  również średnim czasem przebywania dla reak­
tora nieidealnego (z  dyspersją wzdłużną).

Wyrażenie (Y,2-43) podaje odchylenie stopnia przereagowania 
w reaktorze nieidealnym od stopnia przereagowania w idealnym 
reaktorze rurowym jako funkcje liczby  Pecleta, charakteryzują­
cej stopień dyspersji wzdłużnej w reaktorze. Oczywiście zależ­
ność ta je s t  ważna jedynie dla dużych lic zb  Pecleta.

Przy wyznaczaniu funkcji zaburzających wyższych rzędów (np.
Г 1 ~l2o współczynniku [P e J  ) uzyskuje s ię  równania różniczkowe w
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których, każda następna funkc.ja zaburzająca wyrażona je s t  przez 
poprzednie. Ponieważ tak jak i  ip(Z) nie są wyraźnymi,
funkcjami zmiennej "Z" napotyka s ię  przy całkowaniu na trudno­
śc i nie pozwalające na uzyskanie zależności podobnych do (V,
2-43). Dlatego w tym przypadku zaniechano dalszej aproksymacji.

3 . Wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień przereagowania przy 
małych liczbach Pecleta (duże współczynniki dyspersji 
wzdłużnej)

Równanie różniczkowe (Vf2-2) oraz warunki brzegowe (V,2-3) 
przekształcono do formy wygodniejszej przy rozpatrywaniu n i­
n iejszego przypadku a mianowicie:

Zakładając w równaniu (V,3-'1) Pe, = 0 (nieskończenie w ielk i 
współczynnik dyspersji wzdłużnej) otrzymujemy

oraz

Ре, (Г  -  1) = —  dla Z=0 ] 
A dZ

dla Z=1

(V,3-3)

Warunki brzegowe natomiast upraszczają s ię  dc formy

££ = 0 dla Z = 0 
vdZ

(V,3-4)

££ = 0 dla Z = 1 
dZ
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Jak łatwo stw ierdzić rozwiązaniem równania (V ,3-3) przy warun­
kach brzegowych (V,3—4) je s t  Г = const a zatem koncentracja 
składnika "A" s ta je  s ię  w tym przypadku (Pe^ = 0 )  niezależna
od bt^^ymiarowej długości reaktora "Z ". Równanie (V,3-1) opi­
suje zatem dla (Po-ĵ  = 0 ) rozkład koncentracji w idealnym reak­
torze zbiornikowym c z y li:

Dla małych, lecz  nie równych zero liczb  Pecleta możemy za­
łożyć, że rozkład koncentracji składnika A będzie różn ił  s ię  
od rozkładu dla idealnego reaktora zbiornikowego o wyrażenie 
zaburzające proporcjonalne do liczby  Pecleta:

Rozwijając funkcję f (Г ) w szereg Taylora wokół punktu Г 0 <>■ 
trzymujemy:

przy ograniczeniu s ię  jedynie do dwóch pierwszych wyrazów sze­
regu ze względu na małe różnice między Г a

Pierwsza i  druga pochodna funkcji (V ,3-6) wynosi:

Podstawiając zależności (V .3-8 ), (V ,3-9) oraz (V ,3-7) do rów­
nania różniczkowego (V ,J-1) otrzymujemy:

T ( 0 ,Z ) = Г 0 = const (7,3-5)

r (Z ,P e1 ) = Г = Г0 + Pe1 у (Z ) + o jP eJ  (7 ,3-6)

f ( D  = f ( f 0 ) + f 'C rQ) Pexf  + 0 [P e J 2 (V,3-7)

(7 ,3-8)

oraz (V,3-9)

+ P e 1 f ( r 0 ) (7,3-10)
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Zaniedbując wyrażenia małe wyższych rzędów n iż [Pe,] , równanie 
(7,3-10) upraszcza s ię  do formy:

d2ip
5?

= f(270 ) (7,3-11)

Funkcję zaburzającą otrzymuje s ię  całkując równanie (7,3-11) a 
mianowicie:

T2ip ж f (F 0 ) | + A^Z + Ag (7,3-12)

Wykorzystując w warunku brzegowym (7 ,3-2 ) dla Z=0 zależność
(7 ,3 -6 ) oraz (7 ,3 -8 ) otrzymujemy:

Sel  [ f o  ł  » i  -  1]  -  *> i ( t ? )
VdZ/Z=0

a po wymnożeniu i  zaniedbaniu wartości małych wyższych rzędów:

A  “ ■ ■ ■ ( £ ) «  C 7 , 3 ' 1 3 )

Różniczkując (7,3-12)

^ = f ( r o ) Z  + A1 (7,3-14)
dZ °  1

dla Z=0 natomiast:

(7,3-15)
Z=0

Stąd na podstawie (7,3-13)

A1 *\T0 -.1  (7,3—1$)
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Erzy użyciu stałe,j A- funkcja zaburzająca może być napi­
sana jakoś

72
y>= t  U'0 ) I  + (Г0 -  1 ) Z + Ag (7,3-17)

Drugi warunek brzegowy (7 ,3-2 ) dla Z=1 w połączeniu z (7 ,3-8)
stwierdza:

( ^ )  = 0  (7,3-18)
'Z=1

Różniczkując (7,3—17) i- podstawiając Z=1 uzyskujemy:

( S )  = f ( r o ) + CS - 1) (7,3-19)
' 'Zs1

(S3EA *  f ( r o ) + (Г0 -  1 ) (7,3-19)
VdZ'Z=1

Aby wykazać, że wyrażenie (7,3-19) równa s ię  zero należy prze­
prowadzić bilans masowy idealnego reaktora zbiornikowego.

W tym celu skorzystamy z równania ( I I - 4 )  będącego bilansem
dla idealnego reaktora zbiornikowego przy y= const:

rACCAoH =  Cip  -  Olo  <V,3-20>

Dzieląc równanie powyższe przez C ^ :

= 1 -  Г  (7,3-21)
CAP

Zgodnie z d e fin ic ją  (7 ,2-1 )

г*(С .* ) t
■ A . Ąg-... = f ( P  )

с 0Ap
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f  (Г0) = 1 -  F0 (У.З-22)

Zależność powyższa w konfrontacji z re la c ją  (У,3-19) wyka­
zuje, iż  drugi warunek brzegowy (V ,3-2) dla Z = 1 je s t speł­
niony, przez funkcję zaburzającą (V ,3- 1 7 ) przy dowolnej warto­
śc i s ta łe j A~. Aby wyznaczyć sta łą  Ag należy zatem wyko­
rzystać inne zależności. W tym celu przeprowadzimy bilans 
masowy na składnik odniesienia (A ) dla całego reaktora n ieide- 
alnego zakładając znajomość rzeczywistego rozkładu koncentra­
c j i  FCZ.Pe-^. Wówczas otrzymamy;

Ł

V* (CAp “  CAk} = /  rA(CA )f (У.З-23)
0

Dzieląc powyższe wyrażenie przez Сдр i  wprowadzając zmienną 
bezwymiarową Z = uzyskujemy;

1  r.C C jdZ
J (1  - F k ) = L i ----  (V,3-24)

0 CAp

równanie (У ,3-21) ostatecznie wyraża s ię  jakoś

a stąd
\  \  ТгЛС. )
/ rA(CA )dZ = J  ' —  42 ^ *^ -25 )

0 0 CApwmCAp 0'

Ponieważ

(ГГД.
— — = f ( r )  zatem

1
°AP

1 _ r k = j f (F )  dZ (V,3-26)

Wartość koncentracji składnika A dla Z=1 obliczona na podsta­
wie wzoru (V ,3- 6 ) wynosi:

= Г0 + Рег ip(1) (V »3-27)
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Podstawienie powyższej zależności oraz r e la c j i  (V ,>-7) do 
wzoru (V,5-26) prowadzi do równości:

1 -  Г -  Fe, ? (1 ) = J f ( r 0 )dZ + i  f ' ( r Q) ipPe^dZ
6 0 

a stąd

1 -  r  -  Pex ip (1 ) = f ( r o ) + f 4 r o ) Pe1 Jv?dZ (V,5-28)
O*

ponieważ f ( r Q) i  f '(-T 0) są to  wartości s ta łe . Wykorzystu­
jąc w powyższym wyrażeniu zależność (V ,35-22) redukujemy je  do 
formy:-

\
yi(1 ) «  -  f ' ( r 0 ) J  TpdZ (Vt5-29)

Wartość funkcji zaburzającej dla Z=1 uzyskujemy na pod­
stawie r e la c j i  (v ,3 -17 ) a mianowicie:

f ( r  )
V (1 ) a ---~  + C iT0 -  1 ) + ^2

przy czym. skorzystanie z zależności (Y ,3J-22 ) pozwala ostatecz­
nie na napisanie:

T ( 1 ) .  Г° —  * J >2 (7,3-30)
2

Występującą w wyrażeniu (V,3—29) całkę obliczymy podstawiając 
w miejsce ip zależność (V,3-17)

J  v dZ = J  [ f ( r 0 ) I 2 + (Г0 -  1 ) Z + A2]  dz

f ( r 0 ) r 0 -  1
ydZ = -------  + —-----+ ^2 (Vf5-J1)
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Ponowne wykorzystanie równości (V,3-22) prowadzi do nastę­
pującego wyniku:

}  rn ~ 1J  ydZ = ----  + A2 (V,3-32)

Podstawienie zależności (V,3-30) i  (V,3-32) do równości
(V,3-29) daje:

Г -  1
—2—  + Ag = —

r/r0 - 1
(Г  ) (V,3-33)

Z r e la c j i  powyższej obliczona wartość s ta łe j Ag wynosi*

Г. -  1 | f ' ( r . )  + 1
Ag = -  -2--------  * ■—; 0 --------  (V ,3- 34)
^ 2 f  (Гл ) + 1O

Wykorzystując obliczoną powyżej wartość s ta łe j Ag w równa­
niu (V ,3- 30) jesteśmy w stanie wyznaczyć wartość funkcji zabu­
rza jące j dla wylotu z reaktora (Z=1)

r 0 -  1 Го -  1 + 1W (1 ) = —------------------- 2------- --------
2 2 f ' ( r 0 ) + 1

W wyniku dalszych przekształceń algebraicznych uzyskujemy:

ro “  1 f ' ( r o )
T d ) * - 2- ----------- 77—  (7,3-35)

6 1 + f  ( r 0 )

Koncentracja składnika A na wylocie z reaktora wyniesie zatem 
zgodnie ze wzorem (V ,3- 6 )

Г -  1 f ' ( r A)
r k = ro + Pel  “ ----------------~ — 7 (T.3-36)k 0 1 6 1 + f ' ( r 0 )
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Zgodnie z d e fin ic ją  (V ,2-1)

c z y li

f  (.Г) = —  
°AP

d f (D  arA dcA r  r A4 c A)r  dcA

d r “ ^  dr CAp " CAp d r

Cl.
Ponieważ p= -= -

°AP

dcA
zatem —— = C.

d r AP

Na podstawie (V,3-37) i  (V,3-38)

f ( r o ) = oAp
°Ap

a stąd f ' ( r Q) = rA(CAo) r

(Y.3-37)

(V,3-38)

(Vt3-39)

Wykorzystując powyższą zależność oraz d e fin ic ję  bezwymiaro­
wej koncentracji Г możemy wzór (V ,5- 3 6 ) przekształcić do fo r -  
myi



Zależność powyższa, ważna jedynie dla małych, lic zb  Pecleta,po­
da je  odchylenie stopnia przereagowarł.a w reaktorze n ieideal­
nym od stopnia przereagowania w idealnym reaktorze zbiorniko- 
wym.

Ponieważ w niniejszym przypadku funkcja zaburzająca 7HZJ 
dana zależnością (V,3-17) je s t  wyraźną funkcją zmiennej bez­
wymiarowej "Z ", is tn ie je  możliwość rozszerzenia zakresu apro­
ksymacji przez wyznaczenie następnej funkcji zaburzającej o 
współczynniku [P e ,]2 .

W tym celu założono, że rozkład koncentracji w reaktorze, 
charakteryzującym s ię  małymi liczbami Pecleta dany je s t  zależ­
nością*

r (Z ,P e , ) = Г = Гс + Ре, у (Z ) + Pe2 <f(Z) + 0 Pe, 5 (V ,3-4-1)

Rozwijając natomiast funkcję f ( r )  w szereg Taylora wokół
punktu ro uzyskano:

2 f '< rJ  , 2 ч2 * " ^ 0 )t ( D  = f ( r Q) + (Pe,y + Pe,f) ... ■-* - + (P e , f  + Pe,<f) --------

Pominięcie w powyższym wzorze wartości małych wyższego rzędu 
niż [Pe,] 2 prowadzi do zależności:

f ' ' (Г  )
f  ( Г ) = f ( r o ) + f ЧГ0 ) (P e ,v  + Pe2 <f>) + ----Pe2v2

(V,3-42)

(V ,3 ^ 3 )

(V,5-44)

Pochodne funkcji Г natomiast wyniosą:

sł = as *
dZ dZ A dZ

oraz

d2r  d2ip 2 d2(f
J? ■ pei 3 ? ł Pei 3?
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Podstawienie wzorów (7 ,3-42), (7,3-43) i  (7,3-44-) do równe- 
nia różniczkowego (V,3-1) daje:

2 2d i; ?d<f> r d^ pdef
Pe, — *  + Pe, — я- = Pe, Pe. —  + Pe* —  + f ( r  ) +

1 dZ L dZ  ̂ 1 L 1 dZ 1 dZ 0

f*  ( r  )
+ f ' ( r 0 ) (P e ^  + Pe2<f) + — - -9-- Pe2*2]  (7,3-45)

Pominięcie wartości małych wyższego rzędu n iż [Pe,J i  upo­
rządkowanie prowadzi do zależności:

2 2 rd®  i  ,  r d «  dip

-  f M + * • !  [ ; ?  -  й  ‘  f ' <r° H = 0

z której na zasadzie identyczności wynikają dwie re la c je  o*-
kreślające funkcje zaburzające у i  у :

,2  d w
— 2 = t-СГ.) (7 ,3 -47 )
dZ

oraz £ &  = + £ ' ( r ) y  (7,3-48)
dZ dZ 0

Całką pierwszego z powyższyh dwu równam jes t:

T2tp(Z) = f ( r Q) | + A1Z + Ag (7,3-49)

a drugiego

<?(Z) = Jfd Z + f ’( r Q) J  ( J  у dZ) dZ + A^Z + A^ (7,3-50)
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Wykorzystanie we wzorze (V,3-50) zależności (V ,3-4-9) prowa­
dzi do określenia drugiej funkcji zaburzającej w formie:

<>Cz> = t ( r 0 ) f ' ( r 0 ) Й  4 [ fC rc ) + v ' ( r o J]  r  ł
2ч- o

+ + Ag f ' ( r 0 )j | -  + (A3 + Ag) Z + A4 (V ,3 -51 )

Warunek brzegowy (V ,3-2 ) dla Z=0 przekszta łci s ię  przy sko­
rzystaniu z zależności (V ,3-4-1) oraz (V ,3-4-3) do postaci:

Pel  [Г о + Pel  V(0 ) + Pel  "  1]  =

= Pe, ( f | )  + Pe2 ( § | )  ,(V ,3- 52)
d Z=0 1 Z 2=0

z k tórej wynikają następujące re la c je  pozwalające na określe­
n ie wartości stałych całkowania:

г -  1 = ( Щ  (7,3-53)
^dz4=0

oraz

чр CO) = (V,3-54)

Na podstawie równości (V,3-4-9) oraz (7,3-53) uzyskano:

r 0 -  1 = Ł|

a po uwzględnieniu zależności (V ,3- 22 )

A1 ■ rQ -  1 *  -  f ( r o ) (V,3-55)
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Potrzebna w wyrażeniu (V,3-54) wartość ^ (0 ) wynosis

ip(0) = Ag

pochodna ^  natomiast: 
dZ

+ [A 1 + A g f ' ^ ) ]  7j + Аз + Ag

Dla Z=0 wyrażenie powyższe przyjmuje wartość:

Zgodnie z (V,3-54-)

Ag 3 Ag T Aj

a stąd

Obliczone powyżej wartości stałych pozwalają na 
zależności (V ,3-4-9) i  (7,3-51) w postaci:

Z2
T= f ( r o ) | -  f ( r 0 ) Z + Ag

oraz

<P = f ' ( r 0 ) f ( r 0 ) £  + [ f ( r o ) -  f ( r 0 ) f ' ( r 0 )]

+ [ -  f ( r 0 ) + A g f '( r 0 ) ]  |? + Ag Z + A4

(7,3-56)

(7,3-57)

(7,3-58)

zapisanie

(7,3-59:

(7,3-60
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Drugi warunek brzegowy (7 ,3 -2 ) dla Z=1 można zapisać przy 
wykorzystaniu wzoru (7,3-43) jako:

Pe, + P e f f ^ \  = 0  (7,3-61)
1 ^ z 'z =1 ' dZ^ 1

Pochodna funkcji f  zgodnie ze wzorem (7,3-59) wynosi:

^ s f ( r )  Z -  f ( r  ) (7,3-62)
dZ 0

przyjmując dla Z=1 wartość równą zero. Z warunku (7,3-61J wy­
nika zatem:

( Щ  = 0  (7,3-63)
W z = i

Zróżniczkowanie zależności (7,3-60) oraz podstawienie Z=1 daje 
w wyniku:

* ' ( ‘V  t  f '< ro> .  f ( r  , +
6 2 2 0

/d*\
U z ; z=1

+ Ag f ' ( r Q) + Ag

Obliczona na podstawie powyższej zależności wartość s ta łe j Ag 
wynosi:

f (Г ) I  f ' ( r j  + 1
A? = ----—  ^------- 2-------  (7,3-64)
*  2 f ' ( r  ) + 1O

Porównanie wzorów (7,3-59) i  (7,3-17) oraz (7 ,3 -6 4 )i  (7,3-34) 
prowadzi do wniosku, iż  uzyskana w wyniku powyższych rozważań 
funkcja zaburzająca ip(Z ) (o współczynniku P e ,) je s t  identycz­
na z funkcją zaburzającą wyznaczoną uprzednio dla aproksymacji 
lin iow ej»
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Celem wyznaczenia wartości s ta łe j A., skorzystano z re la ­
c j i  (V,5-26) pisząc: ą x

1 -  rQ -  v?(1) Pe, -  f ( 1 )  Pe, =

[ f ( r 0 ) + f ' ( r o )v P e ,  + f ' ( r 0 ) Pe2 f  + ----^-2- f 2 Pef]dZ

skąd

1 -  Г0 -  f  (1 ) Pe, -  <?(1) Pe2 = f ( r Q) +

+ t\R
1. 1. £ * * (Г  ) "tł

■’(r0) Pe, J ipdLZ + Pe2 [f'(rQ ) J  fdZ  + ---j-2- f ip2 dz]

Wykorzystanie w powyższej zależności r e la c j i  (V,5-22) oraz
(7,5-29) pozwala na uzyskanie następującego warunku dla okreś­
len ia s ta łe j A^:

•

\  f " U l )  \  2 
- f ( 1 ) = f ' ( r 0 ) j  ydZ + — J V dZ (7,5-65)

Wartość funkcji f  dla Zs1 obliczona ze wzoru (7,5-60) 
wynosi:

? (1 ) = -  | f ( r 0 ) f ' ( r Q) -  1 f ( r Q) + ^  [ f ' ( r Q) + 2]  + A^

Podstawienie natomiast s ta łe j Ag zgodnie ze wzorem (7,5-64)
do powyższej zależności i  dokonanie szeregu przekształceń pro­
wadzi do równania:

f  (Гл )
<f(1 ) = — r----- ?----- j [ f '< r 0 ) ] 2

24 -[f'(ro ) + 1]  l

+ 3 f ' ( r „ )  + 4 [ + A 1  (7,5-66)
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Przy obliczaniu pierwszej z występujących w wyrażeniu (V,
3-65) całek skorzystano z zależności (V,3-60) otrzymując:

!
f ( r 0) f ( r 0) -  1 f ( r 0 ) ♦ 3  [ f 4 r0 ) + j ]  +

a po wykorzystaniu zależności określa jącej sta łą  Ag

1* f  (Г ) r 2
/ <pdZ = ----- .------2-------  8 | f ' ( r ft)l +

J  36o [ f ' ( r 0 ) + 1]  1 L 0 J

‘ S

+ 3 3 f '( r 0 ) + 45j  + A4  (V,3-67)

Przy wyznaczaniu drugiej ca łk i obliczono kwadrat funkcji 
danej wzorem (V ,3-4-9) otrzymując:

2 r -.2 „4 2 2 2
V - [f(ro)] Г ł  A1. Z

*  f ( r 0 ) JL,Z5 ♦  f ( r 0 ) AgZ2 + 2A^A^Z 

Wartość ca łk i natomiast:

2 f (T e ) A, f ( r 0 ) Ag 
+ A2 + — - -------+ — - ----------- + A1A2
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a podstawienie stałych i  Ag zgodnie ze wzorani (Vt3—55) i
(V,3-64) prowadzi do wzoru:

0) t 2  12 *  S [ S oa) » 1 ]2

+ 8 f ' ( r o ) + 9J (V,3-68)

Podstawiając (V,3-66), (7,3-67) i  (V,3-68) do (V,3-S5) o-
trzymano:

— f  (jT ) 2

a ,  [ , - ( r 0° »  1]  l [ t ' (r° )]

t ( r  ) f ' ( r )  r 2
------------------ |SQf'(ro)] + 33 f ' ( r 0) + 45}  + A4 r ' ( r Q) +

f " ( r o ) [ f ( r ) ] 2 f 2 4
+ ---------2---------M f  ( Г ) ]  t 8 f ' ( r  ) + 9

3 6 0 [ f ' ( r  ) + 1]  1

360 f ' ( r 0 )+1

Lkąd wartość s ta łe j A^:

„ f ( r o )

360 [f '(ro ) + 1 ] 2
{ 8 [ f ' ( f 0} ] 3 + 48[£'(Г0)] 2 +

+ 90 f ' ( r 0 ) + 60
f " ( r o ) [ f ( r Q) ] 2 r 2

"  36o [ f ' ( r 0 ) + i p  r L f(ro ^  +

♦ 8 f ' ( r o ) + 9}  (V,3-69)
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Wykorzystanie s ta łe j A^ we wzorze (V,3-66) pozwala na ob­
lic zen ie  wartości funkcji zaburzającej dla Z=1

f (1 )  *  ----------2----------{ 7 [ f 4 r 0 )J + 12 f ' ( r o ) + 15} +
36o [ f ' ( r  ) + 1]

2f " ( r 0 ) [ f ( r 0 )] 

360[ f ' ( r  ) * 1 ] 3
{ 4 [ f ' ( r ) ] 2 + 8 f ' ( r c ) + 9 }  (V,3-70)

W związku z tym w oparciu o wzór (V,3-41) przy wykorzysta- 
zależności (v ,3 -35) i  (V,3-70) koncentracja składnika A naniu

wylocie z reaktora wyniesie:

Pe,
v -  г -------  (1 -  Г )  --------------- +
' k °  б 0 1 + f \ r )

+ —  7---- ^  |- 'С Г 0 ) [ 7 ^ ( Г 0 ) + 1 2 f 4 r  ) + 15] -
360 [ f ' ( r o ) + f ] 2 l 0 0 °

f  (rp) [4  f ' 2( r  ) + 8 f ' ( r o ) + 9] }  (V,3-71)
f  4 r 0 ) + 1 0 O J

Ponieważ zgodnie ze wzorem (V,3-39)

f ' ( r )  = Гд(Сд)т

zatem

c z y li

ĆLC.
f " ( r )  = г " ( С д )т  *  r " (CA^‘rC Ap CV,3-72)

f " ( r 0 ) = P " ( O ł o ) r O Ap (7 ,3 -7 ?)
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Podstawiając (V,3-39) i  (V,3-73) do (V,3-71) otrzymujemy*

Pe, гд(са«)‘г
ГУ. s  r o ----- T "  (1 "  Го } - - ....~~~ +6 1 + Гд(СдО)Т

+ — Ц : ---- ----— ----T5 l r l ( c4n^ [7 4 c c 4n)i:2+ 12 r ' (C .n)r+15l-360 [гХССАо) Г + 1 ]2 l  A Ao L A Ao A Ao J

r"(C . ) r C .  2 o ni

-  ; - (сА1 )'г +  1 (1 ‘  Г» ) [ ł  r i  ( ° ^ ) T + 8 rA(CA ° )T ł  9]J

(V ,3 -74 )

jako wielkość koncentracji składnika A na wylocie z reaktora 
charakteryzującego s ię  małymi liczbami Pecleta.

V I. WPŁYW DYSPERSJI WZDŁUŻNEJ NA ST0PIB& PRZEREAGOWANIA. 
DLA PRZEPŁYWU HI ZEZ REAKTOR MAKROPŁYNU

Jak wykazano w rozdzia le IV średnią koncentrację składnika 
A na wylocie z reaktora w przypadku przepływu całkowicie use­
gregowanego (makropłynu) określa wzór (IY -6 )

oo

CAk *  /” * (t )C A( t )  dt (IV -6 )
0

Konieczną do tego obliczenia funkcję rozkładu czasu przeby­
wania E (t ) wyznacza s ię  w oparciu o is tn ie jące  rozwiązania
równania różniczkowego (III-2 4 -), które je s t matematycznym sfor­
mułowaniem modelu przepływu tłokowego z nałożoną dyspersją 
wzdłużną. Warunkiem koniecznym is tn ien ia  ca łk i (IV -6 ) je s t aby 
zależność koncentracji od czasu CA( t )  jak i  funkcja rozkła­
du czasu przebywania E (t ) były określone i  ograniczone w ob­
szarze 0 < t< < »a  ponadto aby

lim E (t ) CA( t )  = 0 (IV -1 )
■fc—»• aa
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Wyznaczenie funkcji rozkładu czasu przebywania sprowadza 
s ię  do rozwiązania następującego równania różniczkowego przy 
uwzględnieniu przytoczonych poniżej warunków brzegowych i  po­
czątkowych:
Równanie różniczkowe:

0Г 0Г 1 t f r

^  + 0Z Pe, 5? (V I-2 )

o warunkach brzegowych:

1 *  Г ---- —  —  dla Z = 0
Pe, OZ

(дГ
(DZ

dla Z = 1

©>0 (T I-3 )

i  warunku początkowym:

Г= 1 dla 0 = 0 ,  Z < 0
(V I—4 )

Г =  0 dla 0 = 0, 0 < Z ^ 1

Ponieważ jako warunek początkowy przyjęto schodkowa funkcję 
rozkładu koncentracji, zatem zgodnie ze wzorem ( I I I - 4 )  w wyni­
ku rozwiązania powyższego równania różniczkowe otrzymamy dla 
Z = 1 funkcję rozkładu czasu przebywania P ( t ) .  Potrzebną we 
wzorze (IV -6 j funkcję E (t ) można wyznaczyć na podstawie wzo­
ru ( I I I - 2 ) .

W pracy n in ie js ze j przeprowadzono rozważania nad wpływem 
dyspersji wzdłużnej na stopień przereagowania jedynie dla du­
żych i  małych lic zb  Pecleta , Dlatego też  w oparciu o przyto­
czone powyżej równanie różniczkowe oraz warunki brzegowe i  po­
czątkowe starano s ię  znaleźć w dalszym toku rozważam wzory 
asymptotyczne określające funkcje rozkładu czasu przebywania 
dla małych i  dużych lic zb  Pecleta .
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1. Wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień przereagowania przy 
dużych liczbach Pecleta

W niniejszym przypadku interesuje nas rozwiązanie asympto­
tyczne równania (V I-2 ) obowiązujące jedynie dla dużych liczb  
Pecleta.

Crank [21] , w rozważaniach swych nad rozwiązaniem równania 
różniczkowego dy fu zji stwierdza, iż  posiada ono zazwyczaj dwie 
standardowe formy. Pierwszą z nich je s t  szereg nieskończony 
funkcji trygonometrycznych (lub innych funkcji ortogonalnych) 
drugą szereg nieskończony składający s ię  z funkcji błędów lub 
związanych z tą  funkcją całek.

Pierwsza forma je s t  szybko zbieżna dla dużych wartości cza­
sów dy fu zji i  dlatego może przy znacznym uproszczeniu być uży­
ta jako wzór asymptotyczny w tym zakresie czasów. Druga nato­
miast nadaje s ię  szczególnie do śledzenia procesu dy fu zji w je ­
go początkowym stadium a więc dla małych czasów dyfu zji dając 
tym samym odpowiednio prosty wzór asymptotyczny dla tego za­
kresu.

rozwiązanie równania różniczkowego dy fu zji w formie szeregu 
funkcji błędów uzyskuje s ię , jak podaje Crank [21] , w wyniku 
zastosowania transformacji Laplece'a oraz rozw inięcia uzyska­
nego rozwiązania w polu zespolonym w szereg o funkcjach wy­
kładniczych z ujemną potęgą zmiennej zespolonej. Transformacja 
odwrotna prowadzi następnie, jak łatwo wykazać w oparciu o ta­
b lic e  transformat Laplace'a, do odpowiedniego szeregu funkcji 
błędów. Tak Crank [21] jak i  Carslaw i  Jaeger [22] wykazują na 
szeregu przykładach, że w celu uzyskania rozwiązania asympto­
tycznego dla małych czasów wystarcza jedynie uwzględnienie tych 
wyrazów szeregu, które odpowiadają zachowaniu s ię  c ia ła  nie­
skończonego lub półnieskończonego.

W celu uzyskania funkcji rozkładu czasu przebywania ? ( t ) 
będącej rozwiązaniem asymptotycznym dla dużych lic zb  P ec le ti 
posłużono s ię  opisaną powyżej metodą podaną przez Cranka oraz 
Carslawa i  Jaegera.

Aby sprowadzić równanie (71-2) do równania analogicznego do
I I  prawa Ficka zwanego często równaniem dy fu z ji dokonano pod­
stawienia:

a Pen Z -  b Pe,0 
Г = Ф(Z ,0 ) e 1 1 (V I,1-1)

przy czym sta łe a i  b należy dobrać w ten sposób aby uzyska­
ne w wyniku podstawienia zależności (V I,1 -1 ) do (V I-2 ) równa­
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nie różniczkowe posiadało formę równania d y fu z ji. W tym celu 
wyznaczono:

s ?  = i  <» p* i z - ъ -

1)
-  ФЬ Pe, exp(a Pe,Z -  ЬРе,0) (V I, 1-2)

f f i x Ш  в3ф (a Pe! z “  ъ Pei 0) +

+ $a Pe, exp(a Po,Z -  Ъ Ре,0 ) (V I, 1-3)

śĄ j = exp (a Pe,Ż -  b Pe, 0) +
0Z2

+ 2a Pe, Ц- eap (a Pe,Z -  Ъ Ре,в ) +

• + i  a2Pe2 exp (a  Pe,Z -  b Ре,0) (V I ,1-4)

Podstawienie powyższych zależności do równania różniczko­
wego (VT-2 ) pozwala na określenie następujących r e la c j i  dla
wyznaczenia stałych a i  b.

2 a = 1

2
oraz a — b — a =* 0

1 1 stąd a = b *  —;

T T V przypadku skomplikowanych wyrażeń posługiwano s ie  równo­
ważną formą zapisu funkcji wykładniczej: 6х  = exp (x ).
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Pe, Z Pe-,0’ f 1 1 л

c z y li  zależność (V I ,1-1) przedstawi s ię  następująco

Г = Ф (Z ,0 ) eaq> (- -)

a równanie różniczkowe (V I-2 ) upraszcza s ię  do formys

0Ф
00

1 б2Ф 
Pe, 0 ?

(V I,1-5)

(V I ,1-6)

Warunki brzegowe natomiast są:

0Ф 1 /Pe,0\
-  ^ Ре,Ф = -  Pe, ехр у—— / dla Z = 0

► 0>O (V I ,1-7)

2£ + 1 Pe. Ф a 0 
OZ

Warunek początkowy:

Ф (0 ,Z ) *  0 dla 0 < Z < 1 (V I,1-8)

Transformacja Lapiace*a równania (V I ,1-6) przy wykorzystaniu 
warunku początkowego (V I,1-8) prowadzi do równania różniczko­
wego zwyczajnego:

й2Ф

Pei, d ?
= 8 Ф (V I,1-9)

którego całką je s t:

przy czym

Ф = A1 e*p (q  Z) + A2exp (-<ł Z)

q = (sP e ,)
1/2

(V I,1- 10) 

(V I ,1-11)
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Wykorzystanie warunków brzegowych (V I ,1-7) pozwala na wy­
znaczenie stałych całkowania i  Ag jako:

2
Pe, exp (—2q) л

Ayj = ----  --------- -----  ---------- Ц ------------   (V I ,1-12)

( ' * * ) ' 1 “ ( ------PS7 | «Ф < -2<1>

W łT
2

Pe,

k l ~ ~ < - i f i  zm
Vq + 2 / V  “  2 / 1 - I  ----------  I езФ^-2<1 )

Pel  
^  + —

(V I ,1-13)

W związku z tym całką równania (V I ,1—6) w polu zespolonym jes t

2
Pe, i

ф -  ------------- 4 !----------  exP v- ąZ) +

2
+ ------Pe.ł - —■ ---------------------------------------------------------------------- 3-------  ехр f-q (2  -  Z)1 (V I, 1-14)

-  K2 eap ( - 2q )

przy czym
Pe

* - - r
к = ----------  ( v i , 1-15)

Pei  q + —2

i
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W celu przedstawienia powyższego rozwiązania w formie sze­
regu funkcji wykładniczych o ujemnych potęgach q podstawio­
no:

[i -  K2 exp ( -  2q ) ] " 1 « X е211 exp ( - 2qn) (V I,1-16)
n=0

uzyskując:

Ф =
Pe,

Pen
ci +

Pe,

OO
exp [-  q(2n + Z)J +

<1 -
n=o

Pe,

Pe,
q +

oo
у  exp [ -  q(2n + 2 -  Z)] (V I ,1-17)

n=o

Na podstawie tab lic  transformat Laplace'a [22] można wysnuć 
wniosek, że powyższa zależność będzie przedstawiała w polu rze­
czywistym odpowiednio skomplikowany szereg funkcji błędów o 
rosnących argumentach 2n + Z oraz 2n + 2 -  Z, którego do­
kładne wyznaczenie w całości może napotkać na znaczne trud­
ności o i l e  w ogóle będzie możliwe. Ponieważ interesu je nas 
jedynie rozwiązanie asymptotyczne dla dużych lic zb  Pecleta za­
tem zgodnie z zaleceniami Cranka [21] wyznaczono transformatę 
odwrotną jedynie pierwszego wyrazu o n = 0 :

Pe,Z '

2 \ 4 / \ 2
erfc

Z -  0

V0

(V I ,1-18)

gdzie:

erfc  £ = 1 -  e r f £ = 1 - JL J ezp ( - i? 2 ) d ( V I , 1-19)
0
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a stąd zgodnie ze wzorem (V I ,1-5):

Z -0
r= erfc 0 ^ Г 1 Г - ] + eip CP‘ lZ) erfc M 2-!

Podstawiając Z = 1 i  wykorzystując zależność ( I I I - 4 )  uzysku­
jemy funkcję rozkładu czasu przebywania ? ( t )  dla dużych liczb 
Pecleta :

P ( t )  = ^ i erfc r \ Fei  - e l
П  4 V© j

• \ [Pe, 1 +0 i
+ ezp(Pe, )e r fc  \-------- ——

L L < ц. \0 J
(V I ,1-20)

Analizując wzór (V I ,1-20) należy podkreślić fa k t , że wystę-
Г\ 1 + 0 lpująca w drugim członie tego wzoru funkcja erfc  i| -------- j= — I

będzie przyjmowała, ze względu na duże liczby  Pecleta nieza­
leżn ie  od wartości czasu 0 w ielkości prawie równe zero. Po­
nieważ jak łatwo wykazać:

Pe,
lim e 

Pe,
erfc  (A V^e^) = 0 dla A 5» 1

zatem udział tego wyrazu w całym wyrażeniu (V I ,1-20) będzie 
nieznaczny i  wyraz ten może być pominięty. Ostatecznie dla du­
żych lic zb  Pecleta funkcja rozkładu czasu przebywania przed­
stawi s ię  następującym wzorem asymptotycznym:

Pe, 1 - 0 j

\[0~
(V I ,1—21)

Do identycznego wyniku doszedł Danckwerts traktując przy roz­
wiązywaniu równania (VI—2) reaktor jako c ia ła  nieskończenie 
w ie lk ie . Zgodność ta była do przewidzenia w oparciu o przy­
toczone rozważania Cranka L21] i  Carslaw Jaegera [22]. Aby u-
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zyskać funkcję E (t ) skorzystano z zależności ( I I I - 2 )  na pod­
stawie k tóre j:

dF d0 л d?
E (t ) = -------= ź  —  (VT-1-22)

d0 dt T d0

Przed różniczkowaniem zależności (V I ,1-21) należy zwrócić 
uwagę na jeszćze geden szczegół dotyczący te j  funkcji. Otóż 
dla 0 < 1  wartość funkcji F (9) je s t  wobec dużych. wartości 
Pe, b liska zero, natomiast dla Q >1 przyjmuje wartości b l i ­
skie jeaności. Jedynie w pobliżu punktu 0 = 1  wartości t e j  
funkcji są różne od zera i  różne od 1 , w tym obszarze nato­
miast V0 ma minimalny wpływ na wartość funkcji. Biorąc powyż­
sze pod uwagę napiszemy:

F (t )  S 1  erfc

a po zróżniczkowaniu i  uporządkowaniu:

^ * 1  1 Г Pe, ( t  -  т )2
E (t ) S? ------1 exp

2 т №

Funkcja rozkładu czasu przttoywania E (t ) dla dużych liczb  
Pecleta określona je s t  zatem przez rozkład normalny Gaussa. 
Levenspiel [23]  uzyskał identyczną zależność rozwiązując rów­
nanie (V I-2 ) dla reaktora nieskończenie wielkiego stosując ja­
ko początkowy rozkład koncentracji impuls określonej i lo ś c i 
składnika A w czasie t  = 0.

Podstawiając w wyrażeniu (V I ,1-23)

V S ,

2 T
= а (V I,1-24)

uproszczono zapis funkcji rozkładu czasu przebywania do formy: 

E (t ) S -ф - «ф  [ -  a2 ( t  -  r  )2 ]  (V I,1-25)
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Funkcja powyższa może obecnie być wykorzystana we wzorze dla 
obliczen ia koncentracji składnika * A na wylocie z reaktora 
je ż e l i  ty lko znana je s t  zależność CA( t ) .  Tu należy podkreślić
że dla nieskończenie dużej liczby  Pecleta (D, = 0) przepływ 
makropłynu przez reaktor je s t przepływem tłokowym, gdzie po­
szczególne elementy płynu posiadają ten sam czas pobytu w re­
aktorze. W związku z tym średnia koncentracja na wylocie z re­
aktora o przepływie usegregowanym w przypadku nieskończenie 
w ie lk ie j liczby  Pecleta je s t  identyczna z koncentracją dla 
idealnego reaktora rurowego. Ponieważ jak wynika ze wzoru (V I,
1- 2 5 ) oraz wykresu rys. I I I - 3  rozrzut czasów przebywania w re­
aktorze poszczególnych elementów płynu je s t  dla dużych liczb  
Pecleta nieznaczny, koncentracja składnika. A w poszczegól­
nych frakcjach strumienia opuszczającego reaktor będzie różni­
ła s ię  jedynie nieznacznie od koncentracji dla średniego czasu 
pobytu t  = T , będącego zarazem czasem pobytu dla idealnego 
reaktora rurowego. W związku z tym koncentrację składnika A w 
odpowiednim elemencie płynu o czasie pobytu w reaktorze równym 
t  można wyrazić przez rozw in ięcie funkcji C^(t) w szereg 
Taylora wokół punktu t  = z i

q"
CA( t )  = CAoo ( r )  + CAOO (T ) ( t  -  T ) + ( t  .- т )2

m ,i- 2 6 )

Podstawiając (71,1-26) i  (V I ,1-25) do (IV -6 ) uzyskujemy:

-  °A~ (T > J w  [ '  " 2 (t  *  r>2] a t +
0

oo

+ CAoo ( r )  J  -фг- ( t - r )  exp [-a 2 ( t - r )2 Jdt +
С

+ ,V . (T ) J - Ł . ,  ( t  -  r )2 exp [ -  a2( t  -  r ) 2 ]  dt (V I,1-27)
2 0

Wprowadzając zmianę zmiennych:

t - r  =7^

dt = dij
(71,1-28)
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otrzymujemy

oo

CAK = CA~ (T ) J  Цг exP (“ a2 V2) dl? +
-V
oo

+ Ckoo (T ) J  -ф-T} exp (-a 2 ^2 ) d7? +

c*« (r) oo

j  ~W  Ч2 exp (_a2 2̂) d7? (V I ,1-29)

Ponieważ krzywa rozkładu czasu przebywania E (t ) jes t dla 
dużych, lic zb  Pecleta bardzo stroma w sąsiedztwie punktu t  = x
i  funkcja ta bardzo szybko spada do zera dla czasów t  leżą­
cych blisko t  = x » w związku z tym całkowanie może być doko­
nane w granicach od «■ OO do + oo zamiast od - r  do »  , Dokonana 
powyżej zmiana granic całkowania je s t  bez wpływu na wartość 
ca łk i. W związku z tym wartość pierwszej ca łk i:

oo

h  = CA~ (Г ) /  'v§r exp ( -  &2 ł?2) d7? = CA~ (<r) (71,1-50)
— oo

Funkcja podcałkowa drugiej ca łk i je s t  iloczynem funkcji pa­
rzys te j [ехр ( -  а^т?2 ) ]  oraz nieparzystej ( 7 ), który to 
iloczyn jak wiadomo przedstawia funkcję nieparzystą, Całka flink- 
c j i  nieparzystej natomiast w granicach od — oc do + 00 j?ównsi się 
zero* Czyli:

!p = CA<X5 (t ) [  -^=-4 ezp (- a2 t?2 ) di? = О (V I,1-51)

Trzecia całka natomiast wynosi:

c ; « _ ( r )

2

V l 7 f p p p
J 5 = ---- ------ J -vT 7  exp (-a  7  )d7  =

2VF C" fr )
-Ł-------r  = -A  »  ■ (V I ,1-52)
#  4 r  4 a

CA~> a 2^  CA°°

79



W związku z tym koncentracja na wylocie z reaktora wyniesie 
zgodnie z (VI,1-29)s

c" ( f )
CiŁ = « i -  «  *  - V ? "  ( T I , 1 - 3 J >

a podstawienie zależności (V I ,1-24) prowadzi do wzoruj

c" (t ) t 2
CAk = CA°° (T ) + ~ ---------- (V I ,1-34)

Pel

Druga pochodna ze względu na czas zależności ( t ) noże być
wyrażona przez szybkość reakc ji jak następuje:

dCA

- i  - - w

różniczkując jeszcze raz otrzymujemy:

d2C* dr. dC.
----2 --------A —  = r i (CA)rA(CA)dt dCA dt

c z y li

( r )  -- r ; [ c AOO ( r ) ]  rA[cAM ( r ) l  (V I, 1-35)

wprowadzając (V I ,1-35) do (V I ,1-34) uzyskujemy zależność okreś­
la jącą  koncentrację składnika A na wylocie z reaktora dla 
przepływu całkowicie usegregowanego przy dużych liczbach. 1ёс1е- 
ta :

Пдк — CA(t,P e^ ) = ("^) +

+ - -  r k lCA~ ( г )Ы (СА~ (Г )]  (V I ,1-36)
P81
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Wzór (V I ,1-26) określający koncentrację składnika A w elemen­
c ie  płynu o czawie pobytu t  można rozszerzyć o dalsze wyra­
zy szeregu Taylora uzyskując:

CA

<x>

C t ) .  £
ę jŁ } ( r )  ( t  - D n 1}

_ _ n !n=o

Podstawienie powyższej zależności do wzoru (IV -6 ) podające­
go koncentrację składnika A na wylocie z reaktora doprowadza 
do szeregu nieskończonego, którego n-ty wyraz-dany je s t  wzo­
rem:

f  ( r ) ( t  - r ) n a . 2
= J  -------------- ;----------- -Щ-  exp [-a  ( t - r )  ]d t (V I, 1- 3 7 )

0 n 1

Dokonanie zmiany zmiśnnych zgodnie ze wzorem (V I ,1-28) prze­
kształca zależność (V I ,1—37) do postaci:

[  V D 2 2  
an »  J  ----- — ---- exp ( -  a 7f )  di? (V I,1- 3 8 )

Punkcie podcałkowe dla których n je s t  nieparzyste są funk­
cjami nieparzystymi i  całk i tych wyrażeń równają s ię  zero. W 
szeregu powyższych pozostaną zatem jedynie wyrazy o parzystych 
"n" w związku z czym n-ty wyraz szeregu przedstawi s ię  obecnie 
następująco:

= j o j ^ r u r  ___________2 _ 2<2n' ( r )
W eip

1 , ł 1 
(n ) -  oznacza tu n-tą pochodną funkcji СДОо (т ) .
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Po scałkowaniu natomiast:

c { i n ) (T ) 1 . 3 . 5 ..........( 2n -  1 )

*п = ~ Т й  W "  2 2n+1 a^n+1 W

i  uproszczeniu:

c|£n ) ( r )  1 .3 .5............(2n -  1 )

&n (2n ) ! 2°  adn

Rozwijając występującą w mianowniku wielkość (2n)! 
dzimy do wzoru:

cjlL^Cr) 1 .3 .5 ......... (2n -  1 )

*n 2n a2n 1 . 2 . 3 .............. (2n -  2 ) ( 2n -  1 ) 2n

który po zredukowaniu da s ię  zapisać w postaci:

C ^ h r )  1
a = — --------- ------- --------------------------------------

2n &2n 2.4......(2n -  4 ) (2n -  2 ) 2n

Podstawiając zgounie ze wzorem (V I,1-24)

a2n V
T2n p2n T2n

uzyskujemy:

C^in ) ( r )  r 2n 22n
a =  ------ ------------------- ------------------ -------------------------------------------- -

2 Pex 2.4.......... (2n -  4 ) (2n -  2)2n

(V I ,1-40) 

docho-

»

82



a po uproszczeniu:

«а  - 2n(2n - 2 )  (2n -  4 ) . . . .  4.2.

Ponieważ iloczyn 2n(2n -  2 ) (2n -  4 ) . . . .  4.2. posiada n -
-  czynników zatem po podzieleniu go przez 2n otrzymamy:

Koncentracja na wylocie z reaktora dana będzie zatem zależ­
nością:

Nie należy zapominać o tym, iż  wzór powyższy je s t  również wzo­
rem asymptotycznym dla dużych, liczb  Pecleta, albowiem przy cał­
kowaniu użyto funkcji rozkładu czasu przebywania E (t ) będącej 
słuszną jedynie dla dużych lic zb  Pecleta.

2. Wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień przereagowania przy 
małych liczbach Pecleta

Również i  w tym przypadku średnia koncentracja składnika A 
na wylocie z reaktora może być wyznaczona ze wzoru (IV -6 ) je ­
ż e l i  dana je s t  funkcja rozkładu czasu przebywania w postaci wzo­
ru asymptotycznego obowiązującego małe liczby  Pecleta.

W celu wyznaczenia wspomnianej wyżej formy rozkładu czasu 
przebywania dla .małych lic zb  Pecleta posłużono s ię  rozwiąza­
niem równania (VT-2 ) przy warunkach brzegowych i  początkowych 
(V I-5 ) i  (V I-4 ) danym w postaci szeregu nieskończonego funk­
c j i  trygonometrycznych. Rozwiązanie w te j postaci podają We-

a,n n(n -  1 )(n  -  2 ) . . . .  2 .1

1 Сд1п )( ‘Г) т 2п 

n! P e^

(V I ,1—41)

83



sterterp  i  Landsman [24], a wyznaczona na podstawie tego roz­
wiązania funkcja rozkładu czasu przebywania brzmi:

V  (~ 1 } « iK t )  = 1 - 4  pesp(p) 2L 7— 2----- ST----- 2----h ------~
i= 1  (cc± + p ) (o ę f + p* + 2p)

exp - 0
aj2 + P2 , 

2P у
(VI ,2-1)

Pe-,
gdzie p = — Ł a wartości cĈ są pierwiastkami następujących 

równań:

cc.i a ± -о ч
Г® tg  — =• = £ dla i  = 1 ,3 , 5 ,7  . . .  ]
2 2 2

oraz (V I ,2-2)

« i  « i  p
—  ctg — i  = -  -  dla i  = 2,4,6 . . .
2 2 2

Opierając s ię  na tym rozwiązaniu przeprowadzono następującą a- 
n a lizę . Otóż dla p dążącego do zera wszystkie pierw iastki 
tych równań za wyjątkiem pierwszego ( oc/) dążą do lic zb  skoń-
AKAfWftb т»ЛЛпчглЪ лЛ 7отczonyeh różnych od zera. 

Przykładowo dla p = 0

* i = 0 , x , 2 x t Зя: . . . .  dla i  = 1,3,5,7,

oraz

• ■ • • • •2 2 2 dla i  = 2,4
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Jeże li zatem ос* ć  O dla p-^O  w przypadku i=2,3,4,5 .. 
to wówczas:

°S + P2 / « i2 2
lim — i ------- = lim ( - * - + -

2p \ 2p 2 
p— 0 p— 0

a stąd

2 . _2/ оь + p \ 
lim exp 0 --------— j  = O dla i  = 2 ,5 ,4 ,5  • • •

Ż powyższej analizy wynika, iż  dla małych, lic zb  Pecleta 
funkcja rozkładu czasu przebywania może być dana wzorem asymp­
totycznym uzyskanym z wyrażenia, (V I-2 -1 ) przez pominięcie dal­
szych wyrazów szeregu nieskończonego a mianowicie:

cc,2
F (t )  = 1 -  4p ezp(p) ----— — n--------2------ 2---------

(cê  + p * ) (cc,2 + p2 + 2p)

exp ( -  8 ~ • (V I,2-3)

W celu wyznaczenia pierwiastka oc* dla małych wartości p
Л,

rozwinięto tg  —-  w szereg Taylora wokół punktu zero i  pod-
2

stawiono do równania (VT,2- 2 ):

Od, (J -l + st p (V I,2-4)

Ъ powyższego wyrażenia otrzymuje s ię  jako pierwszą aproksy­
mację:

л ,2 = 2p (V I,2-5)
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a podstawienie powyższej zależności do (VT,2-4) daje drugą a- 
proksymację:

oc,2 4p2

2 24 ~ Г

a stąd:
p2

(ХЦ2 = 2p -  (V I,2-6)
1 3

Podstawienie (V I ,2-6) do (V I ,2-3) prowadzi do zależności:

4 p exp (p ) ( 2p -  E l )  
p ( t )  и 1 --------------- ^------------------" S ^

( 2p _ E l + p2 ) ( 2p -  E- + p2 + 2p)
3 3

2p -  4  + P2exp ( - 0 -------- 2-------- ) (V I,2- 7 a)
2p

Po uporządkowaniu i  uproszczeniu dochodzimy do wzoru:

«p (p >  (1 - 2 )
F ( t )  = 1 — ----------------- езр - 0 ( 1 + - )  (V I,2-7)

U Л И 1  5
3/ \ 6 ,

Dla małych lic zb  Pecleta wyrażenie to można zapisać w formie:

F ( t )  £ 1 - ( 1  -  - )  (1 + p ) (1 -  - )  (1 -  - )  ехр Г- 6 (1  + - ) l
6 3 6 L 3 J

(V I ,2-8)
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Po wymnożeniu i  opuszczeniu wyrazów małych, wyższego rzędu niż
p otrzymujemy:

P г P l
F (t )  = 1 -  (1 + —) ехр I -  0 (1 + - )  I (V I,2-9)

3 L 3 J

Jak łatwo stw ierdzić wyrażenie powyższe daje dla p = 0 roz­
kład czasu przebywania dla idealnego reaktora zbiornikowego.

Różniczkując (У1,2-9) po czasie oraz przekształcając otrzy­
mujemy funkcję rozkładu czasu przebywania E (t ) konieczną dla 
obliczenia koncentracji składnika A na wylocie z reaktora w 
oparciu o wzór (lV -6 ):

- 0

E (t ) Ш E, ( t )  = [1 + J  (2 -  e ) ]  1  (V I,2-10)

Przed wykorzystaniem uzyskanej funkcji E ^ (t) we wzorze
(IV -6 ) należy zwrócić uwagę na fak t, iż  powyższy wzór aproksy- 
mujący nie oddaje właściwego przebiegu funkcji rozkładu czasu 
przebywania dla 9 — 0. Dla 0 = 0  bowiem w przypadku dużych 
nie mniej skończonych wartości współczynnika dyspersji wzdłuż­
nej wartość E (t ) równa s ię  zero i  dopiero w przypadku nie­
skończenie w ielkiego współczynnika.dyspersji E (t ) przyjmuje 
dla 0 = 0  wartość różną od zera (1 ).  Przebieg krzywych E (t )
i  E| (t) zilustrowano na rys. VI-1.

Ponieważ koncentracja składnika A dla 0—0 je s t  bliska 
CAp* zatem błąd wynikły z zastosowania wprost zależności (V I,
2-10) we wzorze (IV -6 ) mógłby być znaczny. Aby tego uniknąć 
zastosowano we wzorze (IV -6 ) krzywą rozkładu czasu przebywania 
E ( t ) zapisaną w postaci:

B (t ) = E1 ( t )  + R (t ) (V I ,2-11)

gdzie E j ( t )  je s t  aproksymacją funkcji E (t ) zgodnie ze wzo­
rem (V I,2-10) a R (t ) resztą t e j  aproksymacji, która za wy­
jątkiem obszaru małych czasów ( 0  — 0 ) będzie miała znikony wpływ 
na wartość funkcji E (t ).
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Zależność koncentracji składnika A od czasu C ^(t ) napi­
szemy w postaci:

CA( t )  = CAp +ACA( t )  (V I,2-12)

przy czym funkcja 4 CA( t )  przyjmuje wartość zero dla t = 0 
oraz ( -  t

Wyrażenie koncentracji składnika A wzorem (V I,2—12) oraz 
użycie zależności (V I,2-11) dla rozkładu czasu przebywania po­
zwala po podstawieniu tych. r e la c j i  do wzoru (IV -6 ) na zgrupo­
wanie wyrażeń małych rzędu wyższego niż p i  pominięcie ich 
eliminując przy tym postępowaniu błąd, który powstałby w przy­
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padku bezpośredniego użycia zeleżności (V I,2-10) dla oblicze­
nia koncentracji wlotowej składnika A. W związku z tym:

Oo

°Лк * /  [% + 40A(t)l h (t) ł  s(t)] 4t -
o
T 7

= CAp J  [ l l j ( t )  + R ( t ) ]  dt JaCA( t )  E1 ( t )  dt +
o o

oo

+ Ja CA( t )  R (t ) dt (V I,2-13)
0

Całka występująca w pierwszym wyrażeniu powyższej zależności 
równa s ię  zgodnie ze wzorem ( I I I - 1 ) jedności c z y li:

00 oo

CAk = CAp + JaCA( t )  E1 ( t )  dt + J  *CA( t )  R (t ) dt

0 0 (V I,2-14)

Obecnie wykażemy, że trzec i człon prawej strony powyższego wy­
rażenia je s t w ielkością małą wyższego rzędu niż p i  może być 
zatem pominięty. Po podstawieniu we wspomnianej całce reszty 
R (t ) obliczonej na podstawie wzoru (V I,2-1) otrzymujemy:

oo

1 = /  A°A( t )  R (t )  dt =
0

Г V  (-1) 2 exp(p)cc/ / oC, + P \
= / Z ------5------------- И -  ехр -  в -Ł--------- ń C .(t ) dt

£ i  =2 (ос/ + 2p + p2 ) r  \ 2p /

89



Г V  (”  D i+ 1  4p exp(p) cc±2

1 = Г h  ^ 7 7 1 ^ 7 7 7 )
2 2 oc, + p

exp ( -  0 — ---------) 4 C . (t )
2p A

f V1 (- 1 )i+1 4p esp(p) oci2 

+ l  i=2  (o f/  + 2p + p2 ) (ос/ +

Całkowanie przez części prowadzi do zależności:

+
0

exp ( -  0 —---------) A C '( t )  dt- (V I ,2-15)
2p A

Dla t  = 0 4C ^ (t) = C^(t) -  Сд  ̂ = 0. Dla t —с» ziCA( t )  dąży
do wartości skończonej, c z y l i  funkcja 4C ^ (t) je s t  w obszarze
0 < t  <  oo ograniczona i  można znaleźć taką liczb ę  A, że za­
chodzi nierówność

^C^(t) < A w obszarze 0 < t< ° o

W związku z tym pierwszy człon wyrażenia (V I,2-15) s ta je  s ię  
dla obydwu granic całkowania ( 0 , oo) równy zero.

Całkując w dalszym ciągu przez części otrzymujemy:

I
■ [ -

exp

'r1' (-1)i+1 8p2exp(p) a/r 

(«/ + p2 + 2p) (o/ + p2 f

2 2/ 0Cj + P \ лс*м  J +
0

l  У  ( -  1 ) i+ 1  8р2езф(р) c c / r  CCj2 + p2

11 ^  7 ^ T 7 ~ r ^ ^ T 7 7  <_ e — 1 a°i<t>at
(V I,2-16)
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л d C . (t )
zatem —  A C .(t ) = ----=----  = -  r,

dt dt A

Funkcja /iC^Ct) je s t zatem ograniczona w całym obszarze
O ^ t  ̂  oo | odpowiadającemu zakresowi s^ężen 0 ^ CA < CA^P°"
nieważ szybkość reakcji ( гA ) nie może przyjmować wartości n ie-
okończenie w ielkich. Wzór (V I,2-16) redukuje s ię  w związku z
tym do postaci:

? V 1 ( -  1 ) i+ 1  8 exp(p) ec/ r
I  = p / ---- n------T---------------n-5—п* ACf(O) +

i ^2 ^ i  + p + 2p  ̂ ^ i  + p ^

2 f f  ( -  1 ) i+ 1  3 еаф(р) c c / r
+ v / Z_j ---- 5------5---------------3------5-77

£ i =2 (ос/ + рг + 2p) (ос/ + р ^ Г

[ ot./  + p2\
exp ^ -0 - ± —----- -J ACA(t )d t  (V I,2-17)

Aby całka powyższego wyrażenia is tn ia ła  musi zajść równość:

2 2 CCs + p
lim езср ( -  0 - i ---------) АСУСЬ)  = О (V I,2-18)
t —  2p A

która wymaga ograniczoności funkcji AC^ ' ( t )  w obszarze
0 < t  < 00. W celu wykazania słuszności wyrażenia (V I,2-18)
przeprowadzono następujące rozumowanie:
Ponieważ:

d A C .(t )
-----------  = _ Гд

dt A

Ponieważ AC^Ct) = C^(t) -
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żatem

d2 4CA( t )

Dla szybkości reak c ji określonej wzorem:

(V I,2-19)

otrzymujemy;

p 2n-1  
ACA' ( t )  = к n Сд (V I,2-20)

Należność koncentracji składnika A od czasu uzyskania w 
wyniku scałkowania wzoru (V I ,2-19) brzmi

Ze wzorów (V I ,2-21) oraz (V I ,2-22) wynika, iż  dla reakcji 
rzędu n > 1 zakresowi czasu 0 < t  < odpowiada zakres stę­
żeń °Ap > CA > 0. W związku z tym w oparciu o wzór (V I ,2-20)
można tw ierdzić iż  ACA' ( t )  je s t  funkcją ograniczoną dla re­
akc ji rzędu n > 1 w obszarze 0 < t  < «>.
Rozpatrzenia wymaga jeszcze przypadek rzędów reakc ji 0 < n < 1. 
Jak podaje Levenspiel [1] oraz Kramers [2] ,

Wzory na szybkość reakcji typu (V I ,2-19) o ułamkowych wy­
kładnikach "n" są najczęście j empirycznymi wzorami aproksyma­
cyjnymi opisującymi kinetykę katalitycznych reakc ji heteroge­
nicznych. Wzór tak i przedstawia w pewnym sensie wypadkową k i l ­
ku procesów zachodzących szeregowo, jak dyfuzja przez warstwę 
przyścienną, dyfuzja przez pory kata lizatora , adsorpcja, de­
sorpcja i  reakcja chemiczna.

'Ap
dla n / 1 (V I,2-21)

oraz dla n = 1

CA -kt
(V I,2-22)



Levenspiel [1] oraz Bietema [25]  podkreślają jednak fa k t ,iż  
j e ś l i  nawet w określonym zakresie stężeń reakcja je s t  zerowego 
rzędu, co wskazywałoby na to , iż  mechanizmem kontrolującym pro­
ces qest desorpcja produktów (zgodnie z teoria  centr aktyw­
nych ) to w miarę spadku koncentracji substratów (Сд— 0) mecha­
nizmami kontrolującymi sta ją  s ię  procesy zależne od koncentra­
c j i  substratów лак dyfuzja i  adsorpcja substratów.
Hząd reakcji rośnie osiągając przeważnie dla C .-— 0 wartość 
równą jedności.

W związku z tym. zęodnie ze wzorem (V I,2-20) również d la te ­
go typu reakc ji ДСд ( t )  je s t  w ielkością ograniczoną c zy li

4CA' ( t ) j £ A  dla 0 < t  ^ OO

Wobec ograniczoności A C ^ '(t ) zostaje spełniona równość
(V I,2-18) decydującą o istnieniu ca łk i we wzorze (V If2-17), a 
analizując ten wzór dla p dążących do zera stwierdzamy iż  ze­
prezentuje on wielkość rzędu p2. Stwierdzenie to  upoważnia 
zatem do pominięcia tego wyrażenia we wzorze (V I,2-14) uzysku­
jąc koncentrację na wylocie z reaktora jako:

Oo

CAK “  CAp + J  E1( t )  ACA( t )  dt (V I,2-23)

Podstawienie do powyższej zależności Ł j ( t )  zgodnie ze wzo­
rem (V I,2-10) oraz ДСд^) zgodnie z (V I,2-12) prowadzi do
r e la c j i :

-0

* °Ap ♦ I  [« !< *>  -  °Ap] [ 1 ♦ |  <2 -  9 ) ]?  dt
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skąd po wymnożeniu uzyskujemy:

-000 ^  0  00 ^  g  OO

°Ak= °Ap ł  /  °Af t > ?  dt -  °Ap /  ?  44 J <
o o L o

00

* /

- 0

0ap (2 -  9) j  dt

Koncentracja składnika A na wylocie z idealnego 
zbiornikowego w przypadku przepływu usegregowanego 
dana je s t  zależnością:

- 0

CAo( r )  = /  °A( t ) | dt

Ponieważ:

00 *“0

f ' r ‘dt я 1

zatem wzór (71,2-24) upraszcza s ię  do formy:

CAK = CAo( r )  + 3 L

00

/
OO

- /

-0

C . ( t )  (2 -  9) -  dt
С

— 0

CA p ( 2 - S ) ?  4t

-e
e

:A( t ) (2 - 9 ) -  dt+

(V I,2-24)

reaktora 
(masropłyn)

(71,2-25)

(71,2-26)
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Obliczając pierwszą z całek powyższego równania napiszemy:

oo

[1 = / CA( t )  (2 -  0 ) -  dt =

—0
= 2 /  cA( » )  i  dt -  /  

0 0

CA( t ) t  e
- 0

dt =

= 2 0 'o (T ) -  I 2

Wairfeość ca łk i Ig  wyznaczymy w opsLrciu o równanie definiu­
jące koncentrację wylotową dla idealnego reaktora zbiornikowe­
go przy przepływie usegregowanym a mianowicie:

"Ao

oo

Cr) = /
CA( t )  e

-0

dt

Mnożąc powyższą zależność przez T oraz różniczkując po — 
obustronnie otrzymujemy:

d ° i o W
OO

- / ® i(t^ t e dt

Rozwinięcie lewej strony powyższej równości daje:



Ponieważ

* & £ ) . _ i L  = _ < c ^  

d ( i )  a i  d ф

zatem:

/ —0 2
CA( t )  t e  dt = x3 CAo( r )  + C^OrJr (V I ,2-27)

O

Pierwsza całka wyrażenia (V I ,2-26) wyniesie zatem:

I 1 = 2 c ;0( r )  -  ГСАо( г )  -  CAo(T ) = с ;0(т )  -  ТСАо(т )  (V I,2-28)

Druga całka wyrażenia (V I,2-26) natomiast:

7 - 9  7 - 0

= 2 CAp J F "  CAp J £  *  dt =
0 0

= 2 CAP -  CAp = CAP (V I,2-29)

Podstawienie (V I ,2-28) i  (V I ,2-29) do (V I ,2-26) pozwala o- 
statecznie na wyznaczenie koncentracji na wylocie z reaktora 
przy małych liczbach Pecleta i  przepływie całkowicie usegrego- 
wanym:

CAK ~ сд£г »Ре) = САо^Г  ̂ +

♦ - 1  [°lo(,r) - r0I>> - % ]  C Y l.a - jo )
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V II. ZESTAWIENIE WYNIKÓW

W tab licy  VII-1 zestawiono wzory uzyskane w wyniku przepro­
wadzonych w n in ie jsze j pracy rozważań pozwalające na określe­
nie koncentracji składnika odniesienia na wylocie z reaktora, 
w którym dyspersja wzdłużna charakteryzowana je s t  dużymi lub 
małymi liczbami Pecleta.

Zakresem swym wzory te  obejmują tak przepływ mikropłynu jak
i  makropłynu.

Na podstawie przytoczonych w tab licy  VII-1 formuł można 
tw ierdzić, iż  dla małych liczb  Pecleta różnica między stopniem 
konwersji uzyskanym w idealnym reaktorze zbiornikowym a stop­
niem konwersji w reaktorze nieidealnym jes t proporcjonalna do 
liczby  Pecleta. Dla dużych lic zb  Pecleta natomiast odstępstwa 
cd konwersji uzyskanej w idealnym reaktorze rurowym są odwrot­
nie proporcjonalne do liczby  Pecleta.

Ponieważ jedynie w dwu przypadkach udało s ię  uzyskać wzory 
wprowadzające liczbę  Pecleta w wyższych potęgach niż pierwsza 
(wzory (V,3-74) i  (V I,1 -42 )), wzorów tych dla prze jrzystości 
nie umieszczono w tab licy  V II-1 .

V I I I .  PORÓWNANIE WYPROWADZONYCH ZALEŻNOŚCI Z DOSTĘPNYMI 
ROZWIĄZANIAMI ANALITYCZNYMI I  NUMERYCZNYMI

1. Reakcja zerowego rzedu-mikropłyn

W tym przypadku szybkość reakc ji dana je s t  zależnością:

гд = к (V I I I ,1-1)

Wykorzystanie powyższej r e la c j i  we wzorze (V,2-43) obowiązują­
cym dla dużych lic zb  Pecleta daje:

Сд (г ,р в1) = CA„ ( r )  + —  ln -  = Сдоо( г )  (V I I I , 1-2)

Ponieważ Гд(С. )  = 0, zatem dla małych liczb  Pecleta uzy­
skujemy w oparciu o wzór (V,3-40)

CA( r »Pel ) = САо(,г) (V I I I ,1-3)
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Wykorzystanie zależności ( I I - 2 )  pozwala na wyznaczenie kon­
cen tracji na wylocie z idealnego reaktora rurowego dla reak­
c j i  zerowego rzędu a mianowicie:

Сдвв(г )  = CAp -  кт (Т Ш .1 -4 )

Koncentracja dla idealnego reaktora zbiornikowego obliczona na 
podstawie wzoru ( I I - 4 )  wynosi:

CAo(T ) = CAp "  kT (V I I I , 1-5)

Ponieważ, jak widać ze wzorów (V I I I ,1-4) i  (V I I I , 1-5) dla re­
akcji zerowego rzędu:

CAo( r )  =

zatem w oparciu o wyprowadzone w n in ie jsze j pracy zależności 
udowodniono, że w tym przypadku dyspersja wzdłużna nie ma
wpływu na stopień przereagowania uzyskany w reaktorze o prze­
pływie mikropłynu.

Sprawdzeniem słuszności powyższego wniosku' będżie rozwiąza­
nie równania (IV-19) przy warunkach brzegowych (lV-20) dla
szybkości reakcji danej wzorem (V I I I , 1-1 ). Wówczas otrzymuje 
s ię  równanie różniczkowe liniowe niejednorodne a mianowicie:

„ d2r dr k r
= О (V I I I ,1-6)

Pe-L dZ" dZ СДр

którego całka ogólna j33t:

r =  A1 + А2еРв]-2 -  —  Z (V I I I ,1-7)
°Ap
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Po wyznaczeniu stałych Â  i  A  ̂ z warunków brzegowych (IV-2Q) 
uzyskujemy:

кт к X  Pe^(Z-1 )
Г  = 1 -  ----  Z + --------- (e -  1) (V I I I , 1-8)

CAp CApPel

Dla Z = 1 wartość koncentracji na wylocie z reaktora je s t:

k r
Гк = 1 -------  (V I I I ,  1-9)

CAp

Porównanie ze wzorami (V I I I , 1-4) i  (V III-1 -5 ) wykazuje wy­
raźn ie, że w przypadku reakcji zerowego rzędu dyspersja wzdłuż­
na nie ma wpływu na wydajność reaktora.

Wniosek wysnuty zatem w oparciu o wyprowadzone w n in ie jsze j 
pracy wzory przybliżone został w pełn i potwierdzony w wyniku
rozwiązania na drodze ś c is łe j ,  analitycznej dającego s ię  w tym
przypadku scałkować równania (IV-19)

2. Heakc.ja nieodwracalna pierwszego rzędu-mikropłyn i  ma­
kro płyn

Ponieważ w niniejszym przypadku szybkość reakcji określona 
je s t re la c ją :

dC.
-  —  = r . skC,  (V I I I ,2-1)

dt A A

zatem w oparciu o wzór ( I I - 2 )  koncentracja na wylocie z idea l­
nego reaktora rurowego wyniesie;

-kT
CAooU) .  CAp e (V I I I , 2-2)

Wykorzystanie zależności (V I I I , 2-1) i  (V I I I , 2-2) v;e wzorze 
(V,2~43) pozwala na ob liczen ie koncentracji na wylocie z reak-



tora w przypadku przepływu mikropłynu i  intensywności dyspersji 
wzdłużnej charakteryzowanej dużymi liczbami Pecleta:

-k r  kr -k r  kC. 
0A(r,Pei) = 0Ape ♦ —  CApe U.

« V

Skąd po uproszczeniu i  uporządkowaniu: 

СдСг.Ре^ -k r
= e

"Ap
1 +

Pe
(V I I I ,2-3)

Ponieważ zgodnie z (V H I,2 -1 )

= k

a koncentracja końcowa idealnego reaktora zbiornikowego wynosi:

0Ao( r )  = — t e -  
A0 1 + kr

zatem w oparciu o wzór (V,3-40):

С. Pe. / C. \ kr
CA(r ,  Pex ) = ----AE_ + _ 1  j —iE----- c ----------

1 1 + kr 6 \1 + kr Ap/ 1 + kr

a po uporządkowaniu:

с Л г .Р е . )  .  Pe / k r  \2
— — = —------------------------------------------------ Ł --------  (V I I I ,2-4)

Сдр 1 + kr 6 \1 + kr/

Wzór powyższy oKreśla koncentrację na wylocie z reaktora w przy­
padku przepływu mikropłynu i  małych liczb  Pecleta. Wzór (V^-74)
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natomiast, uwzględniający lic zb ę  Pecleta w drugiej potędze 
przyjmie dla reak c ji pierwszego rzędu postać:

CA(r ,P e i )

CAp

Pe-,

1 + kr 6 \1 + kr,

k,r

Ре/  7(кг)4 + 12(кг)3 + 1 5 (k r )2
3-------------360 (1 + kr)-

СV I I I ,2-5)

W przypadku przepływu usegregowanego wzór (V I ,1-36) obowiązu­
jący dla dużych lic zb  Pecleta przekszta łci s ię  dla reakcji I  
rzędu do formy:

-кт 2 p -k r  
Сд(г ,р е1 ) = CApe + к* СЛтче

Pe-, 'Ap

a stąd

СдСг^Ре-^ -k r
= e

"Ap
1 +

(kr)

Pe-,
(V I I I , 2-6)

Konieczną celem podstawienia we wzorze (V I ,2-30) wartość 
koncentracji na wylocie z idealnego reaktora zbiornikowego w 
przypadku przepływu usegregowanego obliczono z r e la c j i :

oo

- I
-k r

C. e Ap dt  -  — ( VI I I , 2-7)
1 + kr

Różniczkując powyższą równość względem r otrzymujeny:

i С* к
--------- ^ ? (V I I I , 2-8)

A0 ( I + k r)2
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Podstawienie powyższych zależności do (V I ,2-30) prowadzi do 
wzorus

■]

a stąd

1 Pe 2
1 (V I I I ,2-9)

1 + k r  6

Wzory uzyskane dla przepływu całkowicie usegregowanego 
(V I I I , 2-9) i  (V I I I , 2-6) są w tym przypadku identyczne z odpo­
wiednimi wzorami dla przepływu wymieszanego na skalę moleku­
larną (V I I I , 2-4) i  (V I I I ,2-3 ). Dowód, iż  w przypadku reakcji 
pierwszego rzędu rodzaj mieszania (mieszanie na skalę moleku­
larną czy przepływ usegregowany) nie ma wpływu na wydajność 
reaktora został przeprowadzony w rozdzia le  IV a tu potwierdzo­
no go jescze raz w oparciu o wyprowadzone zależności:

Równanie różniczkowe (IV-19) s ta je  s ię  w przypadku reakcji 
pierwszego rzędu równaniem liniowym jednorodnym i  w związku z 
tym daje s ię  scałkować na drodze analitycznej. Kramers [2] po­
daje koncentrację wylotową z reaktora uzyskaną na podstawierua- 
wiązania tego równania różniczkowego jako:

cA(r ,p e i

(V I I I ,2-10)

4 ą

(1 + <ł)2 охр f-p(1 -  q ) ] -  (1 -  q )2 exp [-p(1 + q )]

gdzie

(V I I I ,2-11)

Pe1a P
2
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Aby potw ierdzić słuszność wzorów (V I I I , 2 -3 ). (V I I I ,2-4) oraz 
(V I I I , 2-5) wyprowadzono na podstawie równości (V I I I , 2-10) za­
leżności aproksymacyjne obowiązujące dla małych, oraz dużych 
lic zb  Pecleta ,

Dla p »  1 oraz »  k r  możemy napisać:

1 /2kr\ 1 /2kr\2

* “ 1 1 S ( т ) ' :  Ы  ł -  m iI,2"12)
W związku z tym:

Podobnie:

oraz

przy czym ostatn ie wyrażenie można* wobec dużych wartości p, 
uprościć do formy:

p(1 + <ł) a? 2p

1 (кт)£
p(1 -  q ) = -  kT + -

2 P

1 (k f )  2
p(1 + ą) = 2p + кт--- ----------

2 P
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Przy wykorzystaniu powyższych zależności drugi człon mia­
nownika wzoru (V I I I ,2-10) napiszemy jako:

(1 -  q )2 exp [-p (1  + q)J ё

Jako iloczyn dwóch w ielkości bardzo małych człon ton w po­
równaniu z innymi pominięto w dalszych przekształceniach p i­
sząc:

Przekształcając otrzymujemy:

Aproksymując w dalszym ciągu mianownik zgodnie z zależnością: 

(1 + a + Ъ )2 3 1 + 2# + 2Ъ
*
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i  upraszczając uzyskano:

C . (r ,P e , ) -k r  I f f i 2--. -k r  
------- Ł- Ł 'e  e 2p = в в Pel  (V I I I ,2—13)

°AP

Do identycznej zależności dochodzimy w oparciu o wzór (VI, 1-41) 
podstawiwszy odpowiednie pochodne C«oo(r) dla reakc ji pierwsze­
go rzędu, wówczas bowiem:

C .(r ,P e , ) -k r
—------- — =? e

CAp

(kr)
1 + ------- +

Рвт

(k r) (k r )

2 ! Pe, 3 ! Pe,
+ • <

(kr)
"T3S---a szereg nieskonczony w nawiasie zbieżny je s t  do e 1 . 

Ograniczając s ię  natomiast do dwóch pierwszych członów szere­
gu otrzymujemy wzór identyczny z (V I I I ,2-3) tym samym potwier­
dzając poprawność tego ostatniego.

W przypadku gdy p<«1 i  k r p « 1  możemy występujące w 
mianowniku wyrażenia (V I I I , 2-10) funkcje wykładnicze rozwinąć 
w szereg uzyskując:

(1 + q )2 exp ĵ — p (1 — q)J = (1 + q )2 j l  -

ч P2(1 -  q )2 P5 ( 1 - q ) 5 ]
-  p(1 -  q)  + ------------------------------------------- -— (V I I I , 2-14)

2 6 J

(1 -  q )2 ezp p (1 + q ) j  s? (1 -  q )2 pl -

-  p(1 + q ) +
P2(1 + q )2 P*(1 + q )5

.^ (V I I I ,2 - 15)
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Po odjęciu od wyrażenia pierwszego wyrażenia drugiego zre­
dukowaniu i  uporządkowaniu podstawiono uzyskaną różnicę do wzo­
ru (V I I I ,2-10) uzyskując:

CA(r ,P eŁ) ^ ł q
-----------------------

CAp 4q -  2qp (1 -  q2 ) + E-А (1 -  2q2 + <j4 )

Podstawie natomiast zgodnie z (V I I I ,2-11) r e la c j i  na q daje 
ostatecznie:

СА(г ,Р е . )

CAp

p -■ ” ^
(kr) Pe,

1 + k r+  --------------
6

(V I I I ,2-16)

Rozwijając powyższą zależność w szereg Maclaurina wokół punktu 
Pe^ = 0  i  ograniczając s ię  do pierwszych dwóch wyrazów otrzy­
mujemy:

CA(r,Pe^) 1 Pe^ / kr

CAp 1 + kr 6 \1 + kr,
(V I I I ,2-17)

a ffięc wzór identyczny z (V I I I ,2-4) potwierdzając tym samym po­
prawność tego ostatniego.

W celu wyprowadzenia zależności (V I I I ,2-5) wychodząc z
(V I I I , 2-10) należy uwzględnić przy rozwijaniu w szereg wystę­
pujących w mianowniku (V I I I ,2-10) funkcji wykładniczych ty le  
członów szereęu, aby po objęciu uzyskać wszystkie możliwe wy­
rażenia o współczynnikach P e ^ .

Na podstawie przeprowadzonego dowodu wykazano, iż  jako naj­
niższa potęga p“̂  wystąpi jeszcze w piątym i  szóstym wyrazie 
szeregu. Uwzględnianie dalszych wyrazów szeregu nie ma zatem

2
sensu, bo nie będą one zawierały potęgi p .

Uwzględniwszy zatem w wyrażeniu (V I I I ,2-14) i  (V I I I ,2-15) 
p iąty i  szósty wyraz szeregu uzyskujemy po przekształceniach 
algebraicznych z uwzględnieniem wzoru (V I I I ,2-11) koncentrację 
końcową, dla małych lic zb  Pecleta jako:

CA(^ ,P e i)

°Ap

_  -1
(k r)2 Pe-, (k r)2 Pe,2 (k r)5 Pe,2

1 + kr + ------------- i  -  ------------- i -  -  1
24 120

(V I I I ,2-18)
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Rozwinięcie natomiast t e j  zależności w szereg Maclaurina wo­
kół punktu Pe-j_ = 0 przy uwzględnieniu wyrazów zawierających
Pe-ĵ  i  P e /  daje:

CA( r , pe i )  1 / k r \2 Рех

°Ap 1 + k r  \1 + k r / 6

2 7 (k r )4 + 12(kr)5 + 15(kr)2 
+ Pe-ĵ  -----  (7111,2-19)

360 (1 + k r )3

zależność identyczną ze wzorem (V I I I , 2-5 ).
Przeprowadzone rozważania potw ierdziły w pełn i poprawność 

wyprowadzonych w n in ie js ze j pracy zależności dla określenia 
koncentracji na wylocie z reaktora w przypadku małych i  dużych 
lic zb  Pecleta .

Celem ilu s tra c ji i  porównania obliczono na podstawie wypro­
wadzonych zależności wartości koncentracji wylotowych z reak­
tora dla szeregu lic zb  Pecleta. Podstawiając do wzorów (V I I I .  
2 -3 ), (V I I I , 2-4) i  (V I I I ,2-5) k r  = 1 uzyskano:

Гк -  0,3679 (1 + ~ )  (V III,2 -3 a )
P®1

Pe,
Г = o , 5 ------i  (V I I I ,  2-4a)

24

oraz

P© 2
r t  = 0 , 5 ------- + 0,01181 Pe1 (V III,2 -5 a )к 24 i

Obliczone na podstawie powyższych zależności jak i  wzoru 
(V I I I , 2-10) wartości koncentracji końcowej zestawiono w tab e li 
V III-1  oraz zilustrowano na wykresie rys. VTII-1.

Podobnie podstawiając k r  = 2,5 otrzymujemy

r v = 0,08209 (1 + (V III,2 -3b )
Pe,
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гк = 0,2857 -  0,08503 PeŁ (V III,2 -4b )

oraz

Гк = 0,2857 -  0,08503 Pex + 0,03594 P e /

(V III,2 -5 b )

Wyniki obliczeń zestawia tabela V III-2  oraz wykres rys. VIII-2.

3. Reakcje nieodwracalne n-tego rzędu (n ^ 1) -  mikropłyn

Zależność określająca koncentrację na wylocie z idealnego 
reaktora rui-owego wyznaczona na podstawie równości ( I I - 2 )
przyjmuje dla reakcji n-tego rzędu następującą postać:

CAc~ ( г )  г n—1

°Ap
= [l + (n -  1) kTCAp ]  1” n (V I I I ,3-1)

przy czym szybkość reakcji dana jes t re lac ją :

rA = к С /  (V I I I ,3-2)

Ze wzoru (V I I I ,3-1) wynika, że koncentracja na wylocie z 
idealnego realrtora rurowego jes t funkcją bezwymiarowej grupy

n-1
к X  cAp = R  (V I I I ,3-3)

oraz rzędu reakcji n.
Podstawienie r e la c j i  (V I I I ,3-1) do wzoru (V,2-43) prowadzi 

do zależności określającej koncentrację na wylocie z reaktora
o przepływie nieidealnym przy dużych liczbach Pecleta:

r k = [ i  + (n - 1 ) r ; F  +

+ [ i  + (n -  D r] 1̂  m  ------- ------------------- n.
pe i cAp k C A;  [1 + (n -1 )R ]r -n
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która  po uporządkowaniu przyjmuje postać:

rk = [ i  + (n -  1 j l  +

—---------------:=--------------------- =r ln  [1 + (n -  1) s i l
Peĵ  (n -1 ) [1 .+ (n -  1 )RJ JJ

(V I I I , 3-4)

Przykładowo d la  re a k c ji drugiego rzędu otrzymujemy:

-1 г л 2 H -i
Гк  = (1 + H) 1 + —-------------ln  (1 + R) ( V I I I , 3 -5 )
*  L Рвг  1 + R -I

a d la re a k c ji rzędu n = 1 /2

rt * <1 - [ 1 ♦

+ —---------------- ln ------3------ ]  (V I I I ,3-6)
Pex 1 -  1/2 R 1 -  1/2 RJ

Wykorzystanie wzoru ( I I - 4 )  pozwala na wyprowadzenie r e la c j i  
okreś la jącej koncentrację wylotową z idealnego reaktora zb ior­
nikowego w przypadku re a k c ji n tego rzędu a mianowicie:

R Г0П + Г0 -  1 = О ( V I I I , 3 -7 )

N ieste ty  rozw ikłan ie t e j  równości ze względu na rQ n ie  je s t
możliwe w sposób ogólny (d la  dowolnego n ) i  musi’ być prze­
prowadzane indywidualnie d la  każdej wartości n . Ola n = 2 za­
tem otrzymujemy

-  1 + Vl +
r0 ------------— ----------  W i n .  3 -8 )
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a dla n = 1/2

2  
Г0 = 1 + | (1 -  \j 1 + (V I I I ,3-9)

W oparciu o równość (V I I I ,3-7) możemy jednak tw ierdzić iż  
dla każdego n Г0 będzie określoną funkcją R c z y li :

ro = r0(R) (V I I I ,  3-9)

Obęcnie wyznaczymy potrzebne do podstawienia we wzorach 
(V,3—40) i  (V,3-74) wyrażenia. Ponieważ:

n-1
rA = n к CA

zatem

[oAo(,r)l r  -  n k,roip “ ' 1 ro” ' 1 •  ** ro° '1

Г jak (wykazano uprzednio je s t  jedynie funkcją R c z y li wy­
rażenie powyższe będzie również jedynie funkcją R a zatem:

rA [cAo( r ) ] r  = n R Г0°~1 = H (R ) (V I I I ,3-Ю )

Podobnie, ponieważ:

r "  = n(n -  1)k CA°~2

zatem

ГГ [ ° А 0 (Г )] Г CAp = n(n "  1 )кГСАрП" 1 С " 2 = n(n “  1)RroD" 2
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Również powyższe re la c ja  je s t  jedynie funkcją R i  może
być napisana jako:

гл ' [ САо(г )] Г °Ap = n(n “  1)R С " 2 = PCB) (V I I I ,3-11)

Przykładowo dla reakc ji drugiego rzędu:

H (R ) = 2 R Г0 (V I I I ,3-12)

? (1 ) = 2 R (V I I I ,3-13)

Dla reakc ji rzędu n = 1/2 natomiast:

H (R) = -------- ----- (V I I I ,3-14)
2 (Го )1/2

F (R ) = -------  (V I I I ,3-15)
4 (Г0 )3/2

W związku z powyższym wzory (V,3-40) i  (V,3-74) można zapi­
sać w formie:

Г. = Г -  (1 -  П )  —S—  (V I I I ,3-16)
* 0 6 °  H + 1

oraz

P e ,
П = Г -------  (1
k 0 6 u H + 1 360

-  г ) - - -  -  + [н(7н2 + 12H+15)
0 H + 1 360 (H + 1Г  L

F(1 -  Гп )
+ ----

II
— —  (4H2 + 8H + 9)1 (V I I I ,3-17)
+ 1 J
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L. Pan i  R. B a ilie  [б] rozw iązali równanie rożniezkowe 
(IV-19) na drodze numerycznej dla reakcji rzędu n=2 i  n=1/2 
podając koncentrację wylotową jako funkcję liczby  Pecleta dla 
określonych wartości grupy R.

Celem porównania podstawiono we wzorze (V I I I ,3-5) dla n=2 
R=1 uzyskując:

Гк = 0,5 (1 + 0>^ 1 ) (V I I I ,3-18)

Wykorzystując natomiast zależności (V II I ,3 -8 ),  (V III,3 -1 2 ), 
(V I I I ,3-13) (V I I I ,3-16) i  (V I I I ,3-17) uzyskano dla R = 1:

Гк = 0,6181 -  0,0352 Pex (V I I I ,3-19)

oraz

2
Гк = 0,6181 -  0,0352 Pej  ̂ + 0,00882 Pex (V I I I ,3-20) 

Postępując podobnie uzyskano dla n = 2 i  R = 2,5:

Гк = 0,2857 (1 + 1 ,Щ 7 ) (V I I I ,3-21)

Гк = 0,4633 -  0,0625 Pex (V I I I ,3-22)

oraz

Гк = 0,4633 -  0,0625 Pex + 0,01986 Pe^2 (V I I I ,3-23)

Wyniki obliczeń dla reakcji drugiego rzędu na podstawie po­
wyższych wzorów oraz dane L. Fan i  R. B a ilie  podają tabele 
V II1-3 i  V III-4  a gra ficzn ie  ilu stru ją  wykresy rys. V III-3  i  
rys. VTII-4. x ,

Podstawienie we wzorze (V I I I ,3-6) dla n = 1/2 R = 1/2
prowadzi do zależności:

Гк = 0,5625 (1 + ^ ^--~ ) (V I I I ,3-24)
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Wykorzystanie natomiast zależności (V I I I ,3 -9 ), (V I I I ,3-14) 
(V I I I , 3-15), (V I I I , 3-16) i  (V I I I , 3-17) dla R = 1/2 daje;

Гк = 0,6096 -  0,01578 Рех (V I I I ,3-25)

oraz

Гк = 0,6096 -  0,01578 Рех + 0,00448 Pe-,2 (V I I I ,3-26)

Wyniki ob liczeń  dla reakcji rzędu n = 1/2 oraz dane L. Pan 
i  R. B a ilie  zawiera tabela V III-5  oraz wykres rys. V III-5 .

Widoczne na wykresach różnice między wartościami obliczony­
mi ze wzorów wyprowadzonych w n in ie js ze j pracy a danymi L. Fan 
i  R. B a ilie  wynikają z następujących przyczyn. Przedstawione 
na wykresach wartości koncentracji Гк według L. Pan i  R.Bailie
są rezultatem numerycznego rozwiązania równania (IV-19) i  wo­
bec tego są to wartości ś c is łe . Wartości Гк natomiast ob li­
czone na podstawie wzorów wyprowadzonych w n in ie js ze j pracy są 
wartościami przybliżonymi. Jak widać z wykresów różnice między 
danymi ścisłym i (L . Pan i  R. B a ilie ) i  wartościami przyb liżo­
nymi maleją w miarę jak dla odpowiednich krzywych Pe^ — 0 lub
Pe-j--“> . Pakt ten wynika z poczynionych przy wyprowadzaniu
przybliżonych wzorów założeń, a mianowicie iż  obowiązuje one 
odpowiednio dla dużych i  małych lic zb  Pecleta.

Tu należy podkreślić, że dane L. Pan i  R. B a ilie  będąc wy­
nikami obliczeń numerycznych dostępne są jedynie dla określo-*- 
nych rzędów reak c ji (n = 1/2; n = 2 ) oraz ś c iś le  zdefiniowa­
nych w ielkości reaktorów (R = к гС АрП4’ 1)* Wzory przybliżone
natomiast wyprowadzone w n in ie js ze j pracy pozwalają na ob li­
czenie koncentracji wylotowej z reaktora, dla dowolnej kinety­
k i reakc ji i  dowolnej w ielkości reaktora, dając tym samym o 
w iele większe możliwości zastosowań.
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IX. PRZYBLIŻONA METODA INTERPOLACJI

Zakres lic zb  Pecleta charakteryzujących przepływy n ieidea l- 
ne zawarte między idealnym reaktorem zbiornikowym a idealnym 
reaktorem rurowym rozciąga s ię  jak wiadomo od zera do nieskoń­
czoności. Pakt ten, jak widać na podstawie wykresów poprzednie­
go rozdziału , utrudnia przedstawienie ca łe j zależności ^k =
= f(P e^ ) na wykresie.

Aby uniknąć te j niedogodności wprowadzono nową zmienną cha­
rakteryzującą stopień dyspersji wzdłużnej a mianowicie:

Jak. widać przy zmianie liczby  Pecleta od zera do nieskoń­
czoności wielkość p zmienia s ię  od zera do jedności obejmu­
jąc wspomniane wyżej przepływy nieidealne skonczonym zakresem 
zmiennej n ieza leżnej.

Prócz tego zmienna ta powoduje rozszerzenie zakresu odpo­
wiadającego małym liczbom Pecleta kosztem zakresu odpowiadają­
cego dużym liczbom Pecleta. Przy równomiernej ska li na osi od­
ciętych bowiem zakres lic zb  Pecleta od 04-9 odpowiadający l ic z ­
bom (3 od 0-r0,9 zajmuje 90% całego interwału między 0+1 zosta­
wiając jedynie 10% interwału na zmianę liczby  Pecleta od 9+ «»• 

Pakt ten ma również swoje za lety , albowiem obserwując wy­
kresy w poprzednim rozdzia le widzimy, że główna zmiana koncen­
t r a c j i  Г. dokonuje s ię  w granicach lic zb  Pecleta od 0-10, 
zmiana koncentracji IV natomiast przypadająca na zakres lic zb  
Pecleta od 10- «> stanowi jedynie małą cześć poprzedniej.

Dla określonej w ielkości reaktora ( r ) ,  zdefiniowanej reak­
c j i  chemicznej (гд ) oraz danej mieszaniny wlotowej (СДр) wzo­
ry  określające wpływ dyspersji wzdłużnej na stopień przereago­
wania wyprowadzone w n in ie jsze j pracy dadzą s ię  zapisać w fo r ­
mie:

(3 = (1Х-1)
Pei + 1

(1Х-2)

oraz

rk = A3 + A^ Pe^ małe liczby  Pecleta (1Х-3)
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Wykorzystanie natomiast zmiennej (3 w powyższych, zależnoś­
ciach prowadzi do wzorów:

1 -  (3
r k = A1 + h . ~ a —  (IX- 4)

oraz

Pochodne powyższych zależności po (3 są:

d r k a2

dj3

oraz

(1Х-6)

----   = ------Ł - ?  (1Х-7)
d|3 (1 -  (3)

i  przyjmują one w punktach ( 3=0 i  (3 = 1 następujące war­
to śc i:

d(3)

d r k

= A4 (1Х-8)
(3=0

= -  Ap (1Х-9)
d(3/0=i

Na wykresach rys . 1Х-1 -f 1Х-5 przedstawiono zależności
Гк = f ( 0 )  dla reak c ji rzędów n = 1; n = 2 i  n = 1/2 uzy­
skane w oparciu o wzór (VTII,2-10) (n = 1) oraz na podstawie
danych L. Pan i  E. B a ilie .
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Ponadto w punktach, 0 = 0 i  (3 = 1 wkreślono styczne, któ­
rych współczynniki kierunkowe obliczone w oparciu o wzory (1Х-8)
i  (1Х-9; wynoszą:

n = 1 R = 1

( — ) = -  0,0417; “  0.3679
Vd< 4 = o  1 ^  L i(3=<

H-S-2-jlŻ

d r k
= -  0,08503; = -0 ,5 1 3 1

d(3 [̂3 =0 ' dl3 /p -1

n = 2 R = 1
------------------ —— —— — ^

= ■ 0,0552; ( ~ )  = “  0,5465Vd(3 \ dfl'0=0 ' d(3 x(ł=0

(li) 
V d(3 /,

S-5-2^.

= -  0,0652; [ — Ł )  = -  0,51
dp

n = 1/2 R = 1/2

Na podstawie tych wykresów można powiedzieć, że styczne w 
punktach [i = 0 i  |3 = 1 obliczone w oparciu o przytoczone 
powyżej wzory (IX -b ) i  (1Х-9) ograniczają zależność Гк = f(|3)
określając jak gdyby je j  przybliżony kontur. W związku z tym 
proponuje s ię  następującą przybliżoną metodą in te rp o la c ji.
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Na wykresie о osiach Гк i  (3 należy nanieść obliczone u-
przednio wartości koncentracji dla idealnego reaktora rurowe­
go [ r * ( r ) ]  i  idealnego reaktora zbiornikowego r Q. W oparciu
0 wzory (1Х-8) i  (IZ -9 ) wyznacza się następnie współczynniki 
kierunkowe stycznych do krzywej Гк = f((3 ) w punktach (3 = 0
1 P = 1 i  wkreśla te  styczne. Ponieważ jak widać z wykresów
poprzedniego rodzdziału wartości obliczone na podstawie
wzoru (V,3~74) pokrywają s ię  z wartościami rzeczywistymi do 
Pe^ ~ 1 to je s t ' |3 ~ 0,5 proponuje s ię  wkreślenie również te j
ga łęz i krzywej w granicach od (3 = 0 do (3 = 0,5.

Na wykresie ilustrującym metodę postępowania przy interpo­
la c j i  wspomniane powyżej krzywe wkreślono lin iam i pełnymi. L i­
nia przerywana je s t  l in ią  interpolacyjną wkreśloną w ten spo­
sób aby pokrywała s ie  ona z ga łęzią  krzywej wyznaczoną na pod­
stawie wzoru (V,5-74) w zakresie od (3 = 0 do (3 = 0,5 i  była 
styczna do prostej wystawionej w punkcie (3=1.

Taki tok postępowania mimo, iż  je s t  to metoda przybliżona, 
może być bardzo pomocny przy określaniu charakteru zależności 
Гк = f((3 ).

X. MOŻLIWOŚCI PRAKTYCZNEGO ZASTOSOWANIA WYPROWADZONYCH
ZALEŻNOŚCI

W celu zorientowania s ię  w jakich przypadkach i  dla jakich 
typów reaktorów wzory wyprowadzone w n in ie jsze j pracy będą mo­
g ły  być pomocne przy ocenie wpływu dyspersji wzdłużnej na sto­
pień przereagowania w reaktorze, zależy zorientować s ię  co do 
rzędu w ielkości lic zb  Pecleta odpowiadających określonym typom 
reaktorów.

Najpewniejszymi korelacjami, popartymi tak rozważaniami te ­
oretycznymi jak i  wieloma doświadczeniami, dysponujemy dziś 
dla reaktorów rurowych. Levenspiel [1] oraz Kramers i  Wester- 
terp [2] zestawiają na wykresie wyniki doświadczeń dla prze­
pływu płynu w rurze (bez wypełnienia).

Z wykresów tych wynika, iż  dla przepływu o s iln ie  rozwinię­
t e j  burzliwości (Re >  10 "̂) dane doświadczalne pokrywają s ię  
dobrze z zależnością wyprowadzoną przez Taylora [26J uzależ­
niającą liczbę Pecleta od współczynnika Fanninga:

w d -1/2
Pe,' = —  = 0,28 f  (Х-1)

1 Dn
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Ponieważ współczynnik Eanninga w tym zakresie lic zb  Reynoldsa 
je s t  odwrotnie proporcjonalny do czwartego pierwiastka z liczby 
Reynoldsa, wzór (Х -1) można zapisać jako:

Pe ' = С Re1/8 (Х-2)

Z zależności powyższej wynika, iż  liczba  Pecleta rośnie nie­
znacznie przy wzroście liczby  Reynoldsa przyjmując dla Re =
= 1(>5 wartość około 5»

w L
Zmodyfikowaną liczb ę  Pecleta ----  wprowadzoną w n in ie jsze j

D1
pracy dla scharekteryzowania stopnia dyspersji wzdłużnej w re­
aktorze uzyskamy z zależności:

w d T T
Pe- = —  J = Pe ' -  (Х-3)

A n d 1 d
^1

Ponieważ z powyższych rozważań wynika, że dla przepływu 
burzliwego (Re > 10^) liczba Pecleta (Pe^) będzie nieznacz­
nie większa od 5 zatem już n iew ielk ie długości reaktora np.
j  >10 będą dawały wartości zmodyfikowanych lic zb  Pecleta 
w L
-S - pozwalające na zastosowanie wzorów wyprowadzonych w n i- 

^1
n ie js ze j pracy dla dużych lic zb  Pecleta.

Ocenę wpływu dyspersji wzdłużnej w reaktorach rurowych bez 
wypełnienia w zakresie przepływu burzliwego można przeprowa­
dzić zatem w oparciu o wzory wyprowadzone w n in ie js ze j pracy a 
obowiązujące duże lic zb y  Pecleta.

W zakresie lic zb  Reynoldsa 10^ -r 2 . 10^ (zakres p rze j­
ściowy) liczby  Pecleta sta ją  s ię  funkcjami nie ty lko rodzaju 
przepływu (Re) a le  i  charakteru czynnika, wykazując zależ­
ność od liczby  Schmidta. W obszarze tym zaczyna odgrywać bo­
wiem ro le  dyfuzja molekularna, która przy s iln ie  rozw in iętej 
burzliwosci była do pominięcia. -z

W zakresie przepływu laminarnego (Re < 2,3 . 10^) zatem 
liczby  Pecleta charakteryzujące dyspersję wzdłużną są funkcja­
mi liczby  Reynoldsa i  lc izb y  Schmidta.

Brak dostatecznej i lo ś c i danych doświadczalnych jak i  ja­
kichkolwiek oszacowań teoretycznych dla zakresu przejściowego 
nie pozwala na sporządzenie dostatecznie pewnej k o re la c ji. Ko­
re la c ja  danych doświadczalnych dla przepływu laminarnego na-
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tomiast pokrywa s ię  dość dobrze z teoretycznymi wynikami Tay­
lora [12] przy ograniczeniu, iż :

Zależność lic zb y  Pecleta od charakteru czynnika nie pozwala 
n iestety  w przepływie laminarnym na ogólne oszacowanie rzędu 
wielkości lic zby  Pecleta jak to było możliwe w przepływie bura- 
liwym,

Biorąc pod uwagę gazy ( zakres lic zb  Schmidta od 0,25т 2,5) 
uzyskujemy, iż  dla Sc = 0,25 liczba  Pecleta zmienia s ię  od 
10 + 1 przy zmianie liczby  Reynoldsa od 102 + 2,3 . 1CP .W tych 
samych granicach lic zb  Reynoldsa liczba Pecleta dla gazu o Sc = 
= 2,5 przyjmuje wartości od 1 -f 0,1. W pierwszym przypadku
wystarczającą długością reaktora będzie — > ю ,  aby możliwe było 

zastosowanie wzorów dla dużych lic zb  Pecleta w drugim nato­
miast długość ta musi być >  100.

Z wykresu Levenspiela można również odczytać, iż  liczby 
Pecleta (Pe£) dla cieczy wahają s ię  w zakresie lic zb  Reynoldsa
102 + 2,3 . 10* w granicach od 10“  -f 10"^ w zależności od licz­
by Schmidta (250 + 2500).

Uogólniając możemy powiedzieć, że w przypadku przepływu 
mieszaniny reakcyjnej przez reaktor rurowy bez wypełnienia w 
zakresie przepływu burzliwego z dostateczną dokładnością mogą 
być stosowane wzory uwzględniające wpływ dyspersji wzdłużnej 
dla dużych lic zb  Pecleta,

Wpływ dyspersji wzdłużnej w przepływie laminarnym gazów bę­
dzie mógł być, ogólnie rzecz biorąc, również prześledzony w 
oparciu o wzory dla dużych lic zb  Pecleta, aczkolwiek je s t ra­
czej pewne iż  ten typ przepływu nie będzie miał w praktyce miej­
sca.

Przepływ laminarny cieczy wymagałby bardzo długich reakto­
rów dla uzyskania dużych lic zb  Pecleta (^  rzędu 10^ + 10^) i
dlatego w tym przypadku konieczne je s t  każdorazowe sprawdzenie 
w ielkości liczby  Pecleta, tymbardziej, że dla krótkich reak­
torów może nie być spełniony warunek (Х-4) ograniczający sto­
sowalność k o re la c ji Taylora.

Bardzo ważną grupę reaktorów stanowią reaktory rurowe z wy­
pełnieniem. Przytoczone przez Levenspiela [1] i  Kramersa [2] 
wykresy zestawiają wyniki doświadczeń wielu badaczy przeprowa­
dzone tak dla gazów i  cieczy jak i  różnych rodzajów wypełnie­
nia.
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Z wykresów tych. widać wyraźną tendencję zbieżności wszyst-
w d

kich krzywych do s ta łe j wartości lic zb y  Pecleta » równej o-
ul

koło 2 dla lic zb  Reynoldsa większych od 400.
W zakresie lic zb  Reynoldsa od 1 т 400 uzyskano rozsiew punk­

tów doświadczalnych w granicach lic zb  Pecleta od 0,5 -r 2 w za­
leżności od charakteru czynnika (c ie c z , gaz) oraz rodzaju wy­
pełn ien ia. Na podstawie przytoczonych powyżej wartości lic zb  
Pecleta widać, iż  reaktory o stosunkowo niedużej długości

(Jj— >  20̂  będą odpowiadały warunkom stasowalności dla dużych

lic zb  Pecleta .
W związku z tym możemy powiedzieć, że w zasadzie wpływ dys­

p e rs ji wzdłużnej na stopień przereagowania w reaktorach ruro­
wych z wypełnieniem będzie mógł być prześledzony przy pomocy 
wzorów wyprowadzonych w n in ie js ze j pracy a obowiązujących dla 
dużych lic zb  Pecleta.

Hofmann [7] oraz Westerterp i  Landsman [24] przytaczają wy­
n ik i doświadczeń oraz próby k o re la c ji dla "systemów rurowych” 
z mieszaniem mechanicznym.

Próby przeprowadzone nad przepływem w przestrzen i p ie rśc ie ­
niowej między obracającym s ię  cylindrem wewnętrznym a! nieru­
chomym cylindrem zewnętrznym wykazały, iż  lic zby  Pecleta o- 
siągają  wartości podobne jak dla przepływu w rurze.

Badania wielosekcyjnego reaktora z obrotowymi tarczami dały 
w wyniku zakres lic zb  Pecleta 0,6 -r 31.

Jak widać i l a  tego typu reaktorów będą również is tn ia ły  pew­
ne zakresy pracy, w których liczby  Pecleta przyjmą wartości 
pozwalające na stosowanie wzorów dla dużych lic zb  Pecleta.

N iestety do dziś nie dysponujemy korelacjami, które pozwo­
li ły b y  na wyznaczenie lic zb  Pecleta dla reaktorów zbiorniko­
wych zaopatrzonych w mieszadła.

Różnorodność typów mieszalników i  mieszadeł oraz szeroki 
zakres stosowanych obrotów mieszadeł nie pozwala na scharakte­
ryzowanie rozkładu czasu przebywania w tym aparacie w oparciu
o model dyfuzyjny.

Ukazujące s ię  na ten temat prace doświadczalne oraz teore­
tyczne wprowadzają modele o dodatkowych parametrach takich jak 
wielkość przestrzen i martwych w mieszalniku oraz wydajność stłu­
mieni bypassujących m ieszalniki. Mimo, iż  należało s ię  spo­
dziewać, że przepływy nieidealne w tego typu reaktorach będą 
prawdopodobnie charakteryzowały s ię  małymi liczbami Pecleta a 
zachowanie tych reaktorów będzie odbiegało nieznacznie od ide­
alnego reaktora zbiornikowego do dziś jeszcze nie dysponujemy 
pewnymi danymi na ten temat.

W przypadku reaktorów o złożu fluidalnym konieczne je s t  roz­
patrywanie osobno rozkładu czasu przebywania dla fazy wzwie- 
sza jącej (gaz, c ie c z ) oraz fa zy  wzwieszonej (c ia ło  s ta łe ).  Jak 
wykazują doświadczenia [1] scharakteryzowanie rozkładu czasu 
przebywania fa zy  gazowej w reaktorze fluidalnym je s t  niemożli-
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we w oparciu o jednoparametrowy model przepływu tłokowego z 
nałożoną dyspersją wzdłużną (lic zb a  Pecleta -  Pe-^. Powodem
tego je s t niejednorodność przepływu gazu przez złoże flu id a l­
ne objawiające s ię  bypassowaniem złoża przez banieczki gazu o 
stosunkowo dużych średnicach.

W lite ra tu rze  ukazało s ię  szereg modeli, charakteryzujących 
przepływ gazu przez reaktor flu ida lny , z których najbardziej 
ogólny wprowadza aż sześć parametrów.

W związku z tym w przypadku katalitycznych reakcji gazowych 
zachodzących w reaktorze fluidalnym wyprowadzone w n in ie jsze j 
pracy wzory bazujące na jednoparametrowym modelu dyspersyjnym 
nie będą mogły być zastosowane.

Na szczególną uwagę zasługuje jednak inny typ reakcji za­
chodzącej w złożu fluidalnym a mianowicie n iekatalityczne re­
akcja gaz -  c ia ło  stałe jak np. prażenie rud siarczkowych.

W tego typu reakcjach, gdzie decydującym je s t  stopień prze­
reagowania c ia ła  stałego, pierwszorzędnej wagi nabiera rozkład 
czasu przebywania substancji wzwieszonej (c ia ła  sta łego ). In­
formacja jak przepływa gaz przez złoże flu ida lne je s t  raczej 
bez znaczenia, ponieważ koncentracja gazu zmienia s ię  na ogół 
nieznacznie w trakcie przepływu przez reaktor.

Rozkład czasu przebywania cia ła  stałego natomiast, jak po­
daje Levenspiel, odpowiada stanowi bardzo zbliżonemu do stanu 
idealnego wymieszania a więc charakteryzuje s ię  małymi liczba­
mi Pecleta.

Wyprowadzone w n in ie jsze j pracy wzory dla przepływu całko­
w icie usegregowanego przy małych liczbach Pecleta będą mogły 
w tym przypadku oddać duże usługi.

Do ciekawych wniosków doszli Cairns i  Prausnitz £27]  bada­
jąc dyspersję wzdłużną w złożu fluidalnym, w którym czynni­
kiem wzwieszającym była c iecz. Okazuje s ię  bowiem, że uzyskane 

w d l
lic zby  Pecleta —=5---- zmieniają s ię  od wartości odpowiadają-

П
cych rurze z wypełnieniem do wartości dla rur pustych je ś l i  
porowatość złoża zmienia s ię  w przedziale od 0,4-1.

Ten przypadek zatem będzie mógł również być prześledzony w 
oparciu o wzory dla dużych liczb  Pecleta.

Należy również podkreślić, że wyprowadzone w n in ie jsze j pra­
cy wzory mogą być wykorzystane jako pewnego rodzaju sprawdzian 
czy możliwe je s t  traktowanie rozpatrywanego reaktora jako re­
aktora idealnego. Przedstawiona natomiast w poprzednim rozdzia­
le  przybliżona metoda in terpo lac ji może być pomocna przy ocenie 
wpływu dyspersji dla pośrednich lic zb  Pecleta (między małymi
i  dużymi, od około 1 -j- 20).
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ON THE PROBLEM OP LONGITUDINAL DISPERSION 
IN CHEMICAL PLOW REACTORS

S u m m а г  у

The e ffe c ts  o f very smali and very large longitudinal d i-  
spersion on the conversion in the case o f one stoichiom etri- 
c a lly  independent reaction were studied. For smali Peclet num- 
bers the deviation o f the conversion from that fo r  an ideał 
tank reactor was found to be proportional to the Peclet number. 
Por large Peclet numbers the corresponding deviation from the 
conversion fo r  an idea ł tubular reactor is  inversely propor­
tion a l to the Peclet number. Obe analysis has been cfirried out far batia 
mixed and segregated systems assuming a generał k inetics cf the 
reaction. An approximate method has been proposed fo r  predic- 
tion  o f the conversion fo r  intermediate Peclet numbers. The 
resu lts computed on the basis o f the derived eąuations were 
compared with the analytica l and numerical solutions obtained 
by other authors indicating satis factory  agreement.

ПРОБЛЕМА ПРОДОЛЬНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ В ПЕПРЕРИ ВНОДЕЙСГ.ВУЮПИХ 
ХИМИЧЕСКИХ РЕАКТОРАХ

С о д е р ж а н и е

Проведено теоретический анализ влияния продольного перемешивания о большой 
и малой интенсивности на конверсию в случае одной стехиометрически независи­
мой химической реакции. Доказазо что для малых критериев Пекле отклонение от 
конверсии для непрерывнодействующего реактора смешения пропорционально крите­
рию Пекле. Для больших критериев Пекле отклонение от конверсии для непрерыв­
нодействующего реактора вытеснения обратно пропорционально критерию Пекле.

Анализ проведено так для перемешанной системы как и длл "'сегрегированной" 
системы, предполагая общую кинетику химической реакции.

Предложено приближений метод для определения конверсии для промежуточных 
значений критериев Пекле. Результаты вычисленные на основе выведенных зависи­
мостей сравнены с доступными литературными аналитическими и нумерическими ре­
шениями, получая удовлетворительное согласие.
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