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Streszczenie. W przemysłowych układach automatyki 
występują obok elementów o stałych skupionych, 
również ..elementy o stałych rozłożonych. Przykła­
dem mogą służyć szczególnie układy hydrauliczne i 
pneumatyczne.

Problemom zachowania się układów- o stałych roz­
łożonych współpracujących z układami o stałych 
skupionych poświęcono liczne pracę, między innymi 
prace [2], [3], [4]. W książce D l  autorzy zajmu­
ją się zagadnieniami praktycznymi współpracy linii 
pneumatycznych z układami o stałych skupionych.

Tematem niniejszego opracowania jest badanie 
stabilności, w oparciu o kryterium Nyąuista, ukła­
du zamkniętego składającego się z niedopasowanej 
linii i elementu o stałych skupionych. Podaną me­
todę badania zilustrowano przykładem.

Weźmy pod uwagę układ podany na rys. 1, obiekt jest elementem 
liniowym opisanym układem równań różniczkowych zwyczajnych, o 
funkcji przejścia K^(p), założono element pomiarowy bezinercyj- 
ny o wzmocnieniu k£. Element o stałych rozłożonych jest linią 
elektryczną bez strat obciążoną elementem dyssypatywnym Rg. 
Elementy występujące w układzie nie obciążają się.

Do badania stabilności tego rodzaju układu zastosowano kry­
terium Nyąuista.
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O funkcji przejścia obiektu zakładamy, że jest analitycz­
na na prawej półpłaszczyźnie i może być przedstawiona w po­

staci ułamka z wielomianami 1-tego 
stopnia w liczniku i m-tego stop­
nia w mianowniku, przy czym 1 m

Ryso 1

K^p) =
1 1-1 aQp + a^p + 0 0 0+ ax

, m , , m=1 , , ,b„p + b„p + o o o + b o 1 m
Funkcję przejścia układu otwartego 
można przedstawić w postaci

K(p) = (p) k2 Kx(p) = K0(p) Kx(p)
(1)

funkcja przejścia linii określona jest wzorem

K (p) _ _ U ^ J Ł L £ l i
K1(P) = W  1 - e ^ 1

(2)

gdzie

R„
N =

e + V
M

Q + V

Załóżmy również^ że na początku linii fala odbija się bez 
zmiany wysokości, więc współczynnik odbicia M = 1« Po uwzględ= 
nieniu^tego założenia i wprowadzonych oznaczeń funkcja przej­
ścia linii przyjmie postać

K, (p) =
-pT 1

>2pT cosh pT + d sinh pT (3)

gdzie d =_ - LR-
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Charakterystyką częstotliwości linii określona jest relacją

j^
Kl ^  “ cosec® + j d sincoT = |Ki e 1 (4)

tg ̂  - d tgcoT

Ha rys. 2 przedstawiono charakterystyki linii dla kilku warto° 
ści współczynnika do
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(5)

Charakterystyka częstotliwości otwartego układu określona 
jest wzorem

K (j«)
k ( M  „ Kom  - -

Ee[Ko(jco)] + jIm[Ko(j(o)] 
cosccCD + j d sincdT

Przedstawiając (5) w innej formie, możemy napisać

K(jco) = | K( jus) | =
Re[k (jco)] cos co T + Im[K (jco)] d sinuffi 

** ——————— — ———— — —— ——— — — — — — +
cos coT + d sin col

Im[K0Cj<o)] coscciT - Re [k  (jco)] d sin co T
+ 3 ---------- £-------^----2 iicos co T + d sin co T

Z równania Im[K(jco)] = 0, znajdujemy częstotliwości, dla 
których K(jco) przecina oś rzeczywistych, jest więc

Im[Ko(j(o)] coscdC - Re|jK0(jco)] d sincoT = 0 (7 )

Równanie (7 ) można też przedstawić w postaci

1 Im[KQ(jco)]
d Re [K0U«)] tgcoT (8)

jest to równanie przestępne, które najłatwiej rozwiązać gra­
ficznie. Wartości spełniające to równanie oznaczymy jako
w0» W3C* 00nar’n = •••••••
Wartości charakterystyki K(jco) dla przesunięcia fazy
f(co) = (2n+1 )3C otrzymamy po podstawieniu w (6) co = ̂ (gn+i)^0
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Dla skrócenia zapisi oznaczmy

co(2n+l)3r _cox ^ )

K(jlo(2n+l)a:) = Kl3<°*) “
|Re[K0(^)] cosa^T + Im[K0(jwx)] ćt

2 2 2 cos coxT + d sin cô d?
(10)

uwzględniając (8) i biorąc moduł wyrażenia (10), po przekształ­
ceniach otrzymamy

, lB® V 3 » P |
= “  c o s ^ l  O!)

Podstawiając

cosco.T I =) X I — I  F
X 1 1/1 + tg 2coxJ

do równania (10) i uwzględniając (8) możemy (11) napisać na­
stępująco

C12)

Ze względu na oznaczenie (9) dla n=0,1,2,... otrzymamy sze­
reg wartości |K^ co(2n+l)3T̂ | * ci^g W ten sP03°tł utworzony oznacz-

W *

Aby układ był stabilny spełniony być musi warunek

7  { a n }  -  " “ { | K l i < 0 ( 2 « i ) 3 r  > 1}  - =  1  ( 1 3 )
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Celem znalezienia maksymalnej wartości ciągu |an|» wprowa­
dzamy funkcję ciągłą f(x)« Dla x = w (2n+l)3C' n=0»l»2»«*«
funkcja ta przybiera wartości ciągu ian}« Jest więc to funkcja 
następująca

I r u l  -i ImTKljx)]
f U )  = |Ke[K0(jx)J||l + C j Eep o(jxjj)‘

lub po przekształceniu

(14)

f(x) =yRe[K0(jx)] 2 + ~  Im[K0(jx)] 2 (1?)

Dla większości układów, charakterystyka częstotliwości
KQ(jco) dąży do zera dla co— -«-oo , Gdy x  »-oo, f(x)--- ►  (),
a więc i wartości ciągu janj dążą do zera gdy n  *-oo •

Znajdujemy x,dla którego zachodzi maksimum f(x), obliczając

dx (16)

Z równania (16) otrzymamy jedną lub więcej wartości x, któ­
re podstawiamy w (15)• Maksima funkcji f(x) mogą nie pokrywaó 
się z wartościami maksymalnymi ciągu lecz leżeć pomiędzy
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nimi (ryso 3)0 Obliczając wartości ciągu |an| leżące najbliżej
na lewo i prawo maksimów funkcji f (x) i biorąc z nich wartość
największą, otrzymamy max /a \on l /

Gdy linia jest dopasowana, czyli jest elementem czysto 0- 
późniającym d=1, wtedy o^eślone jest następu-
J ĄCO

|K ^"(2n+l)sP| = |Ko ^ w (2n+l)3p| 

gdzie: 00 (2n+l)gr rozwi£lzaniem równania
Im[K0(jw)]

- R e p 0U y ]

Przykład

Układ składa się z elementu inercyjnego I rzędu i niedopasowa­
nej liniio Charakterystyki częstotliwości elementu inercyjnego 
i układu otwartego podają wzory (17) i (18)

K, w  • 7 -7 * 3 7  <17)

gdzie T.j jest stałą czasową

K(j<o) -  C0SC0Q2 -  dćctĈ  sinasT + j(.coT  ̂ cos<o!D + d simff)

hRyso 4 przedstawia K(jco) dla danych = 0,1, d
Częstotliwości,dla których przesunięcie fazy wynosi 
znaleźć z równania (8) w postaci

(18)

= 0,25. 
n3T, można

T
-ilcol = - tg co I. (19)
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Graficzne rozwiązanie tego równania podano na rys« 5» wprowa­
dzając zmienną coT w miejsce <oo T = const dla danej długości

linii 1« Na osi odciętych oznaczono wartości w 2sP* i'0’
które spełniają równanie (19)« Moduł części rzeczywistej 
K(jco) dla przesunięcia fazy (2n+t)sC otrzymamy ze wzoru (12)

l ^ (W l  (20)
1 + (~  "(2n+1kT)
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Wprowadzamy funkcję ciągłą f(x) zmiennej x n o j ^ ^ i

kil* 4 ^ x ) 2 
f W -------------  (21)

1 + (“  x)

Rys« 5

Wartości zmiennej x,dla których zachodzą maksima f(x) znajdu­
jemy z równania (22)

m 2
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są to:
X. = 0 - rozwiązanie nie interesujące nas, gdyż co/_ I

nie może być równe zeru,
+ T ~\l 2„ = - —  y1 - 2d - ponieważ x >  O więc pozostaje roz-2,3 " T1 wiązanie

• - 2 ?  (23)X2

Znalezienie przedziału coT, w którym znajdzie się x2 można 
przeprowadzić graficznie, w tym celu na rys. 5 rysujemy prostą, 
równoległą do osi odciętych o równaniu

1
d lD X2 = d l 1 ” 2d2» (24)
Oh1 1przecina ona prostą coT w punkcie ?. Dla wartości

<o^ T i T obliczamy wyrazy ciągu |an|* Wyrazy te tzn.
można też znaleźć graficznie jako odpo­

wiednie rzędne funkcji f(x) (rys. 6). Z wykresu można odczytać

a,, = 2,04 k, a2 = 1,9 k

Rys. 6
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a więc ze względu na stabilność układu współczynnik wzmocnienia 
musi spełnić warunek

k <  0,49«

Gdy

maksimum |K C3w (2n+l)3r)| zacho<izi dla najmniejszej częstotli­
wości oô.,

L/ i ^ i

Rys. 7

Dla danego obciążenia linii, a więc danego d można zbadać, 
również graficznie zależność maksymalnej wartości | KUc*^2n+1)^|
od parametru • Pęk prostych przechodzących przez początek 

układu współrzędnych z -ę- jako parametrem (rys. 7 ), przecina
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1 I 2prosta ^"y 1-2d w punktach P^, Pg* Położenie wyznacza
wartości co^2n+l)srT i ^Can+l)^* dla 3ecined z tych v)ar'to^ci
moduł charakterystyki częstotliwości dla fazy - 3C przyjmuje 
wartość maksymalną«

Na zakończenie chciałabym wyrazić podziękowanie Panu Pro­
fesorowi dr S. Węgrzynowi za zachętę do podjęcia zagadnienia 
współpracy układów złożonych z elementów o stałych rozłożonych 
i stałych skupionych. Dziękuję również Panu docentowi dr Co 
Olechowi za spostrzeżenia i uwagi oraz Kolegom z Katedry Teorii 
Regulacji.

Rękopis złożono w Redakcji w dniu 9.XI.65 r.
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yCJIDBHfl yerOKTOOCTH CHCTEM, BK/jPUIUłK HECorJttcoBAHHyn mm

P e s a u e

B pacioie ^aHo a m m s sam syroź c za re m , BK/mzesmeż 3JieMeHTH c cocpeflOTOaeHHH- 
mh h pacnpê eJieHHHMH napawaTpaMH. npeanojraraeToa cjicayumaJł bzz nepe^aTO^HoS 
$yHKUHH BJieweHTa c cocpeaoToqeHHHMH hoctohhhhmh

KXP) = aoPl + ° ,P ,- ' * - + ° e
ó0 p™ + b, prn-’+ -•• + hm

B Ka^ecTBe sJieMema c pacnpeaeJieHHHME napaMerpanni paccMHTpHBaeTCH HecorJia- 
c o B a r a y a  jhhhd óea noiept c nepejaTo^Hoź ^jbkukbh

W  - /-me

IlpeflOTaBJieHO rp a ^ o -a H a J u tr in ecK H a  MeToj, H ccjresoB aH os ycTofiH H Boc.H  Taitofi ch-  
CTeMu. BBe^eHo HenpepuBHyB iyHKUiro f ( x ) ,  KOTopaa jy w  sH an eim ii x = « ( 2 n + l ) j r  n  =
=  0 ,  1 ,  ? ., . . .  npHHHMaer 3HaaeHHii K oopwiH aT n epeceaeH H H  HacroTHOlł x a p a K T e p n -  
c t h k h  paaoM KHjrroi CHCTeMH c  O Tpjm are^BH oii BeigecTBeKHoi? n o J iy o o e ft. B a ocHOBannH  
p a c n p e a e .te iff li i  MaKCHMyMOB ^ y m n a z  £ ( x ) H a x o sn T ca  Maxcro«Ejn>Hoe BKaaeHHe 
| K ( 3 " (2 n + l ) f f ) l  8  O7 0 ®1*8  3 HSd6HH0 KO 8$$HUHeHTa yCHJieHHH yCTOaHHBOH CHCT0MH.
IIpKM eHeme a r o r o  weTo.ua noKasaHO Ha npuM epe oTHCKaHHH m skcHMajn>Horo sHaaeHHH

| k ( 3 " ( 2 n + i ) y ^  B 3aBHCHU0C7H 07  oTHoaeHHH -S. a  T a m ę  napaM eTpa a  o u p e -
aeJiHBiaero HecorJiacoBaHHe juihhk.
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THE CONDITION OP STABILITY DOR' AN SYSTEM CONTAINED 
THE LINE .Y/ITH MISMATCH

S u m m a r y

The paper presents an analysis of closed system with ele­
ment of distributed parameters, discribed by the transfer 
function

„  , , ?1-I# e"^1
Ki ^  - ; —1 - INI e"2'?1

the linear element has transfer function
1 1-1a p +■ a<p + ... +ai

* iCp > » r V — “^ qP + + ...-+bn

To apply the Hyquist criterion it is necessary to solve 
the transceaental equation

, 1° [K0(jw)]
*  F 0'O ) ]  '  t S “ "

This is done by the graphical method. It obteins the se­
ries of the values co,.>iC,n = 0,1,2, and only 03(2n+1)i!r’
n = 0,1,2 are considered. Por finding the maximum of 
the values |K(q co ̂ 2n+1 | ilr!:ro°uce(* continuous
function f(x). Por x = co^2n+1 f$x) is equal |3i3^2n4l)iP|*
The maximum of this function shows the maximum of the 
values K(jco £2n+1 )^| sn!i coni î'i:ion of stability is


