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WARUNKI STABILNOSCI UKELADU
ZAWIERAJACEGO LINIE NIEDOPASOWANA

Streszczenie. W przemystowych ukdadach automatyki
wystepuja obok elementéw o statych skupionych,
rowniez ..elementy o statych roztozonych. Przykta-
dem mogg stuzy¢ szczegblnie ukdady hydrauliczne i
pneumatyczne.

Problemom zachowania sie uktadéw- o statych roz-
+ozonych wspodpracujacych z ukbadami o statych
skupionych poswiecono liczne prace, miedzy innymi
prace [2], [3]1, [4]- W ksigzce D1 autorzy zajmu-
Ja sie zagadnieniami praktycznymi wspodpracy linii
pneumatycznych z uk#adami o statych skupionych.

Tematem niniejszego opracowania jest badanie
stabilnosci, w oparciu o kryterium Nyguista, ukta-
du zamknietego sktadajgcego sie z niedopasowanej]
linii 1 elementu o statych skupionych. Podang me-
tode badania zilustrowano przykdadem.

Wezmy pod uwage ukdad podany na rys. 1, obiekt jest elementem
liniowym opisanym ukdadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych, o
funkcji przejscia KM(p), zatozono element pomiarowy bezinercyj-

ny o wzmocnieniu kf. Element o statych roztozonych jest linig
elektryczng bez strat obcigzong elementem dyssypatywnym Rg.
Elementy wystepujace w ukfadzie nie obcigzaja sie.

Do badania stabilnosci tego rodzaju uktadu zastosowano kry-
terium Nyguista.
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O funkcji przejscia obiektu zaktadamy, ze jest analitycz-
na na prawej potplaszczyznie 1 moze by¢ przedstawiona w po-
staci utamka z wielomianami 1-tego
stopnia w liczniku i1 m-tego stop-
nia w mianowniku, przy czym 1 m
an1+ aAle + 000+ ax
K*p) = =
m , m=1 , ,
bop + bip + o000 + bm
Funkcje przejscia uktadu otwartego
mozna przedstawi¢ w postaci

Ryso 1 K = (@ k2 Kx(P) = KOE) Kx(@)

©

funkcja przejscia linii okreslona jest wzorem

K (o _ _U~JELETI é{)
Ki(P) =W 1- e N1
gdzie
R,
N = M
e +V Q +V

Zatézmy rowniez”™ ze na poczatku linii fala odbija sie bez
zmiany wysokosci, wiec wspotczynnik odbicia M = 1« Po uwzgled=
nieniu~tego zatozenia 1 wprowadzonych oznaczen funkcja przej-

Scia linii przyjmie postac

_pT 1

K. @ = >2pT cosh pT + d sinh pT ®
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Charakterystyka czestotliwosci linii okreslona jest relacja

J/\
KI ~  “ cosec® + j d sincol = [Ki e 1 (G))

tg » - d tgcoT

Ha rys. 2 przedstawiono charakterystyki linii dla kilku warto®
Sci wspotczynnika do
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Charakterystyka czestotliwosci otwartego ukdadu okreslona
jest wzorem

K GO
k(M Kom - -
Ee[Ko()] + jIm[Ko (O]
oosodD + j d sincdT ®

Przedstawiajac (6) w innej formie, mozemy napisac

KGeo) = [KOw | =

Re[k ()] cosoT + Im[K ()] d siruffi

- - - —— 4

cos col + d sin col

IM[KOG<0)] aosxciT - Rek (o)l d sinoT
+ 3 fr———— Neee2 il
cos T + d sin T

Z rownania Im[K(co)] = 0, znajdujemy czestotliwosci, dla
ktorych K(co) przecina o$ rzeczywistych, jest wiec

Im[Ko (J(@] coscdC - Re]jJKO (o)l d sincoT = 0 @)

Réwnanie (7) mozna tez przedstawi¢ w postaci

1 Im[KQ()]
d Re [Kou«)] tgeor ®

jest to réownanie przestepne, ktore najlatwiej rozwigzac¢ gra-
ficznie. Wartosci spelniajgce to rownanie oznaczymy jako
WO» \WE* nar’n = eccccce

Wartosci charakterystyki K(jco) dla przesuniecia fazy

f(co) = (2n+1)3C otrzymamy po podstawieniu w (6) o= "(gn+i)”0
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Dla skrdcenia zapisi oznaczmy

co(2n+1)3r _cox N)

K(j|0(2n+|)a:) = K|3<°*) c
[Re[KO(~)] cosanrT + Im[KO(wx)] &
(10)

coszcoxT + d2 sinzooﬁd?

uwzgledniajgac (8) i1 biorgc modut wyrazenia (10), po przeksztat-
ceniach otrzymamy

, B®V 3 »P|
= “cos™I on)

Podstawiajac

coscQ Kl = 1 F
X1 1/1 + tg2coxJ

do réwnania (10) i uwzgledniajac (8) mozemy (11) napisac¢ na-
stepujaco

C12)

Ze wzgledu na oznaczenie (9) dla n=0,1,2,... otrzymamy sze-
reg wartosci |K® co(@n+D)3T] * ci”g W ten sP03°# utworzony oznacz-

W*

Aby ukdtad byt stabilny spedniony by¢ musi warunek

7 {any} - "= {IKli<0(2« i) 3r >5% - = 1 (13)
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Celem znalezienia maksymalnej wartosci ciagu |an|» wprowa-
dzamy funkcje ciggtg T(X)« Dla x =w @n+1)3C" n=0»I»2»«*«
funkcja ta przybiera wartosci ciggu iank Jest wiec to funkcja
nastepujaca

1 r ul 4 ImTKIjx)]
fU) = |Ke[KOgx)J]|l + CjEep oxiJ)° (@r))

lub po przeksztatceniu
f(X) =yRe[KOgX)] 2 + ~ Im[KO ()] 2 a»

Dla wiekszosci ukdadow, charakterystyka czestotliwosci
KQ(@m) dazy do zera dla co- —«-00 , Gdy X »-00, F(X)—» O,
a wiec i1 wartosci ciagu janj dazg do zera gdy n *-00 -

Znajdujemy x,dla ktdérego zachodzi maksimum f(x), obliczajac

dx 16

Z rownania (16) otrzymamy jedng lub wiecej wartosci x, kto-
re podstawiamy w (15)= Maksima funkcji f(x) mogg nie pokrywad
sie z wartosciami maksymalnymi ciagu lecz leze¢ pomiedzy
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nimi (ryso 3)0 Obliczajac wartosci ciagu Jan] lezace najblizej
na lewo 1 prawo maksimow funkcji F(X) 1 bioragc z nich wartosc¢
najwiekszag, otrzymamy max {a )o

n

Gdy linia jest dopasowana, czyli jest elementem czysto O-

pézniajacym d=1, wtedy o”eslone jest nastepu-
JACO
K~(@2n+1)sP] = [Ko”™w (2n+1)3p]
gdzie: @ @n+l)gr rozwi£lzaniem rownania
Im[KO (w)]
- RepOUy]
Przyk+ad

Uktad sktada sie z elementu inercyjnego 1 rzedu i niedopasowa-
nej liniio Charakterystyki czestotliwosci elementu inercyjnego
i uktadu otwartego podaja wzory (17) 1 (18)

K, w e7-7*37 <17)

gdzie T jest stalg czasowg

K(j<0) - COSO2 - it sinasT + j(coT” cos<olD + d simFF) @as)

Ryso 4 przedstawia K(jco) dla danych h =0,1, d= 0,25.
Czestotliwosci,dla ktérych przesuniecie fazy wynosi 3T, mozna
znalez¢ z rownania (8) w postaci

T
-ilcol = - tgowl. a9)
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Graficzne rozwigzanie tego réwnania podano na rys« 5» wprowa-
dzajac zmienngcol w miejsce <co T = const dla danej d¥ugosci

linii 1« Na osi odcietych oznaczono wartosci w2sP* 170~

ktore spelniajg rownanie (19)« Modut czesSci rzeczywistej
K(Joco) dla przesuniecia fazy (@n+t)sC otrzymamy ze wzoru (12)

r~ @ 1 20)
1+ ¢  "(2n+1kT)
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Wprowadzamy funkcje ciggta f(X) zmiennej x no j ™~ i

Kil* 42 x) 2
L N —— @D

Rys« 5

Wartosci zmiennej x,dla ktérych zachodzga maksima f(x) znajdu-
jemy z réwnania (22)
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sa to:
X. = 0 - rozwigzanie nie interesujace nas, gdyz co/_ |
nie moze by¢ réwne zeru,
+
5 = - I ?h - 2d2 - poniewaz x > O wiec pozostaje roz-
2, Ty wigzanie

w2 ° - 27 (23)

Znalezienie przedziatu coT, w ktorym znajdzie sie x2 mozna
przeprowadzi¢ graficznie, w tym celu na rys. 5 rysujemy prostg,
rownolegta do osi odcietych o réwnaniu

1
d ID X2 =dl11” 2d2» (@)
- 1 _ L -
przecina ona prosta coT w punkcie ?. Dla wartosci
<o™NT i T obliczamy wyrazy ciggu |Jan]* Wyrazy te tzn.

mozna tez znalez¢ graficznie jako odpo-
wiednie rzedne funkcji F(x) (rys. 6). Z wykresu mozna odczytac

a, = 2,04 k, a2 =1,9 k

Rys. 6
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a wiec ze wzgledu na stabilnos¢ ukdadu wspoétczynnik wzmocnienia
musi spedni¢ warunek

k < 0,49«

Gdy

maksimum [KCw @n+D3r)] zacho<izi dla najmniejszej czestotli-
wosci o\,

Rys. 7

Dla danego obcigzenia linii, a wiec danego d mozna zbadacd,
réwniez graficznie zaleznos¢ maksymalnej wartosci [KUc* 2n+1)7|

od parametru = Pek prostych przechodzgacych przez poczatek

uktadu wspotrzednych z -e- jako parametrem (rys. 7), przecina
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prosta’l"yll—Zd2 w punktach P~, Pg* Potozenie wyznacza

wartosci co2m+DsrT 1 ~Can+1)~* dla 3ecined z tych Var toci

modut charakterystyki czestotliwosci dla fazy - I przyjmuje
wartos¢ maksymalng«

Na zakonczenie chciatabym wyrazi¢ podziekowanie Panu Pro-
fesorowi dr S. Wegrzynowi za zachete do podjecia zagadnienia
wspotpracy uktadéw ztozonych z elementédw o statych roztozonych
i statych skupionych. Dziekuje réwniez Panu docentowi dr Co
Olechowi za spostrzezenia i uwagi oraz Kolegom z Katedry Teorii
Regulacji.

Rekopis ztozono w Redakcji w dniu 9.X1.65 r.
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yCJIDBHA yerOKTOOCTH CHCTEM BK/jPUIUIK

B pacioie “aHo amms samsyroz czarem, BK/mzesmez 3JieMeHTH ¢ cocpeflOTOaeHHH-
mh h paang{\eJleHHHMH napawaTpaMH. npeanojraraeToa cjicayumaJt bzz  nepeaTO™HoS
$yHKUHH BlieweHTa ¢ cocpeaoTogeHHHMH' hoctohhhhmh

KXP) = aoPl+°.P,-'*-+ ° e
®p™ +b, pm-+ =+

B KaecTBe sJieMema c pacnpeaelieHHHME naBaMer%anni pacctMHTpHBaeTCH HecorJia-
coBaraya jhhhd 6ea noiept ¢ nepejaTo™Hoz ~jbkukb

W /-me

llpeflOTaBJieHO rpa”o-aHaJutrinecKHa MeToj, HccjresoBaHos ycTofiHHBoc.H Taitofi ch-
CTeMu. BBe”eHo HenpepuBHyB iyHKUiro f(x), KOTopaa jyw sHaneimii x=«(2n+1)jr n =

=0, 1, ?2, ... npHHHMaer 3HaaeHHii KoopwiHaT nepeceaeHHH HacroTHOIt xapaKTepn-
cthkh paaoMKHjrroi CHCTeMH ¢ OTpjmare~BHoii BeigecTBeKHo0i? nolJiyooeft. Ba ocHOBannH
pacnpeae.teifflii MaKCHMyMOB "ymnaz £ (x) HaxosnTca Maxcro«Ejn>Hoe BKaaeHHe

[K(3"(2n+1)ff)l 8 O70®¥8 3HSA6HHO KO8$$HUHeHTa yCHJieHHH yCTOaHHBOH CHCTOMH.
llpKMeHeme aroro weTo.ua noKasaHO Ha npuMepe oTHCKaHHH mskcHMajn>Horo sHaaeHHH

|k(3"(2n+i)y~r B 3aBHCHUOC7H 07 oTHoaeHHH  -S. a Tame napaMeTpa a oupe-
aeJiHBiaero HecorlJiacoBaHHe juihhk.



60 Maria Jastrzebska

THE CONDITION OP STABILITY DOR®" AN SYSTEM CONTAINED
THE LINE .Y/ITH MISMATCH

Summary

The paper presents an analysis of closed system with ele-
ment of distributed parameters, discribed by the transfer
function

L e ?21-1# e
AT
Ki T - INl e"272
the [linearelement has transfer function

a p14la<p1-1 + ... +ai

V _ cc

*jCp>
iCh> » Aap i + . —+bn

To apply the Hyquist criterion it is necessary to solve
the transceaental equation

. 1% [Kogwl]
* FO'O)] " tS* ™

This is done by the graphical method. It obteins the se-
ries of the values ,>Cn = 0,1,2, and only 03@n+l)ilr’

n=20,1,2 are considered. Por finding the maximum of
the values |K(gco "2n+1 | ilrl:ro°uce(* continuous

function f(X). Por x =co™2n+l f$x) 1is equal B3 24DiP|*

The maximum of this function shows the maximum of the
values K(jco £2n+1 )] snli coni“i izion of stability is



