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MOSTEK MABYELLA O NIEIBIICWYCH INDUKCYJNOSCIACH

Streszczenie. W pracy przedstawiono analize mate-
matyczng mostka Iviaxella zawierajacego, jedng lub
dwie cewki z zelazem. Analize przeprowadzono w
oparciu o aproksyaowang petle histerezy-. Znajdujac
na podstawie nieliniowego rownania rézniczkowego
dla gatezi z nieliniowg indukcyjnescig wartosc
pradu p#yngcego w tym obwodzie mozna wyznaczy¢ wa-
runki rownowagi dla tego typu mostka. W zakoncze-
niu podano przykkady liczbowe 1 wyniki sprawdza-
Jacych pomiaréw laboratoryjnych-»

| « WstF-P

W ukdadach automatyki 1 telemechaniki, w urzgadzeniach dé po-
miaru wielkosci nieelektrycznych metodami elektrycznymi, np.
przy badaniu nieniszczacym materiaddw itp. stosowane sg czesto
metody pomiarowe bazujace na ukdadzie mostkowym zawierajacym
cewki z rdzeniem, stalowm, a wiec typowy element nieliniowy.

Mostek pradu zmiennego z dwiema liniowymi regktancjami in-
dukcyjnesolowymi w postaci cewek bezrdzeniowych 1 dwiema re-
zystancjami znahy jest w klasycznej literaturze miernictwa e-
lektryczneg.o pod nazwg mostka Maxwella. Y/prowadZajac w miejsce
cewek indukcyjnych bezrdzeniowych, cewki z rdzeniem stalowym,
otrzymujemy mostek Makwella z nieliniowymi reaktanc-jami induk-
cyjnosclowymi, ktory w dalszym ciggu bedziemy nazywaC krotko
mostkiem z reaktancjami nieliniowymi.
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W mostku takim mozna rozrozni¢, w zaleznosci od sposobu
rozmieszczenia elementéw, dwa rodzaje symetrii (rys. 1):

a) symetrie wzgledem punktéw zasilania mostka,
b) symetrie wzgledem wskaznika réwnowagi mostka*

W mostku z liniowymi reaktancjami indukcyjnosciowymi oba
rodzaje symetrii prowadzg do tego samego warunku réwnowagio

Rys* 1o Dwa rodzaje symetrii w mostku Maxwella: a - symetria
wzgledem punktéw zasilania mostka; b - symetria wzgledem wskaz~
nika réwnowagi mostka

W mostku z nieliniowymi reaktancjami indukcyjnosciowymi nie ma
rownowaznosci miedzy obu rodzajami symetrii [l], oba przypada
ki muszg by¢ wiec analizowane oddzielnie«; Ze wzgledu na duzg
obszernosé zagadnienia, w niniejszej pracy analizowano tylko
mostki o symetrii wzgledem punktow zasilania, odpowiadajace
klasycznemu ukfadowi mostka Maxwella [2] «

Dla uproszczenia analizy pominieto wpdyw pradow wirowych
w rdzeniu, oddzialywanie biegunéw magnetycznych i indukcyjno-
Sci rozproszenia, a napiecie zasilajace mostek przyjeto jako
czysto sinusoidalne«
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2. Wybor metody analitycznej

\/ gateziach mostka skfadajacych sie z szeregowo pofgaczonych:
rezystancji R i nieliniowej reaktancji indukcyjnosciowej, re-
prezentowanej przez strumien skojarzony V cewki z rdzeniem
stalowym magnesowanym silnym polem magnetycznym (gdzie V jest
nieliniowg funkcjg pradu), mimo zatozenia napiecia zasilaja-
cego o0 przebiegu sinusoidalnym, skutkiem istnienia reaktancji
nieliniowej 1 szeregowej rezystancji o niepomijalnej wartosci,
zarowno prad jak 1 spadki napie¢ na poszczegolnych elementach
obwodu sg odksztakcone# Poniewaz nie ma danej analitycznie i

w sposob jednoznaczny zaleznosci miedzy pradem i skojarzonym
strumieniem magnetycznym (zaleznos¢ ta dana jest tylko wykresl-
hie w postaci charakterystyki magnesowania), prad w obwodzie
moze byC obliczony tylko za pomocg metod przyblizonych# Potrze-
ba uwzglednienia histerezy magnetycznej stwarza dodatkowg trud-
nos¢ polegajacag na koniecznosci odpowiedniej aproksymacji pet-
li histerezy i1 wynikajgcej stad bardziej skomplikowanej posta-
ci rownania rozniczkowego dla danego obwodu#

Rys. 2# Zasada aproksymacji petli histerezy
1 - petla histerezy zdjeta do$wiadczalnie; 2-3 krzywe skdadowe
tej pethi; 4-5 krzywe skladowe aproksymowane; 6 - petla histe-
rezy aproksymowana
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Dla analitycznego wyrazenia petli histerezy zastosowano me-
tode Schwarza i1 Seguenza, zmodyfikowang przez Biessonowa [3]-
Metoda ta przedstawiona jest w sposob pogladowy na rys. 20

Niech bedzie dana petla histerezy materiatu magnetycznego
uzytego na rdzen cewki stanowigcej indukcyjnosciowg reaktancje
nieliniowg w mostku (rys. 2, krzywa 1). Oznaczmy przez
I, = f(b) analityczne wyrazenie na Srednig krzywg magnesowa-
nia, rozumiang jako charakterystyka magnesowania, ktorej od-
ciete sg rowne Sredniej algebraicznej odpowiednich odcietych
petli histerezy otrzymanej w sposob doswiadczalny (rys. 2,
krzywa 2) i wyliczone z zaleznosci*

gdziej

H, - Srednia algebraiczna odcietych petli histerezy (na-
tezenia pola magnetycznego) otrzymanej doswiadczalnie,
lg - Srednia droga strumienia magnetycznego w rdzeniu,
z - 1los¢ z2wojdw.
Dla otrzymania wiec petli nalezy doda¢ do odcietych Sredniej
krzywej magnesowania odpowiednie odciete “ f~J(B), ktdérych
wartos¢ - wyliczona jak poprzednio I* - jest zalezna od B,

a znak od kierunku magnesowania. Jezeli przedstawimy zaleznosc¢
~dod = * 1~ graficznie we.wspétrzednych (1,B) otrzymamy figu-

re zblizong do elipsy (rys. 2, krzywa 3).. Oczywiscie dla roz-
nych wartosci indukcji maksymalnej ~osigganej W procesie
magnesowania otrzymamy rodzine figur zblizonych.do elips.

Zaleznos¢ 1,j0g = ~j(B) we wspotrzednych (1,b) mozna zasta-
pi¢ z duzym przyblizeniem elipsg c " (rys* 2,
z tego, ze przebieg czasowy | §0@Ca(D Bedzie

TijmboI JBF przy poszczegélnych wielkosciach oznacza wielkos¢
aproksymowang.



Mostek Maacnella o nieliniowych indukcyjnoscigch 79

W celu ostatecznego wyrazenia analitycznego petli histere-
zy nalezy znalez¢ wyrazenie aproksymujace jej poszczegolne
skkadowe: Srednig krzywg magnesowania i elipse pradu dodatko-
wego» Srednig krzywg magnesowania mozna aproksymowaC wyraze-
niem w postaci dwumianu:

Jér.a - f1IB) " “B +m 3 (P

gdzie:
rt, @& wspokczynniki okreslane np« przy pomocy metody naj-

mniejszych kwadratow z rzeczywistej krzywej magneso-
wania, zdjetej doswiadczalnie»

Amplituda pradu dodatkonego, aproksymowanego 1 ~ g moze by¢ wy-

liczona z wartosci sidy powsSciggajacej (hatezenia pola koer-

cji) 1 oznaczona przez 1™ - co wynika bezposrednio z wykresow

(rys. 2). Anmplituda tego pradu stanowi pewng funkcje indukcji

maksymalnej osigganej w procesie magnesowania i daje sie

aproksymowaC przy pomocy wyrazenia:

(2)

gdzie:
8§ -mwspdoiczynnik staty,
Bm - indukcja maksymalna osiggana w procesie magnesowania,
n - wykdadnik potegowy»
Wspotczynnik § 1 wykdadnik potegowy n sg okreslane z rze-
czywistej, zdjetej doswiadczalnie krzywej magnesowania«
Poniewaz - jak juz poprzednio wspomniano - przebieg czaso-
wy aproksymowanego pradu dodatkowego jest sinusoidag, przebieg
czasowy catkowitego pradu magnesujacego mozna wyrazi¢ jako

u>o\Tij = { jj tsjj sin<ox 5

aB(®) + £B3(0) + SbE cos (Wt - 90) ®
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Na rys. 2 aproksymowang Srednia krzywa magnesowania we
wspotrzednych (1,B) reprezentuje krzywa 5, elipse aproksymo-
wanego pradu dodatkowego - krzywa 4, a aproksymowang petle
histerezy - krzywa 6.

Zakozmy z kolei, ze w szereg z cewkag zostaka wkaczona re-
zystancja o znacznej wartosci. Powstajacy na niej spadek na-
piecia od odksztakconego pradu phynacego w obwodzie pdwdduje,
Ze napiecie na cewce przestaje byC sinusoidalne, skutkiem cze-
go przebieg czasowy indukcji bedzie réwniez funkcja niesinu-
soidalng. Mozna go przedstawi¢ w postaci szeregu harmonicznego,
w ktorym dla naszych rozwazan.wystarczy zwykle uwzgledni¢ tyl-
ko sktadowe pierwszej i trzeciej harmonicznej oraz ich poczat-
kowe katy fazowej

B() « sin(oot + + B™ sin(3<rt + (@)

gdziej

B®, BN - amplitudy skiadowej podstawowej 1 trzeciej harmo-
nicznej indukcji magnetycznej,
N3 “ poczatkowe katy fazowe przebiegéw BAN(Y) i BNIT).

W powyzszym szeregu nie zatozono z gory znakow odpowiednich
katow fazowych, znak kata fazowego wynika z konkretnych wyli-
czen.

Znandujac jak w poprzednim przypadku przebieg czasowy
I ,(® mozemy stwierdzi¢, ze da sie onw dalszym ciagu aprok-
sySowad przebiegiem sinusoidalnym 1d0(j jJednakze z fazo-

wym katem poczatkowym réznym od zera:

Kat fazowy <& winien by¢ wyznaczony graficznie. V/artosS¢ in-
dukcji maksymalnej B” potrzebng do obliczenia 1k, zgodnie
z rownaniem @) wyznaczamy réowniez graficznie przez dodanie
do siebie przebiegéw B (i) i B Ct).
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Ostatecznie przebieg czasowy aproksymowanego pradu w obwo-
dzie z szeregowo pokaczonymi: nieliniowg reaktancjg indukcyj-
nosciowg 1 rezystancjg, mozna przedstawiC jako

la(t) « «xjlrjSinicot + ") + B”sin(305t + +

+ 8B/ sin(oot + <5) ©®

Poniewaz zarowno indukcja maksymalna B~ jak i1 kat fazowy 6
sa w pierwszej fazie obliczen nie okreslone, obliczenia musza
by¢ przeprowadzone metodg kolejnych przyblizen.

Wpierw zestawiamy dla naszego obwodu rownanie rozniczkowe
nieliniowe, W naszym przypadku przejmie ono postac:

z,S , 10'8 |i3.jSin(<ct + "Pp + B”sin(3cot + +

+ Rjac3s, jsin(ost + + BAsinCfat + Y)J +

+ (?>IBsin(oot + + Bsin(3“t + N+

+ 8B" sin(oot + 6)| - U sinot =0 a

Po wykonaniu dziatan i1 przeksztakceniach otrzymamy:
Z0&co0, 10 B'oosoorfc.oosf - z.S,w, 10 Bsincotdsin Pt +

+ 3z,S«c6,10 8B"cos3cot,cOstt - 3*z,S,00, I07*8B2s™ M a**sin«™ +

+ sinotfUcas”™j + RccB~cpscofe.sin® + RccBAsirtfwttCosf™ +
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— ] 3
+ RecB"cc™ost’sin A + 0,75R &B" sincot.cos N +

+

0,75R 2>T33 coscot.sinf.j- 0,25R Z;é‘ sindoot”.cos3 fj -

0,25R £>T3? cos3oat.°sin3 f.j + OARfrBR sij*Scot.cosfr +

+

0,75K&B"N cos3 cot.sin"P2 + 1»5 R PB"B" sin3a>t.cos«® +

1,5 RB"B" cos3<t®3ind  0*75R fiB—jB" sincot.cos(2f.j - +

+

+

0,75r frB"B" coscot.sin@fj - V) +

IjS?-ﬁB_—jI§jj2 sinoofoooosfj + IjSRfr_B—JT& coscot.sin £j +

+

+ R&Bp sincet.cqsd + R pBn coswt.sin6 - U sincot = 0 ®)

gdzie:
z - 1los¢ zwojow cewki w reaktancji nieliniowej,
S - przekrdj rdzenia,
@ * 23CF.

Otrzymane rownanie rézniczkowe nieliniowe mozna rozwigzac
Jjednym z przyblizonych sposobow,- w ktérych otrzymany wynik
nie odpowiada w rzeczywistosci w pedni danemu réwnaniu réz-
niczkowemu, ale wielkos¢ bledu moze byC zmniejszona przez
podwyzszenie rzedu przyblizenia. Do tych przyblizonych spo-
sobéw nalezg miedzy innymi metody wariacyjne Ritza i Galior-
kina [4, 5], przy czym w naszym przypadku wygodniej zasto-
sowa¢ metode Galiorkina poniewaz rownanie rozniczkowe jest
znane 1 nie potrzeba zestawiaC funkcjonatu podlegajacego mi-
nimalizacji*

W tym cellu uszeregowujemy poszczegolne skdadniki rdéwnania
@) w wyrazenie o postaci

L = N.sincct + 1M*008“* + LA, sin3cot + 11M.cos 3ot (©)
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gdzie:
Lj + z°S.cj. 10V B sin™ + RecBcos™ + 0, 7RjBoos<i™ -

- 0,751~ 13003Q@~-~) + ASHjSB”~oos”™ + RSbIJcosO-U

l/\

z.S.w_.10Mcos” + RetB-jsim™ + 0,75R"Nsin«|™ +
+ O*75RpS"Bsin fy~f) + I"RMB/Msinf., + R¥B"sin3

Lj = - 3z<S#03.t0**sinf” + Btt"cogfj - Of25R"cos3f1l +

+ 0,75RBB™cosf3 + 1,5REBI[B3cos3f3

14

32.S.co.10""8B300sf3 + RodBsinf3 - 0,2Rf?,Bsin3 N +
+ 0,75RBB"sinf3 + 1,5R|5B|B sjLnS"

Po pomnozeniu kolejno réwnania () przez sinoot, cOscot,
sin3«t 1 cos3<ot calkujemy otrzymane wyrazenia w granicach od
O do 2 1 przyrownujemy do zera» W rezultacie otrzymujemy czte-
ry rownania dla wyznaczenia czterech niewiadomych: B»» B ,

*V <y
2
\] losinwt dt =rB* =0
0 1
2
/ L.coswt dt = 3|'12: 0
0
2

J* I»sindwt dt= 13 =0
0
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czyli -
L, =0 (€Y
2 =0 (i)
L3 «0 (€%
L4 =0 @)

Uk#ad rownan (10-13) rozwigzujemy ze wzgledu na niewiadome
B> BN, i metodg kolejnych przyblizen, przy czym w pierw-

szej kolejnosci zakkadamy =01 8=0.
Znalezione wielkosci , B, 1 pozwalajg z kolei na

obliczenie wartosci skdadowych harmonicznych pradu w gateziach
mostka zawierajacych nieliniowa reaktancje indukcyjnosciowg.

W naszym przypadku bedg to sklfadowa podstawowa pradu o ampli-
tudzie |~ i poczgtkowym kacie fazowym TP oraz skdadowa trze-

ciej harmonicznej o amplitudzie 1 kacie fazowym T7 W tym

celu powracamy raz jeszcze do réwnania (6), ktore przeksztak-
camy do postaci sumy chwilowych wartosci pierwszej 1 trzeciej
harmonicznej pradu, przy czym kazdy z tych pradow skdadowych
wyraza sie zaleznoscia:

1"t) =[cSlcosfl +.0,75"cosfr 0,751SBf3 cos(2fr 3) +
+ 1,5 "B"B”*cos N + 8B"cos<$j sinoot +
+ jaB-jsinf<j+0, /58 Jsinfy+0, 75EB B sin @F-"8B) +
+ 1 ,5@BB" sin + § B"sindJ cosat

13 (®) =]JdXBcosf3-0,25$B"cos 3* + 1 ,5"B4Bcosf3 +

+ O#75”B2cos™3] sin +
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+ |«B3sin f3 - 0f25 (B"sin 3" + 1,5 B"B”sin +

+ »TS"BNsinf™N) oos3ort

Stad +atwo juz mozna wyznaczy¢ amplitudy 1 poczatkowe katy
fazowe praddow harmonicznych., ktore w naszym przypadku przyjmag
wyglad

11 A M2+ U2- 2McosC3fl -"f3)+2KNeos(fil-a)-2Mcos (2fl -~+0)

a»
13 + Z2-2WZcos(F3-3f1) a5
K sinf* + M sin(2fj - + B sind
Nl ” arC K cosf* - M cosQfj - ) + U cosd 15
W sinf3 - Z sin 3"
"3 “ aM tE ims<3 -Feos 3%,

przy czym
K=c«Bl +0,75" + 1,511
M=0,75 @RB3
N = §BH
W =cCB3 + 1,5 @®B3 + 0,75 @&
Z = 0,25 8]
Otrzymane wielkosci sg wielkosciami aproksymowanymi, ponie-

waz do ich wyznaczenia nalezy sie postuzyC znalezionytoi po-
przednio, metoda kolejnych przyblizen, parametrami B®, By

1 "3, jednakze dla uproszczenia zapisu pominieto tu symbol 4aF

(aproksymacja) przy tych wielkosciach. Wielkosci te stuza jako
podstawa do obliczen skdadowych napiec 1 pradow w ukdadach
mostkowych z nieliniowymi indukcyjnosciami .
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3« Mostek z _jedma resktanc.ia. liniowa i _jedma nieliniowa

Mostek Maxwella z jedng reaktancja liniowg 1 jedng nieliniowg
przedstawia rys. 3. Dla ukatwienia dalszej analizy i1 rozwazan
galaz "a-c-bll mostka, zawierajaca nieliniowg indukcyjnos¢ be-

Rys. 3. Mostek Maxwella z jedng reak-
tancjg nieliniowg

dziemy nazywaC ga-
+ezig nieparzystg
zas galaz "a-d-b-"
z indukéyjnoscig li-
niowg - gatezig pa-
rzysta mostka.
Wszystkie wielkosci
odniesione do gate-
zi nieparzystej be-
da oznaczane - jed-
ng kreska, zas do
gatezi parzystej -
dwiema kreskami u
gory symbolu (np.
chwi lowa wartosc¢
natezenia pradu w
gatezi nieparzystej
bedzie oznaczona
jako I(®., aw ga-
dezi parzystej jako
1”(0). Zatozmy je-
szcze, ze mostek
jest zasilany ze
zrodka napieciowego
0 napieciu czysto
sinusoidalnym 1 po-
mi jalnejmopornosci
wewnetrznej, a
wskaznik rownowagi
mostka (W) ma impe-

dancje wejsciowg na tyle duzg, ze praktycznie nie obcigza

mostka.

W oparciu o schemat mostka, napiecie wyjsciowe mostka moze
by¢ wyrazone jako roznica napie¢ miedzy ramionami "‘a-c" i 4a-d"
lub bc* 1 "b-d”. Ten drugi przypadek jest dla nas korzyst-
niejszy, poniewaz ramiona “b-cl i "b-d” zawierajg tylko rezy-
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stancje R™ 1 R™ Wartos¢ chwilowa napiecia wyjsciowego moze
by¢ wiec wyrazona jako:

W H=V %=V t-u I <18)

Napiecie Ubc(t) stanowi spadek napiecia od pradu 32(t) w ga-
4ezi nieparzystej na rezystancji R\J napiecie uba(t) - spadek
napiecia od pradu I”(© w gatezi parzystej na rezystancji R™
Poniewaz galaz nieparzysta zawiera indukcyjnosciowg regktancje
nieliniowg wiec zgodnie z przeprowadzong analiza prad w tej
gatezi bedzie stanowi¢ sume pradow harmonieznycho Prad w gade-
zi parzystej bedzie podobnie jak w mostku z reaktancjami linio-
wymi - pradem sinusoidalnynu W rezultacie otrzymamy wiec naste-
pujace wyrazenia dla napie¢ w ramionach **bc} i "b-d* mostka*

Ubc (t) = I' (t).R3 = (1) R3 + I7(t) (19

(t) = X"(t)oR4 (20)

przy czym najogolniej

I’ (t) = I”sin(cot + n!,) + I7sin(30jt +TTp (21)

1”(0) = I"sin(oot +T7%) = 17’ sin(oot + mD) (22),

W oparciu o wzory (18-22) napiecie wyjsciowe mostka mozna
wiec przedstawi¢ jako sume skdadowych harmonicznych;

Uy ® = U 20 + Ug"® + » (€S)
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przy czym
uwl(t) = |™'jR*cos TP - £jR4 cos n”NJsincot +

+ JMARAsin T - 1Y) RAsin TTN coscot @

UW3 (©) = ILjCos TB e sin 3wt + [~ 38~ 113 .03t @5)

Amplituda pierwszej harmonicznej napiecia wyjSciowego oraz
odpowiedni poczatkowy kat fazowy wyrazg sie wzorami:

="E,2.R2 + - 221R3R4 COSM1 " nV 6)

™n m _ t"R n
1979

Amplitude trzeciej harmonicznej napiecia wyjsciowego obliczamy
w danym przypadku wprost jako U~ = I3R3l Rat fazowy wynosi
oczywiscie =T

Z rownan @4) i @5) wynika, ze mostek da sie zréwnowazyc
tylko dla skkadowej podstawowej (UN(t) =0), co jest zupel-

nie oczywiste poniewaz tylko w jednej gatezi znajduje sie ele-
ment nieliniowy» Warunek réwnowagi dla pierwszej harmonicznej
napiecia wyjsciowego mostka znajdujemy kdadac U.~M(t) = 0, co

ma miejsce wowczas gdy sg spednione réownosci:

r~cos - JR0smMj =0

I"sin | §R?sIinNn” =0

Wynika stad, ze dla zerowania pierwszej harmonicznej napie«
cia wyjsciowego muszag by¢ spelnione dwa warunki czesciowe:

I"3 = R4  czyli @)
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oraz

mWm =T = w @9

Jeshi przyjmiemy, ze rownowazenie rozpatrywanego mostka be-
dzie sie odbywa¢ przez zmiane wartosci rezystancji [*2 i
co w naszym przypadku jest najwygodniejsze KI. bedziemy mogli
w oparciu o wyrazenia (28) i (@9) znalezé wartosci rezystancji
r2(0) * ~4(0)* przy ktorych nastepuje rownowaga mostka dla

pierwszej harmonicznej napiecia wyjsciowego* Otrzymujemy wiec:

X X
R2(0) “ |sinnl1 (COSnil“ R3~" (€0))
11 X2
R4() “R3 U Isin T | n

Napiecie wyjsciowve mostka zréownowazonego, zawierajace tylko
skfadowg trzeciej harmonicznej, pochodzgacej od gatezi niepa-
rzystej mozemy obliczyC wprost jako UW"o\ = >, a uwzglednia-

> J o
Jao warunek rownowagi (28) jako:

Vo) =] s4”™ - 0ba (€%)

przy czym kat fazowy wynosi =T
Wartosci I i znajdujemy z wzorow (4) i (15)» kat fazo-
wy nlj z wzoru (7)*

Ilustracje praktyczng dotychczasowych wywodéw moga stanowic
przyktady obliczeniowe oparte na doswiadczalnie zestawionym
mostku 1 poréwnane z wynikami pomiarowymi otrzymanymi na tym
mostku.

Mostek zestawiono weddug schematu przedstawionego na rys. 3«

Indukcyjnos¢ nieliniowg stanowid toroid o 1000 zwojach, z rdze-
niem o przekroju 2 cnr, wykonanym z blachy "anizoperm™ o gru-
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bosci °,15 yn. Rezystancja wkasna uzwojenia toroidu wynosita
h; = 8,5a .

Z wstepnych pomiarow petli histerezy dla.rdzenia toroidu
wyznaczono dla indukcyjnose! nieliniowej nastepujgce zalez-
nosci:

I~aW = 0,08.10 6b[gs] + 0,005.10" 12B3 [Gs]

Ik W = 52.5.10"6 B°*51 [Gs]

Indukcyj nose liniowa w gatezi parzystej mostka wynosida
I = 1H; rezystancja wkasna cewki stanowigcej te indukcyjnose

R, = 138£2. Rezystancje w gadezi nieparzystej mostka wynosi-
4$F R1 = RIN + 491,552 = 500S3 i1 ™~ = 2000Q . Napiecie zasi-

lajace mostek (amplituda),, o czestotliwosci 50 Ez wynosid4o 50 VO
Obliczone wartosci rezystancji rownowazacych mostek i

R4(o) N\yn~03iy odpowiednio

S2(0) - 768°7Q 1  E4(o> * 20075]

Rownowaga praktycznie zrealizowanego mostka nastepowata przy:

R2(6) = N (dacznie z rezystancjg RN
1 E4() + 1952 -
Zatozmy z kolei, ze na mostku zrownowazonym przy napieciu
zasilajacym = 50 V, zmieniono amplitude napiecia zasila-

nia w granicach od O do 80 \V Wiadomo, ze w mostku z elementa-
mi nieliniowymi warunek rownowagi nie jest niezalezny od na-
piecia zasilajgcego* Interesujacym bedzie wiec w naszym przy-
padku charakter zmian pierwszej i ewentualnie trzeciej harmo-
nicznej napiecia wyjsciowego mostka w funkcji zmian napiecia
zasilajacego - przy zmianach napiecia zasilajgcego w pewnych
granicach - zakkadajac, ze mostek jest zrownowazony dla jed-
nej z wartosci napiecia zasilajacego, lezacej w tych przyje-
tych granicach.
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Dla ukatwienia dalszych rozwazan wprowadzono w miejsce
zmiennej niezaleznej 'napiecie zasilania™ - zmienng niezalez-
ng Kk wyrazong stosunkiem napiecia zasilania U doprowadzo-
nego do mostka, do napiecia zasilania Przy ktorym mo-

stek zostat zrownowazony. Otrzymamy w rezultacie zaleznosci
normowane:

)
5.3 “*3 JW-
°3 *n3 ” *4 m AW *
©;
Zaleznos¢ = pr ) = PAK), przy =50Vi U

zmieniajacym sie w granicach od O do 80 V, czyli k zmieniaja-
cym sie od O do 1,6, wyznaczono obliczajac dla kilku napiec
zasilajacych w granicach 0-80 V, wartosci napiecia U J w
mostku zrdownowazonym uprzednio przy napieciu_zasilajgcym

u@ “ V* Obliczony w ten sposob zwigzek =P W 1lu-
struje krzywa 1 na rys. 4. Na tym samym rysunku przedstawiono
te samg zaleznos¢ zdjetg doswiadczalnie (krzywa 2). Otrzymane
krzywe mozna uwazaC¢ za charakterystyki amplitudowe mostka -
przy zmieniajacym sie napieciu zasilania.

Obliczenie zaleznosci =Pg (~— ) =P2 (K pozwala Hacz-
Uu@©
nie z poprzednio znaleziong zaleznoscig = PMK) wykreshic¢

wyjsciowg charakterystyke amplitudowe«?azowg mostka na plasz-
czyznie zespolonej, przy zmieniajacym sie napieciu zasilaja-
cym. Przyjawszy Kilka wartosci jako parametr otrzymamy
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Rys. 5. Rodzina charakterystyk 5~ = F (™-2- ) ,,
©

©
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w rezultacie rodzine zaleznosci

u _p (2=)
"1 V) U@ “* Eb&

Ha rys. 5 przedstawiono taka rodzine charakterystyk ampli-
tudowo-fazowych dla napiecia zasilajgcego zmieniajacego sie
w granicach 0-80 V i1 dla trzech wartosci napiecia U/ \t 950,
55 1 60 V. Ko)

4. Mostek z dwiema reaktancriami nieliniowymi

Mostek Maxwella z dwiema indukcyjnosciowymi reaktancjami nie-
liniowymi przedstawia rys. 6*

Dla obu gatezi
mostka, nieparzy-
stej i parzystej,
przyjeto takie sa-
me zakozenia 1 u-
proszczenia jak
dla mostka z jedng
reaktancja nieli-
niowg. Wowczas
przeprowadzajac dla
obu gatezi mostka
analize podobng jak
dla mostka z jedng
reaktancjg nieli-
niowg, otrzymamy
dla pierwszej har-
monicznej napiedia
wyjsSciowego oraz
poozatkowego kata
fazowego tego na-
piecia, wyrazenia
analogiczne do po-
przednich (26 1 27).
Natomiast amplitu-
da trzeciej harmo-
nicznej napiecia

Rys. 6. Mostek Maxwella z dwiema reak-
tancjami nieliniowymi
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wyjsciowego 1 odpowiedni kgt fazowy, wyrazg sie wzorami:
UV3 =N IN2 .R3+T72 .R4-21M” cos( TR - ") (€9))
Q = arc tg -2-2---------2----- ) oeeeee- (34)
i3r3cos M - i’R4cos
Bezwzgledne, catkowite zrownowazenie mostka z dwiema induk-
cyjnosciowymi reaktancjami nieliniowymi moze nastgpiC tylko

wtedy, gdy zarowno uwi() =0 jak 1 w3(® = °* Ma to miej-
sce wowczas gdy sg spelnione nastepujace rownosci:

i,H cosm, - cos TT’=0
I"sInT\ - IJR sinTT\=0
i3R3cos n'3 - 1”cosTT”=o0

AR3sINTIB - IR4sInTI3=0

Wnioskujemy stad, ze dla zerowania pierwszej i trzeciej har-
monicznej napiecia wyjsciowego (pomijajac oczywiscie wszystkie
wyzsze harmoniczne) muszg by¢ spednione warunki:

R- E
= p~ oraz ™ =11 (€9))
R. j»
draz TS =TI- (30)
4 3 J

Warunki te moga byC spelnione tylko w przypadku,gdy obie nieli-
niowe reaktancje indukcyjnosciowe i1 ich rezystancje wkasne sg

identyczne. W przypadku gdy sa one rdozne nie mozna jednoczesnie
speni¢ warunkéw (35) 1 (36); mostek daje sie wéwczas zrownowa-
zy¢ tylko dla jednej czestotliwosci np* dla czestotliwosci pod-
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stawowej, na wyjsciu mostka pojawia sie wowczas napiecie zawie-
rajace wyzsze harmoniczne.

W przypadku rownowazenia mostka tylko dla pierwszej harmo-
nicznej, czyli dla (® = 0 muszg byC spetnione warunki (35)*

Sk#adowa trzeciej harmonicznej napiecia wyjsciowego i jej kat
fazowy wyraza sie wowczas wzorami:

€1

&)

Podane warunki réownowagi mostka z dwiema nieliniowymi reak-
tancjami indukcyjnosciowymi nie pozwalajg na proste analitycz-
ne wyznaczenie rezystancji rownowazacych mostek; Rg 1 RN

Chcgo znalez¢ wartosci tych rezystancji trzeba sie postuzyC me-
todg graficzng opartg na kolejnych przyblizeniach. W tym celu
nalezy sporzadziC wykres miejsc geometrycznych wektora skdado-
wej podstawowej napiecia U-", przy zmianie R™ w granicach

mozliwie szerokich oraz przy zatozeniu; ze = ~hst« Nalezy
mieC przy tym na uwadze fakt, ze w skdad rezystancji R2 wcho-

dzi w rzeczywistosci jeszcze pewna zastepcza rezystancja szere-
gowa, reprezentujgca straty histerezowe. Wpkyw tej rezystancji
na wartos¢ pradu w obwodzie jest uwzgledniany wprost w oblicze-
niach dzieki nie pomijaniu wpdywu histerezyj wynika z tego, ze
wartosc¢ tej rezystancji szeregonej R < nie musi by¢ osobno
wyznaczana.

Otrzymane w ten sposob wykresy miejsc geometrycznych nie sg
oczywiscie wycinkami okregéw, jak to miatoby miejsce w przypad-
ku indukcyjnosci liniowych 1 w swym ksztadcie odbiegajg znacz-
nie od koka*
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Rys. 7. Wykres amplitudowo-fazowy skdadowej trzeciej harmo-
nicznej napiecia wyjsciowego w mostku Maxwella z dwiema nie-
lintowymi indukcyjnosciami
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W czasie doprowadzania mostka do rownowagi skfadowa trze-
ciej harmonicznej napiecia wyjsciowego zmienia sie ustawicz-
nie, nie przechodzac nigdy przez zero. Zmiana amplitudy i1 fa-
zy tej skkadowej przy zmieniajacej sie wartosci rezystancji

i dla dwoch wartosci rezystancji przedstawiona jest

przykfadowo na rys. 7. Wykres ten zostak sporzadzony w opar-
ciu o wyrazenia (37) 1 (38)o

5« Wnioski 1 uwagi koricowe

Jak wynika z rozwazan nad mostkiem z-jedng reaktancja nieli-
niowg, mieszczacg sie w gakezi nie zawierajgcej elementow row-
nowazacych, wnioski odnoszgce sie do metod rownowazenia mostka
mogg by6 przeniesione wprost z ukdadow z reaktancjami liniowy-
mi na ukdad z jedng reaktancjg nieliniowg. W konsekwencji moz-
na wiec tu stosowaC - np. ula przyspieszonego rownowazenia most-
ka - metode, rownowazenia niezaleznego, co w dalszym ciggu pro-
wadzi do automatycznego rownowazenia mostka z jedng reaktancjag
nieliniowg [7]. Mostki takie mogg byo stosowane w niektorych
metodach badan nieniszczacych, przy pomiarach stratnosci blach
itp.

Nieco inaczej przedstawia sie sprawa w mostku Maxwella z
dwiema indukcyjnosciowymi reaktancjami nieliniowmi. W mostku
tym rownowazenie odbywa sie przy pomocy dwdch rezystancji mie-
szczacych sie w galezi zawierajgcej rowniez indukcyjnosciowg
reaktgncje nieliniowg. Miejsca geometryczne koricow wektorow
napieC charakterystycznych mostka przestajg byé okregami - nie
mozna wiec tu juz stosowaC na przykdad metody réwnowazenia
niezaleznego jak w mostku z jedng reaktancjg nieliniowg, a co
za tym i1dzie opartg o nig metode rownowazenia automatycznego.
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MOCT MAKCBEJUIA C HEJMHEKTHMH HHHYKTUBHOCTHHK
peabmne

B CTaiie npeACTasjieHO MaTewaTiraecKtd bkrjuiu moctb coflepsamero oany hjih ARe
KaiyniKH ¢ xe”~e30M. Anajms ochobhh Ha npadraaceHHOz ner-ra rHcrepe3Hca. Haxofls,
BeJntHHHy tokb H3 HeJiHHeftHoro, OT$$epeHUHaJiBHoro ypanHBHHH, ato BeTBH coRepxa-
meA KaTyrakH c xeJie30M, mh moiom onpe”eOTTB ycJioBHH paBHOBecHH juih TaKoro mo-
CTa. B saKJroaeHHH aihh aHCJteHHHe npiwepH, a TaKxe pe3yjn>TaTH kohtpojibhhx hs-
Meperait.
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MAXWELL”S BRIDGE WITH NONLINEAR INDUCTANCES

Summary

The paper presents mathematic analysis of Maxwell’s bridge
with one or two iron-cored coils. The analysis is baaed on
approximated magnetic histeresis loop. Having calculated a
-aurrent value from a nonlinear differential equation for
bridge arm with iron-cored coil, we can find the conditions
for balance. Some examples, illustrating the described method
and results of verifying measurements are given iIn the paper.



