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Streszczenie. W pracy przedstawiono analizę mate­
matyczną mostka Ivlaxwella zawierającego, jedną lub 
dwie cewki z żelazem. Analizę przeprowadzono w 
oparciu o aproksyaowaną pętlę histerezy-. Znajdując 
na podstawie nieliniowego równania różniczkowego 
dla gałęzi z nieliniową indukcyjneścią wartość 
prądu płynącego w tym obwodzie można wyznaczyć wa­
runki równowagi dla tego typu mostka. W zakończe­
niu podano przykłady liczbowe i wyniki sprawdza­
jących pomiarów laboratoryjnych-»

1 « Wstf-P

W układach automatyki i telemechaniki, w urządzeniach dó po­
miaru wielkości nieelektrycznych metodami elektrycznymi, np. 
przy badaniu nieniszczącym materiałów itp. stosowane są często 
metody pomiarowe bazujące na układzie mostkowym zawierającym 
cewki z rdzeniem, stalowym, a więc typowy element nieliniowy.

Mostek prądu zmiennego z dwiema liniowymi reąktancjami in­
dukcyjne solowymi w postaci cewek bezrdzeniowych i dwiema re­
zystancjami znahy jest w klasycznej literaturze miernictwa e- 
lektryczneg.o pod nazwą mostka Maxwella. Y/prowadZając w miejsce 
cewek indukcyjnych bezrdzeniowych, cewki z rdzeniem stalowym, 
otrzymujemy mostek Makwella z nieliniowymi reaktanc-jami induk- 
cyjnośclowymi, który w dalszym ciągu będziemy nazywać krótko 
mostkiem z reaktancjami nieliniowymi.
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W mostku takim można rozróżnić, w zależności od sposobu 
rozmieszczenia elementów, dwa rodzaje symetrii (rys. 1 ):

a) symetrię względem punktów zasilania mostka,
b) symetrię względem wskaźnika równowagi mostka*
W mostku z liniowymi reaktancjami indukcyjnościowymi oba 

rodzaje symetrii prowadzą do tego samego warunku równowagio

Rys* 1o Dwa rodzaje symetrii w mostku Maxwella: a - symetria 
względem punktów zasilania mostka; b - symetria względem wskaź~

nika równowagi mostka

W mostku z nieliniowymi reaktancjami indukcyjnościowymi nie ma 
równoważności między obu rodzajami symetrii [1], oba przypada 
ki muszą być więc analizowane oddzielnie«; Ze względu na dużą 
obszernośó zagadnienia, w niniejszej pracy analizowano tylko 
mostki o symetrii względem punktów zasilania, odpowiadające 
klasycznemu układowi mostka Maxwella [2] «

Dla uproszczenia analizy pominięto wpływ prądów wirowych 
w rdzeniu, oddziaływanie biegunów magnetycznych i indukcyjno- 
ści rozproszenia, a napięcie zasilające mostek przyjęto jako 
czysto sinusoidalne«
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2. Wybór metody analitycznej

V/ gałęziach mostka składających się z szeregowo połączonych: 
rezystancji R i nieliniowej reaktancji indukcyjnościowej, re­
prezentowanej przez strumień skojarzony V cewki z rdzeniem 
stalowym magnesowanym silnym polem magnetycznym (gdzie V jest 
nieliniową funkcją prądu), mimo założenia napięcia zasilają­
cego o przebiegu sinusoidalnym, skutkiem istnienia reaktancji 
nieliniowej i szeregowej rezystancji o niepomijalnej wartości, 
zarówno prąd jak i spadki napięć na poszczególnych elementach 
obwodu są odkształcone# Ponieważ nie ma danej analitycznie i 
w sposób jednoznaczny zależności między prądem i skojarzonym 
strumieniem magnetycznym (zależność ta dana jest tylko wykreśl- 
hie w postaci charakterystyki magnesowania), prąd w obwodzie 
może być obliczony tylko za pomocą metod przybliżonych# Potrze­
ba uwzględnienia histerezy magnetycznej stwarza dodatkową trud­
ność polegającą na konieczności odpowiedniej aproksymacji pęt­
li histerezy i wynikającej stąd bardziej skomplikowanej posta­
ci równania różniczkowego dla danego obwodu#

Rys. 2# Zasada aproksymacji pętli histerezy
1 - pętla histerezy zdjęta doświadczalnie; 2 -3 krzywe składowe 
tej pętli; 4-5 krzywe składowe aproksymowane; 6 - pętla histe­

rezy aproksymowana
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Dla analitycznego wyrażenia pętli histerezy zastosowano me­
todę Schwarza i Seąuenza, zmodyfikowaną przez Biessonowa [3]. 
Metoda ta przedstawiona jest w sposób poglądowy na rys. 2 0

Niech będzie dana pętla histerezy materiału magnetycznego 
użytego na rdzeń cewki stanowiącej indukcyjnościową reaktancję 
nieliniową w mostku (rys. 2, krzywa 1). Oznaczmy przez 
I ,  = f(b) analityczne wyrażenie na średnią krzywą magnesowa-
nia, rozumianą jako charakterystyka magnesowania, której od­
cięte są równe średniej algebraicznej odpowiednich odciętych 
pętli histerezy otrzymanej w sposób doświadczalny (rys. 2, 
krzywa 2 ) i wyliczone z zależności*

1 ,
1 = H —  — .śr śr o,4 STz

gdziej
H, - średnia algebraiczna odciętych pętli histerezy (na­

tężenia pola magnetycznego) otrzymanej doświadczalnie, 
lg - średnia droga strumienia magnetycznego w rdzeniu, 
z - ilość zwojów.
Dla otrzymania więc pętli należy dodać do odciętych średniej 

krzywej magnesowania odpowiednie odcięte “ f-j(B), których
wartość - wyliczona jak poprzednio I* - jest zależna od B,
a znak od kierunku magnesowania. Jeżeli przedstawimy zależność 
^dod = * 1 ^  graficznie we.współrzędnych (l,B) otrzymamy figu­
rę zbliżoną do elipsy (rys. 2, krzywa 3).. Oczywiście dla róż­
nych wartości indukcji maksymalnej ôsiąganej w procesie 
magnesowania otrzymamy rodzinę figur zbliżonych.do elips.

Zależność I,j0(j = f-j(B) we współrzędnych (1,b) można zastą­
pić z dużym przybliżeniem elipsą c " (rys* 2 ,

z tego, że przebieg czasowy 1 (30(3(>a('fc) Będzie

T jSymbol ,łał' przy poszczególnych wielkościach oznacza wielkość 
aproksymowaną.
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W celu ostatecznego wyrażenia analitycznego pętli histere- 
zy należy znaleźć wyrażenie aproksymujące jej poszczególne 
składowe: średnią krzywą magnesowania i elipsę prądu dodatko­
wego» Średnią krzywą magnesowania można aproksymować wyraże­
niem w postaci dwumianu:

rt, (!>- współczynniki określane np« przy pomocy metody naj­
mniejszych kwadratów z rzeczywistej krzywej magneso­
wania, zdjętej doświadczalnie»

Amplituda prądu dodatkowego, aproksymowanego 1 ^  g może być wy­
liczona z wartości siły powściągającej (natężenia pola koer- 
cji) i oznaczona przez 1^ - co wynika bezpośrednio z wykresów 
(rys. 2). Amplituda tego prądu stanowi pewną funkcję indukcji 
maksymalnej osiąganej w procesie magnesowania i daje się 
aproksymować przy pomocy wyrażenia:

§ -■ współczynnik stały,
Bm - indukcja maksymalna osiągana w procesie magnesowania, 
n - wykładnik potęgowy»

Współczynnik § i wykładnik potęgowy n są określane z rze­
czywistej, zdjętej doświadczalnie krzywej magnesowania«

Ponieważ - jak już poprzednio wspomniano - przebieg czaso­
wy aproksymowanego prądu dodatkowego jest sinusoidą, przebieg 
czasowy całkowitego prądu magnesującego można wyrazić jako

Jśr.a - f1lB) ” “B + m 3 (1 )

gdzie:

(2)

gdzie:

= u>o\Tij ■+ |6 jj tsjj sin<ox =5

= ccB(t) + £B3(t) + Sb£ cos (wt - 90) (3)
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Na rys. 2 aproksymowaną średnią krzywą magnesowania we 
współrzędnych (I,B) reprezentuje krzywa 5, elipsę aproksymo- 
wanego prądu dodatkowego - krzywa 4, a aproksymowaną pętlę 
histerezy - krzywa 6.

Załóżmy z kolei, że w szereg z cewką została włączona re­
zystancja o znacznej wartości. Powstający na niej spadek na­
pięcia od odkształconego prądu płynącego w obwodzie pówóduje, 
źe napięcie na cewce przestaje być sinusoidalne, skutkiem cze­
go przebieg czasowy indukcji będzie również funkcją niesinu­
soidalną. Można go przedstawić w postaci szeregu harmonicznego, 
w którym dla naszych rozważań.wystarczy zwykle uwzględnić tyl­
ko składowe pierwszej i trzeciej harmonicznej oraz ich począt­
kowe kąty fazowej

B(t) « sin(cot + + B^ sin(3<rt + (4)

gdzie j
B̂ , B^ - amplitudy składowej podstawowej i trzeciej harmo­

nicznej indukcji magnetycznej,
^ 3 “ początkowe kąty fazowe przebiegów B^(t) i B^lt).

W powyższym szeregu nie założono z góry znaków odpowiednich 
kątów fazowych, znak kąta fazowego wynika z konkretnych wyli­
czeń.

Znandując jak w poprzednim przypadku przebieg czasowy 
I ,(t) możemy stwierdzić, że da się on w dalszym ciągu aprok- 
sySowaó przebiegiem sinusoidalnym Id0(j jednakże z fazo­
wym kątem początkowym różnym od zera:

^ o d . a 1 0  =  hs t o  +  ( 5 )

Kąt fazowy <5 winien być wyznaczony graficznie._V/artość in­
dukcji maksymalnej B^ potrzebną do obliczenia Ik, zgodnie 
z równaniem (2) wyznaczamy również graficznie przez dodanie 
do siebie przebiegów B̂  (i) i B^Ct).
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Ostatecznie przebieg czasowy aproksymowanego prądu w obwo­
dzie z szeregowo połączonymi: nieliniową reaktancją indukcyj- 
nosciową i rezystancją, można przedstawić jako

I a ( t )  «  <x jlrjSin icot + 'i’ ^) + B^sin(3o5t + +

+  (? >  j S ^ s i n C c o t  +  4 ^ )  +  B ^ s i n ^ c ^  +  ^ 3 ) ] " ^  +

+ §B^ sin(cot + <5) (6)

Ponieważ zarówno indukcja maksymalna B^ jak i kąt fazowy <5 
są w pierwszej fazie obliczeń nie określone, obliczenia muszą 
być przeprowadzone metodą kolejnych przybliżeń.

Wpierw zestawiamy dla naszego obwodu równanie różniczkowe 
nieliniowe, W naszym przypadku przejmie ono postać:

z,S , 10" 8 |i3.jSin(<ot + 'Pp + B^sin(3cot + +

+ R|ccJ§,jsin(o5t + + B^sinCfat + f̂ )J +

+ (?>|B̂ sin(cot + + B^sin(3“t +  ̂+

+ §B^ sin(cot + ó )| - U sin co t = 0 (7 )

Po wykonaniu działań i przekształceniach otrzymamy:

ZoS«co, 10 B̂ cosccrfc.cosf̂  - z.S,w,lO B̂ sincotłsin 'P^ +

+ 3«z,S«c6,10 8B̂ cos3cot,cOst̂  - 3*z,S,co,lO**8B2s n̂̂ a:**sin«^ +

+ sin o tfU ca s^ j +  RccB^cpscofe.sin^ +  R ccB ^sirtfw ttC o sf^ +
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— —3+ RecB̂ cĉ ost̂ sin ^  + 0,75R (2>B̂  sincot.cos ̂  +
—3 —3+ 0,75R (2>B̂  coscot.sinf.j- 0,25R (2>B̂  sin3cot'.cos3 f.j -

—3 —3-  0,25R £>B.j cos3oat.°sin3 f .j + O ^ R fr B ^  sij^Scot.cosf^ +

+ 0,75K&B^ cos3 cot.sin'P2 + 1»5 R P*B̂ B̂  sin3a>t.cos«̂  +
o  o

+ 1,5 R^B^B^ cos3<«3t®3in<l2 ” 0*75R frB-jB̂  sincot.cos(2f.j - +

+ 0,75r frB̂ B̂  coscot.sin(2f,j - f^) +
— —2 — —2+ IjSR.frB-jBjj sincofcocosfj + IjSRfrB-jB̂  coscot.sin f.j +

+ R&Bn sincet.cosó + R ¡5 Bn coswt.sinó - U sincot = 0 (8)m m

gdzie:
z - ilość zwojów cewki w reaktancji nieliniowej,
S - przekrój rdzenia, 
co * 23Cf.
Otrzymane równanie różniczkowe nieliniowe można rozwiązać 

jednym z przybliżonych sposobów,- w których otrzymany wynik 
nie odpowiada w rzeczywistości w pełni danemu równaniu róż­
niczkowemu, ale wielkość błędu może być zmniejszona przez 
podwyższenie rzędu przybliżenia. Do tych przybliżonych spo­
sobów należą między innymi metody wariacyjne Ritza i Galior- 
kina [4, 5] , przy czym w naszym przypadku wygodniej zasto­
sować metodę Galiorkina ponieważ równanie różniczkowe jest 
znane i nie potrzeba zestawiać funkcjonału podlegającego mi­
nimalizacji*

W tym celu uszeregowujemy poszczególne składniki równania 
(8) w wyrażenie o postaci

L = L̂ .sincct + I^*008“* + L̂ ,sin3cot + l^.cos 3cot (9)
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gdzie:

Ł,j + z^S.cj.lO^^B^sin^ + RccB̂ cos*̂  + 0,75RjSB̂ cos<î  -

- 0,75111^ 13 0 0 3(2^-^) + ^SHjSB^oos^ + RŚbJJcosÓ-U

1̂  = z.S.w.lO^^cos^ + RctB-jsin̂  + 0,75R^sin«|^ +

+ O * 75RpS^B^ sin (2fy~f^) + I^R^B^sinf., + R$B̂ sin<3

Lj = - 3z• S#o3.tO**sinf^ + Btt^cogfj - 0f25R^cos3f1 +

+ 0,75RBB^cosf3 + 1,5R£B![B3cos3f3

14 = 32.S.co.lo"8B3oosf3 + RocB3sinf3 - 0,25Rf?,B̂ sin3 ^  +

+ 0,75RBB^sinf3 + 1,5R|5B|B sjLnŚ^

Po pomnożeniu kolejno równania (9) przez sincot, cOscot, 
sin3«t i cos3<ot całkujemy otrzymane wyrażenia w granicach od 
0 do 2 i przyrównujemy do zera» W rezultacie otrzymujemy czte­
ry równania dla wyznaczenia czterech niewiadomych: B»» B_,
* v  < y

2
J  losinwt dt = rr B* = O 
0 1
2

/ 3TL.coswt dt = 12 = 0
O
2

J *  1» sin3wt dt = 13 = 0
0
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czyli •

L, = O (10)

L2 = O (11)

L3 « O (12)

L4 = O (13)

Układ równań (10-13) rozwiązujemy ze względu na niewiadome 
B-j» B̂ , i metodą kolejnych przybliżeń, przy czym w pierw­
szej kolejności zakładamy = O i § = O.

Znalezione wielkości , B , ^  i pozwalają z kolei na
obliczenie wartości składowych harmonicznych prądu w gałęziach 
mostka zawierających nieliniową reaktancję indukcyjnościową.
W naszym przypadku będą to składowa podstawowa prądu o ampli­
tudzie 1  ̂i początkowym kącie fazowym TT̂ oraz składowa trze­
ciej harmonicznej o amplitudzie i kącie fazowym T7̂ . W tym
celu powracamy raz jeszcze do równania (6), które przekształ­
camy do postaci sumy chwilowych wartości pierwszej i trzeciej 
harmonicznej prądu, przy czym każdy z tych prądów składowych 
wyraża się zależnością:

I^t) =[cŚ1 cosf1 +.0,75^cosfr 0,75lSBfB3cos(2fr f3) +

+ 1,5 ̂ B^B^cos ^  + §B̂ cos<$j sincot +

+jccB -jsinf<j+0,75 £B"j sinfy+0,7 5£B^B^ sin (2*f̂ - *f3) +

+ 1 ,5(?>B̂ B̂  sin + § B̂ sinóJ cosat 

I3 (t) =|oCB3cosf3-0 ,25$B^cos 3*̂  + 1 ,5^B4B^cosf3 +

+ Oł75^B2cos'̂3] sin +



Mostek Meocwella o nieliniowych indukcyjnośoiaoh 85

+ |«B3sin f3 - Of 25 (ŁB̂ sin 3f̂  + 1,5 ̂ B^B^sin +

+ ^»TS^B^sinf^J cos3ort

Stąd łatwo już można wyznaczyć amplitudy i początkowe kąty 
fazowe prądów harmonicznych., które w naszym przypadku przyjmą 
wygląd

I1 A  M2+ U2- 2McosC3f1-'f3)+2KNeos(frl-a)-2Mcos(2f1-^+ó)

I3 + Z2-2WZcos(f3-3f1)
K sinf̂  + M sin(2fj - + B sinó

n1 ” arC K cosf  ̂- M cos(2f.j - f^) + U cosd
W sinf3 - Z sin 3«̂

"3 “ a M  tE iioos<>3 - 2 cos 3*,

przy czym

K =c«B1 + 0,75^ + 1,5^11 
M = 0 ,7 5 (?,B2B3

N = § Bn m
W =cCB3 + 1,5 (ŁB2B3 + 0,75 (&B3 

Z = 0,25 (ŁB|

Otrzymane wielkości są wielkościami aproksymowanymi, ponie­
waż do ich wyznaczenia należy się posłużyć znalezionytoi_po- 
przednio, metodą kolejnych przybliżeń, parametrami B̂ , By

i *f3, jednakże dla uproszczenia zapisu pominięto tu symbol ł,ał' 
(aproksymacja) przy tych wielkościach. Wielkości te służą jako 
podstawa do obliczeń składowych napięć i prądów w układach 
mostkowych z nieliniowymi indukcyjnościami.

(14)
(15)

(16) 

(17)
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3 « Mostek z .jedna reaktanc.ia. liniowa i .jedna nieliniowa

Mostek Maxwella z jedną reaktancją liniową i jedną nieliniową 
przedstawia rys. 3. Dla ułatwienia dalszej analizy i rozważań 
gałąź "a-c-b11 mostka, zawierającą nieliniową indukcyjność bę­

dziemy nazywać ga­
łęzią nieparzystą 
zaś gałąź "a-d-b-” 
z indukćyjnością li­
niową - gałęzią pa­
rzystą mostka. 
Wszystkie wielkości 
odniesione do gałę­
zi nieparzystej bę­
dą oznaczane - jed­
ną kreską, zaś do 
gałęzi parzystej - 
dwiema kreskami u 
góry symbolu (np. 
chwilowa wartość 
natężenia prądu w 
gałęzi nieparzystej 
będzie oznaczona 
jako l(t)., a w ga­
łęzi parzystej jako 
I”(t)). Ząłóżmy je­
szcze, że mostek 
jest zasilany ze 
źródła napięciowego 
o napięciu czysto 
sinusoidalnym i po- 
mijalnej■oporności 
wewnętrznej, a 
wskaźnik równowagi 
mostka (W) ma impe- 

dancję wejściową na tyle dużą, że praktycznie nie obciąża 
mostka.

Rys. 3. Mostek Maxwella z jedną reak- 
tancją nieliniową

W oparciu o schemat mostka, napięcie wyjściowe mostka może 
być wyrażone jako różnica napięć między ramionami "a-c" i ł,a-d" 
lub ’’b-c** i "b-d”. Ten drugi przypadek jest dla nas korzyst­
niejszy, ponieważ ramiona ’'b-c*1 i "b-d” zawierają tylko rezy-



stancje R^ i R^* Wartość chwilowa napięcia wyjściowego może 
być więc wyrażona jako:

W ł) = V t} = V t} - uM lt) <18)

Napięcie Ubc('t) stanowi spadek napięcia od prądu 3?(t) w ga­
łęzi nieparzystej na rezystancji R̂ J napięcie uba(t) - spadek
napięcia od prądu I”(t) w gałęzi parzystej na rezystancji R̂ » 
Ponieważ gałąź nieparzysta zawiera indukcyjnościową reąktancję 
nieliniową więc zgodnie z przeprowadzoną analizą prąd w tej 
gałęzi będzie stanowić sumę prądów harmonieznycho Prąd w gałę­
zi parzystej będzie podobnie jak w mostku z reaktancjami linio­
wymi - prądem sinusoid a lnynu W rezultacie otrzymamy więc nastę­
pujące wyrażenia dla napięć w ramionach *'b-c,ł i "b-d*1 mostka*

Ubc (t)  = I ’ ( t ) .R 3 = ( t )  R3 + I^ (t)

(t)  = X"(t)oR4

przy czym najogólniej

I ’ (t)  = I^sin(cot + n!,) + l^ s in (3ojt +TTp

I”(t) = I" sin(cot + TT”) = I” sin(cot + m[)

W oparciu o wzory (18-22) napięcie wyjściowe mostka można 
więc przedstawić jako sumę składowych harmonicznych;
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(19)

(20)

(21)

(22),

U . (t) = U (̂t) + U '(t) + ,» wya w1v w3 (23)
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przy czym

Uw1 (t) = |^I!jR^cos TT̂ -  £jR4 cos n^Jsincot + 

+ j^I^R^sin TT’̂  -  I!j R^sin TT̂ J coscot (24)

UW3 (t) = I^LjCos TT’3 • sin 3wt + 1 ^ 38^ 113.0os3<«it (2 5)

Amplituda pierwszej harmonicznej napięcia wyjściowego oraz 
odpowiedni początkowy kąt fazowy wyrażą się wzorami:

Amplitudę trzeciej harmonicznej napięcia wyjściowego obliczamy 
w danym przypadku wprost jako U~ = I3R31 Rąt fazowy wynosi 
oczywiście = TT̂ »

Z równań (24) i (2 5) wynika, że mostek da się zrównoważyć 
tylko dla składowej podstawowej (U^(t) =0), co jest zupeł­
nie oczywiste ponieważ tylko w jednej gałęzi znajduje się ele- 
ment nieliniowy» Warunek równowagi dla pierwszej harmonicznej 
napięcia wyjściowego mostka znajdujemy kładąc U.̂ (t) = 0, co
ma miejsce wówczas gdy są spełnione równości:

Wynika stąd, że dla zerowania pierwszej harmonicznej napię« 
cia wyjściowego muszą być spełnione dwa warunki częściowe:

=^E,2.R2 + - 2̂ 1 R3R4 C0S n̂1 " nV  (26)
T* n m  _ t" R rr”

I 9 7')

r^cos - i!j R^ęos nnj = o 

I^sin I !j R^sin n” = o

1 ^ 3  = R4 czyli (28)
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oraz
TT} = TT” = tt1 (29)

Jeśli przyjmiemy, że równoważenie rozpatrywanego mostka bę­
dzie się odbywać przez zmianę wartości rezystancji 1*2 i 
co w naszym przypadku jest najwygodniejsze KI. będziemy mogli 
w oparciu o wyrażenia (28) i (29) znaleźć wartości rezystancji 
r2(0) * ^4( 0 ) * przy których następuje równowaga mostka dla
pierwszej harmonicznej napięcia wyjściowego* Otrzymujemy więc:

X X’
R2(o) “ |sin n 1 1 (|C0S ni I “ R3 ̂  (30)

II x2
R4(o) “ R3 U | sin TT | ^

Napięcie wyjściowe mostka zrównoważonego, zawierające tylko 
składową trzeciej harmonicznej, pochodzącej od gałęzi niepa­
rzystej możemy obliczyć wprost jako U , \ = I!,**.,, a uwzględnia-w^o> J u
jąo warunek równowagi (28) jako:

V o )  = | s4 ̂  - 0ba (32)

przy czym kąt fazowy wynosi =* TT̂ *
Wartości l!j i znajdujemy z wzorów (14 ) i (15)» kąt fazo­
wy n!j z wzoru (1 7 )*

Ilustrację praktyczną dotychczasowych wywodów mogą stanowić 
przykłady obliczeniowe oparte na doświadczalnie zestawionym 
mostku i porównane z wynikami pomiarowymi otrzymanymi na tym 
mostku.

Mostek zestawiono według schematu przedstawionego na rys. 3« 
Indukcyjność nieliniową stanowił toroid o 1000 zwojach, z rdze­
niem o przekroju 2 cmr, wykonanym z blachy "anizoperm" o gru-
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bości °,15 jmn. Rezystancja własna uzwojenia toroidu wynosiła 
h;j . = 8,5a .

Z wstępnych pomiarów pętli histerezy dla.rdzenia toroidu 
wyznaczono dla indukcyjnośe! nieliniowej następujące zależ­
ności:

I ^ a W  = O,O8 . 10_ 6 b [g s ]  +  0 , 0 0 5 . 10" 12B3 [G s]

Ik W  = 52.5.10"6 B°*51 [Gs]

Indukcyjnośe liniowa w gałęzi parzystej mostka wynosiła 
i = 1 H; rezystancja własna cewki stanowiącej tę indukcyjnośe 
R”, = 138£2. Rezystancje w gałęzi nieparzystej mostka wynosi- 
ł$f R1 = RJ^ + 491,552 = 500S3 i ^ =  2000Q . Napięcie zasi­
lające mostek (amplituda),, o częstotliwości 50 Ez wynosiło 50 V0 
Obliczone wartości rezystancji równoważących mostek i
R4(o) 'Ny n ^ 0 3 i y odpowiednio

S2(o) - 768’7Q 1 E4(o> * 200’5£J

Równowaga praktycznie zrealizowanego mostka następowała przy:

R2(ó) = ^ (łącznie z rezystancją R” .̂)

1 E4(o) + 195 2 -
Załóżmy z_kolei, że na mostku zrównoważonym przy napięciu 

zasilającym = 50 V, zmieniono amplitudę napięcia zasila­
nia w granicach od O do 80 V* Wiadomo, że w mostku z elementa­
mi nieliniowymi warunek równowagi nie jest niezależny od na­
pięcia zasilającego* Interesującym będzie więc w naszym przy­
padku charakter zmian pierwszej i ewentualnie trzeciej harmo­
nicznej napięcia wyjściowego mostka w funkcji zmian napięcia 
zasilającego - przy zmianach napięcia zasilającego w pewnych 
granicach - zakładając, że mostek jest zrównoważony dla jed­
nej z wartości napięcia zasilającego, leżącej w tych przyję­
tych granicach.
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Dla ułatwienia dalszych rozważań wprowadzono w miejsce 
zmiennej niezależnej "napięcie zasilania" - zmienną niezależ­
ną k wyrażoną stosunkiem napięcia zasilania U doprowadzo­
nego do mostka, do napięcia zasilania Przy którym mo­
stek został zrównoważony. Otrzymamy w rezultacie zależności 
normowane:

to)

5.3 “ *3 ’j W -

°3 * n3 ” *4 ■ *4 W *(o;

Zależność = P̂  ) = P̂ (k), przy = 50 V i U
V)

zmieniającym się w granicach od 0 do 80 V, czyli k zmieniają­
cym się od 0 do 1,6, wyznaczono obliczając dla kilku napięć 
zasilających w granicach 0-80 V, wartości napięcia U .j w
mostku zrównoważonym uprzednio przy napięciu_zasilającym 
U(o) “ V* Obliczony w ten sposób związek = P̂  (k) ilu­
struje krzywa 1 na rys. 4. Na tym samym rysunku przedstawiono 
tę samą zależność zdjętą doświadczalnie (krzywa 2). Otrzymane 
krzywe można uważać za charakterystyki amplitudowe mostka - 
przy zmieniającym się napięciu zasilania.

Obliczenie zależności = Pg (~— ) =- P2 (k) pozwala łącz-
U(o)

nie z poprzednio znalezioną zależnością = P^(k) wykreślić
wyjściową charakterystykę amplitudowe«?azową mostka na płasz­
czyźnie zespolonej, przy zmieniającym się napięciu zasilają­
cym. Przyjąwszy kilka wartości jako parametr otrzymamy



92 Stanisław Malzacher

^) 
ob
li
cz
on
a 

an
al
it
yc
zn
ie
, 

2) 
zd
ję
ta
 
do
św
ia
dc
za
ln
ie



Mostek Maxwella o nieliniowych indukcyjnościach 93

Rys. 5. Rodzina charakterystyk 5 ^  = F (^-2— ) „
(o) (o)
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w rezultacie rodzinę zależności
U _ p (-2— ) _

"1 V )  U(o) “ * Et>

Ha rys. 5 przedstawiono taką rodzinę charakterystyk ampli­
tud owo-fazowych dla napięcia zasilającego zmieniającego się 
w granicach 0-80 V i dla trzech wartości napięcia U/ \ t 50, 
55 i 60 V. Ko)

4. Mostek z dwiema reaktancriami nieliniowymi

Mostek Maxwella z dwiema indukcyjnościowymi reaktancjami nie­
liniowymi przedstawia rys. 6*

Dla obu gałęzi 
mostka, nieparzy­
stej i parzystej, 
przyjęto takie sa­
me założenia i u- 
proszczenia jak 
dla mostka z jedną 
reaktancją nieli­
niową. Wówczas 
przeprowadzając dla 
obu gałęzi mostka 
analizę podobną jak 
dla mostka z jedną 
reaktancją nieli­
niową, otrzymamy 
dla pierwszej har­
monicznej napiędia 
wyjściowego oraz 
poozątkowego kąta 
fazowego tego na­
pięcia, wyrażenia 
analogiczne do po­
przednich (26 i 27). 
Natomiast amplitu­
da trzeciej harmo­
nicznej napięcia

Rys. 6. Mostek Maxwella z dwiema reak­
tancjami nieliniowymi
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wyjściowego i odpowiedni kąt fazowy, wyrażą się wzorami:

Uv3 =^I^2.R3+T”2.R4-2i^I” cos( TT>3 - TT”) (33)

I^R^sin TT’ - I-R.sinTT”
Q  =  a r c  t g  - 2 - 2 - - - - - - - - - 2 - - - - - _ 3_4- - - - - - - - - 1  ( 3 4 )

i3r3cos rr̂  - i”R4cos tt”

Bezwzględne, całkowite zrównoważenie mostka z dwiema induk- 
cyjnościowymi reaktancjami nieliniowymi może nastąpić tylko 
wtedy, gdy zarówno uwi(t) = O jak i uw3("t) = °* Ma to miej­
sce wówczas gdy są spełnione następujące równości:

i,H cos n», - cos TT” = O

I ^ s l n  T \\ - I!jR sin TT\ = 0 .

i3R3cos n'3 -  I^cosTT” = o

^3R3sin TT3 - I3R4sin TT3 = O

Wnioskujemy stąd, że dla zerowania pierwszej i trzeciej har­
monicznej napięcia wyjściowego (pomijając oczywiście wszystkie 
wyższe harmoniczne) muszą być spełnione warunki:

R- E
= p~ oraz TT̂  = TT” (35)

R . j »

draz TTS = TT- (36)
4 3 J

Warunki te mogą być spełnione tylko w przypadku,gdy obie nieli­
niowe reaktancje indukcyjnościowe i ich rezystancje własne są 
identyczne. W przypadku gdy są one różne nie można jednocześnie 
spełnić warunków (35) i (36); mostek daje się wówczas zrównowa­
żyć tylko dla jednej częstotliwości np* dla częstotliwości pod­
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stawowej, na wyjściu mostka pojawia się wówczas napięcie zawie- 
rające wyższe harmoniczne.

W przypadku równoważenia mostka tylko dla pierwszej harmo- 
nicznej, czyli dla (t) = O muszą być spełnione warunki (35)*
Składowa trzeciej harmonicznej napięcia wyjściowego i jej kąt 
fazowy wyrażą się wówczas wzorami:

Podane warunki równowagi mostka z dwiema nieliniowymi reak- 
tancjami indukcyjnościowymi nie pozwalają na proste analitycz­
ne wyznaczenie rezystancji równoważących mostek; Rg i R̂ .
Chcąo znaleźć wartości tych rezystancji trzeba się posłużyć me­
todą graficzną opartą na kolejnych przybliżeniach. W tym celu 
należy sporządzić wykres miejsc geometrycznych wektora składo­
wej podstawowej napięcia U-̂ , przy zmianie R^ w granicach
możliwie szerokich oraz przy założeniu; że = ^hst« Należy
mieć przy tym na uwadze fakt, że w skład rezystancji R2 wcho-
dzi w rzeczywistości jeszcze pewna zastępcza rezystancja szere­
gowa, reprezentująca straty histerezowe. Wpływ tej rezystancji 
na wartość prądu w obwodzie jest uwzględniany wprost w oblicze­
niach dzięki nie pomijaniu wpływu histerezyj wynika z tego, że
wartość tej rezystancji szeregowej R nie musi być osobnoszwyznaczana.

Otrzymane w ten sposób wykresy miejsc geometrycznych nie są 
oczywiście wycinkami okręgów, jak to miałoby miejsce w przypad­
ku indukcyjności liniowych i w swym kształcie odbiegają znacz­
nie od koła*

(38.)

(37)

2
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Rys. 7. Wykres amplitudowo-fazowy składowej trzeciej harmo­
nicznej napięcia wyjściowego w mostku Maxwella z dwiema nie­

liniowymi indukcyjnościami
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W czasie doprowadzania mostka do równowagi składowa trze­
ciej harmonicznej napięcia wyjściowego zmienia się ustawicz­
nie, nie przechodząc nigdy przez zero. Zmiana amplitudy i fa­
zy tej składowej przy zmieniającej się wartości rezystancji 

i dla dwóch wartości rezystancji przedstawiona jest
przykładowo na rys. 7. Wykres ten został sporządzony w opar­
ciu o wyrażenia (37) i (38)o

5« Wnioski i uwagi końcowe

Jak wynika z rozważań nad mostkiem z-jedną reaktancją nieli­
niową, mieszczącą się w gałęzi nie zawierającej elementów rów­
noważących, wnioski odnoszące się do metod równoważenia mostka 
mogą byó przeniesione wprost z układów z reaktancjami liniowy­
mi na układ z jedną reaktancją nieliniową. W konsekwencji moż­
na więc tu stosować - np. ula przyspieszonego równoważenia most- 
ka - metodę, równoważenia niezależnego, co w dalszym ciągu pro­
wadzi do automatycznego równoważenia mostka z jedną reaktancją 
nieliniową [7]. Mostki takie mogą byó stosowane w niektórych 
metodach badań nieniszczących, przy pomiarach stratności blach 
itp.

Nieco inaczej przedstawia się sprawa w mostku Maxwella z 
dwiema indukcyjnościowymi reaktancjami nieliniowymi. W mostku 
tym równoważenie odbywa się przy pomocy dwóch rezystancji mie­
szczących się w gałęzi zawierającej również indukcyjnościową 
reaktąncję nieliniową. Miejsca geometryczne końców wektorów 
napięć charakterystycznych mostka przestają byó okręgami - nie 
można więc tu już stosować na przykład metody równoważenia 
niezależnego jak w mostku z jedną reaktancją nieliniową, a co 
za tym idzie opartą o nią metodę równoważenia automatycznego.
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MOCT MAKCBEJUIA C HEJMHEKTHMH HHHyKTUBHOCTHHK

p e a b m  e

B CTaiie npeACTasjieHO MaTewaTiraecKtó bkrjuiü moctb coflepsamero oany hjih Äße 
KaiyniKH c xe^e30M. Anajms ochobhh Ha npaóraaceHHOż ner-ra rHcrepe3Hca. Haxofls, 
BeJntHHHy tokb H3 HeJiHHeftHoro, OT$$epeHUHaJiBHoro ypanHBHHH, ato BeTBH coßepxa- 
meÄ KaTyraKH c xeJie30M, mh moiom onpe^eOTTB ycJioBHH paBHOBecHH juih TaKoro mo- 
CTa. B saKJroaeHHH aihh aHCJteHHHe npiwepH, a TaKxe pe3yjn>TaTH kohtpojibhhx hs- 
Meperait.
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MAXWELL’ S. BRIDGE WITH NONLINEAR INDUCTANCES

S u m m a r y

The paper presents mathematic analysis of Maxwell’s bridge 
with one or two iron-cored coils. The analysis is baaed on 
approximated magnetic histeresis loop. Having calculated a 
.current value from a nonlinear differential equation for 
bridge arm with iron-cored coil, we can find the conditions 
for balance. Some examples, illustrating the described method 
and results of verifying measurements are given in the paper.


