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o0 stabilnosci stowarzyszonych RO
KONSERWATYWRYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono dowéd alge-
braiczny sformutowanego w [1] oraz [2] twierdze-
nia o stabilnosci stowarzyszonych roéwnan konser-
watywnych. Przedstawiono pojecie indeksow Cauchy
oraz niektére ich wkasnosci. W dowodzie wykorzy-
stano prac-¢ Routha, ktéory wykazat, ze wskaznik
CaUchy ilorazu wielomianow charakterystycznych
rownan konserwatywnych stowarzyszonych z réwna-
niem stabilnym asymptotycznie wyraza sie liczbg
takg samg jak. rzad réwnania. Pokazano, ze miejsca
zerowe wielomianu charakterystycznego rdwnania
konserwatywnego sg proste i urojone. Ta whasnoscé
wielomianu charakterystycznego jest warunkiem ko-
niecznym i wystarczajgcym- stabilnosci rownania
konserwatywnego.

W praoy [1] oraz [2] zwrécono uwage na pewng interesujaca
wkasciwos¢ stabilnych réwnan rézniczkowych i sformudowano na-
stepujace twierdzenie:

Jezeli réwnanie rézniczkowe liniowe
a. W + + a2x(n-2) + ..... 0] (€))

jest stabilne asymptotycznie to stowarzyszone z nim réwnanie
konserwatywne

ak ~ + a™AI™ + ... =0 )

jest stabilne nieasymptotycznie.
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Warunek stabilnosci asymptotycznej réwnania (1) jest wystar-
czajacy dla stabilnosci réwnania (2). W pracy [1] oraz [2]
twierdzenie to zostato udowodnione w oparciu o charakterystyki
czestotliwosci réwnan liniowych» W odréznionych od tej metody
w niniejszej pracy przedstawiony bedzie dowéd algebraiczny,

w ktorym wykorzystuje sie podstawowe wkasnosci wskaznikow
Cauchy*

Wielomian charakterystyczny stabilnego réwnania liniowego
typu (1) jest wielomianem Hurwitza o postaci:

f(p) = aOPn + d\jpn_l + 32“1"’2 + eee = ( (3)

Wielomian charakterystyczny stowarzyszonego réwnania konser-
watywnego ma forme

A\(p) = aOPn+a2Pn~2+,,,,+an-2p2+an = f1°2) B0 N

w przypadku n = 2 m¢ lub

Q) =D "GP +eTH P “PYDYA=® @

w przypadku n = 2 m + 1#

Mozna datwo pokaza¢, ze réwnanie konserwatywne jest stabil-
ne wtedy i1 tylko wtedy, gdy wszystkie miejsca zerowe wielomianu
-charakterystycznego sg urojone i jednokrotne»

Wykorzystujac réwnanie (4) lub (40 mozna wielomian (3) przed-
stawi¢ w postaci

f(p) = F-jIp~+p”Cp2) ®

w przypadku gdy n = 2 m lub

f@ = Pf2(2) + *(p2) ®
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w przypadku gdy n = 2 m + 1, przy czym funkcje P*(p ) i p2(p "
sg wielomianami o nastepujacej budowie

pP4(2)

a-jP~M+anPN+0 . *Man«3dp2+an,,i

2 i1 n«3 2
p2( ) = a|P ~+a3P “J+...+ana2P +an

W dowodzie korzysta sie z relacji jakag uzyskat Routh dla
wielomianéw Hurwitza [3I

n-1 n-3, n-5
T+o° fljp ~a8’P ”‘3)5’—P —«»e B .
“ 00 n n-2, _ n-4 n 6"
aOP -ap anp
+ °0 ,
Symbol T ~ oznacza wskaznik Cauchy ilorazu dwu wielo-

mianéw w przedziale (-00, +00)» Dla przypomnienia przytoczymy
definicje wskaznika Cauchy. "Wskaznikiem Cauchy I R(p) utamko-

wej Funkcji rzeczywistej nazywa sie roznice pomiedzy iloscig bie-
gunow rzeczywistych zawartych w przedziale (a,b), w ktérych
funkcja przechodzi od -00 do +00 a iloscig biegunéow,w kto-
rych funkcja przechodzi od + 00 do -00 « Badanie przebiegu

funkcji przeprowadza sie zmieniajac argument p od wartosci a
do wartosci b.

Wprowadzajgc oznaczenia stosowane we wzorze (5) do wzoru (6)
uzyskuje sie

i i . n Q)

Celem przeksztatcenia lewej strony rownania (7) wykorzystu-

je sie nastepujgce podstawowe whasnosci wskaznikow Cauchy:
1° Zmiana wartosci skrajnych przedziatu

RU) = -1 R(X)«
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2° Mnozenie przez funkcje ostatym znaku w przedziale (a,b)
Ib R1I()R(X) = sign RCx) b R(X)

jezeli RM(X) # o, R*(X) # oo , dla kazdego x6(a,b)

3° Rozbicie na podprzedziaty. Dla a<cchb
Ig R(x) =lc Fé(x) + IbCR(x) +V*c

gdziei

t? =0 jezeli c nie jest biegunem, 1lub jezeli funkcja
nie zmienia znaku przy przejsciu od c - o do c + o,
+1 jezeli c jest biegunem,w ktdérym funkcja zmienia
wartos¢ od -00 do +00 przy wzroscie argumentu,
= —1 w przypadku zmiany wartosci funkcji od +00 do -00.

™

4° Wskaznik Cauchy’ego funkcji nieparzystej. Jezeli
R(=x) aoRe)F to 12 RO = -1°_ R(O

Korzystajac z wkasnosci 2° 1 3° mozna przeksztatci¢ lewg
strone roéwnosci () do formy

2
-PF,(-p") 0 P?|(-P2) 00 P~t-P271
mL - I+ -" 1
fI1(P°) ‘< L1 f,(-P2) =+ v T1(-p2j]

gdzie t?0 = 0, poniewaz zero nie jest biegunem.
Korzystajac z wkasnosci 1° uzyskuje sie
2n T ’ A_!
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Poniewaz badana funkcja jest nieparzysta mdézna w oparciu o
4° napisac

pV - p2) pPy-p>. o (-p2)
+ 1 = 21Co
—00 —

00
y-p2) y -P2) y - P2)

Wykorzystujac"ponownie wkasnosci 2 uzyskuje sie

. "N(-P2) 0 F (W
L «21° — —— = 21° -
-00
f,C-P2) " W

gdzie u = -p

Poniewaz otrzymane wyrazenie zgodnie z rownaniem (7) ma
wartos¢ n = 2 m, uzyskuje sie ostatecznie

Eo +i1 W
-00 yu j m 18)

~Cu)
Otrzymana relacja wskazuje, ze funkcja £ posiada w

przedziale otwartym (-00 , o) m réznych biegunéw rzeczywistych.
Mianownik f<j(u) jest wielomianem stopnia m, wobec tego relacja
(8) dowodzi stusznosci twierdzenia o stabilnosci réwnania kon-
serwatywnego stowarzyszonego z liniowym réownaniem stabilnym,
poniewaz wszystkie miejsca zerowe u”™ wielomianu f-j(u) sa ujem-
ne, jednokrotne. Miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego
rownania (2) sa urojone, jednokrotne zgodnie z relacja:

pk = °* k=1,2,..., m

W podobny spos6b przeprowadza sie dowdd twierdzenia dla
przypadku gdy rzad réwnania wyraza sie liczbg nieparzysta
n=2m+1.
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OB yCrOfftHBOCTH ACCOUKPOBAHHUX KOHGEPBATHBHDLCC yPABHEHKK
P e 3ume

B cTaTBe npeacTaajieHo aJiredpaHnecKoe aoKasaieJTLCTBo TeopeMH od ycToinzBocTH
aCCOUHpOBaHHffiC KOHCeBBHTKBHHX ypaBHeHHE, C$OpMyjrapOBaHHOE b [1] h [2]. BBeje-
Ho noHHTHe HHaeKCOB Romx, a TSKie yicaaaHo neKOTopue hx CBoECTBa. B xoKasaTejJi.-
OTBe KcnojisoBaHo padoTH Payca, kotophm dHJio soKasano, wo HH&KC Konm otho-
meHHH xapaKTepHCTKHeoKHX MHoroM-neHOB KOHcepsaTHBHHX ypaBHeHH& acoouapoBaHHHt
¢ acEMBTOTirgecKa ycToEHHBHM ypaBHeHHeu, paBeH noptumy ypaBHeHES» DoicasaHo,
vro HyjE xapaxTepacTffgecKoro NtHoro”ureHa KOHuepBaTitBHoro ypaBHSHHH OOTOKpaTHHO
K MHHiaie. 3to cboéctbo xapaKTepHCTHgecKoro WHoroalieHa HBjmeTCH HuodxojpiMtai h
TOCTaTO’{HHM yCJOBH8M yCTOHQKBOCTH KOHCepBaTHBHOrO ypaBHeHHH.
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ABOUT STABILITY OF A CLASS ASSOCIATED DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

This paper presents an algebraic proof of stability theorem
for conservative differential equations P] and [2]. The no-

tion and the fundamental properties of Cauchy"s indexes ave =
described. Cn the base of this properties is demonstrated that

all racines of the characteristic polynomial of conservative
equation are imaginary numbers.

That is necessary and sufficient condition for stability of
conservative equation.



