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Streszczenie. W pracy przedstawiono dowód alge
braiczny sformułowanego w [1] oraz [2] twierdze
nia o stabilności stowarzyszonych równań konser
watywnych. Przedstawiono pojęcie indeksów Cauchy 
oraz niektóre ich własności. W dowodzie wykorzy
stano prac-ę Routha, który wykazał, że wskaźnik 
CaUchy ilorazu wielomianów charakterystycznych 
równań konserwatywnych stowarzyszonych z równa
niem stabilnym asymptotycznie wyraża się liczbą 
taką sąmą jak. rząd równania. Pokazano, że miejsca 
zerowe wielomianu charakterystycznego równania 
konserwatywnego są proste i urojone. Ta własność 
wielomianu charakterystycznego jest warunkiem ko
niecznym i wystarczającym- stabilności równania 
konserwatywnego.

W praoy [1] oraz [2] zwrócono uwagę na pewną interesującą 
właściwość stabilnych równań różniczkowych i sformułowano na
stępujące twierdzenie:

Jeżeli równanie różniczkowe liniowe

ao W  + + a2x(n-2) + ..... 0 (1)

jest stabilne asymptotycznie to stowarzyszone z nim równanie 
konserwatywne

a0k ^  + a^x^11”“̂  + ... = 0 (2)
jest stabilne nieasymptotycznie.
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Warunek stabilności asymptotycznej równania (1) jest wystar
czający dla stabilności równania (2). W pracy [1] oraz [2] 
twierdzenie to zostało udowodnione .w oparciu o charakterystyki 
częstotliwości równań liniowych» W odróżnionych od tej metody 
w niniejszej pracy przedstawiony będzie dowód algebraiczny, 
w którym wykorzystuje się podstawowe własności wskaźników 
Cauchy*

Wielomian charakterystyczny stabilnego równania liniowego 
typu (1) jest wielomianem Hurwitza o postaci:

f(p) = a0Pn + â jPn_1 + 32pil~2 + ••• = 0 (3)

Wielomian charakterystyczny stowarzyszonego równania konser
watywnego ma formę

f\(p) = a0Pn+a2Pn~2+,,,,+an-2p2+an = f1 ^ 2) 53 0 ^

w przypadku n = 2 m.(/. lub

f2(p) = ŝ p "tagP +• • *'̂’â _3P = P̂ 2̂ p  ̂= ® (40

w przypadku n = 2 m + 1#
Można łatwo pokazać, że równanie konserwatywne jest stabil

ne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie miejsca zerowe wielomianu 
.charakterystycznego są urojone i jednokrotne»

Wykorzystując równanie (4) lub (4O można wielomian (3) przed
stawić w postaci

f(p) = f-jlp^+p^Cp2) (5)

w przypadku gdy n = 2 m lub

f (p) = Pf2(p2) + ^ ( p 2) (5)
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w przypadku gdy n = 2 m + 1, przy czym funkcje P^(p ) i p2(p  ̂
są wielomianami o następującej budowie

p-| (p2) = a-jP^+a^P^+o. *+an«,3p2+an„i 

2 ii*-1 n«3 2p2(p ) = a-|P +a3P “J+...+ana2P +an

W dowodzie korzysta się z relacji jaką uzyskał Routh dla 
wielomianów Hurwitza [3l

n- 1  n-3, n-5a-p ~aoP "̂ ąr-P —«»•T+°° -J 3 _____ 5___   _ /.> ,
“ 00 n n-2, n-4 n t6'a0P -a^p ańp

_+ °o ,Symbol I ^  oznacza wskaźnik Cauchy ilorazu dwu wielo
mianów w przedziale (-00, + 0 0 )» Dla przypomnienia przytoczymy 
definicję wskaźnika Cauchy. "Wskaźnikiem Cauchy I R(p) ułamko-
węj funkcji rzeczywistej nazywa się różnicę pomiędzy ilością bie
gunów rzeczywistych zawartych w przedziale (a,b), w których 
funkcja przechodzi od -0 0 do + 00 a ilością biegunów,w któ
rych funkcja przechodzi od + 00 do -0 0 « Badanie przebiegu
funkcji przeprowadza się zmieniając argument p od wartości a 
do wartości b.

Wprowadzając oznaczenia stosowane we wzorze (5 ) do wzoru (6) 
uzyskuje się

+ 00 - P ^ P 2)j -----  . n (7)
-°° ^ ( p 2)

Celem przekształcenia lewej strony równania (7) wykorzystu
je się następujące podstawowe własności wskaźników Cauchy:
1° Zmiana wartości skrajnych przedziału

RU) = -I^ R(x)«
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2° Mnożenie przez funkcję o stałym znaku w przedziale (a,b)

Ib R1(x)R(x) = sign R^Cx) Ib R(x)

jeżeli R^(x) # o, R^(x) # oo , dla każdego x6(a,b)
3° Rozbicie na podprzedziały. Dla a < c c b

Ib R(x) = Ic R(x) + Ib R(x) + va a c * c

gdziei
t? = 0  jeżeli c nie jest biegunem, lub jeżeli funkcja

nie zmienia znaku przy przejściu od c - o do c + o, 
T? = +1 jeżeli c jest biegunem,w którym funkcja zmienia 

wartość od - 0 0  do +00 przy wzroście argumentu,
= —1 w przypadku zmiany wartości funkcji od +00 do -00.

4° Wskaźnik Cauchy’ego funkcji nieparzystej. Jeżeli

R(—x) a* o>R(x) f to 1° R(x) = -1° R(x)a -a

Korzystając z własności 2° i 3° można przekształcić lewą 
stronę równości (.7 ) do formy

2
■L - I+”  - ' 1

- P F, ( - p ‘ ) 0 P?-| (-P 2 ) 00 P ^ t - P 2'1
fl(P‘) ‘ L1“  f,(-P2) '+ v  fl(-p2jj

gdzie t?o = 0, ponieważ zero nie jest biegunem. 
Korzystając z własności 1° uzyskuje się

2n „ , 2\-,
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Ponieważ badana funkcja jest nieparzysta móżna w oparciu o 
4° napisać

— 00

pV - p2)

y - p 2)
+ 1

p y - p .)
— 00 y - P 2)

= - 2 1
pp-j (-p2)

co
y - P2)

Wykorzystując'ponownie własności 2 uzyskuje się

. ^ ( - P 2) 0 F (u)
L « 21° — --- —  = 21° ---

-00 f,C-P2) " W
gdzie u = -p

Ponieważ otrzymane wyrażenie zgodnie z równaniem (7) ma 
wartość n = 2 m, uzyskuje się ostatecznie

Eo łi W  
-00 y u j m 18)

^Cu)
Otrzymana relacja wskazuje, że funkcja £ posiada w

przedziale otwartym (-0 0 , o) m różnych biegunów rzeczywistych. 
Mianownik f<j(u) jest wielomianem stopnia m, wobec tego relacja 
(8) dowodzi słuszności twierdzenia o stabilności równania kon
serwatywnego stowarzyszonego z liniowym równaniem stabilnym, 
ponieważ wszystkie miejsca zerowe u^ wielomianu f-j(u) są ujem
ne, jednokrotne. Miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego 
równania (2) są urojone, jednokrotne zgodnie z relacją:

pk = °* k = 1,2,..., m

W podobny sposób przeprowadza się dowód twierdzenia dla 
przypadku gdy rząd równania wyraża się liczbą nieparzystą 
n=2m+1.



106 Olgierd Paluaińskl

LITERATURA

£l] aille J.G., Węgrzyn S.t Energetyczna teoria stabilności 
H I  KKA Gliwice 1964.

[ 2] Gille J.C., Węgrzyn S.j Sur la stabilité' des equations 
conservatives associées. Bulletin de l’Académie Polonaise 
des Sciences, S.S.T Rr 6 W-wa 1964.

[ 3] Gantmacher F.R.: Teorija ma trie, 491 str. Uzmatgiz Moskwa 
1954.

T4l MLśina A.P.» WysŚaja algebra, 300 str. Fizmatgiz Moskwa 
1962,

[ 5J Palusińsłd. 0. t Rote sur la stabilité' des équations conser
vatives associées, C.R.Acad. Sc Paris, t.260 p.5707 Paryż 
1965.

Rękopis złożono w Redakcji w dniu 3.XE.1965 r.

OB yCrOîftHBOCTH ACCOUKPOBAHHUX KOHGEPBATHBHbCC yPABHEHKK

P e 3 u  m e

B cT aT B e n p ea cT a ajieH o  aJiredp aH n ecK oe aoK asaieJTŁC TBo TeopeMH od y cT o in zB o c T H  
aCCOUHpOBaHHffiC KOHCeBBHTKBHHX ypaBHeHHË, C$OpMyjrapOBaHHOË b [1] h  [ 2] .  B B e j e -  
Ho noHHTHe HHaeKCOB Romx, a  T S K ie  yicaaaH o neKOTopue h x  CBoËCTBa. B x o K a sa T ejJ i.-  
OTBe K c n o jis o B a H o  padoTH P a y c a ,  k o to p h m  dHJio s o K a s a n o , w o  HH&eKC Konm o t h o -  
meHHH xapaKTepHCTKHeoKHX MHoroM-neHOB KOHcepsaTHBHHX ypaBHeHHâ acoouapoBaH H H t 
c  acEMBTOTirqecKa ycToËHHBHM ypaBHeHH eu, paBeH n o p łu m y  ypaBHeHES» D oicasaH o, 
v r o  HyjŒ x a p a x T e p a c T ffq e c K o ro  NtHoro^ureHa KOHuepBaTitBHoro ypaBHSHHH OOTOKpaTHHO 
K MHHiaie. 3t o  c b o ë c t b o  xapaK T epH C T H qecK oro WHoroaJieHa HBjmeTCH HuodxojpiMtai h 
ÎOCTaTO’îHHM yCJ0BH8M yCTOHqKBOCTH KOHCepBaTHBHOrO ypaBHeHHH.
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ABOUT STABILITY OF A CLASS ASSOCIATED DIFFERENTIAL EQUATIONS 

S u m m a r y

This paper presents an algebraic proof of stability theorem 
for conservative differential equations P] and [2]. The no
tion and the fundamental properties of Cauchy's indexes ave ■ 
described. Cn the base of this properties is demonstrated that 
all racines of the characteristic polynomial of conservative 
equation are imaginary numbers.

That is necessary and sufficient condition for stability of 
conservative equation.


