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ZDZISEAW POGODA
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SYNTEZA OPTYMALNYCH FILTROW WIELOWYMIAROWYCH

Streszczenie. W pracy podano definicje macierzy
korelacji i gestosci widmowych dla stacjonarnych
wektordéw stochastycznych oraz podstawowe zalezno-
Sci miedzy nimi w ukdadach liniowych. Zasadniczym
problemem jest sformufowanie warunkéw minimum bde-
du Sredniokwadratowego dla uk#adow wieloparametro-
wych, w wyniku czego, otrzymuje sie uogolnione
réwnanie Wienera-i-Hpfa w postaci macierzowej. W
zakonczeniu podane zostato rozwigzanie uogélnione-
go rownania Wienera-Hopfa w przypadku istnienia
korelacji wzajemnej miedzy sygnatami wejSciowymi .

1. Okreslenia podstawowe. Macierze korelacji 1 gestosci widmo-
wej wektorowego sygnatu stochastycznego

Skonczony zbidr funkcji stochastycznych

(1)

nazywaC¢ bedziemy wektorem stochastycznym D] i bedziemy go za-
pisywa¢ w postaci macierzy kolumnowej

x1(©

X(t) = (2)
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Y/ektor stochastyczny nazywa sie stacjonarny, jezeli wszystkie
jego sktadowe sg funkcjami stacjonarnymi. W dalszym ciagu
rozpatrywane bedg wydgcznie wektory stacjonarne.

Wektory stochastyczne mozna charakteryzowa¢ za pomoca fun-
kcji korelacji wkasnej i wzajemnej jego skdadowych. Porzadku-
jJac wszystkie funkcje korelacji w tablice prostokatng otrzy-
mujemy macierz korelacji wektora stochastycznego, ktéry mozna
przedstawi¢ réwniez w postaci

T

wej X(t), czyli macierz wierszowg. Przy takim sposobie upo-
rzadkowania elementéw macierzy korelacji, na przekatnej gtow-
nej znajduja sie funkcje korelacji wkasnej poszczegélnych
sktadowych wektora stochastycznego, zas pozostate elementy sg
funkcjami korelacji wzajemnej miedzy tymi skdadowymi.

Transponujac wyrazenie (3) 1 zmieniajac zmienne mozna 4at-
wo pokazac, ze

Rx() o R* (-1 ()

Wynik ten jest uogdlnieniem zaleznosci r (T) = r (-T), obo-
wigzujacej dla funkoyj skhlariiyoh.

Y przypadku gdy skdadowe wektora stochastycznego sg funk-
cjami stochastycznymi niezaleznymi statystycznie, to jego ma-
cierz korelacji jest macierza diagonalng.

W podobny sposéb mozna wprowadzi¢ definicje macierzy ko-
relacji wzajemnej dwéch wektoréw stochastycznych X(t) 1 Y(©)
og6lnie o réznych wymiarach.

T

nxm -T nxi Ixm
T ©)
y Y(©) xCt+ridt,
mJtn o omxl  Ixn
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Macierz korelacji wzajemnej jest wiec macierzg prostokatng o
tylu wierszach ile skfadowych posiada pierwszy ze wskaznikow i
tylu kolumnach ile skdadowych posiada drugi ze wskaznikdw.
Transponujac dowolne z réwnan (G) i1 zmieniajac zmienne, znajdu-
jemy, ze

RX YA~ RYX (6)
Xra nxm

Wzoér ten stanowi uogdélnienie znanej zaleznosci dla funkcyj ska-
larnych, dla ktérych r (M =r (7).

W przypadku wektorow stacjonarnych, mozna méwi¢ o ich dbu-
gosci Sredniokwadratowej (modut Sredniokwadratowy)

Poniewaz

wiec X2 = Tr Rx (0) ©) (8)

gdzie symbolem Ir ~(0) oznaczono $lad (trace) macierzy ~(f)
dla r = 0.

Odpowiednio do macierzy korelacji mozna wprowadzi¢ definicje
macierzy gestosci widmowej wektora stochastycznego, jako ich
transformacje Fouriera

2

Oznaczenie X jest umowne i nie ma nic wspélnego z operacjg
mnozenia 1 catkowania macierzy.
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oraz macierze wzajemnej gestosci widmowej

(10)

Wykonujac transformacje Fouriera wyrazenia (@4)» znajdujemy

nia (11) wynika, ze macierz gestosci widmowej jest macierza
Hermite*a [2] (ma-cierza Hermite*a nazywa sie macierz, ktora
jest réowna swojej sprzezonej)»

Podobnie wykonujac transformacje Fouriera wyrazenia (6) O-
trsymujemy

(12)

Zmiana kolejnosci wskaznikéw w macierzy wzajemnej gestosci
widmowej powoduje wiec przejscie do macierzy sprzezonej*

Wprowadzenie pojecia macierzy sprzezonej pozwala na zacho-
wanie pednej analogii do odpowiednich wlkasnosci skalarnej
funkcji gestosci widmowej*

Przedstawiajac drugg z rownosci () do wzoru (8) +atwo wy-
razi¢ modut Ydektora sSredniokwadratowego za pomoog macierzy
gestosci widmowej»

co wynika z faktu, ze na przekatnej gtdéwnej znajdujg sie ge-
stosci widmowe whasne skdadowych wektora, dla ktérych
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2. Zwigzki miedzy macierzami korelacji wektoréw stochastycz-
nych w ukdadach liniowych

Whasnosci dynamiczne liniowego elementu wielowymiarowego (rys.
1) mozna opisa¢ za pomocg macierzy impulsowych funkcji przejs-
cia K(t) [3] - Zwiazki miedzy wektorem wyjsciowym i wejsSciowym
mozna wtedy przedstawi¢ w postaci

KOO  X(t- X)dX (€))
ma 1 -00 mxn nx1
XL
K(®) "z
h- n
Rys. 1.

Podstawiajac ten zwigzek do definicji macierzy korelacji (3),
otrzymujemy

wOOo

/ fm
RAT) =Thim ~~dEtrK(E)X(E-X) dXJ (N(E+T-17KN W) d6

- a
XM mxn  nx1l N nxm

Uwzgledniajac teraz, ze

1
N 2T/ x(t-x) x3(t+T-<e)dt = ~(ir+nd)
-T nx1 nxn
mamy ostatecznie
/© /©
RMCT) = / dXyK(X) ~(TU as)
widd -0

nxm mxn nxm nxm
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W zastosowaniach bywa konieczna znajomos¢ macierzy korela-
cji wzajemnej wektora wyjsciowego z wejsciowym lub odwrotnie*
Podstawiajac do okreslenia () zaleznos¢ (14; otrzymamy

-0
RAY (D f x(O)dtf XT(E&T-A) KT (A)dX
nxm -T nx1 o 1xn nxm

i po zmianie kolejnosci catkowania

RAFr) =J RAT-A) KT (A)dA (16)

nxm nxm nitm

Stosujac teraz wzor (6)- znajdujemy

RA-Ct) =y°K(A) RX (T+A) dA @an
mjin mxn  hkn
*1
Rys, 2

W ogolniejszym przypadku, dla ukdadu pokazanego na rys* 2,
znajdujemy
T
as

m«eW =7 ~ / Y(t) 11(t+T)it
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oraz

v =J k) x(t-A)da

mx1 °mxn nx1

N = gXN )
Ixan e iIKn n™xml

Podstawiajac te wyrazenia do Y/zoru (18), otrzymujemy

Cr) =/ & ,/ K@ RACT+A-*) K Gi)diH a9
M. j mxn nxn" »\xmh
Dla szczegdlnego przypadku, gdy X(t) = Xj(t) oraz Kj (© =6 (v),
otrzymujemy stad yradr (1?)«
3» Zwigzki mi-edzy macierzami geatojsoi widmowe i wektoréw _sto-,

elastycznych w ukdadach liniov/ych

Macierz g-estosci widmowej v/ektora wyjsciowego mozemy obliczyc¢
wykonujac transformacje Fouriera Y/yrazenia TI5) i

Sy (o) 5J detAC\% K(A) RAT+A-f]) KE (@t

Skad po rozdzieleniu zmiennych, znajdujemy

SY ) = KJoo) Sx @) KT (o) (¢0))
mxm mxn nNxn  nxm
gdzie
* 4
KGgom) = /7 K(t) e~3Xt dt (@4))

-00
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macierz zespolonych wspétczynnikéw wzmocnienia elementu linio*
wego

X<jw) = K(p)
POw

natomiast K(p) jest macierzg przejscia tego elementuk, *atwo
stwierdzi¢, ze obliczona w ten sposob macierz gestosci wektora
wyjsciowego jest macierzg Hermite,ai tzn< spedniona jest dla
niej zaleznos¢ (11)o Istotnie

S@) = K = (KSx k*)t » K sj KT = K Sx Kl = sxM
Wykonujac teraz transformacje Fouriera wyrazenia (16) otrzymu-
Jemy n

SXTA =fe’\de KT (A)dA

Stad po rozdzieleniu zmiennych

- XM (22)

nxm nxn nxm

oraz korzystajac z zaleznosci (12)

S~"Cco) = K(joo) SXM (@£))

mxn mxn nxn

Podobnie, transformujgc wyrazenie (19)j> otrzymujemy

» KGoo) S A~ M 4(<0) (241
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4* Macierz. .korelacji. 1 gestosci widmowej gumy,
dwéch wektoréw stochastycznych

Macierz korelacji jest wartoscig Srednig iloczynu skalarnego
wektoréw stochastycznych

RAT) = x(©) ~(t+T) @5)

Dla sumy dwoch wektoréw stochastycznych otrzymujemy stad

= [xX(® + Y@ XT@T) + YT(®D] =

X() XTEHD) + X(©) YT +T) + Y(O) XT (&) + Y(©) YT (D)

ostatecznie

Ry+YM = HMT) + + RAFr) + (26)

Dokonujac nad rownaniem (26) transformacji Fouriera, otrzy-
mujemy wzor pozwalajacy obliczy¢ macierz gestosci widmowej sumy
dwoch wektoréw stochastycznych

SX+y~ " + SXY”™ 4+ SYXn + S8y~ 27)

Wynika stad, ze macierze korelacji i gestosci widmowej wek-
torow stochastycznych dodajag sie tak samo jak funkcje korelacji
i gestosci widmowej w przypadku funkcji skalarnych« W szczegol-
nosci, jezeli sktadowe jednego wektora nie sg skorelowane ze
skdadowymi drugiego wektora, to macierz gestosci widmowej ich
sumy roy/na jest sumie macierzy gestosci widmowych poszczegdlnych
wektorow«

Dla przykdadu obliczymy Y/zajemng gestos¢ widmov/g wektora
wyjsciowego i wejsciowego elementu poddanego dziataniu szumow
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N(t) (rys. 3). Stosujgc zaleznos¢ (24)» napiszemy k#adac
KNjce) = 1

SYX@) = K(Joo) Sx+N x a K(Joo) Sz 0 + K(oo) S.»

Rys, 3

Jezeli wektor x(t) jest nieskorelowany z szumem li(t), to
SHX s 0 i wtedy

SYX@) = K{oo) Sx (@) ©9)

CO oznacza, ze szum H(t) nie v/pkwa na postacC macierzy wzajem-
nej gestosci widmowej .

5. Kryterim btedu predniokwadratowego dla filtréw
wielowymiarowych

Uogbélnione zagadnienie Ffiltracji polega na rozdzieleniu dwoch

wektoréw stochastycznych z jednoczesnym wykonaniem zgdanej ope-
racji H(p) na wektorze uzytecznym. Ukdad modelowy (rys. 4) stu-
zacy do obliczenia btedu bedzie miat takg samg postac¢ jak w te-
orii zwykdych Filtrow jednowymiarowych. Zakdadamy przy tym, ze

wektor uzyteczny x(t) i1 zakdocenie li() nie sg ze sobg skorelo-
wano, tzn. ich macierz korelacji wzajemnej jest macierzg zerowg.

Na podstawie rys. 4 mamy

E(D = FO - Y(O 9
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Modut SredniokwadratoY/ego wektora bdedu mozna obliczy¢ na pod-
stav/ie wyrazenia (13)

E do) @0)
00 5 ©

Rys. 4

Y/arunek minimum modudu Sredniokwadratowego wektora bdedu
otrzymamy przez przyréwnanie do zera wariacji

SE =0 3D

gdzie zmienng wariacyjna jest szukana macierz przejscia filtru
K(t). Poniewaz zmienna catkowania w rownaniu (30) jest nieza-
lezna od zmiennej roézniczkowania przy obliczaniu przyrostu wa-
riacyjnego @l)! wiec operacje te mozna przestawi¢ i warunek
na optymalng macierz przejscia filtru przybiera postac¢

/éSE((D) dec a0 G2)

-00

Fizycznie warunek ten sprowadza sie do znalezienia takiej ma-
cierzy przejscia filtru, aby wszystkie skfadowe Sredniokwadra-
toY/ego v/ektora biedu miaty minimum jednoczesnie.
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Macierz gestosci widmowej wektora btedu jest réwna

SE@) = Sh@ - StK@) - Sm @) + SY(© (3)

W cellu znalezienia zaleznosSci macierzy gestosci widmowej
wektora btedu od macierzy przejscia filtru skorzystamy z zalez»
nosci (24)» (2) i ()

S~Eto) K({Jce) Sx @) HT (o)

SM (<0

H(jco) Sx @) Ajco) »

SY @) = K(oo) ShNico) KT (o)

Sm @3 = I(J) Sx @) HT o) "
gdzie

U = X N ()

oraz

SIIE@) = Sx@) + SH@© (36)

Podstawiajac zaleznosci (34} do réw/nania (33)» otrzymamy
SE=HSA” -HSA” - KS™H1 + KS~ €1))

Obliczajac teraz przyrost wariacyjny wzgledem zmiennym K i K/s
znajdujemy

% = - dKS™+iSydKAdKSYK1 «

36)

= [KSU - Hsld*+dK

a Q1o)XT o) +<IK(Joo)QR2 (o)
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gdzie
QG -KAW) S ¢) -1 W S W

(€))
Q2 (dco) = SU) KT(Jm) - Sx @) HT o)
przy czym jak datwo sprawdzic
QLGN * Q*(Qw) (40)

Podstavdajac wyrazenie (@8) do warunku minimum bdedu Srednio-
kwadratowego (32), otrzymamy

0"
W*[F + F*] dG5= 0 1]
-0

gdzie zgodnie z @0) P = Q..&KT = (<X@)t Slad macierzy podcat-
kowej ma nastepujaca budowe

M m2 fu+5ii]l w2 2 hi aM “e)

i i
gdzie oraz o sq elementami macierzy Q oraz <8K odpo-

ydednio» Warunek minimum bdedu Sredniokwadratowego bedzie wiec
spedniony, gdy beda sie zeroY/aky catki typu

/.7 [V ksi4+V V I da “o0 i43)

Catka (43) ma wartosc¢ zero, jesli funkcja c/™.6k”™ jest a-
nalityczna w dolnej podptaszczysnieO Poniewaz k~"CjoJ jest

transformacjg Fouriera impulsowej funkcji przejscia elementu

realizowalnego fizykalnie, wiec z zwozenia i <§<iJ musi byc¢

analityczna v; dolnej p&tptaszczyznie. Dla spednienia vdec warun-
ku minimum b4edu Sredniokwadratowego (31) potrzeba i wystarcza,
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by wszystkie funkcje W) byty analityczne w dolnej pot-

ptaszczyznie. Na podstawie (38) otrzymujemy stad uogélnione
réwnanie Wienera-Hopfa

Shco) KCjoo) ~ SX @) HT (o) = Qoo) @4)

gdzie macierz Q(joo) jest analityczna w gornej podplaszczyznio
tzn. wszystkie jej elementy posiadaja bieguny wydgcznie w dol-
nej podptaszczyznie.

Uwzgledniajgc, ze zgodnie z (28) Noco) H (o) » SNico) mo-

zemy zapisa¢ rownanie (44) w postaci réwnania catkowego

y "RTXT-x) K~Pjd* - RAfr) =0 dlaT > 0 , @5)
-00

ktore mozna takze wyprowadzi¢ w dziedzinie czasowej £3]-

6. Rozwigzanie uogélnionego rownania Y/ienera-Honfa

Rozwigzanie uogolnionego rownania Wienera-Hopfa (44) mozna
przeprowadzi¢ metodg bilansu biegunéw na ptaszczyznie zmiennej
zespolonej .

Metoda opiera sie na mozliwosci przedstawienia macierzy
Hermite*a Sy(co) w postaci iloczynu dwéch macierzy regularnych

wraz ze swymi wyznacznikami odpowiednio w dolnej i gornej pot-
ptaszczyznie (patrz dodatek)

Sy @ =V~(co) ¥ + (o) @6)

Podstawiajac ten rozkdad do rownania (44) i mnozac je lewo-
stronnie przez [v-(o[] *1, otrzymamy

V+(Jo) KA jw) -[v*gco)]-1 S @ HT (o) =[V' ()] ~1 Qo) (4N
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Bilans biegunéw prowadzi do réwnania

¥*(jco) KTGm) —{[¥'(ico)]~1 Sx (W) HT ooy} = 0, @8}

gdzie wyraz w klamrach oznacza skdadnik odpowiedniej macierzy,
zbudowany z elementdw posiadajgcych bieguny wykacznie w gérnej
potptaszczyZznie* Na podstawie 148) otrzymujemy ostateczny wy-
nik

K"jco) = [vt Jeo)-I{B¥-Jco) =1 Sx W) HT (Joo) |+ @9)

Mozna #atwo pokaza¢, ze minimalny bd#ad Sredniokwadratowy wy-
raza sie wtedy rownaniem

gdzie |a]2 a A* A»

Dodatek

Niech w(co) oznacza najmniejszy wspolny mianownik elementéw ma-
cierzy S"ico), Macierz Sy.(@) mozna zapisa¢ w postaci

gdzie $(0) - jest wielomianowa macierza Hermite*a#

Niech Ir @ 11" QU bedg macierzami przeksztakcen sprowadza-
jJacymi macierz $ (@) do postaci diagonalnej

V(@) = T~-1@ < @) 1@ D)

gdzie v(co) - macierz diagonalna oraz

det t €o) = const an)
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Przeprowadzajac faktoryzacje wielomianu w(co)=w+ (cow (@)

oraz macierzy diagonalnej vw() = W’W) V+(@) mozemy napisac

y . T(co)v°-(co) V*(co)t*(co) )
v, ) w @
Przyjmujac
¥ “ (co)
y+@) - f (O

w €)

stwierdzamy, ze y/szystkie elementy macierzy ¥ “ (@) posiadaja
bieguny tylko w dolnej pétptaszczyznie, reprezentowane przez

wielomian w~@) oraz wyznacznik

detV*™”’@) a1l det V (@ ()
[ ru \n

posiada miejsca zerowe rowniez tylko w dolnej pédptaszczyznie
reprezentowane przez miejsca zerowe macierzy diagonalnej V'(co).

Poniewaz

V~(co) = [v + (co)] (vii)

wiec na mocy ()

V “(co) a [v +(jco)] (viii)

co dov/odzi? ze funkcje (V) spedniaja v/arunki rozkdadu (46).
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SYNTHESIS OP AN OPTIMAL MULTI-DIMENSIONAL FILTERS

Summary

This paper presents the definitions of matrix whose elements
are the correlations and spectral densities, for a statio-
nary stochastic vector, and the foundamental relations bet-
ween then in linear systems.
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The main problem is to formulate the mirinura mean-squa-
red error condition for the multi-dimensional systems.
It leads to general Wiener-Hopf equation in matrix form.
The resolution of this equation, if the crosscorrelation

bevieen input signals exists, is given.



