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METODA OKRESLANIA SKALI CZASU MODELI MATEMATYCZNYCH
UKEADOW LINIOWYCHX)

Streszczenie; Praca poswiecona jest zagadnie-
niom zwigzanym z wyborem skali czasu modeli mate-
matycznych ukdadéw liniowych symulowanych przy po-
Tpcy elektronicznej maszyny analogowej pradu sta-

€g0.

W pierwszej czesci pracy zbadano wpiyw zmiany
skali amplitud i skali czas™ na przebiegi w modelu
symulowanym. W drugiej- czesci pracy w oparciu o
algebraiczne metody lokalizacji wartosci whkasnych
macierzy zaproponowano sposob wyboru skali czasu
w oparciu o znane parametry ukdadu modelowanego.

1. Skalowanie modelu liniowego

1.1. Analiza modelu matematycznego

W dalszym ciggu zajmowa¢ sie bedziemy modelami matematycznymi,
ktére mozna przedstawi¢ przy pomocy jednorodnego ukdadu row-
nan rézniczkowych zwyczajnych o postaci:

X = AX, (@D

gdzie:

X = jest wektorem kolumnowym,

=[x*, x2, ..., xfi] j
A - jest macierzag kwadratowg o elementach statych,
A= K a]
i, j=1

JT
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Do modeli matematycznych typu (1.1) prowadzi analiza wka-
sciwosci dynamicznych uk#adéw o stabych skupionych dla matych
odchylen od punktu pracy. Wiele praktycznych liniowych uk#a-
dow niejednorodnych mozna scharakteryzowa¢ przy pomocy modelu
(1.1) wprowadzajac odpowiednie warunki poczatkowe dla sk#ado-
wych wektora x.

Symulujac uk#ady o statych roztozonych najbardziej uzytecz-
ng metodg roéwnan rézniczkowo-roznicowych dochodzimy réwniez do
modelu matematycznego typu (1.1). Przedstawimy obecnie znang
0og6lng posta¢ rozwigzania ukdadu (1.1).

W tym celu wprowadzimy nowy wektor y okreslony réwnaniem
macierzowym

y =P x, @2)

gdzie:
P - jest macierzg ortogonalng.
Eliminujac wektor x z ukdadu réwnan (1.1) otrzymujemy

y = PAP"1y . .3

Macierz P wybieramy tak by doprowadzi¢ réwnanie (1.5) do
postaci kanonicznej. Jezeli wartosci whasne macierzy A sg

yi = yi() e a4
1 - 1,2, ....,n

gdzie:
- wartosci wkasne macierzy A.

Na podstawie (1.2) otrzymujemy

1.5

1,2, ---, n



Metoda okreslania skali czasu modeli matematycznych, .. 5
gdziei
- elementy macierzy P.

Uwzgledniajac relacje (1.5) mozemy napisac

n Aj t

2 pik xkCo) e (1*6>
Lk=1

X =1,2, .=, ,n

Na podstawie ukdadu réwnan (1.2) mozemy uzalezni¢ "i tg" skika-
dowg wektora x od skfadowych wektora vy

xi = %i AL a-n
1=1

gdzie:

(HI - elementy macierzy p-1

Eliminujac w oparciu o zwigzek (1.6) y~ wystepujace w rowna-
niu (1.7) otrzymujemy ostateczng postaC¢ rozwigzan ukdadu (1.1)

1=1

bil = qil Z PIk Xk(0)
k=1

1,2. Skalowanie amplitud

Aby modelowa¢ ukdad (1.1) przy pomocy maszyny analogowej musi-
my wszystkie skltadowe wektora x ktére nazywa sie zwykle zmien-
nymi rzeczywistymi, zastgpi¢ napieciami - zmiennymi maszynowy-
mi, zgodnie z relacja

Xk = xk a-9
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gdzie:
x” - zmienna rzeczywista,
Z\. - zmienna maszynowa,

a. - wspokczynnik skali amplitud.

Technika wprowadzania wspotczynnikéw skali amplitud polega na
pomnozeniu "i-tego" roéwnania ukdadu (1.1) przez wspotczynnik
a™ oraz podstawieniu wyrazenia

X

v 'k @ 10)

w miejsce "k-tej" skdadowej wektora x.
Wprowadzajac w taki sposob wspodczynniki skali amplitud o-
trzymujemy na podstawie (1.1) uk#ad réwnan maszynowych

n a.
X,. @11
1 k=1 xk

=152 e i

Posta¢ macierzowa ukdadu rownan maszynowych jest nastepujgca:
X = DAD_1x (2.12)

gdzie:
D - jest macierza diagonalng.

Macierz D - wystepujgca w ukdadzie réwnan (1.12) ma nastepuja-
ca budowe

D= (1.13)
Sc.
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Aby uzyska¢ ogdlng posta¢ rozwigzan ukdadu (1.12) wprowadzamy
nowy wektor Y zgodnie z relacja

Y = PD“IX (1.14)

gdzie:
P - jest macierzag ortogonalng identyczng z macierzg wyste-
pujaca w rownaniu (1.2).
Postepujac podobnie jak w przedstawionej Jjuz czesci pracy
uzyskujemy nastepujgaca ogolng pogtac¢ rozwigzan ukdadu (1.12).

(1.15)

1=1
gdzie: n

k=1
Poréwnujgc rownania (1.8) oraz (1.15) stwierdzamy, ze roz-
wigzania ukdtadu réwnan maszynowych roézniag sie od rozwigzan
rzeczywistych wydacznie wielkoscig amplitud. Tak wiec wprowa-
dzenie wspotczynnikow aX wigze sie tylko ze zmiang wielko-
sci amplitud, nie zmienia™natomiast wartosci wkasnych macie-
rzy ukdadu réwnan maszynowych.

1.3. Wprowadzenie skali czasu

Symulowanie modeli matematycznych ukdadéw technicznych na ma-
szynie analogowej wymaga bardzo czesto zmiany skali czasu.
Zmiana skali czasu jest konieczna wtedy gdy procesy w ukdadzie
rzeczywistym charakteryzujg sie statymi czasowymi rzedu minut
lub godzin, a takze w przypadku gdy stale czasowe charaktery-
zujace procesy rzeczywiste sg rzedu milisekund lub mniejsze.

W pierwszym przypadku zmienia sie skale czasu tak by pro-
ces maszynowy przebiegat szybciej niz proces rzeczywisty. Ta-
kie postepowanie jest podyktowane przede wszystkich ograniczo-
ng dokdadnoscig pracy integratoréw. Analiza pracy integratorow
[2] wykazuje bowiem, ze dokdadnos¢ catkowania jest w ogolnosci
tym wieksza im szybsze sa przebiegi.
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W drugim przypadku wybieramy skale czasu tak by proces ma-
szynowy przebiegat wolniej niz proces rzeczywisty. Postepowa-
nie takie wynika z bezwkadnosci przyrzadow pomiarowych, a zwka-
szcza rejestrujacych. Zmiana skali czasu polega na podzieleniu
prawych stron ukdadu réwnan (1.11) przez wspédczynnik skali
czasu

gdzie:
T - czas maszynowy,
t - czas rzeczywisty,

aj. - wspotczynnik skali czasu.

Eéwnania maszynowe po zmianie skali czasu majg postac
(1.16)
lub w formie macierzowej

o= - DAD*“1 X 1.17
at 1.17)

Doprowadzajac (1.17) do postaci kanonicznej przy pomocy
przeksztatcenia

Y = PD_1X (1.18)
otrzymujemy
Y = ~ PAP“1Y (1-19)

at

lub w postaci rozwinietej

(1.20)
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Z rownan (1.20) wynikaja nastepujace zaleznosci

t

Y+ =Yr0) e t (1.21)

W oparciu o zwigzki (1.19) po przeksztatceniach przedstawio-
nych w par. 1.1. otrzymujemy

n - nt
xi=% 2 “‘ue * ci-22)
1=1
Ze wzoru (1.22) wynika, ze wprowadzenie nowej skali czasu
nie wpkywa na wielkosci amplitud, zmienia tylko wartosci whkas-
ne macierzy ukdadu réwnan maszynowych.
Jezeli oznaczymy

*1 = - + J«i

to widocznym staje sie, ze zmiana skali czasu prowadzi do zmia-
ny statych czasowych przebiegéw maszynowych wprost proporcjo-
nalnie, a czestotliwosci odwrotnie proporcjonalnie do wspot-
czynnika al.

2. Wybér skali czasu

2.1. Przestanki wyboru skali czasu

Whasciwosci integratorow skdaniaja nas do przyjecia jak naj-
mniejszej wartosci wspotczynnika skali czasu a&°\,. Wspodczynnik
ten nie moze by¢ dowolnie maty, poniewaz zmniejszanie & wig-
ze sie ze zwiekszeniem predkosci przebiegéow w maszynie 1 zmniej-
szaniem doktadnosci urzadzen rejestrujacych. W tej czesci pracy
zaproponujemy pewng metode okreslania wielkosci wspotczynnika

at*
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Przypusémy dla uproszczenia, ze rejestrator mozna trakto-
wac¢ w przyblizeniu jak element inercyjny pierwszego rzedu o
statej czasowej T, Aby tego rodzaju przyrzad rejestrowat po-
prawnie sygnaly o postaci okreslonej wzorem (1.22) nalezy do-
bra¢ wspétczynnik av. tak aby nierownosci

(2.1)

byty speinione dla kazdej wartosci oraz W . Zbadamy o-
becnie w jaki sposob nie obliczajgc wartosci wkasnych macie-
rzy A - co na ogot jest zadaniem rachunkowo bardzo trudnym -
oszacowaC¢ wartos¢ maksymalng w" = ~max oraz minimalng T =
Tmin* Znad"™® wartos¢ ~max oraz mozna zgodnie z warun-
kami (2.1) wybra¢ wspétczynnik a na podstawie nierdwnosci

(2.2)

Zwykle &. przyjmujemy o rzad wieksze od maksymalnej z dwu
wartosci w nawiasie klamrowym.

2.2. Mozliwosci okreslenia wielkosci mm OFaZ Wpoy

Przy okreslaniu wielkosci Tmin oraz wmg;x. wykorzystamy metody

W dalszym ciagu tego opracowania postugiwac¢ sie bedziemy
nastepujacymi wielkosciami:

- sumg modudow elementdow "i-tego™ wiersza macierzy A

n

=1
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- sumg modutéw "j-tej" kolumny
n
*3_
11 a

- sumg modudéw "i-tej' kolumny oraz "i-tego" wiersza

Si = (T+ + Ei)

Najwiekszg z sum R” oznaczymy symbolem R, bedzie wiec

R = max R" (@)
Podobnie oznaczymy
T =max T. ()
3 d
oraz
S = max S. 2.5
i x

Z nieréwnosci PARKER’a oraz PARNELL’a przedstawionych w
pracy [1] wynika, ze najwieksza co do modufu wartos¢ whkasna
macierzy A spednia warunek

Si? WD 2.6
XmAx’\minXé r -6

Uwzgledniajgc oznaczenia przyjete dla czesci rzeczywistej
i urojonej wartosci X napiszemy

Va1 *'f i@

1 min
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lub

1 VaxH ij'jr +w2 imax > WlmaX (28

Otrzymane nieréwnosci (2.7) oraz (2.8) pozwalaja nastepujgco

oszacowa¢ wartosci max °3Z  in
4 _
ij- < min{] S; "Et} 2.9
min
Wma,)\{cmiirm S; "Rt} (2.10)

Dla bardziej doktadnego oszacowania wielkosci wmaX postuzymy
sie nastepujacym twierdzeniem udowodnionym w pracy [1]s

Najwieksza co do modudu réznica wartosci whkasnych macierzy
kwadratowej A spednia nierdéwnosc¢

mh- 27 hid2-Il M2 e

Symbol spA oznacza slad macierzy A to znaczy

Jezeli wartos¢ wkasna macierzy o elementach rzeczywistych jest
liczba zespolong to istnieje zawsze wartos¢ z nig sprzezona.
Wobec tego na podstawie (2.11) napiszemy

n n

2w A IP Z K/ -H Z “ul (2-'12>

Porg=i i=i
Wygodnie bedzie w dalszym ciggu przyja¢ oznaczenie
n m

Q f lats |2 = aii] 2 (£-13)
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Mozemy zatem napisac

Q 1«

Otrzymane warunki (2.14) oraz (2.10) zapiszemy 4gcznie w posta-
ci

wremim {JS; -iRl; q] (2.15)
A
Podstawimy w wyrazeniu (2.2) w miejsce g _ prawag strone
min

nierownosci (2.9) i w miejsce wyaw prawa strone (2.15) dzie-
ki czemu otrzymamy

At>max il rainjjy S; ~RT;Jj min” S? "Rj; qJ] (2.16)

Uzyskany warunek pozwala oszacowa¢ wielkos¢ wspoédczynnika  a™.

Przy obliczaniu pamieta¢ musimy, ze z podstawienia prawych
stron nierdéwnosci (2.9) oraz (2.15) c¢o warunku (2.2) wynika
Juz pewien °zapas'" wartosci a“.
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METOH BHUKCJEHHH UWKAJIU BPEMEHH JIHHEMHHX CMCTEM

P e 3d me

CTaTfcCH noBameHa  npofineuau CBSsaHHKM na nopdopou Kostixjpii-
pneHTa micaliH BpeMenhh uaTeMaTHvecKHX notent JiHHeftHBDc CHCTem
MoneaHpoBaHHbix npa Hcnojii>30BaHiro eaeKTpoHHoft aHalioroBoii Mamw-
hh. Bo nepBoK vacTK paCom HccaepOBaHO BliHaaaie H3MeHeHHH mica-
an aunaaTys h bpeMeHH Ha nepexopHHe pessHMti MamHHHoii Modern.

Bo BTopoK vacm pabOTbi noai.3yacB aare6paaecKHMH MeTopaMn ao-
KaaH3apHH CO6CTBeHHUX 3HaaeHHU XeMCTBHTeabHHX MaTpap BHBejOHO
weTOfl onpe”eaeHaa tnxajiu BpeMeHa accae”OBaHHOIS Modern. MeTop
no3BaaaeT onpe”eaaTt Koaix"apaeHT maaati BpeMeaa 3Haa tojibho no-

CToaHHKte uoaeaapoBaHHOIi cacTeiiH.

THE METOD OF CALCULATION THE TIME SCALE COEFFICIENT
OF LINEAR SYSTEMS

Summary

In this paper a problems of linear systems simulation using an
electronic analogue computers is considered. Time scale coeffi-
cient is a most important problem. The first part of the pa-
per is devoted to the problem of analysis the machine solutions
obtained by ampliltnd and time scale change of primary system
equations. The algebraic method of calculation the time scale
coefficient using only known parameters of the system iIs pre-
sented in thesecond part of the paper.



