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Streszczenie; Praca poświęcona jest zagadnie­
niom związanym z wyborem skali czasu modeli mate­
matycznych układów liniowych symulowanych przy po­
mocy elektronicznej maszyny analogowej prądu sta­
łego.

W pierwszej części pracy zbadano wpływ zmiany 
skali amplitud i skali czaŝ i na przebiegi w modelu 
symulowanym. W drugiej- części pracy w oparciu o 
algebraiczne metody lokalizacji wartości własnych 
macierzy zaproponowano sposób wyboru skali czasu 
w oparciu o znane parametry układu modelowanego.

1. Skalowanie modelu liniowego

1.1. Analiza modelu matematycznego
W dalszym ciągu zajmować się będziemy modelami matematycznymi, 
które można przedstawić przy pomocy jednorodnego układu rów­
nań różniczkowych zwyczajnych o postaci:

x = A x , (1.1)
gdzie:

x = jest wektorem kolumnowym,
= [ x^ , x2 , ..., xffi ] j

A - jest macierzą kwadratową o elementach stałych,

A = K a ]
i, j=1

JTPraca nagrodzona na konkursie Gliwickiego Oddziału Polskie­
go Towarzystwa Elektrotechniki Teoretycznej i Stosowanej w 
roku 1966.
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Do modeli matematycznych typu (1.1) prowadzi analiza wła­
ściwości dynamicznych układów o stałych skupionych dla małych 
odchyleń od punktu pracy. Wiele praktycznych liniowych ukła­
dów niejednorodnych można scharakteryzować przy pomocy modelu 
(1.1) wprowadzając odpowiednie warunki początkowe dla składo­
wych wektora x.

Symulując układy o stałych rozłożonych najbardziej użytecz­
ną metodą równań różniczkowo-różnicowych dochodzimy również do 
modelu matematycznego typu (1.1). Przedstawimy obecnie znaną 
ogólną postać rozwiązania układu (1.1).

W tym celu wprowadzimy nowy wektor y określony równaniem 
macierzowym

P - jest macierzą ortogonalną.
Eliminując wektor x z układu równań (1.1) otrzymujemy

Macierz P wybieramy tak by doprowadzić równanie (1.5) do 
postaci kanonicznej. Jeżeli wartości własne macierzy A są

y =' P x , (1.2)
gdzie:

y = PAP"1 y . (1.3)

yi = yi(o) e (1.4)
i — 1,2, ... ,n

gdzie:
- wartości własne macierzy A. 

Na podstawie (1.2) otrzymujemy

n
(1.5)

k=1 i = 1,2, ..., n
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gdziei
- elementy macierzy P.

Uwzględniając relację (1.5) możemy napisać

n Aj_t
2  pik xkCo) e (1*6>

Lk=1
x = 1,2, . •, , n

Na podstawie układu równań (1.2) możemy uzależnić "i tą" skła­
dową wektora x od składowych wektora y

xi = 2  % i  ^1
1=1

(1.7)

gdzie:
- 1(łil - elementy macierzy P

Eliminując w oparciu o związek (1.6) y-̂  występujące w równa­
niu (1.7) otrzymujemy ostateczną postać rozwiązań układu (1.1)

t 
e

1=1
gdzie: n

bil = qil Z  Plk Xk(o) 
k=1

1,2. Skalowanie amplitud
Aby modelować układ (1.1) przy pomocy maszyny analogowej musi­
my wszystkie składowe wektora x które nazywa się zwykle zmien­
nymi rzeczywistymi, zastąpić napięciami - zmiennymi maszynowy­
mi, zgodnie z relacją

Xk = xk (1.9)
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gdzie:
x ^ - zmienna rzeczywista,
Ẑ . - zmienna maszynowa,
â. - współczynnik skali amplitud.

Technika wprowadzania współczynników skali amplitud polega na 
pomnożeniu "i-tego" równania układu (1.1) przez współczynnik 
a^ oraz podstawieniu wyrażenia

  — XV k (1.10)

w miejsce "k-tej" składowej wektora x.
Wprowadzając w taki sposób współczynniki skali amplitud o- 

trzymujemy na podstawie (1.1) układ równań maszynowych
n a.

1 k=1 xk
X,. (1.11)

i—"I j 2 j«• • jii
Postać macierzowa układu równań maszynowych jest następująca:

X = DAD_1x (1 . 12)

gdzie:
D - jest macierzą diagonalną.

Macierz D - występująca w układzie równań (1.12) ma następują­
cą budowę

‘Sc.

D = (1.13)
Sc.
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Aby uzyskać ogólną postać rozwiązań układu (1.12) wprowadzamy 
nowy wektor Y zgodnie z relacją

P - jest macierzą ortogonalną identyczną z macierzą wystę-

Postępując podobnie jak w przedstawionej już części pracy 
uzyskujemy następującą ogólną poątać rozwiązań układu (1.12).

Porównując równania (1.8) oraz (1.15) stwierdzamy, że roz­
wiązania układu równań maszynowych różnią się od rozwiązań 
rzeczywistych wyłącznie wielkością amplitud. Tak więc wprowa­
dzenie współczynników aJC wiąże się tylko ze zmianą wielko­
ści amplitud, nie zmienia^natomiast wartości własnych macie­
rzy układu równań maszynowych.

1.3. Wprowadzenie skali czasu
Symulowanie modeli matematycznych układów technicznych na ma­
szynie analogowej wymaga bardzo często zmiany skali czasu. 
Zmiana skali czasu jest konieczna wtedy gdy procesy w układzie 
rzeczywistym charakteryzują się stałymi czasowymi rzędu minut 
lub godzin, a także w przypadku gdy stałe czasowe charaktery­
zujące procesy rzeczywiste są rzędu milisekund lub mniejsze.

W pierwszym przypadku zmienia się skalę czasu tak by pro­
ces maszynowy przebiegał szybciej niż proces rzeczywisty. Ta­
kie postępowanie jest podyktowane przede wszystkich ograniczo­
ną dokładnością pracy integratorów. Analiza pracy integratorów 
[2] wykazuje bowiem, że dokładność całkowania jest w ogólności 
tym większa im szybsze są przebiegi.

Y = PD“1X (1.14)

gdzie:

pującą w równaniu (1.2).

i (1.15)
1=1

gdzie: n

k=1
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W drugim przypadku wybieramy skalę czasu tak by proces ma­
szynowy przebiegał wolniej niż proces rzeczywisty. Postępowa­
nie takie wynika z bezwładności przyrządów pomiarowych, a zwła­
szcza rejestrujących. Zmiana skali czasu polega na podzieleniu 
prawych stron układu równań (1.11) przez współczynnik skali 
czasu

gdzie:
T - czas maszynowy,
t - czas rzeczywisty,
a_j. - współczynnik skali czasu.

Eównania maszynowe po zmianie skali czasu mają postać

Doprowadzając (1.17) do postaci kanonicznej przy pomocy 
przekształcenia

(1 .16)

lub w formie macierzowej

i  = —  DAD“1 X
at (1.17)

Y = PD_1X (1.18)

otrzymujemy

Y = ~  PAP“1Y
at (1.19)

lub w postaci rozwiniętej

(1 . 20)
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Z równań (1.20) wynikają następujące zależności

_ _  t

Y± = Y^o) e t (1.21)

W oparciu o związki (1.19) po przekształceniach przedstawio­
nych w par. 1.1. otrzymujemy

n — ■ t
xi = %  2  ‘u e ‘ ci-22)

1=1
Ze wzoru (1.22) wynika, że wprowadzenie nowej skali czasu 

nie wpływa na wielkości amplitud, zmienia tylko wartości włas­
ne macierzy układu równań maszynowych.

Jeżeli oznaczymy

*1 = - + j«i

to widocznym staje się, że zmiana skali czasu prowadzi do zmia­
ny stałych czasowych przebiegów maszynowych wprost proporcjo­
nalnie, a częstotliwości odwrotnie proporcjonalnie do współ­
czynnika a_|_.

2. Wybór skali czasu

2.1. Przesłanki wyboru skali czasu
Właściwości integratorów skłaniają nas do przyjęcia jak naj­
mniejszej wartości współczynnika skali czasu â ,. Współczynnik 
ten nie może być dowolnie mały, ponieważ zmniejszanie â_ wią­
że się ze zwiększeniem prędkości przebiegów w maszynie i zmniej­
szaniem dokładności urządzeń rejestrujących. W tej części pracy 
zaproponujemy pewną metodę określania wielkości współczynnika
at*
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Przypuśćmy dla uproszczenia, że rejestrator można trakto­
wać w przybliżeniu jak element inercyjny pierwszego rzędu o 
stałej czasowej T, Aby tego rodzaju przyrząd rejestrował po­
prawnie sygnały o postaci określonej wzorem (1.22) należy do­
brać współczynnik â. tak aby nierówności

były spełnione dla każdej wartości oraz Wj_. Zbadamy o-
becnie w jaki sposób nie obliczając wartości własnych macie­
rzy A - co na ogół jest zadaniem rachunkowo bardzo trudnym - 
oszacować wartość maksymalną w-̂ = ̂ m a x oraz minimalną T-̂ = 
Tmin* Znaó^° wartość ^ m a x oraz można zgodnie z warun­
kami (2.1) wybrać współczynnik a^ na podstawie nierówności

Zwykle â. przyjmujemy o rząd większe od maksymalnej z dwu 
wartości w nawiasie klamrowym.

2.2. Możliwości określenia wielkości oraz w„ „_________________________________m m ______ max
Przy określaniu wielkości Tmin oraz wmg;x. wykorzystamy metody

W dalszym ciągu tego opracowania posługiwać się będziemy 
następującymi wielkościami:

- sumą modułów elementów "i-tego" wiersza macierzy A

( 2 . 1 )
1
T

(2 . 2)

n

k=1
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- sumą modułów "j-tej" kolumny

n

k=1 1 01
- sumą modułów "i-tej" kolumny oraz "i-tego" wiersza

JUL

*3 - z

Si = (T± + Ei)

Największą z sum R^ oznaczymy symbolem R, będzie więc

Podobnie oznaczymy

R = max R^ (2.J)

T = max T. (2.4-)
3 d

oraz

S = max S. (2.5)
i x

Z nierówności PARKER’a oraz PARNELL’a przedstawionych w 
pracy [1] wynika, że największa co do modułu wartość własna 
macierzy A spełnia warunek

X I  <2max ^ min ̂
i? iJrtJ4 S; -\fETl (2.6)

Uwzględniając oznaczenia przyjęte dla części rzeczywistej 
i urojonej wartości napiszemyincLX.

|̂ axl=-JJ * "i imln(2‘7>
1 min
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lub

i V a x H i i r  + w 2 im > W1 (2‘8)' ' jij max max

Otrzymane nierówności (2.7) oraz (2.8) pozwalają następująco
oszacować wartości orazmax min

-iij- < min 
min

{| S; ^Et} (2.9)

in S; ^Rt} (2.10)wm„vcmin max

Dla bardziej dokładnego oszacowania wielkości wmaX posłużymy 
się następującym twierdzeniem udowodnionym w pracy [1]s

Największa co do modułu różnica wartości własnych macierzy 
kwadratowej A spełnia nierówność

■g |Ai - 2 Z hidl2 - I M 2 <*•+•>
I i.j=1

Symbol spA oznacza ślad macierzy A to znaczy

n
spA = 2  aii • 

i=1
Jeżeli wartość własna macierzy o elementach rzeczywistych jest 
liczbą zespoloną to istnieje zawsze wartość z nią sprzężona. 
Wobec tego na podstawie (2.11) napiszemy

n n
2 ”w ^ l p  Z  K / - H Z  “u l  (2 -' l2>

! i,j=i i=i
Wygodnie będzie w dalszym ciągu przyjąć oznaczenie

n n̂

Q f  |a±s |2 ■ a i i| 2  ( £ - l 3 )
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Możemy zatem napisać

(2.1«
Otrzymane warunki (2.14) oraz (2.10) zapiszemy łącznie w posta­
ci

w ^ c m i m  {j S; -ifRT; q | (2.15)
A

Podstawimy w wyrażeniu (2.2) w miejsce sr prawą stronę
min

nierówności (2.9) i w miejsce w„ov prawą stronę (2.15) dzię-lUci A.
ki czemu otrzymamy

(2.16)

Uzyskany warunek pozwala oszacować wielkość współczynnika â .
Przy obliczaniu pamiętać musimy, że z podstawienia prawych 

stron nierówności (2.9) oraz (2.15) ćo warunku (2.2) wynika 
już pewien °zapas" wartości â .
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MET OH BHUKCJJEHHH UJKAJIU BPEMEHH JIHHEMHHX CMCTEM 

P e 3 d  m e

CTaTfcCH noBameHa npofineuau CBSsaHHKM na nopdopou Kostixjpii-
pneH Ta micaJiH BpeM ehh uaTeMaTHvecKHX n o t e n t  JiHHeftHBDc CHCTem 

MoneaHpoBaHHbix n p a  Hcnojii>30BaHiro eaeKTpoHHoft aH aJioroB oii Mamw- 

hho  Bo nepBoK v acT K  p a C o m  HccaepOBaHO BJiHaaaie H3MeHeHHH m ica- 

a n  a u n a a T y s  h b peMeHH Ha nepexopH H e pessHMti MamHHHoii M o d ern .

Bo BTopoK v a c m  paôOTbi noai.3yacB aareôpaaecKHMH MeTopaMn a o -
KaaH3apHH C06 CTBeHHUX 3HaaeHHÜ XeMCTBHTeabHHX MaTpap BHBejOHO
weTOfl o n p e^eaeH aa tnxajiu BpeMeHa accae^OBaHHOiS Modern. MeTop 

n o 3B aaaeT  o n p e ^ e a a T t  Koaix^apaeHT maaati BpeMeaa 3Haa tojibho n o -  

CToaHHKte uoaeaapoBaHHOii cacTeiiH .

THE METOD OF CALCULATION THE TIME SCALE COEFFICIENT 
OF LINEAR SYSTEMS

S u m m a r y

In this paper a problems of linear systems simulation using an 
electronic analogue computers is considered. Time scale coeffi­
cient is a most important problem. The first part of the pa­
per is devoted to the problem of analysis the machine solutions 
obtained by ampliltnd and time scale change of primary system 
equations. The algebraic method of calculation the time scale 
coefficient using only known parameters of the system is pre­
sented in thesecond part of the paper.


