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Streszczenie. W pracy przedstawiono analizę 
okładów mostkowych prądu zmiennego z elementami liniowymi i nieliniowymi, które pozwalają na niezależny odczyt składowej rzeczywistej i urojonej 
mierzonej impedancji. Określono warunki konieczne 
dla realizacji niezależnego odczytu obu szukanych składowych impedancji w przypadku liniowych i nieliniowych indukcyjności i pojemności w mostku. 
Omówiono metody rozwiązywania równań nieliniowych 
dla określenia warunków równowagi w mostkach z elementami nieliniowymi. Wyniki rozważań zesta
wiono w tablicach.

1. Wstęp
Jeśli za temat naszych rozważań obierzemy klasyczny układ mostka 
Wheatstone’a prądu zmiennego, złożony z czterech impedancji, 
to pod niezależnym odczytem będziemy rozumieć takie warunki 
pomiaru, w których dwa elementy zmienne, równoważące mostek 
będą wpływać niezależnie na dwa warunki równowagi mostka. U- 
trzymanie tej zasady pomiaru pozwala skalować te elementy zmien
ne wprost w wielkościach składowej rzeczywistej i urojonej mie
rzonej impedancji. Można zauważyć z góry, że będzie to możliwe 
tylko wtedy, gdy elementami równoważącymi będą: rezystancja i 
reaktancja lub konduktancja i susceptancja. W przypadkach gdy 
ze względów technicznych nie można stosować zmiennej reaktan— 
cji lub spsceptancji, mostek może być zrównoważony dwiema re
zystancjami: odczyt niezależny jest jednak wtedy zasadniczo 
niemożliwy. W takim przypadku w sposób niezależny można odczy
tać tylko albo składową rezystancję albo reaktancję oraz wiel
kość utworzoną z ich stosunku np. dobroć Q lub tangens kąta
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stratności - tgó [i, 2, j] . Przypadkami tymi, stanowiącymi 
niezależne zagadnienie pomiarowe, w niniejszych rozważaniach 
nie będzie się zajmować.

Jest natomiast rzeczą interesującą zbadanie i zapoznanie 
się oraz porównanie z punktu widzenia niezależnego odczytu, 
zachowania się mostków liniowych i mostków, w których w ramie
niu zawierającym mierzoną impedancję zastąpiono reaktancję li
niową przez nieliniową np. w postaci nieliniowej indukcyjności 
lub pojemności. Porównanie to można przeprowadzić na przykład 
w oparciu o klasyczną klasyfikację mostków typu Wheatstone'a 
podaną przez Fergusona.

Zagadnienie niezależnego odczytu w mostkach z elementami 
nieliniowymi nabiera coraz większego znaczenia w związku z 
coraz szerszym stosowaniem układów zawierających takie mostki 
w elektronice, automatyce, pomiarach wielkości nielektrycznych 
metodami elektrycznymi i badaniach nieniszczących.

2. Warunki niezależnego odczytu w mostku liniowym
Najbardziej ogólnie można przedstawić mostek prądu zmiennego 
z elementami liniowymi jak na rys. 1 .

Dla ułatwienia dalszej ana-
n lizy i rozważać wprowadzimy pew

ne oznaczenia i pojęcia dodatko
we. Gałąź "a-c-b" zawierającą 
impedancje i będziemy na
zywać gałęzią nieparzystą; ga
łąź "a-d-bM zawierającą impedan
cje £2 i "będziemy nazywać
gałęzią parzystą mostka. Prądy 
i napięcia oraz kąty fazowe od
niesione do gałęzi nieparzystej 
będziemy oznaczać - jedną kre
ską, odniesione do gałęzi parzy
stej dwiema kreskami u góry sym-

Bys. 1. Mostek prądu zmienne- bolu. Zakładamy, że mostek jest 
go (W - "¡aojźnik równowagi zasilany napięclem ozysto sinu
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soidalnym (początkowy kąt fazowy równy zero), z źródła o opor
ności wewnętrznej do pominięcia, a wskaźnik równowagi mostka 
ma impedancję wejściową nieskończenie wielką.

Przyjmijmy teraz, że impedancją mierzoną jest Z^, przy 
czym na ogół interesować nas będą obie jej składowe: rezystan
cja E^ i reaktancja X^. Znajdźmy stosunek napięć na ramio
nach: "b-c" i "b-dn:

A  A  A  A A  A  A+ Z, + Z5ęz&
0 = ^ — 5. = - A 5— (1 )

Z4 Z1Zą + Z3Zą
A  A

Z2 + Z4
gdzie:

^ - stosunek modułów |U^c j i ,
9 - kąt falowy między tymi napięciami.

Z równania (1) otrzymamy

^2^3 + Z3Z4
1 Z4

ff warunkach równowagi potencjały punktów "c” i "d” są sobie 
równe, ponieważ Wtedy <fr = 1, © = 0 i jednocześnie

Z 2i z 2
= -r-^ względnie Z^ = -g- 2  oraz 'P^ ^ -^.(3)

zą ^
Jest to znane podstawowe równanie dla mostka zrównoważnego, 
które można przedstawić również w postaci

(2)



120 Stanisław Malzacber
Zbadajmy teraz jakie warunki muszą być spełnione, aby za

istniała możliwość niezależnego odczytu w mostku z elementami 
liniowymi. Jak wynika z wyrażenia (3) lub (4) zarówno impedan- 
cja porównawcza jak i impedancje stosunkowe mogą być wybrane 
rozmaicie. Rozróżnić możemy trzy przypadki [4] i

2* Z, j(f ,-•*/,)
1 ) Z1 = R1+j3C1 = (R2+jX2) - T -  = CE2+jX2) -^-.e ^ 4 (5)

Ź Z j (f — )
2) Ź1 = R1+jX1 = (R3+jX3) = (R3+jX3) -2-; e 2 4 (6)

A

3) i, = = 5 ^ “ (V 3V  ■ (V 3 V  Y =

= CG4-jB4) . Z2Z3.e ^ * . (7)

Rozpatrzmy bardziej szczegółowo przypadek pierwszy. W tym 
celu zastąpimy w wyrażeniu (5) stosunek przez liczbę ze-bspoloną: 4

^3 ^3+^ 3  /_ 2_ = - 2--Ż_ = rt+d£. (8)
zą

Wówczas

przy czym

Zyj = R1+jX1 = (R2+jX2)(cC+ jf?,) = A + jB (9)

A =  oCR2 - £ X 2 (10)

B = cCXg + (J> Rg . (11)

Z (10) i (11) wynika, że obydwa parametry zmienne impedancji 
porównawczej wpływają równocześnie na składową czynną (A) i



bierną (B) impedancji Z^, co uniemożliwia dokonanie niezależ
nego odczytu. Można jednakże elementy składowe mostka dobrać 
tak, aby oc lub fi stały się równe zeru: wtedy niezależny odczyt
stanie się możliwy. A A

Z3Dla fi = 0 otrzymamy —p — = oC , dla cC = 0, odpowiednio - p -■■ =
Z4 zą

= j£> . Innymi słowy, dla niezależnego odczytu iloraz impedan
cji stosunkowych musi mieć charakter czysto rzeczywisty 
(^3 “ ^ 4  = °) lub czysto urojony (f^ - f 4 = -  , a nie
zespolony.

Znalezione dla naszego przypadku z wyrażenia (8) wartości 
CC i (Ł wynoszą :
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^3®4 + ^ 3^4 CC = (12)Rj + X2

£ = ~i2Ź 2 ~ ^  • (13)
R4 + *4

Warunek |*> = 0 będzie spełniony gdy ^4^3 ~ ^5^-4 = ® czyli 
®4^3 = R ^ 4 > stąd:

R4
lub

R3 R4
p  = T y  • <1 5 )

Z wyrażeń (12) i (14) wynika, że

'4 4 R4 + X;
natomiast z wyrażenia (1 5 )?

ctg = ctg -f4 , czyli = f4 i -«i>4 = 0 . (1 7 )
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Zatem równość p> = 0 będzie spełniona wtedy, gdy jako i Z^ 
zastosujemy elementy dające taki sam kąt przesunięcia fazowego 
np. dwie czyste rezystancje, dwie czyste indukcyjności, dwie 
czyste pojemności. Ponieważ uzyskanie indukcyjności o pomijal- 
nej wartości rezystancji własnej i pojemności własnej jest 
trudne - układ z indukcyjnościami stosunkowymi ma małe znacze
nie praktyczne.

W oparciu o (5) i (8) oraz przy założeniu. £ = 0, warunek 
równowagi mostka, przyjmie wygląd:

Z1 = R^+jl^ = (Rg+jlî )**
skąd

R1 =oCR2 = R2 t £ -  lub R1 = R2

R X
lut x 1 = x2 T f - -

Warunki te spełnia grupa I-a mostków zestawiona w tablicy I.Gru
pę tę możemy określić mianem mostków o stałej różnicy fąz^-^a 
= 0.

Przejdźmy z kolei do warunku <* = 0, który będzie spełniony, 
zgodni© z wyrażeniem (1 2 ) gdy R3R4 + = 0, czyli s
= ; skąd

R3 X,

lub

3 "4
Z wyrażeń C13) i (20) wynika, że:

v “~m = - (20)■*■4. "ą.

R*- g  l£- • (2 1)
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natomiast z wyrażenia (21)s

ctg = - tg lub tg = - ctg *f>4 = tg(>f4 ± 90°) 

czyli
* 3  - 1  -f- • x (23)

Równość ci = 0 będzie spełniona wtedy, gdy jako Z- i iz4 za
stosujemy elementy dające przesunięcia fazowe różniące się o 
~ 90°, czyli np. czystą rezystancję i czystą indukcyjność (tak
że czystą indukcyjność i czystą rezystancję) lub czystą rezy
stancję i czystą pojemność (także czystą pojemność i czystą 
rezystancję). Podobnie jak w poprzednim przypadku układy z czy
stymi indukcyjnościami mają ograniczone znaczenie praktyczne.

W oparciu o (5) i (8) oraz przy założeniu ci -  0 warunek 
równowagi mostka przedstawi się teraz w sposób następujący;

= R1+jX1 = j&(R2+jX2) = - f!>X2+jf!>R2
skąd

E3
% (24)

>itf- = E2
*5 
<  • (25)

Warunki te spełniają grupy I-b i I-c mostków zestawionych w 
tablicy I, które można określić jako mostki o 3tałej różnicy 
faz

3 “f" 1  * 3  ~ f4 = “ ~ 2 ~ ‘

W obu tych grupach składowa rezystancja w mierzonej impedancji 
jest określana przez reaktancję impedancji porównawczej i od
wrotnie - składowa reaktancja w impedancji mierzonej jest o- 
kreślana przez rezystancję w impedancji porównawczej. Zauważmy,
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że przy zastosowaniu jako i 2 ^ pojedynczych, najprost
szych elementów, dla spełnienia warunku (2 3) zachodzić muszą 
równocześnie związki*

R = X. = 0 (26)
3 4lub
R4 = X3 = 0 . (27)

Ponieważ dla mostka w momencie równowagi mamy* - fg 
to wynika stąd, że dla R^ = X^=0 (l7̂  = i ~2~~» ^4 = róż
nica -  2̂ =  ~ ~2~ i óLla zachowania jednakowego znaku •fy 
i 'Fj, impedancje 2^ i “uszą mieć ten sam charakter. Po
dobnie dla R^ = X^ = 0(f3 = 0, f4 = i -̂ - ) różnica =
_ ± -K .. j_ zachowania jednakowego znaku *P2 i ^4 , z kolei 
impedancje Zg i Z^ winne mieć ten sam charakter.

Zatrzymajmy się teraz na przypadku drugim, reprezentowanym 
przez wyrażenie (6). Gdybyśmy postąpili podobnie jak poprzed
nio, to otrzymalibyśmy trzy nowe grupy mostków, różniące się 
od trzech pierwszych tylko tym, że zamieniono w nich impedan
cje porównawcze na ^3, co jest jednoznaczne z zamianą
miejscami ramion "a-d" i "b-c" mostka. Grupami tymi nie bę
dziemy się zajmować szczegółowo ponieważ dla mostków liniowych 
dają one podobne warunki równowagi jak w przypadku grup: I-a,
I-b i I-c, zaś w mostkach z reaktancjami nieliniowymi w ramie
niu "a-c”, stosowanie ich nie jest celowe ponieważ zmiany war
tości elementów równoważących (Z^) powodują równoczesną zmianę 
napięcia i prądu w elemencie nieliniowym, nie ma więc jednoznacz
nie określonych w arunków pomiarowych dla tego elementu.

Rozpatrzmy wreszcie ostatnią grupę mostków, reprezentowaną 
wyrażeniem (7). W tym celu rozważmy wpierw zależność dla impe- 
dancji stosunkowych:
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z którego znajdujemy

a - ~ ̂
G3 + B3

(29)

G3 + B3
Warunek fi = 0 będzie spełniony gdy E2®3 + ^3^2 = czyli
RgBj = - G^Xg, .skąd

3 3
lub

G,

R~ X0
3 r  = - - i r  <5D

T T "  = -  "B 5“  ' (32 )2 * 3

Z wyrażenia (29) i (31) wynika, że

Rq X0 R0G-r — XoB-r
« = -g2- = - -b2- - - N ------r 1  (55)3 3 s| + b |

natomiast z wyrażenia (3 2)i

ctg = - ctgfj czyli *f2 = ~ ̂ 3 1 ^ 2 + * 3̂ = °* ^4)

Wynika stąd, że równość (?> =t 0 będzie spełniona wtedy, gdy ja-A Ako Z^ i Zj zastosujemy albo dwie czyste rezystancje (r2 =
= ̂ 3 = 0) albo czystą indukcyjność i czystą pojemność (^g——*̂3 ) • 

W oparciu o (7) i (28) oraz przy założeniu & = 0, warunek 
równowagi będzie mieć postać:

Z^ = R^ + jX1 = cC(G^ - jB^)
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skąd

= <*G4 = g4 = - Gą 4 r '  (55)3 3

x 1 = -dB4 = - B4 ^  = S4 4 ~  • <36)
3 3

Warunkom tym odpowiada grupa II mostków, zestawionych w tabli
cy II, które można określić jako mostki o stałej sumie faz
f2 + = 0.

Rozpatrując z kolei przypadek cC = 0 , otrzymujemy z wyraże
nia (29):

R2G^ - = o czyli E2G3 = X2B3

skąd

lub

O
J X 2

B3 ' G3

r2 B3
X 2 ~ G3 *

(37)

(38)

Z wyrażenia (30) i (37) wynika, że:

R0 X5 R—B-r + G-rX0
6 = -E2- = ~ ł ~  =  1 -2- > <35)3 3 G| * B|

natomiast z wyrażenia (38):

ctgf2 = tg *P5 lub tg f 5 = tg(t ^O0- ^

czyli

f 2 + * 3  = 1  T  • (40)
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Równość <* = 0 "będzie spełniona wówczas, gdy jako Źp i 
zastosujemy czystą rezystancję z czystą indukcyjnością lub 
czystą pojemnością.
Warunek równowagi w oparciu o (7) i (28) oraz przy założeniu 
cC = 0 przyjmie wygląd:

= R̂ +jî j = j|Ł(G^-jB^) = (5>B̂  + j(ŁĜ

skąd
Rp X2

~ Bą b, = B4 G,3 3
Rg Xp

x1 = &g4 = G4 -g-p = Ĝ  t-g—
3 3

Warunkom tym odpowiadają grupy Il-b i II-c mostków zestawio
nych w tablicy II, które można określić jako mostki o stałej 
sumie faz ^2 + ^3 = T" 1 ^2 + ̂ 3 ~ ~  ’

3. Warunki niezależnego odczytu w mostku z jedną reaktancją 
nieliniowa. Wyznaczanie wartości elementów równoważących 
mostek

Zastąpmy teraz reaktancję liniową w ramieniu "a-c" mostka przez 
pewną reaktancję nieliniową np. indukcyjnościową lub pojemno
ściową, przyjmując jednocześnie, że dla mostka pozostają w dal
szym ciągu ważne założenia uczynione na wstępie rozdziału dru
giego. Schemat mostka przedstawi się wówczas jak na rys. 2a.

Ponieważ celem naszych rozważań jest wskazanie na możliwość 
odczytu niezależnego w mostku z jednym elementem nieliniowym 
jak również wskazanie sposobu rachunkowego wyznaczania wartości 
elementów równoważących mostek nieliniowy, warto wspomnieć na 
czym będzie polegać w swej istocie fizykalnej proces równoważe
nia i niezależnego odczytu w takim mostku. Pozwoli to jednocześ
nie, w dalszym ciągu na wskazanie na ewentualne zalety wyznacza
nia wartości wspomnianych elementów na drodze rachunkowej, a nie 
np. graficznej lub doświadczalnej.

(41)

(42)
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W wyniku wprowadzenia w gałąź nieparzystą mostka elementu 
nieliniowego, zostaną w niej generowane również wyższe harmo
niczne prądu. Suma tych prądów harmonicznych daje na poszcze
gólnych elementach tej gałęzi odpowiednie spadki napięć, sta
nowiące również pewną sumę harmonicznych. Ponieważ dla zrówno
ważenia składowych wyższych harmonicznych napięcia w gałęzi 
nieparzystej - "brak odpowiednich składowych w gałęzi parzystej 
- mostek da się zrównoważyć tylko dla częstotliwości podsta
wowej. Wskaźnikiem równowagi musi być oczywiście w takim przy
padku odpowiedni wskaźnik selektywny.

Rys. 2« Mostek prądu zmiennego z jednym elementem nieliniowym
a) układ rzeczywisty, b) układ zastępczy mostka w warunkach równowagi dla częstotliwości podstawowej (WS-selektywny wskaźnik równowagi mostka)

Jak wynika z powyższych rozważań sytuacja jest zbliżona do 
przypadku zachodzącego przy równoważeniu mostka liniowego, z
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tym że w przypadku mostka nieliniowego element nieliniowy mo
że być w warunkach równowagi zastąpiony pewnym zastępczym, 
biernym elementem liniowym, dla którego w obecności pierwszej 
harmonicznej prądu w gałęzi nieparzystej następuje równowaga 
mostka. Wartość liczbowa tego zastępczego elementu biernego 
'zostaje odczytana na jednym z liniowych elementów równoważących 
mostek. W ten sposób nieliniowy mostek przedstawiony na rys.
2a może być zastąpiony pewnym zastępczym mostkiem liniowym, 
w którego gałęzi nieparzystej płynie pierwsza harmoniczna od
kształconego prądu (rys. 2b).

0 ile rachunkowe wyznaczenie wartości licsbowych wielkości 
R,L,C równoważących mostek liniowy - przy założeniu granic w 
jakich mogą się zawierać zmiany elementu mierzonego - jest zu
pełnie proste, o tyle podobne wyznaczenie rachunkowe dla most
ka nieliniowego staje się znacznie bardziej złożone.

Dla rachunkowego wyznaczenia wartości elementów równoważą
cych mostek nieliniowy, konieczna jest znajomość wartości pier
wszej harmonicznej prądu i jego początkowego kąta fazowego, w 
gałęzi nieparzystej mostka. Zadanie to jest skomplikowane obec
nością szeregowych rezystancji ó niepomijalnej wartości, w nie
parzystej gałęzi mostka z reaktancją nieliniową. Skutkiem te
go mimo założenia napięcia zasilającego o przebiegu sinusoidal
nym, nie tylko prąd, ale jak już wspomniano - także spadki na
pięć na poszczególnych elementach tej gałęzi będą odkształco
ne. Ponieważ z reguły ale ma danej w sposób jednoznaczny i ana
lityczny zależności między napięciem i prądem dla elementu nie
liniowego (zależność ta dana jest zwykle w postaci wykresu), 
prąd w gałęzi nieparzystej może być obliczony tylko za pomocą 
metod przybliżonych,, po wprowadzeniu pewnej aproksymacji zależ
ności Ił = f(XJ).

Dodatkową trudność może stanowić konieczność ewentualnego 
uwzględnienia histerezy w elemencie nieliniowym, ze względu na 
potrzebę dodatkowej aproksymacji.
Wybór metody obliczenia prądu w obwodzie jest uzależniony od 
rodzaju zależności I*= f(U) dla elementu nieliniowego (krzywa 
cienka lub pętla) i od żądanej dokładności rozwiązania.



Rozpatrzmy najbardziej typowe przypadki połączenia elemen
tów mogące mieć miejsce w gałęzi nieparzystej mostka nielinio
wego. Przedstawiono je schematycznie w zestawieniu na rys. 3 .
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Rys. 3« Typowe przypadki połączenia elementów w gałęzi niepa
rzystej mostka nieliniowego
(N - element nieliniowy)

Jak wynika z tego zestawienia w omawianych mostkach nielinio
wych będziemy mieć zawsze do czynienia z koniecznością aproksy
macji zależności typu I*= f(U) dla nieliniowej indukcyjności 
lub nieliniowej pojemności mieszczącej się w gałęzi nieparzy
stej mostka. Aproksymacja taka może być dokonana w rozmaity 
sposób, powinna jednak zawsze spełniać następujące kryteria:

a) ilość parametrów w wyrażeniu aproksymującym winna być 
wystarczająca dla uzyskania dostatecznie dobrego przy
bliżenia;
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b) określenie parametrów w wyrażeniu analitycznym powinno 
być możliwie łatwe i nieskomplikowanej

c) podstawienié zmiennych w równanie różniczkowe powinno 
prowadzić do jego całkowalnej postaci.

Nieliniową indukcyjność i nieliniową pojemność najłatwiej 
można uwzględnić i wprowadzić w obliczenia aproksymując odpo
wiednie charakterystyki wielomianami skróconymi trzeciego stop
nia, w których stałe współczynniki są określane z rzeczywistych, 
doświadczalnie zdjętych zależności np. przy pomocy metody naj
mniejszych kwadratów. Tak więc indukcyjność nieliniową w gałę
zi nieparzystej (ryś. 3 - grupy: A, B, C) otrzymywaną z reguły 
przez zastosowanie cewki z rdzeniem żelaznym, najwygodniej jest 
aproksymować - przy pomijalnej histerezie - zależnością między 
prądem magnesującym i indukcją [5] î

I’= aiB + a^B5 . (43)

Konieczność uwzględnienia histerezy wymaga wprowadzenia dodat
kowego składnika aproksymującego [6].

W gałęzi nieparzystej mostka nieliniowego w szereg z nieli
niową indukcyjnością włączona jest prawie zawsze rezystancja o 
znacznej wartości; całość zasilana jest ze źródła napięcia si
nusoidalnego. Powstający na szeregowej rezystancji spadek na
pięcia od odkształconego prądu płynącego w obwodzie powoduje, 
że napięcie na cewce przestaje również być sinusoidalne, skut
kiem czego przebieg czasowy indukcjj w rdzeniu żelaznym będzie 
także funkcją niesinusoidalną. Można go przedstawić w postaci 
szeregu harmonicznego, w którym dla prostych obliczeń wystar
czy zwykle uwzględnić tylko składowe pierwszej i trzeciej har
monicznej oraz ich początkowe kąty fazowe:

B(t) = B^sin(cot +V^) + B^sin(3crt + ) , (44)

gdzie:
B^ - amplituda składowej podstawowej indukcji magnetycznej;
Bj - amplituda trzeciej harmonicznej indukcji magnetycznej;
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V,j - początkowy kąt fazowy przebiegu B^(t);
V* - początkowy kąt fazowy przebiegu B^(t).

W powyższym szeregu nie założono z góry znaków odpowiednich 
kątów fazowych; znak kąta fazowego wynika z bezpośrednich, 
konkretnych wyliczeń.

Przebieg czasowy aproksymowanego prądu w gałęzi nieparzy
stej można przedstawić jako

I’(t) = a^ JŜ sin(cot+V,|) + B^sinC^t + +

+ a^|l^sin((ot + V^) + B^sin(3cot + ^ 5 )] • (^5)

Wyrażenie to da się przedstawić również w postaci sumy przebie
gów czasowych prądów pierwszej i trzeciej harmonicznej, skąd 
.z kolei łatwo już można wyznaczyć amplitudy i początkowe kąt;? 
fazowe poszczególnych harmonicznych. Wpierw jednak muszą być 
obliczone wielkości: B^,Bj, iVj. W tym celu układamy
nieliniowe równanie różniczkowe dla naszego obwodu które dla 
mostków z nieliniową indukcyjnością i szeregową rezystancją w 
gałęzi nieparzystej (rys. 3 - grupa A) przyjmie postać:

z.S.10-8 jl^sinOnt +V^) + BjSin(3<ot +tł?3 )| +

+ R ja^B^sinCcot + + B^sin(3 ^ t  )J +

+ a3 [B^inCcot + V,,) + Sjsin(3<*Jt + t<V ] 5} = ^ sin<ot’ 

gdzie:
z - ilość zwojów cewki w reaktancji nieliniowej,
S _ przekrój rdzenia cewki, 
co = 2 X  f .

Po wykonaniu zaznaczonych działań uszeregowujemy poszczególne 
składniki równania (¿tó) w wyrażenie o postaci:

M = NLj.sincot + M g.coscot + M ^.sin Jwb + M^.cos 3u>t. (4-7)
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Mnożąc kolejno równanie (47) przez sin co t, cos co t, sin 3cot 
i cos 3cot, całkujemy otrzymane wyrażenia w granicach od 0 
do T i przyrównujemy je do zera, otrzymując w rezultacie 
cztery równania dla wyznaczenia czterech niewiadomych: Bj,
V 1 i V 3*Jeśli w gałęzi nieparzystej mostka znajduje się oprócz in- 
dukcyjności nieliniowej i rezystancji także indukcyjność linio
wa L (rys. 3 - grupa B) wówczas równanie różniczkowe obwodu 
będzie mieć wygląd:

z.S.10“ 8 Ję |B 1sin(cot +V^) + BjSin(3 cot +Vj)J +

+ L ja^B^sinicot +V^) + BjSin(3<ht + Vj)J +

+ a^ |B^sin(cot +V/j) + BjSin(3 <*3t +

+  R | a ^  [  B /jS in (c o t +  1 ^ )  +  B jS in (3 c o t  +  V j ) J  +

+ aj Ĵ B̂ sin(cot + V^) + BjSin(3 cot + Vj)J = U sincot.(48)

W przypadku gdy w gałęzi nieparzystej znajduje się prócz in- 
dukcyjności nieliniowej i rezystancji również pojemność C 
(rys. 3- grupa C) równanie różniczkowe obwodu przyjmie postać:

z.S.10""^ |B^sin(cot + V^) + B jsin (3co t + ’*ł5j )|  +

+ R ft a^sinicot + BjSin(3cot +Vj)J +

+ aj ĵ B̂ sin(cot +V^} + BjSin(3cot +

+ -g-ja^ j§,|Sin(cot + V^) + BjSin(3cot + Vjjj
r 3l+ aj Ĵ B/jSinicot + + BjSin(3cot + Vj)J |= w U  cos co t . (49)
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Sposób rozwiązania równań (48) i (49) pozostaje taki sam jak 
równania (46).

Podobne rozważania można przeprowadzić dla przypadku gdy w 
gałęzi nieparzystej mostka w szereg z rezystancją włączona 
jest nieliniowa pojemność (rys. 3 - grupa D), ewentualnie do
datkowo z liniową indukcyjnością(grupa E) lub liniową pojemno
ścią (grupa F).

Nieliniową pojemność najwygodniej jest aproksymować - przy 
pomijalnej histerezie - zależnością między napięciem i ładun
kiem gromadzonym na tej pojemności [7]i

q'=  a1Uc -  a? . (50)

Biorąc pod uwagę, np. dla pierwszego przypadku włączenia kon
densatora nieliniowego (rys. 3 - grupa D), że

U0(t) = U(t) - UR(t)

oraz że prąd odkształcony płynący w obwodzie da się przedsta
wić w sposób przybliżony w postaci szeregu

Iv(t) = f^sinicot + fi’,,) + I^sin (3 cot + 11’̂)

otrzymamy równanie różniczkowe zbliżone do równania (46), Po
dobnie postępujemy w pozostałych przypadkach, gdy w rozpatry
wanej gałęzi nieparzystej oprócz kondensatora nieliniowego 
znajduje się również rezystancja i indukcyjność liniowa lub re
zystancja i pojemność liniowa (rys. 3 - grupy: E i F).

Załóżmy teraz, że potrafimy już obliczyć wartość składowej 
pierwszej harmonicznej prądu w gałęzi nieparzystej mostka (i^) 
i wartość odpowiadającego jej początkowego kąta fazowego (fl̂ ). 
Pozwoli to nam wówczas wyznaczyć wartości elementów równoważą
cych mostek dla częstotliwości podstawowej. Tak więc na przy
kład dla mostka 1 w tablicy I, że stała różnica faz 4^ _
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= 0 i elementami stosunkowymi w postaci rezystancji E^ i E^, 
znajdujemy dla warunku równowagi kolejno:

I1 R3 = T”R4 lub = e^ (51)

oraz
ni, =ir. (52)

Wobec powyższego

t fSn\ = ; (53)

z drugiej strony:

I ” = tJ

X2 \|1 + (r2 + V ‘
72------

= - T T  3inI1i

x ;

u

(Eg+E^)
1

1 + —U-

= S2U+ E4 cosn’i *

(E2 + E4 ) 2

Z (51) i (54-) otrzymujemy wartóiści elementów równoważących mo
stek nieliniowy na pierwszej harmonicznej i pozwalających jed
nocześnie na niezależny odczyt rezystancji i "składowej linio
wej" reaktancji nieliniowej w ramieniu "a-c":
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Postępując w podobny sposób dla wszystkich układów mostko

wych wyszczególnionych w tablicach I i II i zastępując warto
ści maksymalne napięcia i prądu odpowiednimi wartościami sku
tecznymi otrzymamy kompletne warunki równowagi (wartości ele
mentów równoważących) również dla mostków zawierających nie
liniową indukcyjność lub pojemność w ramieniu "a-c".

4, Wnioski końcowe
Porównując wyrażenia otrzymane dla mostków liniowych i nieli
niowych (z jedną nieliniową indukcyjnością lub pojemnością) 
widzimy, że zasada niezależnego odczytu w obu rodzajach most
ków jest identyczna. W mostkach liniowych odczyt, dokonywany 
z czynnych i biernych elementów równoważących, daje w warun
kach równowagi mostka wprost wartość rezystancji i reaktancji 
w ramieniu "a-c”. W mostkach nieliniowych odczyt dokonywany 
w ten sam sposób, daje w warunkach równowagi mostka dla pierw
szej harmonicznej wartość zastępczej reaktancji i rezystancji 
w ramieniu "a-c".

W mostkach liniowych znalezienie wartości liczbowych wielko
ści R,L lub C równoważących mostek - jest elementarnie proste.
W mostkach nieliniowych zagadnienie to komplikuje się ponieważ 
w obecności elementów nieliniowych w mostku, równowaga jest 
uzależniona od wartości napięcia zasilającego; szukane rachun
kowo wartości elementów równoważących są też funkcjami napięcia 
zasilającego. Do wyznaczenia wartości liczbowych tych elementów 
R,L lub C równoważących mostek nieliniowy dla częstotliwości 
podstawowej potrzebna jest znajomość dwóch wielkości określa
nych analitycznie: składowej podstawowej prądu płynącego przez 
gałąź zawierającą element nieliniowy i odpowiadającego jej po
czątkowego kąta fazowego. Jak już wspomniano wielkości te mogą 
być wyznaczone stosunkowo najprościej w sposób analityczny, co 
przy użyciu maszyny cyfrowej lub nawet prostego kalkulatora 
elektrycznego nie przedstawia specjalnych kłopotów.

Warto wspomnieć, że do wyznaczenia szukanych wielkości moż
na się posłużyć również metodami graficznymi lub wprost doświad
czeniem. Metody graficzne są jednak nadzwyczaj żmudne i mało
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dokładne; dążność do podwyższenia stopnia dokładności w tych 
metodach prowadzi z konieczności do zhyt dużych wykresów i 
rysunków. Pracochłonność jest przy tym bardzo duża zwłaszcza, 
że wyznaczanie szukanych wielkości przeprowadza się najczę
ściej metodą kolejnych przybliżeń.

W metodzie doświadczalnej odpada oczywiście kłopot wykony
wania skomplikowanych obliczeń, droga ta jest jednak dostępna 
tylko w warunkach odpowiedniego wyposażenia laboratoryjnego i 
dla doświadczonego eksperymentatora. Przy braku doświadczenia 
będzie prawdopodobnie zachodzić konieczność wykonania przynaj
mniej przybliżonych obliczeń wartości granicznych elementów 
równoważących mostek dla uniknięcia poszukiwania "na ślepo".

Na zakończenie warto'podkreślić, że niechęć do wykonywania 
pozornie skomplikowanych obliczeń jest czę%to nieuzasadniona.
Z przeprowadzonych doświadczeń wynika, że do wyznaczenia ana
litycznego elementów równoważących mostek nieliniowy w rodzaju 
mostków zamieszczonych w tabl. I i II, z wystarczającą dokład
nością, przy użyciu kalkulatora elektrycznego (maszyna licząca 
z napędem elektrycznym) potrzeba 15-20 godzin pracy.

W tym miejscu pragnę jeszcze podziękować Panu prof. Edmund]ó- 
wi Romerowi za umożliwienie przedyskutowania problemów związa
nych z równoważeniem i niezależnym odczytem w mostkach nieli
niowych.
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COMPARISON OP CONDITIONS AND POSSIBILITIES OP OBTAINMENT OP INDEPENDENT READING AT LINEAR AND NONLINEAR a-c BRIDGES

S u m m a r y

The paper presents an analysis of a-c bridges with linear 
and nonlinear reactances in which there is a possibility to
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obtain the independent reading of the activ and reactiv com
ponents of measuring impedances. The conditions for such in
dependent reading in bridges with linear and nonlinear induc
tances and capacitances are given in the paper. There are shown 
in this paper too, some methods of solution of nonlinear equa
tions for determining conditions for balance in nonlinear brid
ges. The results of considerations are given in tables.


