ENERGETYKA z20

STANISLAW JERZY GDULA

PRZEWODZENIE CIEPLA
W PRETACH PRYZMATYCZNYCH | ZEBRACH

POLITECHNIKA SLASKA
ZESZYT NAUKOWY Nr 143 - GLIWICE 1965



SPIS TRESCI

str.
PRZEDMOW A e 3
1 WSTEP e L 4

2. OGOLNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA | METODY
ROZWIAZYW ANIA 6

2.1 Réwnanie Fouriera-Kirchhoffa.........cocooiiiiiiiiiie 7

2. Warunki brzegowe i warunek poczatkowy . . . . 8

3. Wielko$ci poszukiwane (WYNiKOWEe).....oovervuiiieieeiiiineeeeeeannn 11

4. Wielkosci zredukowane i réwnania kryterialne . . 12

5. Transformacja catkowa w obszarze skonczonym . . 18
2. 5.1 Obszar plaski — przekroj poprzeczny zebra p}asklego 24
2. 5.2 Obszar kotowy —przekroj poprzeczny okragtego preta 26
2. 5. 3 Obszar ptaski — ptaszczyzna zebra prostego . 27

3 USTALONE PRZEWODZENIE CIEPLA W PRETACH PRY-
ZMATYCZNYCH | ZEBRACH it 29

3. 1 Pret pryzmatyczny o skonczonej diugosci P 29
3.2 Nieskoniczenie ditugi pret pryzmatyczny.
3.3 Szczeg6lne wypadki preta.....cccccceeneeeeennnn. .
B33 L Pret oKragly oo
3.3.2 Plaskie Zebrop ro s te .o
. Okragte zebro ptaski€ ..o
. Wplyw nieréwnomiernego rozktadu temperatury u nasady
ZeDra (PrEta) s
. Krytyczna liczba B iota ........
. Poréwnanie z teorig KIasSyCzng....ccooooiiiiiiiiiiiiiiiieiiiiiie e
37 1L Pret PryZmatyCZNy .o
3.7.2. Okragte zebro ptaskie..
B.7.30 W N0 S K T teiiiiiieiiiie et
3.8 Ustalone przewodzenie ciepta w pryzmatycznych pretach
z wewnetrznymi zréodtami ciepta .o 57

4. NIEUSTALONE PRZEWODZENIE CIEPLA W PRETACH PRY-
ZMATYCZNYCH | ZEBRACH oo 63

4.1 Pret pryzmatyczny i ptaskie zebro proste, o skonczonej
AU GO S i 65
4. 2. Pret pryzmatyczny i ptaskie zebro proste o nieskonczonej
(o B T o Lo =Y o RS . 73
4. 3. Wzory przyblizone dla matych liczb Biota . . . . 80

w W
(G

ww
4o

5 NIEKTORE ZAGADNIENIA NUMERYCZNE P 8l
LITERATURA e e 86
STRESZCZENIE W JEZYKU POLSKIM . 838
STRESZCZENIE W JEZYKU ROSYJSKIM ..
STRESZCZENIE W JEZYKU ANGIELSKIM




POLITECHNIKA SLASKA

ZESZYTY NAUKOWE
Nr 143

STANISLAW JERZY GDULA

PRZEWODZENIE CIEPLA
W PRETACH PRYZMATYCZNYCH IZERRACH

PRACA HABILITACYJNA Nr 46

Data otiuarcia przeuiodu habilitacyjnego 21. VI. 1965 r.

GLIWICE 1965



REDAKTOR NACZELNY ZESZYTOW NAUKOWYCH
POLITECHNIKI SLASKIEJ

Fryderyk Staub

REDAKTOR DZIAtU

Ryszard Petela

SEKRETARZ REDAKCJI

Tadeusz Matula

Dziat Nauki — Sekcja Wydawnictw Naukowych — Politechniki Slgskiej
Gliwice, ul. Konarskiego 23

f

Nak#t. 100-fl70egz. Ark. wyd. 3,72 Ark druk. 575 Papier offsetowy kl. V. 70x100 70 g
Oddano do druku 7. 7.1965 Podpis, do druku 22.8.1965 Druk ukoncz, we wrzesniu 1965
Zam. 1186 13. 7. 1965 F-18 Cena zt 4.70

Sktad, fotokopie, druk i oprawe
wykonano w Zaktadzie Graficznym Politechniki Slaskiej w Gliwicach



PRZEDMOWA

Teoria przewodzenia ciepla w ciatach stabych jest jed-
nym z najwczesniej powstadych dziatow termodynamiki .V/praw-
dzie whasciwe swe miejsce w termodynamice znalazda ona do-
piero w latach trzydziestych biezacego stulecia, po osta-
tecznym skrystalizowaniu sie ogolnej teorii procesow nie-
odwracalnych (tzw. 1V zasady termodynamiki), jednak  pod-
stanowe jej prawa zostaly sformuHowane juz w pierwszej po-
dowie XIX w., a wiec wczesniej niz fundamentalne I i 1
zasady termodynamiki. W tym okresie datuje sie tez rozwig-
zanie pierwszych konkretnych problemow z tej dziedziny*

Mimo swego niemdodego wieku teoria przewodzenia ciepta
jest dziedzing stale rozwijajaca sie, Z jednej strony bu-
rzliwy rozwdj techniki nasuwa stale nowe problemy wymagaja
ce rozwigzania, z drugiej strony matematyka dostarcza co-
raz to nowych metod, rozszerzajacych klase zagadnien dajg-
cych sie rozwigza¢ analitycznie.

W wypadku, gdy metody analityczne zawodzg stosonsaee

z powodzeniem przyblizone (numeryczne i1 analogowe) aetody
rozwigzywania rownan rozniczkowych przewodzenia ciepla. Me-
tody numeryczne weszdy w stadium intensywnego rozwoju dopie
ro w ostatnich latach, gdy prymitywne narzedzia liczenia u-
stgpidy miejsca szybklm 1 sprawnym elektronlcznym maszynom
cyfronym. Rozwdj elektroniki wpkynat rowniez na wzrost zain
teresowania metodami analogowymi«

Worew pozorom rozwdj metod przyblizonych nie  zahamowad
badann analitycznych, zaréwno w poszukiwaniu nowych rozwig-
zan analitycznych réznych problembw, jak 1 ew poszukiwaniu
nowych metod matematycznych. Wiekszy trud wdozony w rozwig-
zanie analityczne w stosunku do przyblizonego (numerycznego
lub analogowego) zawsze sie oplaca, gdyz rozwiazanie to ma
wiekszg wartosc.

Nowym narzedziem matematycznym, sformudowanym przed kil-
kunastoma laty i rozwinietym w ostatnich latach sg skonczo-
ne transformacje catkowe (transformacje calkowe w obszarze



skoriczonym). Podobnie jak transformacje Lapl&cs-a metoda
ta umozliwia uzyskanie na Innej (niekiedy wygodniejszej)
drodze rozwigzan dajacych sie wyprowadzi¢ klasycznym spo
sobem rozdzielenia zmiennych, w wielu jednak  wypadkach
otwiera nowe mozliwosci .

W niniejszej pracy podano analityczne rozwigzania za-
gadnien ustalonego 1 nieustalonego przewodzenia cieplta w
pryzmatycznych pretach i1 zebrach. Postuzono sie przy tym
gtownie metodg skonczonych transformacji cadkowych. Ma-
szyne cyfrowg wykorzystano jedynie do tablicowania funk-
cji1 "'uzyskanych na drodze analitycznej.

Panu prof* dr inz. Stanistawowi Ocheduszce,ktory zaw-
sze chetnie stuzyt mi swg wiedzg i dosSwiadczeniem oraz
okazat wiele zyczliwoSci 1 zainteresowania przy wykonywa
niu niniejszej pracy, skfadam tg drogg gorace stowa po-
dziekowania. Atmosfera naukowa gliwickiego Srodowiska
termodynamicznego, ktorego jest zatozycielem, odcisnela
na pracy tej swe wyrazne pietno.

Kierownictwu i pracownikom Osrodka Maszyn Matematycz-
nych przy Biurze Projektéw Syntezy Chemicznej w  Gliwi-
cach, a w szczegbélnosci pp- mgr inz. Juliuszowi Karda-
szowi 1 mgr Franciszkowi Kernowi serdecznie dziekuje za
umozliwienie mi wykonania obliczen na maszynie cyfrowej
oraz za rade i1 pomoc przy opracowaniu programéw obliczen.

1. WSTEP

Do rozwigzywania zagadnien przewodzenia ciepdla w  u-
twierdzonych pretach 1 zebrach stosuje sie  powszechnie
przyblizong teorie, opartg na zatozeniu wyrdwnanej tempe
ratury w przekroju poprzecznym preta lub zebra.

Brak Scistych rozwigzan, chocby dla niektorych typow
pretéw i zeber, uniemozliwia prawiddowg ocene bledu i za-
kresu stosowania teorii przyblizonej. Mozna tylko jako-
sciowo stwierdzi¢, ze zatozenie wyrownanej temperatury w
przekroju poprzecznym spednia sie tym lepiej,im mniejsza
jest liczba Biota obliczona przy uzyciu rozmiaru charak-
terystycznego przekroju poprzecznego, tzn, im pret lub
zebro sg ciensze, wykonane z materiatu lepiej przewodzag-



cego cieplo 1 Im mniejszy jest wspdlczynnik wnikania cie-
pta_na powierzchni preta (zebra).

Zaletg metody przyblizonej jest mozliwoSC rozwigzywa-
nia zagadnien dla dowolnych ksztadtow przekrojow poprzecz
nych pretow, a takze dla pretdw i zeber o zmiennym prze-
kroju. Natomiast argument, ze metoda ta doprowadza do
prostszych wynikowych wzoréw nie wydaje sie przekonywaja-
cy przy obecnym stanie techniki obliczeniowej. Dla nie-
ktorych wypadkow zresztg, wzory uzyskane metoda przybli-
zong sg na tyle ztozone, ze nie nadaja sie do bezposred -
niego wykorzystania przy pomocy klasycznych metod licze-
nia,

¥ pracy rozwigzano analitycznie zagadnienia ustalonego
1 nieustalonego przewodzenia ciepta w pretach pryzmatycz-
nych i zebrach. Dla zagadnien ustalonych rozpatrzono réw-
niez dziakanie wewnetrznych zrodet ciepta. Wyniki doprowa
dzono do efektywnej koncowej postaci dla takich wypadkéw,
jJak okragly pret utwierdzony, plaskie zebro proste, pha-
skie zebro okrggle. Zastosowana metoda rozwigzywania poz-
wala jednak na rozszerzenie uzyskanych wynikéw  ogdélnych
na szerszg klase zagednien.

Praca jes4 rozwigzaniem kilku, w zasadzie niezaleznych
zagadnien. Zagadnienia te majg jednak, .z punktu widzenia
fizycznego i1 matematycznego, wiele elementdw wspolnych.Te
wspolne elementy wydozono w rozdziale 2 pracy. Rozdzialy
3 1 4 sg poswiecone kolejno rozwigzaniu zagadnien ustalo-
nego 1 nieustalonego przewodzenia cieplta w pretach 1 ze-
brach. W rozdziale 5 oméwiono niektore problemy numerycz-
ne, zwigzane z doprowadzeniem uzyskanych wynikéw do  po-
staci liczbowej.

Istniejace rozwigzania omawianych zagadnien, oparte na
zatozeniu wyrownanej temperatury w przekroju poprzecznym,
sg omawiane rownolegle z rozwigzaniami uzyskanymi  przez
autora fsg one i1ch granicznym przypadkiem, przy Bi— *0).

W pracy nie wprowadzano w zasadzie nowych wielkosci i
pojec. Niektorym tylko wielkosciom nadano sens wielkoSci
zredukowanych (kryteriow podobienstwa), cho¢ W  gruncie
rzeczy w tym sensie, moze tylko niedostatecznie podkresla
nym, bydy dotychczas stosowane,

Fodane w pracy rozwigzania sg nowymi, badz tez  usci-
slonymi rozwigzaniami znanych zagadnien. Stad tez nie wy-
daje sie celowe omawianie ich zastosowan, Zastosowaia teo-
rii przewodzenia ciepta w pretach i zebrach do obliczen



przeptywu ciepka przez powierzchnie ozebrowane, do pomiaru
temperatury pewnymi typami czujnikéw termometrycznych sq
szeroko omawiane w literaturze.

2. OGOLNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA
I METODY ROZWIAZYWANIA

Pod nazwg zeber rozumie sie odpowiednio uksztaktowane
elementy powierzchni wymieniajacej ciepto z pkynem, maja-
ce na celu iIntensyfikacje wymiany ciepla. Istnieje duza
réoznorodnos¢ ksztaktow zeber, najczesciej Jednak stosuje
sie zebra ptaskie w ksztadcie plytek o sta
4ej grubosci, umocowanych prostopadle do powierzchni. Ze
wzgledu na ksztakt powierzchni,do ktorej jest przytwier-
dzone zebro, zebra podzielimy na proste 1 okrggle. Z e -
brem prostym nazywamy zebro umocowane na. po-
wierzchni plaskiej, natomiast zebrem okra-
gtym zebro umocowane na powierzchni walcowej 1 o zew-
netrznym obrysie bedacym kotem (ha powierzchni walcowej mo
cuje sie niekiedy inne zebra,ktdérych zewnetrzny obrys jest
kwadratem)*

Szerszym pojeciem od zeber sg utwierdzone prety
wystajgce. Charakterystyczne dla pretéw jest utrzymywanie
stalej temperatury na jednym z jego koncow 1 konwekcyjna
wymiana ciepta z phkynem o innej temperaturze na pozostalej
powierzchni. Przewodzenie ciepfa w precie, bedace w wypad-
ku zebra efektem zamierzonym, w niektorych wypadkach pre-
tow jest zjawiskiem niepozadanym, niemniej jednak wymaga-
Jjacym uwzglednienia. Przykdadem moze by¢ tulejka termome-
tryczna, w przypadku ktérej przewodzenie ciepla jest zro-
ddem biedu pomiaru temperatury. Pret pryzmaty -
czny jest szczegolnym przypadkiem preta, charakteryzu
Jacym sie statoscig przekroju poprzecznego.

Z punktu widzenia powyzszej klasyfikacji plaskie zebro
proste jest pretem pryzmatycznym o przekroju bedacym wy-
dHuzonym prostokgtem.



2.1. Rownanie Fouriera-Kirchhoffa

W rozwazaniach naszych przyjmiemy, ze pret (zebro) sg wy-
konane z jednorodnego, izotropowego materiadu, dla  ktdrego
w rozpatrywanym zakresie temperatur wspodczynnik przewodze-
nia ciepda A gestosC; Q i1 cieplo wkasciwe ¢ mozna trakto-
waC jako niezmienne. Upowaznia to do napisania rownania Fou-
riera - Kirchhoffa w postaci

cg Aper- =XV qv > @.1)

gdzie - temperatura preta, T - czas.
Rownanie to uwzglednia obecnos¢ w rozpatrywanym ciele sta-
+ym rownomiernie rozdozonych wewnetrznych zrédek ciepla oob-
jetosciowym natezeniu (. Rownanie (2.1) stosuje sie zardw-
no do nieustalonego jak'l ustalonego przewodzenia ciepla. W
tym drugim wypadku — = (=

¢-ostaC laplasjanu vz zalezy od przyjetego ukdadu wspot-
rzednych, dostosowanego do geometrii badanego ukdadu. W wy-
padku pretow pryzmatycznych i1 zeber plaskich, trojwymiarowy
laplasjan da sie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch laplasja-
néw dwu-i jednowymiarowych.

V2 +V2. Q2)

Operatorvgm dziata w plaszczyznie zebra* lub wzdhuz osli
preta pryzmatycznego, natomiast operator w plaszczyznie
prostopaddej. W szczegdlnych wypadkach oba operatory jedno-
czesnie moga by¢ jednowymiarowe.

2.1.1. Pret pryzmatyczny

Operator 7 5 dla preta pryzmatycznego ma postac

L > @3)
y4



natomiast postac laplasjanu V 2 (w plaszczyznie prostopa-
diej do osi preta) zalezy od ksztaktu przekroju preta. W
dalszych czesciach pracy beda przeprowadzone ogélne rozwa-
zan: a, stuszne dla dowolnego ksztaktu przekroju preta. U-
zyskane wyniki zostang skonkretyzowane dla dwoch wypadkow:

a) okragly pret, przy symetrii osiowej pola temperatur

< -({'X;I— *4— —_ e Q*4>

r <0X

b) plaskie zebro proste, o symetrii wzdhuznej pola tem-
peratur

r ox2
2.1.2* Pkaskie zebro okragle

Jezeli pole temperatur w zebrze jest osiowo symetryczne,
to w plaszczyznie zebra

szmg+1 0 ® 6)

natomiast wzdduz osi x  prostopaddej do plaszczyzny zebra

@-n

r 0Ox

2.2. Warunki brzegowe i1 warunek poczgtkowy

Rownanie roézniczkowe (2.1) uzupelniajg warunki brzegowe,
a dla wypadku nieustalonego przewodzenia ciepta rowmniez i
warunek poczatkowy« Zespot tych réwnan jednoznacznie opi-
suje zagadnienie i1 pozwala na wyznaczenie poszukiwanego
rozk#adu temperatur. Warunki brzegowe na powierzchniach sty
ku zebra lub preta z omywajacym go pk¥ynem wynikajg z za-



chodzacej tam konwekcyjnej wymiany ciepla. Przyjmujemy do
rozwazan przypadki, dla ktorych wspétczynnik wnikania cie-
pka mozna uwazaC za staky 1 bedziemy co najwyzej uwzgled-
niaC rézne wspétczynniki wnikania ciepta na powierzchni bo-
cznej cC 1 na powierzchni czolowejcC, 1 tak dla  przekroju
poprzecznego pryzmatycznego preta,2tzn. dla  wspohrzednych
wchodzacych w skkad laplasjanu Vr, warunek brzegowy ma

0g6lng postac
-a REn>f*N-"=cCN(r,z, ) - tQ] dla rek, 2*8)

gdzie Kk - kontur przekroju poprzecznego preta, n - normal-
na zewnetrzna do tego konturu, tQ - temperatura plynu v
wajacego pret (zebro).

Rys.1. Pret pryzmatyczny. Przekroje dla: a) preta o dowol-
nym przekroju, b) preta okrgglego, c) phaskiego zebra pro-
stego

Dla ptaskiego zebra prostego 1 oquglego 0 gruboscia
oraz dla okraglego preta o promieniu 6 (rys.l) warunek(2. 3)
konkretyzuje sie do postaci

t - t0) dla x = +6\ Q.9



Jezeli1 rozk¥ad temperatury w zamocowaniu jest symetrycz-
ny (w szczegélnym wypadku wyréwnany), to w stanie ustalonym
bedzie zachodzita symetria = M-*X,z2). Wobec tego
w miejsce warunku (2.9) mozna napisac

-«T =0 dla x

I
L

€ 10)

1
()]

—a4 - = - 1) dla x
® X \Y% o]

W przypadku nieustalonego przewodzenia ciepfa symetria jest
dodatkowo uwarunkowana symetrig poczatkowego rozkdadu tempe
ratur w catym precie (zebrze).

Dla wspOtrzednej z warunki brzegowe okreslone sg u na-
sady zebra lub preta i na jego koncu (ha powierzchni czoto-
wej). U nasady jest zadany rozkdad temperatury

Ve ©F) dla z = ZJ. Q.11)

Rozkd#ad ten jest rozny w zaleznosSci od sposobu zamocowania
preta 1 od warunkéw wymiany ciepda po drugiej stronie prze-
kroju zamocowania. Ponadto rozkdad ten jest na ogok trudny
do wyznaczenia. Z powyzszych wzgledow praktyczng wartosC ma
Ja rozwigzania przyjmujace wyrownang temperature w przekro-

Ju poczatkowym

s t™ = idem dla z = z". 2.l1la)

Na powierzchni czolowej odbywa sie konwekcyjna wymiana
ciepla skad wynika rdownanie

+X = QC -tQ) dla z =z~ .12

przy czym o wyborze znaku po lewej stronie rownania decydu-
je przyjety zwrot osi  z. Wspokczynnik wnikania ciepla

to



W wypadku, gdy wpdyw wymiany ciepda na powierzchni czo-
tonej da sie pomingé, rownanie (2.12) upraszcza sie do po-
staci

Warunek poczatkowy okresla rozkdad temperatur w precie,
lub zebrze w chwili poczatkowej

ts Vv F)(r,z) dla =0 .13

¥ szczegolnym wypadku moze to by¢ rowniez temperatura wy-
rownana. Z roznych mozliwych przestrzennych  poczatkowych
rozk¥adow temperatur praktyczne znaczenie majag te,ktore wy
stepuja w stanie ustalonym. Tego rodzaju warunek brzegowy
pojawi sie wowczas,gdy bedziemy rozpatrywali - nieustalone
przewodzenie cuep%a powstade w wyniku zak#ocenia stanu u-

statonego przez zmiane temperatury pi#ynu omywajacego pret
(zebro).

2.3. Wielkosci poszukiwane (wynikowe)

W wyniku rozwigzania zagadnienia brzegowego okreslonego
w podrozdziale 2.1 1 2.2, uzyskamy funkcje 2(r,z,r)
okreslajaca zaleznos¢ temperatury w dowolnym punkcie preta
lub zebra od potozenia punktu 1 od czasu. Dla zagadnien
ustalonych znika zaleznoS¢ od CzasU.

W odniesieniu do zeber, ktorych celem jest intensyfi-
kacja wymiany ciepta na powierzchni, interesujgca  jest
przede wszystkim ilosC ciepla przeprowadzonego przez  ze-
bro. Jest to 1losS¢ ciepla przewodzonego przez plaszczyzne
podstawy zebra. Po wyznaczeniu pola temperatur, elementar-
na 110S¢ ciepka przephywajacego przez element ds powierz-
chni podstawy zebra oblicza sie z prawa Fouriera

11



gdzie znak zalezy od zwrotu osi z. Catkowite natezenie
przephywu ciepta przez podstawe zebra uzyskujemy po .scak-
kowaniu powyzszego réownania w granicach calej powierzchni
przekroju poczatkowego zebra (preta)

S= //5=2A// ') _ ds

Jezeli wprowadzimy pojecie Sredniej w przekroju poprzecz-
nym temperatury

Tm ] JJIA~(rtztT)dst (2.14)
S

to natezenie przephywu ciepta przez podstawe zebra wyrazi
sie réwnaniem

«- %+ »y {\$ r) =71 <2-15>

Dla zagadnien nieustalonych Q = Q(0» a dla zagadnienn u-
stalonych k - 1dem.

Bez uciekania sie do glebszej analizy zjawiska przewo-
dzenia ciepta w zebrach mozna przypuszcza¢, ze przy nieko-
rzystnym doborze.rozmiaréw zebra moze ono pogarszaC prze-
phw ciepla, tzn. i1zolowa¢ powierzchnie,do ktorej jest
przytwierdzone. Konieczne wiec jest okreSlenie  kryterium
decydujacego o celowosci instalowania zeber na powierzchni

wymie-dajacej ciepto z phynem.

2.4. Wielkosci zredukowane i réwnania kryterialne

Wprowadzenie bezwymiarowych wielkosci zredukowanych wy”
raznie upraszcza opis zjawiska, dzieki zmniejszeniu ilosci
zmiennych i parametrow. Uzyskane rownania, zwane Rownania-
mi kryterialnymi, sg bardziej zwarte 1 przejrzyste.

12



Zmniejszenie ilosci zmiennych ulatwia nie tylko rozwaza-
nia analityczne, ale rowniez obliczenia numeryczne, ktorych
celem jest doprowadzenie uzyskanych funkcji do dogodnej
dla praktycznych potrzeb postaci wykresow. Nie bez znacze-
nia jest rowniez fakt, ze uniezalezniamy sie przy tym od
ukfadow jednostek miar oraz ze ograniczajg sie przedzialy
zmiennosci niektérych wielkosci (W pewnych wypadkach nawet
do przedziatu ©,Djt

Dodatkowg korzyscig ze sprowadzenia réwnan do postaci
kryterialnej jest mozliwos¢ wyciggania wnioskow  odnosnie
podobienstwa zjawisk.

Dla okreslenia bezwymiarowych wielkosci zredukowanych
nalezy przyjac, charakterystyczny roz-
miar liniowy 1 rozpatrywanego ukdadu. Wybor
ten w zasadzie jest dowolny, korzystne jest jednak przyje-
cie rozmiaru charakterystycznego zwigzanego z przekrojem po
przecznym ureta lub zebra. W dalszym ciagu pracy bedziemy
porownywa uzyskane wyniki z wynikami klasycznej (przyblizo
nej) teorii pretow i zeber. W teorii tej ksztakt poprzeczne
go przekroju preta jest zupeilnie nieistotny, poniewaz zakda
da sie, ze w cakym przekroju temperatura jest wyrownana. I-
stotny jest tylko stosunek obwodu preta k*“ do powierzchni
jego przekroju s. PordwnywalnosS¢ uzyskanych™wynikéw z  wy-
nikami teorii przyblizonej zapewnimy wiec przyjmujac  10z-
miair charakterystyczny 1Q zwigzany z tym stosunkiem. Jed-
noczesnie zapewnimy wzajemng porownywalnos¢ uzyskanych wy-
nikéw dla roznych ksztadtow przekrojow poprzecznych pretdw
i1 zeber. Najwygodniej jest przyjac¢ jako rozmiar charakte-
rystyczny tzw. promien hydrauliczny.

1, = (2.16)

dla najbardziej typowych ksztaktow przekrojow poprzecznych,
Jakimi sg przekroj okraghy i przekroj plaski, rozmiarami
charakterystycznymi wynikajacymi z (2.16) sg promien i gru-

Przy obliczeniach dotyczacych zeber plaskich  wygodniej
jest przyjmowaC jako rozmiar charakterystyczny polowe gru-
boSci zebra. Takie tez przyjecie bedzie uczynione w dal-
szych czesciach niniejszej pracy i jedynie konicone — wynikKi
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liczbowe, przedstawione w postaci wykresdw, bedg zawiera-
4y wielkosci zredukowane obliczone przy uzyciu calkowitej
grubosci zebra jako rozmiaru charakterystycznego.

Dla wiekszej przejrzystosci odpowiadajace sobie wiel-
kosci bezwzgledne i wielkosci zredukowane bedziemy* w raia
re mozliwosci, oznaczali odpowiednio madymi i duzymi li-
terami. Wyjatek bedg stanowi¢ wielkosci posiadajagce  juz
tradycyjne oznaczenia.

I tak w miejsce bezwzglednych wspodrzednych r,x,z,n
(normalna zewnetrzna do powierzchni preta), pojawig sie
odpowiadajace im wsp&trzedne zredukowane /

R=*F-, X=y—9 Zsy , N=y—, .17
o] 0 0 o]
w miejsce obwodu k 1 powierzchni s, zredukowane ich
wartosci
K = S=— n (2.18)
to

Podobnie operator Hamiltona VvV , majacy wymiar rowny  od-
wrotnosci wymiaru cdugosci, zostanie zastapiony operato-
rem zredukowanym

Yred = 10”0 (2-19)

W dalszym ciggu pracy nie bedziemy odréznia¢ w  0Oznacze-
niach obu tych operatoréw pamietajac, ze jezeli _operator
Hami ltona wystepuje w réownaniu kryterialnym, to jest ope-
ratorem zredukowanym. L

Dla zagadnien nieustalonych, w miejsce czasu pojawi
sie zredukowany czas zwany liczbg Fouriera

(2.20)
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Wystepujace w warunkach brzegowych: wspddczynnik tmika-
nia ciepda i1 wspodczynnik przewodzenia  ciepda, wchodzg w
sk#ad bezwymiarowej liczby Biota

ol
(2.21)

Zamiast tworzyC druga liczbe Biota, zawierajaca wspodczyn-
nik wnikania ciepla cc' na powierzchni czolowej preta lub ze-
bra, wprowadzamy liczbe kryterialng

(82.22)

bedacg stosunkiem wspodczynnika wnikania ciepda na powierz-
chni czolowej 1 bocznej preta (zebra).

Temperature w dowolnym punkcie ciata stalego 1? zastgpi
zredukowana temperatura 0 bedaca ukamkiem, ktorego licznik
jest rdéznicg temperatur zawierajgca temperature , a mia-
nownik charakterystyczng dla danego zjawiska™ roznica tem-
peratur, a jezeli takiej nie ma - inng wielkoscig™ lub ze-
spotem wielkoSci majgcym wymiar temperatury. Sposob two-
rzenia zredukowanej temperatury 0 jest podyktowany dgze-
niem do jfk najprostszego zapisu kryterialnej postaci roéw-
nania rozniczkovego™ I warunkow brzegowych i1 zalezy od kon-
kretnego zagadnienia brzegowego.

Zredukowany strumien ciepla przewodzonego przez pret lub
zebro utworzymy dzielgc strumien ciepla Q przephywajacego
przez jego podstawe przez strumien ciepda stanowigcy wiel-
koS¢ odniesienia. Jezeli za wielkosC te przyjmiemy strumien
ciepta Qo , jaki przeptywatby do pkynu (lub od phynu) po
usunieciu zebra (preta) przez powierzchnie utwierdzenia,przy
takim samym wspokczynniku wnikania ciepla, to  otrzymamy
tzZw. efektywnosé zebra (preta)

@.23)
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Niekiedy strumien ciepta odnosi sie do maksymalnego stru-
mienia & » J&ki przepkywatby przez zebro, gdyby bydo
ono wykonane z doskonatego przewodnika ciepta (=""»0tr‘y
mujemy wowczas tzw. sprawnos¢ zebra (preta)

Y = . .29
Shax

Jezeli, jak poprzednio, przez s oznaczymy pole po-
wierzchni podstawy zebra (preta), a przez T pole catko-
witej jego powierzchni, to zwigzek miedzy Qg 1 Oy mo-
zemy zapisaC w postaci

k0> (2.25)

z ktorego wynika zaleznos¢ miedzy efektywnoscig i sprawno
Scig

Y= -J1 *e 2 .26)

¥ stanie ustalonym zredukowany strumien ciepta» zalezy
tylko od liczby Biota i od zredukowanych rozmiaréw geome-
trycznych, w stanie nieustalonym dochodzi dodatkowo za-
leznos¢ od liczby Fouriera.

Zebrowanie powierzchni jest celowe wowczas, gdy efek-
tywnosS¢ zebra w stanie ustalonym jest wieksza od jednosci
QF>1. Jezeli 3t<l zebro staje sie elementem izolujacym
powierzchnie, do ktdérej jest przytwierdzone.

Dla zeber geometrycznie podobnych (jednakowe rozmiary

zredukowane) efek_t)iv\_/noéc’ w_stanie ustalonym zalezy od lici
by Biota. Wartosciliczby Biota, é)_rzy ktorej #= 1 nazywamy
krytyczna liczbg Biota Bi. ~ . Jak wynika z powyz-
szych rozwazan, zalezy ona od ksztaktu i rozmiarow geome—
trycznych zebra.

*5 Niektorzy autorzy [776] sprawnos¢ zebra nazywajg efek
tywaoscig.
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Po wprowadzeniu wyzej okreslonych wielkosci zredukowa-
nych réwnanie rézniczkowe i warunki brzegowe przyjmuja na
stepujaca postac

dla 3e K,
dla Xs O,
.10
-fremo=0 d2 X=1,
0=T"S) dla z=17Z
2,l1a)
+ H +wsii dla B33

Po znalezieniu funkcji 0 (R,Z,FO) zredukowang Srednig w
przekroju temperature wyznaczymy z rownania

an=i?///04S 2-144)

sprowadzeniu do postaci kryterialnej rownania
trzymujemy

bedacego kryterialnym oqﬁowiednikiem rownania g%*%gg, 82

*=+ Bi (w) M (2-15a)

W rownaniu tym znak jest uzalezniony od zwrotu osi Z
(znak + jezeli oS Z jest skierowana do plaszczyzny umo-
cowania zebra).
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2.5. Transformacja catkowa w obszarze skonczonym

Dogodnym narzedziem rozwigzywania rownan rézniczkowych,
aw tym I rownan czastkowych, sa transformacje catkone.
Sprowadzajg one operacje rézniczkowania do operacji alge-
braicznych, dzieki czemu réwnanie rézniczkowe zwyczajne za
mienia sie w rownanie algebraiczne, a w réwnaniu czastko-
wym uzyskuje sie zmniejszenie ilosci zmiennych niezalez-
nych kosztem pojawienia sie w nim pewnych parametrow.

Wybo6r odpowiedniej transformacji cabkowej zalezy od ro-
dzaju operatora rézniczkowego zmiennej niezaleznej , ktora
ma by¢ transformowana, obszaru zmiennosci tej zmiennej o-
raz warunkéw na brzegach tego obszaru i wreszcie od wAasci
wosel funkcji, ktora jest zmienng zalezng w danym  rowna-
niu rézniczkowym.

Uzywanej w niniejszej pracy transformacji Laplace&-Car—
sona nie bedziemy omawia¢, gdyz jest ona powszechnie znana
i stosowana (por. np. [3, *19 1» 10]). Oméwimy  natomiast
transformacje catkowg w obszarze skonczonym [8, 11, 15]»
gdyz jest ona mniej znana, a ponadto wymaga pewnej adapta-
Ccji do potrzeb rozwigzywanych w niniejszej pracy zagad-
nien.

Rownanie Fouriera-Kirchhoffa (2.1a) mozna zapisaC naste
pujaco

Vr20 + L(0) = F, (2.1b)

gdzie 0=0 (R,Z,Fo), operator VR dziala w plaszczyznie
zmiennej 1? (plaszczyzna przekroju poprzecznego preta.lub

zebra), a operator L zawiera rézniczkowanie wzgledem
zmiennej Z (wspol—rzedna w kierunku wzddtuznym preta lub
zebra) i1 zmiennej Fo (czas). F zalezy od zrédek wew-

netrznych ciepta. Na brzegu K obszaru S, w ktorym dzia-
4a operator funkcja 0 spednia warunek brzegowy



W celu usuniecia z rownania (2.1b) operacji rozniczkowa-
nia Vrf zastosujemy transformacje catkowg wzgledem zmien-
nej R

0 (p,Z,Fo) = Z,Fo)v(8,p)ds. 2-27)
S

Jadro v(R,p) transformacji nalezy dobraC w ten sposéb, by
transformacja laplasjanu funkcji 8 w obszarze S, przy wa-
runku brzegowym (2.8a) na brzegu tego obszaru wyrazala sie
liniowo przez transformate funkcji

JT (VRO)VQR,p)dS = - p, (2.28)
S

co po uwzglednieniu (2.27) daje réwnosc
[/ (,gOVAS=-plJllvd, (2.283)
S ]

Zastosujemy w tym celu dla funkcy® v 10 drugie twierdze®
nie Greena

JFCWEe-OVRV)as =/ | DK,
® K
z ktorego wynika
ff vdS =" 7 r2v ds (vjT -00%) K
S S K

Jezeli na mocy warunku brzegowego (2.8a), podstawimy



to otrzymamy

Jj(Vr26) v dS =fievrzy dS - + Bi V) oK. (2.29)
S S K

Aby bydo spelnione rownanie (2,28a) muszg zachodzi¢ naste-
pujace rownosci

[IOE2t N =- P2FHi"
S S

$0 (BE+ Bi v) dK =0,
K
lub 1naczej

ff@ (7 2v + p2v)dS s O,
S *

+ Bi V) oK = 0.
K

Calki powyzsze beda identycznie rowne zeru wowczas, gdy

Vr2v + p2v =0, (2.30)
+Biv=0 dla Se K. (2.3D)

Otrzymane réwnania formwujg klasyczne zagadnienie Stur
ma-Liouvill£a [2], ktére posiada nietrywialne rozwigzania
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zwane funkcjami wAasnymi, dla pewnego zbioru wartosci wa-
snych P =

Wartosci wkasne zalezg od parametru Bi tkwigcego w  wa-
runku brzegowym (2 .31)*

Funkcje wkasne V. tworzg w obszarze S ukdad ortogo-
nalny, zupelny. Ortogonalnos¢ funkcij. V. wyraza sie zwigz
kiem

//deS:I (2*35)

gdzie s~ jest symbolem Kroneckera, a normg funkcji
V). Poniewaz rownania (2,30) 1 (2,31) okreslaja y» z do-

k#adnoscig do statego wspokczynnika, wiec kazdy otrzymany
ukdad funkcyj mozna unormowaC, W praktyce jednak,dgzac do
jJak najprostszego zapisu funkcyy Yy~ operujemy FTunkcjami
nieunormowanymi .

Ostatecznie wiec definiowana transformacja catkowa w o-
graniczonym obszarze ma postac

0§k ,Z,Fo) = /7 j M ,Z,Fo)vk (S, ~k)dS# <2.33)

przy czym transformacja laplasjanu wyraza sie nastepujaco
( R*e) = - jL *9. (2.34)

Zmienna stransformowana jest w tym wypadku (W odréznieniu
od innych transformacji calkowych) zmienng dyskretna.

21



Aby otrzymac¢ réwnanie okreSlajgce transformacje odwrot-
na, rozwinmy funkcje O (&,Z,Fo) w obszarze S w szereg
weddug ortogonalnego i1 zupednego ukdadu funkcyj \

e (S.zfo) =T, v =
k

Po pomnozeniu powyzszego rownania przez funkcje v., po
scatkowaniu obustronnym w granicach obszaru S 1 po uwzgled-
nieniu rownania (@ .32), otrzymujemy

Ck

Porownujac uzyskane rownanie z definicjg transfoi™macji 2.33)
mamy

Transformacja odwrotna wzgledem transformacji (2.33) jest
wiec okreslona réwnaniem

8(5.2,F0) =Y -A-1~.z Forsa), (2.35)
K Nk

Transformowanie rownan przebiega podobnie, jak przy innych
transformacjach catkowych - nalezy transformowane réwnanie
obustronnie pomnozyC przez jadro przeksztakcenia i wykonac
catkowanie. Przy transformowaniu pochodnej wzgledem innej
zmiennej zamienia sie kolejnos¢ rozniczkowania 1 catkowania.

X) _ _ Lo . . _ oe
tu 1 w dalszej czesci pracy uzyto skroconego zapisu™s/N''™*

k k=1



Dla transformacji addytywnych stadych wystepujacych w
rownaniach wystarczy zna¢ transformacje liczby [I.Transfor
mowane stade nalezy rozumieC jako funkcje zmiennej R przyj
mujgce w obszarze S wartos¢ stalg, W szczegdlnym wypadku,
dla funkcji jednostkowej

uH) 51, dla R«S. (2.36)

Rozwinmy te funkcje w szereg wzgledem ukdadu funkcji wkas-
nych

u@®) =1 = £ V k (SFK)* (2-37)
K

Wspodczynniki szeregu, wyznaczone znanym sposobem, wyraza-
Ja sie nastepujaco

K = o //W./i)dS- (2 38)

k'S

Catka po pravej stronie jest transformatg funkcji  jedno-
stkowej

“Tk1=1j WV k) =Ff \ " Tk )CS
z rownania (2.38) wynika wiec

“Wo- 2-39)

V dalszych rozwazaniach niniejszej pracy wystgpi Srednia w
Obszarze S wartos¢ i1loczynu

ki #VKk(i
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Poniewaz nie zalezy od wiec

S

Po obustronnym scatkowaniu rownania (2.3?) w obszarze S
otrzymujemy zwigzek

(2.41)
K

Wspotczynniki i zalezg od wartosci whkasnych
a poprzez nie od liczby Biota

Ak =V Bi) ek = V Bi>*

2.5«4» Obszar plaski - poprzeczny przekrdj zebra pla-
skiego

Erzekrdj poprzeczny zebra plaskiego (prostego lub okrg-
gtego) jest przekrojem phyty (rys. 1) o zredukowanej grubo
sci romej 2 (polowa grubosci stanowi rozmiar charakte-
rystyczny).

Jezeli1 dla zebra prostego zachodzi symetria wzdtuzna, a
dla zeb™a okraglego symetria osiowa, to dwuwymiarowy lapla-
sjan w tym obszarze upraszcza sie do postaci

Funkcje wkasne spetniajg zatem réwnanie

(2.42)
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przy warunkach brzegowych

8}5 =0 dla X =0, 2.43)
g}~ + Bl vk =0 dla X a 1. (2.44)

Z rozwigzania zagadnienia brzegowego (2.42) - (2.44) o-
trzymujemy

\ = Cc°sMkX* 2«d5)

przy czym wartosci wkasne u, sg dodatnimi  pierwiastkami
rownania

Bi ctghu=~. (2.46)

Funkcja (2.45) jest nieunormowana, jej norma Wynosi

<k
Nlc =\]i*"k + s¥n;'k oosikk’ t47)
) WIS:L%Jé}czynniki \ \ szeregdw wyrazaja sie rownania-
mi
2 sin?
Ak C o] S (2.48)
Bk = ~—~T r I Bi2——-—-72- (2749)
+ ®@° +/%)
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Funkcje wkasne (.45) rozwigzujg zagadnienie Jjedynie
dla wypadkéw, gdy zachodzi symetria wzgledem plaszczyzny
Srodkowej zebra (por. podrozdz. 2.2). W przeciwnym wypad-
ku funkcje te bydyby liniowymi kombinacjami sinusa 1 coSi-
nusa, a wartosci wkasne " okreslatoby inne réwnanie pras
stepne.

2.5.2. Obszar kotowy - przekrdj poprzeczny okragtego
preta

Przekrojem poprzecznym okragkego preta jest koto o zre-
dukowanym promieniu rownym 1 (rys.1l). Przy symetrii osio-
wej (uzaleznionej od symetrii rozkdadu temperatur w prze-
kroju poczgtkowym preta i1 symetrii wnikania ciepta na po-
wierzchni bocznej preta) operator vR upraszcza sie do
Jjednowymiarowego

Funkcje wkasne spelniaja rownanie

dX
przy warunkach brzegowych (2.43) 1 (2.44). Sa niai funkcje

(2.51)

Wartosci whkasne sg dodatnimi pierwiastkami réwnania
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Funkcja (2.5*0 jest nieunormowana, Jjej nhorma wynosi

A g—
Wspokczynniki AN i szeregow nalezy obliczaC z row
nan |0]
Ak = - ——y -, (2.54)
} BL >
A THA2
£t = -V —5— 2.55)
Bi2)

2.5.3. Obszar ptaski - plaszczyzna zebra prostego

Jest to obszar ograniczony z jednej strony czolem zebra,
z drugiej strony plaszczyzng jego utwierdzenia. Wspotrzedng
Z mierzymy poczawszy od czota zebra w kierunku zamocowania
(rys. 1). Zmienia sie ona w zakresie 04 Z4L, gdzie L =
/1  jest zredukowang ddugoscig zebra, (lub preta)- W ob-
szarze zmiennej Z dziaka operator 7-~, ktory dla prostego
zebra 1 preta pryzmatycznego ma postac (2 3). Funkcje wha-
sne vn spelniajg zatem rc nanie

d2v
dZZ~ +Vnvn = 0* (2*56>

Warunki brzegowe wynikajg z rownan (2.11a), przy czym w
tym wypadku 2z~ =, Z2 = 0. Jezeli przyjmiemy  wyréwnany
rozk#ad temperatury u nasady zebra t(?) =i t to przy od-
powiednim okresleniu zredukowanej temperatury§ (tak, by w
-liczniku znajdowata sie réznica ™) uzyskamy# = =0
dla Z= zZ~ = L Odpowiadajacy temuwarunek brzegowy dla
funkcji whasnej vn ma postac

vn(2) =0 dla Z = L. (2.57)
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Drugi warunek brzegowy wynika z wymiany ciepta na powierz-
chni czotowej zebra (preta) i w ogélnym wypadku ma postac
indentyczng z analogicznym warunkiem dla funkcji 0 (rown.

Q.lla)).
W szczegolnosci, gdy pominiemy wpdyw wymiany ciepda na po-
wierzchni czolewej, warunek ten upraszcza sie do postaci

dv
— m=0 dla Zs 0. (2.58)

Przy tak sprecyzowanych warunkach brzegowych funkcja
wlkasna ma postac

vn = cosi’Z, (2.59)
a wartosci wasne okresla zaleznosé

g - (2.s0)

Wsp&tczynniki  An, potrzebne do transformacji stalbych w
przedziale Q,L), wynikajg z rownania

\ m7"/\WQ)dz*

analogicznego do rownania (2.38). Po obliczeniu normy N
funkcji (2.59) i1 cakki wystepujgcej w powyzszym réwnaniu?
otrzymujemy

(-1 L (*.0

Wsp&tczynniki Bn

28



pojawiajgce sie przy usrednianiu w przedziale (O,L) funkcji
rozwinietych w szereg wedtug v , nalezy oblicza¢ z rowna-
nia

B =—-———-—- ———r— . .62
@n-213t)2
Wsp&tczynniki te spelniajg rowniez zwigzek (24-D).

3. USTALONE PRZEWODZENIE CIEPtA
W PROTACH PRYZMATYCZNYCH 1 ZEBRACH

3.1. Pret pryzmatyczny o skoriczonej ddugosci

Dla wypadku ustalonego przewodzenia ciepta bez zrodet we
wnetrznych rownanie (2.1) upraszcza sie do postaci

y2tf +1]2?7= 0, G.1D)
0z
przy czyn operator Vi dziaka w pkaszczyznie przekroju po-

przecznego preta, Poczatek osi z przyjmujemy na powierz-
chni czolowej preta (rys.2).

Rys.2® Pret pryzmatyczny



Na powierzchni bocznej 1 czolowej preta odbywa sie kon-
wekcyjna wymiana ciepla z otaczajacym Srodowiskiem o tem-
peraturze tQ, co wyraza sie warunkami brzegowymi

- X =c PMr,2) -tl dla rek, G.2)
% = *"[*>.0) - tj. G.3)

Przyjmujemy, ze w pkaszczyznie zamocowania preta z = 1)
temperatura jest wyrownana i wynosi

i*(r,D = t°* @3.45)

Jak juz nadmieniano w rozdz. 2.2. rzeczywisty poczgtkowy
rozktad temperatury nie jest wyrdwnany. Z podanych tam
przyczyn nie wydaje sie celowe uwzglednianie tego rozkdadu
w rozwigzaniu (cho¢ z punktu widzenia matematycznego nie
przedstawia to trudnosci)i wystarczy przyjac, ze wzieta do
obliczen temperatura tl jest Srednig temperaturg w prze-
kroju zamocowania preta. W podrozdz. 3.5 zostanie oméwiony
wodyw tego uproszczenia na rozwigzanie zagadnienia.

Po wprowadzeniu wielkosci zredukowanych (2.1?), (2.18),
2.19), 2.21), (.22) oraz zredukowanej temperatury

v/ -t
*1*0

I zredukowanej ddugosci preta

L = - -~ (3.6)



rownania (3.1)— (3.4) przybierajg postac

VR20+-~f=0, (3.1«)

R idZ
+B1O(M) =0 dla R 6K, (B.2a)
- KrfBi 0 (6,0) = 0, (3.3a)
O(R,L) = 1. (3.4a)

Do rozwigzania powyzszego zagadnienia brzegowego zasto
sujemy transformacje calkowg wzgledem zmiennej 5, w ob-
szarze S (rown* (2.33)). Stransformowane rownania maja
nastepujacqg postac

‘Ul + ¢ 4%=0, 3.1b)
K dz2

- Ka BiO = 0, dla Z =0, (3.3b)
0= NMAK dla Z=1L (3.4b)

(réwnanie @G .2a) zostado wykorzystane przy transformacji
laplasjanu).
Catka ogolna rownania (3.1b) wyraza sie réwnaniem

0= ClcirkZ + C2slyzkZ. (3.7)



Po wyznaczeniu stalych catkowania z warunkow brzegowych
@*3b) 1 (34b) otrzymujemy

=y kz sVkz

® ce "KAK =q.. T —_L—v——_—_——-a\ﬁT—I'Bi__?.
VKL #x* 37 sheklL

Funkcje @ (&*2) przedstawiajaca zredukowany roz -
k+ad temperatury W pryzmatycznym precie
o0 skonczonej dhugosci, otrzymamy z réwnania (3 .8) po dbko-
naniu transformacji odwrotnej okreslonej rownaniem (2,35)

&=) ® - Bi—————- . @eN
K CHkL + K* SHKL

Srednia w przekroju zredukowang tem.
perature preta @ () uzyskamy po zastosowaniu réwnania
(2,24-a) i1 wykorzystaniu zaleznosci (2,40),

¥ _ G\Hiz Jrlﬁ*\/ﬁ_ sifkz
®m = Zj Bk T , Bi , T (3.10)
k VAL + % ShigkL

W niektorych wypadkach interesujgca jest temperatura w
koncowym przekroju preta (np, przy okresSlaniu statycznego
biedu pomiaru temperatury zanurzonym w plynie 1 umocowanym
w Scianie termometrem;« Zredukowang temperature konca pre-
ta otrzymuje sie po podstawieniu Z = 0 w rdownaniu (3*9)



Efektywnos¢ preta (zredukowang ilos¢ ciepla
przewodzonego przez pret) oblic'za sie z rownania (2.15a),
ktore dla tego wypadku ma postac

*= ~k (“dz)z=L* °_12)

Po zrémiczkonaniu rownania (3.10) i po podstawieniu do row-
nania G .12) otrzymujemy ostatecznie

k 1 7 ik thekL
Na podstawie rownania (2,25) dochodzimy do zwigzku pomie-
dzy efektywnoscig 1 sprawnoscig preta

T=i~?22L~ 3-14"

3.2. Nieskonczenie dhugi pret pryzmatyczny

iidmania okreslajace rozkdad temperatury w precie nie-
skonczenie dhugim i1 efektywnosS¢ tego preta mozna uzyskac z
rownan 3.9) i @G .13) po zmianie zwrotu osi preta (zamiana
Z na L-Z, poczatek osi Z w plaszczyznie zamocowania
preta) i po przejsciu granicznym L-—>m.

0= 1C Akvk (DexP(lukz (3.15)

By /e (3.16)



3.3« Szczegblne wypadki preta

3.3.1. Pret okragly

9y (3.13)» (3. n R
toévéli rmnagﬂ;/gﬁhzk(?, %d@gic%?%ielgv?i ellg%kz;m?%wnrilneizg -5\2'6)':
oraz funkcji wkasnych, wspokczynnikow A i Br  okre-
Slonych odpowiednio réwnaniami (2.51), @.5+; 1 (2.55;.
Efektywnos¢ preta okragglego w funkcji liczby Biota i
zredukowanej dhugosci preta, przedstawiono na rys.3«

3*3.2« Pkaskie zebro proste

Wartosci whasne, funkcje wkasne oraz wspélczynniki sze-
regbw wystepujace w rownaniach (3.9t (GB.13)» (3.15;i1@-H)
sq dla tego wypadku okreslone rownaniami (2.4-5) - (2C49).

Wykres zaleznosci efektywnosci plaskiego zebra prostego
od liczby Biota Bi 1 zredukowanej ddugosci L, przy réw-
nych wspotczynnikach wnikania ciepla na powierzchni czoto-
wej 1 bocznej (K™= 1), przedstawione na rys. 4. fio™miarem
charakterystycznym wchodzgcym w sk#ad zredukowanych wiel-
kosci Bi 1 L jest catkowita grubosS¢ zebra.

3.4. Okragte zebro plaskie

Przekrdj okraglego zebra plaskiego, z zaznaczeniem ukda-
du wsporzednych, przedstav;iono na rys. 5*

Po przyjeciu takich samych zatozen, jak dla zebra pro-
stego (preta pryzmatycznego), otrzymujemy ukdad réwnan

= o0, (3.18)
r Qr (Ox2

ot (3.19)



e1dad obsopfenio ISOUWPRIT € xSAY
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-20)

) = tv 3.21)

'dtXr?,x)

Wprowadzenie do powyzszych rownan okreslonych uprzed -
nio wielkosSci zredukowanych., oraz dodatkowo zredukowanych

promieni

R = dr* - R2 s ~3r’ G-23)

37



doprowadza d6 réwnan kryterialnych

0 (3.189

(3.19%)

(3.203)

(3.212)

— ———— +KEBIi0O R, =0. @G.22a)

W celu rozwigzania rownania rozniczkowego (3.18a) przy
warunkach brzegowych (3*19a) - @ .22a)r zastosujemy trans-
formacje catkowg wzgledem zmiennej X, wykorzystujac przy
tym funkcje wkasne vk, wartosci wkasneu k,  wspdczynniki
szeregow i okreslone w podrozaz. 2.5*"¥#<Stransfor-
mowane réwnanie rézniczkowe i warunki brzegowe (z wyjatkiem
warunkéw (3.19&) 1 @ .20a), ktére wykorzystujemy przy trans-
formacji pochodnej T120/0X2) majg postac

(3.18b)

(3.21b)

> N
d® R?7&" | mBio (RRAK) = 0 (3.22b)



Catka ogolna rownania (3»18b) wyraza sie liniowg kombi-
nacja zmodyfikowanych funkcji Bessela

+ C2KoV kR)- G a>
State calkowania wyznaczamy z warunkéw brzegowych (3.21b)

1 (3.22b) otrzymujgc ostatecznie wyrazenie na transformate
funkcji O

toito & Ko W g
KOIVkS2>loVKRV t

gdzie

JOLAKA2N = 11 W R2N + K«;BI

€ 26)
KO1MkR2™N = KIAMKR27M K*BI 10MIKR27™

W wypadku, gdy mozna zaniedba¢ wpkyw wymiany ciepda na po-

wierzchni czolowej zebra (K”s 0) réwnania @ .26) upra-
szczaja sie do postaci

10 INKR2N = 1L NKR27 i
@G -26a)

KOIVAR2 ) = KI W R27™

Po dokonaniu transformacji odwrotnej uzyskujemy furkeje
9(RtX) przedstawiajacg zredukowany rozk4+ad tem
peratury *okraggtego zebra prostego
a V. KOIAKR2jlo W R * 20 1~k~r~oWsr /3 27)

=Z-W X**0 ~2)1 ~)+ X0~ 20~ 1> °

3S



Srednia w przekroju temperatura ze-
bra wyraza sie réwnaniem

-V n * 10 IVER2’KoytkR™ .z 2q)
m k KO1*"k R2>Joty’k 1™ + 101Nk S2Ko™ k RIN

A

ktore otrzymuje sie a rownania G .28) po zastosowaniu de-
finicji (Q.14-3). Rownanie (2.15a) ma tym wypadku postac

= - In:(~alr) 3-25)

Po obliczeniu pochodnej z rownania (3.28) otrzymujemy osta-
tecznie rownanie wyrazajgce e fektywno$ ¢  okrg-
aHego zebra paskiego

1 r ~ ILAKRIA OIWKRS® f,
BiL Vk KOMNKRIJIOLGKH2] -

przy czym funkcje KQL 1 I1QL sq okreslone rownaniami
3.26).
( Po)\wkorzystaniu rownania (2.26) mozna otrzymaC zwigzek
pomiedzy sprawnoscig 1 efektywnoscig okraglego zebra pha-
skiego

RZ - R 2
= ( 2N L 4+ .(3-:
Dla zebra o duze]j Srednicy zew -
ntetrzne j R? rownanie ( ) upraszcza @ sie
do postaci
1V M “kRI*
*= Bi g,ll(_ Bkfk KOMkRI) * G-32)
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Na rysunkach 6-8 przedstawiono wykresy funkcji % -

®(Bi1,Rl ,R2) = FBIJRNJTY/r™) okreslong rownaniem G .30)
przy Kec - 1| (Jednakowy wspokczynnik wnikania ciepda na po
wierzchni Gzolowej 1 bocznej zebra). Zmienne zredukowane sg
okreslone przy uzyciu calbkowitej grubosci zebra, jako linio
wego rozmiaru charakterystycznego.

3.5. Wpkyw nierdwnomiernego rozkdadu temperatury u nasa-
dy zebra (preta]“

Wpdyw ten przeanalizujemy dla przypadku preta pryzmatycz
nego, ktorego szczegolnym wypadkiem jest plaskie zebro pro-
ste. Przy nierownomiernym rozk#adzie temperatury u nasady
zebra zachowuja swg moc rownanie rozniczkowe (@ .l) oraz wa-
runki brzegowe (3.2) 1 (3.3). Natomiast w miejsce  warunku
brzegowego (3.4) pojawi sie warunek bardziej ogolny, wyrazar
Jacy rozk¥ad temperatury u nasady zebra (preta)

1/(r,1j = t°r). G.B)

Wprowadzamy pojecie Sredniej temperatury u nasady zebra

S

Badanie wpdhywu rozkd#adu temperatury u nasady zebra bedzie
polegado na okresleniu réznicy efektywnosci % dla preta o
wyrownanej temperaturze t i dla preta posiadajgcego u ma
sady temperature tNr), ktorej Srednia wartos¢ t,n=t
Bezwymiarowe wielkosci zredukowane pozostajg te sare, je
dynie w zredukowanej temperaturze 1 zredukowanym strumieniu
ciepla (efektywnosci) pojawi sie tim w miejsce t,(

3-35)

Q.36)
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Obowigzujg zatem rownania bezwymiarowe (G« - (3.3a), a
tylko warunek brzegowy (3.4-a) zostaje zastgpiony przez waru-
nek

0G.D = T,.®- (3-353)

To samo dotyczy rownan stransformowanych (3.1b) i (33b), a
transformata warunku brzegowego @G -33a) ma postac

Q/iksL) = =JfTI (5) vktyVe)ds* (3*330)

. - : )1 . _
Rownanie powyzsze mozna napisa¢ w postaci

k k

gdzie
iI/TiGO\ H > 5)ds
-
ifcd =-STF — -oeeeoees : (3.38)

IIK
oo (* o,1rjd s

Z pordwnania rownan (3*4b) i1 (3*37) wynika, ze transfor-
mata funkcji O(R,Z) przedstawiajacej rozkiad temperatury w
precie wyrazi sie rownaniem podobnym do @ .8),réznigcym sie
Jedynie wyrazeniem stojacym przed ulamkiem



a sama funkcja

O =) eemm——————————0rr--—-——- - (3-4011

]
v HA =HLEA  dn L

Wpdyw nieréwnomiernego rozk#adu temperatury u nasady preta
uwidacznia sie wiec poprzez czynnik (.38h przez ktory sa
pomnozone poszczegdlne wyrazy szeregu (3 .9). Ten sam czyn-
nik pojawi sie w rownaniu na Srednig w przekroju temperatu-
re preta (3.10) i nastgpnie w rownaniu @.13) na efektyw-
nos¢ preta

-1 _yat iwLi~S,
] 2a -

k WKAk 1+ th”L

0«)

W wypadku wyrownanej temperatury u nasady zebra czynnik po
prawkowy jest oczywiscie rowny 1, gdyz wowczas T™MR) =1
AL AKN T NKAK?

Na wartos¢ sumy szeregu (3.41) decydujacy wpbyw na pier

wszy jego wyraz. Wpkyw ten jest tym wiekszy, im mniejsza
jest liczba Biota, gdyz

) 3 ldla k=1
limB (BiI) =

Bi—- 0 K Odla k >1,

Jednoczes$nie, ze wzrostem k (a wiec vy th™MIrM 1 od
pewnego wyrazu szeregu (nieraz juz od drugiego) caly uka-
mek zawierajacy te funkcje jest bliski jednosci, Np. dla
Bi = 0,6, a wiec juz bardzo blisko goérnego kresu liczb Bio-
ta stosowanych w zebrach, Bl - 0,9983, B2 = 0,0016, B

= 0,5209, B™12 = 0,0051. n
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Przyjmujac wiec dla oceny wpkywu rozkdadu temperatury u
nasadzy zebra przyblizenie sumy szeregu plierwszym wyrazem
otrzymujemy

T W
H1AL

dla nieréwnomiernego rozkdadu temperatury u nasady zebra i

th™-,1 ¢ K* Bi
* A ek q 1 +t&M_’\ KIP‘WIE

dla rownomiernego rozkdadu temperatury u nasady zebra,

"¢zgledny blad efektywnoScipreta (zebra;,spowodowany nieu-
wzglednieniem poczatkowego rozkkadutemperatury, Wynosi
wiec

p - -‘I,,-N/,\f;\ /g
oo i TRy G4

Dla przyk#adu rozpatrzymy plkaskie zebro proste, u nasa-
dy ktorego rozkdad temperatury jest paraboliczny. Niech
rownica maksymalnej I minimalnej " temperatu-
ry u nasady bedzie pevna czescig roéznicy sSredniej tempera-

tury w tym miejscu tj 1 temperatury plynu  ommajacego
pret (zebro) t0

timax " timin = kKt 1m “ to™ G.4DB)
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Parabola przedstawiajgca rozk#ad temperatury u nasady ze-
bra jest symetryczna wzgledem pkaszczyzny sSrodkowej zebra
& = Q) 1 wygieta w ten sposéb» by na powierzchni (X = <f)
temperatura byta blizsza temperatury tQ. Nietrudno wyka-
zaC, ze rdwnanie tej paraboli ma postac

=t + (. -t

lub w postaci zredukowanej

TL =1 + kt ( - X2). (3.44)

Rownanie to spelnia wszystkie zadane warunki: parabola jest
symetryczna wzgledem osi x (funkcja jest parzysta),
zredukowana temperatura na powierzchni (X = 1) jest mniej-
sza od tejze w plaszczyznie Srodkowej (x = 0)* a wiec jest
blizsza zredukowanej temperaturze pbynu TQ = 0 "»Srednia
wartos¢ zredukowanej temperatury u nasady, zebra T™m = 1.

W celu obliczenia bledu (B.4-2) nalezy wyznaczy¢ wartos¢
wyrazenia (3.38) przy k=1. Dla przypadku zebra plaskiego
(por. podrozdz. 2.3.1) wyrazenie to konkretyzuje sie do po
staci

™ 2 (Tl(X)cx:Tix**

N2A i easig dx

zredukowane temperatury sg nieujemne,
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Po podstawieniu do powyzszego rownania funkcji (3*44) i1 po
wykonania calkowania, otrzymujemy

n otg*. *\ (3.45)

WA

Poniewaz 0< & < T funkcje ctg”™ mozna rozwingC w sze-
reg potegowy, dzieki czemu rownanie (3*45) przeksztakca sie
do postaci

~ 0§ r - 11 * fis -+ 0§ £ 5 4+ e e e ). (3 ,4 6 )
11
Rownanie (3*46) wskazuje na to, ze wspokczynnik uwzgled
niajacy nierownomiernos¢ Rozk#adu temperatury u podstawy
zebra rosnie*raz z a wiec 1 z liczbg Biota, Dla Bi=

oo gYmax ~ 2

=1 + 0,1498 kt*
max

Podstawiajac powyzsze do rownania (3*42) otrzymujemy

0,1493 kt
8Xmax =1 + 0,1493 kt G3n7)

Przyjmujac, raczej z nadmiarem, k™ = 0,1 otrzymujemy
Vv

e*fmax * O*0* 2 = 1*4255

Uzyskany wynik potwierdza-stusznos¢ zatozenia polegajacego
na przyjmowaniu rownomiernego rozkdadu temperatury u nasa-
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dy zebra. Rzeczywisty rozk#ad temperatury jest trudny do
okreslenia, uwzglednienie go komplikuje rozwigzanie, a do-
k#adnoS¢ zwieksza sie przy tym w skrajnym wypadku tylko o
1%.

3.6. Krytyczna liczba Biota

Krytyczna liczba Biota odgranicza zebra (prety) inten-
syfikujace wymiane ciepka na powierzchni, do ktdrej sa przy
twierdzone (#>1) od zeber i1zolujacych (#<1) Zebro jest
efektywne wowczas, gdy Bi<Bi”™ . Krytyczna liczba Biota
zalezy od ksztaktu Zebra (pretaj i. od jego  zredukowanych
rozmiarow geometrycznych. Dla zeber geometrycznie  podob-
nych krytyczne liczby Biota sg rdowne.

Dla pretéw pryzmatycznych i1 plaskiego zebra prostego
krytyczna liczba Biota zalezy od zredukowanej ddugosci L =
1/1 . ZaleznoS¢ ta lezy jednak poza zasiegiem  potrzebnej
dokdadnosci obliczen i1 dlatego mozna przyjac stalg war-
tos¢ Bikr. 1 tak dla o krggd+ego preta

Bikr = 1 *558, 3.49)
adla ptaskiego zebra prostego

Bikr =1,664 (3.49)

Krytyczna liczba Biota dla o krggdtego ze -
bra ptaskiego jest funkcjg zredukowanych pro
mieni 1 R2. Decydujacy wpkyw ma jednak tylko zreduko
wany wewnetrzny promien RMN = Rozmiar charakterysty-.
czny 1Q = 6 (ktéry wchodzi rowniez do liczby Biota) ozna-
cza catkowitg grubos¢ zebra. Zaleznos¢ Bi, =-Ff(R"™) przed
stawiono na rys. 9. Graniczng wartoscig dlarduzych promie-
ni b Wytyczna liczba Biota dla ptaskie-



Rys.9. Krytyczna liczba Biota dla okraglego zebra paskiego

3.7. Porownanie z teorig klasyczng

W klasycznej teorii pretow i zeber przewodzacych cieplo
nie uwzglednia sie zmiennosSci temperatury v przekroju po-
przecznym. Bez uciekania sie do analizy matematycznej tego
zakozenia mozna stwierdzi¢, ze jest one spelnione tym le-
piej, Im wiekszy jest wspodczynnik przewodzenia ciepla %
materiatu preta (zebra), Im mniejszy jest poprzeczny roz-
miar liniowy preta (grubos¢ zebra) 1Q 1 im miiiejszy  jest
wspotczynnik wnikania ciepfa na powierzchni preta (zebra).
Te trzy czynniki dziakajg wspolnie poprzez liczbe Biota
Bi =l / X . Zatozenie plaskosci izotermy w przekroju po-
przecznym jest wiec tym lepiej spelnione, iIm mniejsza jest
1iczba Biota.

3.7.1* Pret pryzmatyczny

Yi miejsce rownania (3.l) otrzymujemy réwnaniex)

Wh -Hr = e 13-50)

xWyprowadzenie tego rownania_jest ane w kazdym podrecz-
niku z wymiany ciepla. Madejski [1Z] wyprowadza réwnanie
@3 -50) wychodzgc ze Scistego réwnania rézniczkowego @G.DN
poprzez usrednienie temperatury w przekroju poprzecznym.
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ktére jest spelnione wraz zwarunkami brzegowymi G3) 1
(34-)* Po przyjeciu charakterystycznego rozmiauru liniowe-
go okreslonego rownaniem (2,16) oraz uzytych juz uprzedz
nio bezwymiarowych wielkosci zredukowanych, rownanie@.50)

przyjmuje postac

2
- 2Bi0 =0. (3.50a;
dz

Warunki brzegowe natomiast przyjmuja w formie zredukowanej
postac

H-=KaBi0 dla Zs0, (3.51)
0s 1 dla Z=L. (3.52)
Po wprowadzeniu oznaczenia
P =vy2Bi

poszukiwana funkcja wyrazi sie réwnaniem

v + Ka |p shflz

= — —— - - (3.53)
dnfili + ILa-p- shp L

Poniewaz temperatura w kazdym przekroju preta jest wyrow-
nana, wiec rownanie (3 .53) wyraza rowniez Srednig w prze-
kroju temperature« Po zrézniczkowaniu rownania (3.53)ipo
podstawieniu do rownania G -42) uzyskujemy zredukowang i-
0S¢ ciepka przewodzonego przez pret (efektywnos¢ preta)

R thaL + Kan
di= —0—— 5]— | - 3*7)
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W literaturze podawane jest najczesciej rownanie
X = th™ L,

ktore nie uwzglednia wymiany ciepda na powierzchni czolowej
preta. Wpbyw tej wymiany, szczegolnie istotny dla pretow
krotkich, przeanalizowat szczegStowo Okoto-Kukak [14],

Krytyczng wartos¢ liczby Biota uzyskujemy z warunku#= 1
z ktérego wynika, dla 1

Bikr = 2. (3.55)

Dla preta nieskonczenie dhugiego zredukowana temperatura i
efektywnos¢ wyrazaja sie rownaniami:

& = exp(-£2), (3.56)
x ={i- @G.57)

Rownania (3.53), (3-54), (B -56) 1 (3.57) mozna uzyskaC
z wyprowadzonych uprzednio rownan (3.10), (3.13), (3.15) i
(3.16), uwzgledniajacych poprzeczny rozk#ad temperatury,

przez przejscie graniczne Bi—*-0. Wystarczy w tym celu
uwzgledni¢ nastepujace zaleznosci [1Q]
ldla k=1
lim B,=< 01 (3.58)

Bi~0 K Odla k>0

50 Bi=/3%) (3.59)

x)Nie jest to granica sensu stricto. Rownanie (3.59) nalezy
-rozumieC jako zapis asymptotycznej rownosci ™ i \EBX
Scislejszy zapis w formie granicy jest nastepujacy ©

Iim -Jh— - 1|.
Bi*O\.fiM



ZaleznoSC (3.59) uzyskuje sie z rownan (2.46) 1 (2.52) po
rozwinieciu wystepujacych w™nich funkcji w szeregi potego-
we. Nalezy przy tym pamietac,, ze w podrozdz, 2.5.1 ™ uzyto
liczby Biota odniesionej do polowy grubosci zebras a jedno
lity dla wszystkich pretow pryzmatycznych charakterystycz-
ny rozmiar lintowy (2»16) sprowadza.sie dla plaskiego ze~
bra prostego do calej jego grubosci* Uzytg tam liczbe Bio-
ta nalezy wiec podwoic.

3.7.2. Okragte zebro ptaskie

Odpowiednikiem rownania (3.18) jest w teorii klasycznej
rownanie [17]

dv..' | di/ 2oC ,Vv , , n s
'&J’ r dr " ( o= 8 (3*60)

ktére jest spelnione wraz z warunkami brzegowymi @ .21) i
(B.22). W réwnaniu tym d* jest gruboscig zebra, Po sprowa-
dzeniu do postaci bezwymiarowej rdwnanie to, oraz towarzy-
szace mu warunki brzegowe przedstawiajg sie nastepujaco

O o1 § -2Bi® .0, (3.60.)
0=1 dla 8=BV (3.61)
| +K*Bi0=0 dla R=R2, (3.62)

W wyniku rozwigzania uzyskujemy wyrazenie dla zredukowanej
temperatury

KO 1<PB2)I0<PR) *



a stad

ft - X1 (pRL)KO1<pK2) .
*= Bi KorJl1o”~Sg) * 1o~ RLIOL(pR2J )
V/ rownaniach tych 1Q i oznaczajg funkcje wyrazone

iwngpza\ml (3-26), a R= \I2Bi. Dla zebra o nieskonczenie
zej* Sretinicy zewnetrznej

6 K-PERI)
*=Bi“nWV™ 36

Podobnie jak dla preta pryzmatycznego, rownania (3.63),
3,64 1 (3.65) mozna uzyskaC¢ z rownan (3.28),(3.30) (B.-32)
po przejsciu granicznym Bi— »(), przy uwzglednieniu m zalez-
nosci 3-58) 1 (3.59).

3.7.3. Wnioski

Przytoczone wywody potwierdzajg przyjmowang raczej intui-
cyjnie teze, ze zatozenie plaskosci izoterm w przekroju po-
przecznym preta lub zebra sprawdza sie tym lepiej,im mniej-
sza jest liczba Biota, Rownania uwzgledniajaca  poprzeczny
rozk¥ad temperatury przechodzg przy Bi-*-0 w réwnania kla-
syczne,

W rzeczywistosci jednak zawsze Bi> 0, interesujgce jest
wiec jak zalezy bkad wynikly ze stosowania wspomnianego
uproszczenia od liczby Biota, gdyz rzutuje to na zakres sto
sowania teoriil klasycznej. ) ] )

_ Podstawowg wielkoscig charakteryzujaca zebro (pret) jest
jJego efektywnosc ae(zredukowana 1losc przewodzonego cuep*a)-
Na rys,10 przedstawiono zaleznosS¢ wzglednego du efektyw-
noéa/ od IFi)czby Biota dla ptaskiego %e%rae%mg{ggo_ 1# okra-
gtego oraz okraglego preta.x) Bkad ten zalezy rowniez w mi-

xWartosci liczbowedla plaskiego zebra prostego roéznia
sie nieco od wartosci anych w opublikowanej . wczesniej
Brzez autora pracy [ Roéznica wynika stad, ze_przy o-
liczeniach wykonanych do cytowanej pracy popekliono” pe-
wien systematyczny glfa,d
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nimalnym stopniu od zredukowanych rozmiarow geometrycznych™,
podane na wykresie wartosci sa wartosciami maksymalnymi#

Rys.10# Wzgledny biad efektywnosci pretow i zeber obliczonej
weddug teorii klasycznej

Teoria klasyczna daje dla efektywnosci wyniki  zawyzone
(btadsy jest dodatni). Przyjecie plaskosci izoterm w prze-
kroju poprzecznym sprowadza sie bowiem do mySlowego "‘ulep-
szenia" materiatu zebra (preta) - w miejsce  rzeczywistego
materiadtu izotropowego, o wspdkczynniku przewodzenia ciepla
Jednakowym we wszystkich kierunkach, wprowadza sie do obli-
czen model materiatu o specyficznej anizotropowosci, pole-
gajacej na pozostawieniu rzeczywistej wartosci % w kierunku
wzcHuz osi preta i1 przyjeciu & 00w kierunku prostopaddym.
Tego rodzaju ulepszenie powoduje oczywiscie wzrost  ilosci
ciepta przewodzonego przez pret.

Teoria klasyczna daje ponadto zawyzong wartosS¢ Kkrytycz-
nej liczby Biota. Dla pretdw pryzmatycznych wartos¢ ta nie
zalezy od ksztattu przekroju poprzecznego.



3.8. Ustalone przewodzenie ciepta w pryzmatycznych pre-
tach z wewnetrznymi zroddami ciepla

Przykdadem preta pryzmatycznego z wewnetrznymi zrodkami
ciepla, sg elektrody w wannach elektrolitycznych. Wewnetrz-
nym zroddem ciepia jest cieplo Joule*a wydzielajace sie
elektrodzie* Jezeli przez 1 oznaczymy natezenie  pradu,
a przez Q opornos¢ wasciwg materiatu elektrody, to obje-

tosciowa wydajnos¢ zrodka wyrazi sie rownaniem

Zwykle przyjmuje sie, ze zroddo jest roztozone réwnomier-
nie £9], zaniedbujac jego zmiany wywokane zmiennoscig 8§ w
zaleznosci od temperatury oraz niejednakowg gestoscia pra-

du.
Po przyjeciu ukdadu wspotrzednych jak na rys.2, rowna-
nie rézniczkowe przewodzenia ciepla przyjmuje postac

2 - 02# —
i 0. =o. (3.66)

Zagadnienie przewodzenia cieplta w precie ze zrodkami
rozwigzemy dla tych samych co uprzednio warunkdéw  brzego-
wych, tzn. dla stalej temperatury w zamocowaniu preta i
przy konwekcyjnej wymianie ciepla na powierzchni  bocznej

1 czolowej preta. Warunki te ujmujg rownania (3.2) - (3.9).
W opisywanym zagadnieniu pojawia sie dodatkowva wielkos¢
(objetosciowa wydajnos¢ wewnetrznego zrodda  ciepla).
Poniewaz jednoczesnie i1losS¢ podstawowych wielkosci wymia-
ronych nie ulega zmianie, wigc zgodnie z podstawowym twier-
dzeniem teorii podobienstwa_ iloS¢ bezwymiarowych wielkosSci
zredukowanych opisujacych zjawisko wzrosnie o 1. Pojawie-
nie sie tej dodatkowej zmiennej zredukowanej uniemozliwi-
doby przedstawienie wynikowej funkcji na jednym wykresie.
Aby temu zapobiec, mozna wyrazi¢ temperature preta fi (r,2)
jako sume dwéch wielkosci

$ = il. 3.6?)

57



Funkcja wyraza rozkdad temperatury w precie bez  wew-
netrznych zrédet ciepka i spebnia réownania (3.1) - (X4).
Natomiast funkcja 1/ wyraza rozkdad temperatury w precie
ze zrodkami wewnetrznymi, ale przy rownych temperaturach
zamocowania preta tl i1 pkynu t . Jezeli temperature V
potraktuje sie jako nadwyzke ponad te wspdlng temperature
to mozna przyja¢c t = tQ = O« Funkcja 'iF spelnia zatem
rownanie rozniczkowe

7 +-i-=0 G .68)
r iz %

1 warunki brzegowe

~ % ~CCAXt%)  dla 56 k, (3*69)
=0C"tK r,0), (3.70)
If\r,l) = 0. (3.71;

Zastosowana wyzej superpozycja jest uzasadniona linio-
woscig rownania rozniczkowego przewodzenia ciepda 1 réow-
nan warunkow brzegowych.

Z rownania (3.6?) wynika, ze Srednia w przekroju tem-
peratura $ obliczona z definicji (2.14), wyraza sie
rowniez sumg dwoch skdadnikéw.

v m - G.72)

Podobnie strumien ciepla 4 przewodzonego przez pka-
szczyzne nasady preta skdada sie z dwdch czesci

Kk = Kk - 4~ G.73)



Q@ wyraza cieplo przewodzone wskutek istnienia réznicy
temperatur nasady preta 1 pbynu omywajgcego pret, przy
czym jak poprzednio za dodatnie uwazamy ciepto przephywa-
jace do piynu, wyraza cieplo przewodzone wskutek i-
stnienia w precie zrodet wewnetrznych. Cieplo to przephy
wa zawsze w kierunku przeciwnym do dodatniego  kierunku
pierwszego skdkadnika. Stad tez

/d \
«= *a(d r)2=lI< N
/d”™\
PD__*el(* P
: (/ )y 0 .75)
Funkcje wyznaczono w postaci zredukowanej 07,

O i#"w podrozdz. 3.1 (rownania (3.9), @.10),i (3*13)
Dla wyznaczenia analogicznych funkcji stanowigcych dru-
gl skdadnik rozwigzania, sprowadzimy rownania G .68)
- (3.71) dopostaci bezwymiarowej. W tym celu uzyjemy
wprowadzonych uprzednio wielkosci zredukowanych z wyjat-
kiem zredukowanej temperatury, ktorg w tym wypadku okre-
Slimy nastepujaco

e'=-£y- . (B.76)
Zredukowane rdownania majg postac

0"+ 1 =0, (3.683)
R 0Z

+ Bi0"'(f,2) s O, K6 K, (3.638)
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04 = KuBid" R,0), (3.701)
O(R,L) = 0. <3.7%a)

Do rozwigzania powyzszego zagadnienia brzegowego zasto-
sujemy transformacje calkong, wzgledem zmiennej m, w ob-
szarze S (rownanie (2.33)). Stransformowane réwnania ma-
Ja nastepujaca postac

& m o (3-68b)
- K-BiO% Odla Z=0, (3.70b)
s
0"= n2A, dla Z = L. (3.71b)
JE xC

Réwnanie (3.69a) zostato wykorzystane przy  transformacji
laplasjanu. ) o
Catka ogolna rownania rozniczkowego (3.68b) ma postac

d’= m +Mch”.Z +W shAZ.
*Kk

Po wyznaczeniu stalych catkowania z warunkéw brzegowych
@.70b) 1 (@ .71b) otrzymujemy

a 22, (ick ¥ "(@H 1 - 'Ds'*kz
a~ ~Mck Kk k

Ak %k ShAL +0j - ch~t

60



a po zastosowaniu transformacji odwrotnej (2.35)

vV k (B>
k k

AV.(R O 1 + SH.LIH Z - tohAL-172Z
G.7)

VKK i, =2 e e
k i °n™L

Pierwszy czdon rownania (3.7?) jest funkcjg tylko R

AV®> oo

i da sie przedstawi¢ w postaci skonczonej. Mozna wykazac,

ze funkcja ta wyraza zredukowany rozk#ad .temperatury w nie-
skonczenie ddugim precie swobodnym ze Zréddami wewnetrzny-
mi, przy ustalonym przewodzeniu ciepka* Funkcja ta spelnia

rownanie rézniczkowe

Vo2F +1 =0

1 warunek brzegowy

. +Bi £=0 dla ReK.
Dla plaskiego zebra prostego, ktérego odpowiednikiem w po-
staci preta swobodnego jest rozlegia plyta
fX] 1 12 + §- - X2), (G.78)
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a dla preta okragtego

f(R) =5(1 + bT - r2J (3-79)

iSrednia w przekroju poprzecznym zredukowana nadwyzke 6'm
otrzymujemy z rownania @ .7?) po zastosowaniu réwnania
(2.14-a). Wyraza sie ona funkcja podobng do 77),roznigca
sie jedynie tym, ze w miejsce iloczynu " (*0 —-pojawiaja
sie wspodczynniki BM. Znajac &a, z rownania

wynikajacego z (@*75), wyznaczamy zredukowang nadwyzke stru
mienia ciepla

<k

O i ski +°HI -1

— --A- - G-8h>
k smL¥ uT c™Md

Po wyznaczeniu z rownan (3.77) i (3.80) wielkosci O i
X\ a z rownan (3.9) i (3.13) wielkosci 07i.temperature
w dowolnym punkcie prei\ta i strumien ciepla przewodzonego
przez nasade preta obliczymy nastepujaco

q l2
# =10 +0(tl - t0) +e~~j9 ,, p #81"
Qr/flIs™ - to) - #@sl2gv . @ .82)

Rownania te wynikajg z rownan (3.72) 1 (3.73) oraz a defi-
nicji wielkosci zredukowanych (@.5),(3*76),(3.12) i G .759).
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4-. NIEUSTALONE PRZEWODZENIE CIEPLA
W PROTACH PRYZMATYCZNYCH 1 ZEBRACH

Zjawisko nieustalonego przewodzenia ciepta w utwierdzo-
nych pretach wystepuje przy pomiarach zmiennych w  czasie
temperatur phyndw za pomocg czujnikéw termometrycznych za-
nurzonych w tym pdynie i umocowanych w Scianie ograniczaja-
xj] Mn. Zwykle przyjmuje sie wéwczas#ize temperatura w
zamocowaniu jest staka. Istniejgce rozwigzania tego zagad-
nienia (por. np.[5t 6, 8]) badZz stosuja uproszczenie pole-
gajace na tzw. skupieniu stalych, sprowadzajgce sie do przy
Jjecia rownomiernej w calym przekroju temperatury,badz tez
stosujg Sciste rozwigzania nieustalonego przewodzenia cie-
pka, ale dla preta nieskonczenie dhugiego, o swobodnych
konicach, nie uwzgledniajac zatem wpbywu skoniczonej ddugo-
Sci 1 wzdhuznego przewodzenia ciepla.

Rozwigzanie zagadnienia nieustalonego przewodzenia cie-
pta w zebrach jest przydatne przy badaniu zjawisk nieusta-
lonego przewodzenia ciepta przez przegrody uzebrowane, a w
szczegolnosci przy analizie bezwkadnosci cieplnej przepono
wyeh wymiennikow ciepta z uzebrowang przepong.

Zagadnienie nieustalonego przewodzenia ciepta w pretach
i zebrach rozwigzemy dla przypadku zakddcenia stanu rowno-
wagi  (Wwyrdwnana temperatura preta, rowna temperaturze phy-
nu 1 temperaturze w zamocowaniu) przez skokowg zmiane tem-
peratury plynu. W praktyce spotykamy sie czesciej z zakdo-
ceniem stanu ustalonego, ale przypadek ten mozna  sprowa-
dzi¢ do poprzedniego. Dzieki liniowosci réwnania roéznicz-
kowego nieustalonego przewodzenia ciepta, oraz warunkow
brzegowych, nieustalone pole temperatury przy  zakddceniu
stanu ustalonego mozna przedstawic jako sume pola tempera-
tury w poczatkowym stanie ustalonym i pewnej, zmiennej w
czasie, nadwyzki opisujgcej zakkocenie stanu rownowagi o-
kreslonego zerowg temperaturg poczatkowg. Powyzszg superpo
zycje ilustruje rys. 11. Linia ciggla na rys. lla przedsta
wia rozk#ad temperatury w.precie w poczgtkowym stanie usta
lonym #, przy temperaturze plynu tQ. Ten sam rozkdad 1i-

lustruje rys. 11b. Wskutek skokowej zmiany temperatury
phynu o wartos¢ w precie nastepuje nieustalone przewo-
dzenie ciepta. Chwilowy rozk#ad temperatury preta przedsta-
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via linia przerywana, przy czym na rys. llc wyraza ona nad-
wyzke ponad poczatkowy stan ustalony™

ZnajomoSC rozwigzania zagadnienia przy skokowej zmianie
temperatury ptynu umozliwia uzyskanie rozwigzania nieustado
nsgo przewodzenia ciepda w precie (lub zebrze) przy dowol-
nej zmiennosci temperatury phynu. Funkcja  przedstawiajaca
przebieg temperatury preta przy dowolnej zmiennosSci tempera-
tury plynu jest splotem funkcji wyrazajacej zmiennosS¢ tem-
peratury phynu 1 funkcji przedstawiajgcej przebieg tempera-
tury preta przy skokowej zmianie temperatury phynu.



4.1. Pret pryzmatyczny i .plaskie zebro proste, o skon-
czonej ddugosci

Pret pryzmatyczny (ktorego szczegolnym wypadkiem jest
pkaskie zebro proste) pOS|ada+ wyrownang temperature t.
W chwili poczatkoney T = 0 temperatura plynu zmienida
sie skokowo, osiggajgc wartoS¢ tQ. Od tego momentu naste
puje w precie nieustalone przewodzenie ciepla, przy czym
temperatura u nasady preta nie zmienia sie 1 wynosi  th\.
Na powierzchni preta odbywa sie konwekcyjna wymiana cie-
pla miedzy pretem i plynem, przy niezmiennym wspédczynni-
ku wnikania ciepka a. Dla uproszczenia rozwazan zaniedbu-
jJjemy wymiane ciepta na-powierzchni czotowej preta.

Po przyjeciu ukdadu wspdhrzednych jak na rys. 2 rowna-
nie rézniczkowe Fouriera—Kirchhoffa, warunki brzegowe oraz
warunek poczatkowy przyjmujg postac

“.D

= <[>Hr,z,r) - tj dla rek, (4.2

gir,Qjfl = o, 4.3
Qz
X\T,1,T) = tv “@.%9
NAZIO) = T “.5
Podobnie jak dla zagadnien ustalonych, wprowadzamy

Srednig w przekroju temperature preta



przydatng dla okreslenia strumieni ciepka przewodzonego w
preci e*

Interesujgce sg dwa
strumienie ciepda - stru-
mien przepkywajacy u nasa-
dy zebra 1 strumien
ciepfa wymienianego na dro

a dze konwekcji z phynem AgH
Po przyjeciu za dodatnie
strumieni skierowanych jak

Q na rys. 12, otrzymujemy
. ( \
«f = hnr) ..
Z—»X

Rys® 12. Strumienie ciepta

Nl Cieplo oddawane na drodze
konwekcji do pkynu  mozna
wyznaczy¢ z rownania Newto
na

+
k2 ~j joc\~(TtztT) - t0] dz ok,
0 k

wygodniej jednak okresli¢ je z bilansu energetycznego

0 ,
soden

k2 =1 -CcQs 4.9

Po wprowadzeniu wielkosci zredukowanych (2.1?7) -(2.21),
(2.23) oraz zredukowanej temperatury

S
0= 4.9

66



rownania definiujgce rozpatrywany problem otrzymuja postac
bezwymiarowg

06 p {' v\

ifo=7s9 Ct-1a)

<,9(8"giF®) + Bi8(R,Z,Fo0) =0, RH, (4.23)

=0, 4.3,)

O(Re»F0) a 1» (4.4a)

0(R,Z,0) = 1, (453)

0f(Z,Fo) = £ f [ Q(R,Z»F0)dS, (4.63)

*1 “ 51 (¢52B) 2=t> /', 7a)

R=*Ft-Kjm "iZs 1 i / 8akZ-  (4,8)
o] 0

¥ celu rozwigzania zagadnienia brzegowego (4,1a)-(4*»5a)
zastosujemy transformacje calkowg wzgledem zmiennej Fl (ron-
nanie (2.33)). Stransformowane rownania majg nastepujaca

. postac
09 27 (h
Tffo*-2?2*9x (4°1b)
=0 dla Z =0, (4.3b)
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9 = Nkbi dla 2 = L» ~N*4b)

0 = N2AK dla Fo = 0. (4.5b)

Nastepnym etapem jest transformacja catkowa wzgledem
zmiennej Z. Przedtem jednak wygodnie jest wprowadzi¢ po-
mocniczg funkcje

f(Z,Fo; = 6 - N2Ak,

uzycie ktoérej doprowadza do réwnan

of 02F 2 2.
OF~ = +A2 "/ n kW Ao1eh

=0 dla Z = 0, “.3%)
f=0 dla Z = L, (4.40)
f=0 dla Fo = O° (4.50)

Funkcja T spelnia takie same warunki brzegowe na gra-
nicach przedziatu zmiennej Z co funkcja v (O (podrozdz.
2*5.3), mozemy zatem zastosowaC transformacje caltkowg =z
Jjadrem vn(Vn»Z2). Dla odrdéznienia od poprzedniej transfor-
macji, transformaty oznaczymy gwiazdka. Stransformowane
rownania majg postac

f? =& * - Vnf* “&£KkNKAKNN V @*1d)
~ =0 dla F = 0. (4.5d)



Jak zwykle, warunki brzegowe wzgledem zmiennej transformo-
wanej zostaly uzyte przy transformacji wystepujacej w row-
naniu rézniczkowym pochodnej wzgledem tej zmiennej.
Rozwigzaniem otrzymanego rownania rozniczkowego zwyczaj-

nego (4.7 przy warunku brzegowym (4.5d) jest funkcja

2-2,

f*="Alp Jexp (-(™~ ¢ #Fo) - i]
"k * Vn

Po dokonaniu transformacji odwrotnej

NFA -2

n LKk + Vn
Powracajgac do funkcji 9

2 J
X \\w prrj- [exp(-~/)Fo - 1]
n i‘k + w\n
1 dokonujac transformacji odwrotnej, otrzymujemy
2
®1*SE W A ® -~r-~r[e*p(-(/£#Fo- 1]
k n €K + Vn (4.10)
W eelu uproszczenia powyzszego rownania zauv;azmwy,ze po cza

sie nieskoniczenie dhugim, tzn. dla Fo-"Y°. uzyskujemy u-
stalone-pole temperatury O(RZ.Fo)-*-0 (R,2)

: . .. A

=k &R tvh ¢
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Funkcja B moze by¢ wyznaczona z rownania (3.9)» po
uwzglednieniuSprzyjetego w niniejszym rozdziale zatozenia
Kgp = O (brak wymiany ciepta na powierzchni czotowej)

N A Z
e AKVRA

Rownania (4.11) i1 (4.12) sg oczywiscie rownowazne.Pierwsze
z nich mozna uzyska¢ z drugiego po rozwinieciu funkcji
ciywZ w szereg wzgledem ukdadu funkcyj wvn(@«

Wykorzystujac (4.11) mozemy rownanie (4.10) przedstawic
Vv postaci

Os+2 ZAkV k(R)vn(Z) "P t exPi"k + N)Fo0).(4.13)
k n <k+Vn

Réwnanie (4.13) pozwala na wyznaczenie chwilowej tempera-
tury w dowolnym punkcie preta (zebra). Z réwnania tego
mozna uzyskaC funkcje przedstawiajgca zmiennosC w czasie
Sredniej w przekroju temperatury preta. W tym celu nalezy
uzy¢ rownania (4.6a)

2

8n=Ssm* H W . W + "Fo),(4.14)
k n + n

pfrzy czym 6sm przedstawia? zredukowang, Srednig w przekro-

ju temperature preta w stanie ustalonym. Z rownania (4.1%
wynika, ze



Srednia w przekroju temperatara jest wielkoscia pomoc-
niczg, stuzacg do wyznaczenia zredukowanych strumieni cie

Rys.13. Zredukowane strumienie

ciepla jako funkcje

pka. Podobnie jJak
zredukowane tempera-
tury O 1 Om' zreduko
wane strumienie bedg
sung zredukowanego
strumienia w stanie

ustalonym & 1 pew-
nej nadwyzki znikajag
cej przy Fo»(rys.
13). _
Przy wyznaczaniu
zredukowanych stru-
mieni 1 £, po-
shzyipy sie rownania
mi (4.7a) 1 (4.83),
Przy obliczaniu po-
chodnej wystepujacej
w rownaniu @*7a)
otrzymamy z plerwsze
go cztonu rownania

Fouriera (4.14)  zredukowany
strumien ciepla W
stanie ustalonym

- Bi(N) A=k EW W - 416>

Rownanie to jest szczegolnym przypadkiem rownania (3*13)»
przy Ka = 0 (brak wymiany ciepda na powierzchni czolowej

Breta)»

la zrézniczkowania drugiego czdonu rownania (4#14) nale-

zy obliczy¢ pochodng funkcji

@ (@Fon. (2.59)
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taczac te pochodng ze wspokczynnikiem AN (rown. (2%61))
otrzymujemy

A (lr)z=L=L" |

przy czym wspokczynniki Bn okresla rownanie (2 .62).

Ostatecznie wiec dla zredukowanego strumienia ciepla
przewodzonego pPrzez nasade preta (zebra) uzyskujemy réw-
nanie

srmrs-ii X 2K B owj - * \IE.).(+.17)
k n "k n

Dla wyznaczenia zredukowanego strumienia ciepla X z
rownania (4.8a) nalezy obliczy¢ catke funkcji &m i w tym
celu wystarczy scatkowae funkcje wvn(z)- Korzystajac zrow
nania (2.62) otrzymujemy

An J vniz;dz = L Bn.

0
Otrzymang catke funkcji nalezy nastepnie zrdzniczko-

wac¢ wzgledem zredukowanego czasu Fo, w wyniku czego o~
trzymamy

2 =* 4+ X X wil
K n
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Po podstawieniu ”~ z rownania (4.1?) i po przeksztatce-
niach otrzymujemy ostatecznie

4

2 =* +011H V n -2 77 9NNk O+N FO)F
k n "k n

Uzyskane rownania (4.17) i1 (4.18) wyrazajac  zaleznos¢
zredukowanych strumieni ciepla: dophywajacego 1 odphywaja-
cego od zebra, jako funkcji liczby Fouriera Fo, liczby
Biota Bi oraz zredukowanej dhugosci L. Dwie ostatnie z
tych trzech zmiennych, oprécz jawnej postaci w rownaniach,
wpkywaja poprzez wartosci wdasne i wspokczynniki szeregu -
od liczby Biota zalezg wartosci whasne /d 1 wspdlczynni-
ki B a od zredukowanej ddugosci wartosci wkasne i
wspokczynniki  Bq.

Wartosci wkasne (1, i1 wspokczynniki B nalezy obli-
czaC z rownan podanych w podrozdziale 2.5, wybierajac od-
powiednie rownanie w zaleznosci od ksztaktu przekroju po-
przecznego preta. W szczegolnosci dla plaskiego zebra pro-
stego nalezy postuzy¢ sie rownaniami (2.46) i1 (2.49).

Wartosci whkasne V 1 wspdlczynniki B - wyznacza sie
zawsze z rownan (2.60™ 1 (2.62).

4.2. Pret pryzmatyczny i1 plaskie zebro, proste o nieskon
czonej dlugosci

Rzeczywisty pret (lub zebro) moze by¢ traktowany  jako
nieskonczenie dhugi wowczas, gdy jego dhugosC jest wielo-
krotnie wieksza od poprzecznego rozmiaru liniowego. Dobroc¢
tego przyblizenia zalezy ponadto od liczby Biota - im rmiej-
sza liczba Biota, tym dhuzszy musi byC pret, by mogk byC
traktowany jako nieskonczenie dhugi. O zakresie stosowania
tego przyblizenia mozna zorientowaC sie na podstawie — wy-
kreséw przedstawiajgcych zaleznos¢ efektywnosci w  stanie
ustalonym od liczby Biota 1 zredukowanej dhugosci (rys. 3
i14).

)Dla zagadnien nieustalonego przewodzenia ciepla zastg-
pienie rzeczywistego preta pretem nieskonczenie ddugim da-
Je dobre przyblizenie dla strumienia ciepta przephywajacC-
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go przez phaszczyzne nasady preta (w postaci zredukowa-
nej p,,)- Natomiast wskutek wyddtuzenia preta do nieskonczono-
Sci, strumien ciepka oddawanego do phkynu $2 osigga war-
toSC rowng nieskonczonosci (porO drugi czdon rown. 4.8))
przedstawiajacy szybkos¢ zmiany energii wewngtrznej preta).
Wartos¢ skonczdng strumien ten osigga dopiero po czasie nie-
skonczenie dbugim (w stanie ustalonym). Dla wyznaczenia
strumienia 3. nalezy wiec zawsze traktowaC pret jako pret
0 skoniczonej atugosci .

W opisie matematycznym nieustalonego przewodzenia ciepta
w precie nieskonczenie dbugim pozostajg te sare  rownania,
co dla preta o skonczonej dhugosci, nalezy jedynie zmienic
zwrot osi Z i przyjaC jej poczatek w plaszczyznie zamoco-
wania preta. Po wprowadzeniu tych samych bezwymiarowych wiel-
kosci zredukowanych otrzymujemy rownania kryterialne

Wo-~ 7RO + »~

gg~z£0)- +Bi0 R,Z,Fo) =0, ReK, (4.20)

8(R,0,Fo) = 1, 4.21)

g9<|~ »F8> =, G 22)

0R,2,0) =1, (4.23)

Om@F<) =J jjejR*"Fo~"S, (4.2%)
S

=k (fr*) 20 (4-29
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Dla rozwigzania rownania rozniczkowego (4.19) przy warun-
kach brzegowych 1 poczgtkowych (4.20) - (4.23)  Zastosujemy
wpierw transformacje catkowg wzgledem zmienney R, w pla-
szczyznie przekroju poprzecznego preta. Stransformowane row-
nania -majq postac

09 2s
Wo = "AKB + Ozgk (4.19a)
= 4.21
9 — HK\ dla == © ( a)
To)
el dla Z =oof (4.22a)
S = NMAk dla o=o (4.23a)
Nastepnie wprowadzamy pomocniczg funkcje
f(Z,Fo) =0- N2AK, (4.26)
uzyskujac rownania
of .2p . OFF .22,
0z*
f =0 dla Z = 0, (4.21b)
s O dla Z =e», (4.22b)
f =0 dla Fo = 0. (4.23Db)
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Dla funkcji T zastosujemy transformacje Laplace*s~Car-
sona wzgledem zmiennej Fo

~(Z,p) - PJDf(Z,Fo) e“ P F° d Fo. “4.20)
0
Stransformowane rownania (4.19b) - (4.23b) sg nastepujace

f~s 0 dla Z=0, G 21c)

3 =Q dla Z=wm (4.220)

Rozwigzanie powyzszego réwnania rézniczkowego, przy towa-
rzyszacych mu warunkach brzegowych doprowadza do funkcji

f $NA nexp(- ZVP "AkA < IJ* A*28)

W celu uzyskania funkcji O(R,Z,Fo), przedstawiajacej raz
k#ad -temperatury w nieskonczenie d+ug|m precie, nalezy do-
kona¢ dla funkql f odwrotnej transformacji Laplace»» -
Carsona, powroci¢ do funkcji 9 1 dla tej funkcji dokonac
transformacji odwrotnej w plaszczyznie przekroju poprzecz-
nego preta. Poniewaz jednak zalezy nam gddwnie na wyzna-
czeniu zredukowanego strumienia ciepka 3%, wiec mozna u-
proscic¢ ten proceder szukajac od razu pochodnej J@9/Q't)"q

potrzebnej dla wyznaczenia W tym celu wyznaczamy po-
chodng
(tf) =-«W L
Z=0 yp + "k
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Korzystajac z tablic transformat funkcyj (por. np.[l19, str.
622] ) otrzymujemy

(2 =" NKAK~K erfrk
7=

Z rownania (4.26) wynika, ze

Qf _09_
W ~ Qz*
a wiec
(w) =-NkVkerfk "2 4-30>

Z=0

Dokonujac na rownaniu (4.30) transformacji odwrotnej (rown.
2 35)) otrzymujemy

(tE£?) =2V k (tK erf< A~ (431>
Z=0 k
Dokonujac usrednienia (4.24) w plaszczyznie przekroju po-

przecznego 1 wykorzystujac przy tym zwigzek (2.40), docho-
dzimy do rownania

/7 ®m\ \Y, -
\W ~) = - > ~Nkon
Z=0 k

ktore po polaczeniu z réwnaniem (4.2-5) daje

No=ir 2k VkerfW f°}-
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W chwili poczgtkowej zredukowany strumien ciepla &j jest
rowny zeru

570) = 0,

a po czasie nieskoriczenie dhugim osigga wartos¢ dla stanu
ustalonego

lim ~ = Bi 2 Bi™kb
Fo —»<«> k

co jest zgodne z réownaniem (3.16). Zredukowany strumien cie-
pka zmienia si? zatem w zakresie

0<X, < &

Zredukowany strumien ciepla JilU Jjest, w mysi rdwnania
(2 .23), stosunkiem strumienia ciepta> przewodzonego przez
nasade preta do strumienia cieplg. 40* jakie  przephywatoby
przez plaszczyznetzamocowania po usunieciu preta.  Odnoszac
strumien ciepkla SL do jego wartosci w stanie ustalonym Qg,

otrzymujemy wielkos¢ zredukowang

Ts™ 3y—> (443:;14?

ktora zmienia sie w przedziale (©0,l).

Na rys. 14 przedstawiono wykres zaleznosci zredukowanego
strumienia ciepda 4./t liczby Fouriera, przy rdéznych
liczbach Biota, dla plalkiego zebra prostego.
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4.3. Wzory przyblizone dia matych liczb Biota

Podobnie jak dla ustalonego przewodzenia ciepda mozna
przyjac, ze gdy liczba Biota jest mala, to temperatura w
poprzecznym przekroju preta (zebra) jest wyrownana. Upro-
szczone wzory, jakie stad wynikajg, mozna uzyskaC przez od
powiednie uproszczenie rdéwnania rézniczkowego (zniknie po-
chodna w kierunku prostopad¥ym do osi preta lub plaszczyz-
ny zebra, a w jej miejsce pojawi Sie wyrazenie ujmujace wy
miane ciepda na powierzchni). Uzyskane réwnanie roézniczko
we nalezy nastepnie rozwigzac¢, uwzgledniajac przy tym wa-
runki brzegowe dla wspodrzednej wzddbuz preta i warunek po-
czatkowy [1] -

Innym sposobem uzyskania wzoréw przyblizonych jest przej-
Scie graniczne ze wzordw Scistych przy Bi—"0, przy czym
nalezy postuzyC sie zaleznosciami (@.58) L @ .59).

Rownanie okreslajace rozkdad temperatury preta pryzma-
tycznego lub plaskiego zebra prostego uzyskany..ze Scistego
rownania (4.14) dla Sredniej temperatury preta

2
6- 95 +X AnVn N ~T ~ 2 exP(-(P2 + V2)Fo), 4.35
s 4X AN A T -2 eP(( )Fo), (4.3
gdzie d= "2~Bit a
S choL -

wyraza rozkdad temperatury w stanie ustalonym.
Uproszczonym odpowiednikiem rownan (4.17) i (4.18) wyra-
zajacych zredukowane strumienie ciepla, sgréwnania

1~ |I'z Bh ~2~~ 2 *vn>f0>  t4-37)
O +vn
*2 =*p * B1 X Bn RN ———— 2 PiT«*2 + 8>
n S + VWn
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w ktorych
*s = & thl. (4.39)

Dla preta nieskonczenie dhugiego uproszczony wzor wyra-
zajacy zredukowany strumien ciepla przewodzonego przez na-
sade zebra (preta) otrzymujemy z rownania (4.33).

X, =\j|x  \RBi Fo. (4.40)

Btad wynikdy z nieuwzglednienia nierownomiernego rozkda-
du temperatury w przekroju poprzecznym preta (zebra) zalezy
od wartosci kryteriéw Bi i1 Fo. Decydujacy wpkyw ma licz-
ba Biota. Przy ustalonej liczbie Biota bkad nie zalezy mo-
notonicznie od liczby Fouriera - osigga dla pewnej jej war-
tosci maksimum. Jak wykazaky obliczenia blad ten jest okoto
dwukrotnie wiekszy od bledu efektywnosci w stanie ustalonym

£ N"QE_ O
C%max Q"cTts

Wartoscif podano na rys. 10.

5. NIEKTORE ZAGADNIENIA NUMERYCZNE

Wyniki uzyskane w niniejszej pracy wyrazajg sie w posta-
ci szeregow nieskoriczonych. Sg to szeregi  przedstawiajace
rozwiniecie wynikowych funkcyj w ortogonalnym 1 zupednym u-
k#adzie funkcyj wlasnych, lub tez powstate z przeksztadcenia
tych szeregow. Zbieznosci uzyskanych szeregbw i to zbiez-
nosci bezwzglednej i jednostajnej, nie trzeba wiec udowad-
nia¢ ©2j. Nalezy natomiast zbadaC jak szybkobiezne sg te
szeregi. W tym celu nalezy oszacowaC reszte powstalg z przy
blizenia sumy nieskonczonej szeregu sumg czesciowg (skon-
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czonej ilosci poczatkowych wyrazéw). Oszacowanie to jest
konieczne przy numerycznym wyznaczaniu sSumy szeregu 2z O-
kreslong dok#adnoscia,

W pracy niniejszej doprowadzono do postaci liczbowej
funkcje wyrazajgce zredukowane strumienie ciepta przewo-
dzonego w pretach pryzmatycznych i1 zebrach (przy czym dla
stanu nieustalonego funkcje te stabelaryzowano jedynie dla
wypadku plaskiego zebra prostego, nieskoriczenie ddugiego).
Szeregi, za pomocag ktorych wyrazaja sie te funkcje sg zbu-
dowane w ten sposdb, ze ich wyrazy sg iloczynami  wyrazow
dwéch ciggow

*=Bi € (EftcV "5*1)
Ciag Jjest zbudowany ze wspodczynnikéw B, 1 warto-
Sci wkasnych podrozdz. 2.5). Dla plaskiego ze-

bra (prostego 1 okraglegox)

dla okrgglego preta

27 | | — - G.3)

Ciag 1BjJAl jest dodatni 1 malejacy do zera. Pierwsze wy-
razy tego ciggu dla niektérych wartosci liczby Biota idla
wypadku plaskiego zebra podano w tablicy | (z dok#adnoscig
do 5 miejsc po przecinku).
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Tablica 1

Wyrazy ciagu dla plaskiego zebra
Bl R(*1 B2 V 4 B Bfts
o e e
, 0,07065
0,1 8%2 75 0,00016 0,00002 0,00001 0,00000
1,0 5041 0,01310 0.00191 0,00058 0.00025 0,00013

Wyrazy ciggu bk zawierajg rozmiary geometryczne preta
(zebra), a dla nieustalonego przewodzenia ciepta dodatkowo
zredukowany czas (liczbe Fouriera),, Posta¢ tych wyrazdw,
dla poszczegblinych przypadkow, mozna odczytac z rownan
G. 13) (bk30) i (4.33).

Ciag Jest monotoniczny i ograniczony, a konkretnie,
jest rosngcy 1 dgzy do !

limbk = 1 . .4

Zatem dla dowolnie matego 6 istnieje takie K = K(&)F ze
dla k>X

1 -£<bk <1 G.5)

co praktycznie oznacza, ze przy okreslonej doktadnosci li-
czenia ¢ poczawszy od k = K mozna przyjmowac = 1.

Dla oszacowania reszty szeregu (5.1) wystarczy wiec oO-
szacowaC sume szeregu

=N S 1 b a?’ €C5°<5)



gdzie n oznacza numer wyrazu szeregu» na ktorym zakonczo-
no sumowanie, przy czym oczywiscie dla k = n + 1 zachodzi
(5.5). Dla oszacowania reszty (5.6) postuzymy sie kryterium
catkowym

0.

RNnAB1 / <. G.ND
n

Dla przypadku plaskiego zebra, po wykorzystaniu rownania
(G.2) otrzymujemy

dk

Rn<2 Bj
n™“(k) jJ~k)2 + Bi2 + Bi]

Wartosci whasne fi. dla tego przypadku lezg w przedziaktach
ograniczonych kolejnymi wielokrotnoSciami liczby iT.Zachodzi
zatem nierownosc¢

S>> (k-1) « 5.8
rk( ) (5-8)

z ktérej wynika

n  (k-Dr[(k-i)ar2 + Bi2 + Bij

Po wykonaniu calkowania otrzymujemy ostatecznie

mE<*;4 (j=£ 1# ] KoK

Podobne oszacowanie mozna przeprowadzi¢ dla okragtego
preta. 1 w tym wypadku obowigzuje nieréwnos¢ (G .8),poniewaz
wartosci wkasne lezg w przedziatach ograniczonych kolejny—



mi mieyscami zerowymi funkcji  J™M), a te sg wieksze od
odpowiednich wielokrotnosci liczby Jf . Po obliczeniu cadki
otrzymamy

Wyprowadzone wzory (5.9) 1 (G .10) nadajg sie do szacowania
reszty szeregu przy przyblizeniu jJego sumy sumg co naj-
mniej dwoch pierwszych wyrazow.

Sumowanie wynikowych szeregbw wymaga znajomosci warto-
sci whasnych”™. dla rozleglej plyty i drugiego walca, .W-
konujac obliczenia za pomoca arytmometrow mozna postuzyC
sie gotowymi tablicami (podaje sie np. tykow [lgj)- Przy
wykonywaniu obliczen na maszynie cyfrowej wygodniej jest
Jjednak zaprogramowa¢ obliczenie tych wartosci wkasnych. W
tym celu nalezy opracowa¢ algorytm numerycznego rozwigzywa-
nia rownan przestepnych 24-6) i1 (2.52), ktérych kolejnymi
dodatnimi pierwiastkami sg wartosci wlasre,,Najdogodniej sza
do tego celu jest metoda stycznych Newtona. Przy metodzie
tej bardzo istotny jest dobdr startowej wartosci pierwia-
stka (pierwsze przyblizenie do pierwszej iteracji). Nie
przedstawi« probiemi,okreSlenia przedziatu, w ktérym znaj-
duje sie szukany pierwiastek (o0 okreslonym wskazniku k),
gdyz pierwiastki réwnania (2.46) leza w przedziatach ogra-
niczonych kolejnymi wielokrotnosciami liczby#', a pier-
wiastki rownania (2.52) w przedziatach ograniczonych kolej-
nymi miejscami zerowymi funkcji Z danego przedzia-
4u nalezy wybraC pierwsze przyblizenie pierwiastka w ten
sposob, by w punkcie tym funkcja, majaca sie dla pierwiast-
ka wyzerowa¢, miaka ten sam znak co jej druga pochodna.Oka
zuje sie, ze warunek ten jest spetniony dla punktow lezg-
cych pomiedzy dolng granica przedziatu pierwiastkowego,
pierwiastkien™

Zbieznos¢ procesu Iteracyjnego metody Newtona mozna za-
pewni¢ rowniez wtedy, gdy wartos¢ startowa bedzie potozona
dos¢ blisko poszukiwanego pierwiastka, a przy tym nie musi
by¢ spelniony wyzej omowiony warunek zgodnosci znakow.Zbli-
zenie sie do poszukiwanego pierwiastka mozna uzyskaC przez
kolejne dzielenie na pok przedziatu, w ktorym znhajdujesie
pierwiastek. Z dwu przedziatdw uzyskanych z poprzedniego




podziatu nalezy wziaC¢ do dalszego dzielenia ten, w Ktorym
znajduje sie poszukiwany pierwiastek. Powyzszy warunek wy-
maga jedynie badania znaku funkcji. Metoda ta moze shuzyC
do bezposSredniego wyznaczenia pierwiastka z dowolng do-
k#adnoscig. Jezeli jednak zadamy duzej dokdadnosci ilosc
iteracji jest wielokrotnie wieksza niz przy metodzie sty-

cznych.
W niektdérych wynikowych wzorach pojawiaja sie zmodyfiko
wane funkcje Bessela 1 , 1.» K 1 Kl oraz funkcja bkedow

erf. Poniewaz maszyna cyfrowa ZAM-2, na ktérej  wykonano

obliczenia, nie posiada ich ani wsréd funkcji jezyka SAKO,

ani tez wsrod podprogramow bibliotecznych, zaistniala Ko-
niecznos¢ opracowania dla tych funkcji podprograméw, m tym
celu wykorzystano réownania aproksymacyjne [j powstale z
rozwiniecia tych funkcji w szeregi (dla matych wartosci ar-
gumentu w szeregi potegowe, dla duzych wartosSci w szeregi

asymptotyczne) . Dok#adnosS¢ tych przyblizen mieSci sie w
granicach 10~° - 10"8.

Wszystkie programy obliczen zostaly wykonane przez au-
tora w jezyku SAKO. Obliczenia wykonano na maszynie cyfro-
wej ZAM-2. Na podstawie wynikow obliczen sporzadzono  za-
mieszczone w pracy wykresy wynikowych funkcji.
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STRESZCZENIE

W pracy podano analityczne rozwigzania zagadnien usta-
lonego 1 nieustalonego przewodzenia ciepfa w pretach pryz-
matycznych 1 zebrach. Rozwigzania te uwzgledniajg wplyw
nieréwnomiernego rozkdadu temperatury w przekroju poprzecz-
nym preta lub zebra. Szczeg6towe obliczenia wykonano -dla
okrgglego preta oraz plaskiego zebra prostego 1 okraglego.
Dla wypadku pryzmatycznego preta uwzgledniono rowniez o-
becnos¢ wewnetrznych zrédet ciepla.

Przeprowadzono pordwnanie uzyskanych wynikow z wynika-
mi teorii klasycznej opartej na zatozeniu wyrdwnanej tem-
peratury w przekroju poprzecznym. RozbieznoS¢ obu teorii
jest tym wieksza, iIm wieksza jest liczba Biota Bi=£Edo/\.,
gdzie 1  jest charakterystycznym rozmiarem liniowym prze
kroju poprzecznego (grubosS¢ zebra, promien preta). Nato-
miast przy Bi—>»*0 uzyskane rownania przechodzg w rowna-
nia teorii klasycznej.

Do rozwigzania zastosowano skonczone transformacje cal-
kowe. Obliczenia numeryczne przeprowadzono przy uzyciu ma-
szyny cyfrowej ZAM-2.



.TEnUDTIPO30JIHOCTb 3 [1IFMBMATI!LIECKMX
CTEPZHHX H PSBPAX

Pe3a Me

B padOTe saHO aHajMTH'iecKoe pememe cTaiuioHapHoa h HecTaidOHapHOE Te-
niroripoBojiHocTii b npHSMaTHecKHX cTepxHaec h pebdpax. 3th pememui ygHTiseaioT He-
paBHOMepHocTB pacnpeseJieHHH TewmepaTypH b nonepe"HOM ce”*eHHZ. Cae-ramo  kojbi-
wecTBCHHKe pacquH jum. icpyrjioro_ cyepxHH, npHMoyroJiBHoro h icpyivioro peopa.

CpaBHeHO no.Tiy"eHHHe pesyjtTaTH c pesyAbTaTaMK KJiaccK-iecxoH TeopHH, ocho-
BaHHOE Ha npejyiokeHHM paBHOMepHoro pacnpejie.TeffiiH TeMnepa/rypH b nonepeMHOM ce-
%eela_IHK CTepxKH KIH petpa. PacxoameKie sthx TeopiiM TeM éojihme, «rvt COJIDIIM icpa-

i Eho Bi *<c1 /it r*e i_ — xapaKTepHHl pa3Mep honepenHoro cenemiH  (to.®hh-
Ha pebpa, pajaiyc cT-epxHH).” Upa Bi-«-0 no*ygeHHHe ypasHemiH nepexojyiT b y-
paBHeHUd  KJtaOCHHeCKOK. TeopHH.

6 padoTe Hcn0JiL303aHO KOHegHue hhterpajibHHe ne0Opa30Bamw. IIHCJieHHKe pac-
MeTH Cae“raHO Ha 3.7leKTpOHHOE BOTMCJIHTeJIBHOA MaUMKe 3All-2.
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Heat conduction in the prismatic rods and fins

Summary

In the paper description of the analytic solution of
steady and unsteady state of heat conduction problems in
the prismatic rods and fins is given. These solutions are
considering the effect of uniform temperature distribu-
tion in the rod and fin cross section. Detailed calcula-
tions were worked out for circular rod or straight fin of
rectangular profile and circular fin.

Comparison of obtained results with the classic theory
results based on uniform temperature iIn the cross section
assuming, has been discussed. The difference of both theo-
ries is as greater as greater is the Biot number Bi=£Il / Z
where 1 - characteristic lenght of cross section (fin
thickness, rod radius). The obtained equations pass into
equations of the classic, theory at Bi *0. To obtain, a
solution, the finite integral transformations were used.
Numerical calculations were worked out by using ZAM-2 com

puter.
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