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O FRAKTALACH ZWARTYCH

Streszczenie. Jest to tekst o fraktalach zwartych dla niematematykéw. Zawiera definicje
podstawowych poje¢,elementarne wyliczenie wymiaréw Aleksandrowa i Hausdorffa dla od-
cinka i dla zbioru Cantora,wreszcie przyktad zastosowania teorii Hutchinsona.

ON THE COMPACT FRACTALS

Summary. This is a text on the compact fractals for non-mathematicians. It contains de-
finitions of the main notions,the elementary calculations of the Alexandrov and Hausdorff
dimensions for the segment and for the Cantor set, and - at the end - an example of application
of the Hutchinsons theory.

1. Niniejszy tekst nie zawiera zadnych wynikéw oryginalnych. Jest to tekst o fraktalach dla
niematematykéw. Mimo iz po polsku méwi i pisze sie: trybunat, moral, general, funkcjonat,
areat, to przyjeta sie fraktal.

Etymologie stowa fraktal mozna tagczy¢ z tacinskim fractus - ztamany, frangere - tamac
(w zwigzku z niegtadkim , ” potamanym” ksztatltem fraktaléw), ale takze z fractio utamek.
Zajmiemy sie tym ostatnim tropem etymologicznym.

2. Nazywa sie fraktalami zbiory, dla ktérych najczesciej (bo nie zawsze) warto$¢ utamko-
wa przyjmuje odpowiednio zdefiniowany wymiar. Jest to wymiar inny od szerzej znanego z
topologii wymiaru, przyjmujacego tylko wartos$ci catkowite. Zaczniemy od okre$lenia tego
catkowitego, topologicznego wymiaru dla zbioréw zwartych w przestrzeniach euklidesowych,

Rk. Punktami przestrzeni Rk sg, jak wiadomo,ciagi k-wyrazowe a = <al...,al,b = <bh...bk>

itp. liczb rzeczywistych. Okreslamy w Rk odlegto$é: symbol |a-b| oznacza odlegtosé

punktéw a i b jak wyzej, rowng “~(a, - b,)2+...+(ak - bk)2. Wyrézniamy w Rk zbiory do-
mkniete ,tj. takie, ktére zawierajg granice p wszystkich zbieznych ciagéw {p(n)} swoich
punktéw - takie p,ze Il p  -pll->0 gdy n— 00.W$rdd odlegtosci miedzy punktami danego

zbioru domknietego A albo istniejg dowolnie duze, albo ktéra$ jest najwieksza.Te najwieksza,
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o ile istnieje, nazywamy $rednicg zbioru A i oznaczamy przez d{A). Zbiér domkniety w R o

skonczonej $rednicy nazwiemy zbiorem zwartym.

a: krotnos$¢ 2 b: krotnos$¢ 2

c: krotnosc A d: krotnoé¢ 3

Rys.l. Wymiar prostokata
Fig.l .The dimension of a rectangle

W przestrzeniach euklidesowych takie pojecie zwarto$ci wystarczy. Przyktadami zbioréw
zwartych na plaszczyznie, czyli w R2, sg: prostokat albo koto wraz z obwodem (w obu przy-
padkach okrag kota, tuk okregu, a takze dowolnej funkcji ciggtej, okres$lonej na przedziale
[0,1] (wzietym wraz z kofAcami!). O innych przyktadach powiemy pézniej. Teraz zdefiniuje-
my wymiar topologiczny zbioréw zwartych. Pokryciem danego zbioru zwartego A w Rk
nazwiemy w tym teks$cie skonczong rodzine {A! Am} zbioréw zwartych ( Aj Aj rézne dla i
*j ) taka,ze kazdy punkt z A lezy w pewnym A, n = I,...m.Jezeli kazde Anz pokrycia ma
$rednice mniejsza, niz liczba e, to pokrycie {A, Am} nazywamy e- pokyciem A. Jezeli kaz-
dy punkt z A lezy w co najwyzej p réznych Anach z pokrycia {A, Am}ipewne punkty z
A lezg w doktadnie p réznych An-ach (por. rys. 1 a-d), to powiemy, ze pokrycie {A! Am} ma
krotnos$¢ p. Jezeli wreszcie zbiér A ma dla kazdego e>0 e-pokrycie o krotnosci p +1 ,a nie dla
kazdego e>0 ma s-pokrycia o krotno$ciach mniejszych, to méwimy, ze ma wymiar p i pisze-

my DIM A = p (fac. dimesio - wymiar).
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Takie pojecie wymiaru zbioréw zwartych przedstawit - nieco ogélniej - Pawet Aleksan-
dréow w latach trzydziestych. Mozna je uwazaé za wariant dla zbioréw zwartych wymiaru
Cecha-Lebesgu’a. Definicje zilustrujemy na dwu przyktadach.Rysunek 1 sugeruje, ze prosto-
kat ma wymiar 2 = 3 -1. Trudnos$ci z pokryciami o krotno$ci 2 wida¢ na rys.la i rys.lb; takie
pokrycia nie moga sie sktada¢ ze zbioréw o bardzo matej $rednicy. Twierdzenie, ze prostokat
ma wymiar 2, brzmi rozsadnie ijest prawdziwe; jego dowdd nie jest ani krétki ani bardzo
naturalny. Drugi przyktad: odcinek A np. na prostej liczbowej mozna (zob. rys.2) podzieli¢ na
dowolnie mate odcinki,tworzace pokrycie o krotnosci 2. Nie 1, bo odcinka nie da sie podzieli¢
na odcinki (wziete wraz z koficami), nie majgce punktow wspélnych. Odcinek ma wiec wy-
miar 1= 2-1. Z rys.2 widac¢, ze taki sam jak A wymiar 1 powinien mie¢ tuk, ktory jest wykre-
sem ciaggtej funkcji okreslonej na A. | jest tak rzeczywiscie, bo dzieki ciggtosci tuki podziato-

we mozna uzyskaé¢ dowolnie mate.

Rys. 2. Wymiar odcinka i wykres funkcji ciagtej
Fig. 2. The dimension of a graph of continuous function

3. Zbudujemy teraz nieskonczony zbiér zwarty o wymiarze 0, stynny zbiér Cantora, spo-
sobem troche nietypowym, ale wtasnie taki przyda sie dalej.

Obierzmy na prostej odcinek COdtugosci 10 koncach a, b. Przerysujmy go w skali 1:3, raz
umieszczajac lewy koniec w a, raz prawy w b, zhiory przerysowane potgczmy w nowy zbiér
C, (rys.3a). Zbiér C| znéw przerysowujemy w skali 1:3, raz umieszczajac lewy koniec w a i
raz prawy w b; otrzymane ,,mapy ,, zbioru Ct tagczymy w nowy zbiér C2 (rys.3b). Analogicz-

nie otrzymujemy C3z C2, C4z C3i kazdego kolejnego C,, dla n naturalnego zbi6ér Cn+l
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Zbiér Cantora okreslamy jako cze$¢ wspolng C (nieskonczenie wielu) zbioréw Cn. C jest nie-
skofnczonym zbiorem zwartym, czego tu dowodzi¢ nie bedziemy.

Spoéjrzmy na zbiory Cn na rys.3. Zbiér jest sumg dwu odcinkéw diugosci V3 kazdy,tzw.

sktadowych zbioru C,. Podobnie C2jest sumg czterech sktadowych diugosci ~ kazda, a
dowolnie C,, suma 2" sktadowych diugosci 3" kazda (zob. C3i C4 na rys.3). Zbiory Cndla
wiekszych n dajgjuz niezte pojecie o ,wygladzie” zbioru C, - np. zbiér C10z 1024 odcinecz-

kéw jak punkty.

«= e o |
a
) Cx
A”
. C'=b
a'=a b’ /n jn
(09
a" b" c'
C3
d) ri rr--——-

C4

Rys.3. Zbor Cantora - konstrukcja
Fig.3. Cantor set - its construction

Obierzmy liczbe e >0, a do niej dobierzemy n takie, by byto 3"<e. Sktadowe zbioru C,,
tworzg pokrycie C,bo C jest czeScig Cn;jest to E-pokrycie. Jestto (zob.rys.3 dla n < 4) po-
krycie o krotno$ci 1, bo sktadowe sg roztgczne. Da sie tak zrobi¢ dla kazdego s > 0, wiec C
ma wymiar 0.

4. W prowadzimy decydujgce o dalszym ciggu nowe pojecie wymiaru. Wigze sie
ono z pojeciem miary Hausdorffa. Narzedzia do skonstruowania tej miary zgromadzit w
1914 r. Konstantyn Caratheodory, konstrukcje wykonat i zbadat Feliks Hausdorff w roku
1919. Ograniczmy sie do wymiaru zbioréw zwartych, co pozwoli na pewne uproszczenie

definicji.
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Obierzmy zbiér zwarty A w Rkoraz liczbe e > 0 i rowniez dodatnig liczbe y. Rozwazmy
wszystkie skofnczone e- pokrycia zzbioru A zbiorami zwartymi An o $rednicach d(An) oraz

odpowiadajace im sumy £ nd(AnY Sumy te wypetniajg pewien przedziat otwarty (a, 0o) lub
domkniety [a, 00), gdzie a > 0. Liczbe a oznaczamy przez mY(A)i nazywamy jg wymiarowg

miarg Hausdorffa zbioru A. Przy ustalonej liczbie y i zbiorze A, mY(A) jest malejgca funkcja
e.Jej granice dla s — 0 (by¢ moze nieskoficzong) nazywamy Yy -wymiarowg miarg Hus-

dorffa zbioru A ioznaczany przez mY (A).

Podzielmy odcinek A dtugosci 1 na n czesci A, dlugosci — kazda. Mamy:

3
Stad w granicy mi(A) = 0. Podobnie jest z mr (A) ilekro¢ y >1. Dlay <1 jest mr (A)= co.

Ogo6lnie dla dowolnego zbioru zwartego, A liczby vy, dla ktérych my (A) = 0, wypetniaja
pewien przedziat {b,00) lub (b,00), gdzie b > 0. Liczbe b nazywamy wymiarem Hausdorffa
lub Hausdorffa - Bezikowicza zbioru A i oznaczamy przez h(A).Zaréwno dim (A) jak i h (A)
sg liczbami charakteryzujagcymi ogét pokry¢ zbioru A. Wobec tego nie nalezy sie dziwi¢, ze
zachodzi miedzy nimi zwiazek ; zawsze /i(A) > dim (A). Wykazal to (dla szerszej klasy
zbioréw A) w roku 1932 G. Noébeling. On tez nazwat h{A) wymiarem Husdorffa zbioru A.
Nazwisko Bezikowicza (Abrahama Samojtowicza, profesora miedzy innymi Uniwersytetu w
Cambridge) dodano dlatego, ze w latach 1928-1967 opublikowat on ponad 30 prac poswie-
conych zbiorom, dla ktéorych h(A) jest nicatkowite , wiec rézne od dim(A), wiec wieksze.
Benoit Mandelbrot uzyt stowa fraktal (ang.fractal) w latach 70. wiasnie jako nazwy dowolne-
go zbioru A, dla ktérego h(A) > dim(A).

Definicja fraktala figuruje w pierwszym wydaniu The Fractala Geometry ofNature Mar-
delbrota . Intuicje, ktére Mardelbrot wigzat z pojeciem fraktala, nie zawsze byty dobrze zwig-
zane z jego definicjg i na Kongresie Matematycznym w Warszawie w r.1983 powiedziatW
miare uptywu czasu definicja ta podoba mi sie coraz mniej.” Jest to jednak jedyna dotychczas
definicja, z ktérej mozna wyprowadzi¢ niebanalne wiasnosci fraktala. Inne definicje sg zbyt

ogdlne.
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5. Odcinek A dtugosci 1 nie jest fraktalem. Wykazali$my wcze$niej, ze m32(A)=0 i tatwo
uwierzy¢, ze réwnos$¢ my (A )=0 dla y>I wykazuje sie podobnie. Nie dowiedlismy wcale, ze
my(A) = <1. Ale tego dowodzi¢ nie trzeba,jesli sie wie, ze m'(A) = 1 i doktadniej, ze
me(A) = 1 dla kazdego s >0.Ostatnig teze udowadnia sie prosto. PokryjmyA skoriczenie
wieloma zbiorami zwartymi B, B2 Bno $rednicach mniejszych od danego e >0. Kazdy zhiér
B| zastapi¢ mozna odcinkiem [a,,bj} o tej samej $rednicy, zawierajagcym B| Odcinki te tworzg
pokrycie A. Stad, jezeli A = {a,b], to pewne a, <a(np.a, <a) i pewne bj > b (np.b,, > b).

Przypusémy, ze wspélnymi punktami réznych [a”bj sg zawsze kohce tych przedziatow.
Wtedy mozna przedziaty ponumerowaé tak, by bylo b, = a2 b2=a3 bn, = stad
Sid(B,) =(b,-a,) +(b2-a2)+...(bn-aj =bn-a >=b-a=1

CzeSciami wspdlnymi ré6znych [a"b;] moga by¢ odcinki. Na przyktad mogto by¢ n=2, ai <
a, a<bh b2 > b. Wéwczas b2-a2= (b2- b,) +(bt-a2), b, -a, = (b, - a2) +(a2- aj), wiec (b2-a2
)+ (b, -ai)>(2-b|)+ (b, -a2)+ (a2-aj = (b2-a, )>b-a= 1 Podobnie wykazuje sie, ze
£"i=1 (bn - A)~1 w ogblnym przypadku .

Wobec dowolnosci rozwazanego s-pokrycia mamy m \(A) > 1. Pokrycie powstate z podzia-
tu A na n odcinkéw diugoséci I/n <£ kazdy dowodzi, ze m \(A) <1, stad m\. (A) = 1, a zatem ,
wobec tego, ze my(A) =0, gdy y >1, wynika, ze h(A) =1. Wiadomo, ze dim(A) = 1, wiec h(A)

=dim (A). A nie jest rzeczywiscie fraktalem.

6. Zbidér Cantora C jest fraktalem. Doktadnie h(C) = i3’ inaczej 3h0= 2.
n

Oznaczamy liczbe przez s. h© jest lewym koricem pzedziatlu utworzonego ze

wszystkich y, dla ktérych my© = 0. Wykazemy, ze tym lewym kofAcem musi by¢ s. Najpierw,
ze s >h©. Jezeli bowiem y >s ijesli przez S np, n = 1,2,...2P oznaczy¢ sktadowe zhioru Cp
(tworzg one pokrycie zbioru C, E-pokrycie gdy 3'p<s ,to mamy:.

I'n(d(Sm)*2p (3-Y =(2-3y

Przy tym z y > s wynika 2-3'r< 1iz myt© < (2-3'y)p (gdy 3‘p< e) wynika, ze mye© = 0 dla

kazdego e, wiec my© =0 gdy y >s.

Wykazemy teraz, ze h© >s. W tym celu wystarczy wykazaé, ze miara m sO jest dodatnia.

Rozwazmy najpierw pokrycie zbioru C sktadowymi Smp n = 1,2,...,2P, zbioru Cp. Mamy:

Zn(d(Sm))s= (2 m3 g)p=Ip=1
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Kazdy przedziat Snpjest (zob. rys.3) sumg dwu doktadnie przedziatéw Sip+ (sktadowych
zbioru Cp+l. Mamy przy tym :
(d(Sipt))s+ (d(Sjp+l))s=2 (3-pl)s= 2 «2p'l =2°p= (3'p)s = (d(Srp))s
Zastepujac niektére Smp sumami zawartych w nich sktadowych zbioru Cp+, otrzymujemy
nowe pokrycie S,,..., Skzbioru C takie, ze
Z,,(d(Sn)s=E,(d(Sm))s=1

Pokrycie S),...,.Sk mozemy modyfikowa¢ wprowadzajgc do niego, podobnie jak wyzej,
sktadowe zbiorow Cp+2, Cpt3itd. Sumy S n(d(Sn))sdla zmodyfikowania pokry¢é S, S' qbeda
przy tym wszystkie réwne 1. Stad, jezeli S, tS2 Sqjest pokryciem zbioru C ztozonym z
roztacznych parami sktadowych réznch zbioréw Cp, to Ege=-i (d(Sn))s =1. Wykorzystamy
ten wynik, by oszacowaé z dotu sume £, (d(An))sdla dowolnego pokrycia zbioru C odcin-
kami An. Obierzmy odcinek A, i dobierzmy do niego naturalne p takie,ze 3p"' < d (A,) < 3'p.
Jest doktadnie jedno takie p. Z nie rownoS$ci dla p wynika,ze A" zawarte jest wsumieczte-
rech odcinkow diugosci 3'pl kazdy, z ktérych dwa najwyzej (oznaczamy je In, Jn)sa sktado-

wymi zbioru Cp+l (por. rys.3b, na ktérymp = 1). Mamy :

d (Am)s>(3g)p,=2-p' =i (2p'+2p)=1i ((d(IM)s+ (d(J,)9)

11,...d,,...InJn,... okreslone dla Alv..An,... tworzg pokrycie C ztozone ze sktadowych réznych

Cp. Jezeli sktadowe te sg parami roztgczne, to
En((d(In)s+ (d(In)s) = 1,

jesli nie, to suma ta musi by¢ wieksza. Stad

Z,(d(An)s> X S,(d(AR)s> i Z,(d(In)s+ (d@R)s) > i

Ostatnig nierdwnos$¢ wkazaliSmy dla pokry¢ C odcinkami, ale rozpinajac na zbiorze zwar-

tym Bnodcinek A,, (mozliwie najkrétszy, wiec o $rednicy d(Bn)) mamy:

En(d(Bn)s= Z,(d(An)s> |

dla kazdego pokrycia B|,...Bgzbioru C zbiorami zwartymi. Stad m © > ,wiec h© >s.
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7. Zbiér Cantorajest cze$cigwsp6lng wszystkich zbiorow Cp. Kazdy zbhiér Cp+ i T skiada
sie z Cpprzerysowanego w skali 1: 3 i umieszczonego lewym koficem w a (przeksztatconego
przez podobiefAstwo Tno wspdtczynniku '/3) ize zhioru Cpprzerysowanego w tej samej skali
i umieszczonego prawym koncem w b (przeksztatconego przez podobiefistwo Th o wspot-
czynniku '/3; wspétczynnik ten, to po prostu skala 1:3, napisanajako utamek). Ta i Th sgdla
wszystkich p te same. Biorgc cze$¢ wspdlng zbioréw Cpprzeksztatconych przez Ta otrzymu-
jemy C przeksztatcone przez Ta. Podobnie dla Th, stad c jest sumg C przeksztatconego przez
Ta(zbioru TaC) i C przeksztatconego przez Th(zbioru ThC).

Uogdlnijmy te sytuacje. Rozwazmy - dla prostoty na ptaszczyznie R2 - zbiér zawarty A i
poddajmy go przeksztatceniom przez podobieistwa (zwykte podobieAstwa z geometrii szkol-
nej takie, jak np. jednoktadnosci) T,,T2,...,Tpo wspoétczynnikach r,, r2 rp zdefiniowanych
podobnie jak dla TaTh. J.E. Hutchinson nazwat zbiér A zbiorem niezmienniczym ( ze
wzgledu na T,,...,Tp), jezeli jest on sumg zbioréw T) A,..., TpA (sens oznaczeh T, A jest taki,
jak TaC, ThC wyzej). Jezeli kazda z liczb dodatnich r,, r2,..., jest mniejsza od 1, to istnieje jed-
no doktadnie t takie, ze r,1+ ..+ rp' =1. Hutchinson wykazat twierdzenie, z ktérego w
szcze6lnosci wynika, ze jezeli dla pewnego wielokata W (wzietego bez punktéw na obwo-
dzie)TIW,..., TpW T, W to W przeksztatcone przez Tj) sa roztagczne i sg czeSciami W, to liczba
t wyzej okres$lona jest wymiarem Hausdorffa niezmienniczego zbhioru A. Przy tym kazdy

punkt z A lezy w W lub na jego obwodzie. Dla zbioru Cantora i liczb ra=rb= '/3 oraz t =

mamy r—+r—= 1. Zbiér C jest zbiorem niezmienniczym ze wzgledu na Ta, Th. Jako
In3 a b

wielokat W mozna dobra¢ np.kwadrat zbudowany na odcinku CO bez koncoéw a i b. Z twier-
dzenia Hutchinsona otrzymaé¢ mozna wiec to, co wczes$niej zrobiliSmy elementarnie.
Rozwazmy inny przykfad zastosowania twierdzenia Htchinsona. Bedzie to obliczenie

wymiaru Hausdorffa krzywej Helge von Kocha. Jest ona granicg ciggu tamanych, z ktérych
pierwsze dwie przedstawiajg rys.4 a i b. Dobry rysunek samej krzywej zawarty jest w artyku-
le S.Sulwinskiego w niniejszym zeszycie. tamang u,u2u3udv na rys.4a otrzyma¢ mozna z uv
nastepujaco. Bierzemy podobienstwa T 1T2T3 T4 przeksztatcajace trojkat rownoboczny u,v,w
0 bokach 1natréjkaty oznaczone odpowiednio liczbami 1,2,3,4 i to w taki spos6b, by punkt u
przechodzit odpowiednio na ui,u2,uitu4, za$ v na v,,v2,v3v4. Trojkaty réwnoboczne oznaczone
liczbami 1,2,3,4 maja kazdy bok V3. Stad r, = 1r2 =r3=r4= "/3. Jezeli bok u,v oznaczy¢ przez

Ko, to = T|Ko u T2KO w T3KO u T4KO. Podobnie tamana K2 z rys. 4b jest postaci
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Tt K, u T2K, u T3, u T4K,. Znbéw T;A Oznacza zbiér A przeksztatcony przez T,. Analo-
gicznie dla n =2,3,4... potézmy Kntl = T,Knu T2Knu T3K, u T4Kn. Jesli granice ciagu ta-
manych Kn oznaczyé przez K, to z rozumowapia troche podobnego do przeprowadzonego

wyzej dla zbioru Cantora wynika,ze TK = TjKu T2K u T3K u T4K.

w

ul Vi = u2 v3 = U4 Ki

Rys.4. Przyblizenie krawedzi krzywej von Kocha
Fig.4. Approximation of the von Koch curve

W naszej wersji twierdzenia Hutchinsona wystepuje wielokat W. Z rysunku 4 widaé, ze jego

role gra¢ moze trojkat u,v,w wziety bez punktéw na obwodzie. Do krzywej von Kocha stosu-

je sie twierdzenie Hutchinsona i /i(K) = t doktadnie wtedy, gdy r'--r2+ r3+rd4=4-(— =1.
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Z réwnosci 4 « ~-J = 1wynika przez zlogarytmowanie, ze t = —- . Liczba ta jest niecat-

kowita . WykazaliSmy, ze krzywa von Kochajest fraktalem.

8. Pare stéw o literaturze. Wyktad teorii wymiaru zbioréw zwartych w duchu definicji
Aleksandrowa znalezé mozna w: L.S.Pontriagin, Wstep do topologii kombinatorycznej, War-

szawa, 1961 (przektad wydania ros. z roku 1947).

Szczegbétowy wyktad teorii Hutchinsona znajduje sie w: K.J.Falconer, Geometry of Fractal

Sets, Cambridge, 1985.
Warto wspomnie¢ o wcze$niejszym niz praca Fiutchinsona artykule:

J.Marion, Le calcul de la mesure de Hausdorff des sous-ensembles parfait isotipiques,Compt.
Rendues de FAc. Sci. Paris 289 (1979), No 2, A65-A68, zawierajgcym nieco inng analize

pojecia samopodobienstwa.

Inne od przedstawionego tutaj obliczenie wymiaru Hausdorffa zbioru Cantora mozna zna-
lez¢ np. w : A.F.Beardon,Interation of Rational Functions, Springer 1991 (Graduate Texts in

Mathematics 132).

Recenzent: Prof.dr hab. Jacek Kudrewicz

Woptyneto do Redakcji 28.09.1994 r.

Abstract

This is a text on the compact fractals for non-mathematicians. The fractal is defmed(as in the
first Mandelbrot’s paper) as the set, that has Hausdorff dimension greater, then its dimension
in the sense, of say, Menger-Urysohn, or Alexandrov (which is the same for compact sets). In
a fact it is done for the compact fractals only. The analogies between both (the topological

and the measure-theoretical) notions of dimension are .pointed and the main properties of the
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notion are presented. Using elementary facts only, we calculate the Alexandrov and Hausdorff
dimensions for the segment and for the Cantor set. The main facts from Hutchinsons Theory
are presentend (in the smallest possible generality) and used to calculate Hausdorff dimension

ofthe von Koch curve.



