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ZASTO SO W ANIE STATYSTYK POZYCYJNYCH DO STATYSTYCZNEJ ANALIZY  
UKŁADÓW  ELEK TRO NICZNYCH

Streszczenie. W  pracy podano podstawowe definicje i własności statystyk pozycyjnych oraz 
przedstawiono m ożliwości ich wykorzystania w statystycznej analizie układów  w  celu zwiększe
nia efektywności metody M onte Carlo. Rozważania ilustrowane są  przykładami.

QUANTILE A RITHM ETIC APPROACH TO THE STATISTICAL ANALYSIS OF NET- 
-WORKS

Summ ary. In the paper definitions and prperties o f  the quantile arithm etic are developed. 
Application o f  the method to the statistical analysis o f networks is considered. The method 
provide to efficiency im provem ent o f  Monte Carlo method. The article includes a  lot o f  exam
ples.

1. W stęp

Dokonując analizy statystycznej układów  często zachodzi potrzeba oceny uzysku produkcyj

nego lub w artości param etrów  pozycyjnych rozkładu funkcji układowej T, czyli określenia 

kwantyli rzędu p  ; (0 < p < 1) dla różnych wartości p. Analizę tę przeprowadza się najczęściej za 

pom ocą metody M onte Carlo(M C) lub jej modyfikacji[2,3].

W  pracy podjęto próbę wykorzystania uporządkowanych, w  kolejności niemalejącej, n- 

ciągów w yników  uzyskanych z metody MC do oszacowania przy zadanej w ielkości dopuszczal

nego błędu —  długości n-ciągów oraz oceny efektywności takiego postępownia.
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Dział rachunku prawdopodobieństwa i statystyki matematycznej poświęcony analizie rozkła

dów w ektora losowego kwantyli z próby nazywany jest rozkładami statystyk pozycyjnych [1],

2. Statystyki pozycyjne [1] —

W  próbach o liczności n elem entów będą rozpatrywane zmienne losowe, które są  odpowiedni

kami param etrów  pozycyjnych. Takie zmienne losowe będą nazywane statystykam i pozycyj

nymi.

Niech (X i,X 2,...,Xn) będzie n-wymiaarowym wektorem losowym. Rozpatrzmy zm ienną loso- 

( n )
w ą ' określoną w  następujący sposób: porządkujemy każdy zespół wartości(X|,x2,...,xn ) wek

tora losowego (X hX2,...,Xn) od najmniejszego do największego, tj. tak, by uzyskać 

ciąg(xr/pcr2,...pcrn) spełniający nierówności xrl<...<xm.

Statystyką pozycyjną z f i  nazywamy zm ienną losową, będącą funkcją wektora losowego 

(X |,X 2,...,Xn), która przybiera k-tą co do wielkości wartość,tj. wielkość xrk każdego z możliwych

zespołów wartości (xlrx2,...rxn). Liczbę k nazywamy rangą statystyki pozycyjnej z f i , a stosunek

— - rangą względną.
n

T lim k  W  . .
Jeśli ---------- — = A.; (0<A. < 1), to ciąg zł. ’ nazywamy ciągiem centralnym statystyk.

n —> oo «

Gdy zachodzi k = [n • X.] + 1,gdzie 0< X < 1, wtedy statystykę pozycyjną z  nazywamy 

kwantylem  z próby. Ciąg kwantyli z próby jes t ciągiem centralnym statystyk.

Funkcje statystyk pozycyjnych z£ '  będziemy także nazywali statystykami pozycyjnymi.

Funkcja zmiennej x; (-0 0  < x < oo) równa zeru dla x< xrl i równa — ; (m= 1,2,...,«) dla
n

x > xrl,gdzie m  je s t najw iększym wskaźnikiem, dla którego zachodzi nierówność xrm< x, nosi 

nazwę dystrybuanty empirycznej S„ (x). S„ (x) jest dla każdej wartości argum entów x zmienną 

losową.

Jeżeli zm ienne losowe X r; ( r = 1,2...,«) są  niezależne i m ają jednakow ą dystrybuantę ciągłą 

F(x), a xrljcr2,...,xrn oznacza uporządkowany wdług wielkości zespół wyników obserwacji zmień-
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nych losowych X t wówczas xrl< x r2 < ...< xrn, a dystrybuantę em piryczną S„ (x) można

przedstawić w  następującej postaci:

Ogdyx < x r l  
k
- g d y x rk -< x<  x r(k+Ą 

lgdy x  y x r

( k  =  1,2 n - l ) (1)

Z przyjętych założeń wynika, że dla każdego ustalonego x  zachodzi relacja P(X r<) = F(x) = p = 

const (k  = 1,2,....,«). Tak więc S„(x) jes t dla stałej wartości x  częstością w schemacie Bemoullie- 

go, jes t więc częstością realizacji zdarzenia losowego w  n niezależnych doświadczeniach, gdy 

prawdopodobieństw o realizacji zdarzenia w poszczególnym doświadczeniu wynosi p  = F(x). Stąd 

otrzymujemy:

* ( * ) - ■ = (2)

.(»)Oznaczamy dysrtybunantę zmiennej losowej zk ’ przez Fkn(x), wówczas 

Fkn (x) = / ( z W  < x j . Zauważm y, że zdarzenie z f i  oznacza, iż w  zespole n obserwacji k-ta co

do w ielkości obserwacja je s t m niejsza od x, a  więc jes t co najmniej k obserwacji mniejszych od 

x. O trzym ujem y stąd:

fj x)=?{$ <x)= *  3=J/M=3= r - ^ r =
=    t k ~ l ( l - t ) " - kdt

( k - l ) ! ( n - k ) !  i  1 >

(3)

Ponieważ założyliśm y istnienie gęstości f ( x )  -  — —  zmiennej X, przeto istnieje również
dx

gęstość zmiennej losowej z f i  w  postaci :

/ (4)
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Przykład 1

N ależy określić rozkład statystyki z dla prostych prób liczących n elem entów wybranych z 

populacji o rozkładzie prostokątnym, określonym gęstością:

fCxj = J lgdy ° - x - 1 I
[O gdyx < 0;vx > lj

Ze wzoru (4) gęstość f(x) jes t równa:

- i k —1 r Ą - i n - k

fnk(x ) =

7------ r—7----- rifn d t] T M  = 7 TT r  Xk ■ (1 -  x)" * gdy 0 < X< 1
(k — 1)!• (n — k) L 0 J L x J (k -1)!- (n -  k)

gdyx<0;v;>1

N iech np.: 0 = 5, k = 1,2,3, wówczas: f^ (x )= 5  ( l - x ) 4,f2i5(x) = 20 x ( l - x ) 3 , 

f3 5(x) = 30 • x2 ■ (1 -  x)2 . Prawdopodobieństwo, że wartość zmiennej będzie zawarta mię

dzy a i b, wynosi:

p [ a  <  <  ¿1 =  ¿ / 7 5 (x)dx  =  l - l  ■ (1 -  x ) 5

analogicznie
p i a *  4 5) ^  * ) = i f 2,5(<x)d x = - l  ( l - x ) 5 - 5 x ( l - x ) 4

b
oraz

a

p ( 4  < < b j = fa f 3 5(x)dx  =

I 
1 

1 1 X o, 1 Oi X 1 -u - 1 0 x ( l - x ) 3

rysunku la ,b ,c  przedstawiono wykresy p i a < z ^ < b \ ,  gdy a= lx0 .2 , b= (1+1) x 0.2N a rysunKU ia,o ,c przeusiawionu wyiucsy r i u i i j  

(1=0,1,2,3 ) d la k = l (rys.la), k=2 (rys.lb ) orazk=3 (rys.lc).

W pływ w ielkości n(dla k = l)  na rozkład prawdopodobieństw P ^a < z f i  < ó j można prześle

dzić na rys. 2. Zauważmy, jeśli dla n = 5 zmienia losowa przyjmuje z prawdopodobień

stwem 0.99 wartości nie większe od x=0.6, to dla n=20 zmienna z \2°^ przyjmuje z tym samym, 

praw dopodobieństw em  wartości nie większe od x =  0.2.
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O 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 03 0.9

<  b  dla a = 0 .2 x l , b = 0 .2 x ( l+ l ) ,  1= 0,1 ,2 ,3< z \5}

R y s .l .  b. W ykres p raw dop od ob ień stw a P ^ a  <  z ^   ̂ dla a = 0 .2 x l , b = 0 .2 x ( l+ l ) ,  1=0,1 ,2 ,3  

R y s .l .c .  W ykres praw dop od ob ień stw a l { a < z < f t j  d la a = 0 .2 x l ,  b = 0 .2 x (l +  l ) ,  1=0 ,1 ,2 ,3  

F ig .la .  Probability p { ^ a  <  z j   ̂ <  ¿ j  for a= 0 .2 x 1 , b = 0 .2 x (l +  l ) ,  1=0 ,1 ,2 ,3

F ig .lb .  Probability  p i a  <  Z^  ̂ <  b \  for a = 0 .2 x l , b = 0 .2 x (l +  l ) ,  1=0,1 ,2 ,3

R y s .l .a .  W ykres praw dop od ob ień stw a

F ig .lc .  Probability  f ^ a  < z \  < b \  for a = 0 .2 x l , b = 0 .2 x ( l+ l ) ,  1=0,1 ,2 ,3



22 J.Chojcan, L.Karwan
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0

R ys.2 . W p ływ  w ie lk o śc i n (d la k =) na rozkład praw dopodobieństw  <  ¿ j

F ig .2 . Influence o f  num ber n (for k = l)  on probability P ^ a  <  Z ^  <  ó j

W  tabeli 1 (i na rys.3) przedstawiono wartości x0 dla różnych wartości n (dla k= l oraz 

0.99  ) .

Tabela 1

n= 5 10 20 25 50 100 200 500

*o 0.602 0.369 0.206 0.168 0.088 0.05 0.025 0.01

0.1  0.2 0 .3  0 .4  0 .5  0 .6  0 .7  0 .8  0.9
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n

R ys.3 . Z a leżn ość  w artości x 0 spełn iającej rów nanie P ' y z ' j 1̂  <  X q  j =  0 .99  od  liczb y  n

F ig .3 . R oot o f  equation  p { ^ )   ̂ S  X /j j  = 0 .9 9  versus num ber n

W ynika z nich, że rozkład statystyki z f i  dla prób prostych n-elementowych, wybranych z 

populacji o rozkładzie prostokątnym , je s t ze wzrostem n coraz bardziej skupiony. Czy jest to o- 

gólna praw idłowość?

Aby odpowiedzieć na to pytanie rozpatrzmy ciąg kwantyli z próby a w ‘?c k=[n-X ]

+1, gdzie 0 < X< 1. D la każdej wartości X z przedziału 0< X < 1 istnieje co najmniej jedna taka 

wartość ax, że:

1 -P(X=ax) < F (ax) < X. (5)

W artość ax je s t kw antylem  rozkładu zmiennej losowej X. M ożna udowodnić [1], że jeżeli re

lację (5) spełnia tylko jedno ax, to ciąg kwantyli z próby j z j ^  j  jes t stochastycznie zbieżny do 

odpowiadającego m u kwanty la ax z populacji generalnej, czyli:
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A
oO I lim P

(6)
|=o

Samo stwierdzenie zbieżności stochastycznej ciągów do odpowiednich parametrów pozycyj

nych populacji generalnej nie jest w  praktyce wystarczające, gdyż nie pozw ala na wyznaczenie 

prawdobodobieństwa, że te statystyki będą się różniły o określoną wielkość od odpowiadających 

im param etrów  pozycyjnych. Skorzystajmy więc z twierdzenia:

Twierdzenie: N iech F(x), f(x) i ax (0 <A.< 1) będą odpowiednio dystrybuantą, gęstością i

kwantylem zmiennej losowej X. Niech z f i  będzie kwantylem z próby prostej i niech gkn(y) bę-

ciągła i dodatnia, to dla każdej pary liczb rzeczywistych y b y2 , gdzie yj < y2 , zachodzi zwią

zek:

Z tw ierdzenia tego wynika, że jeżeli w  rozważanej populacji generalnej zmienna losowa X jest 

typu ciągłego o gęstości f(x) i jeżeli ta gęstość jest ciągła i dodatnia w punkcie a, , gdzie ak jest

«'”> p [ y i  < 4^  < w )  = lim  gkn{y)dy = y - j dy  (?)

kwantylem populacji generalnej, to kwanty 1 z prostej '  ma rozkład asym ptotycznie normal-

ny:

/

(8)

Z zależności (8) wynika, że kwantyl z ^ '  mieści się z poziomem ufności 1-a 0 < a  < 1 w 

przedziale ufności [c,d] określonym wzorem:

P -  a  a  ;<  z f i  < a \+ a  • a / j  = / -  a  = y (9)(9)

gdzie: ax= a- (1- Z), natom iast błąd bezwzględny
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d - c  
e  =  — :—  =  a - a j  =

X - ( l - X ) (10)
2 1 f { a x )  V n

Z zależności (10) m ożna wyznaczyć niezbędną liczbę obserwacji n, przy której kwantyl z

próby z W  będzie różnił się, z  poziom em  ufności 1 -X, od kwantyla a, o mniej niż e, gdzie e jest 

żądaną w artością błędu bezwzględnego. Po prostych przekształceniach otrzymamy:

_  a 2 - X { l - X )

e2 f 2 {ax )
(11)

Przykład 2

Należy określić w pływ  liczby obserwacji n na rozkład kwantyla z£ ’ próby z modułu 

wzmocnienia napięciowego \KU\ filtru aktywnego [4], przedstawionego na rys.4. Przyjąć: 

wzmacniacz idealny o wzmocnieniu nieskończenie wielkim, natom iast wartości rezystancji re

zystorów R) i R2 m ają  rozkład normalny N(1.5 ■ 10 2 ) [Q], również wartości pojem ności kon

densatorów C , i C2 m ają rozkład norm alny N (ł.5- 102 )[F], pulsacja sygnału wejściowego co =

. Przyjm ijm y poziom ufności y = 1 - a  = 0.99 oraz przeprowadźm y obliczenia dla A., =
s  J 

0.1 i X, = 0.9.

R ys.4 . Filtr aktyw ny  
F ig. 4 . A n active filter
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W ygenerowano m etodą Monte Carlo N=1000 wyników i otrzymano \KU\ =0.50056 oraz a  = 

3.9304 -lO'2. W yniki te różnią się nieznacznie od wartości uzyskanych m etodą analityczną po

nieważ |A^| = 0 .5 , natom iast a  = 3.95 • 10'2. Łatwo sprawdzić w  tablicach rozkładu normalnego, 

że ao9= \Ku\ + zq 9 - a  = 0.5506, natom iast ag ¡ = |Km| + z q j  ct = 0.4494. W artości odchyleń 

standardowych er,, przedziałów ufności i błędów bezwzględnych (dla poziom u ufności l- a =  0.99, 

a= 2.576) oraz k dla różnych wartości n  przedstawiono w tabeli 2. W ielkość k obliczono z zależ

ności k=[n-7] +  1. Zauważmy, że dla małych n zależność ta jes t dokładna. D la n=10 i 7=0.1 k=2,

a dla 7=0.9 n-k+ l=9. Rozkład kwantyli z próby i modułu wzmocnienia przedsta

wiono na rysunku 5. N a rysunku tym przedstawiono też rozkład wartości średniej arytmetycznej 

xA dla t =  40 realizacji obserwacji n=10-elementowych. Zaznaczono również granice przedziałów 

ufności i wartości (graniczne) błędów bezwzględnych.

10 1 5 20 2 5 3 0 3 5 4 0

R ys.5 . R ozk ład y kw antyli m odułu w zm ocn ien ia  n ap ięciow ego  z  próby oraz rozkład średniej

arytm etycznej (a o ,, a ,,, - k w antyle rozkładu; [c ,,d |] , [c2, d 2] - przedziały u fn o ś c i ,

F ig . 5 . D istribution o f  quantiles o f  vo ltage am plification  for z f N  4 ' ° )  and distribution  

arithm etic m ean (a „ ,, a0 9 - quantiles o f  distribution; C |,d ,], [c2, d2 ] - con fid en ce intervals)
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R ys.6 . R ozk ład y  kw antyli Z k<n) d la n =  2 0 , k = 3 ,18 
F ig .6 . D istribution o f  quantités Z k<n) for n = 2 0 , k = 3 ,18

R ys.7 . R ozk ład  k w an ty li Z 5(40,J Z 36(40)
F ig .7 . D istribution  o f  quantiles Z s<40), Z 36<40)
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Rozkłady kwanty li z!,20) i przedstawiono na rysunku 6. Przedstawiono również rozkłady 

kw antyli i (rys.7) oraz kwantyli z ,80* r z(7820) (rys.8).

R ys.8 . R ozk łady kw an tyli Z 9<80), Z 72 
F ig .8 . D istribution  o f  quantiles Z 9(80), Z72

Przykład ten ilustruje i potwierdza rozważania teoretyczne (zależność (10).

Tabela 2

n a )X l02 2=0.1
Uwagik <=1 d, e ^ lO 2

10 2.14 2 0.3943 0.5045 5.51 rys. 5
20 1.51 3 0.4105 0.4883 3.89 rys.6
40 1.07 5 0.4219 0.4769 2.75 rys.8
80 0.755 9 0.4299 0.4689 1.95
100 0.676 11 0.432 0.4668 1.74
200 0.478 21 0.4371 0.4671 1.23
500 0.302. 51 0.4416 0.4572 0.778

1,000 0.214 101 0.4439 04549 0.55
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cd.tabeli 2

n
n

c r,x l0 2

CT|Xl02

o\o

Uwagi
n-k+1 d2 e2x l0 2

10 2.14 9 4,955 6,057 5.51 rys.5
20 1.51 18 5,117 5,895 3.89 rys. 6
40 1.07 36 5,231 5,781 2.75 rys.7
80 0.755 72 5,311 5,701 1.95 rys. 8
100 0.676 91 5,332 5,680 1.74
200 0.478 5,383 5,629 1.23
500 0.302 5,428 5,584 0.778
1,000 0.214 5,451 5, 561 0.55

3. Porównanie z metodą M onte Carlo

Przpom nijmy jak  w  metodzie Monte Carlo [2,3] określa się niezbędną liczbę losowań za

pew niającą błąd mniejszy od zadanego. Rozpatrzmy proces losowania MC mający na celu okre

ślenie uzysku produkcyjnego Ys. Jest to schamat Bernoulliego, w  którym Ys jest prawdopodo

bieństwem sukcesu, a YF=1-Y S prawdopodobieństwem niepowodzenia. Prawdopodobieństwo, że 

w N losowaniach M C uzyskamy dokładnie N  sukcesów ,wynosi:

P {x  = 0  = ($J- ysm  • (1 - ys)(n ~n s),

a wartość oczekiwana m= E(X)= N  YS oraz wariancja var (X) = ct2= n • Ys (1-YS). Stąd wynika, 

N
że estym ator uzysku Y= —  m a rozkład norm alny o wartości średniej równej Ys i odchyleniu 

N

— . Uzysk mieści się z poziom em ufności y

=1- a  w  przedziale ufności określonym zależnością:

P(c<Ys<d) = P(Ys-ći-a< Ys < Ys + a )= 1- a =  y

^  ę y  . i j ___
Błąd bezw zględny e metody MC wynosi e ——  = a a  = a J  s ^ , stąd niezbędna

liczba losowań N  wynosi:

| y  ■ (1 -  Y  ) 
standardowym cr = , |— i — .czyli N
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Jeśli zdefiniujemy błąd względny es jako stosunek błędu bezwzględnego do uzysku, czyli 

e
e = — wówczas

Ys

Ponieważ m etoda MC zastosowana jest do określenia uzysku Ys, a m etoda wykorzystująca do 

uporządkowania wylosowanych wyników statystyki pozycyjne (SP) przeznaczona jest do okre

ślenia kwantyli, niem ożliwe jest w  ogólnym przypadku ich porównanie. Załóżmy zatem, że

X = — -J— , co umożliwi porównanie.

Przykład 3

Należy porównać niezbędną liczbę losowań N w metodzie MC dla różnych wartości uzysku Ys

1 -  Y
z liczbą losowań n w  metodzie SP dla 2  = — jeśli  próby będą wybierane z populacji o

rozkładzie prostokątnym określonym w przykładzie 1, błąd bezwzględny e = 0.01, a poziom y = 

a=0.99(a=2.576). Korzystając z zależności (11) i (12) sporządzono wykresy zależności n=n={X) i

i r .  i"N(YS) przedstawione na rys.9. Z rysunku tego wynika, że dla Ys = - ^ 2  < - J N  > n , co oznacza,

że liczba losowań w metodzie MC jest większa.

W ykres względnej procentowej różnicy liczby losowń zdefiniowanej za leżnością :

a2 Ys( l - Y s) _  a 2 -2 ( 1 - 2 )

CT% = — 100% =  — — - —  6 / f  ^  (14)

przedstawiono na rys. 10. Oczywiście J[ax) = 1, gdy 0< a, < 1, ponieważ populacja ma rozkład 

prostokątny. W zględna procentowa różnica jest największa dla dużych uzysków.

Do potw ierdzenia w niosków wynikających z wykresów przedstawionych na rysunku 9 i 10 

można dojść rozpatrując wykresy zależności liczby losowań przy stałym błędzie względnym es.

g
N a rysunku 11 przedstawiono wykresy liczby losowań n i N  dla e s = —  przy niezmienionej

Ys

n a z - 2 ( 1 - 2 )

e 2 ^
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1 -  Y
wartości poziom u ufności i A = — -  ■ Również zmiana poziom u ufności nie wpływa na zmia

nę relacji m iędzy n i N. N a rys. 12 przedstawiono wykresy liczby losowań, gdy błąd bezwzględny 

es=0.01 dla Ys=0.5 i Y 0.9,w  zależności od wartości a = l-y .

uzysk

R ys.9 . W ykres za leżn o śc i liczb y  losow ań  N  w  m etod zie M onte Carlo oraz liczb y losow ań  n w  m etodzie  
w ykorzystującej statystyki p o zycy jn e od  u zysku  Y  

F ig . 9. N um ber o f  random  experim ents N  for M onte Carlo m ethod and num ber o f  random experim ents n for 
quantile arithm etic as a  function  o f  profit Y
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uzysk

R ys.1 0 . W zględ na  p rocentow a różnica liczb y  losow ań dla rysunku 9 
F ig. 10. Ratio o f  num ber o f  random experim ents for figure 9

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

uzysk

R y s . l l .  W ykres N  i n 9jak na rysunku 9 )  dla sta łego błędu e/Y = 0.01  
F ig . 11. F igures o f  N  and n (as on figurę 9 ) for constant error e/Y = 0.01
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‘Cca
iwo
co-Q
8

10 -5 0.001 0.01
poziom ufności

0.1

R ys.1 2 . Z a leżn ość  liczb y  losow ań  N i n  dla w ybranych w artości Y , X od  poziom u ufności 
F ig .I2 . N um ber o f  random  experim ents N  i n for various Y , X  as a function o f  con fid en ce

Przykład 4

N ależy przeprowadzić porównanie liczby losowań (analogicznie do przykładu 3), jeśli próby 

będą w ybierane z populacji o rozkładzie nomalnym określonym gęstością:

\2

f ( x) =
1

a - J l n
exp - ( x - m r

2er
(15)

Porównanie przeprowadzić dla c=0.1 , e=0.01, y= l-a= 0 .99  (a=2.576). Korzystając z zależności 

(11) na liczbę losow ań n (m etosdą SP) oraz zależności (13) na liczbę losowań N  (metoda MC)

sporządzono wykresy n= n{\) dla X =
1 - Y ,

oraz N=N(Y S) przedstawione na rys. 13. Z wykresów

tych wynika, że dla Ys<0.935n<N.

Stosowanie przy porównywaniu liczby losowań błędu bezwzględnego e, gdy próby są  wybie

rane z populacji o rozkładzie różnym  od prostokątnego, powoduje uzależnienie liczby losowań od 

param etrów losowań. Prześledźm y to na przykładzie rozkładu normalnego.
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Podstawiając (15) dla x=a.k do(l 1) otrzymujemy:

a 2 • A (l -  A)

I
•exp

- ( x - m ) 2

2cr

(16)

czyli liczba losowań jes t (w przybliżeniu) propoprcjonalna do kwadratu odchylenia standardowe

go. Jest to korzystne dla m ałych odchyleń standardowych. W yjaśnienie tego pozornego paradok

su znajdziemy analizując (8) i (10). Odchylenie standardowe (i błąd bezwzględny e) kwantyla z

próby prostej z j ^  jes t odwrotnie proporcjonalne do gęstości populacji generalnej w  punkcie

x=ax, a więc przy ustalonych X i e -im mniejsze a , tym w ię k sz e /(a j i mniejsze y/n . 

W prowadzenie błędu względnego:

(17)
1

f (aż )
= e f (aż)

uniezależnia liczbę losowań od rozkładu gęstości populacji generalnej. Otrzymujemy wówczas, 

wstawiając (17) do (11), wzór na liczbę losowań n w zależności od przyjętego poziom u ufności y 

=1- a  (stąd a ),wielkości 7.(0<7.<1) i dopuszczalnego błędu względu es.

a2 A ( \ - X )
n = ---------£------ 1 (18)

«s

W ykresy n=n(X) będą identyczne z charakterystykami uzyskanymi wówczas, gdy próby były 

wybierane z populacji o rozkładzie prostokątnym (rys.9 i 10 ), p o n iew aż /(a J  = 1, a e=e-j{a.k)= e .
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uzysk

R ys.13 . W ykres za leżn o śc i liczb y  losow ań  N  w  m etod zie M C oraz liczb y  lo sow a  n n w  m etod zie  statystyk p ozycyj
nych  od  u zysku  Y . Próby w ybrano z  populacji o  rozkładzienorm alnym  N (m ,0 .1 )

F ig .13 . N um b er o f  random  exp erim en ts for M onte Carlo m ethod  and num ber o f  random  experim ents n for 
quantile arithm etic as o f  profit Y . Sam ples h ave normal distribution N (m ,0 .1 )

Wnioski

Porównując, w  przykładach 3 i 4, niezbędne liczby losowań w metodzie M C (N) i przy wyko

rzystaniu statystyk pozycyjnych (n) nie rozpatrywaliśmy konieczności uporządkowania wyników 

obserwacji (rezultatów  analizy na m.c) w  drugiej metodzie. Poświęćm y teraz tem u zagadnieniu 

trochę uwagi. Uporządkowanie, w  kolejności niemalejącej, naw et dużej liczby obserwacji n nie 

jest dla m.c. w  porów naniu z czasem analizy dużego obwodu, zajęciem czasochłonnym. Można

ten czas wydatnie skrócić, jeśli zamiast kwanty la z j ^ ,  gdzie n=n, ■ • m

obserwacji, weźmy średnią arytm etyczną m kwantyli z ' '  (oczywiście k=[n-X.]+l, a
K1

k,=[«i-A.]+l), czyli zam iast porządkować » ^ ¡ - m  obserwacji dzielimy je  na m  n r elementowych 

(uporządkowanych) prób. W ówczas kwantyl z j ^  ma rozkład N ^ c , )
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N a rys. 14 przedstawiono rozkład kwantyla z^80  ̂ (i kwantyla z ^ )  otrzymanego z uśred

niania kwantyli z  według w zoru:Yi+| = — (x,+ x2+...xm), gdzie m=4, n,=20, n=80,xi= z l20  ̂ z
m  —

rys.6, dla t=i+4 x j(=  0,...4) ,yjH = z jf0^. Kwantyl ten ma (w przybliżeniu) takie samo odchylenie

standardowej jak  kwantyl z ^ ,  którego rozkład przedstawiono na rys.8. Przybliżenie polega na 

niedokładnym spełnianiu przez k, obliczonym z zalżności k=[« k ]+ l, dla m ałych n  warunku

-  = X i tak, dla n=20, -  = 0.15, a dla n=80, -  = —  = 0.1125. 
n n n 80

rli t’ ( 8 ° ) , . ( 8 0 ) ,R ys. 14. R ozkład kw an tyli z ’ g 1 Z ^  uzyskanych przez uśrednienie kw antyli Z j

(80) . ,(80) (20) . (2C
F ig .1 4 . D istribution  o f  quantiles z  <j ' 1  Z ^  obtained as a m ean o f  Z \  ' l  Z jg

, , ( 2°) i z (20)
18

0 .9

a0.1

N a rys.14 zaznaczono dodatkowo kwantyle a0 [s i a020 oraz odpowiadający tem u ostatniemu 

przedział ufności [c1!, d ’,]. W ydaje się, że metoda statystyk pozycyjnych może być z powodze

niem wykorzystana do określania liczb kwantylowych[15]. Zilustrujmy to przykładem.
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Przykład 5

Należy obliczyć niezbędną do określenia wartości liczb kwantylowych liczbę losowań, jeśli 

próby będą w ybierane z populacji o rozkładzie normalnym (N0,1). Przedziały ufności, z po

ziomem ufności y=0.99 (a=2.576), nie powinny się pokrywać. Obliczenia należy wykonać dla 

parzystopozycyjnych liczb kwantylowych o pozycyjności >.=2,4,...20.

Prześledźm y obliczenia dla X,=10. W tab.3 podano wartości połowy kwantyli (symetria), do

puszczalne przy ich obliczaniu błędy i niezbędne do tego liczby losowań dla poziom u ufności 

y=0.99 i y=0.95. Analogiczne obliczenia przeprowadzono dla pozostałych wartości X. Wyniki 

końcowe zebrano w tab. 4 i przedstawiono na rys. 15.

Tabela 3

i ax=a, P= a i-i ~ a i 
2

gi=0.99 g2=0.95

ni

Uwagi

6 0.55 0.126 0.126 671 391 n max

7 0.65 0.3854 0.1297 654 381

8 0.75 0.674 0.1443 591 344

9 0.85 1.04 0.183 468 272

10 0.95 1.645 0.3025 324 189 nmin

Tabela 4

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Yi=

=0.99

nmin 27 99 175 246 324 395 469 547 623 698

nmax 27 106 240 427 671 949 1,291 1,717 2,131 2,630

Y=

=0.95

nmin 16 58 102 142 189 229 272 317 361 404

nmax 16 68 139 247 391 550 747 994 1,234 1,523
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liczba kwantylowa

R y s .lS . Z a leżn ość liczb y  losow ań  od p ozycyjn ości liczb y kw antylow ej dla dw óch  p oziom ów  ufności, gd zie n max to 

liczb a losow ań  n iezbędna do określenia kw antyli środkow ych

F ig . 15. N um ber o f  random  experim ents as a function o f  for tw o con fid en ce lev ies
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Abstract

In the paper definitions and properties o f  the quantile arithmetic are developed. There are de

finition o f  positions statistics, range o f  position statistics, quantile from sample and empirical 

distribution. An exam ple o f  position statistics for uniformly distrbuted random variable is discus

sed. Position statistics can be used to interval estim ation o f some parameters o f  the experimental 

distribution. In the article application o f  the method to the statistical analiysis o f  an active pass- 

band filter is given. The method provides an improvement in number o f  necessary observations 

compared to the M onte Carlo method. The most improvement is obtained when the mean value of 

the experimental quantiles is computed. The statistical properties o f  the method is discussed in 

detail.


