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Streszczenie. W pracy podano podstawowe definicje i wiasnos$ci statystyk pozycyjnych oraz
przedstawiono mozliwosci ich wykorzystania w statystycznej analizie uktadéw w celu zwigksze-
nia efektywnosci metody Monte Carlo. Rozwazania ilustrowane sg przyktadami.

QUANTILE ARITHMETIC APPROACH TO THE STATISTICAL ANALYSIS OF NET-
-WORKS

Summary. In the paper definitions and prperties of the quantile arithmetic are developed.
Application of the method to the statistical analysis of networks is considered. The method
provide to efficiency improvement of Monte Carlo method. The article includes a lot of exam-
ples.

1. Wstep

Dokonujgc analizy statystycznej uktadéw czesto zachodzi potrzeba oceny uzysku produkcyj-
nego lub warto$ci parametréw pozycyjnych rozktadu funkcji uktadowej T, czyli okreslenia
kwantyli rzedup ; (0 < p < 1) dla r6znych wartosci p. Analize te przeprowadza sie najczesciej za
pomocg metody Monte Carlo(MC) lub jej modyfikacji[2,3].

W pracy podjeto prébe wykorzystania uporzadkowanych, w kolejnosci niemalejacej, n-
ciggéw wynikéw uzyskanych z metody MC do oszacowania przy zadanej wielko$ci dopuszczal-

nego btedu — dtugosci n-ciggéw oraz oceny efektywnosci takiego postepownia.
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Dziat rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej poSwiecony analizie rozkta-

déw wektora losowego kwantyli z préby nazywany jest rozktadami statystyk pozycyjnych [1],

2. Statystyki pozycyjne [1] —

W prébach o liczno$ci n elementéw beda rozpatrywane zmienne losowe, ktére sag odpowiedni-
kami parametrow pozycyjnych. Takie zmienne losowe bedg nazywane statystykami pozycyj-
nymi.

Niech (Xi,X2,...,Xn) bedzie n-wymiaarowym wektorem losowym. Rozpatrzmy zmienng loso-
wa ", okre$long w nastepujacy sposéb: porzadkujemy kazdy zespdt wartoéci(X|,x2,...,xn) wek-

tora losowego (XhX2,..,Xn od najmniejszego do najwiekszego, tj. tak, by uzyskac

ciag(xr/pcr2,...pcm) spetniajacy nieréwnosci xrl<...<xm.

Statystyka pozycyjng zfi nazywamy zmienng losowa, bedacg funkcjg wektora losowego

(X],X2,...,Xn), ktéra przybiera k-tg co do wielkos$ci wartos¢,tj. wielko$¢ xrk kazdego z mozliwych

zespotow wartosci (xIrx2,...xn). Liczbe k nazywamy rangg statystyki pozycyjnej z fi, a stosunek
— - ranga wzgledna.
n
T,. k . w ..
Jesli —--mmmee — = A; (0<A. < 1), to ciag zt. ° nazywamy ciggiem centralnym statystyk.
n—00 «

Gdy zachodzi k = [n «X] + 1,gdzie 0< X < 1, wtedy statystyke pozycyjngz nazywamy

kwantylem z proby. Ciag kwantyli z proby jest ciggiem centralnym statystyk.
Funkcje statystyk pozycyjnych z£' bedziemy takze nazywali statystykami pozycyjnymi.

Funkcja zmiennej X; (-00 <X < oo) réwna zeru dlax< xrl iréwna —; (m= 1,2,....«) dla
n

x > xrl,gdzie m jest najwiekszym wskaznikiem, dla ktérego zachodzi nier6wno$¢ xmx X, nosi
nazwe dystrybuanty empirycznej S,, (x). S,, (x) jest dla kazdej warto$ci argumentow X zmienng
losowa.

Jezeli zmienne losowe Xr; (r = 1,2...,«) sg niezalezne i majg jednakowg dystrybuante ciggta

F(x), a xrljer2...,xm oznacza uporzagdkowany wditug wielko$ci zesp6t wynikdw obserwacji zmien-
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nych losowych Xt woéwczas xrl<xr2 < ..< xm, a dystrybuante empirycznga S,, (x) mozna

przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

Ogdyx <xrl
-gdyxrk -<x< xr(k+A (k=12 n-l) (1)
Igdy X yxr

Z przyjetych zatozen wynika, ze dla kazdego ustalonego x zachodzi relacja P(Xr<) = F(x) = p =
const (k = 1,2,....,«). Tak wiec S,,(x) jest dla statej wartosci x czestoScig w schemacie Bemoullie-
go, jest wiec czestoscig realizacji zdarzenia losowego w n niezaleznych doswiadczeniach, gdy
prawdopodobienstwo realizacji zdarzenia w poszczeg6lnym doswiadczeniu wynosi p = F(x). Stad

otrzymujemy:
*(*)-m= (2)
Oznaczamy dysrtybunante zmiennej losowej 74”) przez Fkn(x), wéwczas

Fin(x)= /(zW < xj.Zauwazmy, ze zdarzenie zfi oznacza, iz w zespole n obserwacji k-ta co

do wielkos$ci obserwacja jest mniejsza od x, a wiec jest co najmniej k obserwacji mniejszych od

X. (.)trzym ujemy stad:

| = * H/IM3= r-"r=

tk~1(1-t)" -kdt
1 >

T (k-D)1(n-k)! i
©)
Poniewaz zatozyliSmy istnienie gestosci f(x) - _d_ zmiennej X, przeto istnieje réwniez
X
gestosé zmiennej losowej zfi w postaci :

/ 4)
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Przykiad 1
Nalezy okresli¢ rozktad statystyki z dla prostych préb liczacych n elementéw wybranych z

populacji o rozktadzie prostokgtnym, okreslonym gestoscia:

fCxj=Jdlgdy ° -x-1 1
[O gdyx <0;vx > Ij

Ze wzoru (4) gestos¢ f(x) jest réwna:

-ik—1 _r
------ r—7-—-rifndt N T Xml- )" * gdy 0<X<1
(kfl)'-(n —K)LO L x J (k 1)1-(n - k)

fnk(x) =
gdyx<0;v;>1

Niech np.: 0 = 5 k = 1,2,3, woéwczas: f*(x)=5 (I-x)4,f2i5>x)=20 x (I-x)3,

f35(x) =30 x2 m1- x)2. Prawdopodobienistwo, ze warto$¢ zmiennej bedzie zawarta mie-

dzy a i b, wynosi:
pla < <¢l- ¢ [T5(x)dx = I-1 ®(1- x)5

b
-1 (I-x)5-5x(1-x)4 oraz

pia*45)A*)=if 25&)dx= a

analogicznie — A 5
p(4 < <bj =faf 35(x)dx = = "G x <~ " -10x(l-x)3

Na rysunku fa,b,c przedstawiono wykresy pia€iz"<b\, gdy a=1x0.2, b= (1+1) x 0.2
(1=0,1,2,3 ) dlak=1 (rys.la), k=2 (rys.lb) orazk=3 (rys.lc).

Wptyw wielkosci n(dla k=1) na rozktad prawdopodobienstw P*a <z fi <6j mozna przesle-

dzi¢ na rys. 2. Zauwazmy, jesli dla n = 5 zmienia losowa przyjmuje z prawdopodobien-

stwem 0.99 warto$ci nie wieksze od x=0.6, to dla n=20 zmienna z\2°" przyjmuje z tym samym,

prawdopodobienstwem warto$ci nie wieksze od x = 0.2.
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Rys.l.a. Wykres prawdopodobieristwa <z\5} < b dlaa=0.2xl, b=0.2x(I+1), 1=0,1,2,3

Rys.l. b. Wykres prawdopodobieAstwa P"a < z~ ~ dla a=0.2xl, b=0.2x(1+1), 1=0,1,2,3

Rys.l.c. Wykres prawdopodobienstwa | { a < z <ftj dlaa=0.2xI, b=0.2x(l+1), 1=0,1,2,3

Fig.la. Probability p{*a < zj ~< ¢j fora=0.2x1, b=0.2x(I+1), 1=0,1,2,3

Fig.lb. Probability pia < z* ~ < b\ fora=0.2xl, b=0.2x(l+1), 1=0,1,2,3

Fig.lc. Probability fa <z\ <b\ fora=0.2xl, b=0.2x(I+1), 1=0,1,2,3

21
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0.6
0.4
0.2
0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Rys.2. Wptyw wielkoséci n (dla k=) na rozktad prawdopodobieristw < ¢j

Fig.2. Influence of number n (for k=I) on probability P*a <Z » < 6j

W tabeli 1 (i na rys.3) przedstawiono warto$ci x0 dla ré6znych wartosci n (dla k=1 oraz

0.99 ).
Tabela 1
n= 5 10 20 25 50 100 200 500
0.602 0.369 0.206 0.168 0.088 0.05 0.025 0.01

*0
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n

Rys.3. Zalezno$¢ wartosci xOspetniajacej réownanie P'yz'jI» < Xq j = 0.99 od liczby n
Fig.3. Root of equation p {») ~S X/jj =0.99 versus numbern

Wynika z nich, ze rozktad statystyki zfi dla préb prostych n-elementowych, wybranych z

populacji o rozktadzie prostokatnym, jest ze wzrostem n coraz bardziej skupiony. Czy jest to o-

g6lna prawidtowos¢?
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie rozpatrzmy cigg kwantyli z proby a w?c k=[n-X]

+1, gdzie 0 < X< 1. Dla kazdej wartosci X z przedziatu 0< X < 1 istnieje co najmniej jedna taka
warto$¢ ax, ze:
1-P(X=ax) < F (ax) < X (5)

Warto$¢ axjest kwantylem rozktadu zmiennej losowej X. Mozna udowodnié¢ [1], ze jezeli re-
lacje (5) spetnia tylko jedno ax, to cigg kwantyli z préby jzj~ j jest stochastycznie zbiezny do

odpowiadajgcego mu kwantyla ax z populacji generalnej, czyli:
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(6)

A .
00 IlimP |=o

Samo stwierdzenie zhieznosci stochastycznej ciaggdw do odpowiednich parametréw pozycyj-
nych populacji generalnej nie jest w praktyce wystarczajagce, gdyz nie pozwala na wyznaczenie
prawdobodobienstwa, ze te statystyki beda sie réznity o okre$long wielko$¢ od odpowiadajgcych
im parametréw pozycyjnych. Skorzystajmy wiec z twierdzenia:

Twierdzenie: Niech F(x), f(x) i ax (0 <A< 1) bedag odpowiednio dystrybuanta, gestosScig i

kwantylem zmiennej losowej X. Niech z fi bedzie kwantylem z proby prostej i niech gkn(y) be-

ciggta i dodatnia, to dla kazdej pary liczb rzeczywistych yb y2, gdzie yj <y2 , zachodzi zwig-

zek:

esplyi <4 <wy = tim gkngy)ay = y-idy @

Z twierdzenia tego wynika, ze jezeli w rozwazanej populacji generalnej zmienna losowa X jest

typu ciaggtego o gestosci f(x) ijezeli ta gestos¢ jest ciggta i dodatnia w punkcie a, , gdzie ak jest

kwantylem populacji generalnej, to kwanty1z prostej ' ma rozktad asymptotycznie normal-

ny:

(¢)

Z zaleznosci (8) wynika, ze kwantyl z~*' mieSci sie z poziomem ufnoséci 1-a 0 <a < 1w

przedziale ufnosci [c,d] okreSlonym wzorem:
P -aa;<zfi <a\tacalj=/-a=y 9)

gdzie: ax= a- (1- Z), natomiast btad bezwzgledny
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- -(1-
e- Ei ;f - a-aj - X-(1-%) (lO)
2 1 f{ax) V n

Z zaleznosci (10) mozna wyznaczy¢ niezbedng liczbe obserwacji n, przy ktdérej kwantyl z

préby zW bedzie réznit sie, z poziomem ufnosci 1-X, od kwantyla a, o mniej niz e, gdzie e jest

zadang wartos$cig btedu bezwzglednego. Po prostych przeksztatceniach otrzymamy:
a2 -X{I-X

e2 f 2{ax)

Przyktad 2
Nalezy okresli¢ wptyw liczby obserwacji n na rozktad kwantyla z£ ° proby z modutu

wzmocnienia napieciowego \KW filtru aktywnego [4], przedstawionego na rys.4. Przyjac:
wzmacniacz idealny o wzmocnieniu nieskonczenie wielkim, natomiast warto$ci rezystancji re-
zystorow R) i R2maja rozktad normalny N(1.5 m10 2) [Q], réwniez warto$ci pojemnosci kon-
densatorow C, i C2 maja rozktad normalny N (+.5- 102 )[F], pulsacja sygnatu wejSciowego o =
. Przyjmijmy poziom ufnosciy = 1-a = 0.99 oraz przeprowadZzmy obliczenia dla A, =

s

0.1iX,=0.9.

Rys.4. Filtr aktywny
Fig. 4. An active filter
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Wygenerowano metodg Monte Carlo N=1000 wynikéw i otrzymano \KW=0.50056 oraz a =
3.9304 -10'2. Wyniki te rédznig sie nieznacznie od wartosci uzyskanych metoda analityczng po-

niewaz |A” = 0.5, natomiast a = 3.95 « 10'2. Latwo sprawdzi¢ w tablicach rozktadu normalnego,

ze a0%= \Ku\+zgq 9-a = 0.5506, natomiast ag i =|Knm+zqj ct=0.4494. Wartosci odchylen
standardowych er,, przedziatéw ufnosci i btedéw bezwzglednych (dla poziomu ufnosci I-a= 0.99,
a= 2.576) oraz k dla r6znych wartoséci n przedstawiono w tabeli 2. Wielko$¢ k obliczono z zalez-

nosci k=[n-7] + 1. Zauwazmy, ze dla matych n zalezno$¢ tajest doktadna. Dla n=10 i 7=0.1 k=2,

a dla 7=0.9 n-k+1=9. Rozktad kwantyli z préby i modutu wzmocnienia przedsta-
wiono na rysunku 5. Na rysunku tym przedstawiono tez rozktad warto$ci Sredniej arytmetycznej
xAdla t = 40 realizacji obserwacji n=10-elementowych. Zaznaczono réwniez granice przedziatdw

ufnosci i wartosci (graniczne) btedéw bezwzglednych.

10 15 20 25 30 35 40
Rys.5. Rozktady kwantyli modutu wzmocnienia napigeciowego z préby oraz rozktad $redniej
arytmetycznej (ao,, a,,, - kwantyle rozktadu; [c,,d|], [c2, d2] - przedziaty ufnosci,
10
Fig. 5. Distribution of quantiles of voltage amplification for z f N 4 ) and distribution

arithmetic mean (a,,,, a09 - quantiles of distribution; C|,d,], [c2, d2] - confidence intervals)
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Rys.6. Rozktady kwantyli Zka) dla n= 20, k=3,18
Fig.6. Distribution of quantités Zkx) for n=20, k=3,18

Rys.7. Rozktad kwantyli Z5(40,J Z 36(40)
Fig.7. Distribution of quantiles Zs<40), Z 36<40)

27
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Rozktady kwantyli z1,20) i przedstawiono na rysunku 6. Przedstawiono réwniez rozktady

kwantyli i (rys.7) oraz kwantyli z,80* r z{@)(rys.8).

Rys.8. Rozktady kwantyli Z9<®0), Z72
Fig.8. Distribution of quantiles Z980), Z72

Przyktad ten ilustruje i potwierdza rozwazania teoretyczne (zaleznos$¢ (10).

Tabela 2

n a)X102 2=0.1

k = d, enl0o 2 Uwagi
10 2.14 2 0.3943 0.5045 551 rys. 5
20 151 3 0.4105 0.4883 3.89 rys.6
40 1.07 5 0.4219 0.4769 2.75 rys.8
80 0.755 9 0.4299 0.4689 1.95
100 0.676 11 0.432 0.4668 1.74
200 0.478 21 0.4371 0.4671 1.23
500 0.302. 51 0.4416 0.4572 0.778

1,000 0.214 101 0.4439 04549 0.55
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cd.tabeli 2
cr,xl02
n 2 Uwagi

CT|XI02 n-k+1 d2 e 102

10 2.14 9 4,955 6,057 551 rys.5

20 151 18 5,117 5,895 3.89 rys. 6

40 1.07 36 5,231 5,781 2.75 rys.7

80 0.755 72 5,311 5,701 1.95 rys.8

100 0.676 91 5,332 5,680 1.74

200 0.478 5,383 5,629 1.23

500 0.302 5,428 5,584 0.778

1,000 0.214 5,451 5, 561 0.55

3. Poréwnanie z metodg Monte Carlo

Przpomnijmy jak w metodzie Monte Carlo [2,3] okre$la sie niezbedng liczbe losowan za-
pewniajgca btgd mniejszy od zadanego. Rozpatrzmy proces losowania MC majacy na celu okre-
$lenie uzysku produkcyjnego Ys. Jest to schamat Bernoulliego, w ktérym Ysjest prawdopodo-
bienstwem sukcesu, a YF=1-Y Sprawdopodobiefistwem niepowodzenia. Prawdopodobienistwo, ze

w N losowaniach MC uzyskamy doktadnie N sukceséw ,wynosi:
P{x =0 :($\]' yam '(l' ys)(n~ns),

a warto$¢ oczekiwana m= E(X)= N YSoraz wariancja var (X) = ct2= n «Ys (1-Y9. Stad wynika,

N
ze estymator uzysku Y= N ma rozktad normalny o wartoéci $redniej réwnej Ys i odchyleniu

1-Y
standardowym o =, y—'(l —).czyli N — . Uzysk miesci sie z poziomem ufnosci y

=1-a w przedziale ufnosci okre$lonym zalezno$cia:
P(c<Ys<d) = P(YsCi-a< Ys< Ys+a)=1l-a=y

noe y i
Btad bezwzgledny e metody MC wynosi e — =a a =aJ s " , stad niezbedna

liczba losowan N wynosi:
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Jedli zdefiniujemy biad wzgledny es jako stosunek biedu bezwzglednego do uzysku, czyli

e .
e=— wadwczas
Ys

Poniewaz metoda MC zastosowana jest do okre$lenia uzysku Ys, a metoda wykorzystujaca do
uporzadkowania wylosowanych wynikéw statystyki pozycyjne (SP) przeznaczona jest do okre-

$lenia kwantyli, niemozliwe jest w ogdlnym przypadku ich poréwnanie. Zatézmy zatem, ze
X = —J— ,co umozliwi poréwnanie.

Przykiad 3

Nalezy poréwna¢ niezbedng liczbe losowan N w metodzie MC dla réznych warto$ci uzysku Ys
. . . -y . .
z liczbg losowan n w metodzie SP dla 2 = — jesli proby beda wybierane z populacji o

rozktadzie prostokatnym okre$lonym w przyktadzie 1, btad bezwzgledny e = 0.01, a poziom y =

a=0.99(a=2.576). Korzystajac z zaleznoS$ci (11) i (12) sporzadzono wykresy zalezno$ci n=n={X) i
N(Y9 przedstawione na rys.9. Z rysunku tego wynika, ze dla Ys = Ay < —':]IN > n, co 0zhacza,

ze liczba losowan w metodzie MC jest wieksza.

Wykres wzglednej procentowej réznicy liczby losown zdefiniowanej zaleznos$cia:

a2 Ys(l-Ys)_a2-2(1-2)
CRb = — 100%= ——-— 6 /f A (14)
n az-2(1-2)
e2 »

przedstawiono na rys. 10. Oczywiscie J[ax) = 1, gdy 0< a, < 1, poniewaz populacja ma rozktad
prostokatny. Wzgledna procentowa réznica jest najwieksza dla duzych uzyskéw.

Do potwierdzenia wnioskéw wynikajacych z wykreséw przedstawionych na rysunku 9 i 10
mozna doj$¢ rozpatrujac wykresy zaleznosci liczby losowan przy statym btedzie wzglednym es.

g
Na rysunku 11 przedstawiono wykresy liczby losowan n i N dla es = — przy niezmienionej
Ys



Zastosowanie statystyk.. 31

warto$ci poziomu ufnosci i A= — - mROwniez zmiana poziomu ufnosci nie wptywa na zmia-

ne relacji miedzy n i N. Na rys. 12 przedstawiono wykresy liczby losowan, gdy btgd bezwzgledny

es=0.01 dla Ys=0.5 i Y 0.9,w zalezno$ci od wartosci a=1I-y.

uzysk

Rys.9. Wykres zaleznosci liczby losowan N w metodzie Monte Carlo oraz liczby losowan n w metodzie
wykorzystujgcej statystyki pozycyjne od uzysku Y

Fig. 9. Number of random experiments N for Monte Carlo method and number of random experiments n for
quantile arithmetic as a function of profit Y
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uzysk

Rys.10. Wzgledna procentowa réznica liczby losowan dla rysunku 9
Fig.10. Ratio of number of random experiments for figure 9

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
uzysk

Rys.lIl. Wykres N in 9jak na rysunku 9) dla statego btedu e/Y=0.01
Fig. 11. Figures of N and n (as on figure 9) for constant error e/Y=0.01
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® 8 o~ 80

107 0.001 0.01 0.1

poziom ufnosci

Rys.12. Zalezno$¢ liczby losowan N in dla wybranych wartosci Y, X od poziomu ufnosci
Fig.12. Number of random experiments N in for various Y,X as a function of confidence

Przyktad 4
Nalezy przeprowadzi¢ poréwnanie liczby losowan (analogicznie do przyktadu 3), jesli préby
bedg wybierane z populacji o rozktadzie nomalnym okre$§lonym gestos$cia:
\2
1 -(x-mrr

= exp
() a-JIn 2er

(15)

Poréwnanie przeprowadzi¢ dla ¢=0.1, e=0.01, y=1-a=0.99 (a=2.576). Korzystajac z zaleznosci

(11) na liczbe losowan n (metosdg SP) oraz zaleznos$ci (13) na liczbe losowan N (metoda MC)

sporzadzono wykresy n=n{\) dla X = 1- oraz N=N(Y 9 przedstawione na rys. 13. Z wykreséw

tych wynika, ze dla Ys<0.935n<N.
Stosowanie przy poréwnywaniu liczby losowan btedu bezwzglednego e, gdy préby sg wybie-
rane z populacji o rozktadzie r6znym od prostokatnego, powoduje uzaleznienie liczby losowan od

parametrow losowan. Prze$ledzmy to na przyktadzie rozktadu normalnego.
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Podstawiajac (15) dla x=a.kdo(l 1) otrzymujemy:

A (I -
a2 <A (I- A) (16)
vexp -(x-m)2
| 2cr

czyli liczba losowan jest (w przyblizeniu) propoprcjonalna do kwadratu odchylenia standardowe-
go. Jest to korzystne dla matych odchyleA standardowych. Wyjasnienie tego pozornego paradok-

su znajdziemy analizujgc (8) i (10). Odchylenie standardowe (i btad bezwzgledny e) kwantyla z
préby prostej zj”~ jest odwrotnie proporcjonalne do gesto$ci populacji generalnej w punkcie

X=ax, a wiec przy ustalonych Xie -im mniejsze a, tym wieksze/(aj i mniejsze y/n .

Wprowadzenie btedu wzglednego:

n

—ef(az
f(az) (6z)

uniezaleznia liczbe losowan od rozktadu gestosci populacji generalnej. Otrzymujemy woéwczas,
wstawiajgc (17) do (11), wzdr na liczbe losowarn n w zalezno$ci od przyjetego poziomu ufnos$ci y

=1- a (stad a ),wielkosci 7.(0<7.<1) i dopuszczalnego btedu wzgledu es.

a2 A(\-X)
A — F— (18)

«S

Wykresy n=n(X) beda identyczne z charakterystykami uzyskanymi wowczas, gdy proby byly

wybierane z populacji o rozktadzie prostokatnym (rys.9 i 10 ), poniewaz/(aJ = 1, a e=e-j{a.k)=e.
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uzysk

Rys.13. Wykres zaleznosci liczby losowan N w metodzie MC oraz liczby losowa n n w metodzie statystyk pozycyj-
nych od uzysku Y. Préby wybrano z populacji o rozktadzienormalnym N(m,0.1)

Fig.13. Number of random experiments for Monte Carlo method and number of random experiments n for
quantile arithmetic as of profit Y. Samples have normal distribution N(m,0.1)

Wnioski

Poréwnujac, w przyktadach 3 i 4, niezbedne liczby losowan w metodzie MC (N) i przy wyko-
rzystaniu statystyk pozycyjnych (n) nie rozpatrywali$my konieczno$ci uporzadkowania wynikéw
obserwacji (rezultatéw analizy na m.c) w drugiej metodzie. PosSwie¢my teraz temu zagadnieniu
troche uwagi. Uporzgdkowanie, w kolejnosci niemalejgcej, nawet duzej liczby obserwacji n nie

jest dla m.c. w poréwnaniu z czasem analizy duzego obwodu, zajeciem czasochtonnym. Mozna

ten czas  wydatnie skroci¢,  jesli zamiast  kwantyla zZjn, gdzie  n=n,mm

obserwacji, wezmy $rednig arytmetyczng m kwantyli z'Kl' (oczywiscie k=[n-X.]+I, a
k,=[«i-A.J+]), czyli zamiast porzagdkowa¢ »”j-m obserwacji dzielimy je na m nr elementowych

(uporzadkowanych) préb. Wéwczas kwantyl zj» marozktad N ~c,)
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Na rys. 14 przedstawiono rozktad kwantyla 2z"80" (i kwantyla z ~ ) otrzymanego z u$red-
niania kwantyli z wedtug wzoru:Yi{ = — (X,+ x2+...xm), gdzie m=4, n,=20, n=80,xi= zI20" z
m —_—

rys.6, dla t=i+4 xj(= 0,...4) ,yjH = zjfo*. Kwantyl ten ma (w przyblizeniu) takie samo odchylenie

standardowej jak kwantyl z ~ , ktdérego rozktad przedstawiono na rys.8. Przyblizenie polega na

niedoktadnym spetnianiu przez k, obliczonym z zalznosci k=[« k]+1, dla matych n warunku

- =X itak, dlan=20, - =0.15, adlan=80, - = — =0.1125.
n n n 0

0.9

a0.1

Rys.14. Rozktad kwant)m fzgsol"@ﬂo)'uzyskanych przez usrednienie kwantyli ZGZO) i ZS%O)

(80) . (80) 2) . @

Fig.14. Distribution of quantilesz g obtained as a mean of Z\ Zjg

Na rys.14 zaznaczono dodatkowo kwantyle aO[s i a020 oraz odpowiadajgcy temu ostatniemu
przedziat ufnosci [c1!, d’,]. Wydaje sie, ze metoda statystyk pozycyjnych moze by¢ z powodze-

niem wykorzystana do okreslania liczb kwantylowych[15]. Zilustrujmy to przyktadem.
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Przyktad 5

Nalezy obliczy¢ niezbedng do okreslenia wartosci liczb kwantylowych liczbe losowan, jesli
proby bedg wybierane z populacji o rozktadzie normalnym (NO,1). Przedziaty ufnosci, z po-
ziomem ufnosci y=0.99 (a=2.576), nie powinny sie pokrywaé. Obliczenia nalezy wykona¢ dla
parzystopozycyjnych liczb kwantylowych o pozycyjnosci >.=2,4,...20.

PrzesledZmy obliczenia dla X,=10. W tab.3 podano wartos$ci potowy kwantyli (symetria), do-
puszczalne przy ich obliczaniu btedy i niezbedne do tego liczby losowan dla poziomu ufnosci
y=0.99 i y=0.95. Analogiczne obliczenia przeprowadzono dla pozostatych warto$ci X. Wyniki

koncowe zebrano w tab. 4 i przedstawiono na rys. 15.

Tabela 3
i ax=a, P=ai-i ~ai 0i=0.99 92=0.95 Uwagi
2 .
ni
6 0.55 0.126 0.126 671 391 n max
7 0.65 0.3854 0.1297 654 381
8 0.75 0.674 0.1443 591 344
9 0.85 1.04 0.183 468 272
10 0.95 1.645 0.3025 324 189 nmin
Tabela 4
1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Yi= nmin 27 99 175 246 324 395 469 547 623 698
=0.99
nmax 27 106 240 427 671 949 1,291 1,717 2,131 2,630
Y= nmin 16 58 102 142 189 229 272 317 361 404
=0.95

nmex 16 68 139 247 391 550 747 994 1234 1523
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liczba kwantylowa
Rys.IS. Zaleznos$¢ liczby losowan od pozycyjnosci liczby kwantylowej dla dwéch pozioméw ufnosci, gdzie n mex to
liczba losowan niezbedna do okre$lenia kwantyli srodkowych

Fig. 15. Number of random experiments as a function of for two confidence levies
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Abstract

In the paper definitions and properties of the quantile arithmetic are developed. There are de-
finition of positions statistics, range of position statistics, quantile from sample and empirical
distribution. An example of position statistics for uniformly distrbuted random variable is discus-
sed. Position statistics can be used to interval estimation of some parameters of the experimental
distribution. In the article application of the method to the statistical analiysis of an active pass-
band filter is given. The method provides an improvement in number of necessary observations
compared to the Monte Carlo method. The most improvement is obtained when the mean value of
the experimental quantiles is computed. The statistical properties of the method is discussed in

detail.



