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ANALITYCZNO-EMPIRYCZNE OKREŚLENIE STATYCZNEJ 
SZTYWNOŚCI ŁAŃCUCHÓW OGNIWÓWYCH

Streszczenie. Wyprowadzono na drodze teoretycznej 
wzór określający wartość sztywności statycznej 
łańcuchów o ogniwach pierścieniowych, stosowanych 
powszechnie w maszynach i urządzeniach górniczych. 
Otrzymane wartości teoretyczne dla typowych łań­
cuchów porównano z uzyskanymi wartościami doświad­
czalnymi.

Sztywność łańcucha określamy jako stosunek naciągu łańcucha P do 
sprężystego wydłużenia względnego. Stanowi ona jedną z podstawo­
wych danych do obliczeń konstrukcyjnych zwrotni, urządzeń napina­
jących i kompensatorów sprężystych maszyn i urządzeń górniczych 
(przenośniki zgrzebłowe, strugi, strugo-zgarniarki, tarany i kom­
bajny) oraz w badaniach dynamiki łańcuchów pociągowych (prędkość 
przemieszczania się drgań wzdłużnych, siły dynamiczne powstające 
na skutek zmian długości konturu, itd.)

2. Teoretyczne określenie sztywności łańcuchów pierścieniowych 

Wydłużenie odcinka łańcucha wyraża się wzorem:

1. Wstęp

JL - Ł # 0)
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gdzie:
L - długość odcinka łańcucha 
t - podziałka łańcucha 
S - wydłużenie ogniwa.

Wielkość wydłużenia względnego łańcucha można wyliczyć wzorem;

« . ą . f  (2 ,

Rozpatrując ogniwo jako ciało sprężyste, wydłużenie jego zgodnie 
z prawem Hooke’a będzie wynosiło:

* f 1TTogn
gdzie:

P - siła rozciągająca działająca na łańcuch 
®ogn " modu2: sprężystości zastępczy
F - przekrój (w przypadku pierścieniowego ogniwa o średnicy 

pręta d P = y  — )

V . 1,- Ir ■ t  - Eo w

Zgodnie z podaną na wstępnie definicją, miarą sztywności ogniwa 
będzie stosunek działającej siły rozciągającej P do jego jednost­
kowego wydłużenia.
Podstawiając do wzoru (4) wartość £ ze wzoru (2), otrzymamy:

«0 = ^  (5)

Jak widać z wzoru (5), teoretyczne wyznaczenie sztywności łańcu­
chów pierścieniowych będzie się sprowadzało do określenia wydłu­
żenia ogniwa S pod wpływem działania siły rozciągającej P. Pier-
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ścieniowe ogniwo (rys. 1} stanowi układ statycznie niewyznaczalny, 
składający się z dwóch elementów zakrzywionych o promieniu Rq, po­
łączonych elementami prostymi o długości a i o kołowym przekroju

poprzecznym* Dla rozwiązania tego układu statycznie niewyznaczal- 
nego, zastosowana została metoda energetyczna Makwella-Mohra* Aby 
rozwiązać zadanie, należy wyznaczy; najpierw wielkości wewnętrzne, 
działające w poszczególnych przekrojach poprzecznych. W tym celu 
przecinamy ogniwo płaszczyzną symetrii prostopadłą do linii dzia­
łania sił (rys. 2) i wzajemne oddziaływanie na siebie obu części 
pierścienia zastępujemy siłami , T1, N^, T2 oraz parami sił o 
momentach i IŁ,.
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Rys. 2. Ogniwo przecięte płaszczyzną symetrii 

Z symetrii układu względem osi x wynika, że:

T1 = T2 =. T 
N1 = N2 = N

m2 = M
(6)

Z symetrii zaś względem osi y

i, - I, 
M, = IŁ, 

T1 = 0
(7)
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pZ równań statyki otrzymamy siłę normalną N ■ Jedyną wielko­

ścią statyczną niewyznaczalną pozostaje moment M, który wyzna­
czyć można za pomocą układu równań liniowych Maxwella-Mohra:

X1 *11 + *2 *12 + *3 *13  .... .. Xi *11 + *•* + Xn *ln + *10 = '

X1 *21 + *2 *22 + *3 *23  .....   Xi *2i + *** + Xn *2n + 620 = 0

X1 *n1 + *2 *n2 + *3 *n3  .... + xi *ni + —  + "Si *nn + ¿no = 0
(8)

i ogólnego równania określającego wydłużenie:

* - 5 7 / "  • V  ♦ b / b • “o * * + i ś J  <9)
s s  s

gdzie:
X1 * *•** *11 “ statycznie niewyznaczalne
M, K, T - funkcje określające moment zginający, siły normal­

ne i siły poprzeczne powstających w ogniwie pod 
wpływem działania sił zewnętrznych

M . N . T - funkcje określające moment zginający, siły normal- o o o
ne i siły poprzeczne dla wartości obciążenia rów­
nej jednostce

^ - współczynnik uwzględniający nierównomiemość roz­
działu naprężeń ścinających wzdłuż przekroju 
ogniwa

E - moduł sprężystości
G - moduł sprężystości postaciowej
J - moment bezwładności
F - przekrój poprzeczny
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Rys. 5. Wykres momentu gnącego Mp = ^  ” cosí) powstałego
pod wpływem działania siły P/2

PRys. 6. Wykres sił normalnych Np = cos i powstałych pod wpły­
wem działania siły P/2
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W celu uproszczenia obliczeń rozpatrywana będzie ćwiartka pier­
ścienia (rys. 3).
Przyjęto umownie przekrój przechodzący przez punkt A za utwierdzo­
ny» —  -

Wykres momentu gnącego jednostkowego Mq, wywołanego działaniem 
wielkości statycznej niewyznaczalnej , przy założeniu, że wiel­
kość ta jest równa jednostce (x1 = 1), przedstawiono na rys. 4. 
Wykresy momentu Mp, sił normalnych i sił poprzecznych Tp,
powstających pod wpływem działania siły Ę;, przedstawiono na ry­
sunkach : 5» 6 i 7.

Dla rozpatrywanego układu jednokrotnie statycznie niewyznaczal- 
nego równanie (8) przybierze postać:

x1 8^ + ń10 = ° (10)

gdzie:
x1 - określa nieznany moment
¿11 ¿10 - współczynniki, które wyznaczyć można za pomocą rów­

nania (9).
Współczynnik <5̂  wyraża przemieszczenie pod wpływem działania 
momentu gnącego jednostkowego M , gdzie dla rozpatrywanego przy­
kładu N i T są równe zeru.O o
Dla rozpatrywanej ćwiartki ogniwa:

a .%
2 2

? * 1 1  -  s 7 M o  •  “ o a s  =  i j / 1  • ’  1

- a + «#R
-  e j  ( - r — a )

2 (a +J?R )
»11- EJ ° (11>
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Współczynnik i otrzymamy przy uwzględnieniu momentu Mp

2
i  «10 ■ S f / V o  ^  - E j / -  2 Ho (1 - Eo 4» - - 4 #  ? Ro

«10 = P “o (’2)

Podstawiając wartości <Sjq i 6^ do wzoru (10)
(Si - 2) P 

X1 " 2(a +^RqJ (13)

f
B

Rys,

Jest to wartość szukanego momentu w punkcie B. Ma on mrtość sta­
łą na odcinku prostym ogniwa, na odcinku zakrzywionym dla 0 s ^ |  
moment będzie równy;

(Si - 2)P R P RO ^ c
2 (a +JIRq) 2 (1 -  costp) (14)

7, Wykres sił poprzecznych Tp = - ̂  sinif powstałych pod wpły­
wem działania siły
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Po przekształceniu:
P R  2 R + a

M ■ -g—  (coscp - a-v ) (15)
o

Wykres momentu przedstawiono na rysunku 8.

Momenty zginające, siły normalne i siły poprzeczne dla jednostko­
wego obciążenia Pq przybierają następujące wartości:
1) dla odcinka prostego ogniwa:

(& - 2)r*
Mo “ 2 (a +JZR ') o

»„ - 2 (16) 

t;  .  o
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2) dla odcinka zakrzywionego ogniwa:
R 2R + a

*; - -| <«»!> -

1 ---- (17)N0 = 2 c°s<P 

To = ” J  Sin<i’

Po podstawieniu do wzoru (9) wartości momentu M, sił normalnych 
N i poprzecznych T oraz odpowiadające im wartości dla jednostkowe­
go obciążenia PQ = 1 : Mq, Nq i Tq otrzymamy wydłużenie S dla 
rozpatrywanej części konturu ogniwa.

a
1 Zę {Jl- 2) PR^ (■&- 2)R^

2 (a +JZR ) * 2 (a +JIR)o o
dx +

JZ

, 2/PR 2 1 1 + 8  H 2 H + a
* s ( —  (e" f  - W ~  (coa,f ' T T m T 4 Eo łJ  O o

3. ^
2 2

¿ y  I  . i  dl + M.<p f  C ł  H# 4» +

G ? /  (~ 2 sin^  ł  sin^  Ro
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Po scałkowaniu otrzymamy:

. P R 3 b? - R? + (3JZ - 8)a2 + (45i2 - 8 ^ - 8 )  a R£  O____________ O_______________________________O
4 4 EJ 4 (a +JiRQ)‘

+ 2EP ^  + 2
Jt R Pć>C ^R

+   -2.4 GP (18)

Wartość^ EP, GP i oc dla przekroju" kołowego wynoszą:

EP - EJ, 
d

GP = -- — --- g- EJ, oc =
2(1 + V)d 27

Po podstawieniu powyższych wartości otrzymujemy:

(¿z3 - 85?) R2 + {yrt - 8) a2 + (4ćł - 8 Jl- 8)aR„
f  = -5I7  | R3 4 4EJ o 4 (a +«^Ro)‘

d2 [a_ R /JL 1 + V ) 
| 32 o 64 + 27

Przyjmujemy dla stali ułamek poissona V = 0,3, a po wyliczeniu 
współczynników otrzymujemy:

4 ~ 4EJ
' 1,46 R2 + 0,355 a? + 1,58aR„ 9
R* ----- — —    2. + d (o,03 a +
0 (a +^Rq)

0,2 Hc)j

Dla całego ogniwa wydłużenie będzie wynosiło:



Otrzymany wzór uwzględnia wydłużenie ogniwa łańcucha jako funkcji 
jego parametrów i działającej siły wzdłużnej P. Podstawiając 
do wzoru (5) otrzymamy szukany wzór na sztywność statyczną łańcu­
cha pierścieniowego*

g s ______________________   i    (20)
0 1,46 R2 + 0,355 a2 + 1,58 a R 2/

Er --------- 2--------------- 5-----------------  + d (0,03 a + 0,2 R )O ł \C. O
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R.
(a +^Rq)

Obliczeniowe wartości E dla łańcuchów pierścieniowych stosowa-o
nych w polskich maszynach i urządzeniach górniczych [3j podano w

6 2tablicy 1, W obliczeniach przyjęto E = 2,2 10 kG/cm .

3, Doświadczalne określenie sztywności statycznej łańcuchów pier­
ścieniowych

Doświadczalne wyznaczanie sztywności łańcuchów pierścieniowych 
przeprowadzone zostało przez autora w Zakładzie Badań Wytrzymało­
ściowych Politechniki Śląskiej. Odcinki badanych łańcuchów dostar 
czyła Fabryka Sprzętu Górniczego Rapid-Moj w Katowicach. Pomiary 
przeprowadzono rozciągając odcinki łańcuchów o długości około 
0,9 m znaną siłą, na zrywarce 50 tonowej firmy A. Amsler (rys. 9) 
i mierząc za pomocą dwóch czujników ich wydłużenia z dokładnością 
do jednej setnej milimetra.
Pomiary przeprowadzono dla wszystkich typów łańcuchów stosowanych 
obecnie w maszynach i urządzeniach górniczych, w różnych klasach 
jakości z wymiarami zgodnymi z wymaganiami normy branżowej [3]
(po 4 odcinki dla każdego rodzaju łańcucha). Pomiary powtarzano 
trzykrotnie'przy stopniowym wzroście siły rozciągającej do warto­
ści około 1/3 wytrzymałości łańcucha na rozrywanie i stopniowym 
obniżaniu siły do wartości naciągu wstępnego.
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Rys. 9. Pomiar wydłużenia odcinka łańcucha strugowego 
na zrywarce firmy Amsler (fot)

Rys. 10. Wyniki pomiarów sztywności:
a - dla łańcucha o d = 13 mm, b - dla łańcucha o d = 14 

wstępny = 500 kG, górna granica obciążenia 3.500

Jan Rynik

d = 22 mm

mm0 Naciąg
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Pomiary nie wykazały istotnych różnic wartości wydłużeń względ­
nych w różnych klasach jakości wykonania łańcuchów. Wyniki śred­
nie pomiarów dla łańcuchów o średnicy pręta 13 i 14 mm przedsta­
wiono na rys. 10, a dla łańcuchów o średnicy 18 i 22 mm na rys.11.

Rys. 11. Wyniki pomiarów sztywności:
a - dla łańcucha o d = 18 mm, naciąg wstępny = 1.000 kG górna gra­
nica obciążenia 10.000 kG, b - dla łańcucha o d = 22 mm, naciąg 

wstępny = 2.000 kG górna granica obciążenia = 20.000 kG

Wyniki liczbowe zestawiono z wartościami uzyskanymi na drodze teo­
retycznej w tablicy 1.
Badania wykazały, że wartości doświadczalne i teoretyczne są bar­
dzo zbliżone do siebie. Wartości doświadczalne są nieco wyższe i 
różnią się od teoretycznych maksymalnie od 3 do 6%.
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Tablica 1
Teoretyczne i doświadczalne wartości sztywności 

łańcuchów ogniwowych
Wymiary ogni-» 
wa łańcucha w

TTUTł
Doświad­
czalne jed­
nostkowe wy­
dłużenie 
łańcucha:
£eksp.1^

Teoretycz­
ne jednost­
kowe wydłu­
żenie łań­
cucha:
£teor.1^

Sztywność 
otrzymana 
na drodze 
doświadcz.

Eo (kG)

Sztywność
teoretyczna

d t Ro a
Eq (kG)

13 50 15 33 0,892 10"6 0,925 10-6 1,12 106 1,08 106
14 50 16 32 0,806 10-6 0,833 10-6 1,24 106 1,20 106
18 64 20 42 0,442 10“6 0,478 10“6 2,26 106 2,09 106
22 86 24 58 0,272 10-6 0,289 10"6 3,68 106 3,46 106

^Względne wydłużenie łańcucha pod obciążeniem jednostkowym równym 
1 kG.
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TEOPETMHECKME H 3 KCI1EIViMEHTAJlbHblE CUPEflEJIEHMH GTATMHECKOH KECKOCTb KP3TJI03BEHHbiX UEIIEH

P e 3 K) m e

CjejiaHO bhboju Ha ao p o re  TeopeTHuecKoH $opMynu onpexeJnnomHtt 
ctohmoctb HenojBHXHOCTHB xecTKOCTBD qeneii o yaax  nepcT ehhobhx, 
npHueHeHHbix booChiaho hctpoKctbom h ropm ix MamHHax. IIoxyroHbie 
CTOMiiaHHe TeopeTjraecKne tmdobhx ueneii c.nnraHO c noxyneHHeu
CTOHMOCTHMH 3 KCHepHM6HTaXbHHMH.

THEORETICAL AMD EXPERIMENTAL DEFINITION OF STATIC STIFFNESS 
IN RONND LINK CHAINS

S u m m a r y

This is derived, by theoretical method and equation which defined 
a value of static stiffness in round link chains being generally 
applied to mining power loader.
There are compared experimental values with that of theoretical 
being received for typical chains.


