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ANALITYCZNA POSTAC ZALEZNOSCI POMIEDZY
NAPREZENIAMI A ODKSZTALCENIAMI HA SKAL

Streszczenie. Na podstawie laboratoryjnych préb
badania wytrzymatosci skat oraz wykresinych zalez-
nosci pomiedzy naprezeniami, a odksztakceniami po-
dano funkcje opisujace to zjawisko.

W dalszej gzesci pracy przeprowadzono krétka ana-
lize przydatnosci poszczegdlnych funkcji w mecha-
nice gorotworu.

Wskazano na potrzebe rozszerzenia wyzej wymienio-
nych prac w danej dziedzinie mechaniki.

1= Wstep

Podstawowym warunkiem stosowania w praktyce teoretycznych prac z
zakresu mechaniki gorniczej jest znajomos¢ ogodu cech opisujacych
wlkasnosci Srodowiska goérniczego. Skaky goérotworu bedace tym wAas-
nie Srodowiskiem gérniczym wykazuja szczeg6lng zmiennos¢ swych
wlkasnosci. Utrudnia to znacznie tok postepowania przy projektowa-
niu i wykonywaniu nowych wyrobisk, jak réwniez budowie cakych za-
kdaddw .

Okreslenie rzeczywistych fizykomechanicznych wkasnosci skat mozli-
we jest jedynie w drodze doswiadczalnej. Niezbednym wiec staje sie
pobranie odpowiedniej i1losci prob w miejscu wykonywania wyrobiska.
Oczywiscie doktadne rozpoznanie gorotworu jest prawie niemozliwe
do przeprowadzenia. W mechanice gorotworu okreslenia przyblizonych
mechanicznych wkasnosci skat dokonuje sie na podstawie cech petro-
graficznych, ktérym to odpowiadajg w pewnym obszarze wielkosci.
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Przykdadowo: wytrzymados¢ dla wegli waha sie od 8.108 do 8,108

. e rwe - . 0 0
modudt sprezystosci - Scisliwosci dla +upkéw od 7,6.10 do 11,3.1)6

EIsp, liczba Poissona dla piaskow od 0,28 do 0,44 [5) itd.
m
Prowadzi to niejednokrotnie do stosowania -obliczer uproszczonych i

zmusza zak¥adaC wysokie wspokczynniki bezpieczenstwa.

Zagadnienie komplikuje dodatkowo zmiennos¢ wlasnosci w zaleznosci
od parametrow zewnetrznych jak rowniez stanu w ktdorym znajduje sie
skala.

2. Wyniki laboratoryjnych prac ustalajacych zwigzek miedzy napre-
zeniani peadekadreR Sak 0
Podobnie jak wszystkie ciala rzeczywiste skaly, poddane obcigzeniu
doznaja odksztakcen w zaleznosci od wielkosci przydozonych napre-
zen, Jko rowniez wkasnosci mechanicznych. Szczeg6lnie wazng role w
procesie odksztakcen odgrywa modut sScisliwosci-sprezystosci.
Poniewaz wiekszosS¢ skak wykazuje znaczng porowatos¢ - trudno méwic
wydacznie o module sprezystosci, gdyz pewna czesS¢ odksztakcen w
Czasie proéby Sciskania - spowodowana jest zmniejszeniem sie wymia-
réw por i mikroszczalin. Skaky o duzej porowatosci poddane obcig-
zeniu ulegajg duzym deformacjom zaréwno objetosciowym jak i posta-
ciowm, przy malej wartosci modwtu. W prébie takiej naprezenia
przenoszone zostajg wydacznie przez szkielet skalny. Zawodnienie
zatem porowatej skaky, o ile woda nie spowoduje jej rozmycia, po-
ciggnie za sobg znaczny wzrost modudu, ktdrego przyczyng jest nie-
Scisliwos¢ wody wypelniajacej pory.-
Podobnie na wielkos¢ modudu scisliwosci - sprezystosci wphywa
struktura skat. Skaly zbudowane z drobniejszych krysztaddw badz
okruchdow sg jak gdyby "'gesciej tkane', stad ich wyzsza wytrzyma-
40s¢, jak rowniez wyzsza wartos¢ moduhu E. Z tych samych przyczyn
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wynika wzrost wartosci liczbowej nodutu w probie, dla ktorej kie-
runek dzialajgcego obcigzenia jest zgodny z ulawiceniem.
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Rys. 1* Wykres odksztakcenia podduznego plytki walcowej O 60 om z
sapropelitu

Znajomos¢ rzeczywistej wielkosci modutu E jest podstawowym “wa-
runkiem poprawnosci wielu rozwigzan w mechanice stosowanej. Oka-
zuje sie bowiem, ze jakkolwiek wyznaczenie modudu sprezystosci
dla ciat stosujacych sie do prawa Hooke’a (e = const.J nie napo-
tyka na wieksze trudnosci, tak dla skak, wskutek porowatosci - E
jest funkcja stanu naprezenia w probie.

Na podstawie laboratoryjnych badan przy sciskaniu probek skal-
nych w prasie hydraulicznej [5], ustalono zaleznosci pomiedzy na-
prezeniami a odksztadceniami dla skat karfconskich takich jak: we-
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giel sapropelowy i durytowy, Hupek ilasty, piaskowiec arkozowy i
kalcytowy.

Graficzny obraz uzyskanych wynikéw dla wegla sapropelowego, 4upku
ilastego i1 piaskowca arkozowego przedstawiajg rys, 1, 2, 3.
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Rys, 2, Wykres odksztakcen po- Rys, 3» Wykres odksztakcen po-
dtuznych walca rownob. O 48 mm dhuznych réwnob, walca 0 67 mm
z 4upku ilastego z piaskowca arkozowego

Poszczegblne wykresy zaleznosci odksztakcen od naprezen rdznig
sie dos¢ znacznie miedzy soba-
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Wielkos¢ bowiem odksztakcen przy tych samych naprezeniach dla przed-
stawionych skat jest rozna. Im wieksza wytrzymatosC skaky - wiekszy
modut E - mniejsze odksztakcenie.

Okazuje sie, ze wykresy £0©) sa liniami krzywymi, zwréconymi swg
wypukdosciag do osi naprezen. Tylko dla skaly o wysokiej wytrzymado-
sci, jaka jest w tym przypadku piaskowiec arkozowy, wykres w pewnym
przedziale naprezen mozna uwazaC za linie prosta. Tak wiec skaly
wyraznie nie odpowiadaja prawu Hooke*a. Cechuje je zmniejszanie
sie modudu E w miare wzrostu naprezen i odksztakcen, ktéry najwie-
kszg wartos¢ posiada w punkcie zero. Tylko dla bardzo makych przy-
rostow Je-i At wartos¢ modudu mozna uwazac¢ za stadg.

3. Matematyczne ujecie zaleznosci S = £.(&)

Dobierajac matematyczng postac¢ zaleznosci pomiedzy odksztakceniami

whasciwymi a naprezeniami zadamy, aby aproksymomda w mozliwie do-

kdadnym stopniu krzywg uzyskang w drodze laboratoryjnych pomiarow.

Ponadto posta¢ ta winna by¢ prosta 1 dogodna w rachunkach, jak row-
niez spedniaC¢ warunki brzegowej

dla & -0 -V £=0

(@)
dla

gdziet
RC - wytrzymatos¢ skaky na Sciskanie,
Nieliniowy przebieg zaleznosci (&) prowadzi do stwierdzenia, ze:

@

lub tez
(3]
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Zatem, uzywanie niejednokrotnie siecznego modutu jest tym dokdad-
niejsze, Im mniejsze rozpatrujemy przyrosty naprezen i odksztakcen.

Funkcja potegowa postaci;
£ =a .ab ©)

opisuje z pewnym przyblizeniem zaleznosci pomiedzy naprezeniami i
odksztakceniami, przedstawione na rys. 1, 2 i 3. Wartosci a i b sg
parametrami wyznaczonymi w drodze pomiardw laboratoryjnych wielko-
sci dla poczatkowej fazy doswiadczenia. Okazuje sie jednak, ze
zwigzek @) nie jest zbyt Scisty w zakresie madych naprezen.

0 < &c-~0,3R
C

dajac zmniejszone wielkosci odksztakcen wAasciwych.

Aby wiec ustrzec sie od nieporozumien stad pkynacych, w zakresie
madych naprezen mozna stosowaC liniowy zwigzek w postaci prawa
Hooka, w ktdryms

Opisujac zatem przebieg zaleznosci £ = e(o~) rownaniami: w poczat-
kowej fazie rownaniem @), a dla naprezen > 0,3 R, - rownaniem
@)» otrzymujemy w pierwszym przypadku modut staly rowny Eq, w
drugim natomiast zmienny, jako pochodng odksztatcen wzgledem na-
prezen:
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Poniewaz w zagadnieniach praktycznych za wartosci odcietej przyj-
muje sie odksztakcenia, a za rzedng wartosci naprezeni, otrzymuje-

my odwrotng postac¢ zaleznosci @@):

oraz wartos¢ modutu zalezng od odksztakcen:

1b 1 T-b
EGE) - <N

Poniewaz dlaj
& —- R, mamy £-—-=»

wartos¢ () — "0,
azatem b > 1.

Funkc.ia logarytmiczna

Dobre wyniki w praktyce daje logarytmiczny zwigzek g = e (&), kto-
rego szczegolnym przypadkiem jest zaleznos¢ wykdadnicza typu:

& = (@ - pf™r + b)k ®

w ktoérej:

p - podstawa logarytmow, w szczegdlnosci naturalnego,

a,b - parametry doswiadczalne,

ffe)- funkcja odksztakcen,

k - staly wspolczynnik.
Przez odpowiedni dobdor parametrow, jak rowniez podstawy logarytmu,
mozna bardzodoktadnieaproksymowaC zaleznosci  stwierdzone w dro-
dze laboratoryjnej.
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Ogblng postac¢ wyrazenia pomiedzy & i £ dla materiatow wykazuja-
cych duze odchylenia od prawa Hooke’a przedstawit Ylinen [3j w po-
staci réwnania rézniczkowego:

|l o @+ b<h)k (©)

0 trzech parametrach a, b, n, cechujacych materiak. Wielkosci a i

b dla materiadow o wyraznej granicy plastycznosci okresla
jJako:
ABL E
a-E «-A bm-—-2-mr ©)
°  JE° \Y
gdzie;

i Ae~ - wartosci dla poczatkowej fazy odksztalcen, najle-
piegf wpkt & =0 i e =0,

n - parametr wahajacy sie w granicach 0,5« n < 1,6.
W przypadku materiatéw bez wyraznej granicy plastycznosci, do kté-
rych zalicza sie zdecydowang wiekszos¢ skak, wg Ylinena nale-
zy zastgpi¢ wytrzymadoscig materiatu na Sciskanie R. . otrzymang na
podstawie wynikéw badan laboratoryjnych.
Wstawiajac do (@) wartosci a 1 b, otrzymujemy wyrazenie na wiel-
koS¢ modutu sprezystosci - Scisliwosci e(&) « postaci:

1 f-Ek [1- @e)UP* K -5F G0

“dvkaujac catkowanie rdownania rézniczkowego o zmiennych rozdzie-

lonych:
0

E(&)zK*%SJf QG_n (11)

Rc
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dostajemy wyrazenie na wielkos¢ odksztakcen skat poddanych dziakta-
niu naprezen &e

ZakCzmy liniowg zmiennosS¢ zaleznosci (11) przez przyjecie wykdad-
nika potegowego n = 1, otrzymujemy:

(.2)
a po scatkowaniu wyrazenie na wielkos¢ odksztakcen w postaci loga-
rytmicznej :
«W - -i-i-tIn @ -i(13)
0 C

Okazuje sie, ze wzér (13) spelnia podane na wstepie warunki brze-
gowe, Oczywiscie, na skutek kruszenia i pekania skak, a wiec nie-
cigglosci odksztakcen szczegblnie w koricowej fazie obcigzania, jak
rowniez wewnetrznego tarcia poszczegolnych czastek, maksymalne na-
prezenia niszczace osigga sie przy konkretnych odksztakceniach wia*"
Sciwych, dalekich od nieskonczonosci .

Funkcja paraboliczna

Wiemy, ze wielomiany nieskoriczone:
y=—a)X+axx2+a”n + ,,,, b
przy odpowiednim doborze stalych , a2, eee aproksymuja bar-

dzo dok¥adnie przebiegi funkcji rzeczywistych.
Stosunkowo wysoki stopien przyblizenia otrzymamy piszac skoriczong
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Zadowalajac sie dwoma pierwszymi wyrazami i przechodzac do rozwaza-
nych zaleznosci napiszemy*

&(t) = af - bfiL @ae)

gdzie przyjeto oznaczenia al = a, a2 = - b, uwazajac a i b za pa-
rametry doswiadczalne.

W efekcie otrzymuje sie paraboliczng zaleznosS¢ pomiedzy odksztak-
ceniami 1 naprezeniami dla skak. Wykonujac rézniczkowanie:

an
dostaje sie wyrazenie na wielkos¢ modutu skatky.
Znajdujac zaleznos¢ odwrotng e(&) napiszemy:

a’
i odpowiednio do (17)

a )

Przedstawiona funkcja (18) typu parabolicznego daje stosunkowo wy-
sokie rozbieznosci z wynikami praktycznymi, zwkaszcza dla wiekszych
wartosci naprezen. Ponadto duze trudnosci sprawia tu wyznaczenie
parametrow doswiadczalnych a i b, ktore nie posiadajg w tym przy-
padku uzasadnienia wyrazajacego wkasnosci skaly, podobnie jak fun-
kcja potegowa.
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4. Analiza przydatnosci poszczegolnych funkcji w mechanice goro-
tworu

Przytoczone zwigzki matematyczne zaleznosci odksztalcen od napre-
zen dla skat przyblizaja tylko w pewnym stopniu graficzny obraz
tych zaleznosci wyznaczony w drodze laboratoryjnych badan dla jed-
noosiowego stanu naprezen.

Za miare aproksymacji graficznych zaleznosci e€>) 1 &<j) przedsta-
wionych graficznie na rys. 1, 2 i 3 jedna z podanych funkcji,
przyjmuje sie wielkosS¢ sredniego odchylenia kwadratowego d£ obli-
czonych wartosci £ od pomierzonych wielkosci wyrazong wzorem:

i analogicznie wielkosS¢ Sredniego odchylenia kwadratowego d™ war-
tosci e (0 obliczonych od pomierzonych laboratoryjnie wielkosci
na podstawie wzoruj

20

gdzie:

k - 11os¢ pomiaréw wykonanych podczas badar laboratoryjnych.
Ponadto funkcja aproksymujaca powinna spednia¢ podane warunki brze-
gove (). Okazuje sie jednak, iz niszczenie 3kak nie odbywa sie w
sposob ciagly. Zblizajac sie z naprezeniami do granicy wytrzymado-
Sci np. na Sciskanie, w skale powstaje siatka spekan i mikroszcze-
1in powodujgcych pozorny wzrost odksztakceii materiadu, gdy fak-
tyczne odksztakcenia wkasciwe - punktowe sg mniejsze. Oprocz tego
pomierzone wielkosci odksztakcen dla tej fazy obcigzenia sg pro-
blematyczne, poniewaz uzyskuje sie je przez pomieC:- zbliz .mia np.
phyt dociskowych prasy hydraulicznej. Urzadzenia pomiarowe zakda-
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dane bezposrednio na skale w tym przypadku zawodzg, a ze wzgledu
na ich ewentualne uszkodzenie - sg zdejmowane lub oddgczane.

Poniewaz zachowanie sie skat w stanie pokruszonym opisuja sto-
sunkowo dokdadnie teorie dla osrodkéw sypkich, czesto wykorzysty-
wane w mechanice gorotworu, mozna zrezygnowaC ze spelnienia warun-
kéw brzegowych przez obrany rodzaj funkcji, o ile jednak opisuje
ona doktadnie faze odksztakcen ciaghych do momentu powstgnia w
skale pierwszych spekan, ograniczajac tym samym wielkos¢ naprezen.
Wzrost obcigzen powyzej tej granicy spowoduje pokruszenie skaly,

a rozwazania teoretyczne w tym przypadku prowadzi¢ bedziemy jak
dla materiatow sypkich.

Stosunkowo dobre wyniki zblizone z rzeczywistymi daje funkcja
logarytmiczna, mimo ze postugiwanie 3ie nig w rozwazaniach teore-
tycznych napotyka niejednokrotnie na powazne trudnosci w oblicze-
niach.

Jeszcze lepsza zgodnos¢ wynikéw laboratoryjnych z obliczeniowymi
uzyskuje sie przy zastosowaniu wzoru catkowego (11J, ktdéry wymaga
jJednak stabelaryzowania dla konkretnego ''n'* wyznaczonego dla po-
szczegolnych skak. Prace w tym kierunku podjete zostang w najbliz-
szym czasie.

wystarczajacq poprawnos¢ wynikéw daje réwniez funkcja potegowa,
zwazywszy fakt, ze wyznaczenie wspokczynnikéw "a™ i1 b we y/zorze
@) nie sprawia wiekszych trudnosci matematycznych.

Funkcja paraboliczna ze wzgledu na nieskoriczony cigg wyrazéw jest
niewygodna przy wszelkiego rodzaju obliczeniach. Przy postugiwa-
niu sie nig, nalezy okresli¢ wyraz od ktdrego zaniechanie reszty
spowoduje réznice mieszczace sie w zakresie bledéw np. pomiaru war-
tosci e w laboratorium.
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5, Whioski

Wyniki laboratoryjnych badan zachowania sie skat podczas obcigzenia
wskazujg na nieliniowy charakter zaleznosci ¢ (&)=

Postugiwanie sie zatem w obliczeniach teoretycznych dla skal prawem
Hooke’a prowadzi¢ moze do duzych rozbieznosci z wynikami laborato-
ryjnymi i obserwacjami w kopalniach. Ponadto uzywanie siecznego mo-
duu sprezystosci, zaleznego faktycznie od stanu naprezen, daje wy-
niki przyblizone do rzeczywistych.

Znacznie doktadniejsze obliczenia wielkosci odksztakcen uzyskuje
sie przy uzyciu jednego z podanych w niniejszej pracy wzordw. tat-
wym w uzyciu jest wzor logarytmiczny, dajacy duzg zbieznos¢ wielko-
Sci obliczonych 1 pomierzonych zwkaszcza dla naprezen wiekszych od
0,3 RO.

Liniowa zmiennos¢ modutu z naprezeniami dla naprezern mniejszych od
0»3 RC* prowadzi do pewnych odchydek dla poczatkowego stanu obcig-
zenig.

Uvaza sie, ze dla obliczen praktycznych spelnienie warunkéw brzego-
wych przez funkcje e(&) nie jest konieczne, o ile matematyczna
postac tej zaleznosci sScisle aproksymuje wartosci doswiadczalne w
zakresie naprezeh do okoto 0,8 Re-
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AHAJIKIth_ECKKu BUS 3A3HOKMOCTM MEKFly HANPJDKEHMMM
IElCAViIcAREE fUH G@Adl

Pe 3 pne

Ha ocHOBaHHH JiabBopalopHtix ohutob HCnHTaHHH npoMHOCTH CKaa, a
TaKace .nHarpaMVHUx 3aBHCHMOCTei5 Meacjy HanpaxeHHHMH h se$opMauHa-
mh npefICTaBaeHU ipyHKUHH, ormwcuBajomne 3TO aBlieHHe,

3 cjie’ymmeK gacm padoTti npoBeseH Kpalkwid aHaJiH3 npurOHHOCTH
OT"eabHux (fyHKLHii b MexaHWKe 06pa30BaHHH nopoa.

yKa3aHO Ha HeodxofIHMOCTb pacmHpeHHH BbraieynoMflHymx pafiCT b
aaHOi1 0dJIaCTH MeXaHHKH .

ANALYTICAL DEPENDENCES BETWEEN INTENSITY
OP STRESSES AND ROCK DEFFQRMATIONS

Summary

On the ground of laboratory strength tests of rocks and plotted
dependencies between intensity of stresses and deformations, some
functions describing this phenomenon have been given.

Further in this paper a short analysis of adaptability of sane
functions in the mechanise of orogenesis has been carried out,

A need ofF further research work in this part of mechanics has
been finally pointed OUL.



