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Streszczenie. Na podstawie laboratoryjnych prób 
badania wytrzymałości skał oraz wykresinych zależ­
ności pomiędzy naprężeniami, a odkształceniami po­
dano funkcje opisujące to zjawisko.
W dalszej ązęści pracy przeprowadzono krótką ana­
lizę przydatności poszczególnych funkcji w mecha­
nice górotworu.
Wskazano na potrzebę rozszerzenia wyżej wymienio­
nych prac w danej dziedzinie mechaniki.

1• Wstęp

Podstawowym warunkiem stosowania w praktyce teoretycznych prac z 
zakresu mechaniki górniczej jest znajomość ogółu cech opisujących 
własności środowiska górniczego. Skały górotworu będące tym właś­
nie środowiskiem górniczym wykazują szczególną zmienność swych 
własności. Utrudnia to znacznie tok postępowania przy projektowa­
niu i wykonywaniu nowych wyrobisk, jak również budowie całych za­
kładów.
Określenie rzeczywistych fizykomechanicznych własności skał możli­
we jest jedynie w drodze doświadczalnej. Niezbędnym więc staje się 
pobranie odpowiedniej ilości prób w miejscu wykonywania wyrobiska. 
Oczywiście dokładne rozpoznanie górotworu jest prawie niemożliwe 
do przeprowadzenia. W mechanice górotworu określenia przybliżonych 
mechanicznych własności skał dokonuje się na podstawie cech petro­
graficznych, którym to odpowiadają w pewnym obszarze wielkości.
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Przykładowo: wytrzymałość dla węgli waha się od 8.108 do 8,108
o "» omoduł sprężystości - ściśliwości dla łupków od 7,6.10 do 11,3.10 

N—sp, liczba Poissona dla piasków od 0,28 do 0,44 [5j itd. 
m
Prowadzi to niejednokrotnie do stosowania -obliczeń uproszczonych i 
zmusza zakładać wysokie współczynniki bezpieczeństwa.
Zagadnienie komplikuje dodatkowo zmienność własności w zależności 
od parametrów zewnętrznych jak również stanu w którym znajduje się 
skała.

2. Wyniki laboratoryjnych prąc ustalających związek między naprę- 
żeniami a odkształceniamiII ■■!■■■■■« II I. min - -!!■ ■ I 0

Podobnie jak wszystkie ciała rzeczywiste skały, poddane obciążeniu 
doznają odkształceń w zależności od wielkości przyłożonych naprę­
żeń, jak: również własności mechanicznych. Szczególnie ważną rolę w 
procesie odkształceń odgrywa moduł ściśliwości-sprężystości. 
Ponieważ większość skał wykazuje znaczną porowatość - trudno mówić 
wyłącznie o module sprężystości, gdyż pewna część odkształceń w 
Czasie próby ściskania - spowodowana jest zmniejszeniem się wymia­
rów por i mikroszczaLin. Skały o dużej porowatości poddane obcią­
żeniu ulegają dużym deformacjom zarówno objętościowym jak i posta­
ciowym, przy małej wartości modułu. W próbie takiej naprężenia 
przenoszone zostają wyłącznie przez szkielet skalny. Zawodnienie 
zatem porowatej skały, o ile woda nie spowoduje jej rozmycia, po­
ciągnie za sobą znaczny wzrost modułu, którego przyczyną jest nie­
ściśliwość wody wypełniającej pory.
Podobnie na wielkość modułu ściśliwości - sprężystości wpływa 
struktura skał. Skały zbudowane z drobniejszych kryształów bądź 
okruchów są jak gdyby "gęściej tkane", stąd ich wyższa wytrzyma­
łość, jak również wyższa wartość modułu E. Z tych samych przyczyn
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wynika wzrost wartości liczbowej nodułu w próbie, dla której kie­
runek działającego obciążenia jest zgodny z uławiceniem.
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Znajomość rzeczywistej wielkości modułu E jest podstawowym 'wa­
runkiem poprawności wielu rozwiązań w mechanice stosowanej. Oka­
zuje się bowiem, że jakkolwiek wyznaczenie modułu sprężystości 
dla ciał stosujących się do prawa Hooke’a (e = const.J nie napo­
tyka na większe trudności, tak dla skał, wskutek porowatości - E 
jest funkcją stanu naprężenia w próbie.

Na podstawie laboratoryjnych badań przy ściskaniu próbek skal­
nych w prasie hydraulicznej [5], ustalono zależności pomiędzy na­
prężeniami a odkształceniami dla skał karfcońskich takich jak: wę­
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giel sapropelowy i durytowy, łupek ilasty, piaskowiec arkozowy i 
kalcytowy.
Graficzny obraz uzyskanych wyników dla węgla sapropelowego, łupku 
ilastego i piaskowca arkozowego przedstawiają rys, 1, 2, 3.
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Poszczególne wykresy zależności odkształceń od naprężeń różnią 
się dość znacznie między sobą.
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Wielkość bowiem odkształceń przy tych samych naprężeniach dla przed­
stawionych skał jest różna. Im większa wytrzymałość skały - większy 
moduł E - mniejsze odkształcenie.

Okazuje się, że wykresy £(©•) są liniami krzywymi, zwróconymi swą 
wypukłością do osi naprężeń. Tylko dla skały o wysokiej wytrzymało­
ści, jaką jest w tym przypadku piaskowiec arkozowy, wykres w pewnym 
przedziale naprężeń można uważać za linię prostą. Tak więc skały 
wyraźnie nie odpowiadają prawu Hooke*a. Cechuje je zmniejszanie 
się modułu E w miarę wzrostu naprężeń i odkształceń, który najwię­
kszą wartość posiada w punkcie zero. Tylko dla bardzo małych przy­
rostów Je- i A t wartość modułu można uważać za stałą.

3. Matematyczne ujęcie zależności S = £.(&)

Dobierając matematyczną postać zależności pomiędzy odkształceniami 
właściwymi a naprężeniami żądamy, aby aproksymomła w możliwie do­
kładnym stopniu krzywą uzyskaną w drodze laboratoryjnych pomiarów. 
Ponadto postać ta winna być prosta i dogodna w rachunkach, jak rów­
nież spełniać warunki brzegowej

dla &  — 0 — -V £ = 0

R - wytrzymałość skały na ściskanie, c
Nieliniowy przebieg zależności ¿ (& ) prowadzi do stwierdzenia, że:

(1)
dla c

gdzie t

(2)
lub też

(2 ;)
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Zatem, używanie niejednokrotnie siecznego modułu jest tym dokład­
niejsze, im mniejsze rozpatrujemy przyrosty naprężeń i odkształceń.

Funkcja potęgowa postaci;

£ = a . crb (3)

opisuje z pewnym przybliżeniem zależności pomiędzy naprężeniami i 
odkształceniami, przedstawione na rys. 1 , 2 i 3 . Wartości a i b są 
parametrami wyznaczonymi w drodze pomiarów laboratoryjnych wielko­
ści dla początkowej fazy doświadczenia. Okazuje się jednak, że 
związek (3) nie jest zbyt ścisły w zakresie małych naprężeń.

0 < &  c  ~o,3 Rc

dając zmniejszone wielkości odkształceń właściwych.
Aby więc ustrzec się od nieporozumień stąd płynących, w zakresie 
małych naprężeń można stosować liniowy związek w postaci prawa 
Hooka, w którymś

Opisując zatem przebieg zależności £ = e(o~) równaniami: w począt­
kowej fazie równaniem (4), a dla naprężeń > 0,3 R - równaniemc
(3)» otrzymujemy w pierwszym przypadku moduł stały równy Eq, w 
drugim natomiast zmienny, jako pochodną odkształceń względem na­
prężeń:
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Ponieważ w zagadnieniach praktycznych za wartości odciętej przyj­
muje się odkształcenia, a za rzędną wartości naprężeń, otrzymuje- 
my odwrotną postać zależności (3):

oraz wartość modułu zależną od odkształceń:

1 b I T-b 
E(£) - <7)

Ponieważ dlaj

&  — - R , mamy £ — - =»O

wartość E(fi) — '0, 
a zatem b >  1.

Funkc.ia logarytmiczna
Dobre wyniki w praktyce daje logarytmiczny związek g = e(&), któ­
rego szczególnym przypadkiem jest zależność wykładnicza typu:

& = (a . pf^  + b)k (8)

w której:
p - podstawa logarytmów, w szczególności naturalnego, 
a,b - parametry doświadczalne, 
ffe)- funkcja odkształceń, 
k - stały współczynnik.

Przez odpowiedni dobór parametrów, jak również podstawy logarytmu,
można bardzo dokładnie aproksymować zależności stwierdzone w dro­
dze laboratoryjnej.
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Ogólną postać wyrażenia pomiędzy & i  £ dla materiałów wykazują­
cych duże odchylenia od prawa Hooke’a przedstawił Ylinen [3j w po­
staci równania różniczkowego:

|| o (a + b <?n)k (9)

o trzech parametrach a, b, n, cechujących materiał. Wielkości a i 
b dla 
jako:
b dla materiałów o wyraźnej granicy plastyczności określa

A6L E
a - E « - A  b ■ - — 2— rr (9 )

° J£° V
gdzie;

i A£^ - wartości dla początkowej fazy odkształceń, najle­
piej w pkt & = 0 i e = 0, 

n - parametr wahający się w granicach 0,5 « n < 1,6.
W przypadku materiałów bez wyraźnej granicy plastyczności, do któ­
rych zalicza się zdecydowaną większość skał, wg Ylinena nale­
ży zastąpić wytrzymałością materiału na ściskanie R , otrzymaną nac
podstawie wyników badań laboratoryjnych.
Wstawiając do (9) wartości a i b, otrzymujemy wyrażenie na wiel­
kość modułu sprężystości - ściśliwości e(&) w  postaci:

l f - E»k [1 - (ię)U]* K -5F (,0)

'«łykonuj ąc całkowanie równania różniczkowego o zmiennych rozdzie­
lonych:

0

£(&) = K . ~r ^    (11)1 f  ó0-
* E Q J  - n

Rc
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dostajemy wyrażenie na wielkość odkształceń skał poddanych działa­
niu naprężeń &•
Załćżmy liniową zmienność zależności (11) przez przyjęcie wykład­
nika potęgowego n = 1, otrzymujemy:

(,2)

a po scałkowaniu wyrażenie na wielkość odkształceń w postaci loga­
rytmicznej :

« W  - -i-i-Łln (1 -fi(13)
O c

Okazuje się, że wzór (13) spełnia podane na wstępie warunki brze­
gowe, Oczywiście, na skutek kruszenia i pękania skał, a więc nie­
ciągłości odkształceń szczególnie w końcowej fazie obciążania, jak 
również wewnętrznego tarcia poszczególnych cząstek, maksymalne na­
prężenia niszczące osiąga się przy konkretnych odkształceniach wła*' 
ściwych, dalekich od nieskończoności.

Funkcja paraboliczna
Wiemy, że wielomiany nieskończone:

y = a.jX + a2x2 + a ^  + ,,,, (14)

przy odpowiednim doborze stałych , a2, ••• aproksymują bar­
dzo dokładnie przebiegi funkcji rzeczywistych.
Stosunkowo wysoki stopień przybliżenia otrzymamy pisząc skończoną
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Zadowalając się dwoma pierwszymi wyrazami i przechodząc do rozważa­
nych zależności napiszemy*

gdzie przyjęto oznaczenia a1 = a, a2 = - b, uważając a i b za pa­
rametry doświadczalne.
W efekcie otrzymuje się paraboliczną zależność pomiędzy odkształ­
ceniami i naprężeniami dla skał. Wykonując różniczkowanie:

Przedstawiona funkcja (18) typu parabolicznego daje stosunkowo wy­
sokie rozbieżności z wynikami praktycznymi, zwłaszcza dla większych 
wartości naprężeń. Ponadto duże trudności sprawia tu wyznaczenie 
parametrów doświadczalnych a i b, które nie posiadają w tym przy­
padku uzasadnienia wyrażającego własności skały, podobnie jak fun­
kcja potęgowa.

& (Ł ) = a£ - bfiL (16)

(17)

dostaje się wyrażenie na wielkość modułu skały. 
Znajdując zależność odwrotną e(&) napiszemy:

(18)

i odpowiednio do (17)

(17 )
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4. Analiza przydatności poszczególnych funkcji w mechanice góro-

Przytoczone związki matematyczne zależności odkształceń od naprę­
żeń dla skał przybliżają tylko w pewnym stopniu graficzny obraz 
tych zależności wyznaczony w drodze laboratoryjnych badań dla jed­
noosiowego stanu naprężeń.

wionych graficznie na rys. 1, 2 i 3 jedną z podanych funkcji, 
przyjmuje się wielkość średniego odchylenia kwadratowego d£ obli­
czonych wartości £ od pomierzonych wielkości wyrażoną wzorem:

i analogicznie wielkość średniego odchylenia kwadratowego d^ war­
tości e (@0 obliczonych od pomierzonych laboratoryjnie wielkości 

na podstawie wzoruj

k - ilość pomiarów wykonanych podczas badań laboratoryjnych. 
Ponadto funkcja aproksymująca powinna spełniać podane warunki brze­
gowe (1). Okazuje się jednak, iż niszczenie 3kał nie odbywa się w 
sposób ciągły. Zbliżając się z naprężeniami do granicy wytrzymało­
ści np. na ściskanie, w skale powstaje siatka spękań i mikroszcze- 
lin powodujących pozorny wzrost odkształceii materiału, gdy fak­
tyczne odkształcenia właściwe - punktowe są mniejsze. Oprócz tego 
pomierzone wielkości odkształceń dla tej fazy obciążenia są pro­
blematyczne, ponieważ uzyskuje się je przez pomieć:- zbliż .mia np. 
płyt dociskowych prasy hydraulicznej. Urządzenia pomiarowe zakła­

tworu

Za miarę aproksymacji graficznych zależności e(€>) i e(<j) przedsta-

(20)

gdzie:
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dane bezpośrednio na skałę w tym przypadku zawodzą, a ze względu 
na ich ewentualne uszkodzenie - są zdejmowane lub odłączane.

Ponieważ zachowanie się skał w stanie pokruszonym opisują sto­
sunkowo dokładnie teorie dla ośrodków sypkich, często wykorzysty­
wane w mechanice górotworu, można zrezygnować ze spełnienia warun­
ków brzegowych przez obrany rodzaj funkcji, o ile jednak opisuje
ona dokładnie fazę odkształceń ciągłych do momentu powstania w/
skale pierwszych spękań, ograniczając tym samym wielkość naprężeń. 
Wzrost obciążeń powyżej tej granicy spowoduje pokruszenie skały, 
a rozważania teoretyczne w tym przypadku prowadzić będziemy jak 
dla materiałów sypkich.

Stosunkowo dobre wyniki zbliżone z rzeczywistymi daje funkcja 
logarytmiczna, mimo że posługiwanie 3ię nią w rozważaniach teore­
tycznych napotyka niejednokrotnie na poważne trudności w oblicze­
niach.
Jeszcze lepszą zgodność wyników laboratoryjnych z obliczeniowymi 
uzyskuje się przy zastosowaniu wzoru całkowego (11J, który wymaga 
jednak stabelaryzowania dla konkretnego "n" wyznaczonego dla po­
szczególnych skał. Prace w tym kierunku podjęte zostaną w najbliż­
szym czasie.
wystarczającą poprawność wyników daje również funkcja potęgowa, 
zważywszy fakt, że wyznaczenie współczynników "a" i "b" we y/zorze 
(3) nie sprawia większych trudności matematycznych.
Funkcja paraboliczna ze względu na nieskończony ciąg wyrazów jest 
niewygodna przy wszelkiego rodzaju obliczeniach. Przy posługiwa­
niu się nią, należy określić wyraz od którego zaniechanie reszty 
spowoduje różnice mieszczące się w zakresie błędów np. pomiaru war­
tości e w laboratorium.
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5, Whioski

Wyniki laboratoryjnych badań zachowania się skał podczas obciążenia 
wskazują na nieliniowy charakter zależności ¿(&)•
Posługiwanie się zatem w obliczeniach teoretycznych dla skał prawem 
Hooke’a prowadzić może do dużych rozbieżności z wynikami laborato­
ryjnymi i obserwacjami w kopalniach. Ponadto używanie siecznego mo­
dułu sprężystości, zależnego faktycznie od stanu naprężeń, daje wy­
niki przybliżone do rzeczywistych.
Znacznie dokładniejsze obliczenia wielkości odkształceń uzyskuje 
się przy użyciu jednego z podanych w niniejszej pracy wzorów. Łat­
wym w użyciu jest wzór logarytmiczny, dający dużą zbieżność wielko­
ści obliczonych i pomierzonych zwłaszcza dla naprężeń większych od 
0,3 R0.
Liniowa zmienność modułu z naprężeniami dla naprężeń mniejszych od
0»3 R * prowadzi do pewnych odchyłek dla początkowego stanu obcią- c
żenią.
Uważa się, że dla obliczeń praktycznych spełnienie warunków brzego­
wych przez funkcje e(&) nie jest konieczne, o ile matematyczna 
postać tej zależności ściśle aproksymuje wartości doświadczalne w
zakresie naprężeń do około 0,8 R .c
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AHAJIKThHECKKii BUS 3A3H0KM0CTM MEKfly HAnPJDKEHMMM K lEfcOPMiiltfiRMtt flJIH CKaJI

P e 3 jo m e

Ha ocHOBaHHH Jia6opaTopHtix ohutob HCnHTaHHH npoMHOCTH CKaa, a 
TaKace .nHarpaMMHUx 3aBHCHM0CTei5 Meacjy HanpaxeHHHMH h se$opMauHa- 
mh npeflCTaBaeHU ipyHKUHH, onwcuBajomne 3TO aBJieHHe,

3 cjiê ynmeK qacm padoTti npoBeseH KpaTKwił aHaJiH3 npurOHHOCTH 
OT^eabHux (fyHKUHii b MexaHWKe 06pa30BaHHH nopoa.

yKa3aH0 Ha HeodxoflHMOCTb pacmHpeHHH BbraieynoMflHymx pafiOT b 
aaHHOii OdJIaCTH MeXaHHKH .

ANALYTICAL DEPENDENCES BETWEEN INTENSITY 
OP STRESSES AND ROCK DEFFQRMATIONS

S u m m a r y

On the ground of laboratory strength tests of rocks and plotted 
dependencies between intensity of stresses and deformations, some 
functions describing this phenomenon have been given.
Further in this paper a short analysis of adaptability of sane 
functions in the mechanise of orogenesis has been carried out,
A need of further research work in this part of mechanics has 
been finally pointed out.


