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1.3« O PEY/NYCH PROBLEMACH DYNAMIKI UKŁADÓW

Opracowanie zawiera przeg ląd  podstawowych zagadnień 
dynamiki  układów i  odzwie ro iedla  n i e k tó r e  z a i n t e r e ­
sowania naukowe Katedry Dynamiki Układów Mechanicz- 
nyoh P o l i t e o h n i k i  Ś l ą s k i e j .

W pracy w o zęś o i  d e t e r m in i s t y c z n e j  wykorzystania 
szeroko  a p a r a t  meohaniki a n a l i t y c z n e j .

W c z ę ś c i  p r o b a b i l i s t y c z n e j  ograniczono s i ę  do 
a n a l i z y  prooesów drugiego r z ę d u .  S tarano  s i ę  p rzed -  
s tawió pogląd na opisane kwes tie  możliwie o g ó ln i e .

Obok a n a l i z y  układów dyskretnyoh podano schemat 
ogólny rozwiązania  problemu p ro b a b i l i s ty c z n e g o  
układu  o s t a ł y c h  roz łożonych.

1 .  Podstawowe równania o p isu ją ce  dynamikę układów

Rozpa t ru jąc  zagadnien ia  dynamiki układów na pierwszy plan wy­
suwa s i ę  zawsze problem d e te rm in i s ty c z n y .
W układach automatycznej  r e g u l a c j i  oznacza to  z n a l e z i e n i e  de­
t e r m i n i s t y c z n e j  odpowiedzi  układu na sygna ł  o tym samym cha­
r a k t e r z e  .

J e ż e l i  zatem wektor X j e s t  sygnałem na w e jś c iu  to zadanie 
sprowadza s i ę  do z n a l e z i e n i a  odpowiedzi  Y układu .  Rozwiązanie 
problemu zależy  tak  od samego wektora X warunków poozątkowych 
jak  i  parametrów s t r u k t u r a l n y c h  uk ładu .

Poszukiwanie Y j e s t  n ie  zawsze p ros te  i  ł a tw e .  Wiąże s i ę  
ono z rozwiązaniem równania macierzowego, k tó re  ogóln ie r z e c z  
b io r ą c  j e s t  n i e l i n i o w e .

Równanie to  op isu je  k o n f ig u ra c ję  uk ładu .  N a tu ra ln ie  j e s t  
ono różne dla układów różnych typów f iz y c z n y c h ,  a l e  w w iększoś ­
c i  przypadków da je  ono s i ę  przeds tawió za pomocą metod mecha­
n i k i  a n a l i t y o z n e J .  Nie wchodząo w powszechnie znane zasady 
meohaniki  (zasada d’ Alemberta czy zasada Hami ltona)  p r z e j -



40 Bogdan S k a lm ie rsk i

dziemy do r e z u l t a t ó w  wydedukowanych z podstawowych tw ie rdzeń .  
Konsekwencją p r z e k s z t a ło e ń  s t a j e  s i ę  układ równań Lagrange’ a

gdzie

E -  j e s t  e n e r g i ą  k ine tyozną  układu  lub j e j  analoganem dla  
układu  niemechanioznego,  

q1 -  w spółrzędną  uogóln ioną  Lagrange’ a (Dla układów e l e k ­
trycznych  ładunek)

Qj -  s i ł ą  uogóln ioną  lub w i e l k o ś c i ą  a n a lo g ic z n ą  d la  innych 
n i ż  uk ład  mechaniczny,

X -  mnożniki  Lagrange’ a .

Do równań (1)  na leży  dołąozyó równania możliwych p r z y s p i e ­
szeń ,  ażeby i l o ś ó  niewiadomych odpowiadała l i c z b i e  równań. 
Równania t e  są  n a s t ę p u j ą c e :

(2)

-  o

Funkoje C-̂ 1 ^  , C^2 ^  , D ^ŁL i  D^2 ^  współr  zędnyoh i  czasu 
z a l e ż ą  od s t r u k t u r y  więzów nałożonyoh na uk ła d .

J e ż e l i  ograniozymy nasze rozważania do układów holonomioz- 
nyoh,  to  jak  wiadomo, można w tym przypadku zawsze dobraó t y ­
l e  n ie za leżnyoh  współrzędnych uogólnionych i l e  j e s t  s t o p n i  
ewobody. Stąd układ  (1) u p r o ś c i  s i ę .  Prawe s t rony  będą zawie­
r a ł y  t e r a z  ty lk o  s i ł y  uogólnione Qj.

x )' " ( 1 )" odnosi  s i ę  do węzłów holomioznyoh, a " (2 ) "  do więzów 
anholomicznyoh.
Obowiązuje konwencja sumaoyjna.
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Energia k ine tyczna  wyrażona przez współrzędne uogólnione 
i  p rędkośo i  uogólnione sk łada  s i ę  z t r zeoh  nas tępująoyoh s k ła d ­
ników :

E = E0 + E1 +' E2 (3)

E0 = (q f • • • i  q f t )  ( 3 a )

E1 3 (*1̂  • • •  t )  4*1» (31))

E2 " ?  a Jk ^q1 •** qN* ^  qk 

Wprowadzamy obecnie p r z e s t r z e ń  Riemana okreś loną  tensorem
•i fimetryoznym a j j ^  • • •  < ł > t ) .  Jak  widaó w przypadku,  gdy wię­

zy uk ładu  z a l e ż ą  od ozasu również i  w łasnośo i  loka lne  owej 
p r z e s t r z e n i  u l e g a j ą  zmianie w o z a s i e .

Zagadnienie ruohu układu  można rozważaó jako probem ruchu 
punktu w przeds tawione j  p r z e s t r z e n i  Riemana. Nazywaó będziemy 
t ę  p r z e s t r z e ń  p r z e s t r z e n i ą  konf iguraoyJną .  Równania (1) można 
zap isaó  po łatwyoh p rz e k s z t a łc e n ia o h  n a s tę p u ją c o :

'i1 + r ja 4r 4S - P1 (*)

gdzie

P 1 J e s t  symbolem C h r i s t o f f e l a  I I  rodza ju  
X  3

p l  -  h  -f c  ł  ■ § ? ( w  -  ^  4 1 a l i  i 4 a >

a 1  ̂ j e s t  sprzężonym tensorem metrycznym.

Każde z równań (4) jak  widaó j e s t  równaniem drug iego r z ę d u .  
P rzeds taw ien ie  równań ruohu w p o s t a c i  (4) n ie  j e s t  jedyne .  

Można wprowadzić inne p r z e s t r z e n i e .
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Przykładem może byó tzw. p r z e s t r z e ń  fazowa,  k t ó r e j  wymiar 
j e s t  dwukrotnie większy .  W t e j  nowej p r z e s t r z e n i  występuje 
obok N współrzędnych ą 1 N pędów uogólnionych Pj zdefiniowanyoh
n a s t ę p u j ą o o ;

df  OE
' i "  r a i

P< “ T T  (5 )

Ponieważ E * £  a 4^ 4^ + a., 4*̂  + a (

pr ze to

P j  = a j i  41 + a r

Stąd

41 = a 1J (P;J -  a . )  (5a)

4 -ł
gdzie a " j e s t  tensorem sprzężonym do te n so ra  metrycznego p rze ­

s t r z e n i  k o n f ig u r a o y j n e j .

Wprowadzając nową funkc ję

H = Pj 4^ — E + V.

zwaną fu n k o ją  Hamil tona,  w k t ó r e j  V j e s t  e n e r g i ą  p o te n o ja ln ą  
uk ładu .
Funkcję t ę  można zapisaó n a s t ę p u j ą c o :

H = \  aJk (Pj -  a j ) ( P k “ ak ) -  a 0 + V*
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Równania ruohu w t e j  nowej p r z e s t r z e n i  można przeds tawić  w po- 
s t a o i :

• Qh 
qi  3 17^7»

(6 ) 
• o _ _QH_P± -  Q± .  -

0q

Są to  tzw. równania kanonlozne Hamiltona.
Równania te  po podstawieniu  wyrażenia na funkc ję  H są  n a s tęp u ­
ją ce  :

ą 1 = a 1* (Pj -  a j ),

>i -  Qi  ‘ * z ■fj? (pj -  -  at ) -  *3k f j i  <pic - ak> +

+ 1380 . ° T .

0 q ^  0q^

Równania (6)  są  równaniami pierwszego r zędu .
Punkt równowagi układu o k re ś la  s i ę  z za łożen ia  p^ » O,zatem 

j e s t  on wyznaczony z układu  równań

Q -  -GS- * O (6ł>)
1 Oą1

2 .  Uwagi na temat s t a b l l n o ś o i  układów

S ta b i ln o ś ć  J e s t  pewną oeohą układów. Układ s t a b i l n y  posiada tę  
własność ,  że j e s t  mało wrażliwy na zmiany w i e l k o ś c i ,  k tó re  de­
cydują o jego r e a k c j i .  Innymi słowy, j e ż e l i  układ p racu je  w 
pewnych warunkach,  a zmiany tyoh warunków w sposób nieznaczny 
wpływają na zmiany ch a ra k te ru  jego pracy ,  to  obserwujemy s t a ­
b i l n e  zachowanie s i ę  rozpatrywanego ob ie k tu ;  w r a z i e  przec iw­
nym mamy do czyn ien ia  z n i e s t a b i l n o ś c i ą .
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P o jęo ie  s t a b i l n o ś o i  rozumiane i n t u i c y j n i e  j e s t  t a k  bardzo ogól­
ne ,  że ohoąo je zamknąó w ramach ś c i s ł e g o  zap i su  matematyczne­
go, musimy p reoyzy jn ie  scharakteryzować cechy,  k tó re  układ po­
win ien  zachować« Na tym t l e  powstały i  i s t n i e j ą  różne  d e f i n i ­
c j e  s t a b i l n o ś o i .

Rozpatrzmy np .  uk ład o jednym s to p n iu  swobody, op isany rów­
naniem:

tf + ” 0 ^

Punkt o k r e ś l a j ą c y  położenie  równowagi, w tym przypadku n ie  
zmienia swego po łożen ia  w o z a s i e .  Przyjmujemy poozątek układu 
w punkcie równowagi. Uznamy, że oeohą c h a ra k t e ry s ty c z n ą  będzie 
od leg łość  , o ( & )  punktu t r a j e k t o r i i  fazowej od po łożen ia  rów­
nowagi.  Położenie to  będziemy uw aża l i  za s t a b i l n e ,  o i l e  małym 
zmianom warunków początkowyoh (zmiany pQ = p(0)  i  q0 = q ( 0 ) ) ,  
towarzyszyć będą małe zmiany o d l e g ł o ś c i .  U ś c i ś l a j ą c  wypowiemy 
tw ie rd z en ie  Liapunowa o s t a b i l n o ś o i .  Powiadamy, że po łożen ie  
równowagi p => q *» 0 j e s t  s t a b i l n e ,  o i l e  d la  każdej  l iozby  <?>o 
I s t n i e j e  taira l i o z b a  <J >  0 ,  że j e ż e l i

«o(5Co)<S

to' d la  każdego t  >  0 zaohodzi  nierówność

*(3C) < £

P os ługu jąc  s i ę  raohunkiem zdań i  kwanty fika to rów,  wypowie­
dziane tw ie rdzen ie  można zap isać  k r ó c e j :  po łożen ie  równowagi 
p = q * 0 j e s t  s t a b i l n e ,  o i l e  prawdziwe j e s t  n a s tę p u ją c e  
zdanie l o g i o z n e :

A V  r  s ( X 0 ) < s = ^  A £ ( X ) < £ ]
£>0 3>0 I- t > o  *  J
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Symbole A i  V noszą  nazwę kw antyf ika to rów : ogólnego i  szcze­
gółowego. Wzór ,Af(x)  osy tamy: d la  każdego x spe łn iona  J e s t  
funkoja  f ( x ) ; V f ( x )  ozńaoza,  że I s t n i e j e  t a k i e  x s p e ł n i a j ą c e  
funkoję  f ( x ) .  =■=£»' J e s t  znakiem i m p l i k a o j i .  Zdanie a = >  b 
na leży  o z y t a ó : J e ż e l i  a to  b .

P o jęc ie  s t a b i l n o ó o i ,  omówione przed ohwilą ,  z i lu s t row ane  
przykładem uk ładu  o jednym s to p n iu  swobody j e s t  n a t u r a l n i e  
t a k i e  3amo w przypadku układów o w ie lu  s topn iaoh  swobody. J e ­
dyną r ó ż n i c ą  j e s t  t o ,  że w omawianym problemie od leg ło ść  punktu 
t r a j e k t o r i i  fazowej od pulnktu równowagi określamy n ie  na p ł a s z ­
c z y ź n ie ,  a w p r z e s t r z e n i  2N wymiarowej. A zatem punkt równowagi 
okreś lony równaniem (6b) j e s t  s t a b i l n y ,  o i l e  i s t n i e j e  t a k i  
obszar  warunków poozątkowych w p r z e s t r z e n i  fazow ej ,  d la  k tórych  
od leg łośó  <p(X) punktu t r a j e k t o r i i  od punktu równowagi n ie  
przekroozy z góry za łożone j  w i e l k o ś o l .  Przykładowo d la  układu 
konserwatywnego warunkiem s t a b i l n o ś c i  punktu równowagi, Jak to  
za ra z  pokażemy, J e s t  i s t n i e n i e  w tym punkcie minimum e n e r g i i  
p o t e n c j a l n e j  V. Warunek t e n  j e s t  znany w l i t e r a t u r z e  [13] pod 
nazwą k ry te r ium  Lagrange’ a -  D i r l o h l e t a .  W ce lu  dowodu p rzepro ­
wadzimy na s tę p u ją o e  rozumowanie:
Zauważmy na poozą tku,  że punkt równowagi okreś lony równaniami

A więo ,  w punkcie ,  w którym energ ia  po te n c ja ln a  przyjmuje w ar -  
tośó  eks t rem alną  n ie  d z i a ł a j ą  żadne s i ł y  na u k ła d ;  J e s t  zatem 
spełn iony  podstawowy warunek s t a t y k i .

Nie zm n ie j sza jąc  ogó lnośo i  rozważań możemy p rz y ją ć  t a k  
uk ład  współ rzędnyoh,  ażeby poozą tek jego znajdował s i ę  w po­
ło ż e n iu  równowagi. Po wyohyleniu układu z tego położenia  i  
po nadaniu  mu p rędkośo i  począ tkowej,  t z n .  po z r ea l izo w an iu  
warunków początkowych,  obserwować będziemy ruok uk ładu .  Euoh 
te n  j e 3t  reprezentowany przez ruch  punktu w p r z e s t r z e n i  f a z o ­
wej wzdłuż t r a j e k t o r i i  f azow ej .  J e ż e l i  uk ład  J e s t  konserwa-
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tywny,  to  jego pełna  ene rg ia  T =• 3 + V p ozos ta je  s t a ł a «  Zatem 
t r a j e k t o r i a  fazowa leży  na powierzohni  o równaniu

j  a 1  ̂ p^Pj + V(q1 ,q 2 , . . . , q £ )  ■* oons t  (8)

S t a ł a  po prawej s t r o n i e  równania za leży  od warunków poozątko-  
wyoh, a więo od e n e r g i i  u d z i e lo n e j  układowi w o h w i l l  t  = 0« 
Wychodząc z poozątku uk ładu współrzędnyoh,  gdzie zna jdu je  s i ę  
minimum e n e r g i i  p o t e n c j a l n e j  i  gdzie przyjmiemy v ( 0 ,  . . . ,  0)  =
= 0 obserwować będziemy powierzchnie; zam knię te , zamykaJąoe odraz 
to  większe obsza ry ,  hemeomorfiozne z k u l ą .  Dokąd punkt  t r a j e k ­
t o r i i  fazowej będz ie  p o ru s z a ł  s i ę  po powierzchn i  homeomorfioz-  
n e j  z k u l ą ,  do tąd można mówió o s t a b i l n o ś c i  uk ładu  w sens ie  
Liapunowa. Widad, że b io rą o  na jm n ie j s z ą  z k u l ,  w k t ó r e j  z n a j ­
du je  s i ę  powieraohnia T = oons t  mamy pewnośó, ża t r a j e k t o r i a  
fazowa n ie  o d d a l i  s i ę  b a r d z i e j  od poozątku układu w spó ł rzęd -  
nyoh,  Jak na odległość:  równą promieniowi owej m i l i .  Można za ­
tem w o to c zen iu  poozątku uk ładu ,  współrzędnyoh,  w którym e n e r ­
g ia  po te n o ja łn a  przyjmuje war tość  minimum, znaleźć d la  każdej  
k u l i  domknięte j  t a k i  obszar ograniozony powierzohnią  T = oonst  
warunków początkowych,  że t r a j e k t o r i a  wychodząoa z niego  po­
z o s t a n i e  w c z a s i e  ruohu uk ładu  zawsze wewnątrz t e j  k u l i .  Jak 
widać układ zachowawczy skleronomiozny d la  k tó rego  energ ia  
p o te n o ja łn a  przyjmuje war tość  minimum j e s t  układem s tab i lnym 
w s e n s ie  Liapunowa.

Łatwo zauważyć, że s i ł y  giaroskopowe n ie  mają wpływu na 
s t a b i l n o ś ć  uk ładu  (nie  zm ien ia ją  s t a n u  energetycznego  u k ła d u ) .  
J e ż e l i  na układ  konserwatywny s t a b i l n y  d z i a ł a j ą  s i ł y  dyssypa-  
tywne to  układ  J e s t  asymptotyoznie  s t a b i l n y .

Rzeozywiśoie w u k ła d z ie  tym małe jo pełna ene rg ia  T, a więc 
powierzchnia (18 .9 )  "kurozy" s i ę ,  a zatem t r a j e k t o r i a  fazowa 
dąży do poozątku współrzędnyoh.

Należy zauważyć, ża j e ż e l i  w początku  układu współrzędnych 
funko ja  V przyjmie war to ść  maksimum, to  układ  konserwatywny 
j e s t  n i e s t a b i l n y .
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N i e s t a b i ln o ś ć  wynika z f a k t u ,  że powierzchni  T = cons t  r i e  
¡nożna zamknąć w k u l i  o dowolnym promieniu«

Na zakończenie zwróćmy uwagę na t o ,  że w przypadku s t a b i l ­
n o ś c i  s i ł y  p o te n c ja ln e  po wychyleniu uk ładu  z położen ia  rów­
nowagi są  zwrócone do punktu równowagi, a w przypadku gdy punkt 
równowagi n ie  j e s t  s t a b i l n y ,  s i ł y  p o te n c ja ln e  mają ch a ra k te r  
odpychający,  t z n .  są  zwrócone od tego  punktu na zewnąt rz.  
Oczywiście wynika to  s t ą d ,  że w obydwu przypadkach g r a d i e n t  
pola po teno ja lnego  ma inny zwrol;.

3 .  Zagadnienie l l n e a r y z a o j l  równań

Rozważać będziemy układy holonomiozne sk le ronomiozne .  Dla 
tych układów będzie

Załóżmy w dalszym c i ą g u ,  że w poozątku układu współrzędnych 
ene rg ia  p o te n c ja ln a  układu  V  posiada war toś5 minimum. Wiado­
mo na podstawie k ry te r ium  Lagrange5 a -  D i r i o h l e t a ,  że ten  punkt 
j e s t  punktem równowagi t r w a ł e j .

Rozpatrzmy t e r a z  zagadn ien ie  małych drgań  układu  dokoła po­
ło ż e n ia  równowagi.

W t a j  s y t u a c j i  równania ruobu można łatwo zl inearyzować  
o g ra n ic z a ją c  ro z w in ię c ie  f u n k o j i  V ( q 1 , . . .  «J.1*) do wyrazów 
kwadratowych oraz  p rzy jm ują ,  że w ła s n o ś o i  loka lne  p r z e s t r z e n i  
k o n f ig u ra o y jn e j  w obszarze ruchu zm ien ia ją  s i ę  t a k  mało,  że 
można uważać,  że składowe te n so ra  metrycznego w tym obszarze 
są  s t a ł y m i .

(9a)

oraz
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W związku z tym równania ruohu przyjmą k s z t a ł t

• i  „ ik  4 “ 3 P]j#
(9o)

n QV
Pi  ” Qi  "  “

Ponieważ

V “ \  c i k  91(lk # 

a z pie rwszego z równań wynika,  ż e :

„ „ ¿k
pi  "  a i k  q »

p rz e t o  można nap isaó

a i k  qk + c i k  qk * Qi  (a)

Wydzie la jąo  z s i ł  uogólnionych s i ł y  dyssypatywne okreś lone  
p rzez funko ję  R e i l e ig h a

u 1 y, A* A*
?  ik  q q *

zmodyfikujemy układ  równań ( a ) .  Jego o s ta t e c z n a  pos taó J e s t  
n a s tęp u jąo a

a l k  qk + h i k  qk + Ci k  qk = Qi

Maoierze [ a - j J ,  1 są  macierzami symetryoznyml o
elementach s t a ł y c h .

Załóżmy, że uogólniono  s i ł y  s ą  funkojami czasu .
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Równania (10) można p rzep isaó  w b a r d z i e j  zw ar te j  fo rm ie :

Li k  qk “ Qi  ( i0a )

Łi n  •l08* “ a o i e r z ą  3ymeitryozną l in iowych  operatorów r ó ż n i o z -  
kowyoh. Rozwiązanie w tym przypadku układu  (10) może byó doko­
nane np .  metodą t r a n s f o r m a c j i  oałkowyoh co prowadzi  do wyniku

qk = Lk i  Q±x ) , (11)

gdzie 1 j e s t  również  operatorem liniowym.

4 .  Opis z jaw isk  przypadkowych w układaoh dynamicznych

Zastosowanie metod s ta tyoznyoh  do badań dynamiki  układów s t a ­
nowi jeden  z n a j b a r d z i e j  ak tua lnych  problemów. Konleoznośó 
p ro b a b i l i s t y c z n e g o  potrak towania  zagadnień  dynamiki  wynika z 
powszechnego występowania sygnałów przypadkowych, powodująoyoh 
przypadkowe zmiany k o n f i g u r a o j i  uk ładu .  Przykładami n i e d e t e r m i -  
n is ty oznyoh  obciążeń  mogą byó (np.  w układaoh mechanicznych) 
wymuszenia kinematyczne drgań pojazdów poruszająoyoh  s i ę  po 
n ie równej  powierzohni ,  d rgan ia  budowli  podczas t r z ę s i e ń  ziemi,  
d rgan ia  powłok wywołane ź ród łam i  akustycznymi i t p .

We w sz ys tk ich  tych  przypadkaoh op is  d e te rm in i s tyczny  J e s t  
ca łkowioie  nieadekwantny i  musi byó zas tąp iony  innym. Przy­
padki  t e  na leży  uważaó jako problem p r o b a b i l i s t y c z n y ,  wymaga­
jący innego a p a r a t u  matematycznego,  którego  podstawy zawdzię­
czamy głównie pracom N, Wienera,  A . J .  Chinczyna,  A.N. Kołmo- 
gorowa, M. P lanoka ,  M. Loe've.

x ^ lk l  Qi  = / & k l ( t —T) ( ¡ . ( s O d t

g d z i e :  G ( t )  j e s t  Impulsową funko ją  p r z e j ś c i a  uk ładu  z n 
"weJśoiami"  i  n "wyjśc iami" .
Transformata  L a p ia c e ' a  tyoh f u n k c j i  tworzy macierz p r z e j ś o i a  
rozpat rywanego uk ładu ,  a t r a n s fo rm a ta  F ou r ie ra  j e s t  charak ­
t e r y s t y k ą  o z ę s t o t l i w o ś o i ą  uk ładu .
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Metody p r o b a b i l i s t y c z n e  można w zasadz ie  p o d z i e l i ć  na t r z y  
g ru p y :

1° metody k o r e l a c y jn e ,
2 °  metody równań kine tycznych Fokkera-Planoka-Kolraogorowa,
3°  metody q u a s i - s t a t y c z n e .

W opracowaniu,  ze względu na p r o s t o t ę  i  stosunkowo dobre 
p r z y b l i ż e n i e  r z e c z y w i s t o ś c i  ograniczono s i ę  do omówienia grupy 
p ie rw s z e j .

W oparo iu  o a n a l i z ę  k o re l a c y jn ą  można u s t a l i ó  związki  po­
między w ar to śc ia m i  ś redn im i  o raz  momentami drugiego  r z ę d u ,  po­
między wejśoiem a wyjściem uk ładu .

Wiadomo, że p roces  posiada pe łną  c h a ra k te ry s ty k ę  p r o b a b i l i s ­
ty c z n ą ,  o i l e  znane są  w szystk ie  zgodne rozk łady  g ę s t o ś o i  praw­
dopodobieństwa ; wtedy bowiem j e s t  jednoznacznie  okreś lony  ope­
rator  u ś r e d n ia n i a  E d la  momentów i  f u n k c j i  k o re laoy jnych .

Wartość oczekiwaną procesu  o k re ś la  w yrażen ie :

E [<łk ( t ) J  « E [Lk i Q±( t ) ] x)  (12)

Założymy w naszyoh rozważaniaoh,  że parametry s t r u k t u r a l n e  
układu  p o s i a d a j ą  c h a ra k te r  d e t e rm in i s ty c z n y .  W związku z tym 
można n a p i s a ć :

E [ q k ( t ) ]  -  Lk l  E [Q±( t ) ]  ( I2a )

Bez n a ru s z e n ia  o g ó ln o ś c i  rozw iązań  można tu  za łożyć ,  że pro­
ces  na w e jś o iu  pos iada ś r e d n i ą  równą ze ro .

x ^Ogólnie war to ść  oczekiwaną f u n k c j i  w ie lu  zmiennych losowyoh 
'def in iu jem y n a s t ę p u j ą c o :

oo oo

E | f  ,X£, « . » j « . .  J  f  (x^ ,*2» • • •
-oo -oo

• • • •  x yt  t ^ ,  • . .  t g )  dx,  ćmcg . . .  dx^j

g d z i e :  g ( x ^ , . . .  xM, t ^ , . . .  t M) j e 3 t  g ę s t o ś o i ą  prawdopodo­
b ie ń s tw a .
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Macierz k o r e l a c y j n ą ,  d la  tego p rocesu ,  d e f i n i u j e  s i ę  n a s tęp u ­
jąco  :

Wiążąc maoierze k o re la cy jn e  w e j ś c ia  i  wyjśo ia  układu napiszemy:

lub po w ykorzys tan iu  tw ie rdzen ia  Fubin iego o produktowaniu miar

W ten  sposób otrzymaliśmy prawo p r z e j ś c i a  maoierzy k o r e l a o y j -  
n e j  przez  rozpat rywany uk ła d .  Wzór (13) j e s t  podstawą n ie  ty lk o  
do o k r e ś l e n i a  maoierzy k o r e l a c y jn e j  na 'wyjśoiu uk ładu ,  umożli­
wia on również  wyznaozenie ś redn iego  kwadratowego odchylenia 
p rocesu .  Znajomość tego odchylenia  j e s t  ważna,  gdyż na t e j  pod­
s taw ie  można o k r e ś l i ć  prawdopodobieństwo przekroozen ia  w a r to ś ­
c i  zadanej  prooesu .  Problem znaoznie s i ę  upraszoza  gdy założy 
s i ę  normalność prooesu .

N. Wiener i  Chinożyn zaproponowal i  metody s p e k t r a l n e ,  k tó ­
r e  p o le g a ją  na z a s t ą p i e n i u  macierzy k o r e l a c j i  !K(t1 , t 2 ) przez 
maoierz S ( ^ »  ^ 2 ) P°Pr z e z p r z e k s z t a ł c e n i e :

q <ł

E [^3 ( t i ) qI ( t 2 )] -  E [Ls l Ql ( t 1 ) Ll J Q3 ( t 2 ) J ,

E p i t . , )  qr ( t 2 )] -  (13)

lub  p isząo  k róce j

(14)
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Nakłada jąc o pe rac ję  J  na wyrażenie (13) otrzymamy:

s r ( w 1f o>z ) - 3) [ l s1  LrJ B(Q±Qj)]-

co po p r z e k s z t a ł c e n i a c h  d a j e :

S s r ( w1» aJ2 ) “ ®8 l ( l  ®*( l  W2 J SQ±Q ^  < V  (15)

Znajomość macierzy $  ( u)  ̂ oj2 ) j e s t  podstawą do o k r e ś l e n i a  
poozukiwanej maoierzy k o re la o y j r i e j .  W tym c e l u  na leży  na (14) 
wykonać ope rac je  odwrotną,  I  t a k

&C(ti,t2 ) = J“1 3 ( Wg) (16)

Opera tor  j e s t  n a s t ę p u j ą c y :

oo oo

J  ^g f  i  ( « , •  )e^^ w 1^1 w2^2^d cJ^d alg (16s)
4 5C " J  -00-00

Zaprezentowana metoda s p e k t r a l n a  j e 3 t  hardzo  ogó lna .  Zawiera 
więo w sobie  procesy różnych typów. Mamy t u  na myś l i  procesy 
n i e s t a c j o n a r n e  jak  i  s t a c j o n a r n e .  Te o s t a t n i e  s tanow ią  k la sę  
mniej ogó lną .  Przypominamy, że procesem s tac jonarnym w s z e r ­
szym s e n s ie  nazywamy t a k i  proces  d la  k tó rego  maciierz k o r e l a c y j ­
na za leży  ty lk o  od różn icy  czasów t^ - t g *

Ha zakończenie tego u s tęp u  przypominamy j e s z c z e ,  że i s t n i e ­
j ą  również  procesy d la  k tó rych  ś red n ie  po p r z e s t r z e n i  p robab i ­
l i s t y c z n e j  można zastępowaó ś redn im i  l i czonymi po c z a s i e .  Ta­
k ie  procesy nazywamy ergodycznymi.  W przypadku p r z y j ę c i a  h ipo ­
tezy  możemy ś r e d n ie  znajdować na podstawie znajomości  ty lko  
je d n e j  r e a l i z a c j i  otrzymanej  np.  z doświadozenia .  Stąd  t e ż  h i ­
poteza  ta  ma ważny a s p e k t  p rak tyozny .
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5.  Zagadnienie  p r o b a b i l i s t y o z n e  układu o s t a ł y o h  roz łożonych

Problem ten  przedstawimy podająo reprezen ta tywny p rzyk ład .
Niech będzie  dana p ły t a  p ro s to k ą tn a  o wymiarach axb i  sz tywnoś-  
o l  z g in a n ia  D.

Równanie różniozkowa drgań p ły ty  j e s t  n a s t ę p u j ą o e :

gdz ie

5 -  grubość p ł y t y ,
W -  u g ię o ie  p ł y t y ,
ą -  g ę s to ść  m a te r i a ł u  p ł y t y ,
Z ( x , y , t )  -  obc iążen ie  przypadkowe d z i a ł a j ą o e  na p ł y t ę ,  
ae -  współczynnik  ok reś la Jąoy  t łum ien ie  drgań  uk ładu .

Załóżmy, że p ły t a  j e s t  zamooowana przegubowo na b rzega ch .  
Rozwiązania w tym przypadku można poszukiwać w fo rm ie :

W ( x , y , t )  = T  Z  s i n  S i i  s i n  (18 )
m=1 n®1

P ods taw ia jąc  proponowane rozw iązan ie  do równania r ó ż n i o z -  
kowego ruohu i  wykorzys tu jąc  or togonalnośó  f u n k c j i  własnyoh 
otrzymamy:

2
(17)

O o

D

gdzie

Zmn(t )  ”“aS J /  z (x » y ^ )s in  s in  dxdy



24 Bogdan S k a lm ie rsk i

Wykonując n a s t ę p n i e  na równaniu (19) t r a n s fo rm a c ję  F ou r ie ra  do- 
s  t a  jąmy:

-  “m / 1 “' )  W 1 “' ) ’0

B ct ransfo rm ując  wynik napiszemy:

i

*®n( t > “ /  A « * * - * )  Zmn( < r >d r
-oo

A zatem 

wU , y , t )  -

OO OO ^ ^

■ i* St £ [ III rJ Z(I’1’ r 5 a“ “ 1-OO O O

x s i n  d T d x d y J  s i n  iŁŁŁ g j^  5 ^ -1 (20)

Na podstawie rozw iązan ia  (20) wyznaczymy fu n k c je  Greena.
W tym c e l u  położymy

z(*»y»'£')=■ 5 (x -  §,) <S(y-T?) <S(?r) .

Tu c> oznaoza d y s t ry b u c j ę  D iraoa .
Zatem fu n k c ja  wpływu Greena w yraz i  s i ę  wzorem

Wi l ) ( x , J , S , 7  , t )  -

Oo oo

•  Z  Z  V i t )  . 1 »  s ą  » r n  a ę  , 1 ,  s ą  , u  ( 2 1 )

■X 1'.Nie na leży  sumowaó po m i  n .
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Rozwiązanie wyrażone p rzez  funko ję  wpływu można zapisad n a s t ę ­
pująco  :

t a b
III V ^ \ x , y , £ ,  , t - T ) z ( £ ,  ,17 ,  f ) d &  d r  (22)

- o o  O  O

Rozwiązanie  to  j e s t  "bardzo wygodne do d a l s z e j  d y s k u s j i  p ro b le ­
mu p r o b a b i l i s t y c z n e g o ,

Choąo obliozyd d y s p e r s ję  ugląd na leży  okreś l id i  n a s tę p u ją c ą  
ś r e d n i ą

t t a b a b
B [ ( w ( x , y , t ) ) 2]  - / / / / / /  W ,  ^  ? i # t -  VĄ) x

- 0 0 - 0 0  ó O  O  O

x * ( 1 ) ( x , y ,  r 2 ) x

X 7l * ^i)•^í^2,,?2, "̂2 d 2̂d ^td 7 ld ^2d72 ^

Jak  zauważamy zakłada  s i ę  de te rm ln ls tyozny  c h a ra k te r  p a ra ­
metr dw s t r u k t u r a l n y c h  układu*

Okązuje s i ę ,  że wprowadzenie f u n k o j i  wpływu J e s t  bardzo wy­
godne 1 d la t e g o  ten  sposdb p rzeds taw ien ia  rozw iązan ia  z o s t a ł  
podkreślony*

Dokonując p rzeg lądu  metod i  wskazując na ko le jnośd  rozwa­
żań na leży  p o d k re ś l ld  t r u d n o ś o i  na Jak ie  napotyka s i ę  w okre­
ś l a n i u  ś r edn iego  kwadratowego odohylenia od ś r e d n i e j  na wyj­
ś c i u  uk ładu .  Zagadnienie komplikuje s i ę  z r a o j i  t r u d n o ś c i  c a ł ­
kowania,  k td r e  t u  występuje* Zagadnienie  J e s t  szozegdln ie  
uc i ą ż l iw e  zwłaszoza w przypadkaoh kiedy sygnał  wejśoiowy j e s t  
n i e s t a o J o n a rn y  [24^ .

Sygnał  wyjśoiowy j e s t  wtedy również n ie s t aoJonarny*  Ale 
n i e  ty lk o  wtedy.  W przypadku zaburzan ia  uk ładu  procesem s t a -  
0jonarnym możemy uzyskad odpowiedź n i e s t a c j o n a r n ą  na skute i t  
skońozoneigo ozasu d z i a ł a n i a  zaburzen ia  [6^*
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