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Bogdan Skalmierski
1.3« O PEY/NYCH PROBLEMACH DYNAMIKI UADON

Opracowanie zawiera przeglad podstawowych zagadnien
dynamiki uktadow i odzwieroiedla niektdore zaintere-
sowania naukowe Katedry Dynamiki Uktadow Mechanicz-
nyoh Politeohniki Slaskiej. ] ]

W pracy w ozeSoi deterministycznej wykorzystania
szeroko aparat meohaniki analityczne].

WczeSci probabilistycznej ograniczono sie do
analizy prooeséw drugiego rzedu. Starano sie przed-
stawié poglad na oPisane kwestie mozliwie ogdlnie.

Obok analizy uktadéw dyskretnyoh podano schemat
ogélny rozwigzania problemu probabilistycznego
uktadu o statych roztozonych.

1. Podstawowe rownania opisujgce dynamike uktadow

Rozpatrujgc zagadnienia dynamiki uktadow na pierwszy plan wy-
suwa sie zawsze problem deterministyczny.

W uktadach automatycznej regulacji oznacza to znalezienie de-
terministycznej odpowiedzi uktadu na sygnat o tym samym cha-
rakterze .

Jezeli zatem wektor X jest sygnatem na wejSciu to zadanie
sprowadza sie do znalezienia odpowiedzi Y uktadu. Rozwigzanie
problemu zalezy tak od samego wektora X warunkéw poozagtkowych
jak i parametrow strukturalnych uktadu.

Poszukiwanie Y jest nie zawsze proste i tatwe. Wigze sie
ono z rozwigzaniem rdwnania macierzowego, ktdre ogo6lnie rzecz
biorgc jest nieliniowe.

Roéwnanie to opisuje konfiguracje uktadu. Naturalnie jest
ono rézne dla uktadéw roznych typow fizycznych, ale w wiekszos-
ci przypadkéw daje ono sie przedstawid za pomocg metod mecha-
niki analityoznelJ. Nie wchodzgo w powszechnie znane zasady
meohaniki (zasada d’Alemberta czy zasada Hamiltona) przej-



40 Bogdan Skalmierski

dziemy do rezultatow wydedukowanych z podstawowych twierdzen.
Konsekwencjg przeksztatoen staje sie uktad réwnan Lagrange’a

gdzie

E - jest energig kinetyozng uktadu lub jej analoganem dla
uktadu niemechanioznego,

gl - wspo6trzedng uog6lniong Lagrange’a (Dla ukladéw elek-

trycznych tadunek)

sitag uogdlniong lub wielkos$cig analogiczng dla innych

niz ukiad mechaniczny,

X - mnozniki Lagrange’a.

Qj

Do rownan (1) nalezy dotgozyd rdéwnania mozliwych przyspie-
szen, azeby ilosé niewiadomych odpowiadata liczbie rdéwnan.
Rownania te sg nastepujace:

(2)

Funkoje GM~ , C2~ |, D ™ML i DM~  wspdtrzednyoh i czasu
zalezg od struktury wiezéw natozonyoh na uktad.

Jezeli ograniozymy nasze rozwazania do uktadéw holonomioz-
nyoh, to jak wiadomo, mozna w tym przypadku zawsze dobrad ty-
le niezaleznyoh wspdtrzednych uogdlnionych ile jest stopni
ewobody. Stad uktad (1) upro$ci sie. Prawe strony bedag zawie-
raty teraz tylko sity uogolnione Qj.

X)"(l)" odnosi sie do weztéw holomioznyoh, a "(2)" do wiezow
anholomicznyoh.
Obowigzuje konwencja sumaoyjna.
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Energia kinetyczna wyrazona przez wspoétrzedne uogdlnione
i predko$oi uogodlnione skiada sie z trzeoh nastepujgoyoh skiad-
nikow :

= EO0O+ El + E2 (3)
EO = (g f eoei qgf t) (3a)
E1l 3 (KN oo t) 4*1» (3)

E2 " 2 alJk Mgl «** gN* A gk

Wprowadzamy ogecnle Przestrzen Riemana okre$long tensorem
metryoznym ajj™ = eee Js t). Jak widaé w przypadku, gdy wie-
zy uktadu zalezg od ozasu rowniez i witasnos$oi lokalne owej
przestrzeni ulegajg zmianie w ozasie.

Zagadnienie ruohu uktadu mozna rozwaza6é jako probem ruchu
punktu w przedstawionej przestrzeni Riemana. Nazywad bedziemy
te przestrzen przestrzenig konfiguraoyJng. Réwnania (1) mozna
zapisad po tatwyoh przeksztatceniaoh nastepujaco:

1+ rjadr 4S- P1 *)

gdzie
P;\L3 Jest symbolem Christoffela Il rodzaju

al” jest sprzezonym tensorem metrycznym.

Kazde z réwnan (4) jak widad jest rdwnaniem drugiego rzedu.
Przedstawienie réwnafd ruohu w postaci (4) nie jest jedyne.
Mozna wprowadzié inne przestrzenie.
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Przyktadem moze by6 tzw. przestrzen fazowa, ktdérej wymiar
jest dwukrotnie wiekszy. Wtej nowej przestrzeni wystepuje
obok N wspoétrzednych gl N peddéw uogoélnionych Pj zdefiniowanyoh
nastepujaoo;

pe 47 Q5 (5)

i" rai
Poniewaz E * £ a 4n 4N+ oa, N+ a(

przeto

Pj aji 41 + ar
Stad

41

all (PJ - a.) (5a)

. 44 .
gdzie a " jest tensorem sprzezonym do tensora metrycznego prze-
strzeni konfiguraoyjnej.

Wprowadzajagc nowg funkcje

H=Pj 48 —E + V.

zwang funkojg Hamiltona, w ktorej V jest energig potenojalng
uktadu.
Funkcje te mozna zapisad nastepujaco:

H=\ alk (Pj - aj)(Pk “ ak) - a0 + Vv*
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Roéwnania ruohu w tej nowej przestrzeni mozna przedstawi¢ w po-
staoi:

. Qh
qi 3 17°7»
P+ - B . - _QH
0q

Sg to tzw. rdéwnania kanonlozne Hamiltona.
Rownania te po podstawieniu wyrazenia na funkcje H sa nastepu-

jace:

gl = al* (Pj - aj),

>i- Q¢ *znfj? (pj ) *Kfji qic- ako+

+ 1380 . °T .
Og” 0g”

Rownania (6) sg rownaniami pierwszego rzedu.
Punkt réwnowagi uktadu okre$la sie z zatozenia p” » O,zatem
jest on wyznaczony z uktadu rdwnan

Q - -GS-*0O (6+>)
1 O3l

2. Uwagi na temat stabllno$oi uktadéw

Stabilnos$¢ Jest pewng oeohag uktadéw. Uktad stabilny posiada te
wtasno$¢, ze jest mato wrazliwy na zmiany wielkos$ci, ktoére de-
cydujg o jego reakcji. Innymi stowy, jezeli uktad pracuje w
pewnych warunkach, a zmiany tyoh warunkéw w sposéb nieznaczny
wptywajg na zmiany charakteru jego pracy, to obserwujemy sta-
bilne zachowanie sie rozpatrywanego obiektu; w razie przeciw-
nym mamy do czynienia z niestabilnos$cia.
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Pojeoie stabilno$oi rozumiane intuicyjnie jest tak bardzo ogo6l-
ne, ze ohogo je zamkngd w ramach $cistego zapisu matematyczne-
go, musimy preoyzyjnie scharakteryzowaé cechy, ktére uktad po-
winien zachowac« Na tym tle powstaly i istniejg rézne defini-
cje stabilnoSoi.

Rozpatrzmy np. uktad o jednym stopniu swobody, opisany row-
naniem:

tf + 70 A

Punkt okre$lajacy potozenie rownowagi, w tym przypadku nie
zmienia swego potozenia w ozasie. Przyjmujemy poozatek uktadu
w punkcie réwnowagi. Uznamy, ze oeohg charakterystyczng bedzie
odlegtos¢ ,0(&) punktu trajektorii fazowej od potozenia row-
nowagi. Potozenie to bedziemy uwazali za stabilne, o ile matym
zmianom warunkow poczatkowyoh (zmiany pQ = p(0) i g0 = q(0)),
towarzyszy¢ beda mate zmiany odlegtosci. Uscislajac wypowiemy
twierdzenie Liapunowa o stabilnos$oi. Powiadamy, ze potozenie
rownowagi p >q » 0 jest stabilne, o ile dla kazdej liozby <0
Istnieje taira liozba <> 0, ze jezeli

«0(5C0)<S

to' dla kazdego t > 0 zaohodzi nierdwnosc¢

BO< £

Postugujac sie raohunkiem zdan i kwantyfikatorow, wypowie-
dziane twierdzenie mozna zapisa¢ krocej: potozenie réwnowagi
p=9g*0 jest stabilne, o ile prawdziwe jest nastepujgce
zdanie logiozne:

V rs(X0)<s=~n £(X)<E
£>0 3>0 I—( ) t>o0 *() !I
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Symbole AiV noszg nazwe kwantyfikatoréw: ogdlnego i szcze-
gotowego. Wzor Af(x) osytamy: dla kazdego x spetniona Jest
funkoja f(x);Vf(x) ozhaoza, ze Istnieje takie x spetniajgce
funkoje f(x). -mH Jest znakiem implikaoji. Zdanie a => b
nalezy ozytad: Jezeli a to b.

Pojecie stabilno6oi, omdwione przed ohwila, zilustrowane
przyktadem uktadu o jednym stopniu swobody jest naturalnie
takie 3amo w przypadku uktadéw o wielu stopniaoh swobody. Je-
dyng r6znicg jest to, ze w omawianym problemie odlegto$¢ punktu
trajektorii fazowej od pulnktu rownowagi okreSlamy nie na ptasz-
czyznie, a w przestrzeni 2N wymiarowej. A zatem punkt réwnowagi
okreslony rdwnaniem (6b) jest stabilny, o ile istnieje taki
obszar warunkéw poozatkowych w przestrzeni fazowej, dla ktérych
odlegtosd <p(X) punktu trajektorii od punktu réwnowagi nie
przekroozy z gory zatozonej wielkos$ol. Przykiadowo dla uktadu
konserwatywnego warunkiem stabilno$ci punktu réwnowagi, Jak to
zaraz pokazemy, Jest istnienie w tym punkcie minimum energii
potencjalnej V. Warunek ten jest znany w literaturze [13] pod
nazwa kryterium Lagrange’a - Dirlohleta. Wcelu dowodu przepro-
wadzimy nastepujgoe rozumowanie:

Zauwazmy na poozatku, ze punkt réwnowagi okreslony réwnaniami

A wieo, w punkcie, w ktorym energia potencjalna przyjmuje war-
tos6 ekstremalng nie dziatajg zadne sity na uktad; Jest zatem
spetniony podstawowy warunek statyki.

Nie zmniejszajac ogo6lnosSoi rozwazan mozemy przyjaé tak
uktad wspotrzednyoh, azeby poozatek jego znajdowat sie w po-
tozeniu réwnowagi. Po wyohyleniu uktadu z tego potozenia i
po nadaniu mu predko$oi poczatkowej, tzn. po zrealizowaniu
warunkéw poczatkowych, obserwowa¢ bedziemy ruok uktadu. Euoh
ten je3t reprezentowany przez ruch punktu w przestrzeni fazo-
wej wzdtuz trajektorii fazowej. Jezeli uktad Jest konserwa-



46 Bogdan Skalmierski

tywny, to jego petna energia T =» 3 + V pozostaje stata« Zatem
trajektoria fazowa lezy na powierzohni o réwnaniu

j al” p”Pj + V(ql,92,...,9£) ® oonst (8)

Stata po prawej stronie rownania zalezy od warunkéw poozatko-
wyoh, a wieo od energii udzielonej uktadowi w ohwill t = O«
Wychodzac z poozatku uktadu wspdirzednyoh, gdzie znajduje sie
minimum energii potencjalnej i gdzie przyjmiemy v(0, ..., 0) =
= 0 obserwowa¢ bedziemy powierzchnie; zamkniete, zamykalaoe odraz
to wieksze obszary, hemeomorfiozne z kulg. Dokad punkt trajek-
torii fazowej bedzie poruszat sie po powierzchni homeomorfioz-
nej z kulag, dotad mozna méwié o stabilnos$ci uktadu w sensie
Liapunowa. Widad, ze biorago najmniejszg z kul, w ktérej znaj-
duje sie powieraohnia T = oonst mamy pewno$d, za trajektoria
fazowa nie oddali sie bardziej od poozatku uktadu wspo6trzed-
nyoh, Jak na odlegto$é: rowng promieniowi owej mili. Mozna za-
tem w otoczeniu poozatku uktadu, wspoOirzednyoh, w ktéorym ener-
gia potenojatna przyjmuje warto$¢ minimum, znaleZz¢ dla kazdej
kuli domknietej taki obszar ograniozony powierzohnig T = oonst
warunkéw poczatkowych, ze trajektoria wychodzgoa z niego po-
zostanie w czasie ruohu uktadu zawsze wewnatrz tej kuli. Jak
widaé¢ uktad zachowawczy skleronomiozny dla ktdrego energia
potenojatna przyjmuje warto$¢ minimum jest uktadem stabilnym
w sensie Liapunowa.

tatwo zauwazy¢, ze sity giaroskopowe nie majg wptywu na
stabilno$¢ uktadu (nie zmieniajg stanu energetycznego uktadu).
Jezeli na uktad konserwatywny stabilny dziatajg sity dyssypa-
tywne to uktad Jest asymptotyoznie stabilny.

Rzeozywisoie w uktadzie tym matejo petna energia T, a wiec
powierzchnia (18.9) "kurozy" sie, a zatem trajektoria fazowa
dagzy do poozatku wspoOtrzednyoh.

Nalezy zauwazyé, za jezeli w poczatku uktadu wspétrzednych
funkoja V przyjmie warto$¢ maksimum, to uktad konserwatywny
jest niestabilny.
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Niestabilno$¢ wynika z faktu, ze powierzchni T = const rie
inozna zamkna¢ w kuli o dowolnym promieniu«

Na zakonczenie zwr6¢my uwage na to, ze w przypadku stabil-
nosci sity potencjalne po wychyleniu uktadu z potozenia row-
nowagi sg zwrdcone do punktu réwnowagi, a w przypadku gdy punkt
rownowagi nie jest stabilny, sity potencjalne majg charakter
odpychajacy, tzn. sa zwrocone od tego punktu na zewnatrz.
Oczywiscie wynika to stagd, ze w obydwu przypadkach gradient
pola potenojalnego nma inny zwrol;.

3. Zagadnienie llnearyzaojl réwnan

Rozwaza¢ bedziemy uktady holonomiozne skleronomiozne. Dla
tych uktadéw bedzie

(9a)

oraz

Zatozmy w dalszym ciggu, ze w poozatku uktadu wspdirzednych
energia potencjalna uktadu V posiada warto$5 minimum. Wiado-
nmo na podstawie kryterium Lagrange5a - Diriohleta, ze ten punkt
jest punktem réwnowagi trwatej.

Rozpatrzmy teraz zagadnienie matych drgan uktadu dokota po-
tozenia réwnowagi.

Wtaj sytuacji réwnania ruobu mozna tatwo zlinearyzowacd
ograniczajgc rozwiniecie funkoji V(ql, ... «%) do wyrazow
kwadratowych oraz przyjmuja, ze wtasnosoi lokalne przestrzeni
konfiguraoyjnej w obszarze ruchu zmieniajg sie tak mato, ze
mozna uwaza¢, ze skladowe tensora metrycznego w tym obszarze
sg statymi.
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W zwigzku z tym rdwnania ruohu przyjma ksztatt

it 31K py
(90)
n \'%
Pi 7 Q " * Q
Poniewaz
V “\ cik 91(k#
a z pierwszego z rownan wynika, ze:
” " ik
Bi " Ak § »
przeto mozna napisad
aik gk + cik gk * Qi (a)

Wydzielajgo z sit uogdlnionych sity dyssypatywne okreSlone
przez funkoje Reileigha

u 1y, A*A*
?ylkq q *

zmodyfikujemy uktad réwnan (a). Jego ostateczna postad Jest
nastepujgoa

alk gk + hik gk + Ck gk = Q

Maoierze [a-jJ, 1 sg macierzami symetryoznyml o
elementach statych.
Zatézmy, ze uogo6lniono sity sg funkojami czasu.



O pewnyolh problemach dynamiki uktadéw 49

Rownania (10) mozna przepisad w bardziej zwartej formie:

Lik gk “ Q (i0a)

Lin +08* “aoierza 3ymeitryozng liniowych operatoréw rdéznioz-
kowyoh. Rozwigzanie w tym przypadku uktadu (10) moze by6é doko-
nane np. metodg transformacji oatkowyoh co prowadzi do wyniku

gk = Lki Qx), (11)
gdzie 1  jest réwniez operatorem liniowym.

4. Opis zjawisk przypadkowych w ukitadaoh dynamicznych

Zastosowanie metod statyoznyoh do badan dynamiki uktaddéw sta-
nowi jeden z najbardziej aktualnych probleméw. Konleoznos$é
probabilistycznego potraktowania zagadnien dynamiki wynika z
powszechnego wystepowania sygnatéw przypadkowych, powodujgoyoh
przypadkowe zmiany konfiguraoji uktadu. Przykiadami niedetermi-
nistyoznyoh obcigzen mogg byé (np. w uktadaoh mechanicznych)
wymuszenia kinematyczne drgan pojazdéw poruszajgoyoh sie po
nierobwnej powierzohni, drgania budowli podczas trzesien ziemi,
drgania powlok wywotane Zrddtami akustycznymi itp.

We wszystkich tych przypadkaoh opis deterministyczny Jest
catkowioie nieadekwantny i musi byd zastgpiony innym. Przy-
padki te nalezy uwazad jako problem probabilistyczny, wymaga-
jacy innego aparatu matematycznego, ktérego podstawy zawdzie-
czamy gtdéwnie pracom N, Wienera, A.J. Chinczyna, A.N. Kotmo-
gorowa, M Planoka, M Loe've.

XMkl Q= J&KI(t—T) (i.(sOdt

gdzie: G (t) jest Impulsowg funkojg przejscia uktadu z n
"welJsoiami” i n "wyjsciami”. N ] o
Transformata Lapiace'a tyoh funkcji tworzy macierz przejsSoia
rozpatrywanego uktadu, a transformata Fouriera jest charak-
terystyka ozestotliwos$oig uktadu.
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Metody probabilistyczne mozna w zasadzie podzieli¢ na trzy
grupy:

1° metody korelacyjne,

2° metody réwnan kinetycznych Fokkera-Planoka-Kolraogorowa,

3° metody quasi-statyczne.

W opracowaniu, ze wzgledu na prostote i stosunkowo dobre
przyblizenie rzeczywisto$ci ograniczono sie do omoéwienia grupy
pierwszej.

W oparoiu o analize korelacyjng mozna ustaliéo zwigzki po-
miedzy wartosciami $rednimi oraz momentami drugiego rzedu, po-
miedzy wejsoiem a wyjsciem uktadu.

Wiadomo, ze proces posiada petng charakterystyke probabilis-
tyczng, o ile znane sa wszystkie zgodne rozktady gesto$oi praw-
dopodobienstwa ; wtedy bowiem jest jednoznacznie okre$lony ope-
rator usredniania E dla momentéw i funkcji korelaoyjnych.

Warto$¢ oczekiwang procesu okresla wyrazenie:

E [<k ()] « E [LkiQt(t)]x) (12)

Zatozymy w naszyoh rozwazaniaoh, ze parametry strukturalne
uktadu posiadajg charakter deterministyczny. W zwigzku z tym
mozna napisac:

E [gk(t)] - Lkl E [Qx(1)] (12a)

Bez naruszenia og6lnosci rozwigzan mozna tu zatozy¢, ze pro-
ces na wejsoiu posiada Srednig rowng zero.

X ~0golnie warto$¢ oczekiwang funkcji wielu zmiennych losowyoh
‘definiujemy nastepujaco:

oo

E|f XE, « .oy o« ] (XN ,F2» eee
. eee Xyt tN, .. tg) dx, g ... dxV
gdzie: g(x*, ... xM t~, ... tM je3t gesto$oig prawdopodo-

bieAstwa.
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Macierz korelacyjng, dla tego procesu, definiuje sie nastepu-
jaco:

g <4

Wigzac maoierze korelacyjne wejscia i wyjsoia uktadu napiszemy:

E[*3(ti) ql (t2)] - E [LsIQ (t1) LIJQ3(t2)J,

lub po wykorzystaniu twierdzenia Fubiniego o produktowaniu miar

Epit.,) gr(t2)] - (13)

W ten spos6b otrzymaliSmy prawo przejscia maoierzy korelaoyj-
nej przez rozpatrywany uktad. Wzor (13) jest podstawa nie tylko
do okreS$lenia maoierzy korelacyjnej na 'wyjsoiu uktadu, umozli-
wia on réwniez wyznaozenie S$redniego kwadratowego odchylenia
procesu. Znajomo$¢ tego odchylenia jest wazna, gdyz na tej pod-
stawie mozna okre$li¢ prawdopodobienstwo przekroozenia wartos-
ci zadanej prooesu. Problem znaoznie sie¢ upraszoza gdy zatozy
sie normalno$¢ prooesu.

N. Wiener i Chinozyn zaproponowali metody spektralne, kto-
re polegajg na zastgpieniu macierzy korelacji !'K(t1,t2) przez
maoierz S (~» ~2) P°Przez przeksztatcenie:

lub piszgo krocej

(14)
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Naktadajgc operacje J na wyrazenie (13) otrzymamy:

s r(wilf o2) - 3) [Isl LrJd B(QQj)]-

co po przeksztatceniach daje:

Ssr(wl» a2) “ @l(l @ (1 W2J SQtQA <V (15)

Znajomo$¢ macierzy $ (U 02) jest podstawg do okre$lenia
poozukiwanej maoierzy korelaoyjriej. Wtym celu nalezy na (14)

wykona¢ operacje odwrotng, | tak
&C(ti,t2) = J*13 ( o) (16)
Operator jest nastepujacy:
J g i («0)eMwiInM w2n2”d cMd alg (165s)
4 5 _00-0b

Zaprezentowana metoda spektralna je3t hardzo og6lna. Zawiera
wieo w sobie procesy roznych typow. Many tu na mys$li procesy
niestacjonarne jak i stacjonarne. Te ostatnie stanowig klase
mniej o0gO6lng. Przypominamy, Ze procesem stacjonarnym w szer-
szym sensie nazywamy taki proces dla ktorego maciierz korelacyj-
na zalezy tylko od rdéznicy czasow t"-tg*

Ha zakonczenie tego ustepu przypominamy jeszcze, ze istnie-
ja rowniez procesy dla ktérych Srednie po przestrzeni probabi-
listycznej mozna zastepowad Srednimi liczonymi po czasie. Ta-
kie procesy nazywamy ergodycznymi. W przypadku przyjecia hipo-
tezy mozemy Srednie znajdowa¢ na podstawie znajomosci tylko
jednej realizacji otrzymanej np. z dosSwiadozenia. Stad tez hi-
poteza ta nmm wazny aspekt praktyozny.
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5. Zagadnienie probabilistyozne uktadu o statyoh roztozonych

Problem ten przedstawimy podajgo reprezentatywny przyktad.
Niech bedzie dana ptyta prostokatna o wymiarach axb i sztywnos$-
ol zginania D.

Rownanie rézniozkowa drgan ptyty jest nastepujgoe:

2
(17)
gdzie

5 - grubosé ptyty,
W - ugieoie ptyty,
a - gestos¢ materiatuptyty,
Z(x,y,t) - obcigzenie przypadkowe dziatajgoe na ptyte,
@& - wspotczynnik okre$laJgoy ttumienie drgan uktadu.

Zatézmy, ze piyta jest zamooowana przegubowo na brzegach.
Rozwigzania w tym przypadku mozna poszukiwaé w formie:

Oo

W(x,y,t) =T Z sin Sii sin (18)
el nRl

Podstawiajgc proponowane rozwigzanie do rownania réznioz-
kowego ruohu i wykorzystujagc ortogonalno$é funkcji wiasnyoh
otrzymamy:

D

gdzie

Zmn(t) 7“aS vJ/ z(x»y”™)sin sin dxdy
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Wykonujgc nastepnie na réwnaniu (19) transformacje Fouriera do-
stajagmy:

“m/1*)y W 1)

Bctransformujgc wynik napiszemy:

*®n(t>" [ A«**-*) Zmn(<rxdr

-00

A zatem
wU ,y,t) -
@ @O N
WSE[)  OfrEe 1
X sin dTdxdyJ sin ikttt gj» 57-1 (20)

Na podstawie rozwigzania (20) wyznaczymy funkcje Greena.
Wtym celu potozymy

z(*»y»'EN=m 5 (x- §) <S(y-T?) <S(?r).

Tu ¢ oznaoza dystrybucje Diraoa.
Zatem funkcja wptywu Greena wyrazi sie wzorem

Wil)(x,J,S,7 ,t) -
O oo

z z Voot 1» s g »rn a e L1, s a L (21)

‘Q.Nie nalezy sumowad po mi n.
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Rozwigzanie wyrazone przez funkoje wplywu mozna zapisad naste-

pujaco :
Iﬁ??/"\x,y,& A-T)z (£, 17, fld& dr (22)

-000 O

Rozwigzanie to jest "bardzo wygodne do dalszej dyskusji proble-
mu probabilistycznego,
Chogo obliozyd dyspersje uglad nalezy okreslidi nastepujaca

ttabab

BL(W(X,y,t)2] -/ /1111 W, A 2i#t- VA) X

-00-0006 0 0 0

X *(1)(x,y, r2) x

X 71* NQ)enin2, 22, 2 d N2d™Md 71d”2d 72

Jak zauwazamy zaktada sie determlInlstyozny charakter para-
metrdw strukturalnych uktadu*

Okagzuje sie, ze wprowadzenie funkoji wpltywu Jest bardzo wy-
godne 1 dlatego ten sposdb przedstawienia rozwigzania zostat
podkreslony*

Dokonujac przegladu metod i wskazujgc na kolejnosd rozwa-
zan nalezy podkres$lld trudnos$oi na Jakie napotyka sie w okre-
Slaniu Sredniego kwadratowego odohylenia od $redniej na wyj-
§ciu uktadu. Zagadnienie komplikuje sie z raoji trudno$ci cat-
kowania, ktdre tu wystepuje* Zagadnienie Jest szozegdlnie
ucigzliwe zwtaszoza w przypadkaoh kiedy sygnat wejSoiowy jest
niestaoJonarny [24".

Sygnat wyjsoiowy jest wtedy rdéwniez niestaoJonarny* Ale
nie tylko wtedy. W przypadku zaburzania uktadu procesem sta-
Ojonarnym mozemy uzyskad odpowiedZ niestacjonarng na skuteit
skonozoneigo ozasu dziatania zaburzenia [67*
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