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3*3. MINUMALIZACIA FUNKCII LOGICZNYCH ZA POMCCA METODY POKRYCIA

Wstep

Tzw. problem pokrycia, czyli problem "pokrywania" zadanego
zbioru obiektow pewnymi jego podzbiorami tak, aby uzyskaé mini-
mum przyjetej funkoji oelu, jest jednym z podstawowyoh probier
mow syntezy automatoéw oyfrowyoh. Problem tego rodzaju wystepuje
na przyktad przy syntezie uktadéw logioznyoh j(automatéw jedno-
stanowyohl)| opisywanyoh minimalnymi normalnymi wyrazeniami funk-
oji logicznej zaréwno Jedno- jak i wielowyjSoiowej, minimalny-
mi wyrazeniami funkoji w Innyoh systomaoh zupeinyoh Jak "NOR"
lub”NAND" itp. Poniewaz synteza automatow wielostanowyok (wie-
lotaktowyoh )  sprowadza sie na ostatnim etapie do syntezy au-
tomatéw jednostanowyoh, wiec problem ten jest wazny réwniez

dla syntezy .dowodnych automatéw. Problem pokrycia wystepuje
takze w szeregu zagadnienlaoh poza dziedzing teorii automatow,
Jak na przyktad przy sterowaniu sieciami tgozno$oi, w badaniach
operaoyjnyoh, w niektéryoh zagadnieniach ekonomioznyoh, w zagad-
nieniaoh rozpoznawania.

Jak wynika z ostatnich prac, na przyktad [1], Sciste rozwia-
zanie problemu pokryola Juz nawet przy niewielkiej liczbie
zmiennyoh (ok. 10) moze wymagad liczby operacji nierealizowsnel
nawet na najszybszych maszynaoh matematyoznyoh. Uzyskanie $ci-
stego rozwigzania problemu pokrycia jest zwigzane w ogélnym

"Uzywane sa taz nazwy: "automaty bez pamieci”, "uktady kornbl-
naoyjne".

Uzywane sg tez nazwy: "automaty z pamigcia”, "uktady sekwen-
oyjne".
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przypadku a przegladem tzw. wyrazen nisredukowalnyohl). Wiadomo
Jednak z oszacowan, ze maksymalna liczba Tw wyrazen nieredu-
kowalnyoh przy danej liozbie zmiennyoh n noze oslggad bardzo
wielkie wartosci juz przy stosunkowo niewielkiej liczbie zmien-
nyoh, na przyktad przy n a8 - T(») > 10 , a przy nm 15 -

- ~n) > 10~. Chod ozesto mozna unlknad przegladu pewnej
czesci wyrazen nieredukowalnych, to jednak pozostata ich liczba
nadal moze byb zbyt wielka.

Z tego powodu aktualng obecnie tendenojg jest poszukiwanie
metod dostarozajgoyoh rozwigzanie przyblizona, ale wymagajgcych
znacznie zmniejszonej liczby operaoji, a przede wszystkim nie
wymagajacyoh przegladu wyrazeh nieredukowalnyoh. Chéd istnieje
Juz kilka metod przyblizonego rozwigzania problemu [;,3,4 i in.]}
to jednak nie dajg one oszacowania odlegtosci otrzymanego roz-
wigzania do rozwigzania minimalnego, co Je3t ich iBtotng wada.

Whniniejszym artykule opisuje sie pewien algorytm rozwig-
zania ogdlnie podstawionego problemu pokryoia, ktdry dostaroza
- bez wykonywania operaoji przegladu - tzw. pokrycie quasi -
minimalne wraz z oszacowaniem maksymalnej mozliwej rdznioy
w liozbie elementdw i w ztozono$ci miedzy tym pokryoiem a
pokryoiem minimalnym. Nastepnie pokazuje sie Jak zastosowad
powyzszy algorytm do zagadnien syntezy automatéow oyfrowyoh za-
réwno jedno- jak i wielostanowyoh.

1. Ogolne sformutowanie problemu pokryoia w oparciu o ptaski
model geometryozny

Problem pokryoia formutuje sie zwykle nastepujgoo:
Dana jest macierz binarna:

A* Maijji (15
=1, ...,

Wyrazeniem nieredukowalnym nazywa sie wyrazenie, w ktorym
skreslenie dowolnego skfadnika lub dowolnej litery (zmien-
nej w postaoi prostej lub zanegowanej) POWOd_UJe, ze wyra-
Zzenie przestaje byd ekwiwalentne danej funkcji.
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zawierajgoa w kazdej kolumnie przynajmniej jedng "1". Nalezy
znalez6 minimalny podzbiér wierszy |
dla kazdego j:

(2)

Mowigc pogladowo chodzi wieo o znalezienie minimalnego pod-
zbioru wierszy, ktory "pokrywa" wszystkie kolumny. Ogoélniejsze
sformutowanie problemu polega na przypisaniu kazdemu wierszo-
wi pewnej liczby naturalnej nazywanej ztozonoscig (lub oeng) i
woéwczas poszukuje sie podzbioru wierszy,, ktéry spetniajac wa-
runek (2) posiada minimalng sumaryczng ztczono$6. Przy synte-
zie minimalnych dysjunkoyjnych normalnych wyrazen (m.d.n.w.)
funkcji logioznych kolumnom odpowiadajg w tej maoierzy skitad-
niki jedynkowe funkcji, a wierszom - proste implikanty.

Powyzsze sformutowanie problemu pokrycia posiada jednak te
istotng wade,ze zaktada sie tu z gory znajomo$6 maoierzy A.
Rozmiary tej maoierzy mogg byd w praktyce bardzo wielkie i sa-
no jej okre$lenia bedzie wowczas stanowi6é powazny problem obli-
czeniowy.

Okazuje sie, ze problem pokrycia moze byd rozwigzany w opar-
oiu 0 znajomo$éd jedynie przepisu pozwalajgcego tworzyéd poszcze-
g6lne wiersze macierzy, bez uprzedniego utworzenia catej ma-
cierzy.

Whniniejszym artykule opisuje sie takie witasnie podejscie
do rozwigzania problemu pokryoia, w zwigzku z czym sam problem
formutuje sie w sposdb odmienny, stosujgo przy tym pewien ptas-
ki model geometryczny.

Nieoh dana jest tablloa, bedaca dowolnym prostokatem po-
dzielonym na 2 A wierszy oraz 2n“W kolumn, gdzie -
0ze$é oatkowlta liczby j, n - pewna ustalona liczba naturalna.
0 elementarnym polu tej tablicy, powstatym przez przeciecie
sie dowolnego wiersza z dowolng kolumna, zaktadamy dla $cistos-
ci rozwazan, ze nie zawiera ono punktow ani prostych dzielgcych
prostokat ani jego konturu. Przypiszmy poszczeg6lnym polom ta-
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biioy kolejne numery 0,1,2, ..., 2n-1 liczagc z lewa na prawo 1
z gory w dot, tak jak to w przypadku n » 6 przedstawiono na
rys, 1. Numer pola e bedziemy oznaozaé przez ‘'Je , a pole o
numerze j orzez Zbiér numeréw pél e e E bedziemy oznaozad
przez #(£).
Nieoh dane jest odzworo-
wanie f zbioru $ * {o,1,..
0 1 2 3 5 5 6 7 2n-1} w zbié!r {0,1,
*Im to jest zbior ciggow
o dtugosci mo elementaoh
. 0,1 lub * , gdzie * ozna-
0za pewng warto$é nieokre-
$long tzw, obojetng:

f: H—{0,1, (3)

Jezeli n > 1 to odwzo-

. . » » 52 53 55 55 ) ) 3
rowanie f bedziemy nazywad

56 57 58 59 60 61 62 63 jednowyjsoiowym, a gdy
n > 1 - wielowyjSoiowym.
Rys. 1. Rozkiad numeréw poél w Obecnie zatozymy, ze f
tablioy przy n m 6 jest odwzorowaniem Jedno-

wyjsciowym, lecz pézniej rozwazymy rowniez przypadek odwzoro-
wania wielowylSoiowego.
Przypiszmy kazdamu polu e tablioy warto$é f Clf(e))«

Definioja 1

Zbior po6l tablicy wraz s przypisanymi w powyzszy sposOb war-

tosciami ze zbioru {o,l,*j- nazywa sie obrazem odwzorowania

f i oznacza sie przez T(f). Podzbiory p6l obrazu T(f) o war-

tosciach 0,1,* bedziemy oznaozaé odpowiednio przez F°, £\ F*.
Zatézmy, ze dana jest funkcja VvV odwzorowujgoa rodzine 28

wszystkich podzbioréw zbioru w zbiér {c,I]| *
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Definicja 2

Dowolny zbiér pél S taki, ze 9 {'i(e)) « 1 nazywa sie zespo-
tem pol.

Funkcja \b jest dodpowiednio okre$lona dla kazdego konkret-
nego sformutowania problemu pokrycia. Problemy pokryoia wréz-
nyoh zagadnieniach bedg charakteryzowaty sie réznymi okresle-
niami funkoji 9, a wieo tym samym réznymi okre$leniami poje-
oia zespotu. | tak na przykiad w zagadnieniach syntezy uktadow
logicznyoh zespotami bedg zbiory pél, ktérym odpowiadajg funk-
cje logiozne realizowane na 1 funktorze. Przy okre$laniu wyra-
zen dysjunkoyjnych normalnyoh bedg to zbiory pdl odpowiadajg-
ce pojedynozym koniunkJojom, przy okres$laniu tzw. wyrazeh dy-
sjunkoyjno-progowyoh - zbiory p6l odpowiadajgoo funkcjom pro-
gowym. Przy zagadnieniu na przyktad uktadania testow dlago-
styoznyoh dla maszyn - zespotem bedzie zbiér pdl odpowiada-
jaoy zbiorowi elementéw maszyny, ktérych praoe mozna skontro-
lowad za pomoog 1 testu.

Kazdemu zespotowi B przypisuje sie pewng llozbe naturalng
z(e) nazywang ztozonos$olg. Na funknje ztozonos$ol w przypadku
odwzorowan jednowyjsoiowyoh nakitada sie warunek, by na zespo-
taoh uporzadkowanych relaojg inkluzji ¢ przyjmowata wartosol
malejace.

Oznacza to, ze je$li BLC E2, to z (El) > z (E2)

Definloja 3

Zbidr zespotow D (T)« {Ej}- “w»jnta sie pokryoiem obrazu
T(f), je$li spetnia on warunek:

PL< |~E, < F1 U F* (5)
i1 e

z powyzszej definioji wynika, ze aby pewien zbior zespotéw byt
pokryoiem, jego suma mnogosciowa musi pokrywad”) w oatosoi

to snaozy zawiera¢ w sobie.
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zbiér F’1 oraz moze pokrywad takze niektore pola zbioru F
ktory petni role jakby "marginesu”. Nie moze ona natomiast
pokrywa¢ zadnego pola zbioru F°.

Definicja A
Ztozonoscig pokrycia D(T) = |E]j nazywa sie sume:
b(d(t)) - £ b(E) (6)
j=1 J
Definioja 5

Pokryoiem minimalnym M(T) obrazu T(f) nazywa sie pokryoie, kt6-
re posiada minimalng liozbe zespotdw i p.rzy tej liozbie zespo-
tow posiada minimalng ztozonos¢.

Definioja 6

ZespoOt E spetniajgoy warunki:
E~"F1UF*, En FL40 (7)

gdzie 0- zbidr pusty, nazywa sie zespotem maksymalnymwobra-
zie T(f), jesli jest on maksymalny wzgledem inkluzjil).

Zespoty maksymalne w obrazie T(f) bedziemy oznaozaé przez
L™, 0 * 1*2, ... tatwo jest wykazad, ze kazde pokryoie mini-
malne sktada sie wylgcznie z zespotdéw maksymalnych. Twierdze-
nie to wynika bezposrednio z zatozenia o funkcji ztozonoéci,

z ktorego wynika, ze zespo6t maksymalny posiada minimalng zto-
zono$é wsrod wszystkioh zespotow bedgoyoh jego podzbiorami.

A)

Przez zbior o wtasnosci Wmaksymalny (minimalny) wzgledem
inkluzji_rozumie sie zbidr, ktorego zadeD nadzbidr (pod-
zbior) ‘nie posiada wtasnosci W Womawianym wyzej przypad-
ku Wasnols<(_:| Wzbioru Jest to, ze jest on zespotem i spet-
nia warunki
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Definicja 7
Zesp6t maksymalny L. w obrazie T(f) nazywa sie jad&owym zaspo-

tem maksymalnym, je$li istnieje pole e e O F , ktorego nie
pokrywa zaden Inny zesp6t maksymalny w obrazie T (f).

Definicja 8
Zbior wszystkich jadrowyoh zespotéw maksymalnych nazywa sie ja-
drem pokryola obraza T(f) .

Poniewaz zespo’rijqdrowe sg-jedynymi zespotami pokrywajgcymi
pewne pola zbioru F , wiec jadro pokryoia musi zawierad sie w
kazdym pokryciu obrazu T (f).

Definicja 9
Pokryole ztozone z zespotéw maksymalnyoh i minimalne wzgledem
inkluzji nazywa sie pokryciem nieredukowalnym«

Zgodnie z definiojg 9, usunieoie z pokryoia nieredukowalne-
go jakiegokolwiek zespotu maksymalnego powoduje, ze przestaje
ono byd pokryoiem. Pojeciu pokryoia nleredukowalnego odpowiada
w zakresie syntezy d.n.w. nlgredukowalne wyrazenie logiczne.
Dany obraz T(f) moze posiadaé - Jak o tym wspomniano we wste-
pie w odniesieniu do wyrazehn logicznych - bardzo wielkg lioz-
be pokry6 nieredukowalnyoh. Pokryola minimalne sg ws$rod nloh.

Dla opisanego w puDkoie 2 algorytmu syntezy pokry6 podsta-
WwWowym pojeciem Jest pojecie gwiazdy pola zbioru Fl

Definiojg 10

Gwiazdg G(e) pola e € FA nazywa sie zbior wszystkichzespotéw
maksymalnyoh pokrywalgoyoh pole e.

Zbior wszystkich pdél ej £ F* pokrywanyoh przez zespoty ma-
ksymatne gwiazdy G(e) bedziemy oznaczad przez G (¢) . Liozbe
elementéw dowolnego zbioru, na przykiad K bedziemy oznaozad
przez c(K).
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2. Algorytm Ag syntezy pokryd guasl-minimalnyoh

W niniejszym punkoie opiszemy w skrocie pewien algorytm Ag
syntezy pokry6 obrazu T(f) odwzorowania Jednowyjsoiowego. Pet-
ny opis tego algorytmu podany Jest w pracy [6]. Wwyniku rea-
lizacji algorytmu Ag otrzymuje sie pewne pokrycie My(T), nazy-
wane pokryoiem quasi-minimalnym,wraz z oszacowaniem maksymalnej
mozliwej réznicy miedzy tym pokryoiem a pokryciem minimalnym,
wyrazonej liozbg elementow A oraz ztozono$oig <$:

YMCT)) -,0(M(T))"d (8)
z(Mq(T)) - b(M(T))<6 (9)

Teoretyczna mozliwos¢ okres$lenia maksymalnej réznioy w licz-
bie elementéw miedzy dowolnym pokryoiem a pokryciem minimalnym
wynika z nastepujacego twierdzenia. Zatézmy, ze dana jest pewna
rodzina G gwiazd pdl ee F~, ktora posiada takg wiasnos¢, ze
dowolnie wybrane z niej dwie gwiazdy sg zbiorami roztgcznymi.

Twierdzenie 1

Liczba elementéw o(m(t)) pokrycia minimalnego obrazu T(f) spet-
nia warunek:

o(M(T)) Ss £ 10

gdzie
¢?=¢c(Gr)

Dowod tego twierdzenia znajduje sie w/w praoy [6], Rodzine
Gl bedziemy nazywad rodzing gwiazd roztgoznych. Z powyzszego
twierdzenia wynika, ze jeS$li posiadamy pewne pokrycie L(T)
oraz znamy liczbe elementéw £ rodziny gwiazd roztgcznych, to
roznice (3= o(D(T)) - g mozna traktowa¢ jako oszacowanie
maksymalnej réznioy w liczbie elementéw miedzy tym pokryoiem,
a,pokryciem minimalnym. Na rys. 2 przedstawiono algorytm R
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syntezy rodziny gwiazd roztgcznyoh. Gwiazdy G(e) okreSlane w
trakcie wykonywania algorytmu tworzg pewng maksymalng wzgle-
dem inkluzji rodzine gwiazd roztgcznych. Przez: * oznaczono
operaoje podstawienia (Jak w jezyku Algol), ktéra oznaoza, ze
zmienna z lewej strony znaku przyj-
: muje nowag warto$¢ wynikajaca z ope-
J\l racji zapisanej po prawej stronie
(ﬂ%@ znaku. Zmienna Fp Jest to zmienna
pocoonioza, ktdérej wartoSoiami sg
zbiory. Przez Op(Fpj el) oznaczono
operaoje wyboru ze zbioru okreslo-
nego aktualng wartosoig F~ (krotko
zbioru F?) pola o najnizszym nume-
rze i przypisania nmu oznaozenia e”.
Walgorytmie R zaktada sie, ze spo-
s6b generowania gwiazdy danego po-
la jest znany. Je$li mary konkret-
ny problem pokrycia, to okre$lone
jest wobwozas pojecie zespotu i al-
gorytmu genorowania gwiazdy mozna
zawsze skonstruowac. Je$li algorytm
R powtdérzy¢ generujgo gwiazdy dla
q innych pdél niz pola o najnizszym
m) numerze wowczas wartos¢ £ moze wy-
pas¢ wieksza. Twierdzenie 1 bedzie
wtedy obowigzywaé dla nowej wartos-
ci 8§, dajao mozliwos¢ poprawienia oszacowania A.

Idea konstrukcji algorytmu Ag Jest nastepujgca. Generuje
sie kolejno gwiaz%y roztagczne, wybiera sie z nich pewien ze-
sp6t maksymalny L, nazywany quasi-ekstremalg (zob. def. 9)
oraz wykonuje sie operacje :

Rys. 2, Algorytm R

Fl1: =F1s Lgq, F* :=F* U Lg, M : = MU Lqg (11)

Przez %, F* , rozumie sie tu zmienne, ktorych warto$ciami
sg zbiory. Na poczatku wykonywania algorytmu wartosciami F
i F sa zbiory zdefiniowane poprzednio Jako F i F . Y/ar-
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toscig yfi jest zbidr zawierajacy wybrane do danego momentu qua-
si-ekstremale. Wykonywanie operacji (11) nm ten sens, ze po
wigczeniu zespotu. Lq do zbioru My, pola F1 pokrywane przez ten
zesp6t mozna od tej chv/ill traktowadé jako pola o wartosci * ,
to jest pola zbioru F* . Nastepnie wybierane zespoty mogg je
bowiem pokrywad, ale nie musza.

Definicja 9
Qua3l-ekstremala gwiazdy G e” nazywa sie zespOt maksymalny

e G(ev), ktory pokrywa maksymalng liozbe pd6l zbioru stano-
wigoego aktualng warto$é zmiennej F i wsrod zespotdéw pokry-
wajgoyoh taka samg liozbe p6l tego zbioru posiada minimalng
ztozonos4.

Je$li w danej gwieZdzie znajduje sie wieoej niz jedna quasi-
ekstremala, to wowoza3 wybiera sie dowolng z nich. Pierwsza
cze$6 algorytmu kono.zy sie z ohwilg okresSlenia quasi-ekstrema-
il wostatniej gwiezdzie roztgoznej.

Je$li po wykonaniu tej oze$ci zbior F jest pusty, to zbior

stanowi pokrycie quasi-minimalne, obrazu T(f) . Wprzeciwnym
przypadku przechodzi sie do wykonania oze$oi drugiej algorytmu.

W pierwszym kroku tej ozesci okresla sie gwiazde pola o naj-
nizszym numerze w zbiorze F1, wybiera sie z niej quasf-ekstre-
male i wykonuje operacje (11)< Nastepnie kroki wykonuje sie
analogloznia tak dtugo, az F1 m 0, Otrzymamy wowczas zbidr M
stanowi pakryoie quasi-minimalne obrazu T (f). Liozba krokow wy-
konanych w ozesci Il algorytmu okresla parametr A we wzorze
(8).

Schemat operaoyjny algorytmu przedstawiono na rys. 3. Woe-
lu okre$lenia parametru S (wzér 9) w algorytmie tym oblicza
sie dodatkowo sume réznio miedzy Ztozono$oiami wybieranych
quasi-ekstremal, a ZtozonoSoiami zespotéw o minimalnej ztozo-
nosci w poszczegélnych gwiazdach oznaozanyoh przez Lm Suma ta

1 Zbiory stanowigce aktualne wartosci zmiennych F1, F* | ML
bedziemy w dalszym opisie algorytmu nazywaod krotko zbiorami
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Utworzenie T(f) -]

Koniec \

(
Rys. 3* Algorytm All
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zwiekszona o sume ztozono$oi guasi-ekstremal wybranych w Il
ozesoi algorytmu wyznacza parametr i

Je§li przy pierwszym wykonaniu algorytmu parametry 4 1i
wypadng zbyfc duze, wowczas mozna powtdrzyd algorytm wybieralgo
Inne niz poprzednio quasi-ekstremale lub generujgo gwiazdy roz-
tagozne dla Innych p6l niz pola o najnizszym numerze w zbiorach
okreslonyoh kolejnymi warto$ciami F*. Je$§li A*%» 0, Sm 0, to
pokrycie quasi-minimalne jest na pewno pokryoiem minimalnym.

3. Rozszerzenie algorytmu Aq na przypadek odwzorowan wlelowyj-
$olowyoh

Rozwazymy teraz przypadek,gdy f jest odwzorowaniem wielowyj-
soiowym (m > 1). Wtym przypadku kazdemu polu tablicy odpowia-
da cigg melementow ze zbioru i0,1,* } . Wzwigzku z tym kazde
pole eJ tablicy podzielimy na m mniejszych pol e ™ kw12, e

m, ktére nazwiemy komorkami (rys. 4). Wskaznik oznaczajaoy
poprzednio numer pcla bedziemy nazywad obeonie numerem komorki,
a wskaznik k - indeksem komorki. Funkoja f w przypaddku m> 1
moze byd traktowana jako zbior funkcji , k« 1, ..., m
odwzorowujgoyoh zbioér T w zbiér jo,1, } , a wieo funkcji
typu rozpatrywanego poprzednio. Przypiszemy kazdej komorce o
wartoso f~(j).

Obrazem T(f) odwzorowania f bedziemy nazywad zbidor wszyst-
kioh komoérek tablioy z tak przypisanymi wartosciami.

Analogicznie Jak poprzednio przez F-, O, F, bedziemy ozna-
0zaé zbiory komorek o wartos$oiach odpowiednio 1,0,*. Wszystkie
pojeoia wprowadzone poprzednio, a mianowicie pojecie zespotu,
zespotu maksymalnego, pokrycia, ztozonosci pokrycia, pokryoia
minimalnego, nieredukowalnego, gwiazdy i quasi-ekstremali po-
zostajg bez zmiany, z tym Jednak, ze zamiast pdél rozpatrujemy
komorki. Wprowadza sie natomiast dodatkowo pojecie podobrazu
T(f"5, ke|l, ..+, mj- oraz Jego pokryoie. Podobrazem T(fk) na-
zywa sie zbior komorek obrazu T(f) posiadajacych indeks k. Po-
kryciem podobrazu T(™) nazywa sie zbidr zespotow 0(17) =
“ {Ej[ J=1 sP9*niaj3cy warunek:

P
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gdzie FO*~, F* podzbiory zbioréw f\ F°, F* skiadajace
sie z komorek o indeksie k.

Rys. 4. Podziat pol tablioy przy n * 4 na komorki o indeksach
1,2, ..., m

Pokryciom minimalnym podobrazu, TCfk) nazywa sie pokryoie M.TY

bedace podzbiorem pokrycia M(T) i posiadajgce minimalng licz-

be elementéw, a przy tej liczbie elementéw minimalng ztozonos¢.
Do okreslenia pokrycia obrazu T(f) mozna bezposSrednio zasto-

sowa¢ algorytm A”. Aby okresli¢ pokrycia podzbioréw , przy
wykonywaniu algorytmu Ag nalezy kazdej kolejDO znalezionej gua-
sl-ekstremali przypisa¢ zbiér indeksow | < A1, m- za-

wierajacy wszystkie indeksy ktore posiadajg jej pola. Zbiér
guasi-ekstremal posiadajagcych w zbiorze indekséw indeks k two-
rzy pokryoie obrazu
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41 Zastosowanie algorytmu w zagadnieniach strukturalnel syn-
tezy automatéw

Przy og6lnym sformutowaniu problemu pokrycia pojecie zespotu
oznaczato zbior pdél lub komorek spetniajacy pewne zatozone
warunki. Obecnie spreoyzujemy pojecie zespotu dla réznych zagad-
nien syntezy automatow.

Niech ~j ® n see> A *
4> {o,l| ,1*1, n oznacza 0”ag wartosci zmiennych wej-
sciowyoh , ..., xQ taki, ze j = %*If COMN.2E“ .

Nieoh 52 oznaoza zbidr wszystkioh oiggow 52~ Funkcja logicz-
na f(x1f ..., xQ jest odwzorowaniem zbioru %2 w zbiér m
gdzie + oznaoza warto$6 obojetng funkcji:

f: 52— * } n

Jesli m= 1, to funkoja logiczna jest jednowyjSoiowa, a gdy
m>1 - wielowyjSciowa. Rozpatrzmy najpierw przypadek funkcji
jednowyjsoiowyoh. Funkcje jednowy jSodLowg mozna jednoznacznie
okreslié za pomoog dowolnych dwoéch sposréd trzech zbiorow

52°, 52* o0znaozajgoyoh o0iggi lub indeksy j, na ktérych funk-
oja f przyjmuje warto$é odpowiednio 1,0*.

Jedli polom e tablioy przypisaé wartosé f (52~") , to obraz
F(f) jednoznaoznie opisuje funkcje logiczng. Przy syntezie
d.n.w. pojeoiu zespotu odpowiada 1 koniunkoja liter. Pokazemy,
ze tablioe pdl mozna opisad w ten sposob, ze pojeoie zespotu
uzyskuje wowczas przejrzystg Interpretacje geometryozna.

1. Prostg pozioma, ktéra dzieli zbior wszystkich pd6l tabli-
oy na dwa réwnollozne zbiory pdl nazywa sie 0sig zmiennej x”.
Gornemu zbiorowi przyporzagdkowuje sie litere , a dolnemu Ii-
tere x". Proste poziome, ktore z kolei dzielg kazdy z powyz-
szyoh zbioréw na dwa réwnoliczne podzbiory nazywa sie osiami
zmiennej x2. Zbiorowi zawierajgcemu pola goérnyoh podzbioréw
przyporzagdkowuje sie litere x2, a zbiorowi zawierajagcemu pola
dolnyoh podzbioréw litere x2« Analogioznle definiuje sie osie
zmiennyoh x”~, i = 3,4, ..., |jyj oraz zbiory pdl, ktéorym przy-
porzodkowuje sie litery 5™ oraz xt.
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2. Proste pionowe, ktoro dzielg zbidr pol tablioy w sposob
analogiczny jak w punkoie 1, nazywa sie osiami zmiennych

X[|]+1* — v
Zbiorem pol zawierajgoym pola podzbioréw lezgoych na lewo
i na prawo osi x”, i m jjj-J + 1, n przyporzodkowuje sie

odpowiednio litery xA i x1#

Definicja 10

Tabliog z opisanym wyzej przyporzadkowaniem zbiorom pdél
. . X jesli 670
liter x/f i i <oy N» A £-AO,|j- t " A )

xif jesli €1
nazywa sie tabliog loglozng n zmiennych.

Na rys. 5 przedstawiono dla przykiadu sposob przyporzadko-
wania zbiorom pdl niektéryoh liter x® w tablioy logicznej 6
zmiennych (na rysunku dang zmienng wpisano obok tylko jednej
Z jej osi).

Hys. 3. Zbiory pol tablicy logicznej 6 zmiennych, ktorym przy*
porzadkowano litery x1 il 2 * ora* *4 1 (b)

Dziataniom logicznym na llteraoh odpowiadajg w tablioy lo-
gloznej dziatania teorlo-mnogosoiowe na zbiorach po6l przyporzad-
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kowanym tym literom. Negacji odpowiada dopetnienie do zbioru
wszystkich po6l tablicy, dysjunkcji - suma (potaczenie) zbioréw
pol, a koniunkcji - iloczyn (przeciecie) zbioréw pol.

Funkcja jest w tym przypadku funkcjg, ktdéra przyjmuje
warto$¢ 1 dla podzbioréw pdl odpowiadajgcych 1 koniunkcji li-
ter oraz warto$¢ 0 - dla pozostatach podzbiorow pél. Zespoly sg
zbiorami powstajacymi przez przecie%ie sie dowolnych zbiordw,
ktorym przyporzadkowane sg litery x”i.

Mozna tatwo pokaza¢ [6], ze zespoty tworza w tablicy logicz-
nej charakterystyczne konfiguracje, oo utatwia ich rozpoznawa-
nie. Prostemu implikantowi funkcji logicznej odpowiada zespot
maksymalny w obrazie T (f). Jako ztozonos$¢ zespotu E”, przyjmu-
je sie liczbe liter koniunkcji o(Ej) odpowiadajgcej temu ze-
spotowi.

Przyktad 1

Okresli¢ wyrazenie guasi-minimalne funkcji 7 zmiennych f dla

ktérej: S2 = 11,4,10,11,13,14,16,17,30,33,34,36,37,40,42,48,
49,52,54,58,60,62,63,66,67,69,70,72,74,75,76,
81,82,85,86,90,93,96,9€,99,101,109,113,116,120|

oraz s2° = {3,5,7,20,22,35,39,51,55,61,68,71,83,91,92,105,
107,108,110,111,121,123} .

Tworzymy obraz T(f) przez wpisanie 1 w pola o numerach ze
zbioru 52" oraz 0 w pola o numerach ze zbioru 5" . Pozostato
pola majg warto$é * .

Realizujemy algorytm Aqg.

Wwyniku otrzymujemy pokrycie M?(T) przedstawione na ry3. 6.
Pola dla ktorych generowano gwiazdy w | etapie gwiazdy rozig-
czne oznaczono przez +, a w Il etapie przez * . Liczby wpisa-
ne w te pola oznaczajg kolejno$¢ generowania gwiazd. Pola zbio-
ru F pokrywane przez inne zespoty maksymalne kazdej gwiazdy
niz wybrana z niej quasi-ekstremala tzn. pola zbioru (G (e)\
\L*) n P oznaczono Kkropka. WII etapie algorytmu okre$lono
gwiazde pola e”" zawierajgcg quasi-ekstromale LQ Tak wiec
4=1, £=z(Lgq) = 3. tatwo sie mozna przekonaé, ze jest to
jednak pokrycie $cisle minimalne, poniewaz w przypadku gdyby
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wvtrzeoim kroku generowano gwiazde dla pola e13 zamiast pola

e"™*1, to pole e~ pozostatoby niezakropkowane i Jako gwiazda
nalezataby do zbioru gwiazd roztgcznych.

Wyrazenie algebraiczne odpowiadajgce pokryciu My(T) Jest
nastepujgce!

5
MA(f) « V cC
1«1 1

1 T o x4ax5x8 * 6 1ot 3t 4rs

K ox AX X rj s
t2 7 X1 X5X6X7

* 3 * 1 X4X6 * 8 X 1X2X6X7

a4 X2 X4X 6 * 9 5 W

W oprzypadku syntezy ukiadoéw realizujgcych funkcje m- wyj-
Sciowa, kazde pole tablicy logicznej dzielimy na m komorek,
ktérym przypisujemy kolejne indeksy 1,2, ..., m. Otrzymang ta-
blice nazywad bedziemy m-wyjsciowg tablicg logiczng.

Funkcja m-wyjsciowa Jest rownowazna zbiorowi mfunkcji Jed-
nowyJléciowych f , k*1,2, ..., m Obraz funkcji otrzymujemy
przez przypisanie kazdej komdrce ej*k wartosoi f (52)) ¢

Zespot w tym przypadku powinien odpowiadaé dowolnej koniunk-
cji liter zaopatrzonej w zbiér Indekséw | < {1, ..., nj- okre-
$lajacych funkcje fk, ktore ta koniunkcja implikuje. Stad wy-
nika, ze zespotem Jest kazdy taki zbidr komoérek, ze Jes$li go
rozbijemy na podzbiory komdrek o Jednakowych ideksach, to ko-
morki kazdego podzbioru bedg leze6 w polach ‘tworzacych zbidr
odpowiadajacy jednej i tej samej koniunkcji liter. Koniunkoje
odpowiadajacg zespotowi E bedziemy oznaozad przez «C(E), a
zbior roznych indekséw Jakie posiadajg Jego pola przez I(E).
Przez oCI(E) bedziemy oznaczaé zapis algebraiczny zespotu E
w postaci konkatenacji cc(e)i(e).
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Ztozono$6 e (E) zespotu E okre$la sie jako sume liczby liter
w koniunkcji ci (B) oraz liczby indeksow w zbiorze I(E)*

Wynika stad, ze w przypadku gdy E* C E2 relaoja z(E1l)> e(B2)
zaohodzi, gdy zespotom E1 i E2 odpowiadajg identyczne zbiory
indekséw, to znaozy, gdy I~) * iCEg) . JeS$li 1(3") 4 I(E2) » 00
w tym przypadku musi oznaozadé rownosé koniunkcji o (B «rf(E2)
oraz zachodzenie reakoji I(E.j) c I(E2), wdwczas z (EY) < z(E2).

i Lz

ti
*4
X3

Rys. 7. Przykiady zespotow w trojwyjsoiowej tablioy logicznej
4 zmiennych

Na rys. 7 pokazano przyktady zespotdw w tréjwyjsoiowej ta-
blioy logicznej 4 zmiennych. Zespotem maksymalnym w obrazie T(f)
nazywa sie maksymalny wzgledem inkluzji zespdét L, charaktery-
zujacy sie pewnyoh zbiorem indekséw | < -[i, ..., m- i spet-
niajacy warunki: LEF1u F% Lny1l /0.

Wprzypadku syntezy uktadéw wielotaktowych, w wyniku, syn-
tezy abstrakoyjnej otrzymuje sie zwykle albo zakodowang ta-
blice przejsé i wyjsé automatéow (siatke standéw elementéw po-



248 R.S. Michalski

$redniczgoych i wyjsciowych) lub tablice kolejnosci tgczen [5].
Wobu przypadkach powstaje wdwczas problem syntezy uktadu lo-

gicznego o tylu wyjsciach ile jest elementéw posredniczgcych

i wyjSciowych w automacie. Jest to zatem oméwiony juz poprzed-
nio problem syntezy uktadu realizujgcego funkcje wielowyjscio-
wa.

Prz.-ykfad 217

Dokona¢ syntezy automatu wielostanowego opisywanego tablicag
kolejnosci taczen przedstawiong na rys. 8. Element X jest ele-

Takty i 234 5B7 89101 12
X 1 — 4 N .
Stany vf 2 — + - fk —
elementow  p g — P— + —
3 8 - ~b —

Stopien faczenia 0 1 26 D13 719 820

Rys. 8, Tablica kolejnosci taczen dla przyktadu 2

mentem wejsciowym, a elementy Y1,Y2,Y-j sg elementami posredni-
czacymi. Okre$limy funkcje f~jfgjf”~, ktore majg realizowacd
uktady sterujgce elementami posredniczacymi Funkcje
fk,k = 1,2,3 okreslimy w oparciu o zbiory numeréw j ciagébw |
na ktorych przyjmujg one wartosci 1 i 0. Oznaczmy te zbiory od-
powiednie przez 2' i S20,]c. Zbior sktada sie z nume-
row (stopni taczenia) odpowiadajagcych stanom wigczenia elemen-
tu Yy, , w’rqczaja.c stan poprzedg)aja,cy wigczenie2™ i wylaczajac
stan noprzedzajacy wytgczenie .

i\

/Zaczerpniety z pracy [5].

~Fcniewar w stanie poprzedzajacym wigczenie powsrajg warunki
wigczenia elementu.

3)<Analogicznie
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Zbior 520,k sktada sie z numerdéw (stopni tgczenia) odpowia-
dajagcych stanom wytaczenia, wigczajac stan poprzedzajagcy wy-
taczenie i wytgczajgc stan poprzedzajacy wigczenie. Obrazy
TN, k = 1,2,3 przedstawiono na rys. 9. Pola puste odpowia-
dajg wartoSciom obojetnym.

r(f>) T(f2) T3
0t 1 1 0o 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1
*1 *\V
0 0 0 0 0 1
)Q_l )(Z *2
0 0 1
‘4 <4 (4
*3 *3 *3

Rys. 9. Obrazy T(f1), T(f2), T(f3)

Aby uzyskad minimalngl) realizacje ukiadu nalezy funkcje
t t k=1,2,3 traktowa¢ tacznie, jako odpowiadajace jednej
funkcji tréjwyjsciowej f, zamiast rozpatrywaé¢ je oddzielnie*
Obraz funkcji T(f) wraz z zaznaozonym pokryciem guasi-minimal-
nym MA(T) przedstawiono na rys. 10.

Zmienne wejsoiowe uktadu odpowiadajgoe wyjsciom elementéw
X,Yi,Y2 i Yy oznaczaono przez X, Y., y2 i jy Woyrazenie al-
gebralozne odpowiadajagce pokryciu MNT) jest nastepujace:

MR - V. 13
i«l 1
gdzie oil (1<) m xy-j {1} &1(L3) - i 2*3}
cCI(L2) » y~y2 «l(Lj Xy. (>}
Poniewaz A- 0 i 5=0 wieo jest to wyrazenie minimalne.

1*Nie rozpatrujemy tu zagadnieh hazardu i wysSolgu.
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yr

U3
92

Rys. 10. Obraz T(f) wraz z zaznaczonym pokryciem My (T)

Z wyrazenia M”f) otrzymujemy wyrazenia k m 1,23, od-
powiadajgce pokryciem podobrazéw T (fk) , Jako sumy takioh ko-
niunkcji cC{L™), ze I(L") zawiera indeks k:

M~fl) - xy3 v Jar2

M(f2) . yl7z v iy*y»

Uktad logiczny odpowiadajgcy powyzszym wyrazeniom i zbudowany
na elementach "NAND' przedstawiono na rys. 1l
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* thyzy3

ri

f3

Rys. 11. Sohemat uktadu na elementach "NAND" realizujacego
funkoje tréjwyjsoiowg f

Zawiera on 9 elementow i 17 wejSé na nie. katwo sprawdzid, ze
minimalna realizacja funkcji fk, k « 1*2,3 rozpatrywanych od-
dzielnie wymagataby 11 elementéw i 21 wejso.

Zakoéozenle

Opisany w praoy guasi-minimalny algorytm okreslania pokryé
moze byd tatwo realizowany recznie przy obrazach funkcji za-
wierajacych do okoto 300-400 pél (komorek).

W zagadnieniach syntezy automatéw moze byé on wieo reali-
zowany reoznie przy funkcjach jeanowyjsciowyoh do ok. 8 zmien-
nych, a przy funkcjach na przykitad sze$olowyjsoiowych - do ok.
6 zmiennych. Maszynowa realizacja algorytmu, konieczna przy
baraziej ztozonych problemaoh pokrycia, rowniez Jest prosta.

Woelu sprawdzenia uzytecznos$oi algorytmu dla automatycz-
nej syntezy pokryé zostat on zaprogramowany w jezyku Lapa3 na
maszyne cyfrowg Odra 1204 w Centrum Obliczeniowym PAN. Dziata-
jacy obeonle program umozliwia synteze pokry6 przy funkcjach
do 31 zmiennych. Wyniki przeprowadzonych badan oraz opisy
réznych modyfikaoji algorytmu bedg przedmiotem oddzielnej pu-
blikacji.
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