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3*3 . MINUMALIZACJA FUNKCJI LOGICZNYCH ZA POMOCĄ METODY POKRYCIA 

Wstęp

Tzw. problem pokrycia, c z y l i  problem "pokrywania" zadanego 
zbioru obiektów pewnymi jego podzbiorami tak , aby uzyskać mini­
mum p rz y ję te j  fu n k o ji  oelu, j e s t  jednym z podstawowyoh probier 
mów syntezy automatów oyfrowyoh. Problem tego rodzaju  występuje 
na przykład przy syntezie  układów logioznyoh ¡(automatów jedno- 
stanowyoh1 )| opisywanyoh minimalnymi normalnymi wyrażeniami funk­
o j i  lo g iczn e j zarówno Jedno- jak  i  wielowyjśoiowej, minimalny­
mi wyrażeniami fu n k o ji  w lnnyoh systomaoh zupełnyoh Jak "NOR" 
lu b ”NAND" i t p .  Ponieważ synteza automatów wielostanowyok (wie- 
lotaktowyoh ) sprowadza s i ę  na ostatnim etap ie  do syntezy au­
tomatów jednostanowyoh, więc problem ten j e s t  ważny również 
dla syntezy .dowodnych automatów. Problem pokrycia występuje 
także w szeregu zagadnienlaoh poza dziedziną t e o r i i  automatów, 
Jak  na przykład przy sterowaniu s iec iam i łąozn ośo i,  w badaniach 
operaoyjnyoh, w niektóryoh zagadnieniach ekonomioznyoh, w zagad- 
nieniaoh rozpoznawania.

Jak wynika z osta tn ich  prac, na przykład [1 ] ,  ś c i s ł e  rozwią­
zanie problemu pokryola Już nawet przy n iew ie lk ie j l ic z b ie  
zmiennyoh (ok. 10) może wymagaó liczby o p e ra c j i  n ierealizow sneJ 
nawet na najszybszych maszynaoh matematyoznyoh. Uzyskanie ś c i ­
s łego  rozwiązania problemu pokrycia j e s t  związane w ogólnym

' Używane są  taż  nazwy: "automaty bez pam ięci", "układy kornbl- 
naoyjne".

/Używane są  też  nazwy: "automaty z pam ięcią", "układy sekwen- 
oy jne".

2)
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1 )przypadku a przeglądem tzw. wyrażeń nisredukowalnyoh . Wiadomo 
Jednak z oszacowań, że maksymalna l iczba  Tw  wyrażeń nieredu- 
kowalnyoh przy danej l io zb ie  zmiennyoh n noże oslągad bardzo 
w ielk ie  w artości już przy stosunkowo n iew ie lk ie j l ic z b ie  zmień- 
nyoh, na przykład przy n ■ 8 -  T (») >  10 , a przy n ■ 15 -
-  ^(n) >  1 0 ^ .  Chód ozęsto można unlknąd przeglądu pewnej 
c z ę śc i  wyrażeń nieredukowalnych, to jednak pozostała ich l iczb a  
nadal może by<5 zbyt w ielka.

Z tego powodu aktualną obecnie tendenoją j e s t  poszukiwanie 
metod dostarozająoyoh rozwiązanie przybliżona, a le  wymagających 
znacznie zmniejszonej l iczby  op erao ji ,  a przede wszystkim nie 
wymagającyoh przeglądu wyrażeń nieredukowalnyoh. Chód i s tn ie je  
Już k ilka  metod przybliżonego rozwiązania problemu [ ¿ ,3 ,4  i  in.]} 
to jednak nie d a ją  one oszacowania o d le g ło śc i  otrzymanego roz­
wiązania do rozwiązania minimalnego, co Je3t  ich iBtotną wadą.

W niniejszym artykule opisu je  s ię  pewien algorytm rozwią­
zania ogdlnie podstawionego problemu pokryoia, ktdry dostaroza
-  bez wykonywania op erao ji  przeglądu -  tzw. pokrycie quasi -  
minimalne wraz z oszacowaniem maksymalnej możliwej rdżnioy
w l io zb ie  elementdw i  w złożoności między tym pokryoiem a 
pokryoiem minimalnym. Następnie pokazuje s i ę  Jak zastosowad 
powyższy algorytm do zagadnień syntezy automatów oyfrowyoh za­
równo jedno- jak  i  wielostanowyoh.

1. Ogólne sformułowanie problemu pokryoia w oparciu o p ła sk i  
model geometryozny

Problem pokryoia formułuje s i ę  zwykle następująoo:
Dana j e s t  macierz b inarna:

A *  â i j j i  (15
j  = 1, . . . ,  r

Wyrażeniem nieredukowalnym nazywa s ię  wyrażenie, w którym 
sk reś len ie  dowolnego składnika lub dowolnej l i t e r y  (zmien­
nej w p ostao i p ro ste j  lub zanegowanej) powoduje, że wyra­
żenie p rzesta je  byd ekwiwalentne danej fu n k c j i .



Normalizacja fu n k o ji  log iczn ych .. . 231

zawierająoa w każdej kolumnie przynajmniej jedną "1 " .  Należy

Mówiąc poglądowo chodzi więo o znalezienie minimalnego pod­
zbioru w ierszy, który "pokrywa" wszystkie kolumny. Ogólniejsze 
sformułowanie problemu polega na przypisaniu każdemu wierszo­
wi pewnej liczby naturalnej nazywanej złożonością (lub oeną) i  
wówczas poszukuje s ię  podzbioru wierszy,, który sp e łn ia jąc  wa­
runek ( 2 ) posiada minimalną sumaryczną złcżonośó. Przy synte­
zie minimalnych dysjunkoyjnych normalnych wyrażeń (m.d.n.w.) 
fu n k c ji  logioznych kolumnom odpowiadają w t e j  maoierzy sk ład­
n ik i  jedynkowe fu n k c j i ,  a wierszom -  proste implikanty.

Powyższe sformułowanie problemu pokrycia posiada jednak tę 
is to tn ą  wadę,że zakłada s i ę  tu z góry znajomośó maoierzy A. 
Rozmiary t e j  maoierzy mogą byó w praktyce bardzo wielkie i  s a ­
mo j e j  określenia będzie wówczas stanowió poważny problem o b l i ­
czeniowy.

Okazuje s i ę ,  że problem pokrycia może byó rozwiązany w opar- 
oiu o znajomośó jedynie przepisu pozwalającego tworzyó poszcze­
gólne wiersze macierzy, bez uprzedniego utworzenia c a łe j  ma­
c ierzy .

W niniejszym artykule opisu je  s ię  takie  właśnie podejście 
do rozwiązania problemu pokryoia, w związku z czym sam problem 
formułuje s ię  w sposób odmienny, stosu jąo  przy tym pewien p ła s­
k i  model geometryczny.

Nieoh dana j e s t  t a b llo a ,  będąca dowolnym prostokątem po­
dzielonym na 2 ^  wierszy oraz 2n“ W kolumn, gdzie -  
ozęśó oałkowlta liczby j ,  n -  pewna ustalona liczba  naturalna.
0 elementarnym polu t e j  t a b l ic y ,  powstałym przez przecięcie  
s ię  dowolnego wiersza z dowolną kolumną, zakładamy dla ś c i s ł o ś ­
c i  rozważań, że nie zawiera ono punktów ani prostych dzielących 
prostokąt an i jego konturu. Przypiszmy poszczególnym polom ta -

znaleźó minimalny podzbiór wierszy I 
dla każdego j :

( 2 )
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b iio y  kolejne numery 0 ,1 ,2 ,  . . . ,  2n-1 l ic z ą c  z lewa na prawo 1 
z góry w d ó ł,  tak jak  to w przypadku n » 6 przedstawiono na 
r y s ,  1. Numer pola e będziemy oznaozaó przez 'Je , a pole o 
numerze j  orzez Zbiór numerów pól e e E będziemy oznaozaó 
przez # ( £ ) .

Nieoh dane j e s t  odzworo- 
wanie f  zbioru $  *  { o, 1 , . .  

2n- l }  w zbió!r { 0 , 1 ,  
* } m, to j e s t  zbiór ciągów 

o d łu gośc i m o elementaoh 
0,1 lub *  , gdzie *  ozna- 
oza pewną wartośó nieokre­
ś lo n ą  tzw, obojętną:

f  : H  — ► { 0 , 1 ,  (3)

J e ż e li  ni > 1 to odwzo­
rowanie f  będziemy nazywaó 
jednowyjśoiowym, a gdy 
n >  1 -  wielowyjśoiowym. 

Rys. 1. Rozkład numerów pól w Obecnie założymy, że f
tab lio y  przy n ■ 6 j e s t  odwzorowaniem Jedno-

wyjściowym, lecz  później rozważymy również przypadek odwzoro­
wania wielowyJśoiowego.

Przypiszmy każdamu polu e tab lioy  wartośó f  CJf(e))«

D efin io ja  1

Zbiór pól tab licy  wraz s  przypisanymi w powyższy sposób war­
tościam i ze zbioru { o , l , * j -  nazywa s i ę  obrazem odwzorowania 
f  i  oznacza s i ę  przez T ( f ) .  Podzbiory pól obrazu T (f)  o war­
tościach  0 , 1 , *  będziemy oznaozaó odpowiednio przez F ° ,  f \  F * .

Załóżmy, że dana j e s t  funkcja V odwzorowująoa rodzinę 2“8 
wszystkich podzbiorów zbioru w zbiór { c , l |  '•

0 1 2 3 5 5 6 7

8 9 10 11 • • • •

•

• • » » 52 53 55 55

56 57 58 59 60 61 62 63
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D efin ic ja  2

Dowolny zbiór pól S t a k i ,  że 9 { ' i  ( e ) )  « 1 nazywa s ię  zespo­
łem pól.

Funkcja V5 j e s t  dodpowiednio określona dla każdego konkret­
nego sformułowania problemu pokrycia. Problemy pokryoia w ró ż -  
nyoh zagadnieniach będą charakteryzowały s i ę  różnymi określe­
niami fu n k o ji  9 ,  a więo tym samym różnymi określeniami po ję-  
oia zespołu. I tak na przykład w zagadnieniach syntezy układów 
logicznyoh zespołami będą zbiory pó l,  którym odpowiadają funk­
c je  logiozne realizowane na 1 funktorze. Przy określaniu  wyra­
żeń dysjunkoyjnych normalnyoh będą to zbiory pól odpowiadają­
ce pojedynozym koniunkJojom, przy określaniu  tzw. wyrażeń dy- 
sjunkoyjno-progowyoh -  zbiory pól odpowiadająoo funkcjom pro­
gowym. Przy zagadnieniu na przykład układania testów d lago -  
styoznyoh dla maszyn -  zespołem będzie zbiór pól odpowiada- 
jąoy zbiorowi elementów maszyny, których praoę można skontro- 
lowaó za pomooą 1 t e s tu .

Każdemu zespołowi B przypisuje s i ę  pewną llozbę naturalną 
z (e ) nazywaną złożonośolą . Na funknję złożonośol w przypadku 
odwzorowań jednowyjśoiowyoh nakłada s i ę  warunek, by na zespo- 
łaoh uporządkowanych r e la o ją  in k lu z j i  c  przyjmowała w artośol 
m alejące.
Oznacza to ,  że j e ś l i  B1 C E2 , to z (Ę1) >  z (E2) . 

D efin lo ja  3

Zbiór zespołów D ( T ) «  { E j } - ’“»»jnła s ię  pokryoiem obrazu 
T ( f ) ,  j e ś l i  spe łn ia  on warunek:

P1 <  |J~ E , <  F1 U F *  ( 5 )
j-1 •>

z powyższej d e f i n i o j i  wynika, że aby pewien zbiór zespołów był 
pokryoiem, jego suma mnogościowa musi pokrywaó^) w o a ło śo i

to snaozy zawierać w sob ie .



2 34 R .S . Miohalski
*1zbiór F oraz może pokrywaó także niektóre pola zbioru F , 

który pełn i ro lę  jakby "marginesu” . Nie może ona natomiast 
pokrywać żadnego pola zbioru F ° .

D efin ic ja  Ą-

nazywa s ię  sumę:

b (d (t )) -  £  b (E,) ( 6 )
j=1 J

D efin io ja  5

Pokryoiem minimalnym M(T) obrazu T(f) nazywa s ię  pokryoie, któ­
re  posiada minimalną liozbę zespołów i  p.rzy t e j  l io zb ie  zespo­
łów posiada minimalną złożoność.

D efin io ja  6

Zespół E spełn ia jąoy  warunki:

E ^  F1 U F *  , E n F1 4 0  ( 7 )

gdzie 0 -  zbiór pusty, nazywa s i ę  zespołem maksymalnym w obra­
zie T ( f ) , j e ś l i  j e s t  on maksymalny względem in k lu z j i1) .

Zespoły maksymalne w obrazie T(f) będziemy oznaozaó przez 
L^, i  *  1 *2 , . . .  łatwo j e s t  wykazaó, że każde pokryoie mini­
malne składa s ię  wyłącznie z zespołów maksymalnych. Twierdze­
nie to wynika bezpośrednio z założenia o fu n k c ji  z łożoności, 
z którego wynika, że zespół maksymalny posiada minimalną z ło -  
żonośó wśród wszystkioh zespołów będąoyoh jego podzbiorami.

Ą )
' 'Przez zbiór o własności W maksymalny (minimalny) względem 

in k lu z j i  rozumie s ię  zbiór,  którego żadeD nadzbiór (pod­
zbiór) nie posiada własności  W. W omawianym wyżej przypad­
ku własnością W zbioru J e s t  to ,  że j e s t  on zespołem i  spe ł ­
nia warunki (7 ) .

Złożonością pokrycia D(T) =■ | E j
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D efin ic ja  7

Zespół maksymalny L. w obrazie T (f) nazywa s ię  jądrowym zaspo-A
łem maksymalnym, j e ś l i  i s t n ie je  pole e e O F , którego nie 
pokrywa żaden Inny zespół maksymalny w obrazie T ( f ) .

D efin ic ja  8

Zbiór wszystkich jądrowyoh zespołów maksymalnych nazywa s ię  j ą ­
drem pokryola obraza T(f) .

Ponieważ zespoły jądrowe są-jedynymi zespołami pokrywającymiA
pewne pola zbioru F , więc jądro pokryoia musi zawieraó s ię  w 
każdym pokryciu obrazu T ( f ) .

D efin ic ja  9

Pokryole złożone z zespołów maksymalnyoh i  minimalne względem 
in k lu z j i  nazywa s ię  pokryciem nieredukowalnym«

Zgodnie z d e f in io ją  9, usunięoie z pokryoia nieredukowalne- 
go jakiegokolwiek zespołu maksymalnego powoduje, że p rze sta je  
ono byó pokryoiem. Pojęciu pokryoia nleredukowalnego odpowiada 
w zakresie  syntezy d.n.w. nląredukowalne wyrażenie logiczne. 
Dany obraz T(f) może posiadaó -  Jak o tym wspomniano we wstę­
pie w odniesieniu do wyrażeń logicznych -  bardzo wielką l i o z -
bę pokryó nieredukowalnyoh. Pokryola minimalne są  wśród nloh.

Dla opisanego w puDkoie 2 algorytmu syntezy pokryó podsta­
wowym pojęciem Je s t  po jęcie  gwiazdy pola zbioru F*1.

D efin io ją  10
A

Gwiazdą G(e) pola e € F nazywa s ię  zbiór wszystkich zespołów
maksymalnyoh pokrywaJąoyoh pole e.

Zbiór wszystkich pól e j  £ F  ̂ pokrywanyoh przez zespoły ma-w u
ksymałne gwiazdy G (e) będziemy oznaczaó przez G (•) . Liozbę 
elementów dowolnego zbioru, na przykład K będziemy oznaozaó 
przez c (K ).
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2. Algorytm Aq syntezy pokryó guasl-mlnlmalnyoh

W niniejszym punkoie opiszemy w skrócie pewien algorytm Aq 
syntezy pokryó obrazu T(f) odwzorowania Jednowyjśoiowego. Peł­
ny op is  tego algorytmu podany Je s t  w pracy [6 ] .  W wyniku re a ­
l i z a c j i  algorytmu Aq otrzymuje s ię  pewne pokrycie Mq(T), nazy­
wane pokryoiem quasi-minimalnym,wraz z oszacowaniem maksymalnej 
możliwej różnicy między tym pokryoiem a pokryciem minimalnym, 
wyrażonej l iozb ą  elementów A oraz złożonośoią <S :

¿(M^CT)) - ,o (M (T ) )^ d  (8 )

z(Mq(T)) - b (M (T ))<6  (9 )

Teoretyczna możliwość określenia maksymalnej różnioy w l i c z ­
bie elementów między dowolnym pokryoiem a pokryciem minimalnym 
wynika z następującego twierdzenia. Załóżmy, że dana j e s t  pewna

T* *1rodzina G gwiazd pól e e F , która posiada taką własność, że 
dowolnie wybrane z n ie j  dwie gwiazdy są  zbiorami rozłącznymi.

Twierdzenie 1

Liczba elementów o(m(t )) pokrycia minimalnego obrazu T(f) sp e ł­
nia warunek:

o(M(T)) Ss £ 10

gdzie
¿ ? = c ( G r)

Dowód tego twierdzenia znajduje s ię  w/w praoy [ 6 ] ,  Rodzinę 
G1 będziemy nazywaó rodziną gwiazd rozłąoznych. Z powyższego 
twierdzenia wynika, że j e ś l i  posiadamy pewne pokrycie L(T) 
oraz znamy liczbę  elementów £ rodziny gwiazd rozłącznych, to 
różnicę ¿3= o(D(T)) -  q można traktować jako oszacowanie 
maksymalnej różnioy w l ic z b ie  elementów między tym pokryoiem, 
a,pokryciem minimalnym. Na r y s .  2 przedstawiono algorytm R
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syntezy rodziny gwiazd rozłącznyoh. Gwiazdy G(e) określane w 
trak c ie  wykonywania algorytmu tworzą pewną maksymalną wzglę­
dem in k lu z j i  rodzinę gwiazd rozłącznych. Przez: *  oznaczono 
operaoję podstawienia (Jak w języku A lg o l ) , która oznaoza, że

zmienna z lewej strony znaku przy j­
muje nową wartość wynikającą z ope­
r a c j i  zap isan ej po prawej stronie  
znaku. Zmienna Fp J e s t  to zmienna 
pocoonioza, k tó re j wartośoiami są  
zbiory . Przez Op(Fpj e1) oznaczono 
operaoję wyboru ze zbioru określo­
nego aktualną w artośoią F^ (krótko 
zbioru F^) pola o najniższym nume­
rze i  przypisania mu oznaozenia e^. 
W algorytmie R zakłada s i ę ,  że spo­
sób generowania gwiazdy danego po­
la  j e s t  znany. J e ś l i  mamy konkret­
ny problem pokrycia, to określone 
j e s t  wówozas pojęcie zespołu i  a l ­
gorytmu genorowania gwiazdy można 
zawsze skonstruować. J e ś l i  algorytm 
R powtórzyć generująo gwiazdy dla 
innych pól n iż  pola o najniższym 
numerze wówczas wartość £ może wy­
paść większa. Twierdzenie 1 będzie 
wtedy obowiązywać dla nowej wartoś­

c i  § , dająo możliwość poprawienia oszacowania A .
Idea kon strukcji  algorytmu Aq J e s t  następu jąca . Generuje 

s ię  kolejno gwiazdy rozłączne, wybiera s ię  z nich pewien ze-p
spół maksymalny L , nazywany quasi-ekstrem alą (zob. d e f .  9) 
oraz wykonuje s ię  operacje :

F1: =F1 s  Lq , F* : = F *  U Lq, M9 : = Mq U Lq (11)

Przez f "* , F *  , rozumie s ię  tu zmienne, których wartościami
A

są  zbiory . Na początku wykonywania algorytmu wartościami F
i  F są  zbiory zdefiniowane poprzednio Jako F i  F . Y/ar-

Dane: "N Obraz T(f) J

ęKoniec ) 
Rys. 2, Algorytm R
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to ś c i ą  yfi j e s t  zbiór zawierający wybrane do danego momentu qua- 
s i-ek strem ale .  Wykonywanie o p e rac j i  (11) ma ten sen s , źe po 
włączeniu zespołu. Lq do zbioru Mq, pola F1 pokrywane przez ten 
zespół można od t e j  chv/ill traktowaó jako pola o w artości *  , 
to j e s t  pola zbioru F *  . Następnie wybierane zespoły mogą je  
bowiem pokrywaó, a le  nie muszą.

D efin ic ja  9

Qua31-ekstremala gwiazdy G e^ nazywa s ię  zespół maksymalny 
e G(ev), który pokrywa maksymalną liozbę pól zbioru stan o- 

wiąoego aktualną wartośó zmiennej F i  wśród zespołów pokry- 
wająoyoh taką samą liozbę pól tego zbioru posiada minimalną 
złożonośó.

J e ś l i  w danej gwieździe znajduje s ię  więoej n iż  jedna q u asi-  
ekstrem ala, to wówoza3 wybiera s ię  dowolną z nich. Pierwsza 
częśó algorytmu końo.zy s i ę  z ohwilą określen ia quasi-ekstrem a­
i l  w o s ta tn ie j  gwieździe roz łąozn e j. A

J e ś l i  po wykonaniu t e j  o zę śc i  zbiór F j e s t  pusty, to zbiór 
stanowi pokrycie quasi-minimalne, obrazu T(f) . W przeciwnym 

przypadku przechodzi s ię  do wykonania ozęśo i drug ie j algorytmu.
W pierwszym kroku t e j  ozęśc i  określa s ię  gwiazdę pola o n a j­

niższym numerze w zbiorze F1 , wybiera s i ę  z n ie j  q u asf-ek stre -  
malę i  wykonuje operacje (11)<> Następnie kroki wykonuje s ię  
analogloznia tak długo, aż F1 ■ 0 ,  Otrzymamy wówczas zbiór M*1 
stanowi pakryoie quasi-minimalne obrazu T ( f ) .  Liozba kroków wy­
konanych w ozęśc i  I I  algorytmu określa parametr A we wzorze 
(8) .

Schemat operaoyjny algorytmu przedstawiono na r y s .  3. W oe- 
lu  określenia parametru S (wzór 9) w algorytmie tym oblicza 
s i ę  dodatkowo sumę różnio między źłożonośoiami wybieranych 
quasi-ekstrem al, a źłożonośoiami zespołów o minimalnej złożo­
n ośc i  w poszczególnych gwiazdach oznaozanyoh przez Lm. Suma ta

1 Zbiory stanowiące aktualne w artości zmiennych F1 , F * , M*1 
będziemy w dalszym o p is ie  algorytmu nazywaó krótko zbiorami
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Utworzenie T(f) ~ j

(

Koniec \  

Rys. 3* Algorytm A11
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zwiększona o sumę złożonośoi ąuasi-ekstrem al wybranych w I I  
o zę śo i  algorytmu wyznacza parametr i  •

J e ś l i  przy pierwszym wykonaniu algorytmu parametry 4 l i  
wypadną zbyfc duże, wówczas można powtórzyó algorytm wybieraJąo 
Inne n iż  poprzednio quasi-ekstremale lub generująo gwiazdy roz-  
łąozne dla Innych pól n iż  pola o najniższym numerze w zbiorach 
określonyoh kolejnymi wartościami F**. J e ś l i  A *» 0, S ■ 0, to 
pokrycie quasi-minimalne j e s t  na pewno pokryoiem minimalnym.

3 . Rozszerzenie algorytmu Aq na przypadek odwzorowań wlelowyj- 
śoIowyoh

Rozważymy teraz  przypadek,gdy f  j e s t  odwzorowaniem wielowyj- 
śoiowym (m >  1 ) .  W tym przypadku każdemu polu tab licy  odpowia­
da c ią g  m elementów ze zbioru i 0 , 1 , *  }- . W związku z tym każde

1 "îkpole e J tab lic y  podzielimy na m mniejszych pól e * ,  k ■ 1 ,2 ,  • •
m, które nazwiemy komórkami ( r y s .  4 ) .  Wskaźnik oznaczająoy 

poprzednio numer pcla będziemy nazywaó obeonie numerem komórki, 
a wskaźnik k -  indeksem komórki. Funkoja f  w przypaddku m >  1 
może byó traktowana jako zbiór fu n k c ji  , k « 1, . . . ,  m
odwzorowująoyoh zbiór Tl w zbiór j o , 1 ,  }  , a więo fu n k c ji

1 ktypu rozpatrywanego poprzednio. Przypiszemy każdej komórce o''* 
wartośó f ^ ( j ) .

Obrazem T(f) odwzorowania f  będziemy nazywaó zbiór w szyst-
kioh komórek tab lioy  z tak  przypisanymi wartościami.

1 o *Analogicznie Jak poprzednio przez F , F , F , będziemy ozna- 
ozaó zbiory komórek o wartośoiach odpowiednio 1 , 0 , * .  Wszystkie 
pojęoia wprowadzone poprzednio, a mianowicie pojęcie  zespołu, 
zespołu maksymalnego, pokrycia, złożoności pokrycia, pokryoia 
minimalnego, nieredukowalnego, gwiazdy i  quasi-ekstrem ali po­
z o s ta ją  bez zmiany, z tym Jednak, że zamiast pól rozpatrujemy 
komórki. Wprowadza s ię  natomiast dodatkowo pojęcie  podobrazu 
T(f^5, k e | l ,  . •  • ,  mj- oraz Jego pokryoie. Podobrazem T ( fk) na­
zywa s ię  zbiór komórek obrazu T (f)  posiadających indeks k. Po­
kryciem podobrazu T(^^) nazywa s ię  zbiór zespółów 0(1^) =
“ { Ej [  J=1 s P9* n ia j3 cy warunek:

P
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gdzie F0*^ , F* podzbiory zbiorów f \  F ° ,  F *  sk ładające
s i ę  z komórek o indeksie k.

m m

11 m m

Rys. 4. Podział pól tab lioy  przy n *  4 na komórki o indeksach
1 , 2, . . . , m

Pokryciom minimalnym podobrazu, TCfk) nazywa s ię  pokryoie M(.T̂ ) 
będące podzbiorem pokrycia M(T) i  posiadające  minimalną l i c z ­
bę elementów, a przy t e j  l ic z b ie  elementów minimalną złożoność.

Do określen ia pokrycia obrazu T(f) można bezpośrednio zasto ­
sować algorytm A^. Aby okreś l ić  pokrycia podzbiorów , przy
wykonywaniu algorytmu Aq należy każdej kolejDO znalezionej ąua- 
s l -e k s tre m a l i  przypisać zbiór indeksów I  <  ^1, mj- za­
wierający wszystkie indeksy które p o siad a ją  j e j  po la . Zbiór 
ąuasi-ekstrem al posiadających w zbiorze indeksów indeks k two­
rzy pokryoie obrazu
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4 1 Zastosowanie algorytmu w zagadnieniach stru k tu ra ln e .1 syn­
tezy automatów

Przy ogólnym sformułowaniu problemu pokrycia po jęcie  zespołu 
oznaczało zbiór pól lub komórek spe łn ia jący  pewne założone 
warunki. Obecnie spreoyzujemy pojęcie zespołu dla różnych zagad­
nień syntezy automatów.

Niech ^ j  ® ^  • • • >   ̂ *
4>e { o , l |  , 1 * 1 ,  n oznacza o^ąg w artości zmiennych wej­

ściowy oh , . . . ,  xQ t a k i ,  że j  = 2 l J  co^.2E“ ' .
1*1

Nieoh 52 oznaoza zbiór wszystkioh oiągów 52^. Funkcja lo g ic z ­
na f ( x 1f . . . ,  xQ) j e s t  odwzorowaniem zbioru 52 w zbiór m
gdzie ł  oznaoza wartośó obojętną fu n k c j i :

f  : 52 —i * } ra

J e ś l i  m = 1, to funkoja logiczna j e s t  jednowyjśoiowa, a gdy 
m > 1  -  wie Iowyjściowa. Rozpatrzmy najpierw przypadek fu n k c ji  
jednowyjśoiowyoh. Funkcję jednowy jśodLową można jednoznacznie 
o kreślió  za pomooą dowolnych dwóch spośród trzech zbiorów 
52°, 52* oznaozająoyoh o ią g i  lub indeksy j ,  na których funk­
o ja  f  przyjmuje wartośó odpowiednio 1 , 0 * .

J e ś l i  polom e tab lioy  przypisaó wartośó f  ( 5 2 ^ ^ )  , to obraz 
F ( f ) jednoznaoznie opisu je  funkcję log iczn ą. Przy syntezie 
d.n.w. pojęoiu zespołu odpowiada 1 koniunkoja l i t e r .  Pokażemy, 
że tab lio ę  pól można opisaó w ten sposób, że pojęoie zespołu 
uzyskuje wówczas p rz e jrz y s tą  In terpretac ję  geometryozną.

1. Prostą  poziomą, która d z i e l i  zbiór wszystkich pól t a b l i ­
oy na dwa równollozne zbiory pól nazywa s ię  o s ią  zmiennej x^. 
Górnemu zbiorowi przyporządkowuje s ię  l i t e r ę  , a dolnemu l i ­
terę  x^ . Proste poziome, które z k o le i  d z ie lą  każdy z powyż- 
szyoh zbiorów na dwa równoliczne podzbiory nazywa s i ę  osiami 
zmiennej x2 . Zbiorowi zawierającemu pola górnyoh podzbiorów 
przyporządkowuje s ię  l i t e r ę  x2 , a zbiorowi zawierającemu pola 
dolnyoh podzbiorów l i t e r ę  x2 « Analogioznle d e f in iu je  s ię  osie 
zmiennyoh x^ , i  = 3 ,4 ,  . . . ,  |jyj oraz zbiory pó l, którym przy- 
porzodkowuje s ię  l i t e r y  5^ oraz x Ł.
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2 .  Proste pionowe, któro d z ie lą  zbiór pól tab lioy  w sposób 
analogiczny jak  w punkoie 1 , nazywa s ię  osiami zmiennych

X[ | ] +1* —  v
Zbiorem pól zawierająoym pola podzbiorów leżąoych na lewo 

i  na prawo o s i  x ^ ,  i  ■ jjj-J + 1 , n przyporzodkowuje s ię
odpowiednio l i t e r y  x A i  x 1#

D efin ic ja  10

Tablioę z opisanym wyżej przyporządkowaniem zbiorom pól 

l i t e r  x ^ f i i •<
x A, j e ś l i  6^,-0 

x i f  j e ś l i  €^»1
•»  n» ^  £-^0,lj- t "

nazywa s i ę  ta b l io ą  loglozną n zmiennych.
Na r y s .  5 przedstawiono dla przykładu sposób przyporządko­

wania zbiorom pól niektóryoh l i t e r  x®i w tab lioy  log iczn e j 6 
zmiennych (na rysunku daną zmienną wpisano obok tylko jednej 
z j e j  o s i ) .

Hys. 3 .  Zbiory pól tab licy  log iczn e j 6 zmiennych, którym przy* 
porządkowano l i t e r y  x1 i l 2 *  o ra*  * 4  1  (b)

Działaniom logicznym na l l te rao h  odpowiadają w tab lioy  lo -  
g loznej d z ia łan ia  teorlo-mnogośoiowe na zbiorach pól przyporząd­
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kowanym tym literom . Negacji odpowiada dopełnienie do zbioru 
wszystkich pól t a b l ic y ,  dysjunkcji  -  suma (połączenie) zbiorów 
pól, a koniunkcji -  iloczyn (przecięc ie)  zbiorów pól.

Funkcja j e s t  w tym przypadku funkcją , która przyjmuje 
wartość 1 dla podzbiorów pól odpowiadających 1 koniunkcji l i ­
ter oraz wartość 0 -  dla pozostałach podzbiorów pól. Zespoły są
zbiorami powstającymi przez przecięc ie  s ię  dowolnych zbiorów,£
którym przyporządkowane są l i t e r y  x ^ i .

Można łatwo pokazać [6 ] ,  że zespoły tworzą w tab licy  lo g icz ­
nej charakterystyczne kon figurac je , oo ułatwia ich rozpoznawa­
n ie . Prostemu implikantowi fu n k c ji  log iczn ej odpowiada zespół 
maksymalny w obrazie T ( f ) . Jako złożoność zespołu E^, przyjmu­
je s ię  l iczbę  l i t e r  koniunkcji cC (Ej) odpowiadającej temu ze­
społowi.

Przykład 1

Określić wyrażenie ąuasi-minimalne fu n k c ji  7 zmiennych f  dla 
k tó r e j :  S21 = 1 1 ,4 ,1 0 ,1 1 ,1 3 ,1 4 ,1 6 ,1 7 ,3 0 ,3 3 ,3 4 ,3 6 ,3 7 ,4 0 ,4 2 ,4 8 ,

4 9 ,5 2 ,5 4 ,5 8 ,6 0 ,6 2 ,6 3 ,6 6 ,6 7 ,6 9 ,7 0 ,7 2 ,7 4 ,7 5 ,7 6 , 
8 1 ,8 2 ,8 5 ,8 6 ,9 0 ,9 3 ,9 6 ,9 e ,99 ,101,109,113,116,120|

oraz S2° = {  3 ,5 ,7 ,2 0 ,2 2 ,3 5 ,3 9 ,5 1 ,5 5 ,6 1 ,6 8 ,7 1 ,8 3 ,9 1 ,9 2 ,1 0 5 ,  
107,108,110,111,121,123} .

Tworzymy obraz T(f) przez wpisanie 1 w pola o numerach ze
<1 q

zbioru 52 oraz 0 w pola o numerach ze zbioru 52 . Pozostało 
pola mają wartośó *  .
Realizujemy algorytm Aq .

W wyniku otrzymujemy pokrycie M^(T) przedstawione na ry3. 6. 
Pola dla których generowano gwiazdy w I  etap ie  gwiazdy ro z łą ­
czne oznaczono przez +, a w I I  etap ie  przez *  . Liczby wpisa­
ne w te pola oznaczają kolejność generowania gwiazd. Pola zbio- 
ru F pokrywane przez inne zespoły maksymalne każdej gwiazdy 
n iż  wybrana z n ie j  quasi-eks trema la tzn. pola zbioru (G (e)\
\ L *) n F  ̂ oznaczono kropką. W I I  etapie algorytmu określono 

30gwiazdę pola e zaw ierającą quasi-ekstromalę LQ. Tak więc 
4 = 1 ,  £ = z(Lq) = 3. Łatwo s ię  można przekonać, że j e s t  to

jednak pokrycie ś c i ś l e  minimalne, ponieważ w przypadku gdyby
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13■w trzeoim kroku generowano gwiazdę dla pola e zamiast pola 
e"*1 , to pole e^  pozostałoby niezakropkowane i  Jako gwiazda 
należałaby do zbioru gwiazd rozłącznych.

Wyrażenie algebraiczne odpowiadające pokryciu Mq(T) J e s t  
n astępu jące !

5
M^(f ) «. V cC.

i«1 1

« 1

SC oc ( L ± )
* 5

=

* 1
-

X 4 X 5 X 6 * 6

r s
* 1  * 3 * 4 * 5

* 2

3X X ^ X j X r j
* 7

s

X 1 X 5 X 6 X 7

* 3
-

* 1 X 4 X 6 * 8
-

X 1 X 2 X 6 X 7

* 4

X

X 2 X 4 X 6 * 9

X

5  W e

W przypadku syntezy układów rea lizu jący ch  funkcję m -  wyj­
ściową, każde pole tab licy  logicznej dzielimy na m komórek, 
którym przypisujemy kolejne indeksy 1 ,2 ,  . . . ,  m. Otrzymaną t a ­
b l ic ę  nazywaó będziemy m-wyjściową t a b l ic ą  log iczn ą.

Funkcja m-wyjściowa J e s t  równoważna zbiorowi m fu n k c ji  Jed-
nowyJściowych f  , k *1 ,2 ,  . . . ,  m. Obraz fu n k c ji  otrzymujemy

i k kprzez przypisanie każdej komórce e J * w artośoi f  (52j) •
Zespół w tym przypadku powinien odpowiadaó dowolnej koniunk- 

c j i  l i t e r  zaopatrzonej w zbiór Indeksów I <  -{1 , . . . ,  mj- okre­
śla jący ch  funkcje f k , które ta koniunkcja im plikuje. Stąd wy­
n ik a , że zespołem J e s t  każdy ta k i  zbiór komórek, że J e ś l i  go 
rozbijemy na podzbiory komórek o Jednakowych ideksach, to ko­
mórki każdego podzbioru będą leżeó w polach 'tworzących zbiór 
odpowiadający jednej i  t e j  samej koniunkcji l i t e r .  Koniunkoję 
odpowiadającą zespołowi E będziemy oznaozaó przez cC ( E ) , a 
zbiór różnych indeksów Jakie posiadają  Jego pola przez I (E ) .  
Przez oCl(E) będziemy oznaczaó zap is  algebraiczny zespołu E 
w p o sta c i  konkatenacji c c ( e ) i ( e ) .
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Złożonośó e (E) zespołu E określa  s i ę  jako sumę liczby  l i t e r  
w koniunkcji ci (B) oraz liczby indeksów w zbiorze I (E ) *

Wynika s tą d ,  że w przypadku gdy E  ̂ C E2 r e la o ja  z(E1) >  e(B2) 
zaohodzi, gdy zespołom E1 i  E2 odpowiadają identyczne zbiory 
indeksów, to znaozy, gdy I ^ )  *  iCEg) .  J e ś l i  1(3^) 4  I (E2) » 00
w tym przypadku musi oznaozaó równośó koniunkcji cc (E^) « r f (E 2) 
oraz zachodzenie r e a k o j i  I(E.j) c  I(E2) , wówczas z (E^) <  z(E2) .

i ,  LZ

t i
*4

x3

Rys. 7 . Przykłady zespołów w trójwyjśoiowej tab lio y  log iczn e j
4 zmiennych

Na r y s .  7 pokazano przykłady zespołów w trójwyjśoiowej t a ­
b lioy  lo g iczn e j 4 zmiennych. Zespołem maksymalnym w obrazie T(f) 
nazywa s i ę  maksymalny względem in k lu z j i  zespół L, charaktery­
zujący s i ę  pewnyoh zbiorem indeksów I  <  -[i, . . . ,  mj- i  sp e ł­
n ia jący  warunki: L £ F 1u F% L n y 1 / 0 .

W przypadku syntezy układów wielotaktowych, w wyniku, syn­
tezy ab strakoy jn e j otrzymuje s i ę  zwykle albo zakodowaną ta ­
b l i c ę  prze jśó  i  wyjśó automatów (s ia tk ę  stanów elementów po-
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średnicząoych i  wyjściowych) lub ta b lic ę  k o le jn ośc i  łączeń [5 ] .  
W obu przypadkach powstaje wówczas problem syntezy układu lo ­
gicznego o tylu wyjściach i le  j e s t  elementów pośredniczących 
i  wyjściowych w automacie. J e s t  to zatem omówiony już poprzed­
nio problem syntezy układu rea lizu jącego  funkcję w ielowyjścio- 
wą.

Prz.-ykład 2 1^

Dokonać syntezy automatu wielostanowego opisywanego ta b l ic ą  
k o le jn o śc i  łączeń przedstawioną na r y s .  8. Element X j e s t  e le -

Takty *i 2 3 4 5 B 7 8 9 10 11 12

X 1 — + — + —

Stany Y f 2 — + — “f* —
elementów y2 9 — + — + —

y3 8 — ~b —

Stopień łączenia 0 1 2 6 D 1 3 7 15 9 8 0

Rys. 8, Tablica k o le jn ośc i  łączeń dla przykładu 2

mentem wejściowym, a elementy Y,1,Y2 ,Y-j są elementami pośredni­
czącymi. Określimy funkcję f ^ j f g j f ^ ,  które mają realizować 
układy s te ru jące  elementami pośredniczącymi Funkcje
f k ,k = 1 ,2 ,3  określimy w oparciu o zbiory numerów j  ciągów j 
na których przyjmują one w artości 1 i  0 .  Oznaczmy te zbiory od­
powiednie przez ¿2 ' i  S20,]c. Zbiór składa s ię  z nume­
rów (stopni łączenia) odpowiadających stanom włączenia elemen­
tu Y, , włączajac stan poprzedzający włączenie2  ̂ i  wyłączając

• 3) ’stan  noprzedzajacy wyłączenie ' .

jt \
/Zaczerpnięty z pracy [5 ] .

^Fcniew ar w stan ie  poprzedzającym włączenie powsrają warunki 
włączenia elementu.

3)<Analogicznie
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Zbiór 520,k składa s ię  z numerów (stopni łączen ia )  odpowia­
dających stanom wyłączenia, w łączając stan  poprzedzający wy­
łączenie i  wyłączając stan poprzedzający w łączenie. Obrazy 
T(f^) , k = 1 ,2 ,3  przedstawiono na ry s .  9. Pola puste odpowia­
dają wartościom obojętnym.

r(f>) T(f2) T (f3)

0 t 1 1

0 1

0 0
XZ —1

0

'4

*1

0 0 1 1

0 1

0 0
XZ

0

;<4

*V

0 0 0 0

0 0 1

0 1
*2

1

(4
*3 *3 *3

Rys. 9. Obrazy T ( f1) , T ( f2) ,  T ( f3)

Aby uzyskaó minimalną1)  r e a l iz a c ję  układu należy funkcje
\r

t  t k = 1 ,2 ,3  traktować łą c z n ie ,  jako odpowiadające jednej 
fu n k c ji  trójwyjściowej f ,  zamiast rozpatrywać je oddzieln ie* 
Obraz fu n k c ji  T ( f )  wraz z zaznaozonym pokryciem ąuasi-minimal- 
nym M^(T) przedstawiono na r y s .  10.

Zmienne wejśoiowe układu odpowiadająoe wyjściom elementów 
X,Yi ,Y2 i  Ŷ j oznaczaono przez x ,  y . ,  y2 i  j y  Wyrażenie a l -  
gebralozne odpowiadające pokryciu M^(T) j e s t  n astęp u jące :

M^(f) -  V
i«1 1

13

gdzie oiI(I<1) ■ xy-j { 1 }  

cCI(L2) » y ̂ y2

oCI(L3) -  i 2 *3}

« I  ( L j xy. { > }
Ponieważ A -  0 i  5 = 0  więo j e s t  to wyrażenie minimalne.

1̂ Nie rozpatrujemy tu zagadnień hazardu i  wyśolgu.



250_____________  b . S .  Miohalskl

y r

</2
U3

A = 0
<5=0

Rys. 10. Obraz T (f)  wraz z zaznaczonym pokryciem Mq (T)

Z wyrażenia M ^f)  otrzymujemy wyrażenia k ■ 1 ,2 ,3 ,  od­
powiadające pokryciem podobrazów T (fk) , Jako sumy takioh ko- 
n iun kcji  cC{L^), że I(L^) zawiera indeks k :

M ^ f1) -  xy3 v Ja72 

Mq ( f 2) .  yl7z v  iy^y^

H ^ f 3 )  -  ^ ^ 3  v  * y 3

Układ logiczny odpowiadający powyższym wyrażeniom i  zbudowany 
na elementach "NAND" przedstawiono na ry s .  11«
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*  th y z y_3

r 1

f 3

Rys. 11. Sohemat układu na elementach "NAND" rea lizu jąceg o
funkoję trójwyjśoiową f

Zawiera on 9 elementów i  17 wejśó na n ie .  Łatwo sprawdzió, że 
minimalna r e a l i z a c ja  fu n k c ji  f k , k «  1 *2 ,3  rozpatrywanych od­
d z ie ln ie  wymagałaby 11 elementów i  21 w ejśó.

Zakoćozenle

Opisany w praoy ąuasi-minimalny algorytm określan ia pokryó 
może byó łatwo realizowany ręcznie przy obrazach fu n k c ji  za­
wierających do około 300-400 pól (komórek).

W zagadnieniach syntezy automatów może byó on więo r e a l i ­
zowany ręoznie przy funkcjach jeanowyjściowyoh do ok. 8 zmien­
nych, a przy funkcjach na przykład sześolowyjśoiowych -  do ok. 
6 zmiennych. Maszynowa r e a l iz a c ja  algorytmu, konieczna przy 
b a ra z ie j  złożonych problemaoh pokrycia, również J e s t  p ro sta .

W oelu sprawdzenia użytecznośoi algorytmu dla automatycz­
nej syntezy pokryó z o s ta ł  on zaprogramowany w języku Lapa3 na 
maszynę cyfrową Odra 1204 w Centrum Obliczeniowym PAN. D ziała­
jący obeonle program umożliwia syntezę pokryó przy funkcjach 
do 31 zmiennych. Wyniki przeprowadzonych badań oraz opisy 
różnych modyfikaoji algorytmu będą przedmiotem oddzielnej pu­
b l i k a c j i .
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