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WSTEP

Zagadnienie zginania cienkosciennych +ukéw o] przekroju
pierscieniowym (rury zakrzywionej) bydo rozpatrywane najpierw
przez A. BANTLINA, Li] = Autor ten zajmowat sie zagadnieniem
zginania tzw. kompensatoréw lirowych. W pracy [1] wykazat, ze
przemieszczenia obliczone w oparciu o réwnanie rézniczkowe
pretow zakrzywionych

Rx “R" IT ()

sg - w przypadku przekrojoéw pierscieniowych - kilkakrotnie
mniejsze, niz analogiczne przemieszczenia wyznaczone na dro-
dze doswiadczalnej*

Pierwszym, ktory uwzglednit zmiane przekroju poprzecznego
(sptaszczenie przekroju) w zginanym duku byd T. KARHAN [10].
Wychodzgc z metody RITZA-EAYLEIGHA 1 przyjmujac, ze skdadowa
przemieszczenia stycznego moze bydé przyjeta w postaci szeregu

flt=]C C2n sIn 2n? @
n»1

T. KARMIN otrzymat réwnanie roézniczkowe osi odksztatconej +u-
ku w postaci

R KEI
Wystepujgca w rownaniu (3) liczba K < 1, uwzglednia zmniej-
szenie sztywnosci 4uku - w stosunku do rury prostej. Liczbe

te, zalezng od liczby wyrazéw szeregu (2), nazywa sie dzisiaj
powszechnie liczbg KARMANA. W pordwnaniu z wynikami A. BANT-
LINA, wyniki T. KARMANA odbiegaty Juz tylko o 20# od danych
doswiadczalnych.

Nastepne lata przynosza bardzo duzg liczbe publikacji. Ob-
szerny przeglad prac do lat 1949-1955 mozna znalez¢ w litera-

turze [3], [71., [Bai , [18] .

Obecnie przejdziemy do oméwienia nowszych prac poswieco-
nych temu zagadnieniu.

Z prac doswiadczalnych wymienimy badania J.H. FORDA 1 C.E.

TURNERA, [6] oraz A.G. KAMERSZTEINA [31a]. Badania te doty-
ozyty +4ukéw gtadkich i segmentowych. Jak to wynika z pracy



[3ia] dla 4ukéw o duzej krzywiznie istniejg pewne rozbiezno-
Sci miedzy danymi doswiadczalnymi, a wynikami np. CLARKA-
-REISSNERA. Zatem badania, odnoszace sie do zagadnienia zgi-
nania tukéw takiej klasy, sg w dalszya ciggu aktualne.

Prace teoretyczne, ktdére sie ostatnio pojawity dotyczytyi
metod asymptotycznego catkowania, uogélnienia rozwazan na za-
gadnienie niejednorodne (obolgzenie #*uku cisnieniem zewnetrz-
nym lub wewnetrznym), rozpatrzenia standw sprezysto-plastycz-
nych, rozwoju teorii nieliniowej, 1 wreszcie - zagadnien ped-
zania. Przejdziemy teraz do krotkiego oméwienia tych wynikow.

Problematyke nieliniowg podeJmUJq w swoich pracach E.
REISSNER 1 R_A. CLARK. Go&zerne oméwienie wynikéw tych auto-
row znajduje sie w pracy E. REISSKERA ilSaJ. Do tej grupy na-
lezg réwniez dalsze prace E. REISSNERA [lob] 1 [150] -

Za kontynuacje prac E. REISSNERA uwaza¢ nalezy prace E.L.
AKSELRADA [21] . W pracy [2i&] rozpatrzono zagadnienie zgina-
nia 4uku przy duzych ugieciach - dla profilu otwartego, zas
w [21b] uzyskano réwnania dla 4uku o dowolnym przekroju i dla
duzych ugie¢. Praca [2loj obejmuje tematyke, dotyczacg zgina-
nia d+uku o przekroju pierscienia kotowego, w ramach teorii
nieliniowej, wreszcie w pracy [2MJ rozpatrzone przypadek ob-
cigzen zewnetrznych (cisnienie).

tuki obcigzone cisnieniem od wewngtrz byty réwniez rozpa-
trywane przez R_A. CLARKA, por. [15aj oraz przez P.G. KAFKE
i M_.B. DUNNA [9] -

Dla przekrojow zblizonych do pierscienia kotowego i1 obcig-
zonych cisnieniem, istniejg rozwigzania D.L. KOSTOWIECK1EGO,
[32 , w ramach teorii liniowej [32a] oraz dla duzych ugied,
[32b]. Przypadek utraty statecznosci (dla przekrojow jak po-
wyzej), zostat rozpatrzony w pracy [32c]e

Ciekawy sposob ogdlniejszego podejscia do omawianej tutaj
problematyki, dla speojalnych strsow odksztakcenia i przy pe-
wnych ogdélniejszych obcigzeniach brzegowych, przedstawione w
pracy K.F. CZERNYCHA [27] .

Dalsze rozwiniecie metod asymptotycznego catkowania znaj-
dujemy w praoy S.A. TUMARKINA [37] , stabelaryzowanle zas pa-
rnych funkcji, podstawowych dla tej metody - w pracach L.N.
NOSOWEJ 1 S.A. TTIMARKINA [34] oraz L.I. OSIPOWEJ 1 S.A. TU-
MARKINA [36] .

Za probe analitycznego wyznaczenia naprezen w lukach seg-
mentowych mozemy uwaza¢ prace U.l. ESTRINA [29].

Zginanie tzw. rurek (sprezyn) BOURDONA, rozpatrywane row-
niez przez W.l. FIEODOS”JEWA, oméwidta w swojej pracy L.E.AN-
DREJEWA [20] .

Zginanie 4ukoéw o przekroju soczewkowym, dla przypadku,
gdy dolna 1 goérna czes¢ soczewki sg roéznej grubosci i posia-
daja r6zne promienie, rozpatrywane bydo przez Z. OLESIAKA[i4]



Wpdyw wregoéw przy zginaniu rur o przekroju kotowym rozpa-
trywat J. NOWINSKI w pracy [13] .

W pracach L.M. KACZANOWA [30a] draz W.S. TURKINA [38], by-
40 rozpatrywane zagadnienie zginania sprezysto-plastycznego.
Pedzaniem *ukéw zginanych zajmowat sie L.M. KACZANOW w pracy
[30b] -

Istnieja wreszole — z punktu widzenia teorii powtok — za-
gadnienia bliskie zagadnieniu T. KARMAnAs sg to powdoki toro-
idalne otwarte lub zamkniete, ktore w zastosowaniach spotyka-
my w réznych dziatach budowy maszyn, wzglednie - innych Kkon-
strukcjach. Zagadnienia te sa przedmiotem osobnej grupy prao,
dos¢ szczego6towo omowionych w monografii W.W. NOWOZILOWA [35]
praoy W.l, BULGAKOWA [23] oraz pracy przegladowej K.P. CZER-
NYCHA 1 W.A. SZAMINY [28] -

Z podanego przegladu literatury wynika, ze problemy orto-
trop.owe, w takim ujeciu jak to przedstawiono dalej, nie byty
do tej pory rozpatrywane teoretycznie. Czym nalezy to uzasad-
ni¢? Wydaje sie, ze gkéwng przyczyna braku prac na ten temat,
to trudnos¢ przyjecia modelu teoretycznego, ktory w Jakims
stopniu bytby adekwatny do obiektu rzeczywistego, Innymi sto-
wy zasadnicza trudnos¢ - to uwzglednienie pr badaniach teore-
tycznych skomplikowanej powierzchni takich 4ukéw, Jezeli
przyjmowac¢ sie bedzie za baze wyjsSciowg - rownania teorii po-
wdok izotropowych. Z uwagi na to, ze poruszany tutaj temat
jest wazny w zastosowaniach, istnieja pewne prace doswiad-
czalne, poswiecone tej tematyee. E.T. COPE 1 E.A. WERT, [41
badali doswiadczalnie grubosclenne 4ukl faliste. Z podanych
wynikédw badann mozna wyciaana¢ wniosek, ze dukl te posiadajg
znacznie mniejsza liczbe KARMANA, niz analogiczne +ukl gtad-
kie. W przedstawionej powyzej pracy autorzy nie badali +ukdw
cienkosciennych oraz nie zajmowali si¢ analizg naprezen. tukl
segmentowe byty bedane przez A.ti. KAMERSZUSINA [31bj oraz
A_A. SKWORCOWA [39]. Z ostatnich doswiadczen wynika, ze +ukl
segmentowe posiadajg nieco wiekszg liczbe KARMANA niz analo-
giczne +4ukl gtadkie. W przypadku wiekszej Ilezby segmentow,
pole .naprezen i1 odksztatcen H‘ukoéw segmentowych zblizone Jest
do analogicznego pola Htukéw ghadkich.

Na tle przedstawionego powyzej zarysu historii badan teo-
retycznych i doswiadczalnych, odnoszgcych sie do zginania 4u-
kéw cienkosciennych, mozemy uwypukli¢ niektére, oryginalne
zdaniem autora, wyniki zawarte w niniejszej rozprawie.

W pracy rozwigzano zagadnienie zginania 4ukow ortotropo-
wych, w oparciu o réwnania teorii powdtok ortotropowyoh. W
zwigzku z tym tematem wydonida sie problematyka budowy roéwnan
ogolniejszych, dla analizowania innych przypadkéw obcigzen.
Pozwolito to autorowi sformutowac¢ pojecie ortotropll pier-
wszego rodzaju oraz wyprowadzi¢ réwnania teorii takich powlok,
Do rozwigzania tak postawionego zagadnienia zastosowano meto-
de sit zespolonych - tutaj odpowiednio uogdlniong. Koncowe
rownania (réwnania zasadnicze) otrzymano w formie, ktoéra u-



mozliwia pominiecie matych wphkywéw. V ten sposéb uzyskano pe-
wng metode, ktora pozwala na zapisanie réownan zasadniczych w
najprostszej postaci. Jako logiczng konsekwencje tego sposobu
otrzymano pewien prostszy wariant réwnan teorii powtok izo-
tropowych.

Przejdziemy teraz do zwieztego oméwienia tresci rozdziatow.
Catos¢ rozprawy jest podzielona na cztery rozdziaty. W roz-
dziale pierwszym wyprowadzono réwnania teorii powkok ortotro-
powych, przy uwzglednieniu obcigzen powierzchniowych 1 wphy-
wow termicznych. Zagadnienie traktuje sie jako liniowe w sen-
sie geometrycznym i Ffizycznym. Stosuje sie wszystkie zatoze-
nia klasycznej teorii powkok, zmieniajac tylko strone fizycz-
ng. W tej ostatniej stosuje sie uogdélnione prawo HOGKE’a dla
zagadnien ortotropil pierwszego rodzaju.

W rozdziale drugim rozpatruje sie zginanie Huku falistego,
a w trzecim - zginanie +4uku segmentowego.

Wreszdie rozdziat czwarty obejmuje aiektoére zastosowania
podanych poprzednio wynikéw, zawiera rowniez wnioski Kkorncowe
1 podaje zestawienie uzywanych tutaj symboli, W zakonczeniu
pracy podano cytowang literature, skorowidz nazwisk oraz przy-
toczono obszerne streszczenie catej pracy.

Rozprawa niniejsza jest syntetycznym ujeoiem prac autora



Rozdziat |

ZASTOSOWANIE SIt ZESPOLONYCH
W TEORI1 POWLOK OETOTROPOWYCH

1. Okreslenia wstepne

W niniejszym rozdziale zostaty wyprowadzone podstawowe row-
nania teorii powtok ortotropowych. Przedstawione zagadnienie
ujmuje sie jak najogélniej, przyjmujac szesé funkcji chara-
kteryzujacych omawiang tutaj ortotropie. Otrzymane rownania
stosujg sie zarowno do ortotropil naturalnej (wkasnos¢ mate-
riatu), jak i do ortotropil konstrukcyjnej pojetej mozliwie
ogolnie (powkoki uzebrowane, pofatdowane, o zmiennej grubosoi
itp.),

W pewnyoh zagadnieniach teorii powlok «rystepuje ortotropla,
ktéra moze byc¢ okreslona jako wkasciwos¢ posiadania réznych
wdasnosci sprezystycn, przez pewne skonczone elementy zawie-
rajagce pofatdowania (uzebrowania). W ten sposéb okreslong or-
totropie nazywa¢ bedziemy ortotropla konstrukcyjng pierwszego
(drugiego) rodzaju.

Do istniejacej w rzeczywistosci powierzchni sSrodkowej po-
wdoki danej, mozna przyporzadkowa¢ powierzchnie umowng, tj.
takg powierzchnie, wzgledem ktérej wystgpig np. pofatdowania.
Jezeli powierzchnia umowna moze by¢ okreslona analltyoznle,
znacznie prosciej, niz powierzchnia Srodkowa powdoki danej,
wtedy mozemy w przyblizeniu analizowa¢ stan odksztatcenia 1
naprezenia powkoki umownej, obcigzonej Jak powtoka dana, z
warunkiem ekwiwalentnosci odksztatcen obydwu powtok. Mozna
to osiaggnagc¢ traktujgc powkoke umowng jako powkoke ortotropowa,
0 odpowiednio dobranych funkcjach ortotropil. Funkcje te mo-
zemy wyznaczyC, porownujgc odksztatcenia elementu powdoki da-
nej i powtoki ortotropowej umownej. Nalezy tutaj wprowadzic
konstrukcyjne wartosol modu#éw YOUNGA, KIRCHHOFFA oraz liczb
PO1SSOKA. Tak ujeta ortotropie stosowano do tej pory wydgcz-
nie dla powtok obrotowych [2a], 1 to dla stanu quasi osiowo -
-symetrycznego, wprowadzonego przez E, REISSNERA [i5a] . Uwaga
badaczy kierowata sie prawie wydgcznie na powtoki warstwowe i
uzebrowane, o czym Swiadczg dwie - reprezentatywne dla tego
kierunku badan - bogate monografie S_.A. AMBARCUMIANA [19] 1
1.A. BIRGERA [22]. Analogiczng tematyke w teorii ptyt repre-
zentuja monografie M.T. HUBERA, i1&]5 S.G. LECHNICKIEGO [4]
S. TIMOSHENKI i WOINOWSKIEGO-KRIEGERA, [i7] oraz praca U. SO-
KOLOWSKIEGO, [16] -

Wptywy termiczne dla powkok izotropowych, w rowna-
W.W. NOWOZItOWA, wuwzgledniali J.U. GRIGORIENKO i
E.A. ILIN 1263 . W niniejszym rozdziale wptywy termiczne tra-

ktuje sie analogicznie Jak to uczynit W.Z. WLASOS7 w pracy [40]



Przedstawiona tutaj tematyka, wyptyneta przy badaniu przez
autora zagadnien, zwigzanych ze zginaniem cienkosciennych #u-
kéw ortotropcwych* Zagadnienia te mozna w przyblizeniu roz-
wigza¢, stosujgc teorie powkok ortotropowych dla stanu quasi
oslowo-symetrycznego. Niniejszy rozdziat ma na celu wyprowa-
dzenie roéwnan ogélniejszych, do badan stanéw dowolnych, z u-
wzglednieniem wpdywédw termicznych. Zwrdécono tutaj szczegblng
uwage na to, aby konicowa uktady réwnan byty jak najbardziej
operatywne a zatem przydatne do zastosowan.

Obliczanie naprezen w powkokach pofatdowanych, z uwagi na
skomplikowany ksztakt tych ostatnich, jest bardzo uciagzliwe a
nieraz wrecz niemozliwe. Zachodzi wiec pytanie: czy stosujac
teorie ortotropii konstrukcyjnej pozbywamy sie tej trudnosci?
W tym przypadku trudnos¢ niejako przenosi sie na zagadnienie
w~naczenla funkcji ortotropii, jednak te ostatnie moga byé
w titielu przypadkach wyznaczone a nastepnie aproksymowane pe-
wnymi przyblizonymi funkcjami, co pozwala dla waznych prak-
tycznie przypadkéw znalez¢ przyblizone rozwigzania.

2. Zatozenia

1. Przedstawione tutaj roéwnania wazne sg dla powkok, kto-
rych powierzchnia srodkowa sparametryzowana jest wspodrzedny-
mi krzywoliniowymi, odniesionymi do kierunkéw g#déwnych.

2. Pofatdowanie fuzebrowanle) powierzchni sSrodkowej powdo-
ki danej powinno byc takie aby kierunki ortotropii pokrywaty
sie z liniami krzywizn gddéwnych. Zatem pofatdowania lub uze-
browania powinny by6é réwnolegle do linii lub a2* Przy-

ktady takiej ortotropii podano na rys. 3. Przypadek, w ktorym
powtoka jest pofatdowana (uzebrowana) krzyzowo, a zachowuje
przy tym ortotropie, moze byé roéwpiez analizowany, uprzednio
jednak, nalezy doswiadczalnie okresli¢ wszystkie funkcje or-
totropii.

3. Przyjmujemy, ze zaleznosci strony statycznej 1 geome-
trycznej teorii powdok ortotropowych, sg takie same jak w po-
wiokach izotropowych, przy czym te ostatnie przyjmuje sie
zgodnie z zapisem W.W. NOWOZILOWA [35] -

4. Rozktad temperatury jest funkcja liniowa wzdtuz elemen-
tu normalnego powdoki, a przeptyw ciepta jest ustalony, wtedy

por. np. [&] [17],
(2.1)

ov I» 2

gdzie

t = ) e2)



W réwnaniach (2,1), (2,2)u tZ oznacza temperature ptf
wierzchni powd#oki dla z * + ~ (rys. 2), a t -dla z » -
to je'st temperatura powierzchni Srodkowej powloki, aoc 2 sa

ortogonalnymi wspo4rzednymi krzywoliniowymi .
Przyjmuje sie rowniez Srednie wartosci dla moduddéw sprezysto-
Sci, jako niezalezne od temperatury.

5. Wyniki uzyskane na podstawie przytoczonych tutaj roéwnan
bedga tym doktadniejsze im odchylenia powierzchni $rodkowej po-
wdoki danej od przyporzadkowanej jej powierzchni umownej bedg
mniejsze.

6. Wystepujgce tutaj sktadowe wektora obcigzenia powierz-
chniowego Xj, Z sa tylko funkcjami wspoéd+rzednych”™, o2.

7. Rozpatruje sie tylko mate odksztatcenia i ugiecia (teo-
ria liniowa fizycznie i geometrycznie). Materiat zas podlega
prawu HOOKE “a, ktdre okreslone jest relacjami (5.1).

8. Wystepujacy tutaj indeks j przebiega liczby i, 2.

3. Strona geometryczna
Odksztatcenie elementu powtoki 67, kat odksztatcenia po-
staciowego @ , zmiany krzywizny linii g#éwnych skrecenie
elementu powierzchni T wynoszg, por [35]
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Powyzszym skdadowym stanu odksztatcenia odpowiadajg naste-
pujace warunki nierozdzielnosci przemieszczen, wyprowadzone
przez A_L. LiOLDENWEIZERA [25] .

"3, ot gAJd

-J -m? —j-*i> - i ~
A3-J m? +<*h-j-*j> |r1+Aer3_J*ZT%'{;_‘J

o asi 4 '""Ao 4 R, OA] i
' RJ[A3-J +(£3-J-V~an +AJ + N i+
N *2 i fn i T, 02 9 2 > . B i &%/

R~ + 17 + A 7

*NMH+A +7N<el SH5*2 -0
G-2)
Wystepujace w roéwnaniach (3.1) sktadowe wuj, w wektora

przemieszczenia, posiadaja wartosci dodatnie dla przyjetego

uktadu osi, podanego na rys. 1. Promienie krzywizny linii cc*
oznaczono tutaj przez R



Stan, zwany tutaj quasi osiowo-symetrycznym moze byc o-
okreslony rownaniami [i5aj

u+= U a ac), u2 av » k>, W « wx). (3.3)
Wtedy tez, jak to wynika z réwnan (3.1)2 (3.7, bedzie
a>= o, r- o (3.4)

Dla takiego przypadku zmiany krzywizny linii gdéwnych wynosza

*j " fc M* *2 = * s>, 3.5
% 2

gdzie

(3*5)

przedstawia zmiane kata nachylenia stycznej do potudnika.
Stan osiowo-symetryczny otrzymujemy, przyjmujac

k » 0 @G.7N

4. Strona statyczna

Warunki réwnowagi dla ukdadu linii ortogonalnych pokrywa-
jJacych sie z krzywiznami gdownymi, zgodnie z A.E.H. LOVE?SM,
[ii1 maja postads
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1
. o 4.1
gl <94 - - (cd.
K2 Ki
S1 "™ R2 * S2 *“ BA
Wystepujgce w powyzszych réwnaniach wszystkie wielkosci
wewnetrzne oraz wspodrzedne wektora obcigzenia powierzchnio-

wego, przedstawiajg wartosci dodatnie, gdy posiadajag zwroty

takie jak na rys. 1. Eliminacja sit poprzecznych Q. 2z ukta-
du (4.1), daje J

gdzie, por. [35]

S - Si - - S2 - K -4 <V K2

Stan quasi lub osiowo-symetryczny wystepowaé¢ bedzie wtedy
gdy wszystkie wielkosci wewnetrzne oraz sktadowe Z be-

da jedyni« funkcjami a zas sktadowa bedzie réwna seru.
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5. Strona fizyczna

Prawo HOOKE’A dla rozpatrywanej tutaj ortotropll przyjmu-
jemy w postael nastepujacej

N =1=6rf~A[VvV]j.r 63-j " (I+>3-j,rK to]

Tz - TI12

Wystepujace w (5.1) napre-
zenia pokazane sg na ryB. 2.
Indeksy rt(z) odnosza sie do
rozciggania (zginania) a s,K
- do Soinania (skrecania).Bu-
dowa réownan (5.1) to wynik
przyjecia przez nas liniowego
rozktadu naprezen na elemen-
cie normalnym powdoki (rys.3)

Wprowadzmy teraz sztywno-
Soii rozciggania - Sciskania,
zginania, $cinania oraz skre-
cania

Eir: h
1“VJr NS-J.r*

5.2)
J.3-3 " °j V3-j,z = "3-3,J*
Esh Ej- h3
A* 2(i+V8T* B * <

* - - - - - -
F Przecinak wprowadzono dla rozdzielenia dwoéch Indekséw, nie
oznacza on zatem - w tym przypadku - roézniczkowania.



a, = const.

@\
as) i agy

- N

r

Rys. 3
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Zaleznosci (5-2)2 i (5-2)4 wynikajg z zastosowania zasady

BETTIEGO dla uktadédw podanych na rys. Sa”, 3a2. Podstawiajac
(5-2) do (5.1) otrzymujemy

“i - fj.r e« *V I -*"¢ * ‘53>

gdzie

j.r “ S[°J Gi + °J.3-J £3-J " (Cj+Cj ,3-jK tol
(.4
*"N[Dj vi + Dj-3-j *3-J - (DJ+Dj ,3-jK *]
Obecnie okreslimy sity wewnetrzne w przekrojach powtoki
nastepujacymi przyblizonymi roéwnaniami
h/2 h/2

bj*/ etdi>sj” | V 1t fc>
th2 ~h/2 33

(5.5)
Gr T Fe KU/ Trd
-hs2 -h/2
Podstawiajgc (56.3), (6.4) do (56.5) otrzymujemy
NJ * °j £i + C3-j,J e3-j “ (CJ+C3-J,J)oft to
S.a A(j+ pM T, S a Ad|
J B3-j -~ " (5.6)

Mj = DJ ~j + °3-j,J *3-J “ MDj+D3-j,.j t *
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Przyblizone rownosci (5.5) sa tak zapisane, ze zaleznosci
(5.6), przy zatozeniu izotropil i braku wptywow termicznych
przeohodzg w relacje W_W. NOWOZILOWA.

Przeksztatcajgc uktad réwnan (56.6) w ten sposoéb,aby skta-
dowe odksztatoenia wyrazaty sie przez sity wewnetrzne, otrzy-
mamy

€3 " “va-3ti H3-J *at to”~

“a-1 e «» *Te <5-7>

tutaj
S 3-j e
i 727 c2 e *3-j, ccC - Ccz
CJC3-J cJ,3-J CJC3-J cj ,3-j
(5-8)
D3-1 . ®1f3-1
£i DD - d2---—- - *3-3,§ ¢ . _ d5-——
BJU3-J BJ,3-J DJU3-J DJ,3-J

Zamiast konstrukcyjnych moduddéw YOUNGA, wprowadzamy nie-
kiedy funkcje ortotropii, ktore definiujemy rownaniami

kiri<2) = -rl, k-;calfy2y M *“F*

y v 24 .~ 4 | <ker>
\Y a \M Es(@1+v) v ( * \df 1%
gAl*2n E(i+VsJ* kk*xI»?®) — F,(i+VK

Obeonie postaramy sie Jakosciowo ocenié¢ wystepujgce tutaj
konstrukcyjne moduty E”N )» ~ ) oraz funkcje ortotropii k* 7

Jako fierwszy przypadek rozpatrzymy pofatdowanie wzgledem li-
nii «Z (rys. 3a). Wtedy otrzymujemy
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ElIr > E ckilr > 1, E2r < E :k2r> 1t

Eiz> E N\ z>* *2»<  E Sk2z™N *» t5*10)

G > 6 kg >1, m Gkt > G :kk > 1

Jezeli chodzi o nieréwnosci (5.10)" - (5.10)12, to rela-
cje te nalezy ustala¢ doswiadczalnie, wzglednie na podstawie
obliczen.

W przypadku pofatdowan wzgledem linii ac*t mozemy ustalic
analogiczne do (5.10) nieréwnosci.

Eir< E kir <1i, E2rs E :k2r < 1,
Eiz™ E kiz<1* B2z> E sk2z< 1* (6*11n~
Gg > G ks > 1i, Gk > G jkk > 1

W przypadku pofatdowan nie pokrywajacyoh sie z linig arlf
(a,,), lecz przy zachowaniu ortotropii, to jak juz wspomniano
nalezy wszystkie funkcje ortotropii wyznaczy¢ doswiadczalnie.

Stosujgc zasade BETTIEGO do ukdadu podanego na rys. 2a”t
2a2, otrzymujemy przyblizone zaleznoSci

VAy.

" —_—— —_— * = p—
Var Ir 2rk E KIzV2;2® k k— (6.12)

W przypadku pofatdowan wzgledem linii a», mozemy przyjac,
ze

°Ir * yXz ~ y » (5.13)

zas przy pofatdowaniach wzgledem linii <

V2r * V2z ~ v (5.149)

Zaleznosci (6.12) - (5.14) maja taka samg budowe jak w teorii
ptyt o ortotropii konstrukcyjnej, ,por. np., [20]-



W przypadku powtoki posiadajacej uzetorowanie pokrywajace
sie mp-- z linig A (rys. 3% otrzymamy

(5.15)

G « G : G’k G : kk « 1

Funkcje zas klr, kiz» Jak to wynika z pordwnania odksztat-

cen powdoki ortotropowej 1 izotropowej, moga by¢ przedstawio-
ne w postaci ilorazéw odpowiednich powierzchni oraz - momen-
toéw bezwhadnosci. Okreslenie funkcji dla takiej ortotropii
obszernie oméwiono w pracy [2J.

Dla okreslenia funkcji ortotropii pierwszego rodzaju (dla po-
wdok mato wyniostych) mozna stosowa¢ wzory podane w pracy U20]
Dla innej klasy powkok funkcje te, Jak juz zaznaczono, nalezy
otrzymywa¢ z poréwnania odksztakcen, a w przypadkach gdy to
Jest ze wzgledéw obliczeniowych niemozliwe - doswiadczalnie.

W przypadku ortotropii naturalnej, funkcje te ustala sie
doswiadczalnie.

6. Rozwigzanie w sitach zespolonych

Koncowe réwnania teorii powtok mozemy zapisaC w przemiesz-
czeniach, w sitach lub w postaci mieszanej (potaczenie Tunk-
cji naprezen i przemieszczen). Jezeli analizowa¢ wyszczegol-
nione powyzej mozliwosci rozwigzania przedstawionego zagad-
nienia, to z uwagi na to, ze wystepujgce tutaj sztywnosci A,
B, Cj, C3jJ j, Dj, D,jg A j moga by¢ w najogélniejszym przypad-

ku funkcjami zmiennych , 02 - metoda przemieszczeniowa pro-

wadzi do bardzo skomplikowanych operatoréw réwnah przemie-
szczeniowych. Niektére przypadki takich ukdadoéw dla szczegdl-
nego rodzaju powdtok zostaty rozpatrzone w pracy S.A. AMBARCU-
MIANA [19]. Podobnie i1 metoda mieszana prowadzi do z%ozonych
uktadoéw roéwnan. Dla ortotropii drugiego rodzaju uktady takie
przedstawiono w pracy V. VISARIONA i C. STANESCU R4] . Zasto-
sowanie sit zespolonych do omawianego tutaj zagadnienia po-
siada jeszcze te cenng zalete, ze pozwala na wyeliminowanie
wielkosci matych w réwnaniach zasadniczych.

Zatem, gdy sity zewnetrzne nie sa funkcjami przemieszczen,
Jjedynym operatywnym rozwigzaniem Jest rozwigzanie w sitach
wewnetrznych, ktdére mozna przedstawi¢ w postaci trzech roéwnan
rézniczkowych, zawierajacych - wprowadzone przez W;W. NOWOZI-
tOitA sity zespolone (tutaj odpowiednio uogolnione) oraz sity
zespolone sprzezone. W szczegdélnym przypadku izotropii sity
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zespolone sprzezone nie wchodzg do rozpatrywanych réwnan: sg
one bowiem mnozone przez pewne funkcje, ktore w tym przypadku
mozna .przyja¢ jako réwne zeru.

W wielu przypadkach w powltokach ortotropowych mozemy przy-
Jac pewne uproszczenia, ktore sprowadzaja réwnania do wzgled-
nie prostej postaci, analogicznej do ukd#adu rownan W.W. NOWO-

ZILUWA.

Przejdziemy obecnie do wyprowadzenia podstawowych réownan
teorii powkok ortotropowych, przy wykorzystaniu formalnie
wprowadzonych sit+ zespolonych ! sit zespolonych sprzezonych.
Wprowadzmy stata, znang z teorii powdok izotropowych

h (6.1)
a nastepnie pomnozmy rownania (3.2) przez stala
iii = Ehei, 1= 1, (6.7)
i wprowadzmy do tego ukdadu zaleznosci (5.7)", (5.7)3.

Podobnie, wprowadzmy do uk#adéw (4.T) zamiast momentéw 11.,

K wielkosci okreslone zaleznosciami (5.6)., (5.6)g. Nastepnie
dodajac te dwa uktady otrzymamy

WystepUche w réwnaniach (6-2) pomocnicze funkcje a., »b
k= 1,2,..«,5) seetawiono w tablicy 1.



Jezeli teraz wprowadzimy do ukdadu (6.2) ponizsze, w spo-
sob formalny zdefiniowane sidty zespolone i zespolone sprzezo-
ne

“ONjHIN aB-jUCEt> = M§).
Sj Nj-irr-"~t) = M3-.FfV,,J V (6-3)
S SI s+iS2r = S + K, 1 =S - ~K,
to wtedy uktad (6.2) przyjmie postac
1 [ QA..,

2AjA3_j |(@j1+bji)A3 - j ~ ~ aJ2+bj2} da” NjT aj3+j3~ 9~ W3-j+

e<mj«<Hja)Aj 2< Y5V TF 5™

r D 9SL . D, ON,, ,1

V réwnaniu (6.4) oznaczono przez

«N, SA«
pj* @Ji"bJi)A3-] ~W +(aj2-oj2) -3~ Hj"(aj3“i3* 9a~N3-j +

Oo *
+(aj4"bja™j 35~ +2(aj5~-bjs" S* 6,55
Xt = ARs-j{ 3 Rj N O N I o
“i2A3-jtit |(bji~ A “ifjl @©I2~g3)tql

w tym celu +a-

W podobny spos6b otrzymamy trzeoie réwnanie:
iii réwnaniem (3.2)2

ozymy réwnanie (4.102 % pomnozonym przez



przy wykorzystaniu zwigzkéw (6.6), (5.7)t (4.1HD™ 1 (3.2)™ o-
raz (6.3), tak li w wyniku koricowym otrzymujemy

*t * 1 f » rhi

. ! , B i -
Hi + H2 + A#A2 I~ YT Z-Z. (6.6)

W réwnaniu (6.6) przyjeto oznaczenia

SN ~
pi-BIRIA3-IXI+A3-j Ffal +(V N3-J> FC +

<A i
+(CI27CI4) *x3_i SJF 6.7
oot 9 MHIA2 9t » 9 AR2A1 9t

2ol R1 + R2)t+ ada? Ai P2 A2 W2 |
W najogolniejszym przypadku ortotropil dysponujemy wleo
uktadami réwnan (6.4) - (6.7). W zastosowaniach bardzo czesto
spotykamy sie z pewnymi szczegélnymi przypadkami ortotropil.
Rozpatrzeniem takich przypadkéw zajmiemy sie dalej. Obecnie

przejdziemy do obliczenia sit wewnetrznych, przeuleszuz-en o-
raz katoéw obrotu.

Wychodzgo z réwnan (6.3), mozemy wyznaczyC sity wewnetrzne
przy pomocy zaleznosci

Nj - Re S - ReS,
] (6.8)
“) -si-0jSj-j * K-a1l1*“

Do wyznaczenia wspodrzednych wektora przemieszczenia, mo-
zemy sie postuzy¢ uk#adem réwnan, otrzymanym z polaczenia za-
leznosci (3.1)" 2» (6*7) oraz (6.8):
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Catkujac powyzszy uktad roéwnan otrzymamy sktadowe u”, w;

dalej mozemy obliczy¢ katy obrotu stycznych do linii ocl wo-
k6t stycznych do linii ot3-J* tJ°

Obecnie przejdziemy do oméwienia pewnych szczegdlnych przy-
padkéw ortotropii.

7. Szczeg6lne przypadki ortotropii

Z relacji (6.4), (6.5)", (6.7) wynika, ze podstawowe roéwr
nania upraszczajag sie w sposOb zasadniczy, jezeli przyjmiemy
ponizsze rownosci

fijifj® bje Cj j~ i, (k* ly2,«»,5, 1 m 1,2,»d.4) (7.1

stuszne zawsze dla pewnej klasy powdok izotropowych 1 orto-
tropowych. W tym przypadku wszystkie pomocnicze funkcje, ze-
stawione w tablicy 1, moga by¢ przyjete Jako réwne jednosci,
z btedem nie przekraczajacym wartosci h/Rj* Blad ten Jest wy-

nikiem stosowania w teorii powltok (Scislej w pewnej klasie
powkok izotropowych) hipotezy LOVE’A-KIHCHHOPFA.

W tym przypadku odpowiednie roéwnania mogg by¢ zapisane w po-
staci

ANi 9A,, , ., N GJI .
A3-j + doc3 (NJ“N3-j)+Aj + 2 Ga3_ 6 S “
_ 1 1gF A3-_IL D1 X"3-.i [/ D4 s~™3-1
RJ [ JRi173 j 9aiA2f3_j%ocj
7.2)
- - Aj A3_j (XJ-Xjt),
tutaj
s —1 Dr D33, 'A3-j tSzlar 9 [ ( 1
Y h 1 *j 9*j * EJ ~
(7.3)

— ifia3. cc T3L. 9toJ



ajs
hot
1)j2
bji
bj4
bjs
cp
Cj2

cj3

Zestawienie pomocniczych Funkcji gk, bjk, Gt

Powitoka ortotropowa

(j=12; t=1,...,4) k- 1,-m,5)

. i
u 2L jfi+ 734  ..Aj 1 d
2R ( o/~ dA,.jdaj vm dccj J
1+¥ & Ifl+ i A3 Adh3-) \
: hj Rj i Zi-j dA.jdccj \8j daj )
1. & i
ARj
f B <ff, Rj Aj 1 dA J)
1 ARj Rj-i  dAjld«-j A  dcc3
J. B-jj i »
S2R]
4t 73+ [fi _D}j A3.j 1 dDj-jj |
QRj ( ~D3j dAyj/docj O0,-j d«j
A ifi O+ /4 N D
}JZRj D rdA,.j/d’l’xJ' Dj daj J)
1 ofR !
* B mfi, Rjm, Aj 1 dB
7 t>Rj [ R,j dAjidaH B d«,j J
4 LJ2
o 2ARj
i iS2 ¢ Ri Aj 1 dA
1 2ARj] ( R3-j  dAj/d<x.j 2A  dcc3-j J
i.. iB
1" SIRj —
i B f R . A 1 dB )
s2rj [ R34 dAjid<z3j 28 da3jJ

Tablica
Powloka izotropowa

u M

n (+)c i

i . (Uv)vc m

7 Rj

1-2 «4RV,C i

1 Inv)c(lt Rj )

1 Rj V R3j)
V (1

,Aff-v)vc

1 &Rj

Cw(-vic;f.  Rj )
1 Rj Ir Rs-jJ
4 (1w -

) Rj

] (@v) t

L RY°

1o 1-5,c

i- e i

\l

1
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Trzecie réwnanie aa postac¢ identyczng jak w (6.6),z tym ze
ulega teraz zmianie funkcja P,

f AN N~ N OA- + 0S7™OA,
PJ“HJI[AJA3-IXJI+A3-J 9cc3 +(Nj'"N3-J) +AJ +2S
@4
Uwzgledniajac w (7.4) zaleznos¢ (7.2), otrzymamy
f U*r D+  ON, ,
PJ “ RJAJIA3-J | XIt+ifir~A_JL(+ 0oCJ

(D)
- ofc,; '-fe lf

Dalsze uproszczenie otrzymuje sif w przypadku,gdy spednio-
na jest rownosc

Dj - ~ 3 (7.5

stuszna zawsze dla powkok izotropowych oraz dla pewnej klasy
powtok ortotropowych. Roéwnania (7.2) przyjmuja postac

N o ey S .
4 o R

(7.6)
i

3- HA 9% -~ AM3 - I <

Trzecie réwnanie ma posta¢ takg samg jak w (6.6) z tym, te
ulega teraz zmianie funkcja Pj

FJ “ RIAJA3-IMNXJt + *TFEIN

Funkcje X

i 1 Zt okreslone sa teruz zaleznosciami (7.3),
6.7,
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Wreszcie ostatni szczegélny przypadek to powdoka izotropo-
wa. W tym przypadku otrzymujemy

"C M T17 6B-j.j “ve>  “k* r3-jj m§
3 <7 -s)
®1 “ u ~T~ D,, avD, 56t » He» 4 1 * N5 *
n 12(1-vy) J Rt.3 3 Kh

Uwzgledniajac zaleznosci (7-8) w réwnaniach (7.6), 7.3
otrzymujemy

oSL  OA. , . __ = 0A1
A3-J ~ + g - ¢ 2 s -
A, 4+ cC OH- ,
- 1 -V 3-,<V XJ*>- <Fee>
152«, M A Vt
*»» - - =TT <4: - }:

Poniewaz w wyniku przeprowadzonej tutaj analizy otrzymuje-
my, w przypadku powdoki izotropowej, roéwnania,ktoére réozniag
sie od rownan W.W. NOWOZILOWA. nalezy wykaza¢,, ze rbéznica ta
Jest zgodna z uproszczeniami (7.1) stusznymi zawsze dla powdok
izotropowych. Réwnanie (7.9). Jest w budowie prostsze, niz a-
naloglczne réwnanie podane w pracy [35] .

Dodajmy i odejmijmy w lewej stronie réwnania (7.9)1 wyrazenie
A« 1 ic ON!
- et a otrzymamy (po podzieleniu przez AjA3_j)*

J J

#8 « ~ ~ «A-

SA4 | .4 oij (7.10)
2 ATV %
gdzie N » Nj + ®3-j

W réwnaniu (7.10) funkoje I+ic/R™ mozna przyja¢ Jako row-

ng Jednosci, a otrzymane tak ukdtady réwnan odpowiadajg ukda-
dom podanym w pracy <{jJ5]- Zatem posta¢ (7-9)”, w Swietle u-

proszczen (7.1), Jest rownowarta ukdtadowi (7.10) a jako proat-
sza moze by¢ uzywana w obliczeniach.



Trzecie réownanie otrzymamy wstawiajgac do (6.6) funkcje
przy czym w tej ostatniej réwnosci mozemy uwzgledni¢
I\/\D_ to wtedy otrzymamy

n2 ic | 9 9 \ fil
®i R2A1A2L®al Ai D2 A2 M-l *
(7.11)
AN R2AIX2EN »
albo réwnos¢ (7.10), to wéwczas
n, n,,
17 & 17 ei«v28.z-zt- <SV2XIDDE ML ¥A 1] -
(7.12)
gdzie:
to& ) 9 t1aLill
Ai A2 9ar + 7% Ag Soogll

Réwnanie o postaci (7.12) spotykamy w pracy [35] -

8 . Powkoki obrotowe

W przypadku powtok obrotowych liniami krzywizn gtéwnych sg
potudniki 1 roéwnolezniki. Za wspédrzedne krzywoliniowe wybie-
rzemy teraz katy a i /3 (rys. 4).. Wspékczynniki pierwszej for-
my kwadratowej powierzchni, maja znang postac

A* = RIt A2 =g = RgSina. (8.1

W réwnaniach (8.1) g oznacza promien rownoleznika, okres-
lonego katem a, zas R”™, promienie krzywizn podudnika 1 réw-

noleznika. Poniewaz wspodczynniki Alt Ag sag tylko funkcjami

kata cc,to rownania GAUSSA-CODAZZIEGO sprowadzajg sie do Jed-
nej zaleznosci

= RjCOSi* B.2)

Przytoczymy teraz podstawowe roéwnania teorii powtok orto-
tropowych obrotowych. Uk#tady te otrzymamy z zaleznosci (6.4)
- (6.7). Przy czym uczynimy zatozenie, ze ortotropia w powto-
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kach obrotowych jest tego rodzaju, iz wszystkie funkcje, kto-
ra ja charakteryzuja sg zalezne tylko od kateua. Po uwzgled-
nieniu powyzszego otrzymamy

N R R
GlI+bii)  d1+<ai2+bi2)4 Ot«CSi-<fi3+,i3)S; cte*g2 +

+(ati+b Ri I i L Di *82 ( Di
14 14 R”™alAfl aS?2 RIH 1* +(1" +
+ HgSinoc " “ 2RIXi“Xith (8*3)
Ro a

a2i+b2 1 >~ +(@24+b2 4 ~ 8IEC™ +2(@25+b25>e08< S *

See 1r D9 @®*L D, OKU p9
-t Sjfi+ +(@”72 N~ W * "2R2SIna(X2"X2tN
17 +A + e~"5H5[S (7)+ *"RAMNIS~] ™ z"zt
tutaj

ONz
PI“*ail”bii)R28In*g7 +(@i2"b12)Ri 00Bcc N1 (al3*“b13)RIC08ar n2+

+(ai4-bl4)Ri ~,

9N 2 g9
p2*(a2i“b2 1°R1 "9~ + (a24“b24"R28*nc<  +2(a25“b25”R1 cosa

P1 ®S i ~ - 4 ax*
-HIH2 sIn«X1+R2sInoc-%E +(N1-N2)Rlcosa> 2(cii+ci3>Ri Tfi +

+ S<O01i“°i3>Bi ffe
(CRD)
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H2sinof “ RiR2"2 + sin« ~%f + 2 (C21+C23"H2 +
+(c22+c24”Ri1 ctga ®+ 27(°21-°237"R2 "Ma + (c22“°24™Ri ctgcc S

Xi1tRif2SIn0Or =(DI1“D2>C080fatt+ atSinC*"fe[(Di+Di2>t]~
ot 1 M«

T
-IfiH2at sina J(bl1« _jg-"57 +  ct8a(bi Sepian 1
X2tRiR2SINOC* R At A [ (D2+Di2~t] - ~

i_tlol

Zt = i&oct] (A + A)t + RAR* 8InocIM?(R2 sina:~da® +

*t o f )
(CRD)
Po scatkowaniu ukdadu (8.3) sity wewnetrzne obliczamy z

zaleznosci (6.8), przemieszczenia zas - po uwzglednieniu (8.1)
(8.2) - z uk#adu roéwnan

i-<$» e») - <y>eSi - +* <V
tyszzfy TFf um *E"2-<12F*1«tV (8.5
i 9u R2slly_g , V . 1 Dpc
HgSinof 0/3 R+ &% (RgSlpt™ A Re 8

Katy obrotu stycznych obliczamy przy pomocy roéwnan

ti * “R”"Sa.” u™» 23 ”R2 (sin?”v™
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Jezeli dla rozpatrywanego tutaj przypadku beda stuszne

réownosci (7.1), to uktady réownan (8.3) - (8.4) beda miec
stac¢

po-
°Qi Ei t a . Ri QS iffl ffll D v 9*2
- + Tz OtgQr ~1 2~ HMIAa-~0 " W1 72 [<1+ ~ +
D1  °n2i
+(1 “Ri (Xi-Xin >
"W + \ BinaW + 2coaQrS m wr2 "i[(1+ "e-) -~T + (s-7)
5% on
+ (1~ K " R28Ina(X2"X2t>»
Ni N2 i r* p, )
R1 + R2 + RiR2gin<x x(ITp+ ~ RGSIn*7"* 77t
tutaj
P1 fi o T Di  9**2 Di
“ UL T A K- X
p2 f 1V r d2 =L d2 i i
HJ[ H1- 1
9f
') 9a[
y _oow] & /9% 1 9tOv
2t " az3ina spl 3 12> J~ aZ2sm«at<«/i ® H2 sja5,
G 3)
funkcja

za$ Zt okreslona Jest rotmanlem (8.4)7 . Jezeli w

powtoce obrotowej spe#niona jest dodatkowo rownos¢ (7.5),wte-
dy z (8.7) otrzymujemy
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.t t R1 9S ISi ,, ~N2
9a + R2 ot«a@i"N2™+ R2sinct 93 “ R+t N2 "AT " *Ri™NXI*“XIt™»

ONo R2Q& ~ 1D
~ST +atn<XQa, + 2(508aS "' R~ “gf3 “ “ R28INOC(X 27X 2t™*

@-9

W réwnaniach (8.9) XIt i X2t okreslone sg relacjami 838)3
i (8.8)4. Trzecie réwnanie okreslone jest zapisem (8.7),,, z
tym, ze funkcje PR™ 1 P2"R2 nieco inng postac:

pP* riSi

1 6 10)

N

P2 . ift - v\
R2s»na - 12 (K2 alncr fi W X2t>-

Funkcje ZEt okresla w tyai przypadku réownanie (8.4)".

Wreszcie jJako ostatni przypadek rozpatrzymy powtoki izo-
tropowe. Uwzgledniajac w rownaniach (8.9) - (8.10) oraz (8.7),,
zaleznosci (7.8) otrzymujemy

ON= + RL RL  0S  ic ON2
9ar &
on2 »2 ON. (8 -11)
ofi
3 ,
51 @ ic TAR, ON,, @ Ri  ON. I
RiR28inct [FEE7 sIn® -52)% -g f)]m

= Z- 4" —rrRySinof

tutaj
y ia”™ /0t _ i_ _ox
Xit R+ t (fa R+
@6 12)
X « * £t i1 £V
2t R2Zsincc w1 R2 93

ff rozpatrywanym tutaj przypadku, funkcja 2z~ Jest okres-
lona relacjag (8.4)".
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9. Stan quasi osiowo-symetryczny

Stan ten charakteryzuje sie tym, ze pochodne czastkowe
wszystkich sit+ wewnetrznych, obcigzen 1 wpdtywéw termicznych,
podtug zmiennej A sa réwne zeru. Dodatkowo nalezyprzyjaé, ze
sktadowa X2=0 oraz ze sita S « 0. W przypadku gdy przemie-

szczenia u, w beda tylko funkcjami zmiennej oc a przemieszcze-
nie v = 0, to odpowiedni stan okresla sie Jako oslowo-syme-
tryczny.

V rozpatrywanym tutaj przypadku z réwnan (8.3) otrzymujemy
dsi R+ R+
<aii+bli> dST +(*i2+bl12> * (@ai3+b13> “

D. oN,-, P+

AO r D. (N,
-sf [t 3*r>-ai H1f spink- - 2M W -

1 3 , — 1 3.,1F, . 4 2z <9a)
R+ Rg RAsinTrt declR1; ~ t
gdzie
dN.
Pi " (@ii"bii)R28In<X“dl +(al2"bi2)Hi -(al3-b13)Rloos«N2,
X1tHit28inrf-(Di-D2 )«tt coso+ sinof || (D1+D12)tJ-
f D1 dt R. 1

-iSR~Asina [(b™- sg-)~ - rr OOT * RA et«*(Wi2~bi3)tI~

Zt - iQA[(N- + |-)t+ 9.2)

Pi aN.
R” * Hj*RgSintFI~+Rjtinoc-gjj .+(N1-N2)R10080f.

Przedstawiony powyzej uk#ad réwnah X9.i)czawiera dwie nie-
wiadome fFfunkcje (sity zespolone) S., N2, (N» *2), ktore o-

bllczy¢ mozna po soatkowaniu tego uk#adu, przy odpowiednich
warunkach brzegowych.

Zajmiemy sie teraz szczeg6lnym przypadkiem stanu opisanego
rownaniami (9.1). Wprowadzmy mianowicie zaleznosci (3.5), (3.6)



do uk#adu (6.3), pomijajac przy tym wpkywy termiczne, to o-
trzymamy

N+ = Ni + ~(#ctgac+ k),
2

-3
*2 = N2 + Ha

Jezeli wprowadzimy do. réwnan (9.3), funkcje naprezen V
przy pomocy ktérej sity wewnetrzne okreslane sg réwnaniami

Ni * ig otgccv * N2 = 1; S

wtedy zamiast (9.3) otrzymamy

5i = f* [ctgoc(V+ 1$) + ki] ,
9-5)

s2 * «

Jezeli dalej wprowadzimy do uk#adu (9.5) zesplona funkcje
naprezen

y M y+ i# (9.6)
wtedy rownania (9.5) zapiszemy
fii “ 55 ~ctgoc + k), N2 - #m §£ 9.7
i

Dalej - juz przez analogie - sity zespolone sprzezone O~
kreslimy relacjami

Ni _ w- Cro#gdc+ ik), N2 = JL 43? 9.8)

gdzie
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Jezeli zatozymy dalej, ze uk#ad réwnan (9.i1) jest jedno-
rodny (X~=Z=0) oraz brak Jest wptywéw termicznych, to wtedy,
wprowadzenie (9.7), (9.8) do uktadu (9.1) daje tylko jedno
(drugie spednia sie tozsamosciowe) réwnanie, przedstawiajace
rozwigzanie zagadnienia: bedzie to réwnanie

(aii+bl 1) (2’\) ,+ <ai2+bl2> %% otg™ocy —

—-<«i3*»ia> if [<*e
2 (9.10)

* " m Ik [(aii+bii)

+(1" gF EH A
a" q 5 1

+@i2+bi2) rJ ct«al]. * o<

gdzie
* R.cos”k
f -

P.
TT = (all-bl1)R2sina(”~S) " + (at2-bia)

N

1y £
-(al3-bi3)cosaV 3 (@li-bn)H28inofik (gé)' +
+(al2-b12) 5; ik cosct. (9.10)
Jezeli przyjmiemy rownosci (7.1) w uk#adach (9.10), (9.id)
to otrzymamy
<*_
a 6
(9.11)

- B~ 1 ainocK k R1 oosa.

Przyjmujac zas rownos¢ (7,5) otrzymujemy,

0. "2728iIn(X~)y" sin™f* kR™ oosof

zamiast (9.11)

(9*12j
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Wreszcie w przypadku powdoki izotropowej otrzymujemy z (9.12)
o] RgSinocAL)»— RAiQSinar « KkR™oosar . (9.13)

Przedstawione w tym punkcie rownania (9.10) - (9.13), sa
réznymi wariantami réwnan E. REISSNERA [15] t ktdére przy przy-
jJjeciu k=0 przechodzg w réwnania stanu osiowo-symetrycznego. W
tym ostatnim przypadku otrzymujemy klasyczne roéwnania E.MEIS-
SNERA 1 H. REISSNERA.

W zakoriczeniu tego punktu podkreslamy, ze w pewnych rodza-
jJach ortfotrOpli moga by¢ spednione tylko niektoére rownosoi
(7.1), (7.5). Oznacza¢ to bedzie, ze pozostate funkcje pomoc-
nicze (nie speiniajgce tych roéwnosci) nalezy w zasadniczych
rownaniach uwzgledni¢. W charakterze przyktadu wyjasniajgcego
ten punkt widzenia, przeprowadzimy analize ogélng réwnania
powtoki toroidalnej ortotropowej. Rownanie to bedzie zastoso-
wane w rozdziale Il do rozwigzania zagadnienia zginania 4uku
falistego.

10. Przyk#ad

Rozpatrzmy teraz przypadek powdkoki toroidalnej ortotropo-
wej, w quasi osiowo-symetrycznym stanie naprezenia, scharak-
teryzowanej funkcjami ortotropii, (por. rozdz. 11):

(10.1)

Wystepujace w (10.1) funkcje kIt k2 (por. tabl. 2) sag wie-

ksze od jednosci. Promienie krzywizny powdoki toroidalnej R4
1 R2 okreslone sg rownaniami

BAsinoc, (a-~g). (10.2)
W tablicy 2 zestawiono wszystkie funkcje pomocnicze
brk» (k * i1]2,3), wchodzace do podstawowego roéwnania (9.9).
Jak wynika z tej tablicy funkcje te mozemy okresli¢ przybli-
zonymi réwnosciami:
1 ,k=1,2
10.3)
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Pomocnicze funkcje ak,
(powtoki obrotowe -stan osiowo-symetryczny)

Tablica 2
J2
«V?,
| ®
a Vne LA+~"F-+0O*%~k e«,
@
o» +"e’_Ri i£i+—,’\\¢ atgajf-~ ~»
¥ K /- D& i
1 SIR, 1
b2 "+$2R, I(1- W ~~"~a”r~k °9
b "+S2.R, Li1l D* t tgcc R, 0, D¥)
* vec .
an 1+'Kno 1
ag
0 %\
a, 1+
N
® 5
N bu 1! r- T’{_rv
J c =mf, "VPo (1 *yj) 1
112 r3k1 / N k,[1mXsincc)d
“B 1-'ttcn « F1*XsIn*)k*r

V-

Funkcje ortotrapii dta powtoki toroidalnej s rozpatrywanym
ejrryh talz/e wynoszg (por (12.9), (12.11)) -

A;. - k2= p, ~pii/nX > 1 *>przyjeto 1+ ~j~ ~ 1
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Poniewaz réwnos¢ (7.5) jest tez spedniona, to rownanie
(9.10), po szeregu przeksztakcen, przyjmuje posta¢ koncowa

~NG+/Isina)kiYJ -u. 1 $ sin<h =tk. coscc ,

r- ro (10-4>
A - * Uh*

Réwnanie (10.4), byto podstawowym réwnaniem, na ktdérym o-
parto rozwigzanie zginania 4fuku falistego (por. [2a]). Po u-
proszczone roéwnanie otrzymano w cytowanej wyzej pracy na nie-
co innej drodze (przez catkowanie rownania dokdadnego). Zetem
przedstawiony w niniejszej pracy sposéb eliminacji matych
wpdywéw, w rownaniach zasadniczych, jest znacznie wygodniej-
szy przy rozwigzywaniu zagadnien ortotropowych.



Rozdziat 11

ZGINANIE LUKOW FALISTYCH

li. Zatozenia

W niniejszym rozdziale podano sposob wyznaczania liczby
KARMANA oraz» przytoczono wzory na naprezenia wystepujace w
+ukach falistych. Z uwagi na. bardzo skomplikowany ksztait ta-
kich Hukoéw, zrezygnowano z dok#adnego opisania powierzchni
Srodkowej 4uku, przyjmujac powierzchnie toroidatng pofatdowa-
ng sinusoidalnie, W pracy stosuje sie nastepujace zatozenia
dotyczace samej powierzchni:

1) powierzchnia Srodkowa 4uku jest powierzchnig toroidatng
O promieniach r = rQ + (Hw+Hz)/4, R = HQ - (Hw-Hz)/4, gdzie

rQ, Rq sa promieniami +ukéw gietych bez pofatdowania,
2) pofatdowanie jest sinusoidalne,

3) wszystkie faldy sa jednakowe i symetryczne wzgledem
ptaszczyzny sSrodkowej 4uku,

4) wys#kos¢ pofatdowania zmienia sie zgodnie z zaleznoscig
12.7),

5) amplituda H oraz okres pofatdowania 1 powinny by¢
znacznie mniejsze niz promien powtoki toroidalnej r,

6) H+uk poddany jest tylkc dziataniu momentu zginajacego,
1 moment ten posiada charakter statyczny,

7) zaktada sie, ze istnieje ortotropia konstrukcyjna scna-
rakteryzowana funkcjami k~, k2,

8) zachowuje sie tutaj znakowanie takie jak na rys. 5, a
wiec nieco inne niz w rozdziale 1.
Inne zatozenia upraszczajace beda omowione kolejno w miare

rozwigzywania zagadnienia.

Jest rzeczg oczywistg, ze w Swietle przyjetych uproszczenh
wzory okreslajace naprezenia maja charakter wytacznie orien-
tacyjny: wystepujgce naprezenia maja charakter naprezen Sred-
nich.

Podane tutaj rozwigzanie moze byc¢ potraktowane jako uogol-
nienie rozwigzania KARMANA fi0j oraz CLARKA—RLISSNLRA 31,
na przypadek zginania 4uku ortotropowego (ortotropia kon-
strukcyjna) .
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12. Wyznaczenie funkcji ortotropii i kn

Jezeli dla wycietych elementéw, ktére potraktujemy jako ma-
e w stosunku do innych wymiaréw luku falistego, przyjmujemy,
i b

ze ich Srodkowe powierzchnie sa elementami ptaskimi, to e-
dziemy mogli zastosowa¢ dla rozpatrywanego tutaj zagadnienia
wzory podane w pracy [RO0]
Eir = KIE” K2r " kf* Elz = Ek2” E2z =
2.1

\%
Ir iz v* 2r 2z  kjkg*

Warto tutaj przy sposobnosci nadmieni¢, ze tak okreslonag
ortotropie konstrukcyjng, w przypadku powkoki walcowej»przyj-
mowat+ juz L.H. DONNELL [5]-

tys. S
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Jezeli pofatdowanie powierzchni jest sinusoidalne o ampli-
tudzie H (rys. 5), to dla dowolnego przekroju okreslonego ka-
tem ~ = const. funkcje k. i Kg majg posta¢ [20]

k _ S _ 2E(@
AR ot
YA (12.2)
k="n)21 [<4 - W*)*(2- S*<a>1+ 1 i ? %)
\1-a aal

Po. prostych przeksztatceniach funkcje kg przedstawimy za po-
moca wzoru

12
k2 = (h) gi(a) + (12.3)

gdzie
--f

gl@ = 13(1"a2) 2{*(a)-E(a)-a2 [2E(a)-K() 11.
2.4

We wzorach (12.2) i1 (12.4) symbolami K(a) i E(a) oznaczono
catki eliptyczne zupelne pierwszego i drugiego rodzaju. Zna-
czenie pozostatych symboli podane jest na rys. 6.

Postugujac sie tutaj fTunkcjami
<peoonst kr’ K, musimy pamieta¢ o zatoze-

niach, na podstawie ktoérych zo-
staly one wyprowadzone w pracy [20]
oraz o przyjetej ptaskosci ele-
mentu powkoki. Ostatnie zatoze-
nie jest réwnoznaczne z przyje-

ciem powtoki walcowej (scislej
tarczownicy) o zmiennej tworza-
cej, ktorej przekroj poprzeczny

jest wielobokiem, zamiast wyste-
pujacego w rzeczywistosci wycinka
powktoki toroidalnej. Funkcje k™ i

k9 okreslone za pomoca wzorow
(12.2)~, (12.3) nie nadajg sie w tej postaci do dalszych o-

bliczen, i musza by¢é zastgpione prostszymi funkcjami. W tym
celu sporzadzono wykresy funkcji (12.2)iS (12.4) a nastepnie
otrzymane krzywe aproksymowano parabolami typu A(H/1) + B
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Aproksymacje przeprowadzono w taki spos6b, aby odchylenia od
krzywej rzeczywistej byty jak najmniejsze (sg rzedu 5i»). Wy-
brany typ roéwnania paraboli a(H/1)2+B okazuje sie w dalszych
obliczeniach bardzo korzystny. Przyblizone wzory okreslajace
funkcje k™ i1 k2 maja teraz zgodnie z rys. 7 posta¢ nastepuja-

ca:

kt* i + i,75(H/D2, k2 ~ 1 + 1,75(H/h)2 - (H/1)2 (12.5)

Réwnania (12.5) nalezatoby whkasciwie ustala¢ dla kazdego luku
osobno: zwiekszytoby to oczywiscie doktadnos¢ samej aproksy-
macji. W niniejszej pracy zrezygnowano z tego sposobu, zado-
walajac sie przyblizonymi roéwnaniami. Wystepujace w (i2.5)2

wyrazenie i,75(M/h)2-(H/1)2 = 1 ,75(H/h)2 |_1-(1/1,75) (h/1)23
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moze by¢ (ze wzgledu na to, ze h/l< 1/10) zastgpione wyra-
zeniem 1,75(H/h) 1 wtedy z (12.5)" otrzymamy

k2* 1 + 1,75(Uu/h)2 (12.6)
Zatozmy, iz wysokos¢ pofatdowania Hzmienia sie weddtug naste-

pujacej TfTunkcji:

H +H H -H

H = Hx-H2 cosf, gdzie Ht = m~2- H2 = — §— @az.7)
Pozostaje teraz ustali¢ funkcje zmiany ddugosci 1 Zrys. 8
otrzymujemy
, , 1+Acosy
1= Az 1+X -
r (12.8)
gdzie g-

Podstawiajgc teraz (12.8) do
(2 .2)™ otrzymamy

Rys. 8 ki = po l+lcos<F (12%9)

przy czym

1< PO =Ff- < 1.5. (12.10)
z

Powyzej skorzystalismy z podkreslonej czesci wzoru 12 .2).,
gdyz jest on wygodniejszy przy dalszych przeksztatceniach.
Przyjeto rowniez, ze dfugos¢ pofatdowania s Jest stata.
Podstawiajgc zas (12.7) do (12.6) otrzymamy

@ 3 pi “ p2cos<M + p3cos2”> (12.11)
gdzie
=01 +5%28[ ("2 Aj2 2\ A]| (12.12)
P1 1 + 8 h* ' h' 3~ hij-



Ostatecznie wiec funkcje k. i k,, Jako zalezne od zmiennych
N Xt 1 Hz/h bedziemy okreSla¢ z réwnan (12.9) i

(12.11).
Teraz mozemy obliczy¢ (por. (56.2)) sztywnosci rozciaggania

Cl- Elrh e C2 ~ E2rh - EJ-
. . E2rh _ EITh _ “ Kkl (12-<3)
12 ”2r "Ir
i zginania
EizhEh3 t n E2zh Eh3
Di = 12 “ 122 2 12 ~ 12kj *
3 (12.14)

D12 » v2zD1 = VvizD2 *= IIE "

W rownaniach (12.14) przyjeto dYv( )™ Nie powodu-

je to istotnego btedu, a w sposdb zasadniczy upraszcaa catko-
wanie rownania rézniczkowego.

13. Podstawowe roéwnanie

Przy rozpatrywaniu zginania #uku falistego bedziemy stoso-
wa¢ rownanie stanu quasi osiowo-symetrycznego w postaci upro-
szczonej, zgodnie z wynikami podanymi w punkcie 10. Réwnanie
to, po uweg\.. p. 8 zatozen ma postac¢ nastepujaca

[(1+Acos<p) (pN-pgcos +p3cos2p)™F’ +/Alcoap.y * -~ksin”.
(13.1)

Do dalszej analizy bedga nam potrzebne wzory, okreslajace
wielkosci wewnetrzne; rownania te otrzymujemy z zaleznosci



(9.7) przy wykorzystaniu zwigzkéw (9.3), (3.5), (5.6). oraz
p. 6 zatozen. Relacje te maja postac

(13.2)

14. Catkowanie roéwnania (13.1)

Ze wzgledu na to, ze powkoka jest zamknieta w przekrojach
/3=const, funkcje 8 1 muszga by¢ funkcjami okresowymi o okre-
sie 2sx. Taki sam okres musi posiada¢ i1 funkcjay. Jak mozna

wnioskowa¢ na podstawie
rys. 9, funkcja #  jest
funkcja nieparzysta:

- 2@ =% P w przedzia-
le 3[< F<% wzgledem pun-
ktu A(R+r,0), tj. wzgledem
<f=0. Dodatkowo funkcja £
powinna by¢ réwna zeru w
punktach ~=0, Funkcja
N2 jest parzystg [n2(F) -

* N2(-~)] wzgledem <p= 0,

gdyz elementy przekroju o-
kreslone katami Tfj-f sg
albo rozciagane albo sci-
skane. Na podstawie wzoru
(13.2)~ mozemy wnioskowac,

ze FTunkcja w musi by¢ nie-
Rys. 9 parzysta wzgledem = 0.
Biorgc wiec pod uwage to,
ze zarowno funkcja v jak
i $ sg nieparzyste 1 okresowe, mozemy zespolong funkcje
przyja¢ w postaci funkcyjnego szeregu FOURIiiRA dla funkcji
nieparzystych

v
-7 B_ sin ng, gdzie Bn " BnR + 1 By |, (14.1)
n-1
Zaktadajac ciggtosc¢ funkcji (14.1), w catym przedziale

0 < y < 2&, a nastepnie podstawiajgo do réwnania (13.1), o-
trzymujemy ukfad n réwnan liniowych o n + 3 niewiadomych i
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o wspotczynnikach zespolonych lub rzeczywistych, Kktoéry przy
wykorzystaniu konwencji sumacyjnej moze by¢ zapisany nastepu-

jaco
Afci By = Ct, k=1,2,...n, 1 =1,2,..n,.., n+t3 (14.2)

gdzie Akl sg elementami macierzy

Aii Al2 A13 Al14 0

A2i A22 A23 A24 A25 (14.3)
A31 A32 A33 A34 A35 A36 ==* 0

0 0 0 0 0
W ostatnim wierszu elementami niezerowymi sag liczby

dla j=n-3. n-2,n-i, n. Zgodnie z (14.1) nalezy w réw-
naniach (14.2) odrzucié¢ wspétczynniki BQ z ujemnymi indeksami.

Elementami macierzy prostokatnej (14.3) sa]nastepujace liczby
rzeczywiste lub zespolone

An,n " fon2“ An,n+1 = An+l,n = -V < n+1>-
>n,n+2 = An+2 ,n * F2“<n+2> <i4<4>

An,n+3 = An+3,n = f3nE+3)*
Wystepujace w (14.4) symbole f0,...,f3 oznaczaja

fo = 2pt - Ap2, f+ = P2-A(P1 + | p3),
(14.5)

1
f2 = p3 “ 27~p2* 3 = 2 Ap3

W réwnaniu (14.2) wyrazy wolne okreslone sg roéwnosciami

2.k, 1 « 1
(14.6)
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Rozwazmy jeszcze warunki brzegowe na brzegach /5= G . Wo-
bec tego, ze moment M, mozemy przyja¢ w przyblizeniu jako

rowny zeru, to na brzegach fi= bedg wystepowaty jedynie
sity N2. Zatem wypadkowa z tych sit+ musi by¢ réwna zeru, mo-
ment za$ od si+ Ng musi by¢ zrdéwnowazony obcigzeniem ze-

wnetrznym, czyli

\ Q4.7

0} (o}

Podstawiajagc do (14.7) wyrazenie (14.1) otrzymamy tozsa-
mosciowe spednienie pierwszej rownosci, drugie zas rownanie
daje

U -jinQ, ReB_i (14.8)
Jezeli w (14.8) przyjmiemy
ReB/ = (14.9)

to réwnanie {14 .8) przyjmie posta¢ rdéwnania rézniczkowego osi
odksztatconej 4uku:

edzi. i-*r3h (14.10)
U

Roéwnanie (14.10) Jest identyczne z roéwnaniem £3), stad na-
stepujacy wniosek: wystepujgca tutaj liczba KARMANA X ma ana-
logiczne znaczenie jak w zagadnieniu zginania 4uku izotropo-
wego.-

Jezeli wiec zamiast wspodczynnikéw B wprowadzimy nieco
inne, ktdére zdefiniujemy réwnaniami

(14.11)



oraz uwzglednimy fakt, ze w przypadku zachowania j wyrazow
w szeregu (14.1) wspotczynniki b. . * b. _ * b4,0 * O» to za-
miast (14.2) otrzymamy J J J

(14.12)

15. Wyznaczenie liczby KAKMAKA

_ Jezeli podzielimy réwnanie (14.12) przez kf oraz przyj-
miemy

b! A*, Ck
bt » —r, * £A7 , Ck =mej-» (nie sumowacd) (15.1)
0 0
to otrzymamy
Al C,t (15.2)

gdzie a”™ sg elementami macierzy

ali al2 al3 al4 O 0 0

A= a2i a22 a23 a24 a2s o0 0 (15.3)

i)

przy czym elementami niezerowymi w ostatnim wierszu sag ele-
menty a”~ dla 1w j-3, J-2, j-1, j. Przyjmujemy zalozenie,
ze macierz nie jest osobliwa. Elementy tej macierzy majg po-
stac

akk * i* hc.k+l “ ak+l,k = “ 7~ “ F k(k+i) 1*
(15.4)
f2 £3
“k.k+a = "k+a.k = 7A7 A~+3 “ k+3,k “ fc*
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Wreszcie i ¢~ sg elementami macierzy jednokolumnowych
2
»1 JCfo
»2 c - 0 (15.5)
< 0

Rozwigzujac roéwnanie (15.2) otrzymamy

X - J- Re (15.6)
0
W réwnaniu (15.6) przez D oznaczono wyznacznik macierzy
A, a przez minor wyznacznika Dt otrzymany przez skres-
lenie pierwszej kolumny 1 pierwszego wiersza. Rozpisujac w
spos6b wyrazny wyznaczniki D 1 otrzymamy
r -rirr
*2
t
£ 'E_ " 3.«l
% %‘ tLorsrf 4

(15.7)
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Elementy w ostatnim wierszu obu wyznacznikéw idgc od prawej

ku lewej majaq postac i, —Jf:—L -k-1/g-1)j t ,fy2—, W (15.7)
o] oo

kropkami umieszczonymi posrodku wierszy wyznacznikéw, zazna-

czono wyrazy symetrycznie potozone wzgledem gidwnej przekat-

nej. Zagadnienie zbieznosci szeregow (14.1) zostanie rozpa-

trzone dalej. Jezeli wieo bedzie okreslona ilos¢ elementoéw
wyznacznikéw (15.7) (liczba j), to mozna obliczy¢ ich wartosé
a nastepnie rozbi¢ na czes¢ rzeczywistg i zespolong. Jezeli

tak okreslone liczby (d,, - id,, dj-idg) podstawimy do (15.6),
to otrzymamy

X 31" e-Mr —M (15.8)
d3 + d4
Przejdziemy obeonie do rozpatrzenia zbieznosSci szeregu

(14.1). Dla uproszczenia zatozymy, ze Hz = O (pofatdowanie na
stronie zewnetrznej #uku jest bardzo mate). Wtedy po prostych

przeksztatceniach otrzymamy v
d1d3+d2d4 N _ 3-%{HWX2A
W -—J- 2~ * Sdzie P 15.9)
d3+d4
Llozby ,---- ,d4 otrzymamy obliczajac wartos¢ wyznacznikéw
(15.7), w ktorych wspotczynniki ¥ ,.... ,F. beda miaty teraz

nieco inng postac:

f =3 -2X +.L«3—2\
(0]

fl1=7 (87A) - ~ (-7~ (15.10)
t2-] -A, f3-"X, Ju-g.

Ostatnie przyblizone réwnosci sa stuszne dla p;> 1. Na rys.10
podano wykres zaleznosci (15.9). Wykres ten daje orientacje
0 szybkosci zbieznosci szeregu. Dla /&< i szereg jest wolno-

zbiezny, natomiast dla 4> i, a zwkaszcza dla /i» i zbiez-
nos¢ Jest dosy¢ dobra i wystarczy uwzgledni¢ dwa lub trzy wy-
razy szeregu. Na rys. 10 wykresy - z uwagi na duzg czaso-

chtonnosé¢ - zakonnczono dla wartosci 1.
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16. Wyznaczenie wielkosci wewnetrznych

Podstawiajac do rownan (13.2) zaleznosci (14.1), (14.10) i
(14.ii)otrzymamy wzory, oicreslajgce naprezeniapotudnikowe
«ir* "z i roéwnoleznikowe Poniewaz pomijamy naprezenia
styczne (sita Q jest bardzo mata), to naprezenia fir z *lz«ffar

nalezy traktuwad jako naprezenia gtdéwne, odpowiednie réwnania
przedstawiajg sie nastepujaco

ar -J - -AB Re X »,, Sin nVt
n=i
NNz = 6—MI| = >';§6'(p1—p2003"+p3cosZ")lmV>“ Bncos na>, (16.1)
h n=i
N oo
62r = “1 *ffRe z1 V os

n=I



gdzie

(16.2)

Liczby wzrostu (w stosunku do rury prostej) naprezen podudni-
kowych i1 roéwnoleznikowych zdefiniujemy odpowiednio

(16.3)

17. Kolejnos¢ rozwigzywania

Jezeli jest podana geometria 4uku falistego, tj. gdy sg
okreslone wartosci R, RO, r, rQ, h, 1, Hz > mozemy z réwnan

(12.12) obliozy¢ wspoétczynniki p~, p~, P3 zas z zaleznosci
(14.5) wspotczynniki fQ, ™, f2, f3- Nastepnie przyjmujemy

liczbe j, i1 rozwigzujemy ukdad rownan (15.2), przy okreslo-
nych relacjami (15.4) wspédczynnikach. Po rozwigzaniu teg-" u-
k#adu otrzymujemy wartosci wspotczynnikoéow h™* lub b» oraz

liczbe KARMANA. Teraz juz 4atwo przy pomocy zaleznosci (16.+,
sporzadzi¢ wykresy naprezen oraz ustali¢ liczby zwiekszenia
odpowiednich naprezen (réw. (16.3)). W przypadkach bardziej
ztozonych wykreséw naprezen nalezy dodatkowo sporzadzié wy -
kres naprezen zredukowanych. Odpowiedni przyktad numeryczny
zostanie podany w rozdziale IV.



Rozdziat 11

ZGINANIE LUKOW SEGMENTOWYCH

18. Uwagi wstepne

Przytoczone w tym rozdziale rozwigzanie dotyczy bardzo waz-
nego przypadku zginania 4ukédw ortotropowych, a mianowicie,tzw.
+ukéw segmentowych. tLuki takie otrzymuje sie przez spawanie
odpowiednio ukosowanych elementéw, wykonanych z powdoki obro-
towo-walcowej. Otrzymang w ten sposob powkoke mozna traktowac
jako powtoke torolaalng o odpowiedniej ortotropll konstruk-
cyjnej.

Jezeli powtoke poddamy dziataniu momentu zginajacego, le-
zgoego w ptaszczyznie osi duku, to analize takiego zagadnie-
nia mozemy rozpatrywa¢ w ramach stanu quasi osiowo-symetrycz-
nego. Jest rzecza oczywistg, ze taki sposéb potraktowania za-

gadnienia jest przyblizony. Stan naprezenia, szczeg6lnie w
pewnym obszarze zawierajgcym linie zetkniecia powhok walco-
wych, jest bardzo niejednorodny, i Scisle moze byc¢ opisany

tylko funkcja dwéch zmiennych. W przypadku przez nas rozpa-
trywanym, gdy 4uk posiada dwa lub wiecej segmentéw, to pole
naprezen - a jeszcze bardziej odksztatcen - w takich +ukach,
zblizone jest do odpowiedniego pola 4ukéw toroidalnych, o od-
powiednio okreslonych krzywiznach.

19. Zatozenia

Podane w dalszych punktaoh rozwigzanie otrzymano dla na-
stepujacych warunkow:

1) ilos¢ segmentédw w duku powinna by¢ wieksza lub réwna dwa,

2) 4tuk poddany jest tylko dziataniu momentu zginajacego,
ktéry posiada charakter statyczny,

3) nie rozpatruje sie tutaj naprezen nieciggtosci (efektéow
brzegowych linii zetkniecia segmentdw),

4) rozwigzanie oparte Jest na teorii powltok, w ktorej za-
ktada sie wzgledna grubos¢ h/r < 1/20,

5) stosuje sie pojecie ortotropll konstrukcyjnej scharak-
teryzowanej funkcjami ~r ” kiz”’
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6) pomija sie funkcje ortotropii k2z” kir oraz wielkosci
Q, , M2 1 przyjmuje i+A,cos™« i. W rzeczywistosci wielkosci
Q, N~, M2 istniejag,lecz naprezenia, uwarunkowane tymi sitami,

sg bardzo mate, o ile zagadnienie# traktuje sie tak jalc to u-
czyniono tutaj. Zatozenie to jest wynikiem analogicznych roz-
wazan Jak w punkcie 10,

7) zachowuje sie tutaj znakowanie takie jak na rys. 11.

20. Funkcje ortotropii
Funkcje ortotropii k2r mozemy w przyblizeniu obliczy¢ ja-
ko iloraz d¥ugosci segmentu 1 tworzacej powdokKi toroidalnej

(rys. 11), tj.

(20.1)

Ostatnia przyblizona réwnos¢ Jest stuszna, gdyz zgodnie z p.1l
zatozen kat TifS.tt/12. Dla tych tez wartosci b#ad wynosi mniej
niz 2%. Decydujacy wptyw bedzie mie¢ Jednak funkcja ~1z» kto-
rag obliczymy z rdéwnania

Momenty bezwkadnosci IxI1* *X2 odpowiednich przekrojow

segmentu powdoki toroidalnej wzgledem osi, przechodzacych
przez Srodki ciezkosci tych przekrojow, tj. osi x*, x2 (rys.
lic) obliczymy prosto metodami geometrii mas:

*xI = h bh3[1+ (h>2 fi~Jcos”™, (20.3)

gdzie
(20.4)

oraz

ta" ?)* (fc)2 cosv, (20.5)
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11
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gdzie

f34) * 2 A+ sIli>) * i»

1 (2076)
*z W o* 1+ @527)"

Rys. 12

Na rys. 12 podano wykresy funkcji i f2> otrzymane Kkrzy-
we aproksymujemy nastepujacymi przyblizonymi funkcjami

tt« 1,1 v2, f2 ~ 0,285 ¥2, 31/12 (20.7)
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Jezeli teraz (20.3) i (20.5), przy uwzglednieniu (20.6)",

(20.7), podst.wimy do réwnania (20.2), wéwczas otrzymamy przy-
blizong posta¢ funkcji ortotropll

1+0,285(]9)
Pozostaje teraz ustali¢ zaleznos¢ kata ™ , oraz dtugosci
1 od kata <. Z rys. 11 otrzymujemy!

ot« -i"cosf, 1 = 1Q « 2ifr (20/9)

Przyblizone réwnosci (20.9) sa wynikiem uwzglednienia punktu
6 zatozen.
Podstawiajgc (20.9) do (20.8) otrzymujemy

klz = 3,86-2,86 F(f) - 3,86 - 2V~ g -T-t (20.10)

gdzie

R N
P[] Y— 1= 5-, Pre=* 0%285 (-TT-2)2
+

Wystepujaca w (20.10)2 funkcja F(f) Jest funkcja parzysta o]

okresie sr. Rozwijajac ja w odpowiedni szereg FOURIERA i za-
chowujac cztery pierwsze wyrazy, a nastepnie podstawiajac do
(20.10)~, otrzymamy

klz * qo+g2 cos2<¥‘ }cos4<*fk60086" (20.11)
gdzie.

*4
5,72[w 5 " 5 <S " P* (1" vn?-]"

L T B R L B el 7"]7—) .

LViI+P V1+P VI+P
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Rys. 13
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W zastosowaniach funkcje (20.12) nalezy odczytywac¢ z wy -
kresu podanego na rys. 13. W tym celu nalezy uprzednio obli-
czy¢ wart/os¢ p* z"row. (20.10)-. Wprowadzony tutaj parametr
p* oraz uzywany poOzniej parametr bedg wielkosSciami, od kto-
rych zaleze¢ bedzie stan naprezenia i1 odksztatcenia zginanego
+uku.

21. Catkowanie uk#adu réwnan

Jeieli przeanalizujemy wystepujace tutaj funkcje ortotro-
pii oraz ich wptyw na réwnania zasadnicze, to po analizie po-
dobnej jak w punkcie 10 r. 1, otrzymamy - po uwzglednieniu
zatozen niniejszego rozdziatu, i1 po rozbiciu postaci zespolo-

nej - ponizszy ukdad réwnan .

(kiz*) "+~c°s”™ o,
) (21.12)
y-ft$cos<f= L% sinm

Sity wewnetrzne obliczymy przy pomocy rdéwnan

(21.2)

W niniejszym zagadnieniu funkoje y 1 $ ukdadu réwnan (21.1)
powinny czyni¢ zadosS¢ nastepujgcym warunkom

Pty)= -v(-r)» v>(§ <)=v(Ff +F), v(y )*v>ty+2fi) (21.3)

0 0

zgodnym z interpretacjg fizyczng przedstawionego tutaj zagad-
nienia. Powyzszym warunkom czynig zados¢ nastepujace funkcje
p CDi a2m
+ Z, b2m sIn2mf «dzie b2m = “215*
m=

! (21.4)

m=*1
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Pr%gjecie postaci (21.4) zamiast formy tradycyjnej (np. §&=

b2m8in2in™ " wynika »Prost z zapisu (21.2), (21.3). Za-

leznosci (21.4) czynia zados¢ wszystkim warunkom (21.3), a
podstawione do (21.2) daja
2 po
“1 3T ~N o klz o B2m cos2®P
m=1
(21.5)
-a-<*£ A2m-i cos(2m-i)f
mai
Przechodzac teraz do naprezen otrzymamy
a.
°i "1l @i)»,w“ +T? ** A" klz”~ 2 B2mCOs2E<?
h =l
N,, ~ (21.6)
N2 " *h =A2m-1 oo»(a»*i)V
m=1i
W naszym przypadku naprezenia (21.6) beda naprezeniami

gtéwnymi. Liczbe wzrostu naprezen potudnikowych, réwnolezni-
kowych i naprezen zredukowanych okreslamy podobnie jak w r._11
rownaniami

df 161 df 62
ni “ — ’@8_ mw<0, ‘red ~ max <21*7)

Podstawiajac z kolei ”721.4) dc ukdadu (21.1) otrzymujemy nie-
skonnczony uk#ad rownan o nieskornczonej ilosoi niewiadomych,
ktéry, przy wykorzystaniu konwencji sumacyjnej, moze by¢ za-
pisany nastepujaco

Ouv By * Cu, (u,v=2,4,...,2m,...2j) (21.8)

Wystepujace w réwnaniach (21.8) wspoédczynniki <@y maja po-
sta¢ nastepujaca
0 : v> 2m+6

&yv ~ Swu (21.9)
A2m,2m™hi, 1=2,4,6; vA2m+6
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gdzie

r+Rm
D IB

290 + *
2m,2m q am?

a m n m
d2m,2m-2-q2+ 2m(2m-2)* 62m, 2nH-2=q2+ 2m(2m+2)»

8om,2m—4  2m.2m+4  “ad» ~2m,2m-6  2m,2m+6
m 2 < 3,
22m+1)
0 tm =7,
5m=1,
R. (21.iC
2(2m-i)
u 21
“u

s 2<u<2Jd, J5*%2
Wystepujgca w (21.8) - (21.10) liczba J okresla ilos¢ niewla
donsych B2j uktadu réwnan (21.8). Powyzej rozpatrzono przypa

dek J > 2 aby nie komplikowa¢ zapisu. Przypadek J = 1 daj
~22 m 29Q, C2 */V2 a uktad réwnan (21.8) sprowadza sie d

Jednego roéwnania ”22B2 “ C2* PrzyPadelf moze mie¢ znacze
nie tylko dla bardzo matych wartoscig.
Zestawienie wspotczynnikow duv dla przypadkow obejmuja

cych ukdady réwnan od dwéch (J=2) do szesciu niewiadomych (=
podano w tablicy 3.

Dalsze niewiadome oblicza sie zroéwnac

tm =1,

omei (21.11

,B2m-2 B2mx . m
“2(2m-i)'2m2 + 2m» 1 m
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Tablica 3
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Tablica 4
A
~%Bz+2 Br)
<u’/A

JL (Jk1 £BO

36 4 5/

(B,0

44[.5

W tablicy 4 zestawiono wartosci A2m-1* dla PrzyPadkéw j=2-r6
Liczbe KAILIMANA JC obliczamy z zaleznosci

(21.12)

Whasciwie, podstawiajac (21.4) do (21.1) otrzymujemy dwa
uktady réwnari z dwiema grupami niewiadomych BZm* oy Na-

stepnie cbj iezajac z jednego uktadu wartosci A2m ! (por.
Qi.li)) i podstawiajac do drugiego otrzymujemy dopiero u-
ktad (21. 8) Wykorzystanie faktu iz A.=i prowadzi do nalez-
nosci (21.12). t

Irzeanalizujemy teraz przypadt-k, gdy otrzymany tutaj nle-
skonczony ukdad réwnan jest uktadem zupednym i regdlarnym.Dla
uproszczenia rozwazah przyjmiemy, ze q.« q ~ O
Przeprowadzmy, nor. [4i] , sumowanie wyrazow

VvV uv cuv
m Z |°uu (21.13)
v=2 v=2m+2 Uu



Jezeli do (21.13) podstawimy zaleznosci (21.9), (21.10) to o-
trzymamy

Cm=1-em’ (21.14)
gdzie
y. /144+2qo-g2
,om=1,
(£/ZZ+2q

O-—sm—— 6-—— + 2<k.227g0

m>1 (21.14)»
M 4m + 1

W ] 32+ 200

Wyrazenia zas |Cu/ Suu | spedniaja relacje

Cﬁ ———————————— S u=2
2(2qot///72) A K* (21.15)
0 u> 2
gdzie
K =
" 2(2qot/u?/72)

Jak nietrudno zauwazy¢, wyrazenia (21.14) sag zawsze mniejsze
od jednosci, co przy warunku (21.15) pozwala wnioskowac, ze
uktad (21.8) jest zawsze ukdtadem regularnym posiadajgcym roz-
wigzanie

Ban-1]  K* ©1*1<)

Jezeli dodatkowo wsrod liczb (21.14) znajduje sie taka liczba
*=q >0, iz™"M"0*, wtedy tez bedzie Cm~™ I-£*i. rozpetry-

wany ukdad (21.8) bedzie zupednym i regularnym, a zatem po-
siadajacym zawsze jJednoznaczne i ograniczone rozwigzanie,
ktore moze by¢ wyznaczone, np. metodga kolejnych przyblizen.
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22. Kolejnos¢ rozwigzywania
Jezeli jest okreslona geometria #uku zginanego (wartosci
r, R, h, vO)t wtedy przy pomocy réwnan (20«10)3, (10.4)2 o-

bliczamy wartosci p* 1 /”~.,Na podstawie wykresu przytoczo-
nego na rys. 13 znajdujemy wartosci wspoédczynnikéw qQ, gq2»g4

g6 . Nastepnie dla przyjetej liczby niewiadomych j, por. p. 16

wnioskow koncowych, obliczamy weddug tablicy 3 wspédczynniki
Auv* Daled rozwigzujemy ukdad réwnan (21.8), skad otrzymujemy

wartosci B2m. Nastepnie z réwnan (21.6)", pfzy uwzglednieniu
(20.10)"~, otrzymujemy rownanie okreslajgce naprezenia podud-
nikowe C™. Z roéwnania zas (21.12) otrzymujemy liczbe KARMANA

Na podstawie tablicy 4 ustalamy wartosci wspotczynnikow
Agm-i> co pozwala teraz - w oparciu o rownanie (21..6) ustalic

naprezenia rownoleznikowe 2. Po sporzadzeniu wykreséow ilora-
z6w naprezen ¢&YCT, mozemy w oparciu o roéwnanie
(21.7) ustali¢ odpowiednie liczby wzrostu naprezen.
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ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE
23. Przyktady liczbowe

Przykdtad 1

Jako pierwszy przyktad rozpatrzymy zginanie 4uku falistego
badanego przez E.T. COPEGO i1 E.A. WERTA [4].- tuk ten jest lu-
kiem grubos¢lennym. Wyzej cytowani Autorzy nie okreslili
wszystkich wymiaréw, ktére charakteryzujg geometrie tego +uku.
W pracy tych autoréw podano tylko Wartoécir_k R. % +H oraz

nominalng grubos¢ rurociagu (boz speczenia) - h™.W przykta-

dzie przyjeto 20?i speozenie grubosci sScianki w czasie wykony-
wania 4uku, tak ze Huk posiada grubos¢ h * 1,21~. Takie war-

tosci wzrostu grubosci Scianki podane sg na innych #ukach ba-
danych przez tych Autoréw. Dla rozbicia wartosci Hw+Hz na wy-

sokosé i przyjeto w przyblizeniu, ze pofatdowanie sk#a-

da sie z tukéw kota. Zatem geometria tego Huku moze byé o-
kreslona w przyblizeniu wielkosciami

Hz - 1,29" =32,8 mm, Hw =1,64"« 41,6 mm,
R+ = 43"» 1090 mm, r+=6,78"» 172 mm, 23.D)
h = 0,6" « 15,2 mm

Caty przebieg obliczen ujeto przy pomocy schematu przedsta-
wionego w tablicy 5, zas$ wykresy naprezen przytoczono na rys.
14. Tablica ta jest czytelna, po uwzglednieniu uwag zawartych
w punkcie 17. Liczbe zwiekszenia naprezen zredukowanych usta-
lono dla hipotezy M.T. HUBERA.

Jezeli rozpatrzymy +uk gtadki geometrycznie podobny (po-
siadajgcy te samg wartosc¢ “w), wtedy liczba KARMANA moze

by¢ obliczona dla <10 przy pomocy zaleznosSci

x. = . (23.2)
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Tablica 5 (ciag dalszy)

Row. Liczba vy
Rys. Symbol i .
Tabll . i=2 J-4
a*+ i
@z= @ - 0,1681 - 0,168 i
an - Om 0
(15.4)
au= o1 0
o - 0,056t
- 0
@B - 0,028i
/- -
i 1+ 01 1 +01
ke - 0 + 0,168/ 0 + 0,167*
A/ *b&
(5.2 0,009 + oL
"*ibu
/> 0O+0i
N7 kY ..
X ! 0,086 0,086
1
Dalej przeprowadza cle obliczenia
dla j=z
- - 0,364 cosy? + 3.38 cos 272 -
06.1)2 < -
- 0,364 cos
(16.1), 8’3 cos
4,1
Nys.14
nz 1
16.3)
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Powyzszy wzor odpowiada pierwszemu przyblizeniu sbmana dla
+ukéw gtadkich. Jezeli przyjaé¢ +4uk gtadki o wymiarach R™, r~#,

h =0,5, @ * 7,07) wtedy liczba KARMANA (por. (23.*2)) wyno-
si 3Cx 0,242. Zas dla h+x = 0,6 -0C” =m 0,314. Zatem iloraz
liczb KARMANA dla #uku gtadkiego i falistego wynosi

0.242
x 0,086 2:82;

i (23.3)
%
3,65

X

Z badan za$ E.T. COPEGO 1 A_E. WERTA wynika, ze przemieszcze-
nia rurociaggu (posiadajgcego Huki faliste jak w rozpatrywanym
tutaj przyktadzie), otrzymane na drodze doswiadczalnej, sg od
2,2 - 2,6 razy wieksze niz analogiczne przemieszczenia obli-
czone teoretycznie. Przy czym przez obliczenia teoretyczne
rozumie¢ nalezy obliczenia tradycyjne z uwzglednieniem liczby
KARMANA dla #ukéw falistych jak dla 4ukow ghadkich. Otrzymane
wiec powyzej liczby 2,82 + 3,65 odpowiadajg liczbom 2,2 +# 2,6.
Z uwagi na brak Scistych danych w przytoczonych badaniach do-
Swiadczalnych oraz na fakt, Zze rozpatrywany 4uk jest grubo-
Scienny, porownanie to traktujemy jedynie Jako pewien wskaz-
nik, sam zas przykdtad - jako ilustracje numerycznag sposobu
rozwigzywania takich Hukoéw.

Przykdad 2.3

Obecnie zajmiemy sie rozwiazaniem konkretnych przyktadow
liczbowych, dotyczacych dwoch segmentowych 4ukéw zginanych:
jeden o duzym promieniu "giecia” (R = 8r), drugi posiada pro-
mien R a 2,5r. Przytoczone tutaj przyktady dotycza Hukéw, dla
ktorych ustalono doswiadczalnie liczby KA_RMANA, (por. A_A.
SKWORCOW [39]). Pordéwnanie wynikédw otrzymanych na podstawie
przytoczonego tutaj rozwigzania, z wynikami doswiadczalnymi
daje btedy rzedu 15% (dla liozby KARMANA).

Caty tok obliczen ujeto przejrzyscie przy pomocy tablic
6,7. Wykresy zas naprezen podano na rys. 15, 17. Na rys. 16,
18 podano wyniki badan A.A. SKWORCOWA, dla rurociagu ptaskie?
go posiadajgcego Huki o wymiarach, jak w przeliczonym przy-

ktadzie. Zgodnos¢ wiec obliczen teoretycznych 1 badan do=
Swiadczalnych jest dobra w przypadku podpér rolkowych. Aby w
przypadku podpér bez rolek, otrzyma¢ zgodnos¢ z danymi do-

Swiadczalnymi nalezy w obliczeniach uwzglednié wsp6tczynnik
tarcia. Nie zmienia to oczywiscie faktu, ze liczba KARMINA tr
obu przypadkach wynosi 37= 0,5 (doswiadozalnie) lub #«0,55



HOW.
RyS.
Tabl.

Rs. 1

(10.4)2
(20.100"

Tabl. 3

(21.8)

Tabl. 4

(21.12)

Tablica 6
Liczba | i
Symbol . Wymiar
j-f ju?
R 1000 Bll
r 132 mm
h 9 mm
0,2618 rd
X 6,71
p* 16,45
Q@ 348
ar 0,84
4+ 0,50
us 0,32
o2 6,36 000 6.98533 vV
< 6,51633
4*=LP 1,15267
Br 0,528 0,495
-0,088
n 1 1
A ~0,253
aC 0,53 0,547

Dalej przeprowadz» ei
! F())blilcc):zenia dla 3:2

65‘—[& NG~ B T % 4ScassI (MO8 -
Bl - 0,0875 cos4<s)

§ oSy - 0,252 oos 3>
M 2,6
T 0,9

nred 3
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Warunki baoon, (AASKWORCOW, [39]:

o Rurociag nienagrzewany -
podpory przesuwne

\ ¢ Rurocigg nagrzewany
do 140°C - podpory przesuwne

X Rurocigg nagrzewany -

ot
dariana pogpogach%( ez twzg!
30 40

Ryc. 16



Sow.
tp. Hys.
Tabl.
1.
2.
Rys.11
3.
4 .
5. (10.4/2
6. (20.10)3
7.
8 Rs.13
9.
10.
11.
12.
13-
14.

15. Tabl.J @&~6R2

[y
(&

-

16.

17.

18.

19.

Symbol

o4
&&

4fF

-

ir

&18 B
8 - &5
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32,1428

12,2957

14,1914

Liczba j

500

210

0,2618
43,65
6,83
2,84
0,96

0,48

0,22

32,1428
14,6774

7,2786

5,9858

14,1914

20,4600
0,2200
2,5478

-0,4800

1,3650

Tablica 7

Wy_

miar

mm

mm

mm
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Tablica 7 (cigg dalszy)

ROW. Liczba j Wy-
Lp. ftys. Symbol . ; miar
Tabl . J- 1=4
21. B2 1,38*5 1,295
22 B+ -1,5980 -1,370
(21.8)
23. B6 0,621
24. Ba -0,299
o5 Al 1,0000 1,000
26. A -2,1299 -2,220
Tabl .4
27. A5 1,043
28. A, -0,206
29. (21.12) K 0,062 0,066

Nized przeprowadza aie obliczenia
72tylkodlaj:4

5
30. K \3 (3,86-—————m-mmmmm——— )
u 8,83+6,83 C0S2<?
21 GIDw (1,295c0s2%p- 1,3?0cosdpp +
(] +0,621c0s6$0- 0 ,299C0S8”>)
1.en
-Kte (i,295co0s2 Q - 1,370cos4e? +
32. ' +0,621003697- 0F299«038"0)
- |
! i
A i cos)P - 2,20cos3" +
3. @.6n ) i +1,0A-3cos5" - 0,206cos77>
|
- I
A.: n, i 7
Rys.18 I
35 n T 3,5
@.n
36. ~red 8(5
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Rys. 17



f 1=500 ~

P r-210 8i
’ Hv-1s Loso-
6000 § 150 6000

Badania A.A. SKWORCOWA,[33] .

badania doswiadczalne

Wy obliczen dla 31=0,08
(bez uwzglednienia tarcia

na podporach)



(teoretycznie) dla przyktadu drugiego. Podobnie ksztattujag
sie wyniki w przyktadzie trzecim.

Po uwzglednieniu uwag zawartych w punkcie 22 tablice te nia
wymagaja specjalnych objasnien.

Obecnie poréwnamy liczby zwiekszenia naprezen z analogicz-
nymi liczbami otrzymanymi na drodze eksperymentalnej.Doswiad-
czenia takie byly przeprowadzone przez A.G. KAMERSZTEINA,[Sib]
i obejmowaty zginanie Htukédw segmentowych, ktérych geometria

scharakteryzowana moze by6é parametrami >11.5, 2tE£ * 45°,
30°, 22°30" . Dla rozpatrywanego tutaj przyktadu (<t~ 43,65,
20N = 30°), Srednie liczby zwiekszenia naprezen potudniko-

wych wynoszg nt = 6*5, zas$ rownoleznikowych - n2=5,5. Porow-

nujac te wyniki z obliczeniami teoretycznymi (rys. 18),otrzy-
mujemy dla n™ "b4ad” rzedu iO%, zas dla n2 - 35%. Tutaj o’

kreslenie btedu jest czysto umowne, gdyz whkasciwe poroéwnanie
pél naprezen mogtoby byd przeprowadzone na terenie teorii pla-
stycznosci -

24. Wnioski koncowe

Rozdz. 1

1. Rozwigzanie w sidach zespolonych umozliwia uproszczenie
podstawowych roéwnan teorii powdok ortotropowych. W kazdym kon-
kretnym przypadku ortotropii nalezy przeanalizowa¢, ktére to
pomocnicze funkcje czynia zados¢ réwnaniom (7.1), (7.5), po
Czym uwzgledni¢ te zwigzki w rownaniach zasadnlozych.

2. Réwnania teorii powhok ortotropowych upraszczaja sie w
sposob zasadniczy, jezeli przyjmi-e sie, ze dla wszystkich
funkcji pomocniczych spednione sa rownosci (7.1). Jezeli do-
datkowo zachodzi réwnos¢ (7.5), to wtedy otrzymuje sie roéwna-
nia o budowie analogicznej do uk#adu réwnan powkok izotropo-
wych. Do tej grupy naleze¢ beda powkoki ortotropowe, dla kté-
rych funkcje ortotropii sg state i mato rdéznigce sie od jed-
nosci .

3. Stosujac konsekwentnie pomijanie w rownaniach zasadni-

czych teorii powtok izotropowych, matych wptywoéw, uzyskano
zapis prostszy niz w roéwnaniach W.W. NOWOZILOWA.
4. W zaleznosci od tego, ktore funkcje pomocnicze mozna

przyja¢ jako rowne jednosci, moga wystgpi¢ pewne uproszczenia
w relacjach miedzy sitami a odksztakceniami, lub w okresleniu
sit+ poprzecznych. Jezeli jak w przyktadzie: a”™ « a2 ~ i» to
oznhacza, ze te przyblizone réwnosci mozna otrzyma¢, zaktada-
jac formalnie C1 "™ C12 « O. Aby jednak z tego wynikata row-

nosc¢ * 0, potrzeba aby i na brzegu sita ta byta réwna ze-
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ru. Zatem jezeli mamy wyciggngaC pewne wnioski dotyczgace pomi-
niecia pewnych wielkosci wewnetrznych, to takie uproszc/.enia
moga by¢ wprowadzone, ale dopiero po rozpatrzeniu zagadnienia
brzegowego, a zateir dla kazdej klasy zagadnienn oddzielnie.

5. Zagadnienia brzegowe dla omawianych tutaj réwnan, nale-
zy FTormutowac¢ analogicznie, Jak dla powdtok izotropowych, tj.
przez czesci rzeczywiste lub urojone sit zespolonych, wzgl .
przez sktadowe przemieszczenia i katy obrotu.

6. Jezeli bra¢ pod uwage pewne niedogodnosci metody Jak:
wolniejsza zbieznos¢ szeregow wielkosci wewnetrznych, trud-
nos¢ formutowania w ogélnym przypadku zagadnien brzegowych w
wielkosciach zespolonych oraz fakt, ze spotykane uktady roéw-
nann algebraicznych posiadaja wspétczynniki zespolone - to
niedogodnosci te skompensowane eg: nizszym rzedem rownahn kon-
cowych oraz mozliwoscig wprowadzenia uproszczen w roéwnaniach
wyjsciowych, co jest rzeczg szczegb6lnie ccnhng w teorii powdkok
ortotropowych.

Dodatkowo, rownania zasadnicze zapisane w sidtach zespolonych,
po wprowadzeniu powyzszych uproszczen, maja - w przyjetym tu-
taj zapisie - wzglednie prosta budowe.

Itozdz. 11

7. W zagadnieniu zginania #4ukéw falistych mozna pomingé
momenty zginajace M2 1 odksztalcenia £/. Jest to réowno-
znaczne z tym, ze nie ma potrzeby uwzglednia¢ funkcji orto-

tropii  k”. Odpowiednio uproszczone rownanie okreslone jest

zaleznoscig (10.4). Réwnanie to mozemy traktowa¢ jako podsta-
wowe przy rozwigzywaniu zagadnienia zginania Huku falistego.

8. Wystepujaca tutaj liczba KARMANA -OC ma analogiczne zna-
czenie jak w zagadnieniu zginania 4uku izotropowego. Roéwnanie
réozniczkowe osi odksztatconej #uku jest takie same jak w przy-
padku zagadnienia izotropowego. Wniosek ten wyptywa wprost =z
wniosku 7.

9. Podstawowe zaleznosSci, z ktdrych obliczamy liczbe KAR-
MANA X oraz wspétczynniki d * szeregbw naprezen, stanowi u-
k4ad rownan liniowych (15.2).

10. Wysokos¢ pofatdowania UW, HZ oraz Sredniag grubosé
h nalezy pomierzy¢ na 4uku wykonanym. Nalezy pamietac, ze
wsaéﬁﬁzynniki PlP 3 sq zalezne od kwadratéw wyrazow H/h
i . w-

11. Otrzymane tutaj wyniki mozna by uczyni¢ doktadniejszy-
mi uwzgledniajac doktadniejsza posta¢ funkcji k2, to zp# z

kolei wymaga Scislejszego okreslenia powierzchni pofatdowania.
Do takiego okreslenia mozna dojs¢ po wykonaniu serii pondaréw
na tukach rzeczywistych. Jest jednak rzeczag dyskusyjng, czy
Scislejszy opis powierzchni bedzie mégt by¢ uwzgledniony v o-
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bliczeniach, a jezeli nawet tak, to czy da on istotng popra-
we wynikow, jezeli stad bedziemy na gruncie ortotropii kon-
strukcyjnej

12. Dla wyznaczenia naprezen oraz liczby kArMANA nalezy
przyjac pewna skonczong liczbe wyrazow szeregu (14.1). Pewna
orientacje odnosnie do przyjecia liczby wyrazéw daj« rys. 10.

13. Stosowanie metody asymptotycznego catkowania jest ze
wzgledow czysto obliczeniowych bardzo ucigzliwe. Wystepujaca
w tej metodzie podstawowa funkcja, bedaca pierwszym wyrazem
szeregu asymptotycznego jest okreslona catka [37] :

3

WOED - -(8J \ (i+Asina)(pt-p2sinoc-p3sin2(X) o™ i24*1)
(0]

ktéra wymaga opracowania odpowiedniej tablicy. Funkcja (24.1)
zalezna Jest od parametrow Hz/h, H~/h 1 A . Ta duza ilos¢ pa-

rametrow, i1 to w dodatku zaleznych od siebie w sposéb trudny
do ustalenia teoretycznego, uniemozliwia stabelaryzowanie tej
catki. Okreslenie takie staje sie jednak mozliwe dla kazdego
4+uku indywidualnie. Jednak i w tym przypadku nalezy rozpa-
trze¢ zagadnienie zbieznosci szeregu asymptotycznego.

Rozdz. 111

14. Obliczenia teoretyczne dotyczace liczby KARMANA wyka-
zuja btedy rzedu 15% w stosunku do wynikoéw doswiadczalnych.
B+ad teu moze ulec zmniejszeniu w przypadku rozpatrywania 4u-
kow o wiekszej liczbie segmentéw.

15. Dla orientacyjnych obliczen mozna zaktada¢, ze ¥ <dg*0j

pocigga to za sobg dalsze uproszczenia podstawowego uk+adu
réownan (21.8). W tym przypadku rozwigzanie uk#adu moze by6
przedstawione przy pomocy udamkow dancuchowych nieskoriczonych

3 = _JkIl - Jvwv+2 | _ qvVi2ty.S4j _J2j-2,2.1i
\ Icav Kv+2,v+2 Kv+4 ,v+4 i2j,2)
24*2)
gdzie
- % eV = 2
cv N

Bv-2 Jv-2,v : 2<V<2J
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16. Zaleca sie przyjmowa¢ liczbe j w zaleznosci od pro-

mienia wzglednego X nastepujaco

X < 0,2 j>2 r 3,
X = 0,2r0,3 Jj=3 x 4,
X » 0,3-0,5 J=4 I 6.

Przytoczone powyzej zaleznoscimaja charakter wytacznie o-
rientacyjny} wyraznag zas wskazéwka wtasciwego doboru liczby j

jest_Jzbieznos¢" do ''zera" ciggow -“m-i* B2m~’ A2m-i "~re*
B2m—-0, gdy m— j.

25. Zestawienie wazniejszych oznaczenh

Nj, Qj,_ Sj, Mj, Kj - kolejno: sita normalna, poprzeczna,

styczna, moment zginajacy i1 skrecajacy. Wielkosci te wystepu-
Jja w przekroju poprzecznym powdoki i sg odniesione do jed-
nostki ddugosci linii wspodrzednej (j * const).

Xi. X2, Z - sktadowe wektora sity, dziatajacej na jednost-
ke Srodkowej powierzchni powdoki.
u™, w - sktadowe wektora przemieszczenia dowolnego punktu
Srodkowej powierzchni powdoki,
ar.: wspodrzedne krzywoliniowe odniesione do kierunkoéw ghow-
nych $Srodkowej powierzchni powkoki
,a>, , X - kolejno: odksztatcenie wzdduz linii o Kkat

odksztatcenia postaciowego, zmiana krzywizny linii ot,, skre-
cenie powierzchni.

9. Q)- 12 .'ﬁ - kolejno: temperatura na powierzchni odle-
gtej od pow. Srodkowej o z, z=0, z =77, z = - Q.

j: wskaznik przebiegajacy liczby i, 2 lub okreslajacy
liczbe wyrazéw szeregu,
An: wspodczynnik pierwszej formy kwadratowej powierzchni,

cc, [6 : katy okreslajace réwnoleznik, potudnik,

u® = u, u2 = v, skltadowe wektora przemieszczenia w kierun-
ku stycznym do potudnika, réwnoleznika,

k: zmiana krzywizny duku k = 1 i1 - ™),

R: promien 4uku przed odksztatceniem,
Rl promien 4uku po odksztatceniu,
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g : promien réwnoleznika,
i%: promienie krzywizny Hlinii <§,
zmiana kata nachylenia stycznej do potudnika,

$
S,K: sita styczna i Sredni moment skrecajacy wielkosci o-
kreslone row. (4.2),

S\? naprezenia normalne,

Ojr : naprezenie normalne od sit rozciagajacych,

O\ : " " od momentdéw zginajacych,

Tg naprezenie styczne,

Cj ,CO . .= Cji» .. sztywnosci rozciggania - Sciskania,
Df» ciluba = th<i40 sztywnosci zginania,

A: sztywnos¢ Scinania

B: sztywnos¢ skrecania,

h: grubos¢ powtoki,

@t : wspotczynnik rozszerzalnosci liniowej,
t: spadek temp. na jedn. grubosci powdokKi

"3-3.] funkcje wystepujace w zwiagzkach miedzy od-
A3-jj - ksztatceniami a sitami wewnetrznymi,
ij. 52 ) ks’ kK - kolejno: funkcje ortotropii rozciggania
- &ciskania, zginania, $cinania, skrecania,
EJh’ %2 ) Es’ EK - kolejno: modut YOUNGA przy ortotrop!|

konstrukcyjnej dla Sciskania - rozciggania, zginania,$cinania
skrecania,

er ¥ o.g K ~ kolejno: liczba POISSONA przy ortotro-

pil konstrukcyjnej dla Sciskania - rozciagania, zginania,Sci-
nania, skrecania,

G , Gfc: moduty KIRCHHOFFA przy ortotropii konstrukcyjnej
dla scinania, skrecania,

C

stata okreslona réwnaniem (6.1),

stata okreslona réwnaniem (6.1%),

i =\l - jednos¢ urojona,

ajk* kjk* °jl “ P°mocnicze funkcje zestawione w tablicy 1,
N.,S - sity zespolone,

Nj,g - sity zespolone sprzezone,

IV v obcigzenia®1 termiczne,
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Pjt Pj: pomocnicze funkcje,
: katy obrotu stycznych do linii oc. woké+ stycznych do
J linii <8 _j - 3
N s N3+N . suma sit zespolonych,
ip: funkcja naprezen,
y - zespolona funkcja naprezen,
X: promien wzgledny
rQ, Ro: promienie powtoki toroidalnej,
Ali stata charakteryzujgca geometrie +uku,
wysokos¢ pofatdowania przy £=#,
H™: wysokos¢ pofatdowania przy f~ O,
S: dHugos¢ jednego pofatdowania,

1: przyporzadkowana ddugosci S - dtugosé rownoleznika po-
wtoki toroidalnej dla kata tf,

a2 - wartos¢ stata,

K(a), E(a): cakki eliptyczne zupedne pierwszego i drugiego
rodzaju,

H: amplituda pofatdowania dla kata”,
PO: iloraz S/1z,

1 : przyporzadkowana ddugosci S - dHugos¢ rownoleznika po-
wdoki toroidalnej dla y =0,

pl* p2” p3 " Pomocnicze funkcje,
Bn - wspotczynnik szeregu trygonometrycznego,
- elementy macierzy,
Cj - wyrazy wolne uk#adu réwnan liniowych,
fD, fj »f21 *3 * pomocnicze funkcje
X - liczba KARMANA,
I - moment bezwkadnosci przekroju poprzeoznego +4uku,
bn* ~bn™ 7 wspédczynniki szeregu trygonometrycznego,
a”j - elementy macierzy,
p - pomocnicza wielkosc¢,
flir* ®2r5 naPr€*enia potudnikowe, rownoleznikowe,
6= naprezenia maksymalne przy zginaniu rury prostej,

n™, n2, nred: liczby wzrostu naprezen potudnikowych, row-
noleznikowych i zredukowanych,

kat sSrodkowy segmentu dla kata o, (po,®),
IXi, Ix2: momenty bezwhkadnosci,
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ft(@@), f2(), f3(™) ” pomocnicze funkcje,
P\(Hi pomocnicza funkcja,

p*

\Y;
B2m

r e
A2m

(@)

m

(KN

A

[6l

1

drugi parametr charakteryzujacy geometrie 4uku segmen-
towego,

g2f #» 46 “ P°mocnicze funkcje,
“ wspotczynniki szeregu trygonometrycznego,

- elementy macierzy

Rm - pomocnicze parametry,
-1 “ wspodczynniki szeregu trygonometrycznego,
p , K*&: wielkoSci wystepujace przy okreslaniu regu-
m larnosci uk#adu réwnan.
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STRESZCZENIE

Rozdz. 1

Przytoczone tutaj rozwazania odnoszg sie do teorii powkok
ortotropowych, w ktérej zwigzek miedzy sitami wewnetrznymi a
sktadowymi stanu odksztaltcenia moze by¢ przyjety w postaci za-
leznosci (5.1). Wystepujace w rownaniach (5.1) sztywnosci o-
kreslone sa rownaniami (5.2). W pracy zaktada sie waznosc
zwigzkoéw (3.1), wyprowadzonych przez W.W. NOWOZILOFFA dla po-
wdok izotropowych. Réwnania rownowagi przyjmuje sie za A.E.H.
LOVE’EM zgodnie z zaleznosciami (4.1). Nastepnie Kkorzystajac
z analogii statyczno-geometrycznej A.L. GOLUENWEIZERA, wpro-

wadza sie formalnie okreslone sidy zespolone i zespolone
sprzezone (6.3) - tutaj odpowiednio uogdélnione - tak iz o-
trzymuje sie koncowe roéwnania (6.4) - (6.7) zapisane w sitach

zespolonych. W réwnaniach tych uwzglednia sie wptywy termicz-
ne, przy zatozeniu liniowej zmiany temperatury wzdduz normal-
nej do powdoki, (réow. (2.1)). Przyjmuje sie rowniez, ze prze-
ptyw ciepta jest ustalony.

W pracy rozwaza sie dwie grupy ukdadédw rownan: pierwsza,
dla ktorej stuszne sg przyblizone rownosci (7.1), druga, w
ktérej dodatkowo zachodzi réwnosé¢ (7.5).

Realizujac konsekwentnie odrzucanie matych czdondéw otrzy-
mano pewien prostszy wariant réwnan teorii powkok izotropo-
wych (7.9), (7.ii).

W punkcie 8 rozpatrzono powkoki obrotowe a jako szczegélny
przypadek otrzymano stan wprowadzony przez E. REISSNEKA.

W kazdym konkretnym przypadku ortotropii nalezy zbada¢ po-
mocnicze funkcje, zostawione w tablicy i1 1 odrzucié¢ te, ktdre
czynig zados¢ relacjom (7.1) lub (7.5), otrzymujac w ten spo-

s6b uproszczenia podstawowego ukdadu réwnan. W charakterze
przyktadu rozpatrzono taka analize dla powdoki toroidalnej
(por., [2a]) pracujacej w stanie quasi osiowo-symetrycznym.
Niniejsza praca ma na celu podanie roéwnan, przy pomocy
ktérych mozna by by#o rozwigzywaé zagadnienia, podobne jak np.
w [2a,b] lecz dla dowolnych stanéw naprezania. Przytoczone

rownania wazne sg rowniez dla powtok uzebrowanych (rys. 3a)
lub dla powlok posiadajacych ortotropig¢ naturalna.

Istnieje rowniez mozliwo¢¢ rozwigzywania przy pomocy tych
réwnan powdok o zmiennej grubosci (rys. 3a,).-



Rozdz. 11

Rozdziat 11 stanowi prébe analitycznego obliczenia liczby
KAKKiANA oraz wielkosci naprezen wystepujacych w zginanym 4uku
falistym (rys. 5). Zagadnienie traktuje sie ze stanowiska te-
orii powtok ortotropowych (ortotropia konstrukcyjna), przy
czym jako réwnanie wyjsciowe stosuje sie uproszczone roéwnania
E> REISSN#KA. Funkcje ortotropii kj, k2 przyjmuje sie przy

zatozeniu sinusoidalnego pofatdowania powierzchni Srodkowe j
+uku, zgodnie z wzorami podanymi w pracy £20]. Powierzchnie
Srodkowg Huku traktuje sie jako powierzchnie toroidalng. Po
szeregu uproszczen ostateczne postacie funkcji k”, kO okres-

lone sg réwnaniami (12.9), (12.11). W pracy wykazano, ze lunk-
cja k™ nie ma istotnego wpdywu na analizowane zjawisko 1 mo-

ze by¢ pominieta w obliczeniach tak, ze uproszczone roéwnanie
ma ostateczng postac¢ podang zapisem (10.4). Catkowanie tego
rownania prowadzi do nieskonczonego ukdadu réwnan liniowych
(14.12), z ktdérych po rozwigzaniu otrzymujemy liczbe KaRMANA
oraz wspotczynniki szeregow sit Jtrewnetrznych (16.1). Pe-

wng orientacje w zbieznosci szeregow w przypadku gdy H =0
daje rys. 10.

Rozdz. 111

W rozdziale tym podano przyblizony spos6b rozwigzania za-
gadnienia zginanie Hukéw segmentowych. Zagadnienie rozwigzano
przyjmujac, ze liczba segmentéw powinna by¢" wieksz” lub réwna
dwa. Przyjeto réwniez ortotropie konstrukcyjnag oraz zgodnie z
wynikami rozdz. I i 11, pominieto wielkosci wewnetrzne <, N*,

M2} zatozono réwniez, ze I+A.cosj?»i. Przyjeto dalej, iz +uk
poddany jest dziataniu momentu zginajacego.

Punktem wyjsciowym sa rownania stanu quasi osiowo-syme-
trycznego, ktore dla rozpatrywanego przypadku przyjmuja po-
sta¢ uktadu (21.1).

Z funkcji ortotropii wyraznie réznigca sie od jednosci jest
funkQEa k]z (20.2), ktérg po uproszczeniu przedstawi¢ mozemy

przy pomocy zaleznosci (20.11). Wystepujace w tej ostatniej
zaleznosci parametry qQ, g2, ... obliczamy z wykresu podanego

na rys. 13, dla uprzednio obliczonej wartosci p*- row. (20d0)3>

Podstawowe réwnania, z ktérych obliczamy wspotczynniki szere-
gu naprezen (21.5), to rownania (21.8), (21.11). Liczbe KAr-
MANA oblicza sie z réwnania (21.12).

Rozdz. 1V

Rozdziat 1V zawiera przyktady liczbowe ilustrujgce sposoéb
obliczen takich #4ukéw. Podano tutaj caty tok numerycznych o-
biiczen (zastosowany w tablicach) 1 przytoczono wyKresy na-
;>rezen podtudnikowych i réwnoleznikowych oraz naprezen zredu-
kowanych. Przyk#ady konfrontuje sie z badaniami doswiadczal-

ny ni .
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