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WSTĘP

Zagadnienie zginania cienkościennych łuków o przekroju 
pierścieniowym (rury zakrzywionej) było rozpatrywane najpierw 
przez A. BANTLINA, Li] • Autor ten zajmował się zagadnieniem 
zginania tzw. kompensatorów lirowych. W pracy [1] wykazał, że 
przemieszczenia obliczone w oparciu o równanie różniczkowe 
prętów zakrzywionych

Rx “ R '  IT  ( )

są - w przypadku przekrojów pierścieniowych - kilkakrotnie 
mniejsze, niż analogiczne przemieszczenia wyznaczone na dro
dze doświadczalnej*

Pierwszym, który uwzględnił zmianę przekroju poprzecznego 
(spłaszczenie przekroju) w zginanym łuku był T. KARHAN [10]. 
Wychodząc z metody RITZA-EAYLEIGHA 1 przyjmując, że składowa 
przemieszczenia stycznego może byó przyjęta w postaci szeregu

fft=]C C2n sln 2n? (2)n»i
T. KARMIN otrzymał równanie różniczkowe osi odkształconej łu
ku w postaci

R KEI

Występująca w równaniu (3) liczba K <  i, uwzględnia zmniej
szenie sztywności łuku - w stosunku do rury prostej. Liczbę 
tę, zależną od liczby wyrazów szeregu (2), nazywa się dzisiaj 
powszechnie liczbą KARMANA. W porównaniu z wynikami A. BANT- 
LINA, wyniki T. KARMANA odbiegały Już tylko o 20# od danych 
doświadczalnych.

Następne lata przynoszą bardzo dużą liczbę publikacji. Ob
szerny przegląd prac do lat 1949-1955 można znaleźć w litera
turze [3] , [7] , [8ai , [18] .

Obecnie przejdziemy do omówienia nowszych prac poświęco
nych temu zagadnieniu.

Z prac doświadczalnych wymienimy badania J.H. FORDA 1 C.E. 
TURNERA, [6] oraz A.G. KAMERSZTEINA [31a]. Badania te doty- 
ozyły łuków gładkich i segmentowych. Jak to wynika z pracy



[3ia] dla łuków o dużej krzywiźnie istnieją pewne rozbieżno
ści między danymi doświadczalnymi, a wynikami np. CLARKA- 
-REISSNERA. Zatem badania, odnoszące się do zagadnienia zgi
nania łuków takiej klasy, są w dalszya ciągu aktualne.

Prace teoretyczne, które się ostatnio pojawiły dotyczyłyi 
metod asymptotycznego całkowania, uogólnienia rozważań na za
gadnienie niejednorodne (obolążenie łuku ciśnieniem zewnętrz
nym lub wewnętrznym), rozpatrzenia stanów sprężysto-plastycz
nych, rozwoju teorii nieliniowej, 1 wreszcie - zagadnień peł
zania. Przejdziemy teraz do krótkiego omówienia tych wyników.

Problematykę nieliniową podejmują w swoich pracach E.
REISSNER i R.A. CLARK. Go&zerne omówienie wyników tych auto
rów znajduje się w pracy E. REISSKERA ilSąJ. Do tej grupy na
leżą również dalsze prace E. REISSNERA [lob] 1 [15o] .

Za kontynuację prac E. REISSNERA uważać należy prace E.L. 
AKSELRADA [21] . W pracy [2i&] rozpatrzono zagadnienie zgina
nia łuku przy dużych ugięciach - dla profilu otwartego, zaś 
w [21b] uzyskano równania dla łuku o dowolnym przekroju i dla 
dużych ugięć. Praca [21oj obejmuje tematykę, dotyczącą zgina
nia łuku o przekroju pierścienia kołowego, w ramach teorii 
nieliniowej, wreszcie w pracy [2MJ rozpatrzone przypadek ob
ciążeń zewnętrznych (ciśnienie).

Łuki obciążone ciśnieniem od wewnątrz były również rozpa
trywane przez R.A. CLARKA, por. [15aj oraz przez P.G. KAFKĘ 
i M.B. DUNNA [9] .

Dla przekrojów zbliżonych do pierścienia kołowego i obcią
żonych ciśnieniem, istnieją rozwiązania D.L. K0ST0WIECK1EG0, 
[32J , w ramach teorii liniowej [32a] oraz dla dużych ugięć, 
[32b]. Przypadek utraty stateczności (dla przekrojów jak po
wyżej), został rozpatrzony w pracy [32c]•

Ciekawy sposób ogólniejszego podejścia do omawianej tutaj 
problematyki, dla speojalnych str sów odkształcenia i przy pe
wnych ogólniejszych obciążeniach brzegowych, przedstawione w 
pracy K.F. CZERNYCHA [27] .

Dalsze rozwinięcie metod asymptotycznego całkowania znaj
dujemy w praoy S.A. TUMARKINA [37] , stabelaryzowanle zaś pa
rnych funkcji, podstawowych dla tej metody - w pracach L.N. 
NOSOWEJ 1 S.A. TTJMARKINA [34] oraz L.I. OSIPOWEJ 1 S.A. TU- 
MARKINA [36] .

Za próbę analitycznego wyznaczenia naprężeń w lukach seg
mentowych możemy uważać pracę U.I. ESTRINA [29].

Zginanie tzw. rurek (sprężyn) BOURDONA, rozpatrywane rów
nież przez W.I. FIEODOS’JEWA, omówiła w swojej pracy L.E.AN- 
DREJEWA [20] .

Zginanie łuków o przekroju soczewkowym, dla przypadku,
gdy dolna 1 górna część soczewki są różnej grubości i posia
dają różne promienie, rozpatrywane było przez Z. OLESIAKA[i4j



Wpływ wręgów przy zginaniu rur o przekroju kołowym rozpa
trywał J. NOWIŃSKI w pracy [13] .

W pracach L.M. KAC ZAN OWA [30a] draż W.S. TURKINA [38], by
ło rozpatrywane zagadnienie zginania sprężysto-plastycznego. 
Pełzaniem łuków zginanych zajmował się L.M. KACZANÓW w pracy 
[30b] .

Istnieją wreszole —  z punktu widzenia teorii powłok — za
gadnienia bliskie zagadnieniu T. KARMAnA s są to powłoki toro- 
idalne otwarte lub zamknięte, które w zastosowaniach spotyka
my w różnych działach budowy maszyn, względnie - innych kon
strukcjach. Zagadnienia te są przedmiotem osobnej grupy prao, 
dość szczegółowo omówionych w monografii W.W. NOWOŻIŁOWA [35] 
praoy W.I, BULG AK OWA [23] oraz pracy przeglądowej K.P. CZER- 
NYCHA 1 W.A. SZAMINY [28] .

Z podanego przeglądu literatury wynika, że problemy orto- 
trop.owe, w takim ujęciu jak to przedstawiono dalej, nie były 
do tej pory rozpatrywane teoretycznie. Czym należy to uzasad
nić? Wydaje się, że główną przyczyną braku prac na ten temat, 
to trudność przyjęcia modelu teoretycznego, który w jakimś 
stopniu byłby adekwatny do obiektu rzeczywistego, Innymi sło
wy zasadnicza trudność - to uwzględnienie pr badaniach teore
tycznych skomplikowanej powierzchni takich łuków, Jeżeli 
przyjmować się będzie za bazę wyjściową - równania teorii po
włok izotropowych. Z uwagi na to, że poruszany tutaj temat 
jest ważny w zastosowaniach, istnieją pewne prace doświad
czalne, poświęcone tej tematyee. E.T. COPE 1 E.A. WERT, [4] 
badali doświadczalnie grubośclenne łukl faliste. Z podanych 
wyników badań można wyciąąnąć wniosek, że łukl te posiadają 
znacznie mniejszą liczbę KARMANA, niż analogiczne łukl gład
kie. W przedstawionej powyżej pracy autorzy nie badali łuków 
cienkościennych oraz nie zajmowali się analizą naprężeń. Łukl 
segmentowe były bedane przez A.ti. KAMERŚZUSINA [31 bj oraz
A.A. SKWORCOWA [39]. Z ostatnich doświadczeń wynika, że łukl 
segmentowe posiadają nieco większą liczbę KARMANA niż analo
giczne łukl gładkie. W przypadku większej llezby segmentów, 
pole .naprężeń i odkształceń łuków segmentowych zbliżone Jest 
do analogicznego pola łuków gładkich.

Na tle przedstawionego powyżej zarysu historii badań teo
retycznych i doświadczalnych, odnoszących się do zginania łu
ków cienkościennych, możemy uwypuklić niektóre, oryginalne 
zdaniem autora, wyniki zawarte w niniejszej rozprawie.

W pracy rozwiązano zagadnienie zginania łuków ortotropo- 
wych, w oparciu o równania teorii powłok ortotropowyoh. W 
związku z tym tematem wyłoniła się problematyka budowy równań 
ogólniejszych, dla analizowania innych przypadków obciążeń. 
Pozwoliło to autorowi sformułować pojęcie ortotropll pier
wszego rodzaju oraz wyprowadzić równania teorii takich powłok, 
Do rozwiązania tak postawionego zagadnienia zastosowano meto
dę sił zespolonych - tutaj odpowiednio uogólnioną. Końcowe 
równania (równania zasadnicze) otrzymano w formie, która u



możliwia pominięcie małych wpływów. V ten sposób uzyskano pe
wną metodę, która pozwala na zapisanie równań zasadniczych w 
najprostszej postaci. Jako logiczną konsekwencję tego sposobu 
otrzymano pewien prostszy wariant równań teorii powłok izo
tropowych.

Przejdziemy teraz do zwięzłego omówienia treści rozdziałów. 
Całość rozprawy jest podzielona na cztery rozdziały. W roz
dziale pierwszym wyprowadzono równania teorii powłok ortotro
powych, przy uwzględnieniu obciążeń powierzchniowych i wpły
wów termicznych. Zagadnienie traktuje się jako liniowe w sen
sie geometrycznym i fizycznym. Stosuje się wszystkie założe
nia klasycznej teorii powłok, zmieniając tylko stronę fizycz
ną. W tej ostatniej stosuje się uogólnione prawo HOGKE’a dla 
zagadnień ortotropil pierwszego rodzaju.

W rozdziale drugim rozpatruje się zginanie łuku falistego, 
a w trzecim - zginanie łuku segmentowego.

Wreszóie rozdział czwarty obejmuje aiektóre zastosowania 
podanych poprzednio wyników, zawiera również wnioski końcowe 
1 podaje zestawienie używanych tutaj symboli, W zakończeniu 
pracy podano cytowaną literaturę, skorowidz nazwisk oraz przy
toczono obszerne streszczenie całej pracy.

Rozprawa niniejsza jest syntetycznym ujęoiem prac autora
12] . ,



R o z d z i a ł  I

ZASTOSOWANIE SIŁ ZESPOLONYCH 
W TEORII POWŁOK OETOTROPOWYCH

1. Określenia wstępne

W niniejszym rozdziale zostały wyprowadzone podstawowe rów
nania teorii powłok ortotropowych. Przedstawione zagadnienie 
ujmuje się jak najogólniej, przyjmując sześó funkcji chara
kteryzujących omawianą tutaj ortotropię. Otrzymane równania 
stosują się zarówno do ortotropil naturalnej (własność mate
riału), jak i do ortotropil konstrukcyjnej pojętej możliwie 
ogólnie (powłoki użebrowane, pofałdowane, o zmiennej grubośoi 
itp.),

W pewnyoh zagadnieniach teorii powłok «rystępuje ortotropla, 
która może być określona jako właściwość posiadania różnych 
własności sprężystycn, przez pewne skończone elementy zawie
rające pofałdowania (użebrowania). W ten sposób określoną or- 
totropię nazywać będziemy ortotroplą konstrukcyjną pierwszego 
(drugiego) rodzaju.

Do istniejącej w rzeczywistości powierzchni środkowej po
włoki danej, można przyporządkować powierzchnię umowną, tj. 
taką powierzchnię, względem której wystąpią np. pofałdowania. 
Jeżeli powierzchnia umowna może być określona analltyoznle, 
znacznie prościej, niż powierzchnia środkowa powłoki danej, 
wtedy możemy w przybliżeniu analizować stan odkształcenia 1 
naprężenia powłoki umownej, obciążonej Jak powłoka dana, z 
warunkiem ekwiwalentności odkształceń obydwu powłok. Można 
to osiągnąć traktując powłokę umowną jako powłokę ortotropową,
o odpowiednio dobranych funkcjach ortotropil. Funkcje te mo
żemy wyznaczyć, porównując odkształcenia elementu powłoki da
nej i powłoki ortotropowej umownej. Należy tutaj wprowadzić 
konstrukcyjne wartośol modułów YOUNGA, KIRCHHOFFA oraz liczb 
P01SS0KA. Tak ujętą ortotropię stosowano do tej pory wyłącz
nie dla powłok obrotowych [2a], 1 to dla stanu quasi osiowo - 
-symetrycznego, wprowadzonego przez E, REISSNERA [i5a] . Uwaga 
badaczy kierowała się prawie wyłącznie na powłoki warstwowe i 
użebrowane, o czym świadczą dwie - reprezentatywne dla tego 
kierunku badań - bogate monografie S.A. AMBARCUMIANA [19] 1
I.A. BIRGERA [22]. Analogiczną tematykę w teorii płyt repre
zentują monografie M.T. HUBERA, i_8b] 5 S.G. LECHNICKIEGO [42]
S. TIMOSHENKI i WOINOWSKIEGO-KRIEGERA, [i7] oraz praca U. SO
KOŁOWSKIEGO, [16] .

Wpływy termiczne dla powłok izotropowych, w równa- 
W.W. NOWOŻIŁOWA, uwzględniali J.U. GRIGORIENKO i Ł.A. ILIN I26J . W niniejszym rozdziale wpływy termiczne tra

ktuje się analogicznie Jak to uczynił W.Z. WŁAS0S7 w pracy [40]
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Przedstawiona tutaj tematyka, wypłynęła przy badaniu przez 
autora zagadnień, związanych ze zginaniem cienkościennych łu
ków ortotropcwych* Zagadnienia te można w przybliżeniu roz
wiązać, stosując teorię powłok ortotropowych dla stanu quasi 
oslowo-symetrycznego. Niniejszy rozdział ma na celu wyprowa
dzenie równań ogólniejszych, do badań stanów dowolnych, z u- 
względnieniem wpływów termicznych. Zwrócono tutaj szczególną 
uwagę na to, aby końcowa układy równań były jak najbardziej 
operatywne a zatem przydatne do zastosowań.

Obliczanie naprężeń w powłokach pofałdowanych, z uwagi na 
skomplikowany kształt tych ostatnich, jest bardzo uciążliwe a 
nieraz wręcz niemożliwe. Zachodzi więc pytanie: czy stosując 
teorię ortotropii konstrukcyjnej pozbywamy się tej trudności? 
W tym przypadku trudność niejako przenosi się na zagadnienie 
w^naczenla funkcji ortotropii, jednak te ostatnie mogą byó 
w titielu przypadkach wyznaczone a następnie aproksymowane pe
wnymi przybliżonymi funkcjami, co pozwala dla ważnych prak
tycznie przypadków znaleźć przybliżone rozwiązania.

1. Przedstawione tutaj równania ważne są dla powłok, któ
rych powierzchnia środkowa sparametryzowana jest współrzędny
mi krzywoliniowymi, odniesionymi do kierunków głównych.

2. Pofałdowanie fużebrowanle) powierzchni środkowej powło
ki danej powinno byc takie aby kierunki ortotropii pokrywały 
się z liniami krzywizn głównych. Zatem pofałdowania lub uże- 
browania powinny byó równolegle do linii lub a 2* Przy
kłady takiej ortotropii podano na rys. 3. Przypadek, w którym 
powłoka jest pofałdowana (użebrowana) krzyżowo, a zachowuje 
przy tym ortotropię, może byó rówpież analizowany, uprzednio 
jednak, należy doświadczalnie określić wszystkie funkcje or
totropii.

3. Przyjmujemy, że zależności strony statycznej i geome
trycznej teorii powłok ortotropowych, są takie same jak w po
włokach izotropowych, przy czym te ostatnie przyjmuje się 
zgodnie z zapisem W.W. NOWOŻIŁOWA [35] .

4. Rozkład temperatury jest funkcją liniową wzdłuż elemen
tu normalnego powłoki, a przepływ ciepła jest ustalony, wtedy 
por. np. [8c] [12] , [33]

2. Założenia

ov 1» 2 (2.1)

gdzie

t = ) (2.2)



W równaniach (2,1), (2,2) t oznacza temperaturę po-u Z |_
wierzchni powłoki dla z * + ^ (rys. 2), a t - dla z » - 
to jê st temperaturą powierzchni środkowej powłoki, a o c 2 są 
ortogonalnymi współrzędnymi krzywoliniowymi.
Przyjmuje się również średnie wartości dla modułów sprężysto
ści, jako niezależne od temperatury.

5. Wyniki uzyskane na podstawie przytoczonych tutaj równań 
będą tym dokładniejsze im odchylenia powierzchni środkowej po
włoki danej od przyporządkowanej jej powierzchni umownej będą 
mniejsze.

6. Występujące tutaj składowe wektora obciążenia powierz
chniowego Xj, Z są tylko funkcjami współrzędnych^, oC2.

7. Rozpatruje się tylko małe odkształcenia i ugięcia (teo
ria liniowa fizycznie i geometrycznie). Materiał zaś podlega 
prawu HOOKE ’a, które określone jest relacjami (5.1).

8. Występujący tutaj indeks j przebiega liczby i, 2.

3. Strona geometryczna
Odkształcenie elementu powłoki 6^, kąt odkształcenia po

staciowego co , zmiany krzywizny linii głównych skręcenie
elementu powierzchni T wynoszą, por [35]
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Powyższym składowym stanu odkształcenia odpowiadają nastę
pujące warunki nierozdzielności przemieszczeń, wyprowadzone 
przez A.L. liOLDENWEIZERA [25] .

'3A„
A3-J - m ?  +<*h-j-*j> - i r 1 + AJ m r ~  * 2T

9t

3-J
gAJ 
9ar3-J 
R, 0Aj■* r  asi 4 '^Ao 4 1 .  « A , i

" Rj[A3-J +(£3 - J - V ~ a ^  +AJ + ^ i+

^1 . *2 . i f ^ i f, 0 £ 2  9 A 2 >  .  .  *  i .  S><y
R ^  +  1 7  +  A ^ L ^  +  i ^ U 2 - V +  I  A i  ^  +

* ^ H + Ą  + ^ < el_S»)+ 5 *2 - 0
(3.2)

Występujące w równaniach (3.1) składowe uj ,  w wektora
przemieszczenia, posiadają wartości dodatnie dla przyjętego 
układu osi, podanego na rys. 1. Promienie krzywizny linii cc*
oznaczono tutaj przez R



Stan, zwany tutaj quasi osiowo-symetrycznym może być o- 
określony równaniami [i5aj

U± = U a a(oc) ,  U2 a V » k£>, W «  w(<x). (3.3)

Wtedy też, jak to wynika z równań (3.1)2, (3.1)^, będzie

a>= o, r -  o (3 .4 )

Dla takiego przypadku zmiany krzywizny linii głównych wynoszą 

*i " fc M *  *2 = * '«*««>. (3.5)X 2
gdzie

(3*5)

przedstawia zmianę kąta nachylenia stycznej do południka.
Stan osiowo-symetryczny otrzymujemy, przyjmując

k » 0 (3,7)

4. Strona statyczna
Warunki równowagi dla układu linii ortogonalnych pokrywa

jących się z krzywiznami głównymi, zgodnie z A.E.H. LOVE’SM, 
[ii] mają postaós
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(4.1)
cd.

Występujące w powyższych równaniach wszystkie wielkości 
wewnętrzne oraz współrzędne wektora obciążenia powierzchnio
wego, przedstawiają wartości dodatnie, gdy posiadają zwroty 
takie jak na rys. 1. Eliminacja sił poprzecznych Q. z ukła
du (4.1), daje J

gdzie, por. [35]

S - Si - - S2 - K - ł < V K2>

Stan quasi lub osiowo-symetryczny występować będzie wtedy 
gdy wszystkie wielkości wewnętrzne oraz składowe Z bę
dą jedyni« funkcjami a: zaś składowa będzie równa seru.

ł «j - °-
1

K2 Ki
S1 " R2 * S2 “ BA
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f

5. Strona fizyczna
Prawo HOOKE’A dla rozpatrywanej tutaj ortotropll przyjmu

jemy w postael następującej

^J = I = ó r f ^ [ v V j . r  6 3-j ' (l+>3 - j , r K  to]

i)

Tz - T12

Występujące w (5.1) naprę
żenia pokazane są na ryB. 2. 
Indeksy r t(z) odnoszą się do 
rozciągania (zginania) a s,(k) 
- do śoinania (skręcania).Bu
dowa równań (5.1) to wynik 
przyjęcia przez nas liniowego 
rozkładu naprężeń na elemen
cie normalnym powłoki (rys.3)

Wprowadźmy teraz sztywno- 
śoii rozciągania - ściskania, 
zginania, ścinania oraz skrę
cania

E i r :  h

"J.3-J " °j V 3-j,z = "3-J,J* 
Esh Ej. h3

A * ż('i+v8T* B * «“

1“ VJr ^S-J.r*

(5.2)

*F Przecinak wprowadzono dla rozdzielenia dwóch Indeksów, nie 
oznacza on zatem - w tym przypadku - różniczkowania.
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Zależności (5.2)2 i (5.2)4 wynikają z zastosowania zasady
BETTIEGO dla układów podanych na rys. Sa^, 3a2. Podstawiając
(5.2) do (5.1) otrzymujemy

“i - ffj.r ♦ * V  r. - *"♦ * ‘5‘3>

gdzie

ó'j,r “ S[°j G i + °J.3-j £3-j " (Cj+Cj , 3 - j K  to]

* ^ [ Dj vi + Dj.3-j *3-j - (DJ+Dj , 3 - j K  *]
(5.4)

Obecnie określimy siły wewnętrzne w przekrojach powłoki 
następującymi przybliżonymi równaniami

h/2 h/2 
bj * /  e t dI> sj ”  /  V 1 ł fc >-h/2 r -h/2 3"J

“j *  7  * «*• KJ “ /  T-* a‘
(5.5)

-h/2 -h/2 

Podstawiając (5.3), (5.4) do (5.5) otrzymujemy

NJ * °j £i + C3-j,J ę3-j “ (CJ+C3-J,J)oft to

S . a  A ( j +  p^' T  , S  a  AcJ|
J B3-j ' ' (5.6)

Mj = DJ ^j + °3-j,J *3-J “ D̂j+D3-j, j ^ t  *



- 16 -

Przybliżone równości (5.5) są tak zapisane, że zależności
(5.6), przy założeniu izotropil i braku wpływów termicznych 
przeohodzą w relacje W.W. NOWOŹIŁOWA.

Przekształcając układ równań (5.6) w ten sposób,aby skła
dowe odkształoenia wyrażały się przez siły wewnętrzne, otrzy
mamy

€ 3 " “ v a - 3 t i  H3-j * a t  Ło ’

-  “ a - !  ♦ « »  * •  <5 - 7 >

*>« i  Sł . T - i  K,

tutaj

£

, » ..... 3-j___  ___ e ___
i 7 Z  _ c2 • *3-j,j c c - cżCJC3-J CJ,3-J CJC3-J c j ,3-j

D3-1 . ®1f3-1
i D- D - d2------ *3-J,j “ _ d-5----BJU3-J BJ,3-J DJÜ3-J DJ,3-J

(5.8)

Zamiast konstrukcyjnych modułów YOUNGA, wprowadzamy nie
kiedy funkcje ortotropii, które definiujemy równaniami

kir(<*i.<*2) =  - r 1, k-;calfy2y M  “F *

y v 2) 4 . ^ 4 .  <*•*>

V (OL a  \ M  Es(1+ v) v (nc * \ df gfcC1*»)8 ^ 1 * 2 ^  E(i+VsJ* kk*xl»?ta) —  F,(i+Vk)

Obeonie postaramy się Jakościowo ocenić występujące tutaj 
konstrukcyjne moduły E^ )» ^  ) oraz funkcje ortotropii k^ ^
Jako pierwszy przypadek rozpatrzymy pofałdowanie względem li
nii «2 (rys. 3a). Wtedy otrzymujemy



Elr -> E : klr >  1, E2r <  E : k2r > 1t

Ei z >  E ł \ z >  *» *2»<  E S k2z^ *» t5*10)
G >  G : kg >  1, ■ Gfc >  G : kk > 1

Jeżeli chodzi o nierówności (5.10)^ - (5.10)12, to rela
cje te należy ustalać doświadczalnie, względnie na podstawie 
obliczeń.

W przypadku pofałdowań względem linii ac*t możemy ustalić 
analogiczne do (5.10) nierówności.

Eir <  E : klr <  i, E2rs* E : k2r <  i,

Ei z ^  E : kiz <  1* B2z>  E s k2 z <  1* (5*11^
Gg >  G : ks >  i, Gk >  G j kk >  i

W przypadku pofałdowań nie pokrywającyoh się z linią arlf
(a„), lecz przy zachowaniu ortotropii, to jak już wspomniano
należy wszystkie funkcje ortotropii wyznaczyć doświadczalnie.

Stosując zasadę BETTIEGO do układu podanego na rys. 2a^t 
2a2, otrzymujemy przybliżone zależności

V Ąy.
V2r " k---E— * V2z = k 'k—  (5.12)"  Ir 2r Klz *2®

W przypadku pofałdowań względem linii a», możemy przyjąć,
że

°lr * yXz ~  y » (5.13)

zaś przy pofałdowaniach względem linii <x̂

V2r * V2z ~ v (5.14)

Zależności (5.12) - (5.14) mają taką samą budowę jak w teorii
płyt o ortotropii konstrukcyjnej, ,por. np., [20].
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W przypadku powłoki posiadającej użetorowanie pokrywające
się np-. z linią ccA (rys. 38*) otrzymamy

(5.15)

Gs «  G : G,k G : kk «. i

Funkcje zaś klr, kiz» Jak to wynika z porównania odkształ
ceń powłoki ortotropowej i izotropowej, mogą być przedstawio
ne w postaci ilorazów odpowiednich powierzchni oraz - momen
tów bezwładności. Określenie funkcji dla takiej ortotropii 
obszernie omówiono w pracy [22J.
Dla określenia funkcji ortotropii pierwszego rodzaju (dla po
włok mało wyniosłych) można stosować wzory podane w pracy U20J 
Dla innej klasy powłok funkcje te, Jak już zaznaczono, należy 
otrzymywać z porównania odkształceń, a w przypadkach gdy to 
Jest ze względów obliczeniowych niemożliwe - doświadczalnie.

W przypadku ortotropii naturalnej, funkcje te ustala się 
doświadczalnie.

Końcowe równania teorii powłok możemy zapisać w przemiesz
czeniach, w siłach lub w postaci mieszanej (połączenie funk
cji naprężeń i przemieszczeń). Jeżeli analizować wyszczegól
nione powyżej możliwości rozwiązania przedstawionego zagad
nienia, to z uwagi na to, że występujące tutaj sztywności A,
B, Cj, C3_j j, Dj, D,j_ Ą j mogą być w najogólniejszym przypad
ku funkcjami zmiennych , oc2 - metoda przemieszczeniowa pro
wadzi do bardzo skomplikowanych operatorów równań przemie
szczeniowych. Niektóre przypadki takich układów dla szczegól
nego rodzaju powłok zostały rozpatrzone w pracy S.A. AMBARCU- 
MIANA [19]. Podobnie i metoda mieszana prowadzi do złożonych 
układów równań. Dla ortotropii drugiego rodzaju układy takie 
przedstawiono w pracy V. VISARIONA i C. STANESCU [24] . Zasto
sowanie sił zespolonych do omawianego tutaj zagadnienia po
siada jeszcze tę cenną zaletę, że pozwala na wyeliminowanie 
wielkości małych w równaniach zasadniczych.

Zatem, gdy siły zewnętrzne nie są funkcjami przemieszczeń, 
jedynym operatywnym rozwiązaniem Jest rozwiązanie w siłach 
wewnętrznych, które można przedstawić w postaci trzech równań 
różniczkowych, zawierających - wprowadzone przez W;W. NOWOŻI- 
ŁOitA siły zespolone (tutaj odpowiednio uogólnione) oraz siły 
zespolone sprzężone. W szczególnym przypadku izotropii siły

6. Rozwiązanie w siłach zespolonych
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zespolone sprzężone nie wchodzą do rozpatrywanych równań: są
one bowiem mnożone przez pewne funkcje, które w tym przypadku 
można .przyjąć jako równe zeru.

W wielu przypadkach w powłokach ortotropowych możemy przy
jąć pewne uproszczenia, które sprowadzają równania do względ
nie prostej postaci, analogicznej do układu równań W.W. NOWO- 
ŻIŁUWA.

Przejdziemy obecnie do wyprowadzenia podstawowych równań 
teorii powłok ortotropowych, przy wykorzystaniu formalnie 
wprowadzonych sił zespolonych 1 sił zespolonych sprzężonych. 
Wprowadźmy stałą, znaną z teorii powłok izotropowych

i wprowadźmy do tego układu zależności (5.7)^, (5.7)3.
Podobnie, wprowadźmy do układów (4.T) zamiast momentów 11.,

K wielkości określone zależnościami (5.6)., (5.6)g. Następnie 
dodając te dwa układy otrzymamy

h (6.1)

a następnie pomnożmy równania (3.2) przez stałą

i i i  •■= Ehe i ,  1 = 1 , (6 . 1’)

Występujące w równaniach (6.2) pomocnicze funkcje a., »b 
(k = 1,2,..«,5) seetawiono w tablicy 1.



Jeżeli teraz wprowadzimy do układu (6.2) poniższe, w spo
sób formalny zdefiniowane siły zespolone i zespolone sprzężo
ne

“  Nj+1^ af3-j”'(Xtt> = Mj).

Sj N j - i ^ ^ - ^ t )  = M3- . f V , , J  V  (6.3)

S SI s+iS2r = S + K, I = S - ~ K ,

to wtedy układ (6.2) przyjmie postać
1 i  QA„,

2AjA3_j |(ajl+bji)A3 - j ^ ^ aJ2+bj2} da” NjT^aj3+toj3^ 9 ^  W3-j +

♦<mj«łŁj4)Aj ♦2<“.)5łV  T f  • <6"*>

r D 9SL . D, 0N„ ,1

V równaniu (6.4) oznaczono przez

«N, SA«
pj“(aJi”bJi)A3-J ~W^ +(aj2-toj2) -3^ Hj"(aj3“toj3^ 9a~N3-j +

Oo *
+ (aj4"bj4^Aj 3 5 ~  +2(aj5~bj5^ S* 6̂,>5̂

X jt = AjAA3-j{ J_Rj (Xt't+ "“j1^  ^ [ ^ J ^ - j . j ^ ]  "

"i2A3-jtft |(bji~ ^  + "ifj1  (t,J2~toj3)t'j]

W podobny sposób otrzymamy trzeoie równanie: w tym celu łą- 
ozymy równanie (4 .10 2 55 pomnożonym przez iii równaniem (3.2) 2



przy wykorzystaniu związków (5.6), (5.7)t (4.1*)̂  1 (3.2)^ o- 
raz (6.3), tak li w wyniku końcowym otrzymujemy

Ł  * Ł  * _ ! _  f » r!i,HjL + H2 + A±A2 I ̂  T ‘dcĉ

W równaniu (6.6) przyjęto oznaczenia

8  i 
+ ™x 2 ‘

Z-Z. (6 .6)

P J - B -

-SN _

lJ [AJA3-JXJ+A3-j faJ +(V N3-J> fcCj +

<aA i 
+ (CJ2“C J4) '*x3 _ i  §J* (6.7)

Zt»l£2c<t (R1 + R2)t+ a Ja 2
9 /H1A2 9t » 9 /R2A1 9t

Ai 9*2 A2 9oc2 I

W najogólniejszym przypadku ortotropil dysponujemy wlęo 
układami równań (6.4) - (6.7). W zastosowaniach bardzo często 
spotykamy się z pewnymi szczególnymi przypadkami ortotropil. 
Rozpatrzeniem takich przypadków zajmiemy się dalej. Obecnie 
przejdziemy do obliczenia sił wewnętrznych, przeuleszuz-eń o- 
raz kątów obrotu.
Wychodząo z równań (6.3), możemy wyznaczyć siły wewnętrzne 
przy pomocy zależności

Nj - Re S - ReS,

“j - s i - O jS j-j * K - a 1“
(6 .8)

Do wyznaczenia współrzędnych wektora przemieszczenia, mo
żemy się posłużyć układem równań, otrzymanym z połączenia za
leżności (3.1)^ 2 » (5*7) oraz (6.8):
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Całkując powyższy układ równań otrzymamy składowe u^, w;
dalej możemy obliczyć kąty obrotu stycznych do linii oc1 wo
kół stycznych do linii ot3 -J* tJ‘

Obecnie przejdziemy do omówienia pewnych szczególnych przy
padków ortotropii.

7. Szczególne przypadki ortotropii
Z relacji (6.4), (6.5)^, (6.7) wynika, że podstawowe rówr 

nania upraszczają się w sposób zasadniczy, jeżeli przyjmiemy 
poniższe równości

fijjj ̂  bjfe Cj j ^ i, (k * ly2,««»,5, 1 ■ l,2,»d.4) (7.1)

słuszne zawsze dla pewnej klasy powłok izotropowych 1 orto- 
tropowych. W tym przypadku wszystkie pomocnicze funkcje, ze
stawione w tablicy 1, mogą być przyjęte Jako równe jedności, 
z błędem nie przekraczającym wartości h/Rj* Błąd ten Jest wy
nikiem stosowania w teorii powłok (ściślej w pewnej klasie 
powłok izotropowych) hipotezy LOVE’A-KIHCHHOPFA.
W tym przypadku odpowiednie równania mogą być zapisane w po
staci

/9Ni 9A„ , „  ̂ GJl .
A3-j + dcc3 (Nj“N3-j)+Aj + 2 Ga3_ó S “

_ i 1 2̂jf A3-.iL  D.1 X ^3-.i / D-1 s ^ 3 - 1
RJ [ ja2i?3_j 9ai A2f3_j 9ocj

(7.2)
- - Aj A3_j (Xj-Xjt),

tutaj

„ -i____ Dr D3-J, !A3-j tSzlar 9 [ ( I
Y h I *j 9*j *  EJ ^

cc f3L. 9to J- ifiA3.
(7.3)



Zestawienie pomocniczych Funkcji ajk , bjk, Cjt ( j  = 1,2; t = 1,...,4j k  -  1,-■,5) Tablica 1

Powłoka ortotropowa Powłoka izotropowa

° j ’

Ojz

. i u ^ i

u  <p. 2 L  j f i+  ^3-j,j ...Aj-/ 1 d )
ZJ Rj ( g/~ dA ,.j/da j %■ dccj J n  (1+?)c i

n  1 + ¥  &  lfl+  i ^ 3~j ^ d^3-j \
°j i : hj Rj i  Zi-j dA,.j/dccj V3.j d a j  )

i  . ( U v ) v c ■ 
7 Rj

Oj4 1 _ &  i 
ARj 1 - 2  <URV,C i

aj s

bJt

f -52 •//, Rj Aj 1 dA ) 1 l n v ) c ( 1 t Rj )
1 2A R j ( R j-j dAj/d«,-j A dcc3-j J 1 Rj V R3-j )

1 D3-j,j i » 
' S2Rj V  ‘

t)j2 4-t ^3-j [ f i  _ D}-j,j A3.j  1 dDj-j.j l ,   ̂ f f - v ) v c
Q Rj ( D3-j dAyj/docj 0 ,-j d « j  ) 1 Rj

bji 1i ^  i fi Dl'iJ + /4jv  ̂ ^Di ) 1 J2 Rj Dj r dA,.j/d<Xj Dj d a j  J 1 * v ; c '
bj4 1 Z B  i  '  S i  Rj 1 - 2  ^  i

bjs
* B  ■ f  i  , Rj ■ , A j 1 dB  \ .  ■ (1- V jc  ; f .  Rj )
7 £>Rj [ R,.j dA j/daH  B d « , . j  J 1 R j l r  R s - j J

c p 4 L J2
2  A R j

4 (1+v)c • 
7 Rj

Cj2 i iS2 f  Ri Aj 1 dA ) j (1*v)c t
1 2ARj ( R 3-j dAj/d<x,.j 2A dcc3-j J 1 R,-i ‘

C j3 i.. iB _ 
1 SI Rj 1 -  l,- ; ,c i

. i ‘ B  f  Rj . Aj 1 dB ) 
' S2Rj [ R3-j dAj/d<z3.j 2B  da3-j J i -  n;* lc  i Ks-j
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Trzecie równanie aa postać identyczną jak w (6.6),z tym że 
ulega teraz zmianie funkcja P ,

f ^ N 1 ^ ^ 0A- ł oS ̂ ©A, 1
PJ“HJ [AJA3-JXJ+A3-J 9cc3 +(Nj"N3-J) +AJ +2S

Uwzględniając w (7.4) zależność (7.2), otrzymamy 
f U * r D+ 0N„ ,

PJ “ RjAJA3-J | XJt+ifi^~A.j[(1+ 0oCJ

• • f c '  ' - f e l f

(7.4)

(7»4)

" 3 -J

Dalsze uproszczenie otrzymuje sif w przypadku,gdy spełnio
na jest równość

Dj - ^ 3_J

-  i i i « ;
^ j  6<xj3-J H 4 9 cc. ~ A JA3 - J < W

(7.5)

słuszna zawsze dla powłok izotropowych oraz dla pewnej klasy 
powłok ortotropowych. Równania (7.2) przyjmują postać

9A3-j s . es, 1 ^  (ii.-K, J+a, U —  + 2S ^ ----J-j 9o(j j 3-j J 9a3-J
(7.6)

Trzecie równanie ma postać taką samą jak w (6.6) z tym, te 
ulega teraz zmianie funkcja Pj

‘C '  “&K

Fj “ RJAJA3-J^xjt + *7*7^

(6.7),
Funkcje X,. 1 Zt określone są teruz zależnościami (7.3),

j t

t
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Wreszcie ostatni szczególny przypadek to powłoka izotropo
wa. W tym przypadku otrzymujemy

" c "  7 1 7 ’ c3- j . j  “ vc> “ k *  r 3 - j , j  ■ ś  ’
3 <7 -s)

®i “ D .■ ~ T ~t D„ a vD, 55t » #•» 4 1 * ^ 5  * ̂ 12(1— y) J Rt.3 3 Kłi

Uwzględniając zależności (7.8) w równaniach (7.6), (7.3)
otrzymujemy

0ŚL 0A. , „ __ ■ 0A1 _
A3-J ^ + g —  ♦ 2 s -

A„ ł c 0H- ,
-  1 -  V 3 - , < V XJ*> - < * ••>

152«, M  Ą Vt

* » »  -  -  - T T  < 4 :  -  ł :

Ponieważ w wyniku przeprowadzonej tutaj analizy otrzymuje
my, w przypadku powłoki izotropowej, równania,które różnią 
się od równań W.W. NOWOŻIŁOWA. należy wykazać,, że różnica ta 
Jest zgodna z uproszczeniami (7.1) słusznymi zawsze dla powłok 
izotropowych. Równanie (7.9). Jest w budowie prostsze, niż a- 
naloglczne równanie podane w pracy [35] .
Dodajmy i odejmijmy w lewej stronie równania (7.9) 1  wyrażenie 
A « 1 ic 0N 1
-   • ^ Ł a otrzymamy (po podzieleniu przez AjA3_j)*

J J
#8 « ~ ~ «A- ,

SA4 I . 4 oij (7.10)
+2 *]' V I  % • '

gdzie N » Nj + ®3-j
W równaniu (7.10) funkoję l+ic/R^ można przyjąć Jako rów

ną Jedności, a otrzymane tak układy równań odpowiadają ukła
dom podanym w pracy {jJ5]. Zatem postać (7.9)^, w świetle u-
proszczeń (7.1), Jest równowarta układowi (7.10) a jako proat- 
sza może być używana w obliczeniach.
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Trzecie równanie otrzymamy wstawiając do (6.6)

IW).przy czym w tej ostatniej równości możemy to wtedy otrzymamy
funkcje

uwzględnić

^2 ic | 9 9 \  f^il
®i R2 A1A2 L ®al Ai '̂>a2 A2 *̂2-1 *

"  ' ^ ^ R2 A i X2 t ^  »

( 7 . 1 1 )

albo równość (7.10), to wówczas
n ,  n „
1 7  ♦ 1 7  ♦i«v28.z-zt- < V 2 xit)ł ^ l ¥ A . l ]  •

(7.12)
gdzie:

A i A 2
t l  &  )

9 a ^
0

+ 7 %
t l aLill
Ag SoCgJl

Równanie o postaci (7.12) spotykamy w pracy [35] .

8. Powłoki obrotowe
W przypadku powłok obrotowych liniami krzywizn głównych są 

południki i równoleżniki. Za współrzędne krzywoliniowe wybie
rzemy teraz kąty cc i /3 (rys. 4).. Współczynniki pierwszej for
my kwadratowej powierzchni, mają znaną postać

Aĵ  = Rlt A2 =• q = RgSina. (8.1)

W równaniach (8.1) q oznacza promień równoleżnika, okreś
lonego kątem a, zaś R^, promienie krzywizn południka i rów
noleżnika. Ponieważ współczynniki Alt Ag są tylko funkcjami
kąta cc,to równania GAUSSA-CODAZZIEGO sprowadzają się do Jed
nej zależności

= RjCOSi* (8.2)

Przytoczymy teraz podstawowe równania teorii powłok orto- 
tropowych obrotowych. Układy te otrzymamy z zależności (6.4)
- (6.7). Przy czym uczynimy założenie, że ortotropia w powło-
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kach obrotowych jest tego rodzaju, iż wszystkie funkcje, któ
ra ją charakteryzują są zależne tylko od kąteua. Po uwzględnieniu powyższego otrzymamy

*9N R R
(Bll+bii)' d 1 +<ai2+bi 2 ) 4  0t«C*Si-<fti3+ł,i3)S; ct®*g2 +

•

+ (ati+b Ri <3S i L  Di *>S2 ( . Di
14 14 R ^ a lń f l  "iaS?2 R l H 1*  + (1 "  +

+ HgSinoc " “ 2Rl(Xi“Xit^ (8*3)

Ro a.
â2i+b2 i > ~  +(a24+b2 4 ^  8iE0Ĉ  +2(a25+b25>eo8<* S “

1 r D9 ®*L D, OKU p9
Sjf1+ +(i” 2 ^ W  * "2R2Slna(X2"X2t^

1 7  + Ą  + e ^ 5 H 5 [ Ś (h7)+ ^ R ^ I S ^ ]  " z"zt

-i££

tutaj
0N±

Pl“ *ail”bii)R28ln* g 7  + (ai2"b12)Ri OOBcc Nl“(a13“b13)RlC08ar n2+

+ (ai4-b14)Ri ~ ,

9 N 2  g g

p2*(a2i“b2 1 R̂i "9^  + (a24“b24^R28*nc< +2(a25“b25^Rl cosa

P1 ®S i  ~ -  -i a *-H1 H2 sln«X1+R2slnoc-%£ +(N1-N2)R1cosa> 2(cii+ci3>Ri Tfi +

+ S<0ii“°i3>Bi ff •
(8.4)

\
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H2sinof “ RiR2^2 + sin« ~%f + 2 (C21+C23^H2 +

+ (c22+c24^Ri ctga ®+ 2’(°21—°23^R2 "̂ a + (c22“°24^Ri ctgcc S

XitRifi2Sln0r =(Dl“D2>C080fatt+ atSinC*'fe[(Di+Di2>t]~
T Ot 1 ^t« (

-lfiH2at sina J(b1 1 «- -  jq- "57  + c t 8or(bi 2*bl 3^tJ f

X2tRiR2SlnOC“ R ^ t  ^ [ ( D2+Di2^t]- ~

i_!lol
"  r2

Zt = i& cx:t| ( ^  + ^ ) t  + R^R* 8lnocJ^^?(R2 sina:~dâ +

* t ó f  )]}•
(8.4)

Po scałkowaniu układu (8.3) siły wewnętrzne obliczamy z
zależności (6.8), przemieszczenia zaś - po uwzględnieniu (8.1)
(8.2) - z układu równań

i-<$» ♦ » )  - <y>eSi - + * « v

t y ś z ż f y  T f  u ■ *'jE"2-<l2l“ * l « t V  (8.5)

i 9u R2sln<y _ą , V . i Dp c
£>,v- ( r  o l n / ł ) *  * R e  8H gS inof 0/3 R± 9cc 'R g S in c t ' A 

Kąty obrotu stycznych obliczamy przy pomocy równań

ti * “ R^Sa.” u »̂ ^2 3 ” R2 ( s i n ” v '̂
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Jeżeli dla rozpatrywanego tutaj przypadku będą słuszne
równości (7.1), to układy równań (8.3) - (8.4) będą mieć postać

° ® i  Ei  t a  . Ri  QS iffl f f l l  Di  v 9**2
—  + Tz 0tgQr ̂ 1 2 ^  H^lńa-^0 " W l  ^2 [<1+ ~  +

D1 ° n 2 i  
+  ( 1 "  “ Ri (X i - X i ^ >

" W  + \  BinaW  + 2coaQrS ■ wr2 ^i[(1+ ^ę-) -^T + (s-7)

D2

+ (1~ " R28lna(X2"X2t>»

"$x(lTp+ ^ ’RgSin*^“ Z“Zt»
Ni N2 i

d 2 o n

K
r *  p,

R1 + R2 +  Ri R 2 8in<X

tutaj
P 1 f i  o  T D i  9 **2 D i

“I  ■ **VU 1 7 ^  ł(1- ^ j *  x
p 2 f lV r d2 <m L d2 i i

*»[ +(1- 1

y _ w] i &  /-9t 1 9tOv
2t "  aż 3ina sp l 3 ł2> J ~  a2s m « a t<«/i ■ H2 sja5,

(8.8)
funkcja zaś Zt określona Jest rótmanlem (8.4)7. Jeżeli w
powłoce obrotowej spełniona jest dodatkowo równość (7.5),wte
dy z (8.7) otrzymujemy

n l
9 f

? 9a[
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. tti Ł R1 9S ISi „ ^N2
9a + R2 ot«a(Ni"N2^+ R2sinct 9/3 “ R± ^2 "^T " ** Ri^Xi“Xlt^»

ONo R2 Q& ~ I D
~Sf + a±n<XQa, + 2(508 a S  " R^ “9/3 “ “ R28in0C(X2”X2t^*

(8.9)
W równaniach (8.9) Xlt i X2t określone są relacjami (8.8 )3
i (8.8)4. Trzecie równanie określone jest zapisem (8.7),,, z 
tym, że funkcje P^/R^ 1 P2^R2 nieco inną postać:

P -* riS i

1 (8.10)
P 2 _ „ /  i f t  -  ^ i  v  \

R2s»na -  1 2  (K2 alncr f i  W  X2t>-

Funkcję Zfc określa w tyai przypadku równanie (8.4)^.
Wreszcie jako ostatni przypadek rozpatrzymy powłoki izo

tropowe. Uwzględniając w równaniach (8.9) - (8.10) oraz (8.7)„ 
zależności (7.8) otrzymujemy

0N ± Ri
9ar

ll 
OJ

las
+

o n 2 »2
9fi

5 1

CM
m

R1 OS ic 0N2

O N . (8.11)

ic
Ri R2 8 in c t

f /5 R, 0N„ a Ri ON. 1 
[fe(S7 sln“ -5?)ł - g f )]■

= Z-Z*----—t R^RgSinof
tutaj

O t .y ia ̂  /Ot _ i_ _ o x
Xit R± t (flar R± (8.12)

X «  _  *  f£Ł _  i_ £ V
2t R2sincc '■9/1 R2 9/3

ff rozpatrywanym tutaj przypadku, funkcja Z^ Jest okreś
lona relacją (8.4)^.



- 32 -

9. Stan quasi osiowo-symetryczny
Stan ten charakteryzuje się tym, że pochodne cząstkowe

wszystkich sił wewnętrznych, obciążeń 1 wpływów termicznych,
podług zmiennej /3 są równe zeru. Dodatkowo należy przyjąć, że
składowa X2 = 0 oraz że siła S « 0. W przypadku gdy przemie
szczenia u, w będą tylko funkcjami zmiennej oc a przemieszcze
nie v = 0, to odpowiedni stan określa się Jako oslowo-syme-
tryczny.

V rozpatrywanym tutaj przypadku z równań (8.3) otrzymujemy
dSi R± R±

<aii+bli> dST +(*i2+b12> ' (ai3+b13> “
ĄO r D. (tN, D. dN,-, P±

- sf [<lł 3^r>-ai +(1‘ spin« - - 2M W -

1 3 ,  — i____ 3_,Ił, . 4 _z <9a)R± Rg R^sinrt dccl‘R1; * t

DidN.
gdzie

Pi " (aii"bii)R28ln<X“dl +(a12"bi2)Hi -(a13-b13)R1oos«N2,

X1tHitt28inrf-(Di-D2 )«tt coso+ sinof|^|(D1+D12)tJ-

f D1 dt R. ]
-iSR^sina [(b^- sq-)^ - r r  OÓT * R^ et«*(toi2~bi3)tJ•

Zt - iQ^[(^- + |-)t+ (9.2)

Pi dN. _R” * Hj^RgSintfl^+Rjtinoc-gjj.+(N1-N2)R10 080f.

Przedstawiony powyżej układ równań X9.i)c*zawiera dwie nie
wiadome funkcje (siły zespolone) S., N2, (N^» *2), które o-
bllczyć można po soałkowaniu tego układu, przy odpowiednich 
warunkach brzegowych.

Zajmiemy się teraz szczególnym przypadkiem stanu opisanego 
równaniami (9.1). Wprowadźmy mianowicie zależności (3.5), (3.6)
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do układu (6.3), pomijając przy tym wpływy termiczne, to o- 
trzymamy

N± = Ni + ~(#ctgoc + k),2

*2 = N2 + Ha
(9.3)

Jeżeli wprowadzimy do. równań (9.3), funkcję naprężeń V 
przy pomocy której siły wewnętrzne określane są równaniami

Ni * iq otgccv * N2 = I; S

wtedy zamiast (9.3) otrzymamy

5i = f* [ctgoc(V+ 1$) + ki] ,
(9.5)

s 2 * «

Jeżeli dalej wprowadzimy do układu (9.5) zesploną funkcję 
naprężeń

y M  y  + i# (9.6)

wtedy równania (9.5) zapiszemy

fii “ 57 ^ctgoc + ik), N2 - #■ § £  (9.7)2 i
Dalej - już przez analogię - siły zespolone sprzężone 0~ 

kreślimy relacjami

_ M -  { ' f i r . t s t n c  *  . N_ = J L  43?

gdzie

Ni _ ±  (*,tg3C + ik), »2 - (9.8)
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Jeżeli założymy dalej, że układ równań (9.i) jest jedno
rodny (X^=Z=0) oraz brak Jest wpływów termicznych, to wtedy,
wprowadzenie (9.7), (9.8) do układu (9.1) daje tylko jedno 
(drugie spełnia się tożsamościowe) równanie, przedstawiające 
rozwiązanie zagadnienia: będzie to równanie

(aii+bl l ) ( ^ ) ,+ <ai2+bl2> 72 otg^ocy —2 R2

-<«i3*»ia> if [<*♦ *
2 (9.10)

+(1" qF F H ^ ]  * " ■ lk [(aii+ł>ii) +2

+ (ai2+bi2) rJ ct«a]. ^  * < >*

gdzie
P. * R.c o s k̂
TT = (a11-b11)R2sin a ( ^ S ) '  + (a±2-bia) f  -

r y Ł ^-(a13-bi3)cos a V ,+ (a1i-bn)H28inofik (g-)' +
2

Ri+ (a12-b12) g- ik cosct. (9.101)
2

Jeżeli przyjmiemy równości (7.1) w układach (9.10), (9.id) 
to otrzymamy

<*- -
Ct 6

- B ^ i  ainocK k R1 oosa. (9.11)

Przyjmując zaś równość (7,5) otrzymujemy, zamiast (9.11)

0. ̂ 2^28in(X̂ ~ ) y " sin^f * kR^ oosof (9*12j
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Wreszcie w przypadku powłoki izotropowej otrzymujemy z (9.12)

Przedstawione w tym punkcie równania (9.10) - (9.13), są 
różnymi wariantami równań E. REISSNERA [15] t które przy przy
jęciu k=0 przechodzą w równania stanu osiowo-symetrycznego. W 
tym ostatnim przypadku otrzymujemy klasyczne równania E.MEIS
SNERA 1 H. REISSNERA.

W zakończeniu tego punktu podkreślamy, że w pewnych rodza
jach ortfotrOpli mogą być spełnione tylko niektóre równośoi
(7.1), (7.5). Oznaczać to będzie, że pozostałe funkcje pomoc
nicze (nie spełniające tych równości) należy w zasadniczych 
równaniach uwzględnić. W charakterze przykładu wyjaśniającego 
ten punkt widzenia, przeprowadzimy analizę ogólną równania 
powłoki toroidalnej ortotropowej. Równanie to będzie zastoso
wane w rozdziale II do rozwiązania zagadnienia zginania łuku 
falistego.

Rozpatrzmy teraz przypadek powłoki toroidalnej ortotropo- 
wej, w quasi osiowo-symetrycznym stanie naprężenia, scharak
teryzowanej funkcjami ortotropii, (por. rozdz. II):

Występujące w (10.1) funkcje klt k2 (por. tabl. 2) są wię
ksze od jedności. Promienie krzywizny powłoki toroidalnej R4 
1 R2 określone są równaniami

W tablicy 2 zestawiono wszystkie funkcje pomocnicze
b^k» (k ** i|2,3), wchodzące do podstawowego równania (9.9).
Jak wynika z tej tablicy funkcje te możemy określić przybli
żonymi równościami:

1 , k = 1,2

V » ~o RgSinoc^— ) - R^iysinar • kR^oosar. (9.13)

10. Przykład

(1 0 .1 )

l+A-sinoc 
sina- * ( A - ^ g ) .  (10. 2)

(1 0 .3)
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Pomocnicze fu n k c je  a,k ,
(po w toki obrotowe -stan osiowo -symetryczny)

Tablica 2

I

«a

o
'V~ł

<o

^  5Co
Ni

a *2

o»

K

b<2

b 13

a

a

a„

11

1Z

>)\

bu !

J 12.

*)
“13

J2
«V?,

Vn ę L(1+-̂ f- + t9 * % ~ k  e«, 

+ "e,—  i(i + -^ę *■ tgajf- ̂  ^^  Ri i ^
/ -  D<* -  i 
1 SIR, 1

'+Ś2R, l(1- W ~ ^ a ^ ~ k  ° ’z)

’ +  S2 .R , L i 1 D *  ł  tg c c  R , 0 , D ’< )

* vc .
1 + "kTr0 l

1 +

i - -?—  h,rv

J__

J c ■ f ,  ’ VPo (1 * y j)  1
r3 k 1 /  ^ k,[1 *■ X sincc)J

1 '  ' t t c n « l f' 1* X s l n * ) k * r

Funkcje ortotrapii dta powtoki toroidalnej /»■ rozpatrywanym  

•jrryh taJz/e wynoszą (p o r  (12.9),  ( 12.11)) -

A ;  . -  k2 *» p, ~ p i i/n,X >  1. *> przyjęto 1± ~ j^  ~  1
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Ponieważ równość (7.5) jest też spełniona, to równanie
(9.10), po szeregu przekształceń, przyjmuje postać końcową

^(i+/lsina)k;i'$j’J -u. i $ sin<% = tuk. cos cc ,

r- ro (10-4>
^  ~  * Uh*

Równanie (10.4), było podstawowym równaniem, na którym o- 
parto rozwiązanie zginania łuku falistego (por. [2a] ). Po u- 
proszczone równanie otrzymano w cytowanej wyżej pracy na nie
co innej drodze (przez całkowanie równania dokładnego). Zetem 
przedstawiony w niniejszej pracy sposób eliminacji małych
wpływów, w równaniach zasadniczych, jest znacznie wygodniej
szy przy rozwiązywaniu zagadnień ortotropowych.

i



R o z d z i a ł  II

ZGINANIE ŁUKÓW FALISTYCH

li. Założenia

W niniejszym rozdziale podano sposób wyznaczania liczby 
KARMANA oraz» przytoczono wzory na naprężenia występujące w 
łukach falistych. Z uwagi na. bardzo skomplikowany kształt ta
kich łuków, zrezygnowano z dokładnego opisania powierzchni 
środkowej łuku, przyjmując powierzchnię toroidałną pofałdowa
ną sinusoidalnie, W pracy stosuje się następujące założenia 
dotyczące samej powierzchni:

1) powierzchnia środkowa łuku jest powierzchnią toroidałną
0 promieniach r = rQ + (Hw+Hz)/4, R = HQ - (Hw-Hz)/4, gdzie
rQ, R q są promieniami łuków giętych bez pofałdowania,

2 ) pofałdowanie jest sinusoidalne,
3) wszystkie fałdy są jednakowe i symetryczne względem

płaszczyzny środkowej łuku,
4) wys#kość pofałdowania zmienia się zgodnie z zależnością

(12.7),
5) amplituda H oraz okres pofałdowania 1 powinny być 

znacznie mniejsze niż promień powłoki toroidalnej r,
6) łuk poddany jest tylkc działaniu momentu zginającego,

1 moment ten posiada charakter statyczny,
7) zakłada się, że istnieje ortotropia konstrukcyjna scna- 

rakteryzowana funkcjami k^, k2 ,
8) zachowuje się tutaj znakowanie takie jak na rys. 5, a 

więc nieco inne niż w rozdziale I.
Inne założenia upraszczające będą omówione kolejno w miarę 
rozwiązywania zagadnienia.

Jest rzeczą oczywistą, że w świetle przyjętych uproszczeń 
wzory określające naprężenia mają charakter wyłącznie orien
tacyjny: występujące naprężenia mają charakter naprężeń śred
nich.

Podane tutaj rozwiązanie może być potraktowane jako uogól
nienie rozwiązania KARMANA fiOj oraz CLARKA—RLISSNLRA [3], 
na przypadek zginania łuku ortotropowego (ortotropia kon
strukcyjna) .
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12. Wyznaczenie funkcji ortotropii i k^
Jeżeli dla wyciętych elementów, które potraktujemy jako ma

łe w stosunku do innych wymiarów luku falistego, przyjmujemy, 
że ich środkowe powierzchnie są elementami płaskimi, to bę
dziemy mogli zastosować dla rozpatrywanego tutaj zagadnienia 
wzory podane w pracy [20]

Eir = klE ’ K2r " kf* Elz = Ek2 ’ E2z =

V
(12.i)

lr iz v* 2r 2z kjkg*

Warto tutaj przy sposobności nadmienić, że tak określoną 
ortotropię konstrukcyjną, w przypadku powłoki walcowej»przyj
mował już L.H. DONNELL [5].

ttys. 5
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Jeżeli pofałdowanie powierzchni jest sinusoidalne o ampli
tudzie H (rys. 5), to dla dowolnego przekroju określonego ką
tem ^ = const. funkcje k. i Kg mają postać [20]

k _ S _ 2E(a)
Ki “ 1 “ .i--- o’

yĄl-a2
(12.2)

k2='n)21 [<4 -‘w*)*(2- >̂*<»>1+ 1 'fi:?  *(»)
\ 1—a  a a  J

Po. prostych przekształceniach funkcję kg przedstawimy za po
mocą wzoru

gdzie

1 2
k2 = (h) gi(a) +

- -f
gl(a) = l3(l"a2) 2{^(a)-E(a)-a2 [2E(a)-K(a) ]|,

(12.3)

(12.4)

We wzorach (12.2) i (12.4) symbolami K(a) i E(a) oznaczono 
całki eliptyczne zupełne pierwszego i drugiego rodzaju. Zna
czenie pozostałych symboli podane jest na rys. 6 .

Posługując się tutaj funkcjami
<p= const k., k„ musimy pamiętać o założę-i  **

niach, na podstawie których zo
stały one wyprowadzone w pracy [20] 
oraz o przyjętej płaskości ele
mentu powłoki. Ostatnie założe
nie jest równoznaczne z przyję
ciem powłoki walcowej (ściślej 
tarczownicy) o zmiennej tworzą
cej, której przekrój poprzeczny 
jest wielobokiem, zamiast wystę
pującego w rzeczywistości wycinka 
powłoki toroidalnej. Funkcje k^ i
k9 określone za pomocą wzorów

(12.3) nie nadają się w tej postaci do dalszych 
i muszą być zastąpione prostszymi funkcjami. W

o-(12.2)^,
bliczeń, i muszą być zastąpione prostszymi funkcjami. W tym 
celu sporządzono wykresy funkcji (12.2)iS (12.4) a następnie 
otrzymane krzywe aproksymowano parabolami typu A(H/1) + B
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Aproksymację przeprowadzono w taki sposób, aby odchylenia od 
krzywej rzeczywistej były jak najmniejsze (są rzędu 5i»). Wy
brany typ równania paraboli a(H/1)2+B okazuje się w dalszych 
obliczeniach bardzo korzystny. Przybliżone wzory określające 
funkcje k^ i k2 mają teraz zgodnie z rys. 7 postać następują
cą:

k± * i + i,75(H/l)2 , k2 ~  1 + 1,75(H/h)2 - (H/l)2 (12.5)

Równania (12.5) należałoby właściwie ustalać dla każdego luku 
osobno: zwiększyłoby to oczywiście dokładność samej aproksy
macji. W niniejszej pracy zrezygnowano z tego sposobu, zado
walając się przybliżonymi równaniami. Występujące w (i2.5)2
wyrażenie i,75(M/h)2-(H/l)2 = 1 ,75(H/h)2 |_1-(1/1,75) (h/l)2J ,
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może być (ze względu na to, że h/l <  1 /1 0 ) zastąpione wyra-
2żeniem l,75(H/h) 1 wtedy z (12.5)^ otrzymamy

k2 * 1 + 1,75(U/h) 2 (12.6)

Załóżmy, iż wysokość pofałdowania H zmienia się według nastę
pującej funkcji:

H +H H -H
H = H±-H2 cosf, gdzie Ht = ■ ~2- H2 = — -j-- (12.7)

Pozostaje teraz ustalić funkcję zmiany długości 1 z rys. 8
otrzymujemy

, , 1+Acosy
1 = Az 1 +X •

r (12.8)  
gdzie g.

Podstawiając teraz (12.8) do
(1 2 .2)  ̂ otrzymamy

Rys. 8 ki = po 1 +Icos <f' (i2*9)

przy czym

1 <  P0 = f- < 1.5. (12.10)
z

Powyżej skorzystaliśmy z podkreślonej części wzoru (1 2 .2)., 
gdyż jest on wygodniejszy przy dalszych przekształceniach. 
Przyjęto również, że długość pofałdowania s  jest stała. 
Podstawiając zaś (12.7) do (12.6) otrzymamy

c2 3 pi “ p2cos<^ + p3cos2^> (12.11)

gdzie
p = i + 5*28 [ ( ^ 2  A j 2 2 \  A |  (12.12)
P1 1 + 8 h '  '  h '  3 ~ h j '



Ostatecznie więc funkcje k. i k„ Jako zależne od zmiennych 
^9 X t 1 Hz/h będziemy okreSlać z równań (12.9) i
(12.11).
Teraz możemy obliczyć (por. (5.2)) sztywności rozciągania 

C1 -  El r h •  C2 ~  E2r h -  EJ-

„ „ E2rh _ ElTh _ “ kl (12-‘3)
12 ”2r "lr

i zginania

Eizh Eh3 t n E2zh Eh3
Di = 12 “ 12 2* 2 12 ~ I2kj *

3 (12.14)
D12 ”  V 2zD1 =  V i z D2 *= l l E ” *1

W równaniach (12.14) przyjęto ) v( ) ** Nie powodu
je to istotnego błędu, a w sposób zasadniczy upraszcaa całko
wanie równania różniczkowego.

13. Podstawowe równanie
Przy rozpatrywaniu zginania łuku falistego będziemy stoso

wać równanie stanu quasi osiowo-symetrycznego w postaci upro
szczonej, zgodnie z wynikami podanymi w punkcie 10. Równanie 
to, po uwzĝ J.. p. 8 założeń ma postać następującą

[(l+Acos<p) (p^-pgcos +p3cos2p)^’j’ +/Alcoa<p. y * -^ksin^.
(13.1)

Do dalszej analizy będą nam potrzebne wzory, określające 
wielkości wewnętrzne; równania te otrzymujemy z zależności
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(9.7) przy wykorzystaniu związków (9.3), (3.5), (5.6). oraz 
p. 6 założeń. Relacje te mają postać

(13.2)

14. Całkowanie równania (13.1)
Ze względu na to, że powłoka jest zamkniętą w przekrojach 

/3=const, funkcje § i muszą być funkcjami okresowymi o okre
sie 2sc. Taki sam okres musi posiadać i funkcja y. Jak można

wnioskować na podstawie 
rys. 9, funkcja # jest 
funkcją nieparzystą:
- <? (<p) = $ (-??) w przedzia
le -3[ < <f < %  względem pun- 
ktu A(R+r,0), tj. względem 
<f=0. Dodatkowo funkcja £ 
powinna być równa zeru w 
punktach ̂ =0, Funkcja
N2 jest parzystą [n2 (f) -
* N2(-^)] względem <p= 0 ,
gdyż elementy przekroju o- 
kreślone kątami fj-f są 
albo rozciągane albo ści
skane. Na podstawie wzoru 
(13.2)^ możemy wnioskować,
że funkcja v> musi być nie- 

Rys. 9 parzystą względem '{ = 0.
Biorąc więc pod uwagę to, 
że zarówno funkcja v jak

i $ są nieparzyste i okresowe, możemy zespoloną funkcję 
przyjąć w postaci funkcyjnego szeregu FOURIiiRA dla funkcji 
nieparzystych

UW

- Zn- 1
B_ sin n<p, gdzie Bn " BnR + i B,ń l 1 (14.1)

Zakładając ciągłość funkcji (14.1), w całym przedziale
0 <  y < 2s£, a następnie podstawiająo do równania (13.1), o- 
trzymujemy układ n równań liniowych o n + 3 niewiadomych i
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o współczynnikach zespolonych lub rzeczywistych, który przy 
wykorzystaniu konwencji sumacyjnej może być zapisany następu
jąco

Afci Bj = CŁ, k = 1,2,...n, 1 = 1,2,..n,.., n+3 (14.2)

gdzie Akl są elementami macierzy

A =

Aii A12 A13 A14 0

A2i A22 A23 A24 A25

A31 A32 A33 A34 A35 A36 ••* 0

0 0 0 0 0

(14.3)

W ostatnim wierszu elementami niezerowymi są liczby
dla j = n - 3. n - 2., n - i ,  n. Zgodnie z (14.1) należy w rów
naniach (14.2) odrzucić współczynniki BQ z ujemnymi indeksami.
Elementami macierzy prostokątnej (14.3) są| następujące liczby 
rzeczywiste lub zespolone

An,n " fon2‘ An,n+1 = An+l,n = - V < n+1>-

>n,n+2 = An+2 ,n * f2“ <n+2>» <i4‘4>

An,n+3 = An+3,n = f3n(E+3)*

Występujące w (14.4) symbole f0,...,f3 oznaczają

fo = 2pt - Ap2, f± = P2-A(P1 + | p3),

1
f2 = p3 “ 2 ̂ p2* f3 = 2 Ap3

W równaniu (14.2) wyrazy wolne określone są równościami
2,uk, 1 « 1

(14.5)

(14.6)
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Rozważmy jeszcze warunki brzegowe na brzegach /5= (i . Wo
bec tego, że moment M, możemy przyjąć w przybliżeniu jako 
równy zeru, to na brzegach fi = będą występowały jedynie
siły N2. Zatem wypadkowa z tych sił musi być równa zeru, mo
ment zaś od sił Ng musi być zrównoważony obciążeniem ze
wnętrznym, czyli

Podstawiając do (14.7) wyrażenie (14.1) otrzymamy tożsa
mościowe spełnienie pierwszej równości, drugie zaś równanie 
daje

to równanie {1 4 .8 ) przyjmie postać równania różniczkowego osi 
odkształconej łuku:

Równanie (14.10) Jest identyczne z równaniem £3), stąd na
stępujący wniosek: występująca tutaj liczba KARMANA X  ma ana
logiczne znaczenie jak w zagadnieniu zginania łuku izotropo
wego.

Jeżeli więc zamiast współczynników B wprowadzimy nieco 
inne, które zdefiniujemy równaniami

o\ o
(14.7)

o o

U - ji rQ, ReB.i (14.8)

Jeżeli w (14.8) przyjmiemy

ReB^ =* (14.9)

edzi. i - * r 3h
U

(14.10)

(14.11)
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oraz uwzględnimy fakt, że w przypadku zachowania j wyrazów 
w szeregu (14.i) współczynniki b. . * b. _ * b 4,o * 0» to za
miast (14.2) otrzymamy J J J

(14.12)

15. Wyznaczenie liczby KAKMAKA
Jeżeli podzielimy równanie (14.12) przez kf oraz przyj

miemy
b !  A * ,  Ck

bŁ » —r, * £^7 , Ck =■ ęj-» (nie sumować) (15.1)
o o

to otrzymamy

^ 1  \ C,t (15.2)

gdzie a ^  są elementami macierzy

A =
ali a12 a13 a14 0 0

a2i a22 a23 a24 a25 0

O

O

jj

(15.3)

przy czym elementami niezerowymi w ostatnim wierszu są ele
menty a ^  dla i ■ j-3, J-2, j-1, j. Przyjmujemy założenie,
że macierz nie jest osobliwa. Elementy tej macierzy mają po
stać

akk * i* ‘hc.k+l “ ak+l,k = “ 7~ “ f k(k+i) 1*

f 2  £ 3
“k.k+a = "k+a.k = 7^’ ^ ^ + 3  “ k+3,k “ fc*

(15.4)
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Wreszcie i c^ są elementami macierzy jednokolumnowych

» 1
2

JCf0

»2 c - 0
• •

• •

• •

. ‘i. 0

(15.5)

Rozwiązując równanie (15.2) otrzymamy

X  - j- Re
O

(15.6)

W równaniu (15.6) przez D oznaczono wyznacznik macierzy 
A, a przez minor wyznacznika D t otrzymany przez skreś
lenie pierwszej kolumny 1 pierwszego wiersza. Rozpisując w 
sposób wyraźny wyznaczniki D 1 otrzymamy

r  - r!rr
*2 
t.:

£ '2T_

*377

t "  3 .«  1O O
f27“ 1 ^  « A

T - - T S T 1 1

( 1 5 . 7 )



- 49 -

Elementy w ostatnim wierszu obu wyznaczników idąc od prawej
f1 f 2ku lewej mają postać i, - j- - /«-i/(j-i)j t , y-, W (15.7)
o o o

kropkami umieszczonymi pośrodku wierszy wyznaczników, zazna
czono wyrazy symetrycznie położone względem głównej przekąt
nej. Zagadnienie zbieżności szeregów (14.1) zostanie rozpa
trzone dalej. Jeżeli więo będzie określona ilość elementów 
wyznaczników (15.7) (liczba j), to można obliczyć ich wartość 
a następnie rozbić na część rzeczywistą i zespoloną. Jeżeli 
tak określone liczby (d„ - id,, dj-idg) podstawimy do (15.6), 
to otrzymamy

X  3 I" • - M r ---M  (15.8)
d3 + d4

Przejdziemy obeonie do rozpatrzenia zbieżności szeregu
(14.1). Dla uproszczenia założymy, że Hz = O (pofałdowanie na
stronie zewnętrznej łuku jest bardzo małe). Wtedy po prostych 
przekształceniach otrzymamy v

W .
dld3+d2d4 _ 3.5/HWx2 ̂---J— 2— * Sdzie P (15.9)

d3+-d4
Llozby ,.... ,d4 otrzymamy obliczając wartość wyznaczników
(15.7), w których współczynniki f ,.... ,f. będą miały teraz
nieco inną postać:

f = 3 — 2 X +. | « 3 - 2 \  o P

f 1 = 7 (8—7A.) - ^ (8-7A-) (15.10)

t 2 -  |  -A, f 3 -  ^  X, /u -  g .

Ostatnie przybliżone równości są słuszne dla p;> 1. Na rys.10 
podano wykres zależności (15.9). Wykres ten daje orientację
o szybkości zbieżności szeregu. Dla /& < i szereg jest wolno- 
zbieżny, natomiast dla {u >  i, a zwłaszcza dla /i» i zbież
ność Jest dosyć dobra i wystarczy uwzględnić dwa lub trzy wy
razy szeregu. Na rys. 10 wykresy - z_ uwagi na dużą czaso
chłonność - zakończono dla wartości 1.
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16. Wyznaczenie wielkości wewnętrznych
Podstawiając do równań (13.2) zależności (14.1), (14.10) i

(14.ii) otrzymamy wzory, oicreślające naprężenia południkowe
«ir* ^lz i równoleżnikowe Ponieważ pomijamy naprężenia
styczne (siła Q jest bardzo mała), to naprężenia ffir ż * l z « ffar
należy traktuwaó jako naprężenia główne, odpowiednie równania 
przedstawiają się następująco

<rir -J - -AB Re X  »„ sin nVt
n=i

6Mi r~ V “ ,^lz = — | = » 3 6'(p1 -p2cos^+p3cos2^)lm > bncos ną>, (16.1)
h n=i

N °°
62r = “I * ffRe z l  V os 

n=l
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gdzie

(16,2)

Liczby wzrostu (w stosunku do rury prostej) naprężeń południ
kowych i równoleżnikowych zdefiniujemy odpowiednio

Jeżeli jest podana geometria łuku falistego, tj. gdy są 
określone wartości R, R0, r, rQ, h, 1^, Hz tt> możemy z równań
(12.12) obliozyć współczynniki p^, p^, P3 zaś z zależności
(14.5) współczynniki fQ, f^, f2, f3- Następnie przyjmujemy
liczbę j, i rozwiązujemy układ równań (15.2), przy określo
nych relacjami (15.4) współczynnikach. Po rozwiązaniu teg-' u- 
kładu otrzymujemy wartości współczynników h^* lub b^ oraz
liczbę KARMANA. Teraz już łatwo przy pomocy zależności (l6.ł, 
sporządzić wykresy naprężeń oraz ustalić liczby zwiększenia 
odpowiednich naprężeń (rów. (16.3)). W przypadkach bardziej 
złożonych wykresów naprężeń należy dodatkowo sporządzić wy
kres naprężeń zredukowanych. Odpowiedni przykład numeryczny 
zostanie podany w rozdziale IV.

(16.3)

17. Kolejność rozwiązywania



R o z d z i a ł  III

ZGINANIE ŁUKÓW SEGMENTOWYCH

18. Uwagi wstępne

Przytoczone w tym rozdziale rozwiązanie dotyczy bardzo waż
nego przypadku zginania łuków ortotropowych, a mianowicie,tzw. 
łuków segmentowych. Łuki takie otrzymuje się przez spawanie 
odpowiednio ukosowanych elementów, wykonanych z powłoki obro- 
towo-walcowej. Otrzymaną w ten sposób powłokę można traktować 
jako powłokę torolaalną o odpowiedniej ortotropll konstruk
cyjnej.

Jeżeli powłokę poddamy działaniu momentu zginającego, le- 
żąoego w płaszczyźnie osi łuku, to analizę takiego zagadnie
nia możemy rozpatrywać w ramach stanu quasi osiowo-symetrycz- 
nego. Jest rzeczą oczywistą, że taki sposób potraktowania za
gadnienia jest przybliżony. Stan naprężenia, szczególnie w 
pewnym obszarze zawierającym linię zetknięcia powłok walco
wych, jest bardzo niejednorodny, i ściśle może być opisany 
tylko funkcją dwóch zmiennych. W przypadku przez nas rozpa
trywanym, gdy łuk posiada dwa lub więcej segmentów, to pole 
naprężeń - a jeszcze bardziej odkształceń - w takich łukach, 
zbliżone jest do odpowiedniego pola łuków toroidalnych, o od
powiednio określonych krzywiznach.

19. Założenia
Podane w dalszych punktaoh rozwiązanie otrzymano dla na

stępujących warunków:
1) ilość segmentów w łuku powinna być większa lub równa dwa,
2) łuk poddany jest tylko działaniu momentu zginającego, 

który posiada charakter statyczny,
3) nie rozpatruje się tutaj naprężeń nieciągłości (efektów 

brzegowych linii zetknięcia segmentów),
4) rozwiązanie oparte Jest na teorii powłok, w której za

kłada się względną grubość h/r <  1/20,
5) stosuje się pojęcie ortotropll konstrukcyjnej scharak

teryzowanej funkcjami ^ r ’ kiz’
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6) pomija się funkcje ortotropii k2z’ kir oraz wielkości
Q, , M2 i przyjmuje i+A,cos^« i. W rzeczywistości wielkości
Q, N^, M2 istnieją,lecz naprężenia, uwarunkowane tymi siłami,
są bardzo małe, o ile zagadnienie# traktuje się tak jalc to u-
czyniono tutaj. Założenie to jest wynikiem analogicznych roz
ważań Jak w punkcie 10,

7) zachowuje się tutaj znakowanie takie jak na rys. 11.

Funkcję ortotropii k„ możemy w przybliżeniu obliczyć ja-2r
ko iloraz długości segmentu 1 tworzącej powłoki toroidalnej 
(rys. 11), tj.

Ostatnia przybliżona równość Jest słuszna, gdyż zgodnie z p.l 
założeń kąt 'ifś.tt/12. Dla tych też wartości błąd wynosi mniej 
niż 2%. Decydujący wpływ będzie mieć Jednak funkcja ^lz» któ
rą obliczymy z równania

Momenty bezwładności Ixl* *X2 odpowiednich przekrojów
segmentu powłoki toroidalnej względem osi, przechodzących 
przez środki ciężkości tych przekrojów, tj. osi x^, x2 (rys. 
lic) obliczymy prosto metodami geometrii mas:

20. Funkcje ortotropii

(20.1)

*xl = h  bh3[1+ (!h>2 fi^Jcos^, (20.3)

gdzie

(20.4)

oraz

t a " ’)* (fc)2 cosv, (20.5)
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Ry
s.
 
11
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gdzie

f3^) * 2 1̂+ sln2i>) * i»
1 (20*6)

*z W  * (1+ ®^5 2 7 ) "

Rys. 12

Na rys. 12 podano wykresy funkcji f^ i f2> otrzymane krzy
we aproksymujemy następującymi przybliżonymi funkcjami

t± « 1,1 v 2, f2 ~  0,285 i/'2 , 3T/12 (20.7)
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Jeżeli teraz (20.3) i (20.5), przy uwzględnieniu (20.6)^,
(20.7), podst.wimy do równania (20.2), wówczas otrzymamy przy
bliżoną postać funkcji ortotropll

■u - l+0,285(|g)
Pozostaje teraz ustalić zależność kąta ^  , oraz długości

1 od kąta <f . Z rys. 11 otrzymujemy!

ot« -i^cosf, 1 *= 1Q «= 2i£r (20/9)

Przybliżone równości (20.9) są wynikiem uwzględnienia punktu 
6 założeń.
Podstawiając (20.9) do (20.8) otrzymujemy

klz = 3,86-2,86 F(f ) - 3,86 - 2V^ g .- T -t (20.10)

gdzie
R ^

i ' W ) -----1— 5-, P*=* 0*285 (-TT-2)2
1+pCOS <{

Występująca w (20.10)2 funkcja F( f ) Jest funkcją parzystą o
okresie sr. Rozwijając ją w odpowiedni szereg FOURIERA i za
chowując cztery pierwsze wyrazy, a następnie podstawiając do
(20.10)^, otrzymamy

klz * qo+q2 cos2<i7“,ł4cos4<**f<ł60086^ (20.11)
gdzie.

‘  5 , 7 2 [ w 5  "  5  <S "  P *  ( 1 "  v n ? - ] '

_ _c 7o L ł__ 18 /1 1 X 48 (2 __l x  32 f, _1__Xq6=5,72 -------- - (-r - - p = ) ---7 (t ~ 7 7 = ) ---5 (1_ 77=) •
LVi+P V1+P P Vl+P P fu-p

* 4
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Rys. 13
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W zastosowaniach funkcje (20.12) należy odczytywać z wy
kresu podanego na rys. 13. W tym celu należy uprzednio obli
czyć wart/ość p* z'rów. (20.10)-. Wprowadzony tutaj parametr 
p* oraz używany później parametr będą wielkościami, od któ
rych zależeć będzie stan naprężenia i odkształcenia zginanego 
łuku.

Jeieli przeanalizujemy występujące tutaj funkcje ortotro- 
pii oraz ich wpływ na równania zasadnicze, to po analizie po
dobnej jak w punkcie 10 r. I, otrzymamy - po uwzględnieniu 
założeń niniejszego rozdziału, i po rozbiciu postaci zespolo
nej - poniższy układ równań

W niniejszym zagadnieniu funkoje y i $ układu równań (21.1) 
powinny czynić zadość następującym warunkom

zgodnym z interpretacją fizyczną przedstawionego tutaj zagad
nienia. Powyższym warunkom czynią zadość następujące funkcje

21. Całkowanie układu równań

*

(kiz*’)'+^c°s^ o,

r i
y-ft$cos<f= —  5£ s l n ^»

(.21.1)

Siły wewnętrzne obliczymy przy pomocy równań

(21.2)

<P ty)= -v(-r)» v>(§ -<̂ ) = v(f +f), v ( y ’ )* v > ty + 2ffn) (21.3)

O O

co ap i 2m
ł Z, b2m sln2mf» «dzie b2m = “215*

m=i (21.4)

m=*l
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Przyjęcie postaci (21.4) zamiast formy tradycyjnej (np. §=OO
b2m8in2in^ ' wynika »Prost z zapisu (21.2), (21.3). Za

leżności (21.4) czynią zadość wszystkim warunkom (21.3), a
podstawione do (21.2) dają

2 po

“i 3 T  ̂  klz I  B2m cos2®P
m=l

-a - < * £  A2m-i cos(2m-i)f
mai

Przechodząc teraz do naprężeń otrzymamy
6M.

(21.5)

°i " 1 (®i)»,w “ ± T ?  * * ^  klz ̂ 2  B2mCOs2E<?
h m*=l

N„ ~  (21.6)
^ 2  " “h = A2m—1 oo»(a»*i)V

m=i
W naszym przypadku naprężenia (21.6) będą naprężeniami 

głównymi. Liczbę wzrostu naprężeń południkowych, równoleżni
kowych i naprężeń zredukowanych określamy podobnie jak w r.Il 
równaniami

df I6!
ni “  —

df
x2, n0 =  max 62

0" ‘red ~  max <21*7)

Podstawiając z kolei ^21.4) dc układu (21.1) otrzymujemy nie
skończony układ równań o nieskończonej ilośoi niewiadomych, 
który, przy wykorzystaniu konwencji sumacyjnej, może być za
pisany następująco

Ouv By * Cu, (u,v=2,4,...,2m,...2j) (21.8)

Występujące w równaniach (21.8) współczynniki <$uy mają po
stać następującą

O : v> 2m+6
(21.9)

^2m,2m^i, i=2,4,6; v^2m+6
& - s-uv vu
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gdzie

2m,2m 2q0 +
r + R m

ID IB

4m‘2 *

a m n m
d 2m,2m-2-q2+ 2m(2m-2)* ó2m, 2nH-2=q2+ 2m(2m+2)»

8 2m,2m—4 2m,2m+4 “ą4» ^2m,2m-6 2m,2m+6

m 2(2m+l)
0

R.

2 : m <  3, 

: m = J, 

5 m = 1,

2(2m-i)

( 2 1 . iC

• >

'u
u 2 1

s 2 < u < 2 J , J5*2
Występująca w (21.8) - (21.10) liczba J określa ilość niewla 
donsych B2j układu równań (21.8). Powyżej rozpatrzono przypa
dek J >  2 aby nie komplikować zapisu. Przypadek J = 1 daj 
^22 ■ 2qQ, C2 * /V2 a układ równań (21.8) sprowadza się d
Jednego równania ^22B2 “ C2* PrzyPadel£ może mieć znaczę
nie tylko dla bardzo małych wartością.

Zestawienie współczynników d*uv dla przypadków obejmują
cych układy równań od dwóch (J=2) do sześciu niewiadomych (j= 
podano w tablicy 3.

Dalsze niewiadome oblicza się zrównać 

i : m = 1,
2m-i

, B 2 m - 2  B 2mx . m
“  2 ( 2m - i ) ' 2m—2 + 2m^» 1 m

(21.11
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Tablica 3
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Tablica 4

A,

~ % (Bz + 2 B+)

<u/Ą

J L (J k
36 4

1 f B ,0
5 /

(B,0
44[.5

W tablicy 4 zestawiono wartości A2m-1* dla PrzyPadków j=2-r6 
Liczbę KAliMANA JC obliczamy z zależności

( 2 1 . 1 2 )

Właściwie, podstawiając (21.4) do (21.1) otrzymujemy
2m* 2m-l *

dwa
Nauk łady równari z dwiema grupami niewiadomych B

stępnie cbj iezając z jednego układu wartości A2m_1 (por.
(2i.li)) i podstawiając do drugiego otrzymujemy dopiero u- 
kład (21.8). Wykorzystanie faktu iż A.=i prowadzi do należ
ności (2 1 .1 2 ). Ł

Irzeanaliżujemy teraz przypadt-k, gdy otrzymany tutaj nle- 
skonczony układ równań jest układem zupełnym i regdlarnym.Dla 
uproszczenia rozważań przyjmiemy, że q . « q ^ O. 
Przeprowadźmy, nor. [4i] , sumowanie wyrazów

m
Jm-<;

Z  I
v=2

v uv
,°uu

oO p°uv
v=2m+2 uu (21.13)



Jeżeli do (21.13) podstawimy zależności (21.9), (21.10) to o- 
trzymamy

Cm = 1 - e m ’ ( 2 1 . 1 4 )

gdzie

?m =

y. /144+2qo-q2
(£/72+2q 2
- * r  1

,  m = 1,

o------ ó--- + 2<ł„"2q0
4m* (m - 1 ) ( 4m - 1 )____________

M?" 4m + 1
T T  7 7 T “ 7 7 2  + 2qo 4m (4m -i)

m>l (21.14’)

Wyrażenia zaś | C u / <5 uu | spełniają relację

C» ----- ------- S u = 2u 2(2qo+///72)
0 u > 2

' ̂  K* (21.15)

gdzie

K =
' 2(2qo+/u?/72)

Jak nietrudno zauważyć, wyrażenia (21.14) są zawsze mniejsze 
od jedności, co przy warunku (21.15) pozwala wnioskować, że 
układ (21.8) jest zawsze układem regularnym posiadającym roz
wiązanie

|B2m-l| K* t21*1«)

Jeżeli dodatkowo wśród liczb (21.14) znajduje się taka liczba 
9*= q >  0, iż^^^O*, wtedy też będzie Cm ̂  l-£*i. rozpetry-
wany układ (21.8) będzie zupełnym i regularnym, a zatem po
siadającym zawsze jednoznaczne i ograniczone rozwiązanie, 
które może być wyznaczone, np. metodą kolejnych przybliżeń.
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22. Kolejność rozwiązywania
Jeżeli jest określona geometria łuku zginanego (wartości 

r, R, h, î0)t wtedy przy pomocy równań (20«10)3, (10.4)2 o-
bliczamy wartości p* i /^.,Na podstawie wykresu przytoczo
nego na rys. 13 znajdujemy wartości współczynników qQ, q2 »q4
q6 . Następnie dla przyjętej liczby niewiadomych j, por. p. 16
wniosków końcowych, obliczamy według tablicy 3 współczynniki 
^uv* DaleJ rozwiązujemy układ równań (21.8), skąd otrzymujemy
wartości B2m. Następnie z równań (21.6)^, pfzy uwzględnieniu
(20.10)^, otrzymujemy równanie określające naprężenia połud
nikowe CT̂ . Z równania zaś (21.12) otrzymujemy liczbę KARMANA

Na podstawie tablicy 4 ustalamy wartości współczynników 
Agm-i> co pozwala teraz - w oparciu o równanie (21..6) ustalić
naprężenia równoleżnikowe 2. Po sporządzeniu wykresów ilora
zów naprężeń ć̂ /CT, możemy w oparciu o równanie
(21.7) ustalić odpowiednie liczby wzrostu naprężeń.



ZASTOSOWANIA PRAKTYCZNE

R o z d z i a ł  IV

23. Przykłady liczbowe

Przykład 1
Jako pierwszy przykład rozpatrzymy zginanie łuku falistego 

badanego przez E.T. COPEGO i E.A. WERTA [4]. Łuk ten jest lu
kiem grubośćlennym. Wyżej cytowani Autorzy nie określili
wszystkich wymiarów, które charakteryzują geometrię tego łuku. 
W pracy tych autorów podano tylko wartości r ., R., H +H orazx 1 W Z
nominalną grubość rurociągu (boz spęczenia) - h^. W przykła
dzie przyjęto 20?i spęozenie grubości ścianki w czasie wykony
wania łuku, tak że łuk posiada grubość h * 1,21^. Takie war
tości wzrostu grubości ścianki podane są na innych łukach ba
danych przez tych Autorów. Dla rozbicia wartości Hw+Hz na wy
sokość i przyjęto w przybliżeniu, że pofałdowanie skła
da się z łuków koła. Zatem geometria tego łuku może być o- 
kreślona w przybliżeniu wielkościami

Hz - 1,29" = 32,8 mm, Hw = 1,64”« 41,6 mm,
R± = 43" » 1090 mm, r± = 6,78"» 172 mm, (23.1)
h = 0,6" « 15,2 mm

Cały przebieg obliczeń ujęto przy pomocy schematu przedsta
wionego w tablicy 5, zaś wykresy naprężeń przytoczono na rys.
14. Tablica ta jest czytelna, po uwzględnieniu uwag zawartych 
w punkcie 17. Liczbę zwiększenia naprężeń zredukowanych usta
lono dla hipotezy M.T. HUBERA.

Jeżeli rozpatrzymy łuk gładki geometrycznie podobny (po
siadający tę samą wartość ̂ w), wtedy liczba KARMANA może
być obliczona dla ^ < 1 0  przy pomocy zależności

X .  = x  ( 2 3 . 2 )
1 16+,w
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Tablica 5 (ciąg dalszy)

Lp.
Rów.
Rys.
Tabl.

Symbol
Liczba y

j = 2 j - 4

20.

(15.4)

a*+ i

2 1. @1Z = @21 - 0,168 i - 0,168 i

22. an - Om 0

23- @14 = @41 0

t-̂r • @2$ “ - 0,056t

25. II 0

26. @43 - 0,028i

27-

(15.2)

b/ - 
- btn + ib,j

1 + 01 1 + 0 i

28. bz -
=Ą?/?+ l b&

0 + 0,168/ 0 + 0,167*

29- b̂jK * i bu
0,009 + OL

30. /*» 
'Ą/? k>4] .... .

0 + 0 i

31. X  ! 0,086
I

0,086

i Dalej przeprowadza clę obliczeniadla j=Z

32. 0  6.1)2 <*/ - 0,364 cosy? + 3.38 cos 2 ?̂ -
•- 0,364 cos

53- (16.1), G>2r
C

cos

34.
Nys.14

(16.3)

1

”, 4,1

35. nz 1

36. r̂ed 4.7
.. ___  . . .....................
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Powyższy wzór odpowiada pierwszemu przybliżeniu sĉ b m a n a dla 
łuków gładkich. Jeżeli przyjąć łuk gładki o wymiarach R^, r^,
h = 0,5, (<û  * 7,07) wtedy liczba KARMANA (por. (23.*2)) wyno
si 3C’= 0,242. Zaś dla h± = 0,6 -OC” =■ 0,314. Zatem iloraz 
liczb KARMANA dla łuku gładkiego i falistego wynosi

3C
ii

%
X

0.242
0,086 2,82,

3,65
(23.3)

Z badań zaś E.T. COPEGO 1 A.E. WERTA wynika, że przemieszcze
nia rurociągu (posiadającego łuki faliste jak w rozpatrywanym 
tutaj przykładzie), otrzymane na drodze doświadczalnej, są od 
2,2 - 2,6 razy większe niż analogiczne przemieszczenia obli
czone teoretycznie. Przy czym przez obliczenia teoretyczne 
rozumieć należy obliczenia tradycyjne z uwzględnieniem liczby 
KARMANA dla łuków falistych jak dla łuków gładkich. Otrzymane 
więc powyżej liczby 2,82 + 3,65 odpowiadają liczbom 2,2 -i- 2,6. 
Z uwagi na brak ścisłych danych w przytoczonych badaniach do
świadczalnych oraz na fakt, że rozpatrywany łuk jest grubo- 
ścienny, porównanie to traktujemy jedynie Jako pewien wskaź
nik, sam zaś przykład - jako ilustrację numeryczną sposobu 
rozwiązywania takich łuków.

Przykład 2.3
Obecnie zajmiemy się rozwiązaniem konkretnych przykładów 

liczbowych, dotyczących dwóch segmentowych łuków zginanych: 
jeden o dużym promieniu "gięcia" (R = 8r), drugi posiada pro
mień R a 2,5r. Przytoczone tutaj przykłady dotyczą łuków, dla 
których ustalono doświadczalnie liczby KA.RMANA, (por. A.A. 
SKWORCOW [39]). Porównanie wyników otrzymanych na podstawie 
przytoczonego tutaj rozwiązania, z wynikami doświadczalnymi 
daje błędy rzędu 15% (dla liozby KARMANA).

Cały tok obliczeń ujęto przejrzyście przy pomocy tablic 
6,7. Wykresy zaś naprężeń podano na rys. 15, 17. Na rys. 16, 
18 podano wyniki badań A.A. SKWORCOWA, dla rurociągu płaskie? 
go posiadającego łuki o wymiarach, jak w przeliczonym przy
kładzie. Zgodność więc obliczeń teoretycznych i badań do= 
świadczalnych jest dobra w przypadku podpór rolkowych. Aby w 
przypadku podpór bez rolek, otrzymać zgodność z danymi do
świadczalnymi należy w obliczeniach uwzględnić współczynnik 
tarcia. Nie zmienia to oczywiście faktu, że liczba KARMiNA tr 
obu przypadkach wynosi 3^= 0,5 (doświadozalnie) lub # « 0 , 5 5
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Tablica 6

Lp.
Hów.
Rys.
Tabl.

Symbol
Liczba j

Wymiar
j - f j ш 2

1.

■Rys. 11

R 1000 ВШ
2. r 132 mm
з. h 9 mm
4. 0,2618 rd
5. (10.4)2 (X 6,71
6. (20.10)̂ P* 16,45
7.

Rys. 13

Qo ЗД8
8. Яг 0,84
9. 4+ 0,50
10. чв 0,32
11.

Tabl. 3
ôZ2 6,36 ООО 6.98533 V

12. ч 6,51633
13*. 4* = s42 1,15267
14.

(21.8)
вг 0,528 0,495

15.
16.

-0,088

Tabl. 4 л 1 1
17. А, -0,253
18. (21.12) эс 0,53 0,547
19- Dalej przeprowadź» eięobliczenia dla J=2.
20.,

(21.6),
Ы  АÖ-А---Г t\fj(3,86~ 1eJ Ï % 4ScassJ(^C0Ŝ - 

- 0,0875 cos 4<$)21. Ы  ла/г** т
22. (a.6)2 <5,а- COS y - 0,252 cos 3ę>
23.

Rys. 16 
(21.7)

П1 2,6
24. "г 0,9
25, n red 3
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Warunki baooń, (A ASKWORCOW, [39]:

o  Rurociąg nie nagrzewany -  
podpory przesuwne

\ •  Rurociąg nagrzewany
do 140 °C -  podpory przesuwne

x Rurociąg nagrzewany -  
v  -podpory na rolkach  
Wg obliczeń dla 1(^0,5 (bez uwzgi 

tarcia na podporach)

/ /
/ /

/ /

10 20 30

Ryc. 16
4 0
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Tablica 7

L p .

Sów.
Hys.
Tabl.

Symbol Liczba j Wy-

j ~ 2 J -  +
miar

1. R 500 mm

2.
Rys.11 r 2 1 0 mm

3. h
L............... - ■

7 m m

4 . ^  0 0,2618 r d

5. ( 1 0 . 4 / 2 y - 43,65
6 . (20.10)3 P* 6,83

7. qa 2,84
8. Rys. 13 Rz 0,96

9. <?4 0,48

10. q<> 0,22

11. 022 32,1428 32,1428

1 2 . Ó4.4 12,2957 1 4 , 6 7 7 4

13- &6£ — 7,2786

14. 4ff — 5,9858

15. Tabl. J ÓZ4 ~ 64.2 14,1914 14,1914
16.

1 J*II — - 0 , 4 6 0 0

17. Ott II 0,2200

18. J?II 2,5478

19. &18 6̂4-
-

- 0 , 4 8 0 0

2 0 . $68 ' &86 .. — .................. . .. . ,
1,3650
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Tablica 7 (ciąg dalszy)

Lp.
Rów.
•ftys.
Tabl.

Symbol Liczba j Wy
miarj - 2 j =  4

21.

(21.8)

B2 1,38*5 1,295
22. B+ -1,5980 -1,370
23. B6 0,621
24. Ba -0,299
25.

Tabl.4

A1 1,0000 1,000
26. Ą -2,1299 -2,220

27. A5 1,043
28. A, -0,206
29. (21.12) K 0,062 0,066

NizeJ przeprowadza aię obliczenia
tylko dla j=4

30. K u
5 72

\3 (3,86------- ----------- )
8,83+6,83 cos2<?

31.

(21.6^

(blz)w
(j

(1,295cos2$p- l,3?0cos4pp + 
+0,621cos6$o- 0 ,299cos8 >̂)

32.

I I— 
.

-Kte (i,29 5cos2 (0 - l,370cos4ę? +
+0 „6 2 10 0 3 6 9?- 0f299«o38^o)

|

33. (21. 6)̂

-----------------J

<o Ko
i

icos)P - 2,20cos3^ +
+l,OĄ-3cos5^ - 0,206cos7^>

34.:
Rys.18
(21.7)

n, 1 7
35.
36.

-------

n2 ] 3,5

1 .'̂red 8(5
1
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Rys. 17
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P M

P,

6000

f 1=500 ̂
r-210 «8h = 7 
*V- 15° L , -

«> i

i 1500H --- •* 6000

Badania A. A. SKW0RC0WA,[33] . 
-----  badania doświadczalne

Wg. obliczeń dla 31=0,08 
( b e z  u w z g l ę d n i e n i a  t a r c i a  

n a  p o d p o r  a c h )
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(teoretycznie) dla przykładu drugiego. Podobnie kształtują 
się wyniki w przykładzie trzecim.

Po uwzględnieniu uwag zawartych w punkcie 22 tablice te nia 
wymagają specjalnych objaśnień.

Obecnie porównamy liczby zwiększenia naprężeń z analogicz
nymi liczbami otrzymanymi na drodze eksperymentalnej.Doświad
czenia takie były przeprowadzone przez A.G. KAMERSZTEINA,[Sib] 
i obejmowały zginanie łuków segmentowych, których geometria 
scharakteryzowana może byó parametrami >11.5, 2t£ * 45°,
30°, 22°30' . Dla rozpatrywanego tutaj przykładu (<tn* 43,65, 
2o^ = 30°), średnie liczby zwiększenia naprężeń południko
wych wynoszą nŁ = 6*5, zaś równoleżnikowych - n2=5,5. Porów
nując te wyniki z obliczeniami teoretycznymi (rys. 18),otrzy
mujemy dla n^ "błąd” rzędu iO?Ł, zaś dla n2 - 35%. Tutaj o-"
kreślenie błędu jest czysto umowne, gdyż właściwe porównanie 
pól naprężeń mogłoby byó przeprowadzone na terenie teorii pla
styczności.

24. Wnioski końcowe
Rozdz. I
1. Rozwiązanie w siłach zespolonych umożliwia uproszczenie 

podstawowych równań teorii powłok ortotropowych. W każdym kon
kretnym przypadku ortotropii należy przeanalizować, które to 
pomocnicze funkcje czynią zadość równaniom (7.1), (7.5), po 
Czym uwzględnić te związki w równaniach zasadnlozych.

2. Równania teorii powłok ortotropowych upraszczają się w 
sposób zasadniczy, jeżeli przyjmi-e się, że dla wszystkich 
funkcji pomocniczych spełnione są równości (7.1). Jeżeli do
datkowo zachodzi równość (7.5), to wtedy otrzymuje się równa
nia o budowie analogicznej do układu równań powłok izotropo
wych. Do tej grupy należeć będą powłoki ortotropowe, dla któ
rych funkcje ortotropii są stałe i mało różniące się od jed
ności.

3. Stosując konsekwentnie pomijanie w równaniach zasadni
czych teorii powłok izotropowych, małych wpływów, uzyskano 
zapis prostszy niż w równaniach W.W. N0W0ŻIŁ0WA.

4. W zależności od tego, które funkcje pomocnicze można 
przyjąć jako równe jedności, mogą wystąpić pewne uproszczenia 
w relacjach między siłami a odkształceniami, lub w określeniu 
sił poprzecznych. Jeżeli jak w przykładzie: a ^  « a^2 ~ i» to
oznacza, że te przybliżone równości można otrzymać, zakłada
jąc formalnie C1 ^ C12 « O. Aby jednak z tego wynikała rów
ność * 0, potrzeba aby i na brzegu siła ta była równa ze
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ru. Zatem jeżeli mamy wyciągnąć pewne wnioski dotyczące pomi
nięcia pewnych wielkości wewnętrznych, to takie uproszc/.enia 
mogą być wprowadzone, ale dopiero po rozpatrzeniu zagadnienia 
brzegowego, a zateir dla każdej klasy zagadnień oddzielnie.

5. Zagadnienia brzegowe dla omawianych tutaj równan, nale
ży formułować analogicznie, Jak dla powłok izotropowych, tj. 
przez części rzeczywiste lub urojone sił zespolonych, wzgl. 
przez składowe przemieszczenia i kąty obrotu.

6. Jeżeli brać pod uwagę pewne niedogodności metody jak: 
wolniejsza zbieżność szeregów wielkości wewnętrznych, trud
ność formułowania w ogólnym przypadku zagadnień brzegowych w 
wielkościach zespolonych oraz fakt, że spotykane układy rów
nań algebraicznych posiadają współczynniki zespolone - to 
niedogodności te skompensowane eą: niższym rzędem równań koń
cowych oraz możliwością wprowadzenia uproszczeń w równaniach 
wyjściowych, co jest rzeczą szczególnie ccnną w teorii powłok 
ortotropowych.
Dodatkowo, równania zasadnicze zapisane w siłach zespolonych, 
po wprowadzeniu powyższych uproszczeń, mają - w przyjętym tu
taj zapisie - względnie prostą budowę.

ltozdz. 11
7. W zagadnieniu zginania łuków falistych można pominąć 

momenty zginające M2 i odkształcenia £ ^. Jest to równo
znaczne z tym, że nie ma potrzeby uwzględniać funkcji orto- 
tropii k^. Odpowiednio uproszczone równanie określone jest
zależnością (10.4). Równanie to możemy traktować jako podsta
wowe przy rozwiązywaniu zagadnienia zginania łuku falistego.

8. Występująca tutaj liczba KARMANA -0C ma analogiczne zna
czenie jak w zagadnieniu zginania łuku izotropowego. Równanie 
różniczkowe osi odkształconej łuku jest takie same jak w przy
padku zagadnienia izotropowego. Wniosek ten wypływa wprost z 
wniosku 7.

9. Podstawowe zależności, z których obliczamy liczbę KAR- 
MANA X  oraz współczynniki d * szeregów naprężeń, stanowi u- 
kład równań liniowych (15.2).

10. Wysokość pofałdowania U , H oraz średnią grubośćW z
h należy pomierzyć na łuku wykonanym. Należy pamiętać, że
współczynniki P P - ,  są zależne od kwadratów wyrazów H / hi H /h. 1 3  w-Z

11. Otrzymane tutaj wyniki można by uczynić dokładniejszy
mi uwzględniając dokładniejszą postać funkcji k2, to zpł z
kolei wymaga ściślejszego określenia powierzchni pofałdowania. 
Do takiego określenia można dojść po wykonaniu serii pondarów 
na łukach rzeczywistych. Jest jednak rzeczą dyskusyjną, czy 
ściślejszy opis powierzchni będzie mógł być uwzględniony v o -
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bliczeniach, a jeżeli nawet tak, to czy da on istotną popra
wę wyników, jeżeli staó będziemy na gruncie ortotropii kon
strukcyjnej ̂

12. Dla wyznaczenia naprężeń oraz liczby kArMANA należy 
przyjąć pewną skończoną liczbę wyrazów szeregu (14.1). Pewną 
orientację odnośnie do przyjęcia liczby wyrazów daj« rys. 10.

13. Stosowanie metody asymptotycznego całkowania jest ze 
względów czysto obliczeniowych bardzo uciążliwe. Występująca 
w tej metodzie podstawowa funkcja, będąca pierwszym wyrazem 
szeregu asymptotycznego jest określona całką [37] :

_____________________________  3
u0(tf) -  -(§ J  \ (i+Asina)(pt1-p2sinoc-p3sin2(X) d<r̂  i24*1)

o
która wymaga opracowania odpowiedniej tablicy. Funkcja (24.1) 
zależna Jest od parametrów Hz/h, H^/h i A . Ta duża ilość pa
rametrów, i to w dodatku zależnych od siebie w sposób trudny 
do ustalenia teoretycznego, uniemożliwia stabelaryzowanie tej 
całki. Określenie takie staje się jednak możliwe dla każdego 
łuku indywidualnie. Jednak i w tym przypadku należy rozpa
trzeć zagadnienie zbieżności szeregu asymptotycznego.

Rozdz. III
14. Obliczenia teoretyczne dotyczące liczby KARMANA wyka

zują błędy rzędu 15% w stosunku do wyników doświadczalnych. 
Błąd teu może ulec zmniejszeniu w przypadku rozpatrywania łu
ków o większej liczbie segmentów.

15. Dla orientacyjnych obliczeń można zakładać, że <ł4“<łg*0j
pociąga to za sobą dalsze uproszczenia podstawowego układu 
równań (21.8). W tym przypadku rozwiązanie układu może by6 
przedstawione przy pomocy ułamków łańcuchowych nieskończonych

3 = _ J k l  -  J v .v + 2  I _ <jLV ł2 t y.S-4j _ _ J 2 j - 2 , 2 . l i
v I c?vv Kv+2,v+2 Kv+4,v+4 i 2j,2j

(24*2)
gdzie

cv ^
- &  • v = 22 *

Bv-2 Jv-2,v : 2 < V < 2 J
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16. Zaleca się przyjmować liczbę j w zależności od pro
mienia względnego X następująco

X < 0,2 j > 2 r 3,
X = 0,2 r 0,3 j = 3 -r 4,
X » 0,3 ~ 0,5 J = 4 -r 6 .

Przytoczone powyżej zależności mają charakter wyłącznie o-
rientacyjny} wyraźną zaś wskazówką właściwego doboru liczby j 
jest_J!zbieżność" do "zera" ciągów -^m-i* B2m ’ A2m-i'^r°* B2m— - 0 , gdy m — j.

25. Zestawienie ważniejszych oznaczeń
Nj, Qj,_ Sj, Mj, Kj - kolejno: siła normalna, poprzeczna,

styczna, moment zginający i skręcający. Wielkości te występu
ją w przekroju poprzecznym powłoki i są odniesione do jed
nostki długości linii współrzędnej (^j * const).

Xi. X2, Z - składowe wektora siły, działającej na jednost
kę środkowej powierzchni powłoki.

u^, w - składowe wektora przemieszczenia dowolnego punktu 
środkowej powierzchni powłoki,

ar.: współrzędne krzywoliniowe odniesione do kierunków głów- Jnych środkowej powierzchni powłoki
, a>, , X - kolejno: odkształcenie wzdłuż linii oĉ  kąt

odkształcenia postaciowego, zmiana krzywizny linii ot.,, skrę
cenie powierzchni.

9. t . t . t - kolejno: temperatura na powierzchni odle-O Z W  ^
głej od pow. środkowej o z, z=0 , z = 77, z = - -g.

j: wskaźnik przebiegający liczby i, 2 lub określający
liczbę wyrazów szeregu,

A^: współczynnik pierwszej formy kwadratowej powierzchni, 
cc, [6 : kąty określające równoleżnik, południk, 
u^ = u, u2 = v, składowe wektora przemieszczenia w kierun

ku stycznym do południka, równoleżnika, 
k: zmiana krzywizny łuku k = l i - ^),
R: promień łuku przed odkształceniem,
Rl promień łuku po odkształceniu,
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g : promień równoleżnika,
ii.: promienie krzywizny linii <X.,J J$: zmiana kąta nachylenia stycznej do południka,
S,K: siła styczna i średni moment skręcający wielkości o- 

kreślone rów. (4.2),
S\? naprężenia normalne,
Ojr : naprężenie normalne od sił rozciągających,
0\ : " " od momentów zginających,
T i  naprężenie styczne,Z
C . , C 0 . . = C. » .: sztywności rozciągania - ściskania,J JiD 4» cił-! = D 4 <i-łJ sztywności zginania,

J  9 J  J  tA: sztywność ścinania 
B: sztywność skręcania, 
h: grubość powłoki,
oc't: współczynnik rozszerzalności liniowej, 
t: spadek temp. na jedn. grubości powłoki

^3-j,j 
^3-j.j -

funkcje występujące w związkach między od
kształceniami a siłami wewnętrznymi,

k. . k. , k , k. - kolejno: funkcje ortotropii rozciąganiajx JZ S K
- ściskania, zginania, ścinania, skręcania,

E . , E . , E_, E. - kolejno: moduł YOUNGA przy ortotropiiJa J Z S K
konstrukcyjnej dla ściskania - rozciągania, zginania,ścinania 
skręcania,

V V* , - kolejno: liczba POISSONA przy ortotro-jr J Z S K
pil konstrukcyjnej dla ściskania - rozciągania, zginania,ści
nania, skręcania,

G , Gfc: moduły KIRCHHOFFA przy ortotropii konstrukcyjnej 
dla ścinania, skręcania,

c - stała określona równaniem (6.1),
- stała określona równaniem (6.1'),

i = \^1 - jedność urojona,
ajk* kjk* °jl “ P°mocnicze funkcje zestawione w tablicy 1, 
N.,S - siły zespolone,

aNj,S - siły zespolone sprzężone,
• "obciążenia'1 termiczne,J V V
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Pjt Pj: pomocnicze funkcje,
: kąty obrotu stycznych do linii oc. wokół stycznych do 

J linii <*3_j • 3
N s N.+N . suma sił zespolonych,J
ip: funkcja naprężeń, 
y : zespolona funkcja naprężeń,
X: promień względny
rQ, Ro: promienie powłoki toroidalnej,
/lli stała charakteryzująca geometrię łuku, 

wysokość pofałdowania przy {*’=#,
H^: wysokość pofałdowania przy f~ 0,
S: długość jednego pofałdowania,
1: przyporządkowana długości S - długość równoleżnika po

włoki toroidalnej dla kąta tf ,
a2 : wartość stała,
K(a), E(a): całki eliptyczne zupełne pierwszego i drugiego 

rodzaju,
H: amplituda pofałdowania dla kąta^,
P0: iloraz S/lz,
1 : przyporządkowana długości S - długość równoleżnika po

włoki toroidalnej dla y =* 0,
pl* p2’ p3 " Pomocnicze funkcje,
Bn - współczynnik szeregu trygonometrycznegó,

- elementy macierzy,
Cj - wyrazy wolne układu równań liniowych,
fD, fj_»»f2 1 *3 ** pomocnicze funkcje
X -  liczba KARMANA,
I - moment bezwładności przekroju poprzeoznego łuku, 
bn* b̂n^ ” współczynniki szeregu trygonometrycznego, 
a^j - elementy macierzy, 
p - pomocnicza wielkość,
ffir* ®2r5 naPr €*enia południkowe, równoleżnikowe,
6~: naprężenia maksymalne przy zginaniu rury prostej,
n^, n2, nred: liczby wzrostu naprężeń południkowych, rów

noleżnikowych i zredukowanych,
kąt środkowy segmentu dla kąta cf, (po,®),

lXi, Ix2: momenty bezwładności,
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f±(a>), f2(^), f3(^) ” pomocnicze funkcje,
P\(f)i pomocnicza funkcja,
p* drugi parametr charakteryzujący geometrię łuku segmen

towego,
v  q2 f <ł4» <ł6 “ P°mocnicze funkcje,
B2m “ współczynniki szeregu trygonometrycznego,

- elementy macierzy
r , R - pomocnicze parametry, m m
A2m-i “ współczynniki szeregu trygonometrycznego,
C , p , K* &*: wielkości występujące przy określaniu regu- 
m m larności układu równań.
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STRESZCZENIE

Przytoczone tutaj rozważania odnoszą się do teorii powłok 
ortotropowych, w której związek między siłami wewnętrznymi a 
składowymi stanu odkształcenia może być przyjęty w postaci za
leżności (5.1). Występujące w równaniach (5.1) sztywności o- 
kreślone są równaniami (5.2). W pracy zakłada się ważność 
związków (3.1), wyprowadzonych przez W.W. NOWOŻIŁOffA dla po
włok izotropowych. Równania równowagi przyjmuje się za A.E.H. 
LOVE’EM zgodnie z zależnościami (4.1). Następnie korzystając 
z analogii statyczno-geometrycznej A.L. GOLUENWEIZERA, wpro
wadza się formalnie określone siły zespolone i zespolone
sprzężone (6.3) - tutaj odpowiednio uogólnione - tak iż o- 
trzymuje się końcowe równania (6.4) - (6.7) zapisane w siłach 
zespolonych. W równaniach tych uwzględnia się wpływy termicz
ne, przy założeniu liniowej zmiany temperatury wzdłuż normal
nej do powłoki, (rów. (2.1)). Przyjmuje się również, że prze
pływ ciepła jest ustalony.

W pracy rozważa się dwie grupy układów równań: pierwsza,
dla której słuszne są przybliżone równości (7.1), druga, w 
której dodatkowo zachodzi równość (7.5).

Realizując konsekwentnie odrzucanie małych członów otrzy
mano pewien prostszy wariant równań teorii powłok izotropo
wych (7.9), (7.ii).

W punkcie 8 rozpatrzono powłoki obrotowe a jako szczególny 
przypadek otrzymano stan wprowadzony przez E. REISSNEKA.

W każdym konkretnym przypadku ortotropii należy zbadać po
mocnicze funkcje, zostawione w tablicy i i odrzucić te, które 
czynią zadość relacjom (7.1) lub (7.5), otrzymując w ten spo
sób uproszczenia podstawowego układu równań. W charakterze
przykładu rozpatrzono taką analizę dla powłoki toroidalnej
(por., [2a]) pracującej w stanie quasi osiowo-symetrycznym.

Niniejsza praca ma na celu podanie równań, przy pomocy 
których można by było rozwiązywać zagadnienia, podobne jak np. 
w [2a,b] lecz dla dowolnych stanów naprężania. Przytoczone
równania ważne są również dla powłok użebrowanych (rys. 3a’) 
lub dla powłok posiadających ortotropię naturalną.
Istnieje również możliwoćć rozwiązywania przy pomocy tych
równań powłok o zmiennej grubości (rys. 3a,;).

Rozdz. I
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Rozdział II stanowi próbę analitycznego obliczenia liczby 
KAKKiANA oraz wielkości naprężeń występujących w zginanym łuku 
falistym (rys. 5). Zagadnienie traktuje się ze stanowiska te
orii powłok ortotropowych (ortotropia konstrukcyjna), przy 
czym jako równanie wyjściowe stosuje się uproszczone równania 
E> REISSNłKA. Funkcje ortotropii kj , k2 przyjmuje się przy
założeniu sinusoidalnego pofałdowania powierzchni środkowej 
łuku, zgodnie z wzorami podanymi w pracy £20]. Powierzchnię 
środkową łuku traktuje się jako powierzchnię toroidalną. Po 
szeregu uproszczeń ostateczne postacie funkcji k^, k0 okreś
lone są równaniami (12.9), (12.11). W pracy wykazano, że lunk- 
cja k^ nie ma istotnego wpływu na analizowane zjawisko i mo
że być pominięta w obliczeniach tak, że uproszczone równanie 
ma ostateczną postać podaną zapisem (10.4). Całkowanie tego 
równania prowadzi do nieskończonego układu równan liniowych
(14.12), z których po rozwiązaniu otrzymujemy liczbę KaRMANA 
oraz współczynniki szeregów sił Jtrewnętrznych (16.1). Pe
wną orientację w zbieżności szeregów w przypadku gdy H = 0 
daje rys. 10.

Rozdz. III
W rozdziale tym podano przybliżony sposób rozwiązania za

gadnienia zginanie łuków segmentowych. Zagadnienie rozwiązano 
przyjmując, że liczba segmentów powinna być' większ^ lub równa 
dwa. Przyjęto również ortotropię konstrukcyjną oraz zgodnie z 
wynikami rozdz. I i II, pominięto wielkości wewnętrzne <̂, N^,
M2} założono również, że l+A.cosj?»i. Przyjęto dalej, iż łuk
poddany jest działaniu momentu zginającego.

Punktem wyjściowym są równania stanu quasi osiowo-syme- 
trycznego, które dla rozpatrywanego przypadku przyjmują po
stać układu (21.1).
Z funkcji ortotropii wyraźnie różniącą się od jedności jest 
funkcja k. (20.2), którą po uproszczeniu przedstawić możemyu IZ
przy pomocy zależności (20.11). Występujące w tej ostatniej 
zależności parametry qQ, q2, ... obliczamy z wykresu podanego
na rys. 13, dla uprzednio obliczonej wartości p*- row. (20d0)3>
Podstawowe równania, z których obliczamy współczynniki szere
gu naprężen (21.5), to równania (21.8), (21.11). Liczbę kAr - 
MANA oblicza się z równania (21.12).

Rozdz. IV
Rozdział IV zawiera przykłady liczbowe ilustrujące sposób 

obliczeń takich łuków. Podano tutaj cały tok numerycznych o-
biiczen (zastosowany w tablicach) i przytoczono wyKresy na- 
;>ręzen południkowych i równoleżnikowych oraz naprężeń zredu
kowanych. Przykłady konfrontuje się z badaniami doświadczal
ny ;n i .

R o z d z .  I I
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
ukazują się w  następujących seriach:

A. A UTOM ATYKA
B. BUDOW NICTW O

Ch. CHEMIA
E. ELEK TR Y K A

En. EN ERGETYK A
G. GORN1CTWO

IS. IN ŻYNIERIA SANITARNA
MF. M A TEM ATYK A-FIZYK A

M. M ECHA NIKA
NS. N A U K I SPO ŁECZN E

D otychczas ukazały się  następujące zeszyty  
serii B:

Budow nictw o
Budownictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
Budow nictw o
B udow nictw o
Budow nictw o
B udow nictw o

z. 1, 1956 r.;
z. 2, 1967 r.,
z. 3, 1P60 r.,
z. 4, 1951 r.,
z. 5, 1962 r.,
z. 6, 1962 r.,
z. 7, 1961 r.,
z. 8, 1962 r.,
z. S, 1962 r.,
z. 9, 1963 r.,
z. 10, 1964 r.,
z. 11, 1964 r.,
z. 12, 1964 r.,
z. 13, 1S64 r.,
z. 14, 1964 r.,
z. 15, 1965 r.,

s. 84, zł 13,50
s. 75. zł 14,25
s. 104, zł 28,50
s. 107, zł 18,75
s. 156, zł 12,90
s. 111, zł 8,90
s. 118, zł 9,20
s. 86, zł 6,25
s. 128, zł 8,85
s. 80, zł 4,40
s. 81, zł 6,—
s. 78, zł 5,85
s. 90, zł 6,90
s 143, zł 6,25
s. 262, zł 16,25
s. 111, zł 10,—




