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Streszczenie. W artykule opisano metodą faktoryzacji funkcji lo­
gicznych przy pomocy elementów KOR. Podstawą metody stanowi wy­
konywanie operacji KOR na tablioach Karnaugha.Kolejne operacje 
z wykorzystaniem typowych grup podanych w artykule prowadzą do 
uzyskania sygnałów wejściowych. Podano przykłady rozwiązań dla 
funkcji logicznych trzech zmiennych, Jednowyjściowych.

1. Wstąp

Metoda rozkładu tablic Kamaugha (siatek zależności) ma posłużyć do rea­
lizacji optymalnego (o najmniejszej ilości przyjątych elementów podstawo­
wych i najmniejszej ilości połączeń) układu spełniającego zadaną funkcją 
logiczną. W ¡artykule niniejszym założono- źe realizacja ma nastąpić przy 
pomocy elementu HOR jako uniwersalnego i powszechnie spotykanego oraz, źe 
realizowana funkcja ma trzy zmienne. Kie wyklucza to jednak przydatności 
metody przy faktoryzacji funkcji o wiąkszej ilości zmiennych jak również 
za pomocą innych elementów podstawowych (co zresztą bądzie przedmiotem dal­
szych prac z tego zakresu).

Dla opracowania metody wykorzystano fakt, iż siatka zależności bądąca 
graficznym odpowiednikiem zadanej funkcji logicznej może być rozdzielona 
na iloczyn siatek składowych. Rozdział taki pokazano na rys. 1.
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Rys. 1

F  2 Fn

W dalszej cząści artykułu dla uproszczenia cząsto nie bądzie sią opisy­
wać siatek literami zmiennych A.BC i cyframi ich wartości. Przyjmuje sią, 
że układ siatki jest zawsze taki, jak na rys. 1 .
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Rozkład siatki oznacza, że jeżeli siatka Nr 0 (rys. 1) jest odpowiednt 
kiem graficznym funkcji Po, to można ją rozdzielić na iloczyn logiczny 
siatek 1 ,2...n, które będą graficznymi odpowiednikami funkcji logicznyoh 
P1f P2...Pn, takich, że PQ - P1, P2..,,?n. Iloczyn logiczny funkcji zreali­
zowany za pomocą iloczynu siatek wymaga, aby w odpowiadających sobie po­
lach siatek wystąpiły:

a) "1 " we wszystkioh siatkach, jeśli w siatce nr 0 w danym polu wystą­
piła "1 ",

b) *0" w co najmniej jednej siatoe jeśli w siatce nr O w danym polu wy­
stąpiło *0".

Przykład
Niech będzie zadana funkcja F AC + BC + AB + ABC* Siatką odpowiada­

jącą ? i rozkład na siatki składowe przedstawia rys. 2.
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Bys. 2

Element NOE (przy pomocy którego ma nastąpić realizacja układu) speł­
nia funkcją logiczną:

P ■ A * 3 ••• K

Jeżeli funkcja P jest funkoją zadaną, to problem realizacji układu po­
lega na takim rozdziale siatki zasadniczej na iloczyny siatek,aby kolej­
ne rozkłady doprowadziły do tablic, które mają ułożone "1 * w pewne charak­
terystyczne grupy. Na rys. 3 pod sio charakterystyczne grupy w tablicach 
Karasttgha dla trzech zmiennych.

Jeżeli "1* złożone są w grupy pokazane na rys. 3a, to każda z tych 
trzech grup reprezentuje prosty sygnał:

grupa 1 — A 
grupa 2 — B 
grupa 3 - C

Ponieważ każda grupa łączy cztery "1" i reprezentuje prosty sygnał wej- 
śolowy, oznaczono je symbolem CW (czwórki wprost).

R y s .  3b pokazuje grupy zawierające tylko dwa pola. Oznaczono je symbo­
lem BN (dwójki wprost). Dają się one rozłożyć na dwie OT. Rozkład taki 
znajduje się na rys. 4.
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Podobnie Jak na rys. 4 postąpić można z Kij 1,3 i 2,3. Na rys. 4 poka- 
zano symbole, które będą używane w dalszej części pracy, a mianowicie:

. - znak mnożenia siatek,
£ - znak odpowlednoścl; oznacza, iż siatkom II i III odpowiadają,

po negacji każdej siatki z osobna, siatki IV i V, 
x - znak iloczynu negacji lub zanegowanej Bumy oznaczający iż siat­

ki sprzężone tym znakiem, powstałe z jednej siatki zasadniczej 
reprezentują sygnały wejściowe jednego NOR—a,

SZ - siatka zasadnicza.
Operację rozkładu SZ na rys. 4 oparto na zależności:

Grupa siatki I ■ Grupa siatki IV . Grupa siatki V
Jest to oczywiście funkcja logiczna realizowana przez NOR. Negację każdej 
z siatek przeprowadza się zamieniając "0" na "1 * i odwrotnie*

Z siatki I można od razu wywnioskować, na jakie grupy składowe rozdzie­
lić da się grupę z S.Z. Muszą to być grupy zawarte w polach niesprzeżo- 
nyoh z grupą zasadniczą tak, aby po negacji zapewniły *0" w tych polach. 
Nie wymaga się jednak, aby były to koniecznie grupy typowe. Wystarczy.aby 
suma pól, w których zawarte są grupy składowe pokryła wszystkie pola nie— 
sprzężone, przy czym pokrycie to może być wielokrotne. Wniosek ten nazwie­
my "zasadą pól niesprzężonyeh".

W przykładzie z rys. 4 wybrano grupy zaznaczone linią przerywaną w 
S.Z. Są to dwie CW. Wybór taki prowadzi wprost do uzyskania sygnałów wej­

ściowych NOR-a. Tak więc przez rozdział siatki I na IV i 
V otrzymano sposób realizacji funkcji zadanej siatką I, 
za pomocą elementu NOR (rys. 5).
Grupa z siatki I otrzymała oznaczenie 1, 2, gdyż rozkłada 
się na CW 1 i 2. Podobnie na rys. 3b oznaczono BW 1,3 i 
2,3. Rys. 3c pokazuje grupę składającą się tylko z jedne­
go pola.

Taką grupę oznaczono jako JW (jedynka wprost), gdyż można ją rozłożyć na 
trzy CW.
Na rys. 3d zakreślono grupy oznaczone jako CN (czwórki negacyjne). Na ko­
lejnym rys. 3e zaznaczono grupy o symbolu BN (dwójki negacyjne). Każda z 
BN daje się rozdzielić na dwie CN. Rys. 3f przedstawia grupę JN (jedynka 
negacyjna) rozkładalną na trzy CN. Grupy oznaczone BM (dwójki mieszane) 
podano na rys. 3g. Bwójkl takie rozłożyć można na jedną CW i jedną CN. Na 
przecięciu grup M  leżą JM (jedynki mieszane) rozkładalne na (1-2) CN i 
(2-1) CN.
Wszystkie opisane tu możliwości rozkładu nazwiemy "rozkładami podstawowy­
mi". Oczywiście nie trudno zauważyć, że rozkłady podstawowe nie są Jedy­
nymi możliwymi, Np. BN można rozdzielić na jedną CN i jedną BN. Przedsta­
wia to rys. 6.
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Uogólniając można stwierdzić, że zawsze możliwych jest tyle różnych siar 
tek składowych ile jest kombinacji pól zawierających "0" w siatce zasad­
niczej.

Maksymalna iloóć siatek składowych potrzebna do rozłożenia siatki za— 
sadniozej dla funkcji trzeoh zmiennych wynosi trzy. Tyle bowiem potrzeba 
największych grup tzn. czwórkowych "On(aby siatce zasadniczej zawierają­
cej maksymalną ilość "0" tj. mającej tylko jedną "1 " zapewnić pokryoie 
wszystkich pól zerowych. Operację taką można przeprowadzić również przy 
pomocy większej ilości siatek składowych, ale rozkład taki będzie daleki 
od optymalnego.

Każda siatka składowa oznacza jeden sygnał doprowadzony do N0R-a,a za­
tem dla realizacji funkcji logicznych trzech zmiennych opłaca się używać 
elementów o maksymalnie trzech wejściach.

Wymienione uprzednio grupy charakterystyczne wymagają dla rozkładu na­
stępującej ilości elementów:

cw - 0
CH - 1 HEG
CW - 1 HORg
BU - 1 HORg + 1 HEG
UH - 1 HORg + 2 HEG
JW - 1 HORg
JM - 1 HORg + (1 - 2)
JH - 1 HORg + 3 HEG

HORg - oznacza HOR o dwóch wejściach,
HORg " « trzeoh "
HEG - " element negacyjny.
Ilości te są aktualne pod warunkiem, że rozdział siatki zasadniczej na­

stąpił w sposób podstawowy. Inny rozkład powoduje zwiększenie ilości ele­
mentów lub ilości połączeń r układzie. Jednak właśnie rozkłady różne od 
podstawowego są bardzo korzystne, zwłaszcza dla układów wielowyjściowych 
ze względu na możliwości tworzenia tych samych grup w różnych siatkaoh 
składowych. Daje to w efekcie użytkowanie jednego elementu dla realizacji 
grup mieszczonych w kilku siatkaoh.



32 Jerzy Frąckowiak

2. Zasady rozkładu siatek zależności

Metoda rozkładu siatek polega na rozdziale siatki zasadniczej na dwie 
lub trzy siatki składowe. Iloczyn siatek składowych powinien zapewnić "0W 
we wszystkich zerowych polach S.Z.

Każda siatka składowa powinna mieć złożone "1" w charakterystycznych 
grupach opisanych we Wstąpię. "1" występujące w siatce zasadniczej muszą 
oczywiście wystąpić również we wszystkich siatkach składowych.Rozkład S.Z 
na kilka siatek ma na celu wprowadzenie nowych "1 ", które z już istnieją­
cymi mają dać korzystne konfiguracje.

Każda "1" powinna być w co najmniej Jednej grupie.Kależy jednak unikać 
wielokrotnego grupowania tych samych "1 ", gdyż komplikuje to niepotrzeb­
nie układ. Warto w miarę możliwości szukać grup wspólnych w różnych siat­
kach składowych.

Rozdział siatki zasadniozej jest pierwszym krokiem faktoryzaoji.W kro­
ku tym jak 1 we wszystkich następnych obowiązuje zasada, że Jeżeli siatka 
składowa posiada cztery "1 " i dadzą sic one ułożyć w typowa ozwórke.to na­
leży starać się umieszczać Je tak, aby w CW uzyskać "O" (będziemy mówić ł 
układać "O").

Wynika to z tego, że siatki takiej dalej rozkładać się już nie będzie, 
a po negacji w miejsce "0" pojawią się "1 " dając prosty sygnał wejściowy.

Jeżeli siatka składowa jest siatką, w której "1" nie da się zgrupować
w jedną typowa czwórkę tzn. będzie w siatce wieoej grup charakterystycz­
nych niż jedna, należy starać się umieszczać w niej w CW - jedynki.-

Taką siatkę składową trzeba będzie bo­
wiem również rozkładać na siatki za­
wierające tylko jedną charakterystycz­
ną grupę. Czeka Ją więc podwójna ne­
gacja, a zatem po dwóch krokach i ne­
gacji ,*1 " pojawią się w tych samych 
grupach, w których były w pierwszym 
kroku z tym, że każda grupa "dysponu­
je" teraz własną siatką.

Powyższą zasadę nazwiemy "zasadą grupowania". Graficzne objaśnienie ter­
minu "pierwszy krok" podano na rys. 7.

Po rozdziale S.Z. na siatki składowe należy te ostatnie zanegować, Te, 
które zawierały więcej niż jedną grupę należy obecnie ponownie rozkładać. 
Będzie to "krok drugi" pokazany na rys. 8.

Przykład z rys. 7 1 8  ilustruje również zasadę układania "1" w grupy. 
W drugim kroku należy w siatkach składowych układać "0" w grupy, w które 
ułożone zostały "1 " w kroku pierwszym.

(Będziemy mówić: układać "1").

/
i /

Jednak

0
,  p/er mszy  krok'

Rys. 7



Metoda rozkładu ta b llo  Karnaugha.. . 21

S-Z.
<

I i

I f 1

lec/na „c "

0 71 1
i i i

L. i 1/ i) k

,  /  k r o k  "

i i i

i i f
i i i i
f >

„ 1 krok"

Rys. 8

e tc .

/
i 1 i i i

W ciągu całego procesu fektoryzacll należy trzymać ale reguły.iż siat­
kę zasadnicza należy trzy pomocy laknalmnlejszei Ilości kroków doprowa­
dzić do zanegowanych siatek składowyoh. w których występują tylko CW 1 CU 
z zastrzeżeniem, źe im więoej Cff tym lepiej.
Każdy krok oznacza bowiem użycie jednego elementu, a uzyskanie w wyniku 
ostatecznym CK zmusza do utycia dodatkowego elementu negacji.

Przykład

ic
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Rys. 9

Za pomocą elementów NOR przeprowadzić fakoryzację 
dla funkcji logicznej o postacij P * AB + AC + BC + BC 
Siatka zależności dla tej funkcji przedstawiona Jest na 
rys. 9.

Przebieg prooesu faktoryzaoji podany jest na rysun­
ku 10.
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Nad poszczególnymi zanegowanymi siatka- 
mi umieszczono cyfry mające ułatwić kon­
strukcję układu połączeń. Np. Cyfra 0 ozna­
cza, że funkcję przedstawioną siatką nale­
ży doprowadzić do NOK-a nr 0. Cyfry 0.1 o- 
znaczają, iż daną siatkę doprowadzić trze­
ba najpierw do NOR-a nr 1 a następnie do 
NOR-a nr 0.

Rys. 11
Układ połączeń dla przykładu z rysunku 10 
przedstawia rys. 1 1 .

W całej metodzie rozkładu siatek najważniejszym jest pierwszy krok.
W kroku tym następuje wybór grup, które decydują następnie o ilości ele­
mentów użytych w układzie.

Na dobry wybór grup składa się oczywiście zmysł kombinacyjny i doświad­
czenie, ale nawet bez tych czynników można uzyskać dobre rezultaty, gdyż 
dyskusja ilości koniecznych do realizacji elementów jest bardzo łatwa. 
Przeprowadzić ją można już w pierwszym kroku bez konieczności rysowania 
wszystkich następnych. Na podstawie tej dyskusji już wprost można wybrać 
właściwy rozkład. Ilustrację do takiej dyskusji stanowi rys. 12a i 12b.

Na rys. 12a SZ rozdzielono na dwie siatki składowe układając "1":
- w pierwszej (będziemy mówić "w pierwszym kanale") dwie CW,
- w drugim kanale jedna CN (3) i dwie DM (1) i (2).

Ponieważ SZ rozbito na dwie siatki składowe,potrzebny do tego będzie 
dwuwejściowy NOE. Zaznaczono to pod siatkami wpisując symbol NORg.

Każdą siatkę składową trzeba będzie dalej rozkładać, gdyż każda zawie­
ra więcej niż jedną charakterystyczną grupę, co zresztą było powodem u- 
kładania "1". Do rozłożenia siatki składowej zawierającej dwie CW potrzeb­
ny będzie również NORg, co zapisano pod NORg poprzednim doprowadzając z 
NOR-a kroku drugiego strzałkę do NOR-a kroku pierwszego. Trzeciego kroku 
w kanale pierwszym nie ma potrzeby wprowadzać, gdyż Już po drugim kroku
każda z siatek składowych zawiera tylko jedną grupę czwórkową. W ten spo­
sób rozdział kanału pierwszego zakończono.

W kanale drugim w pierwszym kroku istnieją trzy grupy: dwie DH (1) i
(2) oraz CN (3). Trzeba więc NOR3 dla rozbicia tej siatki. Zapisano to do­
prowadzając do NORg z kroku pierwszego strzałkę od NORg. Dalsza dyskusja 
opiera się na zasadzie pól niesprzężonych. A więc DM (1) da się rozbić na 
CW i DS7 (4), a DM (2) na CW i taką samą DW (4). Zatem należy zapisać:
- dla uzyskania sygnału wejścioego A z CN (3) należy użyć negacji. Zazna­
czono to pod NORg pisząc symbol NBG^. Indeks 1 ma oznaczać, iż element 
negacji ma jedno wejście. Będzie to następnie potrzebne przy liczeniu i- 
lości połączeń w układzie,
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— dla rozbioia DM (2) na dwie grupy trzeba NORg. Zapisano to obok NEĜ
- dla rozkładu DM (1) potrzeba również NORg. Zapisano obok poprzedniego 
HOHg.
Został jeszoze rozkład DW (4). Znowu obowiązuje tu nieco zmodyfikowana 

zasada pól nlesnrzeżonyoh. Chodzi mianowicie o grany "1". które otrzymuje 
się w wyniku negaoji Blatek składowyoh z pierwszego kroku. Grupy te muszą 
byó zawarte w polach, w któryoh w pierwszym kroku znajdują sle "O".a wiec 
w polach niesprzgżonych z ułożonymi grupami "1 " traktowanymi sumarycznie. 
Zmodyfikowaną zasadą pól niesprzążonyob Jest sens stosować tylko przy pier­
wszym kroku.
Zasada ta w przypadku z rys. 12a pozwala zauważyć, iż w pierwszym kroku 
kanału pierwszego znajduje sią już grupa (4)« Nie ma zatem potrzeby roz­
kładać Ją po raz drugi. Wystarozy wykorzystać istniejący już element ka­
nału pierwszego Jako wspólny w obydwu kanałach.

W szkicowym sohemaoie zamieszozonym pod siatkami strzałki wskazują,jak 
należy prowadzić sygnał, aby z powrotem uzyskać SZ (a wiąo kierunek syn­
tezy). Cyfry w kółku na drodze strzałek oznaozają, że strzałka reprezen­
tuje sygnał symbolizowany grupą o tym samym numerze.

Po przeprowadzeniu powyższej dyskusji należy zliozyć wszystkie zapisa­
ne elementy oraz zesumowaó ioh indeksy. Wynika z tego, że do realizacji u- 
kładu w sposób przedstawiony na rys. 12a trzeba 6 elementów i 12 połą­
czeń. Nie liozy sią tu oozywiśoie połączenia wyjśoia z ostatniego elemen­
tu, gdyż musi ono Istnieć w każdym układzie.

W identyczny Jak wyżej sposób można przeprowadzić dyskusją dla roz­
działu grup na rys. 12b. Dyskusja ta pokazuje, że trzeba tu również 6 e- 
lementów ale 11 połąozeń. A wiąc układ ten Jest nieco lepszy, gdyż ma o 
Jedno połączenie mniej.

Dla sprawdzenia (co normalnie w tej formie nie jest konieczne) podano 
na rys. 13a i b kompletne rozkłady siatek i realizacje układów, które .usy­
tuowano pionowo dla uwidocznienia, że jest to w zasadzie schemat z rys. 
12a i b.

Do dyskusji różnych możliwości rozkładu warto również włączyć kombina­
cje uzyskiwane z zanegowanej siatki zasadniozej. Przykład, w którym nega­
cja taka wydatnie ułatwia faktoryzacją pokazano na rys. 14.

Na rys. 14a rozkładano siatką niezanegowaną. Uzyskano cztei-y elementy 
i dziewiąć połąozeń. Rys. 14b przedstawia rozkład zanegowanej siatki za­
sadniczej. Daje on dwa elementy i trzy połączenia, a wiąo dwa razy mniej 
elementów i trzy razy mniej połączeń niż uprzednio.Przykład rozkładu siat­
ki z rys. 12 z uprzednią jej rugacją umieszczono na rys. 15.

Uzyskano tu o jedno połączenie wiąoej, niż w rozkładzie z rys. 12b, a 
wiąc taka realizacja jest nieco gorsza. Inny przykład, w którym uprzednia 
negacja siatki zasadniczej polepsza nieco układ znajduje sią na rys. 16.
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Jak widać z rys. 16 bez negacji uzysk uje się sześć elementów i Jede­
naście połączeń, natomiast z negacją sześć elementów i dziesięć połączeń.

Można również uzyskać układy równoważne co do ilości elementów i ilo­
ści połączeń. Przykład taki, w którym wykorzystano znowu negację siatki 
zasadniczej podano na rys. 17.

W obydwu przypadkach tzn. bez negacji i z negacją uzyskano sześć ele­
mentów i Jedenaście połączeń.

Bardzo ważnym zagadnieniem w metodzie rozkładu siatek Jest szukanie 
grup wspólnyoh w różnych kanałach. Szczególnego znaczenia nabiera tu za*- 
sada pól niesprzężonyoh.

Zagadnienie szukania grup wspólnych i stosowanie zasady pól niesprzężo 
nyoh do tego celu zostało wyjaśnione w artykule "Zastosowanie metody roz­
kładu tablic Karnaugha do faktoryzacji funkcji logicznych'1,

3. Zakończenie

Istotą metody "rozkładu siatek" Jest wykonywanie operacji logicznej 
spełnianej przez założony, podstawowy element logiczny (w tym wypadku NOI 
wprost w tablicy Karnaugha. Daje to w efekcie możliwość minimalizacji i- 
lośoi elementów logicznych oraz ilośoi połączeń w układzie. Również ogra­
niczenia techniczne Jak np. maksymalna ilość wejść i wyjść elementu logie: 
nego są w tej metodzie łatwe do uwzględnienia,gdyż ilość wejść to liczb; 
siatek składowych w danym kroku a ilość wyjść to liczba wspólnych grup : 
różnych kanałaoh i różnych krokach. Właśnie łatwość szukania grup wspól­
nych daje duże możliwości przy funkcjach wielowyjśoiowych umożliwiają« 
niejednokrotnie znalezienie wspólnych całych siatek Już w pierwszym kroki 
Zagadnienia te, Jak również porównanie wyników metody "Rozkładu siatek 
z innymi metodami faktoryzacji opisano w artykule "Zastosowanie metody ro 
kładu tablic Karnaugha do faktoryzacji funkcji logicznych", który będzi 
opublikowany w Zeszytach Naukowych Politechniki Śląskiej,Automatyka Z.16
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CTa T t e  dphboxst * noByneHHD bxoxkhx cn rH anoB . IIpexcTaBxeHti npnuepii  pem e- 
Hst« RJia Jiorn'iecKjuc (JyHKUHÜ Tpëx nepeueH H ta c oxhhu bbixoxom.

THE METHOD OP KARNAUGH'S MAPS DISINTEGRATION 
AS A MINIMA LI EAT ION METHOD

Summary

The paper presents the method of minimalisation of logic cuircuit rea— 
lised on NOE elements. The basic of method is to make NOE operation in 
Karnaugh’s maps.

The following operation using typical groups determined in the paper 
give the input signals. The examples of solutions for oneoutputs logic 
functions of three-variables are shown.


