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Streszczenie. W artykule opisano metod faktoryzagji funkcji lo-
icznych przy pomocy elementéw KOR. Podstawg metody stanowi wy-
onywanie operacji KOR na tablioach Karnaugha.Kolejne operacje

z wykorzystaniem typowych grup podanych w artykule prowadza do

uzyskania sygnatow wejSciowych. Podano przyktady rozwiazan dla

funkcji logicznych trzech zmiennych, Jednowyjsciowych.

1. Wstgp

Metoda rozkdadu tablic Kamaugha (siatek zaleznosci) ma postuzy¢ do rea-
lizacji optymalnego (0 najmniejszej ilosci przyjatych elementéw podstawo-
wych i najmniejszej ilosci polaczen) ukdadu spelniajacego zadang funkcja
logiczng. W jartykule niniejszym zatozono- Ze realizacja ma nastapi¢ przy
pomocy elementu HOR jako uniwersalnego i powszechnie spotykanego oraz, ze
realizowana funkcja ma trzy zmienne. Kie wyklucza to jednak przydatnosci
metody przy faktoryzacji funkcji o wigkszej ilosci zmiennych jak rowniez
za pomoca innych elementéw podstawowych (co zreszta badzie przedmiotem dal-
szych prac z tego zakresu).

Dla opracowania metody wykorzystano fakt, iz siatka zaleznosci badaca
graficznym odpowiednikiem zadanej funkcji logicznej moze by¢ rozdzielona
na iloczyn siatek skfadowych. Rozdziat taki pokazano na rys. 1.

Fo Fi F2 a

Rys. 1

W dalszej czasci artykubu dla uproszczenia czasto nie badzie sig opisy-
wac siatek literami zmiennych ABRC i cyframi ich wartosci. Przyjmuje sia,
ze ukfad siatki jest zawsze taki, jak na rys. 1.
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Rozk#ad siatki oznacza, ze jezeli siatka Nr O (rys. 1) jest odpowiednt
kiem graficznym funkcji Po, to mozna ja rozdzieli¢ na iloczyn logiczny
siatek 1,2...n, ktore bedg graficznymi odpowiednikami funkcji logicznyoh
P1f P2...Pn, takich, ze PQ - P1, P2..,,n. lloczyn logiczny funkcji zreali-
zowany za pomocag iloczynu siatek wymaga, aby w odpowiadajacych sobie po-
lach siatek wystagpity:

a) "1 we wszystkioh siatkach, jesli w siatce nr O w danym polu wysta-

pita "1",
b) *0" w co najmniej jednej siatoe jesli w siatce nr O w danym polu wy-
stgpito *0".

Przykdad

Niech bedzie zadana funkcja F AC + BC + AB + ABC* Siatka odpowiada-
jacg ? i rozkkad na siatki skadowe przedstawia rys. 2.

i1 177 if1i 111 f
/1 i’z/71 \11 i i/
Bys. 2

Element NOE (przy pomocy ktdrego ma nastgpi¢ realizacja ukkadu) spet-
nia funkcja logiczna:

PmA*3 eee K

Jezeli funkcja P jest funkojg zadang, to problem realizacji ukdadu po-
lega na takim rozdziale siatki zasadniczej na iloczyny siatek,aby kolej-
ne rozkkady doprowadzity do tablic, ktére maja ukozone 'l* w pewne charak-
terystyczne grupy. Na rys. 3 podsio charakterystyczne grupy w tablicach
Karasttgha dla trzech zmiennych.

Jezeli '"1* zhozone sa w grupy pokazane na rys. 3a, to kazda =z tych
trzech grup reprezentuje prosty sygnak:

grupa 1 - A
grupa 2 — B
grupa 3 - C

Poniewaz kazda grupa dgczy cztery '"1'" i reprezentuje prosty sygnat wej-
Solowy, oznaczono je symbolem CW (czworki wprost).

Rys. 3b pokazuje grupy zawierajace tylko dwa pola. Oznaczono je symbo-
lem BN (dwojki wprost). Daja sie one roztozy¢ na dwie OT. Rozkdad taki
znajduje sie na rys. 4.



Metoda rozk#adu tablic Kamauftha..

A 7}£§:O|\/| /f /o

/.,2,3

o t L/

o

/j-a A



30 Jerzy Frackowiak

Podobnie Jak na rys. 4 postapi¢ mozna z Kij 1,3 i 2,3. Na rys. 4 poka-
zano symbole, ktore bedg uzywane w dalszej czesSci pracy, a mianowicie:

- znak mnozenia siatek,

£ - znak odpowlednoscl; oznacza, iz siatkomll i 111 odpowiadaja,
po negacji kazdej siatki z osobna, siatki IV iV,

x - znak iloczynu negacji lub zanegowanej Bumy oznaczajacy i1z siat-
ki sprzezone tym znakiem, powstate z jednej siatki zasadniczej
reprezentuja sygnaty wejsciowe jednego NOR—a,

SZ - siatka zasadnicza.

Operacje rozkkadu SZ na rys. 4 oparto na zaleznosci:

Grupa siatki | m Grupa siatki 1V . Grupa siatki V

Jest to oczywiscie funkcja logiczna realizowana przez NOR. Negacje kazdej
z siatek przeprowadza sie zamieniajac 0" na"l* iodwrotnie*

Z siatki | mozna od razu wywnioskowac¢, na jakie grupy skltadowe rozdzie-
l1i¢ da sie grupe z S.Z. Muszg to by¢ grupy zawarte w polach niesprzezo-
nyoh z grupa zasadnicza tak, aby po negacji zapewnity >0 w tych polach.
Nie wymaga sie jednak, aby bydy to koniecznie grupy typowe. Wystarczy.aby
suma pol, w ktérych zawarte sa grupy skdadowe pokryta wszystkie pola nie—
sprzezone, przy czym pokrycie to moze by¢ wielokrotne. Wniosek ten nazwie-
my "‘zasadg pol niesprzezonyeh™.

W przykdadzie z rys. 4 wybrano grupy zaznaczone linig przerywang w
S.Z. Sa to dwie CW. Wybdr taki prowadzi wprost do uzyskania sygnatow wej-

Sciowych NOR-a. Tak wiec przez rozdziat siatki 1 na IV i
V otrzymano sposéb realizacji funkcji zadanej siatkg 1,
za pomocg elementu NOR (rys. 5).
Grupa z siatki 1 otrzymata oznaczenie 1, 2, gdyz rozktada
sie na CW 1 i 2. Podobnie na rys. 3b oznaczono BW 1,3 i
2,3. Rys. 3c pokazuje grupe sktadajaca sie tylko z jedne-
go pola.
Takg grupe oznaczono jako JW (Jedynka wprost), gdyz mozna ja roztozy¢ na
trzy COW.
Na rys. 3d zakreslono grupy oznaczone jako CN (czwérki negacyjne). Na ko-
lejnym rys. 3e zaznaczono grupy o symbolu BN (dwojki negacyjne). Kazda z
BN daje sie rozdzieli¢ na dwie CN. Rys. 3f przedstawia grupe JN (jedynka
negacyjna) rozkdadalng na trzy CN. Grupy oznaczone BM (dwojki  mieszane)
podano na rys. 3g. Bwojkl takie roztozy¢ mozna na jedng CW i jedng CN. Na
przecieciu grup M lezg JM (Jedynki mieszane) rozkkadalne na (1-2) CN i
(2-1) ON.
Wszystkie opisane tu mozliwosci rozkdadu nazwiemy "‘rozkdadami podstawowy-
mi'' . Oczywiscie nie trudno zauwazy¢, ze rozkdady podstawowe nie sg Jedy-
nymi mozliwymi, Np. BN mozna rozdzieli¢ na jedng CN i jedng BN. Przedsta-
wia to rys. 6.
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Uogblniajac mozna stwierdzi¢, ze zawsze mozliwych jest tyle réznych siar
tek skdadowych ile jest kombinacji pél zawierajacych '0" w siatce zasad-
niczej.

Maksymalna ilo6¢ siatek skkadowych potrzebna do roztozenia siatki za—
sadniozej dla funkcji trzeoh zmiennych wynosi trzy. Tyle bowiem potrzeba
najwiekszych grup tzn. czwérkowych ""On(aby siatce zasadniczej zawieraja-
cej maksymalng ilos¢ "0 tj. majacej tylko jedng 'l™ zapewni¢ pokryoie
wszystkich pol zerowych. Operacje taka mozna przeprowadzi¢ réwniez przy
pomocy wiekszej ilosci siatek skkadowych, ale rozkkad taki bedzie daleki
od optymalnego.

Kazda siatka sk#adowa oznacza jeden sygnat doprowadzony do NOR-a,a za-
tem dla realizacji funkcji logicznych trzech zmiennych opkaca sie uzywac
elementéw o maksymalnie trzech wejsciach.

Wymienione uprzednio grupy charakterystyczne wymagajg dla rozk#adu na-
stepujacej ilosci elementdw:

cw - 0
CH - 1 HEG
CW - 1 HORg
BU - 1 HORg + 1 HEG
UH - 1 HORg + 2 HEG
JW - 1 HORg
JM - 1HORg + (1 - 2)
JH - 1 HORg + 3 HEG
HORg - oznacza HOR o dwoch wejsciach,
HORg " « trzeoh
HEG - " element negacyjny.

Ilosci te sg aktualne pod warunkiem, ze rozdziak siatki zasadniczej na-
stapit w sposéb podstawowy. Inny rozkdad powoduje zwiekszenie ilosci ele-
mentéw lub ilosci polaczen r uktadzie. Jednak wkasnie rozkdady rézne od
podstawowego sa bardzo korzystne, zwkaszcza dla ukkadéw wielowyjsSciowych
ze wzgledu na mozliwosci tworzenia tych samych grup w roznych siatkaoh
skfadowych. Daje to w efekcie uzytkowanie jednego elementu dla realizacji
grup mieszczonych w kilku siatkaoh.
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2. Zasady rozkfadu siatek zaleznosci

Metoda rozk#adu siatek polega na rozdziale siatki zasadniczej na dwie
lub trzy siatki skladowe. lloczyn siatek skdadowych powinien zapewni¢ ''OW
we wszystkich zerowych polach S.Z.

Kazda siatka skkadowa powinna mie¢ zdozone '1'" w charakterystycznych
grupach opisanych we Wstgpie. '"1'" wystepujace w siatce zasadniczej muszg
oczywiscie wystgpi¢ rowniez we wszystkich siatkach sk¥adowych_.Rozktad S.Z
na kilka siatek ma na celu wprowadzenie nowych '1", ktore z juz istnieja-
cymi maja da¢ korzystne konfiguracje.

Kazda 1" powinna by¢ w co najmniej Jednej grupie.Kalezy jednak unikac
wielokrotnego grupowania tych samych 1", gdyz komplikuje to niepotrzeb-
nie ukkad. Warto w miare mozliwosci szuka¢ grup wspélnych w réznych siat-
kach sk¥adowych.

Rozdziat siatki zasadniozej jest pierwszym krokiem faktoryzaoji.W kro-
ku tym jak 1 we wszystkich nastepnych obowigzuje zasada, ze Jezeli siatka
sk¥adowa posiada cztery "1™ i dadza sic one ulozyé w typowa ozwdrke.to na-
lezy stara¢ sie umieszcza¢ Je tak, aby w CW uzyska¢ "0 (bedziemy méwic¢ +
ukdada¢ "'0").

Wynika to z tego, ze siatki takiej dalej rozkkada¢ sie juz nie bedzie,

a po negacji w miejsce"0" pojawiasie "1" dajac prostysygnat wejsciowy.
Jezeli siatka sktadowa jest siatkg, w ktorej "1 nie da sie zgrupowaé
w jedng typowa czworke tzn. bedziew siatce wieoej grupcharakterystycz-

nych niz jedna, nalezy stara¢ sie umieszcza¢ w niej w CW - jedynki .-
(Bedziemy méwic¢: ukdadac ""1'").
Taka siatke skfadowg trzeba bedzie bo-
wiem rowniez rozkdada¢ na siatki za-
Jedngk wierajace tylko jedng charakterystycz-
ng grupe. Czeka Ja wiec podwdéjna ne-
gacja, a zatem po dwéch krokach i ne-
gacji ,*l " pojawig sie w tych  samych
. p/ermszy Kkrok- grupach, w ktorych bydty w pierwszym
kroku z tym, ze kazda grupa '‘dysponu-
Rys. 7 N -
je'" teraz wkasng siatka.
Powyzszg zasade nazwiemy "‘zasadg grupowania’. Graficzne objasnienie ter-
minu “‘pierwszy krok'™ podano na rys. 7.

Po rozdziale S.Z. na siatki skladowe nalezy te ostatnie zanegowaé, Te,
ktore zawieraly wiecej niz jedng grupe nalezy obecnie ponownie rozkiadac.
Bedzie to "krok drugi' pokazany na rys. 8.

Przykkad z rys. 718 ilustruje rowniez zasade ukdadania "1"w grupy.
W drugim kroku nalezy w siatkach skktadowych uk#ada¢ "0 w grupy, w ktére
utozone zostaly "1™ w kroku pierwszym.
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W ciggu calego procesu fektoryzacll nalezy trzyma¢ ale reguly.iz siat-
ke zasadnicza nalezy trzy pomocy laknalmnlejszei Ilosci krokéw  doprowa-
dzi¢ do zanegowanych siatek skdadowyoh. w ktérych wystepuja tylko CW 1 CU
z zastrzezeniem, ze im wieoej CFF tym lepiej.-

Kazdy krok oznacza bowiem uzycie jednego elementu, a uzyskanie w wyniku
ostatecznym CK zmusza do utycia dodatkowego elementu negacji-

Przykdad
Za pomoca elementéw NOR  przeprowadzi¢ fakoryzacje
ic dla funkcji logicznej o postacij P * AB + AC + BC + BC
Siatka zaleznosci dla tej funkcji przedstawiona Jest na
i/ rys. 9.
i / Przebieg prooesu faktoryzaoji podany jest na rysun-
ku 10.
Rys. 9
>
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Nad poszczeg6lnymi zanegowanymi siatka-
mi umieszczono cyfry majace ukatwi¢  kon-
strukcje ukdadu polaczen. Np. Cyfra 0O ozna-
cza, ze funkcje przedstawiong siatkg nale-
zy doprowadzi¢ do NOK-a nr 0. Cyfry 0.1 o-

B ——— znaczaja, iz dang siatke doprowadzic¢ trze-
ba najpierw do NOR-a nr 1 a nastepnie do
c NOR-a nr 0.
Uktad potaczen dla przykdadu z rysunku 10
Rys. 1 przedstawia rys. 11.

W calej metodzie rozkdadu siatek najwazniejszym jest pierwszy krok.
W kroku tym nastepuje wybdr grup, ktore decyduja nastepnie o ilosci ele-
mentéw uzytych w ukdadzie.

Na dobry wybér grup skdada sie oczywiscie zmyst kombinacyjny 1 doswiad-
czenie, ale nawet bez tych czynnikéw mozna uzyska¢ dobre rezultaty, gdyz
dyskusja ilosci koniecznych do realizacji elementdw jest bardzo fatwa.
Przeprowadzi¢ ja mozna juz w pierwszym kroku bez koniecznosci rysowania
wszystkich nastepnych. Na podstawie tej dyskusji juz wprost mozna wybracé
whasciwy rozkdad. Ilustracje do takiej dyskusji stanowi rys. 12a i 12b.

Na rys. 12a SZ rozdzielono na dwie siatki sklfadowe uk¥adajac ''1'':

- w pierwszej (bedziemy mowi¢ 'w pierwszym kanale') dwie CW,
- w drugim kanale jedna CN (@ i dwie DM (O i1 ().

Poniewaz SZ rozbito na dwie siatki skdfadowe,potrzebny do tego bedzie
dwuwejsciowy NOE. Zaznaczono to pod siatkami wpisujac symbol NORg-

Kazda siatke skkadowg trzeba bedzie dalej rozkkada¢, gdyz kazda zawie-
ra wiecej niz jedng charakterystyczng grupe, co zreszta bydo powodem u-
k¥adania ""1'". Do rozdozenia siatki skdadowej zawierajacej dwie CW potrzeb-
ny bedzie réwniez NORg, co zapisano pod NORg poprzednim doprowadzajac z
NOR-a kroku drugiego strzatke do NOR-a kroku pierwszego. Trzeciego kroku
w kanale pierwszym nie ma potrzeby wprowadza¢, gdyz Juz po drugimkroku
kazda z siatek sktadowych zawiera tylko jedng grupe czworkowg.Wten spo-
séb rozdziat kanatu pierwszego zakoriczono.

W kanale drugim w pierwszym kroku istnieja trzy grupy: dwie DH O i
(@ oraz CN (3). Trzeba wiec NOR3 dla rozbicia tej siatki. Zapisano to do-
prowadzajac do NORg z kroku pierwszego strzatke od NORg. Dalsza dyskusja
opiera sie na zasadzie pol niesprzezonych. A wiec DM (@) da sie rozbi¢ na

CW il (4, aDM (@ na OW i takg samg DN (4). Zatem nalezy zapisac:

- dla uzyskania sygnatu wejscioego A z CN (@) nalezy uzy¢ negacji. Zazna-
czono to pod NORg piszac symbol NBGM. Indeks 1 ma oznacza¢, iz element
negacji ma jedno wejscie. Bedzie to nastepnie potrzebne przy liczeniu i-
losci polaczen w ukkadzie,
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— dla rozbioia DM (2) na dwie grupy trzeba NORg. Zapisano to obok NEGM
- dla rozktadu DM (@) potrzeba réwniez NORg. Zapisano obok  poprzedniego
HOHg -

Zostat jeszoze rozkkad DW (4). Znowu obowigzuje tu nieco zmodyfFikowana

zasada pol nlesnrzezonyoh. Chodzi mianowicie o grany '1'. ktére otrzymuje
sie w wyniku negaoji Blatek skkadowyoh z pierwszego kroku. Grupy te musza
by6 zawarte w polach, w ktéryoh w pierwszym kroku znajdujg sle "0".a wiec
w polach niesprzgzonych z ukozonymi grupami '1'" traktowanymi sumarycznie.
Zmodyfikowang zasadg p6l niesprzazonyob Jest sens stosowaé tylko przy pier-
wszym kroku.
Zasada ta w przypadku z rys. 12a pozwala zauwazy¢, iz w pierwszym  kroku
kanatu pierwszego znajduje sig juz grupa (4« Nie ma zatem potrzeby roz-
k#ada¢ Ja po raz drugi. Wystarozy wykorzystac¢ istniejacy juz element ka-
natu pierwszego Jako wspolny w obydwu kanakach.

W szkicowym sohemaoile zamieszozonym pod siatkami strzalki wskazuja,jak
nalezy prowadzi¢ sygnak, aby z powrotem uzyska¢ SZ (a wigo kierunek syn-
tezy). Cyfry w koétku na drodze strzatek oznaozajg, ze strzatka reprezen-
tuje sygnat symbolizowany grupg o tym samym numerze.

Po przeprowadzeniu powyzszej dyskusji nalezy zliozy¢ wszystkie zapisa-
ne elementy oraz zesumowad ioh indeksy. Wynika z tego, ze do realizacji u-
kkadu w sposdb przedstawiony na rys. 12a trzeba 6 elementéw i1 12 poka-
czen. Nie liozy sig tu oozywisoie polaczenia wyjsSoia z ostatniego elemen-
tu, gdyz musi ono Istnie¢ w kazdym ukdadzie.

W identyczny Jak wyzej sposob mozna przeprowadzi¢ dyskusjg dla roz-
dziatu grup na rys. 12b. Dyskusja ta pokazuje, ze trzeba tu réwniez 6 e-
lementéow ale 11 polgozen. A wigc ukdad ten Jest nieco lepszy, gdyz ma o
Jedno polaczenie mniej.

Dla sprawdzenia (co normalnie w tej formie nie jest konieczne) podano
na rys. 13a i b kompletne rozkkady siatek i1 realizacje ukdadéw, ktére _usy-
tuowano pionowo dla uwidocznienia, Ze jest to w zasadzie schemat 2z rys.
12a i b.

Do dyskusji roznych mozliwosci rozkdadu warto réwniez wkgczy¢ kombina-
cje uzyskiwane z zanegowanej siatki zasadniozej. Przykkad, w ktérym nega-
cja taka wydatnie utatwia faktoryzacja pokazano na rys. 14.

Na rys. l14a rozktadano siatkg niezanegowang. Uzyskano cztei-y elementy
i dziewig¢ polaozen. Rys. 14b przedstawia rozkkad zanegowanej siatki za-
sadniczej. Daje on dwa elementy i trzy polaczenia, a wigo dwa razy mniej
elementéw i trzy razy mniej polaczen niz uprzednio.Przyktad rozkkadu siat-
ki z rys. 12 z uprzednia jej rugacja umieszczono na rys. 15.

Uzyskano tu o jedno pokaczenie wigoej, niz w rozkkadzie z rys. 12b, a
wigc taka realizacja jest nieco gorsza. Inny przykdad, w ktérym uprzednia
negacja siatki zasadniczej polepsza nieco ukfad znajduje sig na rys. 16.
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Jak wida¢ z rys. 16 bez negacji uzysk uje sie szes¢ elementow i Jede-
nascie polaczen, natomiast z negacjg szes¢ elementéw i dziesie¢ polaczen.

Mozna réwniez uzyska¢ uktady réownowazne co do ilosci elementow i ilo-
Sci polaczen. Przyktad taki, w ktorym wykorzystano znowu negacje siatki
zasadniczej podano na rys. 17.

W obydwu przypadkach tzn. bez negacji 1 z negacja uzyskano szes¢ ele-
mentéw i Jedenascie polaczen.

Bardzo waznym zagadnieniem w metodzie rozkdadu siatek Jest szukanie
grup wspolnyoh w roznych kanatach. Szczegd6lnego znaczenia nabiera tu z~
sada pol niesprzezonyoh.

Zagadnienie szukania grup wspolnych i stosowanie zasady p6l niesprzezo
nyoh do tego celu zostato wyjasnione w artykule 'Zastosowanie metody roz-
k#adu tablic Karnaugha do faktoryzacji funkcji logicznych®l,

3. Zakonczenie

Istotg metody ''rozk#adu siatek™ Jest wykonywanie operacji logicznej
spednianej przez zatozony, podstawowy element logiczny (w tym wypadku NOI
wprost w tablicy Karnaugha. Daje to w efekcie mozliwos¢ minimalizacji i-
losoi elementéow logicznych oraz ilosoi polaczen w ukdadzie. Réwniez ogra-
niczenia techniczne Jak np. maksymalna ilos¢ wejs¢ i1 wyjsc¢ elementu logie:
nego sa w tej metodzie *atwe do uwzglednienia,gdyz ilos¢ wejs¢ to liczb;
siatek skdadowych w danym kroku a ilos¢ wyjs¢é to liczba wspolnych grup :
réznych kanataoh i réznych krokach. Wkasnie datwos¢ szukania grup wspol-
nych daje duze mozliwosci przy funkcjach wielowyjSoiowych umozliwiajg«
niejednokrotnie znalezienie wspolnych catych siatek Juz w pierwszym kroki
Zagadnienia te, Jak rowniez pordéwnanie wynikow metody "Rozkdadu siatek
z innymi metodami faktoryzacji opisano w artykule '‘Zastosowanie metody ro
k#adu tablic Karnaugha do faktoryzacji funkcji logicznych™, ktory bedzi
opublikowany w Zeszytach Naukowych Politechniki Slaskiej,Automatyka Z.16
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METOfi PA3AOKEHV;Fl TAEIMh BBIHA KAK METOFl «AKTOPK3AWTU
Pe3u«e

B CTane onHCaK nerox $aKTopn3aunn jiornvecKm gpyHKmift npH noaomit axe-
MeHTOB nce. B 0cHOBy ueTOxa nodioweiio ncnoJib30BaBne cnepawiH Nck a@ Ta<ban-
uax Bewua.

CocjiesyD««e onepannn ¢ ncnoJib30BaHneu thhobux rpynn npexcTaBlieHHioc b
CTaTte dphboxst * noByneHHD bxoxkhx cnrHanoB. [lpexcTaBxeHti npnuepii peme-
Hst« Rlia Jiorn'iecKjuc (JyHKUHU Tpéx nepeueHHta ¢ oxhhu bbixoxom.

THE METHOD OP KARNAUGH"S MAPS DISINTEGRATION
AS A MINIMALIEATION METHOD

Summary

The paper presents the method of minimalisation of logic cuircuit rea—
lised on NOE elements. The basic of method is to make NOE operation in
Karnaugh’s maps.

The following operation using typical groups determined in the paper
give the input signals. The examples of solutions for oneoutputs logic
functions of three-variables are shown.



