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KRZYSZTOF GOSIEWSKI
K ated ra  A u to m a ty za cji  
P rocesów  P rzem ysłow ych

MINIMALIZACJA STRAT PRZEZ DOBÓR WARTOŚCI ZADANEJ UAR

S t r e s z c z e n ie .  A r ty k u ł p o d a je  m etodę o k r e ś le n ia  w a r to ś c i  zada
n e j  UAR, p rzy  z a ło ż e n iu ,  ż e  znana J e s t  ek strem a ln a  ch a ra k tery 
s ty k a  s t r a t  w o b ie k c ie  w f u n k c j i  w ie lk o ś c i  reg u lo w a n ej i  ż e  
J e s t  ona w ogólnym  przypadku n ie sy m e tr y c z n a .

P rzy  z a ło ż e n iu ,  ż e  p r z e b ie g  w ie lk o ś o i  regu low an ej J e s t  sy g 
nałem  s to ch a sty czn y m  o znanym i  s ta ły m  r o z k ła d z ie  g ę s t o ś c i  
praw d opodobieństw a, podano m etodę w yzn aczan ia  w a r to ś c i  zad a 
n e j ,  za p e w n ia ją c e j  minimum oczek iw anych  s t r a t .

C h a ra k tery sty k a  s t a ty c z n a  s t r a t  w yrażonych Jako w a r to ść  s t r a t  przypada- 
Jącyoh n a  J ed n o stk ę  cza su  (np . z ł / g o d z . )  S* w f u n k c j i  w ie lk o ś c i  regu low a
n e j  y  J e s t  zw yk le  c h a r a k te r y s ty k ą  p o s ia d a ją c ą  minimum. Minimum t o  może 
być na  g r a n ic y  o b sza ru  w yznaczonego p rzez  o g r a n ic z e n ia  te c h n o lo g ic z n e  (a ) 
(n p . maksymalna m ożliw a  do u z y sk a n ia  te m p e r a tu r a ) , w z g lę d n ie  minimum we
w n ątrz  ob szaru  d o p u sz c z a ln y c h  zmian parametrów (b t̂

Z a ło ż e n ia :

1) Zakładamy że  y ( t )  J e s t  fu n k c ją  przypadkową s ta c jo n a r n ą  c z y l i  że  
j e j  w a r to ść  oczek iw an a  (n a d z ie ja , m atem atyczna) my J e s t  s t a ł a .

2) W artość zadana UAR równa J e s t  w a r to ś c i  o czek iw a n ej fu n k c j i  y Vz m

Zajmiemy s i ę  zagad n ien iem  doboru war
t o ś c i  zad an ej y z pod kątem  m in im a liz a 
c j i  s t r a t .  O czyw istym  J e s t , ź e  J e ż e l i  w ie l 
k o ść  y  m ogłaby być s t a ł a  w c z a s i e  wów
c z a s  n a le ż a ło b y  utrzym ywać w a r to ść  zad a
ną  y z = ymir|.  J e ż e l i  Jednak przyjm iem y, 
że  w a r to ść  y  zm ien ia  s i ę  w skutek  d z ia ł a 
n i a  zab u rzeń  przypadkowych u k ład u  autom a
ty c z n e j  r e g u la c j i  i  s ta n o w i ró w n ież  pew-

ymin

R ys. 1

~y ną  przypadkową fu n k c ję  czasu ,w ów czas w yła
n ia  s i ę  problem  doboru w a r to ś o i y_ ta kZ
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3) Z akładany, ż e  ro zk ła d  g ę s t o ś c i  praw dopodobieństw a fu n k o j i  y  J e s t  
zn an y , oznaczam y go p rzez  f ( y ) .

4 ) Zakładam y, ż e  znana J e s t  fu n k c ja  s t r a t  S * (y ) i  że  J e s t  ona s t a ł a .
5) Zakładam y, że  zm iana w a r to ś c i  zad an ej y z n i e  powoduje zm iany r o z 

k ład u  g ę s t o ś c i  praw dopodobieństw a f ( y )  co  J e s t  rów noznaczne m .in .  z  za>~ 
ło źen iem  l in io w e g o  UAR.

D la  u p r o s z c z e n ia ,  w s z y s tk ie  fu n k c je  rozp a tryw ać  będziem y Jako fu n k c je  
param etru E « y -  yw1n,  g d z ie  y m:Ln J e s t  w a r to ś c ią  d la  k t ó r e j  fu n k c ja  
S * (y )  p rzyjm uje w a r to ść  m in im aln ą .

F u n k cję  S (y ) wyrażamy w ięc  jako (E)

f  (y ) Jako f i  (E)

s tą d  Jako w a r to ść  oczek iw an a

mE -  Ez -  -  y » in

R ys. 2 O ozywistym  J e s t ,  ż e  J e ż e l i  fu n k c ja  (E) J e s t
fu n k c ją  p a r z y s tą  oraz  r o z k ła d  f ( y )  J e s t  syme

tr y c z n y  wówczas aby otrzym ać minimum s t r a t  w inno być m 0 t z n .y ^ ^ « *
m y m̂ n .  J e ż e l i  ram iona e k s tr e m a ln e j  c h a r a k te r y s ty k i  s t r a t  m ają ró żn y  
k s z t a ł t  wówczas m in im a liz a c ję  s t r a t  otrzymamy p r z y  * 0 t z n .  y EOpt  9*

ymin*
K o r z y s ta ją c  ze  zn an ej z a le ż n o ś o i  d la  f u n k c j i  zm ien n ej przypadkow ej 

(p a tr z  [1 ]  s t r .  111) o k r e ś l i ć  można w a r to ść  oczek iw an ą  d la  s ’

•ł-OO
mg* » (E) f 1 (E3 dE (1 )

— o o

I n t e r e s u j e  n a s  m in im a liz a c ja  s t r a t  w pewnym o k r e s ie  p racy  UAR c z y l i  m in i
m a l iz a c j a  w y ra żen ia

/
d %

S ( t )  d t  ■ min (2 )

*1
g d z ie :

S * ( t )  J e s t  fu n k c ją  przypadkową o f u n k o j i  g ę s t o ś c i  praw dopodobieństw a  
f 2 ( s ’ ) i  w a r to ś o i o czek iw a n e j m  ̂ .

Łatwo można w ykazać, ż e  (p a tr z  [ 1 ] s t r .  200) •

*S
a B -  /  ms ."dt (3 )

t 1
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g d z ie j
ms  -  w a r to ść  oozek iw an a  Btrat w o k r e s ie  t ^ , t g

o z y l l s

(4 )

W przypadku p rzeb ieg ó w  przypadkow ych I n t e r e s u j e  n as o o z y w iś c ie  m in im a liz a -  
o j a  w a r to ś c i  oozek iw au aj s t r a t  ms .  K o r z y s ta ją c  z  z a ło ż e n ia  s t a o j o n a m o -  
ś o l  możemy n a p is a ć

P rzyk ład  1

R eaktor o h e a io z n y , do k tó r e g o  d op ływ ają  2 s u b s ta n c je  A i  B w ypływa z a ś  
produkt C . Zakładamy Id e a ln e  m ie s z a n ie  w r e a k to r z e .  Zakładam y, t e  s t r a t y  
p o w sta ją  je d y n ie  w sk utek  nadm iaru czy n n ik a  A lu b  B w r e a k to r z e  ponad i — 
l o ś ó ,  k tó r a  d a je  p e łn e  p rze r e a g o w a n ie .

(5 )
- oO

(9)

J e ż e l i  Ez  ■ m^

w ówozas d o sta n iem y

( 10 )

o ż y l i

-  0 (1 1)
anłE

9 “ b2
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R ys. 3

gdy y  >  ya in

W ie lk o ś c ią  regu low an ą  J e s t  pewna w ie lk o ś ć  f i z y k a l 
n a  y  (n p . pH*) zw iązan a  J ed n o zn a czn ie  ze  s t o p 
niem  przereagow an ia .W  r e a k to r z e  przyjm uje ona  
w a r to ść  ymir| wówczas gdy p rzereg a o w a n ie  J e s t  zu
p e łn e  t z n .  gdy w p ro d u k c ie  C n ie  ma p o z o s t a ło -  
ś o i  A lu b  B g d y j y  <  ymin w y stę p u ją  s t r a t y  czyn 
n ik a  A wówczas

dS
a r AV

AVB * CB

(1 2)

(13 )

g d z ie ś

AY* -  nadm iar yrzwpływu c z y n n ik a  A ponad p rzep ływ  d a ją c y  p e łn e  p r z e -  
reagow an ie  przy  danym p r z e p ły w ie  Yg* i  o k r e ś lo n y c h  s t ę ż e n ia c h  
c z y n n ik a  A i  B.

AYg -  nadm iar przep ływ u  c z y n n ik a  B ponad przep ływ  d a ją c y  p e łn e  
p rzerea g o w a n ie  przy  danym p r z e p ły w ie  i  o k r e ś lo n y c h  s t ę ż e 
n ia c h  c zy n n ik a  A i  B ,

CA,C g -  cen y  czynników  A i  B .

J e ż e l i  za ło ży m y , ż e  w ie lk o ś ć  regu low an a  y  J e s t  l in io w ą  fu n k o ją  nadm iaru  
AV* i  AV* wówozas możemy n a p is a ć s

x 7

B y s . 4

S (y ) “  "k1-y+a1 d la  y  <  y_rain

’ (y ) -  V y+a2 d la  y  <  ymin

(14 )

(1 5 )

w prow adzając zm ienną E = y  -  y ^ ^  o tr z y 
mamy z a le ż n o ś ć  S*(E ) pokazaną n a  ry 
sunku 4

d la min

S^(E ) -  -  k 1 E d la  E < 0  (1 4 )

S* (E) m kg E d la  S >  0 (15')

Zakładamy, że  w p o b liż u  punktu p racy  J e s t  l in io w a  z a le ż n o ś ć  m iędzy s t o p 
n iem  p rzerea g o w a n ia  a  pH.
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Zakładamy, źe  w ie lk o ś ć  regu low an a  E zm ien ia  s i ę  przypadkowo i  ż e  p o s ia -  
da norm alny r o z k ła d  g ę s t o ś c i  praw dopodobieństw a G aussa

f . ( E )  »  - p r  e-h 2 (E  " mE)2  (1 6 )
1 \jn

P o d sta w ia ją c  (14') (151) i  (16 ) do (11 ) otrzymamy rów nanie
m •

a i  / - k .E  —  e- ^2 ®̂-11̂ ^2 dE + / k „  E ~  e-1*2 ó e ]
L- i  1 { 2  J

Xi

w c e lu  r o z w ią z a n ia  c a łe k  w l i c z n ik u  s to su jem y  p o d s ta w ie n ie

% o h (E  -  mg)

l i c z n i k  p r z y b ie r z e  p o s t a ć :

(17 )

m.
“tlłTln

“ łUŁg

/ %e~ % + (18 )  
-bm E

t -i2D okładne w y l ic z e n ie  c a łk i  /  e "  dA>w g r a n ic a c h  in n y ch  Jak 0 -----  “  J e s t
J —ry?-n ie m o ż liw e  i  d la t e g o  u c ie c  s i ę  musimy do r o z w in ię c ia  f u n k c j i  e w s z e 

r e g  M aclau rin a  ( i n t e r e s u j e  n a s r o z w in ię c ie  w okół p k t . E * m  ̂ c z y l i  0) 
i  o d r z u c e n ia  d a ls z y o h  wyrazów sz e r e g u

" ^ 2  2 o 2 " ^ 2
/  e- ^  i e~%  d ^ +  j e~%  -

- OO -OO o
  V ' Vjrc a łk a  P o isso n n e * a  « -Vp-

.  t  T 8 (1 .  0 9 )

/
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podobnie
+  «a

/ e -*2 a « J p  +
hm 11»

* v
-hm£

p o d sta w ia ją c  do (1 8 ) otrzym any:

hm *  (ŁmE) 3 ls  ■  ~ w  L " ^ "  -  ^ +  “ 3  JV5F

3 i  v o r “^ e

s tą d
E

c z y l i

Ł - ,
i i ___
k1- i  + 1 
k2

(20)

(2 1)

£ f -  2  ^  ( 1 - !  * 24  - 1  *_ h 2 m E > -  -  °  <2 2 >

* Ć - Ą  .£  ^  ( ,  - 1  A |  -  i  . - A l ,  <23 )

y> (mg) (24)

R ozw iązaniem  rów nan ia  (2 3 ) j e s t  w a r to ść  “ g o p t “  E" op t*  ?ra,T- <iłowe r o z 
w ią z a n ie  otrzym ujem y j e ż e l i  j ^ g o p t j ^ ^

P rzy k ła d  2

Krzywa s t r a t  S* (E) d la  r e a k to r a  w p r z y k ła d z ie  I  j e s t  p r z y j ę t a  przy
d o ść  n ie r e a ln y c h  z a ło ż e n ia c h  id e a ln e g o  m ie s z a n ia  w r e a k to r z e  o ra z  przy
z a ło ż e n iu ,  ż e  i s t n i e j ą  je d y n ie  s t r a t y  surowców A i  B z  p o m in ięc iem  in nych  
s t r « t .  w ie lu  przypadkach p ra k ty czn y ch  krzyw a s t r a t  n ic  p o s ia d a  " o s tr e -
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R y s. 5

go" minimum n a  p r z e c ię c iu  dwu p r o s ty c h  
l e c z  k s z t a ł t ,  k tó r y  w p o b liż u  minimum 
p r z y b liż y ć  można odcinkam i p a r a b o l. Na 
r y s .  5 pokazany J e s t  t a k i  k s z t a ł t  k rzy 
w ej s t r a t  z p om in ięc iem  s t r a t  s t a ły c h  
S * , k tó r e  n a  m in im a liz a c ję  n i e  m ają w pły-

S*(B )

s ! ( e )

k 1 E d la  E C O

k2 E d la  E >  0

P odobnie jak  w p r z y k ła d z ie  1 zakładam y norm alny ro zk ła d  g ę s t o ś c i  prawdopo
d o b ień s tw a  G aussa , sy g n a łu  E.
P o d sta w ia ją c  do (1 1 )

[  f e  E2 - Ł .
- h 2 (E-mE) 2

e h dE - w dE
= 0 (25 )

p o d s ta w ia ją c  <= h(E  -  m^) 

-hm^,

v ‘ w h /

-hmE _lm E

e- *1" d>> + 2 J  % e~^ &% + j  X 2 e_>2
- ® o  - 00

Yś t

+ oo +°° +oo

U  f  e - * 2 d : w i ^  /  /  e ^  d JL  —h m _  - W  J
(26)

-hmE '" E

- ł l l Ł g  o  ^ _ h n lE

f  X 2 e~ %2 AX m A .2 e~ %2 d X  +  f  X 2 e _% d*, =
Ł  <L°-------- vC--------- - i

\lsr 
4

—hm . 2 2
o i 4  n6 v 8 . \fir . -ł -ł .-i h
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podobB ifi• +00

/  j *  ^  H. h3 Ą  (J. -  i ^ t )  (28)
-hmE

P o d sta w ia ją c  ( 1 9 ) ,  ( 2 0 ) ,  ( 2 7 ) ,  ( 2 8 ) ,  do (26 )

s tą d  otrzym ujem y ró w n an ie:

ąmg.
amE (k . + k2>

>,2 2 i 2w — ii ntp p , nip
+ £  e *■ +  mg (4h  -  2h e L) 8 *3“ T “e h (30)

s tą d  :

Kj + k .

E e

T T T  -h mE
“E \ / F

+ “ i?

r r i---------
(4 h  -  2h e E) -  |  mE

(31 )

k 1 ,
£ 122___
k 1
^ + 1

(32 )

R o zw ią za n ie  rów n an ia  (31 ) d a je  w a r to ść  ®EOpt  = E2 o p t P0^ 0131116 3®^ v P rzy

k ła d z ie  1 ,  j e ż e l i  | j <  1 •

Uwagi końcowe

P oczyn ion e  n a  w s tą p ię  z a ło ż e n ia ,  w w ie lu  p ra k ty czn y ch  przypadkach mogą 
być z  w y sta rcza ją cy m  p r z y b liż e n ie m  s p e łn io n e .  C z ę sto  jednak  zd a rza  s i ą , ź e  
z a ło ż e n i e ,  i ż  r o z k ła d  g ę s t o ś c i  praw dopodobieństw a sy g n a łu  regu low an ego  n ie  
z a le ż y  od w a r to ś c i  z a d a n e j , n i e  j e s t  s p e łn io n e .  P rzypadk i t a k i e  mogą m ieć  
m ie js o e  n p . p rzy  o b ie k ta c h  s i l n i e  n ie l in io w y o h . U j ę c ie  a n a l i ty c z n e  wpływu 
n ie l in i o w o ś c i  j e s t  spraw ą tr u d n ą .
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Również c z ę s t o  zd a rzy ć  s i ę  m oże, ź e  n ie  j e s t  s p e łn io n e  z a ło ż e n ie  y  b
Z

- niy, może t o  w y s tą p ić  n p . w przypadku uk ład u  p ra cu ją ceg o  z b łędem  s t a — 
tycznym  lu b  w przypadku d z ia ł a n ia  z a k łó c e ń  p ro cesu  o n iesym etryczn ym  r o z 
k ła d z ie  g ę s t o ś c i  praw d opodobieństw a.

R o z w in ię c ie  proponow anej m etody o k r e ś la n ia  w a r to ś c i  za d a n ej powinno 
p ó jś ć  w k ieru n k u  r o z w in ię c ia  m etody n a  p rzy p a d k i, w k tó r y c h  n ie  s ą  s p e ł 
n io n e  wspomniane w yżej z a ło ż e n ia .
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Summary

The paper p r e s e n t s  a  method o f  th e  s e t  p o in t  e s ta b lis h m e n t  in  th e  c lo 
sed  c o n t r o l  lo o p s ,  w ith  assu m p tion  t h a t  th e  ex trem a l l o s s e s  c h a r a c t e r i 
s t i c  i s  known as a fu n c t io n  o f  th e  c o n t r o l le d  v a r ia b l e ,  and t h a t  i t ’ s  ge
n e r a l l y  a sy m m e tr ic a l. I t ’ s  assum ed, t h a t  th e  c o n tr o le d  v a r ia b le  change a s  
a  s t o c h a s t i c  s i g n a l  w ith  c o n s ta n t  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t io n .

P resen ted  method g iv e s  th e  minimum o f  l o s s e s  e x p e c te d .


