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Streszczenie: W artykule niniejszym po
dana Jest konstrukcja pewnego ciagu
liniowych przyblizen, pozwalajgca na
analityczne rozwigzanie nieliniowych
obwodéw elektrycznych o przebiegach sta
+ych lub zmiennych. Rozwazane obwody
nie zawierajg indukeyjnosei ani pojem-
nosci. Przytoczone sa roéwniez pewne
dowody zbieznosci tych ciagow.

Obwody nieliniowe zawierajgoe inercje opisywane sg nieliniowy-
mi réwnaniamjL rézniczkowymi. Dla bardzo szerokiej klasy tych
rownan posiadamydowdéd istnienia rozwigzan, Jest nim metoda Pi
carda. Moze byconarowniez wykorzystana do praktycznego uzy-

skiwania przyblizonego rozwigzania.

Obwody nieliniowe bezinercyjne opisywane sa z kolei nieli-
niowymi roéwnaniami algebraicznymi. Podana tu metoda pozwoli na
rozwigzanie analityczne wielu takich obwodéw. Dla *atwiejszego
wyjasnienia jej, bedzie ona ilustrowana rysunkami.
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Niech bedzie dany uk#ad z#ozony-z SEM, oporu liniowego oraz
nieliniowego potgczonych szeregowo. Ok#ad ten Jest pokazany na

rys. i.
Charakterystyka elementu nieliniowego na
kreslong na rys. 2 Jest funkcja f(x) o po
chodnej ~ monotonlcznie malejacej (ogol-
nie "y" bedzie odpowiadato "iM, "i" nato-
miast "u™).
Analitycznie uktad jest opisany nastepu-
Jacymi réwnaniami:
Rys. i dla elementu liniowego:

y = -ax + b gdzie: a, b > o Cu
dla elementu nieliniowego:
2)

y ) gdzie: — w <O
dx

Punkt (Xp, y?) Jjest rozwigzaniem powyzszych réwnan. W punk-
cie (xo, yQ) konstruujemy styczng do krzywej Tf(X) o réwna-
niu;

y - yo - 6 - *0> ()

Styczna ta przecina prostg o réwnaniu (@) w punkcie (x*, y%)
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Wspodrzedne jego*wyliczamy z réwnan (@) 1 )

b - ax, - v b -b
0 0o _ - \N
L B .’___é—_i—_j% T o I'é_+’_{:19t @)

Stata bQ zdefiniowana jest roéwnaniem (5) prostej-rownolegtej
do prostej (i), przechodzgacej przez punkt (xQ, y”»

yo » - axQ + bo ®

W punkcie (*, y™) » gdzie vy~ = f(x.J) , lezgcym na  krzywej
). kreilimy styczng przecinajgca sie z prostg (i) w punkcie

x2, y2),
Operacje te powtarzamy n-krotnie otrzymujac:

Xn - X»-1 % , M
=yB- i+ fti- jL (8)
Poniewaz: a, > 0 oraz b > bn_If cigg {*n} jest mono»
tonicznie rosngcy. Ciag ten jest ograniczony z gory przez"xp".
Bowiem gdyb$ dla pewnego "n" Xy > b’ to Xt xp < Xy

wbrew poprzedniemu twierdzeniu o jego monotonicznosci.
Ciag {xQ} Jest zatem zbiezny. Co wiecej, ciag {xnJ jest zbiez-
ny do punktu xp, bowiem mamy:
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i ze zbieznosci ciggu {xn}-wynika zbieznos¢ ciagu |bnjdo™b
a stad ciggu {xQj do "xp".

Mozna teraz wypowiedzie¢ twierdzenie:

Jezeli istnieje rozwiagzanie ukdadu réwnan (i), @ w punkcie
(x » y) oraz funkcja TFT() posiada w pewnym otoczeniu punktu
(xpf yp) monotonicznie malejaca pochodng -if\, to kazdy ciag
{xn} o podanej konstrukcji lezacy w tym [Otoczeniu jest zbiezny
do punktu xp.

Nastepujace twierdzenie jest roéwniez prawdziwe.

Jezeli istnieje ciag {xn} zbiezny, przy poprzednich z#oze-
niach dotyczacych funkcji f(x), to istnieje rozwigzanie "xp"
i ciag ten jest zbiezny do tegorozwigzania.

W przeciwnym razie ciag {bnj nie bydtby zbiezny dopunktu b.
Analizujac znaki wspodczynnikow:

a>H(xp) oraz ~4 dla Ix “ xpl<£

mozna pierwsze z tych twierdzen uogdélnic.
Jezeli istnieje rozwigzanie ukdadu réwnan y = ax + b oraz
y * f(X) w punkcie (xp, y) oraz jezeli zachodzag warunki:

lub:
a> df i a1 > o0 dla: x - x<<f 6>0
dx p
to kazdy ciag {xQ} , gdzie <6 jest zbiezny lewo-

stronnie do punktu xP
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Dla:

d2f , _
a< H(xp) 1 > 03 - Xpsc, 1>0

lub:

kazdy ciagg {*n}. gdzie |xp - xfl|<E€ jest zbiezny prawostron-
nie- do punktu Xxp -

W przypadku gdy a = [ ) i1 funkcja ~» jest monotonlcz—

na w lewo i1 prawostronnym otoczeniu punktu xp ciagi sg
zbiezne lewo-i prawostronnie. o]
Jezeli w pewnym otoczeniu punktu X d 6 = 0, Kkrzywa (X))
< p dx
staje sie prosta i ciag {*n} redukuje sie do dwu wyrazow XQ
oraz X. = X . r,
Przypadek jednoczesnego zachodzenia warunkow g } =0 i a= A
X

wykluczamy, bowiem oznacza on dwie proste styczne nie posiada-
jace jednoznacznego rozwigzania.

Mozna jeszcze w tych twierdzeniach ostabi¢ zatozenia doty-
czace funkcji f(x). Mianowicie funkcja ta moze by¢ klasy c.,

d2
jej druga pochodna — 5 moze w pewnych punktach nie istniec
dx d£
co nie wyklucza »ontonicznodci pierwszej pochodnej Odyby
natomiast nie wszedzie istniata, woéwczas nie wszystkie

ciagi /x \ byktyby mozliwe do skonstruowania. (Np. wéwczas gdy-
by Fxn* By+ punktem w KkKtorym <Qf*-nie istnieje, nie nozna by
skonstruowa¢ stycznej w tym punkcie i znalezé¢ nastepny punkt
Xn+i)*

"Varunek monotonicznoé6ci funkcji w otoczeniu rozwigzania
jest istotny w powyzszych twierdzeniach.
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Mozna sie o tyra przekona¢ konstruujgc nastepujacy przyktad,
w ktéryra dla lewostronnego otoczenia rozwigzania mamy:

2 2
~w > o0, dla prawostronnego: ~t < o0
dx dx*

oraz a < g "}

3
Miech bedzie dana funkcja nieliniowa VX przedstawiona na

rys. 3.

Réwnanie prostej:

y m 0.

3
Mleoh xc - a, rownanie stycznej do krzywej VX w punkcie a:

«

3 -
y-Va*—j- (x-a
3 Va
Punkt przeciecia stycznej z prosta y * 0Os xn+l = - 2a.
Kontynuujac powyzsze rozumowanie otrzymujemy X_ _ » + 4a

1 ogdlnie: m V- 2)\ka.
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Czyli ciag K | Jest rozbiezny. Widaé¢ stad, ze nawet w przy-

padku tak prostych obwodéw Jak szeregowe podgczenie SEM, oporu

liniowego 1 nieliniowego nie we wszystkich przypadkach, w ktéo-

rych istnieje rozwigzanie, mozna go otrzyma¢ powyzszg metoda.
Podamy teraz dla ilustracji przyktad liczbowy dotyczacy ob-

wodow magnetycznych.

Pewna uwaga:

Zastosowanie do obwodéw magnetycznych powyzszej metody jest
mozliwe, poniewaz dla kazdego obwodu elektrycznego o rowna-
niach:
1 s “|f" dla czesci liniowej @0
oraz
1 « t() dla czesci nieliniowej an

mozemy skonstruowa¢ obwdéd magnetyczny o analogicznych réowna-
nlach:

ia-u.
dla czesci liniowej Q2)

f « f(ur dla czesci nieliniowej 13)

0gélnie o Ile w rownaniach Klrchhoffa i w funkcjach opisujag-
cych nieliniowe elementy dokonany podstawienia:

”UB'" zamiast u

"i8* *
n~n a KW
Ral R

to, rownania te bedgace aksjomatami teorii obwodoéw elektrycz-
nych przejda w réownania, ktére sg aksjomatami dla teorii ob-
wodéw magnetycznych.

A zatem w mys$Sl twierdzenia o Interpretacji jednej teorii
w drugiej, kazde twierdzenie dotyczgce obwodu elektrycznego
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przejdzie po dokonaniu powyzszego podstawienia w analogiczne -
dotyczgce obwodu magnetycznego.

Pod warunkiem oczywiscie, 4e bedziemy zajmowali sie tylko wy-
prowadzaniem wnioskéw dotyczacych wyzej wymienionych aksjoma-
tow i zmiennych, a nie np. energia lub wspétczynnikami  induk-
cyjnosci.

Przyk+ad:
Niech bedzie dany rdzen ze szczeling powietrzng, pokazany
na rys. 4 o nastepujacych wymiarach:

1=0,2m S =2 cm; 6=0,2 mm

gdzie:
1 - ddugos¢ Sredniej drogi magnetycznej,
S - pole powierzchni przekroju,
8 - grubos¢ szczeliny.

Pozostate dane:
Jz = 100 A. Charakterystyka magnesowania opisana Jest funkcja:

m
0 = Bq arcsh g-

o]
dzie:
L gdzie
8 "o
1
Obliczy¢ strumien & wektora induk-
cji B w rdzeniu.
Rys. 4

Réwnanie czesci nieliniowej:

tf= BS = <fQ arcsh = 2ri0_4arcsh mjgg, [ud = A, [tf] = Wb.
o]
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Réwnanie czesci liniowej:

JZ-U m
= -g— 0 =4 . 10" (100 - OB)
m

Zerowe przyblizenie

Réwnanie stycznej w punkcie Unf) = O:

<f= 10"6UI]

Punkt przeciecia sie stycznej z prosta:
UflE =55,7 [A]
U . .
«fl = 4o arcsh gSi = 0,55 . i0~4 [wb]
o}

Pierwsze przyblizenie.
Réwnanie stycznej w punkcie

¥-* _fFff (0. - trj
m

fr = °»96 * 106 [?]

<e- 55 . i0"6 = 0,96 . 10 _6(ha - 55,7)"

133
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Punkt przeciecia sie z prostagr
Um2 =56,1 [A]
& = 0,56 . 10“4 [uo]

Poniewaz w rozpatrywanym przedziale krzywa magnesowania  jest
"mato nieliniowa" otrzymujemy wiec bardzo szybkag zbieznosc¢
claSu {Umn}*

Z przyktadu wida¢, ze mozna poda¢ réwniez podobng metode
znajdowania rozwigzan zagadnien nieliniowych, roéznigcg sie od
powyzszej zamiang zmiennych x 2z y.

Mianowicie; dla danego punktu (xn, yQ) przeprowadzamy styczng
przecinajgaca sie z prostg w punkcie (Gn+1l, yn+l)e

Nastepng stycznag konstruujemy w punk. ie (*n+l1» yn+i)» gdzie
xn+l = F'1(yn+1) ; nie za$ jak poprzednio w punkcie(xn+1.yn+1) ,
gdzie vy,+1 = f(xn+l).

Dalsze uogoélnienia powyzszej metody mogg iS¢ w kierunku
wprowadzenia SEM zaleznej od czasu oraz wprowadzenia obwodow
z4ozonych.

Dopuszczenie zmiennej w czasie SEM formalnie nie komplikuje
rozwazan, bowiem dla kazdej chwili czasu t z osobna, moze
by¢ przeprowadzona podana analiza i znalezione rozwigzanie

xp(tQ), yp((to) . Spowodowane jest to brakiem elementdw iner-
cyjnych w obwodzie, ktdére wprowadzaja zwigzek przyczynowy mie-
dzy napieciem czy pradem w nastepujacych po sobie chwilach cza
su, ktdry jest wyrazony réwnaniem rézniczkowym. Przypadkiem ob
wodoéw zHozonych zajmiemy sie szerzej.

Niech dany bedzie obwdéd ztozony, skdadajacy sie z SEM, ele-
mentdow liniowych oraz nieliniowych.

Obwéd ten opisany bedzie (w - §) réwnaniami wynikajacymi z
I prawa Kirchhoffa:
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gdzie "ij" oznacza prad w j-tej gatezi oraz r réwnaniami wy-
nikajacymi z Il prawa Klrchhoffa:

ke @, .-... N

*kj UJ - 0 <15>
J s 0, ===i 9g)

gdzie "Uj" oznacza napiecie na J-tej gatezi,

"w" - 1los¢ wezkow,
nrn _ n ""oczek niezaleznych",
gt - " gatezi,

(zachodzi g » r + (W - D).

Wspoétczynniki oraz a™ okreslone sa nastepujaco:

prad w gatezid odptywa z wezta i,
CjjJ *« o jesSligataf J nie kontaktuje sie z weztem 1,
P

rad w gatezi J doptywa dowezta 1.

-1 Jeslinapiecie u® zastrzatkowane Jest prze-
ciwnie do cyrkulacji oczka Kk,

eni m] o gataz j nie wchodzi w skdad oczka Kk,

1 jeslinapiecie Uj zastrzatkowane jest zgodnie
z cyrkulacja oczka Kk,

Dodatkowo, dla g elementow nieliniowych, otrzymamy:

in - fn (un) ne (I, ..., Q) (16)

df
gdzie funkcje (16) sa klasy c¢. o0 pochodnych s-- monotonlcz-
n
nych w pewnym otoczeniu rozwigzania podanych réwnan.

Uwaga: w powyzszych zwigzkach wskazniki powtarzajgace sie w
jednym wierszu oznaczajg sumowanie.
Obieramy przyblizenie zerowe (unO. *no)*
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Wyznaezamy styczne do charakterystyk nieliniowych w tych punk-
tach:

df
in - :|'1o' = ?%" (unoXun - Uno') an
Wstawiamy r. (17) do X. (4 :

Clii fJo UJ = cij(fjoudo~ iJo) as

Rozwigzujemy uk#ad (ig), (@s) :

Uni ~ wgt a
gdzie:
WnI
Nastepnie wyznaczamy styczne w punktach (uni, i ™ gdzie

*1 " fn (uai) . Powtarzajac te operacje k-krotnie, otrzymujemy
ciag {Uije> ijjk}* Nalezatoby teraz wykaza¢, ze ciag ten jest
zbiezny oraz poda¢ zatozenia, przy jakich to zachodzi. Nastep-
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nie zbada¢, czy zbiezny Jest on do rozwigzania danych roéwnan.
Odpowiedz na te pytania z pewnoscig nie bytaby prosta.
df

Monotonicznos¢ pochodnych nie wystarcza tu do zapew-
nienia zbieznosci poprzednio skonstruowanego ciagu. Widac¢ to
na przyktadzie obwodu prostego, rozwazanego poprzednio, gdy
element nieliniowy powstat przez potgczenie szeregowe dwu ele-
mentow nieliniowych o pochodnej RE monotonicznie rosngcej
dla charakterystyki pierwszego 1 malejacej dla drugiego.

W tvm przypadkti mozna otrzymac¢ charakterystyke np. 0-92x>0

2 du”
na lewo od pewnego punktu i — w <0 na prawo od niego. O ile

du*
punkt ten bedzie rozwigzaniem réwnan dla naszego zagadnienia,

moze okaza¢ sie jak w przytoczonym uprzednio przykdadzie, ze
cigg {uk, ij.} jest rozbiezny.

Wida¢ stad, ze opisana metoda kolejnych przyblizeh nie po-
zwala na znalezienie rozwigzania w kazdym przypadku gdy ono
istnigje.

Jest to spowodowane tym, ze operuje ona zbyt mata iloscig
informacji o danej funkcji nieliniowej (pochodne w pewnych jej
punktach), by zapewni¢ pedne rozwigzanie tak szerokiego zagad-
nienia.

Rekopis ztozono w redakcji w marcu 1964 r.
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fIJTOl OgSPSCWX JIMHiiiwWIX LPMBIMIEHHt! C UPHMEH3HHEM M i PHEIiIKHWi HEIMHBfIH'X

Pe3ame

B HaoTOHigei cTSTte ripKBefleHa KOHCTpyKww neKOTopot nocjieaoBaTejn.HocTii  jmHeii-
hhx iipnOjmxetmii, jtanman bo3moxhoctb aHfl-MTirgecKoro pemeHPin He.iHHeuHHX sJieKTpo
uenel cTaunoHapHoro am nepenieHHoro npouecca

PaccwaTpliBaeMHe uemt He cosepxar HHflyKTHBHocTH hh eMKocTH. l.pmeaeHw Taicxe ho
KOTopHe ~0OKa3aTe~bCTBa cxoahmocth sthx nocjieflOBaTejrbHocTefl.

THE METHOD OF SUCCESSIVE LINEAR fPPRIXIMATIONS FOR NON-LINEAR,
NON-INERTIAL ELECTRIC CIRCUITS SOLUTION

Submary

The work describes the construction of sone linear apprixlma-
tlon trains allowing one to derive the analytical solution
of the non-llnear electric circuits of the steady and unsteady
transients. These Circuits have no inductance and capacitance.

It is also reports sone proofs of the convergence of these
trains.*



