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N DOWOLNYCH C ZWÓRNIKOW

Streszczenie. Podano uproszczony spo
sób obliczenia oporu wejściowego ukła
du łańcuchowego złożonego z n dowol«- 
nych czwórników liniowych biernych. 
Polega on na zastąpieniu iloczynów ma
cierzy łańcuchowych (kwadratowych) przez 
iloczyny macierzy kwadratowej i macie
rzy kolumnowej pewnych współczynników.

1. WSTĘP

Wiele złożonych obwodów elektrycznych daje się przedstawić łań 
cuchowym połączeniem prostych czwórników. Macierzowa analiza i 
synteza takich obwodów wymaga określenia macierzy łańcuchowej 
czwórnika zastępczego, która równa się iloczynowi macierzy łań 
cuchowych poszczególnych czwórników. Aby obliczyć ten iloczyn 
trzeba kolejno mnożyć po iwie macierze.

Obliczenia te dla większej ilości ogniw są żmudne, ponieważ 
nie ma prostych wzorów analitycznych wiążących elementy macie-» 
rzy iloczynu z elementami macierzy poszczególnych czynników. 
Uzyskane przez szereg autorów wzory upraszczające mają zasto
sowanie tylko do specjalnych przypadków. Doleżal [4], Forejt 
[T] i Zima [13] podali wzory do obliczenia wieloogniwowego 
czwórnika (łożonego z jednakowych czwórników typu T  . Elementy
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macierzy łańcuchowej przedstawione są jako wielomiany n-go sto 
pnia, a ich współczynniki oblicza, się przy pomocy odpowiednich 
tablic.

Doetsch [3] , Jawicz [8] , Johnson [10] , Storch [li] i Zima 
[l2j podali sposób obliczenia macierzy łańcuchowej czwórnika 
zastępczego dla n jednakowych czwórników przy pomocy kilku 
pomocniczych funkcji. Do obliczeń w tvm szczególnym przypadku 
można też zastosowań twierdzenie Cayleya - Ilamiltona lub wzór 
Sylvesters [i] . Epelbaum [6] podał analogiczne wzory dla czwór 
nik(Sw symetrycznych.

Dreikorn i Stockinger [5] podali uproszczone schematy obli
czeń iloczynu macierzy łańcuchowych, ale nie zmniejszają one 
liczby wykonywanych działań. Jawicz [9] zastosował powyższą 
metodę do obliczenia współczynnika wzmocnienia wzmacniacza 
tranzystorowego. Dawydow [2] podał wzory rekurencyjne do obli
czenia oporu wejściowego czwórników typu drabinkowego. Autor 
nie zetknął się w literaturze ze wzorami upraszczającymi obli
czenie macierzy łańcuchowej czwórnika zastępczego dla układu 
łańcuchowego złożonego z n dowolnych czwórników (Jednako
wych lub różnych, symetrycznych lub niesymetrycznych).

W pracy niniejszej został podany nowy sposób obliczenia opo 
ru wejściowego układu łańcuchowego złożonego z dowolnych czwór 
ników. Wyprowadzone wzory upraszczające obliczenia polegają 
na zastąpieniu iloczynów macierzy kwadratowych przez iloczyny 
macierzy kwadratowej i macierzy kolumnowej pewnych współczyn
ników,

2. liACIERZ OPORU WEJŚCIOWEGO CZWÓRNIKA.

Zakradamy, że dany jest dowolny czwórnik liniowy bierny, zło
ż o n y  ze stałych elementów R L C , obciążony na wyjściu impedan- 
cją ZQ, zasilany na wejściu stałą częstotliwością (rys. i)

W 'ównaniach napięćiowo-prądowych tego czwórnika
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podstawiamy

ü2 = Zo *2

J,

PI
Rys. 1. Czwórnik obciążony na wyjściu

1 otrzymujemy
A / A A  A\ AU± = (A Z0 + B) J2
A  / A A A \ A
I t = (c Zo + D)I2

(2)

(3)

Dzieląc obustronnie (2) przez (3) otrzymuje się wzór na 
wejściowy czwórnika

opór.

A A A  AU. A Z + B£ ___1 = - o
W P  ~ ~ A A A  A

*1 C Zo + D
(4)

Wzór (4) można przedstawiać w następującej postaci

we
/iLT*M

(5)

gdzie wyrażenie

L = A ZQ .+ B (6)
nazywać będziemy współczynnikiem L, a wyrażenie

A  A A  AM = C Z + D (?)

nazwiemy współczynnikiem M.
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Po podstawieniu (S) do (2) oraz (7) do (3), otrzymuje się 
wzory

* i i
i.

(8)

wyjaśniające sens fizykalny obu współczynników.
Współczynnik L przedstawia transnltancję napięciowo-prądo 

wą i ma wvmiar oporu, a współczynnik M przedstawia przekład
nio prijdową czwórnlka i Jest bezwymiarowy.

łównania (2) i (3) w formie macierzowej mają postać
r 
-

L
m
.
m

m

r-A A a-iA Z ♦ B 0 V

L*iJ
A A  A
C ZA ♦ DL O J

---iCM
<W- J

(9)

Pierwszy czynnik prawej strony równania (9) ^aje sio rozło
żyć na iloczyn

■A A  A  i
A Z ♦ Bo
A A  AC ♦ D o

r A AA, B

C, D

Z,

(10)

Slementy pierwszego i drugiego wiersza macierzy kolumnowej 
po lewej stronie równania (10) przedstawiają odpowiednio licz
nik i mianownik równania (4).

Tobec tego macierz oporu wejściowego czwórnika daje się 
przedstaw ić w następującej postaci

ftj
A A a.

A, B r a -tz0
A A

.C, D t .
-  [»] P o ] (11)
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gdzie
[A ] oznacza macierz łańcuchową czwórnika,
[Ż0] oznacza macierz kolumnową impedancjl obciążenia,

3. OPÓR 'TE-JŚCIOTY OKŁADU ŁAŃCUCHOWEGO CZWÓRNIKÓW

Załóżmy, że dany jest łańcuch złożony z n > 2  dowoln3’ch czwór 
ników liniowych biernych, przy czym ostatnie ogniwo tego łań
cucha obciążone jest na wyjńciu impedancją ZQ (rys. 2). 

Oznaczmy przez
A «1
- V  Bk

L k 1 Jk J

Rys. 2. Łańcuchowe połączenie n dowolnych czworników

macierz łańcuchową dowolnego ogniwa tego łańcucha, gdzie k =
=s i, 2  n oznacza przynależność elementów do k-tej ma
cierzy.

Macierz łańcuchową czwórnika zastępczego oblicza si? w tym 
przypadku znanym wzorem

[*] ■ M i  W  2 M  „ - , M n  - h  [i]k w

Macierz oporu wejściowego czwórnika zastępczego, na podsta
wie wzoru (il) , wynosi

IKJ  - Mi M i  M„-,M„
■ A -I

(13)
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Iloczyn powyższy jest nieprzemienny i posiada cechę łącz
ności, «i obliczamy go mnożąc przez siebie kolejno po dwie ma
cierze zaczynając od strony zacisków wejściowych. W ogólnym 
przypadku obliczenie to wymaga wykonania (8n-6) iloczynów na 
liczbach zespolonych.

Aby zmniejszyć liczbę działań potrzebnych do obliczenia ilo 
czynu (i3) postępujemy w następujący sposób.

Korzystając z cechy łączności, iloczyn &3) można przedsta
wić w postaci

_  A _

zo
(14)

gdzie

M
(n-l) n-1

TT [A].
k=i

A',
AI A /[_C, D

(15)

oznacza macierz zastępczą iloczynu macierzy (n-i) czwórników 
łańcucha.

Po wykonaniu działań w równaniu (14) otrzymujemy

r  Al A A v «* . a  « a  .

» <A„ Zo * V  ♦ B n Zo * V
A* . A  A A  v A^ . A  A A *

LC CAn z0 + + D(Cn ZQ + Dn)j
(16)

Ponieważ wyrażenia
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przedstawiają tzw. współczynniki L I M  n-go czwórnika,więc 
po podstawieniu (17) do (16) otrzymuje się

we

r  A* A  a ' a  1A L +  B M
r  A  -lL

—

n , n
A 1 A  A 1 A .  [»](-« A (18)
C L  + D M„L n n J M n

gdzie
oznacza macierz kolumnową współczynników n—go 

czwórnika.
W dalszym ciągu przekształca się równanie (15) w następu

jący sposób

[ i ] M  - C £  w * ) w -  -

A" A-A , B
[i].-! =

C , D .

Podstawiając (i9) do (18) otrzymuje się

1
rAlL

Jn-i AM n

Po wykonaniu działań i podstawieniu

A A a A A
*1 1 - 1 Ln + Bn-i Mn = Ln-i

C . L + D . M = M . n—1 n n—1 n n-i

równanie (20) przyjmuje postać

r *u A A
L Ą

A «+ B * HM . r AL

[*.J - a ac
n-i
A
Ln-i

A «+ D
n-i
A
“n-1.

. [ł]<M> AM

(19)

(20)

(21)

(22)
n-1



146 Karol Lubelski

W równaniu tym
f- A łl A łł-_A , B

X11 A* _C f D_

oznacza macierz zastępczą iloczynu macierzy (n-2) czwórników 
łańcucha oraz

r AL
oznacza macierz współczynników (n-i) -go czwórnika.

n-i
Przekształcając w dalszym ciągu w analogiczny sposóh równa

nie (22) dochodzi się ostatecznie do następującego wzoru

[2. .]  ■ W, (23)

w którym
[A] oznacza macierz łańcuchową pierwszego czwórnika

"i/l oznacza macierz współczynników drugiego czwórnika.
2

W ten sposób obliczenie macierzy (13) oporu wejściowego u- 
kładu łańcuchowego czwórników sprowadza się do kolejnego obli
czania macierzy kolumnowej współczynników L i M poszczegól
nych ogniw, zaczynając od ostatniego.

H .

[ i - i

M  n-2

r ź i
- A  _L■ 0

=

.1 .
A

-M.n
A _L A

r li
A — I A IM Mn L J
rA -iL r

=
M n^i

n-i

n-2 (24)
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[ %  

[*„.]- W»

r  AL r A -iL
AM 3

AM. 2
A  _L rA -L"16
M. 2 M. i

W formie algebraicznej obliczenia oporu wejściowego przed
stawiają się następująco

Ln “ -Si Zo + Bn
A  A  ' A  A

“n Zo + Dn

L . = A . L + B j M„ n—l n—i n n—i n
A A A A AMn_1 = C_ „ L_ + D „ M„'n-i n n-1 n

L . = A . L . + B . M .  n-2 n—2 n-l n—2 n—i

M o = Ć o L . + D „ M . n—2 n—2 n—1 n—2 n—i

A  A A  A A

L2 = A2 L3 + B2 M3
A A  A  A A

M2 = C2 L3 + °2 M3

A A  A A

(25)
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4. ZAKOŃCZENIE

Przy obliczaniu oporu wejściowego układu łańcuchowego obciążo
nego na wyjściu, złożonego z n dowolnych czwórników linio
wych biernych można zastąpić iloczyny macierzy łańcuchowych 
kwadratowych we wzorze (13) przez iloczyny macierzy kwadrato
wej i macierzy kolumnowej współczynników L i M.

W ten sposób daje się zredukować liczbę wykonywanych dzia
łań do (4n-2) iloczynów liczb zespolonych, a więc prawie dwu
krotnie dla n >  3.

Rękopis złożono w  redakcji w styczniu 1964 r.
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PAC'DTT HBOJÎHOrO COUPOTMBJIEHKH UEHHOfl OHOTSMU n ¡rP0K380Jlfc!NX HFiiXiIOjDOOHHKOts 

P e 3 »  m e

üpHBejiOH ynpomeHHHB cnocoó pacneTa conpoTKBjreHHH BBOfiHoft uenHoK c h c t s w , cocto 
fluea H3 npOH3BOJTBHHX JWHeiÎhHX peaKTHBHHX HeTHpexnOJMCHKKOfl. Oh 3aK®JMaeTCH B 
3aMeHe npoK3BeseHHft KBaflpaTHoa waTpaun h ctoæÔoboS HeKovopHx KoaMfiHUKemoB.

INPUT RESISTANCE CALCULATION OF LADDER NETWORK N FROM THE 
ARBITRARY FOUR - POLES

f

S u m m a r y

Description of the simplified calculation method of the input 
resistance of the ladder network, composed of the arbitrary 
linear reactive four - poles n. The method depends on the re
placement of the network square matrix products by the 
.products of square and column matrix of the some factors.

i


