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Streszczenie: Trójfazowe magnetycznie 
i elektrycznie symetryczne maszyny e- 
lektryczne oraz pewne układy tych. ma
szyn najwygodniej opisywać przy pomocy 
równań różniczkowych o współczynnikach 
zespolonych (por. Kazovskij (2), Kovacs
(3)» (4-). Kron(5))f które prowadzą do 
przestrzenno-czasowych transmitancji 
operatorowych, będących uogólnieniem 
znanych "czasowych" transmitancji ope
ratorowych. W pracy przedstawiono za
stosowanie do analizy stabilności oma
wianych układów pewnego kryterium bę
dącego uogólnieniem kryterium Hurwitza 
dla przypadku równań charakterystycz
nych o współczynnikach zespolonych. Ja 
ko przykłady przeprowadzono analizę 
stabilności dwóch przypadków pracy 
silnika asynchronicznego.
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WSTĘP. PRZYKŁAD OPISU UOGÓLNIONEJ SYMETRYCZNEJ MASZYNY ELEK
TRYCZNEJ ZA POMOCĄ RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH O WSPÓŁCZYNNIKACH ZE
SPOLONYCH

Rozpatrzmy uogólnioną symetryczną maszynę elektryczną £por. 
Kron (6)) opisaną równaniami różniczkowymi o współczynnikach 
rzeczywistych!

ds

Udr

qr

Uqs

rs+pLs pM

Mp rr+PLr M

-M "Lr rr+p3ir pM

pM rs+pLs

ds

dr

"qr

<is

(1)

gdzie indeksem "d” oznaczono parametry i wielkości uzwojeń osi 
podłużnej, indeksem "q" parametry i wielkości osi poprzecznej 
maszyny, a indeksy "s" i "r" oznaczają odpowiednio parametry 
i wielkości stojana i wirnika.

Ponieważ wszystkie zjawiska występujące w osi podłużnej "d" 
maszyny różnią się od zjawisk występujących w osi poprzecznej 
"q" tylko przesunięciem w czasie i przestrzeni,,istnieje możli
wość zmniejszenia ilości równań tej maszyny o połowę. W tym 
celu wprowadza się prostokątny układ współrzędnych d-jq, któ
rego oś urojona jq pokrywa się z osią "q" maszyny. Mnożąc rów
nania napięć osi ”q" stojana i wirnika obustronnie przez j .i 
dodając je stronami do odpowiednich równań osi "d" stojana i 
wirnika, otrzymuje się równania:

Uds+^qs

Udx+JUqr

rs + pLs pM

M (p — jo>) rr + Lr^p “ ^

ids+^iqs

i^+jiąr
(2)
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są wektorami przestrzennymi napięć i prądów.

1. PRZESTRZENNO - CZASOWE TRANSMITANCJE OPERATOROWE

Rozpatrzmy równanie różniczkowe liniowe ó współczynnikach ze
spolonych:

dn „ . .... N dn"1
(an+;ibn) X + (an-1+3 V l )  X + **• + (ao+^o)X

dm „ . x dm"1
“ 7-m Y + ( V l +i V l )  7 ^ 1  Y + ••• + ( V ^ o ^  ^at at

Zmienne zespolone X i Y można uważać za wektory w płasz
czyźnie zmiennej zespolonej. Z {a ) można przy zerowych warun
kach napisać transmitanc ję. operatorową

A Y M  Pn(an+dbn) + ^  (an-1+3bn-l)+> ** + (ao+i!bo2
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liransmitancje operatorowe typu W(p,j) będą w dalszym ciągu 
nazywane przestrzeimo-czasowymi transmitancjami operatorowymi, 
w odróżnieniu od znanych, czasowych transmitancji operatoro
wych. Uzasadnieniem wprowadzonej nazwy jest to, że określają 
one odpowiedź wektora X na zmianę wektora Y nie tylko w czasie 
lecz również w przestrzeni. Rozpatrzmy następujący przykład: 
dane jest równanie różniczkowe

X a (a +jb) Y + §£ Y

stąd

w (p»3) = -fyffj- - p ♦ a + -Jb 

Dla skokowej zmiany X = 1(t) jest

AY(t,j) = (1 - e“ate“ b̂t)

irzebieg funkcji AY(t,j) dla przypadku a > 0 i b > 0 przed
stawiono na rys. 1. Linia przerywana przedstawia przebieg funk
c i i  - e - aV 3 b t/ V j1 > ) .
Rezygnując z użycia przęstrzenno-czasowych transmitancji ope
ratorowych można przebieg z rys. 1 opisać czteroma znacznie 
bardziej skomplikowanymi "czasowymi" transmitancjami operato
rowymi:
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2. ANALIZA STABILNOŚCI UKŁADU OPISANEGO PRZESTRZENNO-CZASOWYMI 
TRANSMITANCJAMI OPERATOROWYMI

Zagadnienie to sprowadza się do określenia znaków części rze
czywistych pierwiastków wielomianu o współczynnikach zespolo
nych. Można się w tym celu posłużyć następującym kryterium wy
nikającym ze znanego twierdzenia (por. Gantmacher (1), Miśina- 
Proskurjakov (6))s

Niech P(p) jest wielomianem o współczynnikach zespolonych. 
Podstawmy p = jq otrzymując

F (jq) = cQyn + c1y^-1 + ... + cn + + d1yIl“1+...+dn)
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Jeżeli dQ = 0 należy wielomian F(jq) pomnożyć przez j, za
pisując go również w postaci

jF(jq) = Cpy^ + c1yi1“1 +...+ cn + j ^ y *  + d1yIl"1+...+(i£i)
Warunkiem koniecznym i wystarczającym by wszystkie pier

wiastki wielomianu F(p) miały części rzeczywiste ujemne jest, 
by minory \7g» ... V?rv znajdujące się w lewym górnym ro
gu wyznacznika A utworzonego z współczynników wielomianu F(jq") 
(gdy <ł0 * 0 dla F(jy^ lub jF(jq) (gdy dQ = 0 dla F(jq'|) były 
tego samego znaku.

Wyznacznik A ma postać:

do d1   ^  0 •“  0

co C1 .... ....°n 0 • • • 0

0 do .... ....dn-1 d^ ... 0

0 co ....

o•••Ao

Wyznacznik A jest stopnia 2n.

3. PRZYKŁADY

a) Analiza stabilności przebiegów elektrycznych w silniku 
asynchronicznym przy w = const.

Równania silnika asynchronicznego można zapisać w układzie 
współrzędnych wirujących z prędkością synchroniczną nastę
pująco (por. Kron (5), Kovaes (3), (ą) :

^ V p  + K  + t w s) - 4<łw \  3s

0 = (“k8 *W ) + A\  (P + + WS  )
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gdzie
- wektor przestrzenny całkowitego strumienia sprzężone- 
go stojana,

■Hw - wektor przestrzenny całkowitego strumienia sprzężone
go wirnika,

U - wektor przestrzenny napięcia stojana,
rf = H /L' - współczynnik tłumienia stodana, s s s
S = I^/I^ - współczynnik tłumienia wirnika,
k = M/L. - współczynnik sprzężenia stojana, s s
k^ = M/I^ - współcżynnik śprzężenia wirnika.

Wielomian charakterystyczny:

F(p) = p2+p (¿w+ c5g)+ (1-K) SB 8̂ -s ^g+j[p ws (1+S)+ w s(K +sSs )] 

gdzie K = k ^
Dla p = d<ł .

F(dq) = -q2-q^s d+s) + (l-K)<|iw-sWg+^q((iw+(5s) + wg (c?w+s <is)J

2Ponieważ współczynnik przy dq jest równy zeru, obliczamy
(dq) *

dF(d<ł) = -q(ów+ <5S) - ws((Jw+S(Js) + d [-q2-qws (1+s) + (1-K) d j w+

-s < ]
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Stąd wyznacznik A:

-1 - w s (1+s ) (1-K) <5g (5w - s

- (<V (5S) - « s ( V s V
A =

-1 - Wg(l+S) (1-K) ds iw-8 <Ą

— (ó + 3 ) — uf ( ó +s 3 )v WT V  s ' w ws'

Obliczając minory V2 i otrzymuje się:

- J .  + <*s > o

vł ■ ł. ■'»[o2 “a - 20 "a + “a + «.♦ <1-K)] > .0

a więc przebiegi elektryczne w silniku asynchronicznym są sta
bilne w całym zakresie zmian poślizgu s.

b) Analiza stabilności przebiegów elektrycznych w silniku 
asynchronicznym włączonym do sieci poprzez pojemność C przy 
uj = const.
Równania silnika asynchronicznego załączonego do sieci poprzez 
pojemność C mają w układzie współrzędnych wirujących z pręd
kością synchroniczną postać:

»3 ,

AUs = A ą s[? + da + i ws + -

kw -i
W

o = 4US (-kg (5W)  + ¿ V w(p + <JW + js Wg)
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Rozpatrzmy przypadek szczególny (wartości liczkowe w jednost
kach względnych)»

Ls =0,2 C = 2,22 <Jg = 0,15 = 0,15 «s = 1

s = 0,05 kskw = 0,913

Wówczas wielomian charakterystyczny ma postać:

P(p) = 0,444p5 + 0,1332p2 + 0,5125p - 0,8378 + j (.0,91p2+0,205p

+ 0,0287)

Po dstawiaj ąc p = jq

F 0q) = -0,1332q2 - 0,203q - 0,837« + j(-0,444q3-0,91q2+0,5125q

+ 0,0287)

Stąd

A =

/[ /[/I -0,91 0,5125 0,0287 0 0
0 -0,1332 -0,203 -0,8378 0 0
0 -0,444 -0,91 0,5125 0,0287 0
0 0 -0,1332 -0,203 -0,8378 0
0 0 -0,444 -0,91 0,5125 0,0287
0 0 0 -0,1332 -0,203 -0,8378
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a odpowiednie minory 

V 2 = 0,058 

a 0,0289 

V6 = -0,0805

czyli omawiany układ Jest niestabilny.

Rękopis złożono w redakcji we wrześniu 1963»
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0 IIPHMEHSHMM HEKOTOPOrO AJTKSPAH'iECKOrO KPMTBPKH JUH AHAA13A GTABUTbHOCTH 
3JIEKTPMHSCKMX IIPOUECCOB B 3ffiCTP0MSXAHH'iECKMX CMCTEMAX, OIMCAHHHX 
nP0CTPWG'TBE!iH0-3PaJEin6!Mll OITEPATOPHWMM TPAKCMETAHUMMH

P e 3 b m e

Tpexrfjfi3 itne MarHHTHHe a  sJieK TpxraecK ice cHM M eTpaqecKHe 9JieK TpnM ecicne waiiiKHu, a  
THKJLe HeKOTOpHe CHCTeMH 3THX HaHIJOJiee BHrOflHO npeaC TaBJW TB n p n  nOMODOC

AHi^epeHUHP.JrbHHX ypaBHeHH# C KOMIMeKCHHMH S O e H T P M H  ( n o p .  Ka30B.CKHB [ 2 ] ,  

K oB aa [3] ,  [4j ,  K p o n  [5]), K O Topne n p ro o w iT  k npocTpaHCTBeHHo-BpeM eHHHM  o n e p a -  

TOpHHM TpaHCMHTaHmWM, HBJIHBimiMCH oCoClfleHHeM OCilKeJiSBeCTHHX "BpeMeHHMX" o n e p a -  
TOpHKX TpaHCMHTaHUKH.

B cTaTte npeacTaBJieHO npHMeHemie m h  aHa®i3a CTadmiBHocTH paccMaTpHBaenmx ch-  
CT6M HeKOToporo KpHTepKH, HBJWBmerocs oCoCmeHHeM KptrrepHH PypBHua cjiynaa
xapaKTepHCTHaecKHX ypaBHeHHi c KOMnJieKCHHMH ko»|xJ>hunehtajffl.  3 KaaecTBe npaMe- 
pa npoH3Be«eHo aHamis cTadHJEbHOCTH «Byx cJiyaaeB padoTu acHHxpoHHoro itraraTeJW.

SOME ALGEBRAIC CRITERION APPLICATION TO STABILITY ANALYSIS 
OF ELECTRIC TRANSIENTS IN ELECTROMECHANICAL SYSTEMS DESCRIBED 
WITH SPACE-TIME TRANSFER FUNCTIONS

3-phase electrical machines with electric and magnetic symmet
ry and certain systems of the machines is convenient to desori 
be with the aid of differential equations with complex coeffi
cients (e.g.Kazovskij (2),Kovacs (3),(A),Kron (5)).These equa
tions lead to space-time transfer functions - a generalization 
of the known "time" transfer functions. The stability analysis 
of the systems mentioned has till now been carried on with the 
aid of known'methods and a transformation was necessary which 
changed the differential equations with complex coefficients 
into a differential equation of doubly size with real coeffi
cients. The paper shows the application to the stability pro
blems mentioned of a certain algebraic criterion being a gene
ralizing of the known Hurwitz criterion for the case of a cha
racteristic equation with complex coefficients. The stability 
for two kinds of performance of an induction motor has been 
investigated as an example.


