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1,, SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA 1 ZALOZENIA

1.1* Zagadnienie statecznosSci dynamicznej preta polega
na_badaniu drgan gietnych preta dwuprzegubowego, wywokany
dziataniem podtuznej sidy pulsujacej. Okazuje sie, ze gdy
czestosS¢ wmuszenia p jest rowna (lub bliska) podwojnej
czestosci wlasnej drgan gigtnych  preta, to woaczas ma
miejsce rezonans parametryczny, przy ktorym amplitudy drgan
moga osiggaC wartosci zbyt wielkie z uwagi na bezpieczenstwo
pracy konstrukcji*"«

Badania teoretyczne nad tym zagadnieniem ograniczajg sie
na ogét do przypadku wymuszenia tzw,, sidg bez masy. Jest
to jednakze przypadek wyidealizowany, albowiem zarGwno w
warunkach laboratoryjnych, jak 1 w warunkach ruchowych spo-
séb realizacji wymuszenia wymaga na ogok zwigzania z rucho-
mym przegubem preta pewnej masy Q/g.

Moze to byC np,, masa wibratora (wzgl. niektorych jego ele-
mentow) lub czeS¢ stropu hali maszyn, jezeli strop ten
podparty jest shupem, ktory stanowi przedmiot naszego zain-
teresowania.

Podobnie rzecz ma sie w przypadku preta, stanowigcego ele-
ment statycznie wyznaczalnej kratoanicy,, Pret taki utraciw-
szy pod dziakaniem pulsujacej sidy statecznos¢ wykonuje
drgania poprzeczne, ktdére z uwagi na zblizenia koncow pre-
ta udzielajg sie calej pozostadej masie kratownicy.

Scisle biorac wszelkim drganiom gietnym preta, ktdrego jeden
koniec ma smobode poruszania sie w kierunku osiowm, tonva-

X" Jest to tzw* rezonans glomy» poza tym WystepUJac jeszcze
rezonanse wyzszych rzeddw przy czestosciach p sw, 2ws3,
o2, X35 1.



rzyszy zawsze pewien ruch podtuzny elementow, ktory jako-

Sciowo daje taki sam efekt, co i masa skupiona na koncu,
aczkolwiek ilosciono moze posiadac
znaczenie drugorzedne»

Jest rzeczg oczywistg, ze rozpatru-
Jac warunki powstawania rezonansu
we wszystkich przytoczonych wyzej
przypadkach nalezy bra¢ pod uwage
czestosC drgan wlasnych nie samego
preta, lecz ukdadu pret + masa sku-
piona» Ta ostatnia bowiem, wspot-
uczestniczac w ruchu preta wphywa na
wspomniang czestoS¢ w stopniu nieraz
bardzo znacznym™ zresztg zaleznym
od stosunku masy skupionej do masy
samego preta*

Uvagi powyzsze wskazuja na celowose

analizowania dynamiki ukdadu z4ozo-

nego z preta dwuprzegubowego z do-

datkowym ciezarem Q, zaczepionym
Rys.1 na ruchomym koncu (rys«1)0

1020 Kuch ciezaru Q odbywa sie na przemieszczeniach
u(®), bedacych wielkosciami madymi drugiego rzedu w odnie-
sieniu do ugie¢ y(x,t). Zgodnie ze znang zaleznoscig przy-
blizong jest bowiem

Uunr2 /O& ) (lo1)

gdzie x6 £0,1J oznacza wsp6hrzedng donolnego przekroju
preta» Towarzyszaca ruchowl ciezarka sida bezwdadnosci , jako
proporcjonalna do przyspieszenia d2u/dt, daje w rownaniu
ruchu preta wyrazenie

Y ot

charakterystyczne dla tzw nielinionej bezwdadnosci.
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NielinionoSC tego.typu jako pierwsi analizonali N,M, Krydow
i NMNo Bogolubow*”w zwigzku z badaniem sowobodnych drgan
kolumny,

Nastepnie 1«10 Goldenblat X3 wskazywad na koniecznos¢ uzgled-
nienia tej nielinionosci przy rezonansie parametrycznym3iOn.

Ostatnio G® Schmidt [13] rozpatrywak drgania wymuszone pre-»
ta z nieliniowg bezvdadnoscig, sprezystoscig oraz nielinio*
wym thumieniemo W rezultacie tak ogolnie sformuowanego za-
gadnienia wniki maja nader skomplikowang budone, a wplkyw
poszczegblnych nieliniowosci jest trudny do uchwycenia,

W omawianej pracy nie podano charakterystyki amplituda -
czestos¢ wymuszenia, -

1«3o Celem niniejszego opracowania jest dokonanie anali-
zy dynamiki preta z masg skupiong na koncu, w szczeg6lno-
Sci wyznaczenie czestosci swobodnych drgan gietnych oraz
ich amplitudy.

Drgania swobodne uk#adu mozna wzbudzic¢ przez udzielenie
pretowi poczgtkonej predkosci lub ugiecia. Pierwszy sposob
wzbudzenia mozna zrealizonaC za pomocg impulsu poprzeczne»
go, badz tez podhuznego. W tym ostatnim przypadku niezbedne
jest oczywiscie istnienie pewnej krzywizny wstepnej preta.

Impuls podhuzny moze byC zas przekazany takiemu pretowi np,
za posrednictwem uderzenia ciezarem Q w przegub ruchomy

z pewng predkoscia, skieronang wzdbuz osi preta. Dla zacho-
wania warunkow zagadnienia nalezy przy tym zatozyC, ze ude-
rzenie to bydo plastyczne, tzn, iz w jego rezultacie ciezar
zostad trwale zwigzany z przegubem ruchomym.

Analiza tego przypadku, niewgtpliwie bardzo waznego z punk-
tu widzenia potrzeb praktyki, nastrecza jednak duze trud-

*J Issledowani je kolebanij konstrukcij, 1935,
**} Diinamiczeskaja ustaicziwost™ sooruZenij, 1948,

Cyt, wg |5l 8 zadna z wymienionych wyzej prac nie byla
dostepna autorowi o



nosci natury matematycznejO Nalezy bowiem pamietaC, ze wow-
czas W precie zostang wzbudzone w zasadzie drgania pocduz-
no-gietne, przy czym mozna przypuszczaC, ze "‘udzia¥' drgan
poctuznych (w sensie przenoszonej energii) bedzie tym wiek-
szy, Im mniejsze bydto zakrzywienie wstepne preta*

Zagadnieniem sprzezonych drgan podhuzno-gietnych w aspekcie
statecznosci udaronej preta zajmowad sie S. Kaliski 2] *
Problemowi temu nie bedziemy posSwiecaC uwagi w niniejszym
opracowaniu zakdadajac m.in. nieskoriczenie wielka predkosc
propagacji zaburzen sprezystych.

Tym niemiej nalezy mie€C na uvadze, ze zaniedbujac skroce-
nia osione, zwigzane z drganiami podluZnymi trzeba jednak
unzgledniac skrécenia roztozone réanomiemnie na catej dhu-
gosci preta, a bedace wynikiem dziatania okresowo zmiennej
sily osionej. Ta ostatnia zaS jest rowna sile bezwkadnosci
masy Q/g, zaczepionej w przegubie ruchomym 1 wykonujacej

wraz z nim ruch okresowy.

Tak wiec przemieszczenie przegubu oraz ciezaru nalezy trak-
towaC jako rezultat zardwno ugiecia, jak i1 Sciskanie preta.
Skkadnik pierwszy okresla wzor drugi mozna obliczy¢
elementarmym wzorem Hooke a przy zatozeniu, ze wypadkowe
naprezenie normalne nigdzie nie przekroczydo granicy pro-
porcjonalnosci .

Niestety nawet mimo tej idealizacji przy rozwigzywaniu zagad-
nienia natrafimy na znaczne trudnosci natury matematycznej,
ktorych powodem jest przede wszystkim rownoczesne uwzgled-
nienie obu czynnikow, skkadajacych sie na przemieszczenie
przegubu ruchomego. Drgania gigtne preta sg bowiem opisane
wowczas nieliniowym rownaniem rézniczkowo-catkowym ze wspo-
czynnikami okresowymi, przy czym z uwagi na istnienie
wstepnego zakrzywienia preta rownanie to jest ponadto nie-
_Jjednorodne*

Uzyskanie rozwigzania w postaci zamknietej jest oczywiscie
niemozlive, a uciekajac sie do pomocy szeregdw trygonome-
trycznych okazuje sie, ze zadna ze znanych metod mechaniki
nielinionej nie daje sie w tym przypadku zastosowaC w kla-

sycznej postaci.



1.4. W zwigzku z tymi trudnosciami okazalo sie korzyst-
nym analizowanie ruchu modelu o jednym stopniu swobody,
posiadajacego nieliniowg bezwvdadnosSE. Ten sposdb podejscia
do zagadnienia jest podstawg rozwazan, zawartych w dwoch
pierwszych rozdziakach, skdadajacych sie na pierwszg czesc
opraconania,, Rownanie ruchu takiego modelu daje sie stosun-
kono datwo analizowaC, a poniewaz pierwszg calke tego rowna—
nia otrzymuje sie przez kwadrature, przeto ruch ukdadu moz-
na zobrazowa¢ na plaszczyznie fazonej.

Przez stosowny dobdr parametrow mozna uzyskaC podobienstwo
zarowmno statyczne, jak 1 kinematyczne modelu oraz preta.
II(nrvyrpi stowy oba wymienione obiekty posiadaja wowczas jedna-
onej

a) sty krytyczne (w sensie Eulsra),
b) czestosci whasne drgan poprzecznych oraz
C) poczatkowe predkosci przekrojow Srodkowych.

Jest rzeczg oczywista, ze ukdad o jednym stopniu swobody
moze by¢ tylko w organiczonej mierze traktowvany jako model
preta cigglego, obarczonego dodatkowym ciezarem na jednym
koncu, W szczegélnosci model taki nie uwzglednia wphywu
Sciskania osi preta na wielkos¢ amplitudalnego ugiecia
oraz na czestos¢ wlasng.

Tym niemniej prostota uzyskiwanych ta drogg wynikow otwie-
ra - jak mozna przypuszczaC - pewne mozliwosci wykorzysty-
wania ich przez inzynierow - praktykéw, tym bardziej, ze
wyprowadzone wzory oceniajg amplitudalne ugiecie z nadmia-
rem, wkasnie z powodu pominiecia wphwu Scisliwosci osi
preta.

Co sie zas tyczy czestosci whasnej drgan poprzecznych, to
tutaj wp3yw ten jest znacznie mniejszy, zwkaszcza w przy-
padku)umiarkowanych wartosci stosunku Q/G. (G, - ciezar
preta), 1

Rozwazania dotyczace drgan swobodnych modelu, przepronvadzo-
ne w rozdz.2, stanowig w pewnej mierze podstawe do analizy
drgan wmuszonych w ukdadzie z nieliniowg bezavtadnoscia.

Analiza ta zawarta jest w rozdz.3. Postuzono sie tam metodg



madego parametru, uzupelniong zasadg rownowagi harmoniez-
Mydo W rezultacie uzyskano krzywa amplituda-czesto$¢ wymu-
szenia 0 charakterystycznym ksztadcie zarzucajacej fali.

Rozwazania czesci drugiej, zawarte w trzech rozdziakach,
dotycza ukdadu z nieliniowvg bezwvkadnoscia, w ktorym pret
traktovany jest jako kontinuum materialne®

W rozdz®4 wyprowadzono podstawowy ukdad rownan rézniczko*
wych_problemu, po czym spronadzano go do jednego rownania
rozniczkowo-catkowego (nieliniowego),

Nastepnie, w rozdzeb, rozwigzano zagadnienie drgan swobod-
nych preta przy zatozeniu niescisliwosci_jego osi® Podobnie
Jak w czesci pierwszej rownanie ruchu daje sie wowczas
scatkowaC przez kwadrature, a otrzymane w ten sposéb rowna-
nie energii pozwala wyznaczy¢ trajektorie fazone ruchu Srod-
kowego przekroju preta0 W ten sposdb dochodzi sie do okres-
lenia amplitudy drgan poprzecznych preta oraz jego czesto-
sci whasnej»

Jezeli1 nastepnie rozwigzanie powyzsze potraktujemy jako
pierwsze przyblizenie, to, wykorzystujac idee metody kolej-
nych przyblizen, mozna wyznaczyC poprawke, uwzgledniajaca
wpyw skrécen osiowych na wielkos¢ amplitudy,, Postepowanie
takie przeprowadzone zostato w rozdzes0

Na koncu kazdego rozdziadu znajduja sie wnioskiG

188R W pracy przyjeto nastepujace zatozenia ogolne?

105010 Rozpatruje sie pret dostatecznie smukdy, o stabym
przekroju poprzecznym, wykonany z materiatu jednorodnego i
1zotroporego o liniowej charakterystyce sprezyster Wyjatek
pod tym wzgledem stanowig rownania pe2*503 1 28664, w ktod-
rych bada¢ bedziemy statecznoS¢ ruchu ukdadu z nlellnlo/vq
charakterystyka sprezysta typu Duffinga®

1,5.2®9 Ugiecia dynamiczne preta sg male (W sensie waz-
nosci przyblizonego wzoru na krzywizne 1/p~2y/ ¢(X2), tym
niemniej skonczone*



~ 1.5.3. Pret jest wstepnie beznaprezeniono skabo zakrzy-
wiony.

1.5.4. Rozpatruje sie ukdad zachowawczy (bez thumienia).

W réwnaniu drgan gietnych preta, podanym w czesci 11 pond-
nietos

1«5»50 BezwdadnosE elementdw preta przy przemieszczeniach
osiowychi jednakze blad, wynikajacy z tego uproszczenia
mozna czesciowo zniwvelowaC przez wprowadzenie masy preta
zredukowanej do przekroju koncowego (przegubu ruchomego)»

1.5»60 BezwtadnosS¢ oborotowg elementdw preta oraz wphbyw
sit poprzecznych. Jak wiadomo [3], oba te czynniki wnosza
do obliczen popranke, ktora staje sie istotna dopiero dla
pretow o bardzo matej smukdosci.

1«5078 Ponadto zakdada sie nieskonczenie wielkg pred-
koSC propagacji zaburzen sprezystych3'. Mozna wykazac, ze
bkad jaki wnosi to zatozenie do rownania ruchu rozpatrywa-
nego ukdadu zalezy m.in. od wartosci stosunku mas Q/6p#
Z tego wzgledu rozwazania tej czesSci ograniczone bedg do
niezbys madych wartosci stosunku uw# (orientacyjnie dla

10).

T Zadozenie takie przyjmuje sie w teoriil statecznosci za-
rowno statycznej, jak i dynamicznej preta (por.np* [5] )=



Czesé |

Model o jednym stopniu swobody
2. ROMANIE DRGAN SWOBODNYCH

2*1, Ukdad przedstawiony na rys02 sklada sie z ciezarka
o masie G/g oraz dwoch zupelnie sztywnych 1 niewazkich

pretdw, kazdy o dhugosci 1,
pokaczonych przegubowo w Srod-
ku ciezkosci S ciezarka GO
Koniec B preta dolnego osa-
dzony jest w przegubie sta-
4ym, natomiast przegub gomy
A moze przesuwaC sie (bez
tarcia) wzdhuz osi X, * prze-
chodzacej przez osie przegu-
bow A i B 1 zorientowanej
pionowoo Tarcie w przegubach
romniez zaniedbujemyO Cigza-
rek G moze poruszaC sie po
iuku koka o promieniu 1 ze

J a a4 Srodkiem w punkcie BO Wychy-
lenia ciezarka powodujg roz-
cigganie lub Sciskanie sprezy-
ny, ktora posiada liniowg
charakterystyke sprezysta
oraz stakg_ cO Kiedy punkt S
znajdzie sig na osi X, wow-
Czas sprezyna jest nienapieta*

Poniewaz prety AS i BS trak-
tujemy mOin0 jako niescislive,

Rys™*2 przeto opisany ukdad posiada
Jeden stopien swobodyO



W dalszym ciggu ukdad ten bedziemy traktonaC jako model
dwuprzegubowego preta (o osi niescislivej), z ktorego jed-
nym koncem zwigzana jest sztywno masa Q/g«

Pobudzenie ukdadu do drgan mozna zrealizowaC w trojaki spo-
stb, a mianowicie przez udzielenie?

1 = ciezarkom wstepnych wychylen xQ i yoj
2° =ciezarkowi G predkosci poczatkonej VQs
3° = ciezarkowi Q predkosci poczatkonej WQ.

IFen ostatni sposob moze by¢ zrealizowany np. za pomoca
uderzenia ciezarkiem Q w przegub A z pewng predkosciag
¥£9 skierowang wzcHuz osi X.

Aby zachowa¢ warunki modelu opisanego powyzej musimy jednak
zadozyC dalej, i1z uderzenie to bydo doskonale plastyczne,
tzn0 ze w jego rezultacie ciezarek zostak trwale zwigzany
Z przegubem A«

Ten przypadek wzbudzenia drgan bedzie przede wszystkim
przedmiotem naszych rozwezan,

2.2. Zanim przystgpimy do wyprowadzenia rownania ruchu
ukdadu musimy najpierw przeprovadzi¢ pewne rozwazania Sta-
tyczne. Celem ich bedzie m.1n0 wyznaczenie krytycznej war-
tosci ciezaru Q.

Niech kat , jaki tworzy oS preta z osig x okresla polo-
zenie ukdadu w stanie wychylonym. Przyjmuje sie, ze prze-
mieszczeniom punktu S w kierunku dodatniej potosi 'y od-
powiadajg dodatnie wartosci kata ROownowaga ukdadu w
potozeniu niewychylonym, tznO dla f s 0 mozliwa jest przy

enwszelkich wartosciach Q, G, c i 1.

Jest to jednak stan rownowagi chwiejnejO Trwada rownowaga
ukdadu mozliwa jest wowczas, gdy a f 0, jednakze
przy pewnych ograniczeniach co do wartosci parametrow

Q, G, oilo



Aby ustali¢ ten warunek rozpatrzmy rownowage ukdadu w polo=
zeniu wychylonym <m frs Za dodatnie wazaC bedziemy sity

0 zwrotach przeciwnych do dodatniego kierunku osiO Napie-
cie sprezyny Yr wynosi wowczas

(201)

Wychyleniu y ciezarka G w Kie-
runku poziomym towarzyszy obnize-
nie sie ciezarka Q 0 x,, rownoczes=
nie G takze obnizy sie o x/2
(rysa3), przy czym

(2*2)
X Kkadac we wzorze (2»1) dla stanu

rowmnowagi Y~ a cyr oraz widoczng
z rysd3 zaleznosé

skad
X, . a

r* 21 (1 (203)

Poniewaz zas ze wzoru (2e2) wynika

y-+ VWx ™ “f)y (204)



przeto po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

yr s+ 1 \[i - (205)

Aby yr bydo liczbg rzeczywistg ?» 0 musi byC

skad wnika, iz przy Q> 0 rownowaga ukdadu w polozeniu
wychylonym mozliwa jest tylko wowczas, gdy

Q<\ ( - 9.

Jest to warunek ograniczajacy wielkosC ciezaru Q, przy
zadanych wartosciach ¢, 1 i G. Wobec zadozenia Q> 0 wy-
nika stad, ze c>=a &1, co oznacza, 1z sprezyna musi po-
siadaC okreslong sztywnos¢, aby utrzymaC ciezarek G w po-
pozeniu wychylonymO

Jezeli
Q»\ (I -G)«n, (2.6)

to rownowaga ukdadu mozliwa jest tylko przy y s 0, a
wiec dla pretdw nieodchylonych od pionuj te wartosC sidy
Q nazywaC bedziemy ciezarem krytyczymi,

Jezeli w szczegblnym przypadku jest cl ™ G, czyli Qkr‘O»

to wobec uczynionych powyzej zatozen (zaniedbanie tarcia

w przegubach) nie mozliwa jest rowmnowaga trwada ukdadu

dla zadnej dodatniej wartosci QXK W“dalszym ciggu bedzie-

my rozpatrywaC tylko takie przypadki, w ktorych cl (o
Natomiast rownowaga ta bydaby stala dla Q <0, tm, dla
sidy rozciagajacej -



Podstawiajac do wzoru (2*5) wyrazenie
cl s 200 >0, <)
wynikajace z (2,6), otrzymamy nastepujacy wzor

yroi ijk e *Q*O)’\—q), (2.8)

ktéry okresla potozenie rownowagi ukdadu.
Na sprezyne dziaka wowczas sida

Yr-or . £2 N ynt+ Qe - Q. 2.9

2,3« Ukdad przedstawiony na rys,2 ma byC modelem preta
sprezystego, a wiec wykazujgcego pewng sztywnos¢ EJZ na
zginanie. SztywnoSC te reprezentuje w naszym modelu sztyw-

nosC sprezyny, ktore stawia pewien opor sprezysty przy ak>
chyleniach uk#adu od stanu pierwotnego.

Zachodzi pytanie, jakg sztywnoS¢ musi posiadaC ta sprezy-»
na, aby mogho by¢ zachowane podobienstwo modelu 1 preta

takze pod wzgledem iloSciowym?

Odpowiedz na to pytanie zalezy od przyjetego kryterium po-
rownawczego» najwlasciwsze wydaje sie porownanie obcigzen

krytycznych dla obu wymienionych ukdadow*". Jezeli zatem
wartos¢ Qycr, okreslong wzorem (2,6) porévmarry z odpowied-
nim obcigzeniem eulerowskim 5 EJZ/(2I) dla preta

Mozna by takze np, zalozywszy istnienie pewnej mimoSro-
dowosci obcigzenia, porownaC ze sobg przemieszczenie
yr oraz strzalke ugiecia odnosnego preta, przy tej sa-
mej wartosci sidy Sciskajacej.

14



o dhugosci 21, tow rezultacie otrzymany nastepujacy wzor
na zastepcza stalg sprezyny

20do 3 kolei przystgpimy do badania ruchu ukdadu# odnos-
ne rownanie rézniczkowe ustawimy przy pomocy rownan Lagran-
ge's,

Aby wyznaczy¢ energie kinetyczng ukdadu zawmezmy, ze qgdy
ciezarek Q obnizy sie 0 X, to cigzarek G przemiesci

sie w kierunku poziomym o y 1 rownoczesnie obnizy sie
0 Xx/2J w zwigzku z tym bedzie

gdzie kropka oznaczono rézniczkowanie pochug t,

Ale predkosci X 1y nie sg od siebie niezalezne, albo-
wiem wspohrzedne X 1y powigzane sg ze sobg wzorem (2,2),
Poniewaz rozpatrywaC bedziemy wacznie made drgania ukda-
du, to wspomniany wzor mozemy zastgpi¢ zaleznoscig przybli-
zona« Jezeli1 bowiem po rozwinieciu wyrazenia V? - y2

w szereg zatrzymamny tylko dwa pierwsze wrazy, to otrzymamy

2
2.1

a w dalszym ciggu
(2.12)

Podstawienie w (2*11,1) daje



W dalszym ciggu znadujemy wyrazenia pomocnicze

G.+3J9> X- *2 (2.13.1)
[¢]

X2 y » N Uoi;

H-F L 4G

S y+2 % iR+ 22
(2.13,2)

Dla wyznaczenia sidy uogolnionej piszemy wzOr na prace
przygotowang

dpe Q$x«YS5y + GN>
lub po podstawieniu <5 « —?i—y’\y oraz Y * cy

A » QN -cy+GN)8ysQ 3yt

Y« @Q+G-ch*-

Jezeli zamiast cl wstawimy wyrazenie (XQJ@ + g), to otrzy-
mamy ostatecznie nastepujacy wzor na side uogoélniong

Q--20% -0 (2.14)

16



Podstawienie (2*13) 1 (2*14) w réwnanie Logrango-&

Wprowadzmy nowg wspohrzedng uogdlniong

qs” msinf .15

oraz bezwymiarowy czas

tst ? (2*16)

a ponadto stosunki ciezarow

1 -1
Jezeli rézniczkowanie pod-lug nowego argumentu r bedziemy
nadal oznaczaC kropkg, to rownanie rézniczkowe ruchu ukdadu
przyjmie postaC

[l + (1+4,992] q + (1+4u)qq2 + 2(*kr-€)q = 0,
lub

0%
(&+q)q+qq +bga 0, (2*18)
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gdzie

1 b <V
amT,n - bEAdg - QD

2.5* Rozpatrzmy jeszcze przypadek ogolniejszy, Kiedy
sprezyna posiada nieliniowg charakterystyke typu Duffinga
a ponadto ciezarek G posiada poczatkone wychylenie
yQ= 190, przy czym sprezyna znajduje sie wowczas w stanie
nienapietym (odpowiada to beznaprezeniowemu wygieciu poczgt-
kowemu preta)* Wownczas o wielkosci sidy w sprezynie decydo-
wac bedzie réznica wchylen y -y , czyli

Yecly -yQ)+ P(y - yor.

Staka fi , charakteryzujaca nieliniowosS¢ sprezystg ukdadu
moze byC¢ dodatnia lub ujemna, w zaleznosci od tego, czy
sprezyna jest twarda, czy miekka.

Sida uogolniona jest okreslona wzorem

Qy " ~2(kr<Q)q + clgo “ BB ' % }3

wobec czego zamiast (2.18) otrzymamy teraz nastepujace row-
nanie ruchu

ag + q2q + a2 + bg + 2B3@ - RV - ® O (2<0)
gdzie
\Y - U27kr n (i'l\ (oon
o] 1+40 * -2 G s 2GHQ) * 2»20



Celem przeanallzowanla ruchu ukdadu, w szczegdlnosci jego
statecznosci postarany sie wyznaczyC punkty osoblive, usta-
li¢ ich charakter, a takze podaC rownanie trajektorll fa-

zowych,

Aby okresli¢ stany rownowagi dynamicznej ukdadu, zastapimy
rownanie ruchu (2#20) ukdadem dwoéch rownan rézniczkowych
pierwszego rzedu

dv - WR2)q-20(q - , f

drT* Q.2)

Eliminujac z nich r otrzymamy rownanie rozniczkowe trajek-
torii fazowych

.24

- (t+f2)g - 23(q - q )3ty b ¢
r(q-v):————————a—l—qS———®——— 1e (2<25)
Punkty osobliwe rownania (2024), ktdorym odpowiadaja stany

romowagi _ukdadu dynamicznego wyznaczymy jako miejsca zero-
we rownania

p(g*. 0 "0, 2 .26)

przy czym rownoczesnie nalezy przyja¢ wt a O«

Zachowujac analize przypadku ogolnego na pozniej (p.2.5.4)
rozgg)trzymy najpierw trzy przypadki szczegélne rownania



2.5.1® Ukkad ze sprezyna liniowg (0sO) bez wychylenia
poczatkowego (@ ” 0),, Rownanie (2.26) ma w tym przypadku
postac

® +V?) o#
____________ pr Am—- S O P
a + q#

skad wynika og# s 0o Punkt osobliwy o*s O, v * 0 - jak
mozna datwo sie przekonac*" - jest punktem wirowym® Wobec
tego rownanie (2.20) ma w tym przypadku rozwigzania okre-
sowe o stakej amplitudzie i1 czestosci, ktore zalezg jedy-
nie od warunkow poczatkowych.

Rownanie rézniczkowe trojektorii fazomych (2.24) ma postac

§s. P xy21*
do9* <a+qv

i, jak fatwo zawmazyC, daje sie scatkonaC przez kwadra-
tureO W tym celu przepiszenmy je w postaci

2V v 2q da

b g

lub

. .d@?
b+\/2 a%z
Nie naruszajac rownosci mozemy w licznikach powyzszych udam-
kéw doda¢ odpowiednio wrazeniado = OQoraz da =0 (@i b
- stake)« wowczas bedzie
I .Ck+£fi .
- 2
b+v at+ q

my w p. 2.52®



Jak wida¢ jest to juz rownanie o zmiennych rozdzielonych,
ktore po scatkowaniu daje
Inbh\2) s - In@TFR) + Inh,

lub

(2,,27)
Jak wiadomo wystepujaca tu staka catkowania h oznacza
calkowita energie mechaniczng ukdadu lub Scislej - odpo=
wiednig wielkosC beawmiarong,. Poniewaz zgodnie z zatoze-
niem 1,504 rozpatrujemy ukdad zachonvawczy, przeto h jest
takze energig poczatkowg ukdeadu, .

Jezel1 zatem warunki poczgtkowe ruchu ciezarka G sg

@)
zas dla =0
hsa (bhv2)X (228«1)
Kkadac powyzsze w (202?) znmajdujemy, po przeksztakceniu,

nastepujace rownanie trojektorii fazowych

Anmplitudalne wychylenia wystapig wonczas, gdy v a Ok
Z warunku tego wynika



Na ryso4 przedstawiono trajektorie fazone wykreslone przy
pomocy wzoru (2.29) dla fi *= 3,1 » 1/2, 1, 2 oraz dla

dwoch wartosci ali 0,60

Rys. 4

Drgania reprezentowane.przez te trajektorie sg symetryczne
zarOwno w czasie, jak 1 w przestrzeni. Z tego powodu wykres-
lono tylko polowe plaszczyzny fazonej. Z rysunku widac, ze
dla mniejszych predkosci vq 1 odpowiednio mabych q ksztakt
trajektorii fazomych zbliza sie do elipsy. W rzeczy sarej,
jezeli w rownaniu (2.27)

ab + qu + av2 + q2v2 « h

odrzucimy wyraz q2v2, Jako mady wobec pozostakych, to pod-

stawiajac za h wyrazenie (2.28.1) otrzymany bg2 + ay2 *

= a2 Iub
° 2 2

b T hHTT



Jest to rownanie elipsy, ktorej duza péhosS jest vq, zas
mada VQ \jasb &c”, zgodnie ze wzorem (2,30), Zawazmy,

ze wartosci powzsze sg Sciste, albowiem na osiach ukdadu
zansze jest albo q* 0, albo v m 0, wobec czego zatoze-

nie qzv2 s 0 w tych punktach jest spelione sScisle.
2.5.2C Ukkad ze sprezyng liniona (@B= 0) posiadajacy wy-
chylenie poczatkone (Q # 0), w tym przypadku jest

- (MOA2)g+j b

P@.V) = ====—1-—— p—— = 2.2

skad, po przyrownaniu do zera licznika otrzymujemy wspok-
rzedne punktu osobliwego

bo % 2kr + 1 , X
2bS 2 N » 2fi QO =Cc* V*s °* (2*3)

Jest to jedyny punkt osobliwy rownania (2,24) (dla/3»0).

Zbadajmy statecznosC romowagi ukdadu w tym punkcie, sto-
sujac znane metody [1],[12]-

W tym celu wprowadzamy do rozwazan wariacje 4»7 zmiennych
g, V Zza pomocg rownan
Qeq*+&. VARV (.32

a nastepnie funkcje 7?(q,v) rozwijany w szereg Taylora
w otoczeniu punktu osobliwego (g#, v*)

P(atv) - P(a#, vI + aa + (M + re(rn), (2,33)



s 0 (LY

Vsv*

zas R(1»?) jjest funkcja zawierajaca wariacje 4,7 w po-
tegach wyzszych od 1, Wykorzystujac rozwiniecie (2 33)
oraz wzory (2,,32) znaJdUJemy za pomocg rownan (2,22) 1
2.23)

S pdgc» V*) + + 3+ r(E, ),

—i%g_*ﬂl _\)4‘++V—

Zauwazmy jednek, ze P(g#, v*) *0, a ponadto

29,V
P:i 1] _2~ — ©O%
a+q*

albowiem punkt osobliwy analizowanego rownania ruchu lezy
zawsze na osi odcietych, czyhli v = 0.

W pierwszym przyblizeniu mozemy odrzuci¢ funkcje nielinio-
wa R(E»y »» Otrzymujemy wowczas zlinearyzowany ukdad rownan

dr * dr "as
ktorego analiza - jak wykazat Lapunow - pozwala w zupetno-
Sci okresli¢ charakter osobliwosci rownania nielinionego,
a tym samym zbada¢ statecznosS¢ rownowagi ukdadu dynamiczne-
goo
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Poszukujac rozwigzan w postaci
S-CeT p ~Ck G (€ KkoX*° stalo)

znajdujemy
cer (X=K) s Q, Ce (KXmwa) « 0,

skad k &X oraz X ®a0 A zatem pierwiastki charakterystycz'$
ne s

NM,2e N O* @£ 0)o

Jak wiadomo na ich podstawie mozna okresli¢ rodzaj osob»
liwoScio Ze wzoru powyzszego wnioskujemy9 ze pierwiastki
te moga byC

1° - czysto urojone» gdy < 09
2° « rzeczywiste o roznych znakach, gdy oc>m00

W pierwszym przypadku osobliwosC jest punktem wirowym9 co
odpowiada ustalonym drganiom ukdadu ze stakg amplitudg 1
czestoscigo

W drugim przypadku osobliwosC jest punktem sioddowym9 kto-
ry odpowiada drganiom niestateeziym<

Reasumujac stwierdzamys ze«rownanie rozniczkone (2a20) moze
posiadaC tylko dwa rodzaje osobliwoScip przy czym o stateca«
nosci drgan w tych punktach decyduje wiacznie znak wspod*
czynnika o« 9 obliczanego przy pomocy wzoru (2e34)o



Powracajac do rozpatrywanego w njjaié&d8aym paragrafie ukda-
du (p s 0* gc -0 «ajttujemy po zrézniczkowaniu wzoru

(2,25%1) podtug q 1 podstawieniu c, N «0

Poniewaz a >0, b > 0, przeto ac<O, skad wynika,.ze 1 w
tym przypadku, mamy do czynienia z punktem wirowym29«
Przejdzmy z kolei do wyznaczenia rownania trajektorii fa-
zowych Rownanie (2.24) w tym przypadku nie daje sie scal-
kowaC wprost, jak to uczynilismy w px2&*1« W zwigzku z tym,

zanim przystapiny do cakkowania zawezmy, ze wyrazy drugi
1 trzeci rownania (<20) mozemy przeksztakci¢ nastepujaco:

2q + g » q(qq + R) » qaD‘« g~ (@) *
*g @@ *av (@), (2.35)

Uwzgledniajac ponadto, ze q = v dw/dg, rownanie (2.20)
zapiszeray W postaci®/

av. +bg*dv (@) +2 @@XEB-j b”» 0,

lub, po pomnozeniu przez dq

av dv +bg dg + qud(@v) + 2/3@QX) dg - bQ R dq = 0.

w przypadku rozpatryvvanym w p<2.5«1, czyli dla o0
jest c = 0, co oczywiscie nie wphywa na zmi znaku
\*/spol-czynnlka <, ane
' Z uwagl na dalsze rozwazania zachowany w nim na razie
wyraz nieliniowy 2fi (—-Q) =
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Obecnie mozemy juz datwo przeprowadziC catkowanie, w wyni-
ku ktorego otrzymujemy rownanie wyrazajace zasade zachowa—
nia energii

t M \

az2 b2 12 fi
2V +2q9g +2q +2 @ O T qogq' C* 236)

Charakterystyczne _dla nielinionosci typu bezwkadnoscionego
jest pojawienie sie wrazu 2 V2 (por* takze wzor (6,7;).-

Scata catkovania C oznacza tutaj calkowita energie mecha-
niczng ukdadu. Poniewaz rozpatrujemy ukdad zachowawczy

przeto C jest rowna takze jego energii poczatkowej . |
Parametry poczatkowe ciezarka G sg q i v, zatem

(-:32vo+2(%+2(%v0 -|b0 5

Ostatecznie rownanie energil przyjnuje postac nastepujaca

@g2)(b+v2) +:3(g-004 - OR@GP)  (@Eg2)(bH2). (2,36)

Kladac tutaj fia O znajdujemy rownanie trajektorii fazowych

dla ukdadu z liniowg sprezyng 1 poczgtkowm wychyleniem oQ
(atoo)(b+vo) + bogo(G-0o)

— ol -

Dla okreslenia anplitudy cigzarka G nalezy wyznaczyC
punkty przeciecia sig krzywej V(@) z osig g, W tym celu
musimy wyznaczyC miejsca zerone romania

(ag0)2(bH2) + bQa0(a-q0) - b(ata2) « O,
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lub po przeksztakceniu
bq2:bqo:a?2* Oo

Stad znajdujemy

b8c6+4abva

(2037)

Znak 4 odpowiada amplitudalnemu wychyleniu w kierunku zgod®
nym z wychyleniem poczagtkowym ciezarka G» znak - w kierun=
ku przeciwnym™

205030 Ukkad ze sprezyna nieliniowa @3# o) bez wychy-
lenia poczgtkowedo (4@ s 030 Rownanie (2026) na podstawie

(2c25) ma w tym przypadku postac

°Abt V2)gr~ 2 Pat _ 00

2
Unzgledniajac9 ze v m O oraz (a + g*)<°°, wnioskujemy stad
ze
b+ 2/3R) g e 00

A zatem rownanie (2a24) moze mieC trzy punkty osoblivej,
ktorych odciete majg wartosci

i a s ZBoUl) B e
(2*38)

Jak wida¢ dwa ostatnie punkty moga istnie¢ tylko wonczas,
gdy sprezyna jest miekka, tznO3B< 0,
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Dla pierwszego punktu znajdujemy » <b/ag czyli =

analogicznie jak w p2(B>1 = istnieje tam punkt weztowyo
Wnioskujemy stad9 ze nielinionosSC sprezyny nie ma wphymu

na statecznos¢ drgan wokét Srodkowego potozenia rownowagiO
W przypadku sprezyny twardej twierdzenie to obowigzuje w ea<=
dej plaszczyznie fazowejO

W dwéch pozostalych punktach jest

gdzie

m 2Nr > 0)0 (2039)

Vv A zatem a> 09 przeto
zgodnie z rozumowaniem
przeprowadzonym w pQ20B&2
sg to punkty sioddowe0
Przebieg trajektorii fazo®
wyeh w tym przypadku ma
postaC przedstawiong na
rys0s®

Kkadac we wzorze (2o36ol)
Qe 0 otrzymujemy
Rys05 Gra2)GI2)® o a(brvr2)

skad wynika nastepujace romnanie trajektorii fazowych



Amplitude drgan mozna wyznaczyC z rowmnania
PO 4 ban CQyé aQ

Stad
b+ \lb2 * 4a/V

23

wyboOr znaku przed pierwiastkiem zalezy od znaku stakej i
stojacej w mianowniku™ gdy sprezyna jest twarda8 czyli
/3>0, wowczas dla zagwarantowvania dodatniej wartosci ukam»
ka nalezy zachowaC znak wobec czego

tf| (p>0) (2e39)

2P

W przypadkus gdy sprezyna jest Miekka zachowujemy znak
w zwigzku z tym otrzymuje sie wzor

2av
» 1 + b, (jo< 0) (2040)

m
m

przy czym z uwagi na pierwiastek wewnetrzny powinno by¢

2 » 2avA/m>0 IW |vj<. b\J~O Wnioskujemy stadp ze

okresowy ruch zobrazowany przez trajektorie (2088) moze w

tym przypadku istnie¢ tylko dla pewnego zakresu predkosci
poczatkomych, nie przekraczajgoych wartosci

. o 130 (2041)

Tej ostatniej predkosci odpowiada trajektoria fazowa sepa=
rujaca obszar zanknietych trajektorii z punktem wirowym
posrodku, od obszaru trajektorii reprezentujgcych nich nie-



okresow,, Istotnie, podstawiajac (2+41) do (2*40) znajduje-
my | I - \j~ W2jh co - w.rzeczy sanej - okresla
odcietg punktow sioddlomych 11 1 111 (por,2,38)*

Tak wiec ujawniona zostaka dos¢ istotna cecha rozpatrywa-
nego ukdadu dynamicznego, ktdry oprocz nieliniovosci typu
bezwvtadnosciowvego posiada nieliniong, miekkg charakterysty-
ke sprezystg* Miaovtd,cie wzbudzenie drgan poprzecznych w
takim nieladzie z nedniemg, predkoscig poczatkotgy, moze do-
prowadzi¢ do utraty statecznosci preta.

2.5.4. Rozpatrzmy jeszcze pokrotce przypadek ogolny,
kiedy sprezyna jest nieliniona (B$ 0) a ponadto ukdad
posiada pewne wychylenie poczatkowe (q t 0), Wowczas row-
nanie (2,26) ma postac

bor+ 23 - 9Q)8 -\ bQgo * O,

a wiec jest rownaniem trzeciego stopnia wzgledem q

2£0?7 - 6P 2 + (bHEPgR2)f* - (2 B +\ bQuo) = 0
2.42)

Dla ustalenia jego miejsc zerowych obliczamy wyrdznik
Ds D2 + D%, ktdrego znak bedzie decydowat o ilosci rzeczy-
wistych pierwiastkow rownania @ 42).

tatwo znajdujemy



poniewaz na ogok ¢ = bQ q/2b jest rzedu wielkosci Q,
a wiec 1 (poro 31)) ponadto

b "2/ \
D2 sw WObe® CZeg® D "™ J2 VI6 + 2Tp/° (o43)

W zwigzku z dwoistoscig znaku stalej Ji nalezy oddzielnie
rozpatrzy¢ dwa przypadkie

Sprezyna twarda (j3>0). Wowczas D2> 0O, a zatemD > O,
rownanie (2#42) posiada jeden rzeczywisty pierwiastek,
ktoremu odpowiada jeden punkt osobliwy rownania rézniczko-
wego (2020;e Przez analogie do przypadkow rozpatrzonych
poprzednio mozemy stwierdzi¢, iz jest to punkt wirow™
Sprzezyna miekka (/3<0). wowczas < 0, jednakze ze wzo-
ru (2.43) wnika, .1z dla

J3<- .45
2790

jest D> 0O, a wiec przebieg trajektorii fazowch, pod
wzgledem Jakosaovwm bedzie podobny, jak w przypadku spre-
zyny twardej (Jeden punkt osobliwy bedapy punktem wiromwm)*
Nalezy jednak zawmazyC, iz ukamek 2b/27q jest na ogok
liczbg duza, a zatem spelnienie warunku ~2*44) wymagadoby
zainstalovania sprezyny nadzwyczaj miekkiej.

Jezeli natomiast stada B zawarta jest w przedziale

- -"2<J3 <0,
27%
to wowczas D < 0, a zatem istnieja trzy punkty osoblive.
Jest to przypadek najczesciej spotykany w praktyce. Obraz
plaszczyzny fazonej jest w zasadzie podobny do przedstawio-
nego na rys.5» jakkolwiek naruszona zostaje symetria wzgle



dem osi rzednych, albowiem punkt wirowy nie lezy teraz juz
w poczatku ukdadu wspohrzednych (g# * 0), a takze punkty
siodtowe rozmieszczone sg w roznych odleglosciach od tego
punkitike.

Mozna wiec powiedzie¢, ze drgania takiego ukdadu przestajag
byC symetryczne w przestrzeni, zachowjac symetrie w cza-
sie.

A zatem rowniez 1 w tym ukdadzie istnieje pewna graniczna

wartos¢ predkosci poczatkowej, przekroczenie ktorej wywoka
niestateczne drgania poprzeczne preta, lub scislej mowigc

utrate jego statecznosci«

2<,60 Rozpatrzmy obecnie warunki poczgtkove ruchu ukdadu
w przypadku wmuszenia zrealizowanego za pomocg podduznego
uderzenia plastycznego ciezarkiem Q w przegub AO
Warunkiem niezbednym dla wzbudzenia drgan poprzecznych za
pomoca uderzenia podduznego jest istnienie pewnej krzy-
wizny wstepnej pretac Odpowiednio do tego w rozpatrywanym
przez nas modelu musimy ciezarkowi G udzieli¢ rownowazne-
go odchylenia poczatkonego oQ « y/k>

Postarajmy sie wyznaczyc poczatkowg predkosC ciezarka Go
Ze wzoru (2012) wynika

dy 1 dx
dt “ 2y dr°

Jezeli zatem poziomg skdadowg predkosci ciezarka G ozna-
czymy V s dy/dt, zasS predkosC przegubu gomego W = dx/dt9
o mamy

Vs~ WO (2045)

PredkoS¢ calkowitg ciezarka G okresla wobec tego wzor
uG * +(fw) .V™M+(F). (@46)



Zastanowmy sie z kolei jaka predkos¢ poczatkowg lub
V  uzyska ciezarek G, jezeli cialo Q uderzydo w prze-
gub A z predkoscig WY?

Mimo, ze rozwazania nasze - wg zalozenia - dotyczg uderze-
nia doskonale plastycznego, to jedek: z uwagi na dalsze
badania rozpatrzymy najpierw przypadek ogélniejszy uderze-
nia niedoskonale plastycznego, z okreslonym wspéiczynnikiem
restytucji R (O <R< 1.

Poniewaz przed i po uderzeniu ciezarek Q oraz przegub A

poruszajg sie w tym przypadku niezaleznie, przeto musimy
wyodrebni¢ chwilowo dwie nieza-
lezne wspohrzedne x™ 1 X-, okre-
Slajace potozenie obu wyzej wymie-
nionych elementow (rys6)e W zwigz-
ku z tym bedziemy rozrézniaC pred-
kosci \M,Af %/8{ oraz W)-/’ =

= dx’/adt.

Zgodnie z klasyczng teoriag ude-
rzenia (por«np* [7]) akt wymiany
pedow podzielimy na dwa okresy
o dhugosci 1 T2), na pogra-
niczu ktérych predkosci ciala Q
oraz przegubu A sg sobie rowne.

Jezeli w czasie trwania uderzenia
pomiedzy przegubem A 1 ciadem Q
wystapi chwilowa sida uderzenia
to impulsy tej sidy w obu wspom-
nianych okresach sg

\]pa«, PA «.

przy czym



Pojedyncza oraz podwojng kreskg u gory oznaczaC bedziemy
wielkosci odnoszace sie odpowiednio do pierwszego i dru-
giego okresu uderzenia. Zasada pedu 1 popedu, zastosowa-
na do ciezarka Q daje

t -, (b)

gdzie Oznacza zmiane
predkosci ciezarka Q w tym
okresie czasu, ktorego doty-
czy impuls S%, Znak - przed
oznacza, 1z wektor

oraz wektor sidy chwilonej P
a tym samym impuls SN maja
2Wroty przeciwne™

Oznaczajac przez PAS side
chwilowg w precie AS, zas
przez g impuls tej sy,
otrzymujemy z warunku rowno-
wagil dla przegubu A (rys,7)

PAS * 0B “PA*°

fub

SAS *BN “SA=°* <0)
Rozpatrujac z kolei réownonage
ciezarka G znajdujemy

/ \ av
(pis + PB3) 7 at-

_ _ A
CHiASIBSeCsi " T I “



gdzie Pgg oznacza side chwilowg w precie BS* Pomnézmy po-
wyzsze rownanie przez dt i scalkujmy w przedziale czasu,
okreslonym granicami poszczegolnych okresow uderzenia,,
Pamietajac o tym, ze wymiana predow zachodzi praktycznie
>rzy niezmienionym potozeniu ukdadu (F - const), piszeny
t X ° \Y
1l
(/ s <0t d s " aen sininol | [iv>
ﬂ ﬂ T)
2 2 2 WwaA2
J oat + (J dt -y dt) cos™ . f aA.
(1
T,

le imuls / CGdt jest bardzo mady w poréwnaniu z pozo-
*1
stalymi wyrazami ostatniego rownania, albowiem ciezar G
Jjest bardzo maldy wobec Sredniej wartosci chwilowch sit
uderzenia0 ©

Wobec tego mozna przyja¢c J Gdt”™ Q,

Oznaczajac ponadto

"2 WA2 "2
J &&AY, J % - ¢V o/ S dt SBSs
T1 *Al *1

piszemy

(S + SAS) 3k 31
(d)
(SA3 “ SBS) b s 27 4WA
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Predkosci Vi powigzane sg zaleznoscig
WA =2 sinfQ V, ®©

wynikajaca ze wzoru (2.23)» w ktorym nalezy podstawi¢

Wobec tego jest takze
417N b 2SO <4V. (G

Eliminujac  wrownaniach (d)wielkoS¢ A zapomocg wzoru
(e’) zgjdujeny- 1mpulsy sit chwilowch wpretach AS1 BSj

SAS - 28 + W
@®

SB3 = Ig “sintd ” o At

Ostatecznie, wykorzystujac wzory (C) i (F) mozemy wyrazic
mpuls S. przez przyrost AV predkosci pozionej ciezar-
ka

SA = + sinddN N

Ustalmy jeszcze wartosSC przyrostow AV i AW w przedzia-
dach [o.td i \jv rZ].

W momencie bezposrednio poprzedzajacym uderzenie tj, dla

t=0 jest Wg s W, =0, V*0. W kohcu pierwszej fazy
uderzenia, t=n, dla t = predkosci ciezarka Q oraz
przegubu A wyrdwnujg sie, czyli =W, zas cie-
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Zarek G uzyskuje w tym czasie predkosé V* Yrfdec tego dla
pierwszego okresu jest

AWO > W - »1# AY bV,

przy czym predkosci W 1V powigzane sg zaleznoscig (e),
czyli

Wb 2 sinfQ V. (h)

korcomym momencie uderzenia, tzn* dla t = r,, jest
Wgo» V = Vo> wobec czego

Obecnie mozemy juz wypisac¢ rownania (b) i (g) dla obu prze-
dziakéw:3

1‘-((* SA> (O
[0.1.1-
8A " zg * <ctho + sin(Pot (<)

ﬂgLAm W)——SA, 0>'#>

SA -3 (V- VQ) (ctgfo + sim). )

Rownania te mozna rowniez wyprowadzi¢ przy pomocy rownan
Lagrange a dla sit chwilowch*



Powzsze zwigzki, wraz z (@) i1 (h) tworzg ukdad sze|ciu
rownan o szesciu niewiadomych: W, w ,V, VQ, SA, S\

Eliminujac impulsy otrzymujemy:

wd - (1 +rDw-kwr O)
Vo « aGa-r)yv, a
ctgf + simo
V n n Ll 1 - Tw_ ((
ctgf + sinfo

- Wy = - V. gﬂ)

Wa———— ——= — — @

+ 4™ sinfQ

a nastepnie przy pomocy (h) mozemy okresli¢ V = W/2 singo*

Interesujacag nas predkos¢ VQ znajdziemy ze wzoru (),

w ktorym nalezy potozyC R = 0, Zadozylismy bowiem na wste-
pie, ze uderzenie bydo doskonale plastyczne, dzieki czemu
ciezarek Q dalszy ruch wykonuje wraz z przegubem A*

lobec tego V **V, za$ poszukiwany wzor na poczatkows pred-
koS¢ ciezarka G ma postaC

2.1 W
Vo= @ + 4i) sinf + ctgif ~ 40



gdzie W1 jest predkoscig, z jaka ciezarek Q uderza

w przegub AO Jezeli stosunek s Q/G nie jest liczbg duza,

zas odchylenia poczatkowe jest z reguly bardzo malke,
Mozna wowczas postugiwvaC sie wzo

rem._przyblizonym

VO~ 2u W, tgQ« 2~ Q WI# (O = sin®)  (2,470l)

z ktorego mOinO widocznym jest, iz dla wwokania ruchu cie»
zarka G za pomocg uderzenia pocduznego w przegub A nie=
Zbedne jest istnienie pewnego wychylenia wstepnego (qo + o),
Obecnie mozna juz odpowiedzieC na pytanie? jak dobra¢ po-
czatkone wychylenie Q ciezarka G?# Mianowicie w trosce

0 zapewnienie jak najwiekszego podobienstwa modelu do ukdadu
rzeczywistego wielkos¢ te nalezy dobra¢ tak, aby poczatkowa
predkos¢ 1Q byda rowna analogicznej predkosci V*  Srod-

kowego przekroju preta po uderzeniu®

Jezeli zatem potrafimy okresli¢ “/x”, to kladgc VQ s
otrzymany ze wzoru (O47)»(w ktdrym przyjeto cosfo »

'0
1 + 4u

Jezeli

co sprowadza sie do warunku

m

"Tagadnienian tyn zajmieny sie w p.59%.



to rozwijajac w szereg pierwiastek wystepujacy w liczniku
wramka (248) 1 zachowujac dwa pierwsze wyrazy, otrzymamy
wzor

y*

ktory wynika takze wprost z przyblizonej rownosci (2047.1)

Kazde uderzenie niedoskonale sprezyste zwigzane jest ze
stratg energii kinetycznej« Jezeli energie Kinetyczng ukda~
du przed i po uderzeniu oznaczymy przez T1 1 T, to strata

tej erergiil, zgodnie z twierdzeniem Camota, wynosi

stre=91"T2 29 L 2g #55RI¢PXpT

Wykorzystujac wzory (1), (1), B

1 (Xd47) znajdujemy po
licznych przeksztadceniach (dlaR a o)

'gj[ndAkQZ !

2,70 Rownanie (2<,18) wagks, (2020) i1 wszystkie wnikajace
z nich wzory wazne sg dla niezbyt duzych wartosci o w
przeciwnym razie wzor przyblizony x =y /1 staje sie
mado dokdadny* Narzuca to pewne ograniczenie na zakres
predkosci poczatkowch vgq -V / Vg (Iub w™ a W Nk

obj”ych naszymi rozwezaniami,,

Postarajmy sie okresSli¢ blizej maksymalng wartoS¢ vgq t@=2®

te, przy ktorej blad w okresleniu przemieszczenia X przy
pomocy wzoru (2*281) nie przekroczy ustalonej wartosci do-
puszczalnej®

41



Przemieszczenie ciezarka Q wyznaczone wzorem dokdad-
nym (2,2) oznaczmy X, a odpowiednig wartos¢ przyblizong
xir* wowczas blad wynikajacy z tego przyblizenia okresla wzor:

Jezeli1 dopuszczalny bkad oznaczymy symbolem Bm, to z wa-
runku B « otrzymujemy po prostych przeksztatceniach

R [2-4n@ -1)1* 0

- . 2 - . L -
Ponienaz ¢ nie moze by¢ ujeme, przeto

M *2 \JBn<l*BJ- C2-50)
0 i1le np. zazadamy, aby wzorprzyblizony (2.2.1)dawak

wyniki obarczone bfedem nie wiekszym niz 1055, (B~ » 0,1),

to otrzymamy mex|]gl a 0,6. Odpowiedni kgt maksymalnego
odchylenia pretdw od pionu wynosi (por. 2.15)

r Xy = arc sin (max ig & 37°.

P zy pomocy wzoru (2.30) wyznaczymy nastepnie maksymalng
predkosS¢ poczatkowg Vv , przy ktorej amplitudalne wychyle-
nie ciezarka G nie przekroczy wartosci 0,6, mianowicie

max VQ = max|q]-\"2 0,85 (2.5

2,8, W p.2.3 wyprowadzony zostat wzor (2.10), wigzacy
paranetry c 1 G modelu ze sztywnosciag EJ preta rzeczy-
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wistego (dhugos¢ 1 jest wspdlna dla obu ukdaddw). Zwigzek
ten wyznaczony zostak z warunku rownosci obcigzen krytycz-
nych dla preta oraz dla modelu, Tym samym mozna powiedziec,
iz okreslilismy warunek podobienistwa statycznego pomiedzy
modelem 1 pretem rzeczywistym.

Jednakze wzor (2.10) nie pozwala okresli¢ dwoch niewiado-
mych c 1 G, Drugie réwnanie otrzymamny z warunku, aby cze-
stos¢ drgan poprzecznych preta swobodnego byda rowna ana—
logicznej czestosci dla modelu, jednakze bez masy na koricu
ruchomym (tj, dla Q =0). Tym samym uzyskamy réowniez podo-
bienstwo kinematyczne modelu 1 preta.

Czestos¢ whasng ukdadu bez masy Q (u - 0) raz dla =

= 0, @= 0, mozna wyznaczy¢ przy pomocy wzoru (2.29), w
ktorym nalezy potozy¢ a» 1, b= 2 (por.2,19),

\ -2
~“Kkr

Poniewaz zas v* *xp/di™, przeto

dg# 1
dr (2-52)

v *]

Czas przejscia ciezarka G z polozenia = 0 do poto-
zenia amplitudalnego ( por,2 .30/

@ 53)

N 2/ kr

obliczymy ze wzoru
rr -



Z uwwagi na symetrie trajektorii fazowch zarowno w czasie,
Jak 1 w przestrzeni (porO rys04) jest to czas rowny 1/4
okresu« wobec tego okresem drgan whasnych, po uwzglednieniu
wzoréw (2068) 1 (2053) jest

1+
T, o (2054)
0 N/\m

Stosujac podstawienie a 9" sinfmozna powyzszg catke
sprowadzi¢ do postaci
S 774 B
_ -\ D
J\1 + g2 sin dy = E+ ('8 J)

tjo do pelnej cakki eliptycznej drugiego rodzaju,

Wobec tego okres drgan wasnych rozpatrywanego ukdadu bez
masy Q wynosi

zasS czestos¢ katowa

.S TAkr (2€56)
T E+/(qi, §9\ 21

XT Na ogot w tablicach funkcji eliptycznych podane sg tyl=
ko wartoécigvzfunkcji

E“(kef) - W - k2sinzfdfoDla k < 1 mozna postugi-
wac sfe rogwi'n feciem
N 77

/N 1+ksineFdlfs| Q+” k2 “gjké+ kb - eoo)



CzestosC podstawowa odpowiedniego preta,dwuprzegubonvego o
dhugosci 21 wynosi

b} 2.
41+ 1 @-50)
gdzie - masa jednostki dlugosci preta.

Jezeli czestosci whasne preta 1 modelu majg by¢ jednakone,
to pordwnujac prawe strony wzorow (2.56) 1 (2.57) otrzymuje-
my po przeksztadceniu

NE+(gE] .St/2) “%r Gr
yl 2E] (2-9)

gdzie Gp= 2ml gl - ciezar preta; /G - D).

1 -
Rozwigzujac nastepnie ukdad rownan (2.10) 1 (2.58) wzgledem
c 1 G znajdujemy ostatecznie

2Gp

a(ve " [E+ (@, V2)J2

2.39)

2G-
s BJz (2.60)

212 + [E+(q”, 5T/2)]2

Jak wida¢ wielkosci Gic zaleza od predkosci poczatkowej
vQ, poprzez parametr = vg funkcji eliptyczrej.
Poniewaz zas ten ostatni zalezy z kolel - poprzez -
od wielkosci poszukiwanych ¢ 1 G, przeto dla ich wyznacze-
gig_ znuszeni  jestesmy postugivaC sie metodg kolejnych przy-
izen.
W zwiazku z tym zawmazny, ze dla gE =max q = sin 37° 0,6
jest E+(o0,6 1 ~/2) = 1,845, wobec czego ze wzoru (2.59) wy-
nikamip G=G (max vQ) 0,59 Gp.



Jednakze funkcja g(vq) w rozwazanym zakresie wartosci VvQ
w skabym stopniu zalezy od predkosci poczagtkowej» 1 tak dla
vo~0 (" « 0) jest E*(0$ Jf/2) = 3/2 1 odpowiednio

2G

max G = G(0) = — 24— «0,81 Gp.
(n12)2 P

Reasumujac piszemy
0,59 <§- 70,81,

czyli dla ciezarka G nalezy przyjmowaC wartosSci nieco
mniejsze od ciezaru Cp preta.

Zauwwazmy w koncu, ze wyraz drugi we wzorze (2*60) jest
na ogot bardzo maly w porGwnaniu z pierwszym™ wobec tego
odrzucajac go otrzymujemy wzor przyblizony

2P

C<*-~ (2.60.1)
z ktorego wnika, iz stalg sprezyny mozna w przyblizeniu
dobra¢ niezaleznie od predkosci uderzenia.
Tym samym zagadnienie drgan swobodnych ukdadu o jednym
stopniu swobody z nieliniowg bezwvkadnoscig mozna uzna¢ za
rozwigzane,
W rozdziale nastepnym rozpatrzymy drgania wmuszone takiego
ukdadu.

2.9. Wnioski

a) Nielinione wyrazenie



charakterystyczne dla tzw. nielinionej bezmvadnosci,
jest w przypadku rozpatrywanego ukdadu uwarunkowane
bezvtadnoscig masy Yy, Jest to na ogdét silna nie-
linionosE, o czym przekonamy sie w p.3.2.

b) Mimo nieliniowego charakteru rownania ruchu ciezarka
G pierwszg calka tego romania, po dokonaniu pewnych
przeksztatcen, mozna otrzymaC przez kwadrature.
Analiza statecznosci ruchu wkazuje, ze o ile spre-
zyna posiada liniowg lub twardg charakterystyke, to
drgania uk#adu sg statecznie, niezaleznie od warun-
kéw poczatkowych. Natomiast gdy charakterystyka
sprezyny jest miekka, to mozliwe jest wzbudzenie
w ukdadzie drgan niestatecznych,

C) Analizowany ukdad o jednym stopniu swobody mozna trak-

towaC jako model preta dwprzegubowego (hiescisli-
wego) z masg skupiong na koricu ruchomym. Pret taki
posiada oczywiscie inng czestosC whasng drgan giet-
nycb, niz analogiczny pret bez masy. Ma to istotne
znaczenie dla jego statecznosci dynamicznej, albo-
wiem w przypadku takim rezonans parametryczny wysta-
pi przy czestosci wymuszenia innej, niz by to wni-
kato z obliczen dla preta bez masy.

d) Przez stosowny dobor parametrow c,G,gQ modelu mozna

uzyskaC to, ze bedzie on posiadat identyczng co
modelonany pret side krytyczna (w sensie Eulera),

a takze podstawowg czestos¢ wlasng drgan poprzecz-
nych oraz predkos¢ poczatkowg przekroju Srodkowego
(W przypadku wymuszenia drgan za pomocg impulsu po-
dhuznego) -

To podobienstwo statyczne i kinematyczne modelu oraz pre-
ta pozwala przypuszczaC, ze zostanie zachowana takze row-
nos¢ amplitudalnych wychylen oraz czestosci wlasnych preta
obarczonego masg skupiong na koncu.

Odnosne wzory, uzyskane z rozwazan nad modelem, sg znacznie

prostsze od wzoréw Scistych 1 jako takie mogg znalezC¢ za—
stosowanie w praktyce inzynierskiej.
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30 DRGANIA WYMUSZONE

3olo W rozdziale tym rozpatrywaC bedziemy drgania wymu-
szone ukdadu o jednym stopniu swobody z nieliniowg bez-
wladnoscige Aby nie komplikowaC zbytnio rachunkdw, a takze

aby nie zaciemiaC wplhywu nielinio-
wosci tego typu na zachowanie sie
ukdadu, przyjmowaC bedziemy, iz
sprezyna posiada liniowg charakte-
rystyke, a tarcie nie istnieje0

Niechaj sida harmoniczna P coswt
dziada na przegub A w Kkierunku
osi X (rys8B)O0 Celem ustamvienie,
rownania drgan cigzarka G zaner<=
my, ze do wyrazenia (2,,14), okres-
lajacego side uogolniong naIeZy
teraz doda¢ czdon P cos It F X,
przy czym przesuniecie przygotowa—
ne S<x przegubu A 2zwigzane jest
z analogicznym przesunieciem Jy
ciezarka G zaleznoscig

wynikajacg ze wzoru (2012),,

W zwigzku z tym, wzgledniajac
(2018)s otrzymujemy nastepujace
rownanie ruchu

at2 (o] v



gdzie
(€0

a pozostate symbole majga to same znaczenies co w rozdzR0

3020 Rozwigzania rownania (3ol) poszukiwaC bedziemy prz;
pomocy metody madego pararetru,. Chcac jednakze do rownania
tego wprowadzi¢ mady parametr®natrafiany na pewng trudnosc
wynikajaca stad, iz wyraz nieliniowy nie moze by¢ na ogok
uznany za mady wobec wyrazéw pozostatycho

Jezel1 bowiem (30l)podzielimy przez a, to otrzymany

s pg asU, (3olol)

skad widocznym jest, ze wspolczynnik
f=1/as 1 H 4 jue(0t”~o0) GR)

tojacy w wyrazie nieliniowm moze przyjmowac dowolne T/a*
tosci z przedziabu (1,+°°)o A zatem rownanie (30100) jest
silnie nielinione0

Tym niemiej dla pewnej szczegoélnej wartosci po-
siada ono bardzo proste, a zarazem Sciste rozwigzanie

q* 0- al0 o, @Oif>stadlo >0)

Podstawienie ¢ (3#l«l ) daje
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Rownanie to moze by¢ spelnione dla wszelkich wartosci
T€ (O,+<) whwczas, gdy - f2 + b/a* 0, czyli<a \Jwa oraz
cos 2{T - cos T, czyli fa przy czym réownoczesnie

@
Jezeli1 zatem pulsacja sidy wymuszajacej
s a 2\Jb7a S A2 \/'’kr “// 9 (€27))

to ciezarek G onrusza sie ruchem harmonicznym prostym
z czestoscig katowa wY2 = \|o/a oraz anplitudg, ktorej
wartos¢ wnika z (@)

A JX. 3.5
Po uzglednieniu wzorow (2.17), @.19) i (3.2) znajdujemy

110 = \atQfcr-Q) @.5-D

Ostatecznie piszemy

1\ @35)

W dalszym ciggu funkcje g nazywaC bedziemy harmonicznym
rozwigzaniem rownania (3.1.1), a odpowiadajaca mu wartosc
d - pulsacjg drgan harmonicznych.

X) gciélej mowigc - rzut jego Srodka ciezkosci na oS yO



3030 Wprowadzmy do rozwazan kgt fa uf %wonczas rowna-
nie (3®1°1) przyjmie postac

izq+ g+ w2q [+ (@2 a pq oosf,
lub, k#adac zgodnie ze wzorem (304) b/a = wg/4
u2g + (A ~ pcosy)g tW2 g ICq + (gq)2j = 0. (3s1®2)

Kropkami oznaczaC bedziemy teraz rézniczkowanie podiug
zmiennej f
« zZwigzku z rezultatem uzyskanym w paragrafie poprzednim

wydania sie mozliwoS¢ zastosowania metody madego parametru

w nastepujacej formie?
Jezeli wyrazenie U rozwiniemy w szereg nieskonczony wg

poteg madego parametru v , czyli

to wowczas rozwigzania rownania (3R1«2) mozemy poszukiwac
rowniez w postaci szeregu

G(V) s OCH) + £q1() + C 20 + C ~(L) + B>
G.9

Znrocémy wage, ze pierwsze wyrazy szeregdw powyzszych sg
odpowiednio kwadratem pulsacji harmonicznej oraz harmoniez-
nyra rozwigzaniem (306),,

A zatem zerone przyblizenie (tjO dla £ » 0) okresSla drgania
harmoniczne omdwione w po3820



W przypadku, kiedy ukdad pobudzony jest do drgan sidg o
pulsacji @ # u)), to wowczas
- pojawig sie wyzsze harmoniczne, przy czym jak sie

okaze, ich rzad bedzie zawsze nieparzystg wielo-
kromosuq 1/2i

2° - zmieni sie amplituda podstanowej harmonicznej, tzne
wspotczynnik stojacy przy sinf/2 bedzie rozny od
alo*

Korzystajac z tych uwag postaramy sie znalez¢ rozwigzanie
rownania (3*1*2; w pierwszym przyblizeniu,

3.4* Przypuscémy, ze czestosci Ul u)Q réznig sie pomie-
dzy sobg nieznacznie, tak, 1z mozna przyjac

0 =UQ + £Q0c ®

\ zwigzku z tym w szeregu (3*8) zachowamy tez tylko dwa
pierwsze wrazy, czyli

Cf) m qO(f) +e a-jCy). (c)

Podstawienie w (3*1*8) daje, po odrzuceniu wyrazow zawie-
rajacych £ w potegach wyzszych od 1, rdmanie, ktore mozna
przedstawi¢ w postaci

Mg + £EM1e O* ©
Tutaj Mg 1 MjJ sa nieliniowmi wyrazeniami rézniczkowmi™

Spetnienie tego rownania wmaga, aby M = 0 i a o
Mg zawiera wHacznie funkcje 9Q oraz jej pochodne.



Poniewaz zas
qd(y) = alo Sin |, (3.6.1)

przeto warunek MQ « O daje dwa rownania algebraiczne, z
ktorych wyznaczylismy w p*3.2 stato &4 I ui o

mRowanie wnikajace z warunku M1 = 0 na postac

T+ A 2 ««"rWA[VL +AW 1 + (2V0+42),] +

A
+72 HV Oe%)% * jU-0,
0]

lub, po uwzglednieniu (3.6.1) i uporzadkonaniu
@a+3)"+~£Q -0a.,- cos T+A-"sin™-

mi — 1 2 ~X cosy)aldsin § * °*
0 t\ef\

Tutaj
2 *alok (A > °)* (.19

Ze wzorow (3.4), (3.5 i1 (e) wnika

I~jls$ o j2 FEo 2 , S
ol 02 =~ aza2"’
o] o
wobec czego
i2 -4 ®



Rozwigzania rownania (€) poszukujemy w postaci

anf) 3 an sin + a” sin (an.an™ - stake 4 0).
(3.10)

Jest oczywiste, ze przy 9 @ w ruchu ukkadu pojawig sie
takze harmoniczne rzedow wyzszych, niz 3/2, Jednakze ich
wphyw na przebieg drgan bedzie nieznaczny, tzn, ich ampli-
tudy bedg made wobec a™Q, a” 1 a“j. Stwierdzenie to jest
tym bardziej shtuszne, im mniej pulsacja u) rézni sie do pul-
sacji U drgan harmonicznych.

Podstawienie (3*10) w (e), z uwzglednieniem wzoru (Q) daje

rownanie, ktore po licznych przeksztadceniach trygonome-
trycznych mozna sprowadzi¢ do postaci

sin I'+ N\ sin~ sinlp-=0, (G

gdzie

N11s " 2 XaM * “J "2 HX)alo*

° w2
N31~ 2 Xall " (2+f ~)a31+J ~2 Xaio’
0

Zgodnie z zasadg rowmnowagi harmonicznych na razie przyrow-
namy do zera tylko wyrazenia stojgce przy sinusach tych
katow, ktore wystepuja w przyjetym powyzej rozwiazaniu
(3-10), czyh

S 0, NML* o. O)



Oznacza to, iz rownanie (h) spelnione bedzie tylko w przy-

blizeniu, przy czym przyblizenie bedzie tym lepsze, Im
mniejsza okaze sie wartosS¢ wrazenia 2 a I
Poniewaz za$ (por* (3*2), (3*5) i B,k

2
o.p_ 2.5 p. ads

przeto okazuje sie, ze dok#adnoSC rozwigzania uzalezniona
Jest w.in. od wielkosci amplitudy P sidy wmuszajacej*

Z rownan (1), czyli N2
*all “ Xa3i « - 2 (A 2 a0*
o]
1
gl 2
Nat - () anN - 9X alo*
o]
znajdujemy
\2 AN
H = ?F«e
o]
2
1~

a3l “ " 8(1+} A2 alor
0]

Pontewaz w funkql q""(y) wielkosci te \%stepmac zawsze

Wraz z parametrem przeto z UAQZ]] na Isze rozwazania
bedziemy pisac
O A
iall “ ~L *11'alo* fa31l “ ~1*31 al0’
gdzie
ord) = . ~Lltz HW®D=-, 1 ,. 11
°11) =« 3 \uVf (e.f 87X 53# )
n y-,"0). @-12)



Bioragc pod uwage wzory (376,,1)9(3*10) 1 (C) zapiszemy roz-
wigzanie rowmnania (3«12; w pierwszym przyblizeniu nastgpu-
Jaco

V) * (@Q *£an) sinr+i A~ sin
lub, po uwzglednieniu zwigzkow (§)

K
g~\f) malo [(A+Hjof)sinf +7 sin 'J »

3-13)
Zauwazmy dalej, ze dzieki wprowadzeniu stalej 9™ mamy

s @A+ 4)sa;2 A+ M)O ®
~o
Tym samym wyeliminovalismy formalnie z rachunkow maty pa-
rametr c zastepujac go =w pierwszym przyblizeniu - para—

metrem Wartos¢ zas tego ostatniego obliczamy ze wzoru
\
2
<M s T o~ 1% (3*14)
"0

wynikajacego z (k)6 tatwo zawmazy¢, ze ~ > 0, gdy &>
zas Ji< 0, gdy a<uvo

3.5* Aby wyznaczy¢ charakterystyke amplituda - czestos¢
wymuszenia w pierwszym przyblizeniu musimy najpierw okresli ¢
amplitudalng wartos¢ funkcji (3013)«

Poszukujac maksimum funkcji

1+ ~ af?) sinf+2tf” sin™Mf a



otrzymujemy rownanie
0 +31 cos +33ycc” cos s O,
b, po przeksztakceniu

A +a*1 - 9a,Jof™ + 12~ * 0 )cos2 |Dcos | » O.

d (i)
Rownanie to moze by¢ spelnione

1° - gdy cos Ja 0O, lub

t ©<*) tr -1
2°_gdycos N e e - (m)

12 31731

U
Wezmy pod uwage przypadek pierwszy. Jezeli cos — » 0, 1o
sin 2 * £ 1» za$ sin = +, 1e Anmplitudalng wartoscig wy-
razenia (1) jest przeto

¥

Podstawiajac tutaj wzory (&2I1) 1 (3»25) otrzymujemy po-
szukiwang zaleznosc

(D) -TT 4~ (3.15.1)
Y0

Na >92 przedstawiono charakterystyke A = T, (\/\160/ )
dla = 4. 1



,,0)
i it

. \1_|_|a (3.16)
(0]

jest #0) 0, co oznaczaloby, iz przy czestosci wymuszania
u 6 ukdad nie wykonuje w ogole drgan.



Paradoks ten jest jednakze tylko pozomy. Dla wyjasnienia
go wezmy pod uwage druga altermatywe rozwigzania rownania
(M, czyli wzor (m). Podstawiajac do (1) zamiast siny/2

1 sin 3f/2 wartosci wnikajace z (m) otrzymuje sie po licz-

nych przeksztatceniach
41)' L+ (1\1%’\3 ajy )vi

G-1)
27

Zauwazmy jednak, 1z przedziat istnienia tego rozwigzania
ograniczony jest warunkiem

(9«n -
TFT
ety
wynikajacym z przedzialu wartosci, jakie moze przyjmowac
funkcja cos2Y/2, Przypusémy najpierw, ze w> uQt czyli
Ty > 0. Poniewaz oc” < 0, (por,(3.11)), przeto nierownosc

*1, (3.18)

©rfjD) "<*11~1 - 1
12 yioRf

sprowadza sie w tym przypadku do zadania

(9*"~ -cch) A - KO,



Rozwigzanie drugiej sposrdd nierownosci (3*16) daje

2% (U *>)
1*3 1t*

*

T 3

A zatem, uwzgledniajac wzor (314) mozemy napisac

\1+5A+3"_ \]4—2A>3A2
I3A +a2 % 1+A

(3.19)

Rozpatrujgc z kolei przypadek a) czyli 3 0 otrzy-
mujemy

24 5A)
ri> — = 2 °*
1 1 + a/

Poniewaz jednak it moze by¢ tylko dodatnie, przeto nierdwnosc
ta jest sprzeczna z zakozeniem o*

A zatem przedziak waznosci wzoru (3.1?) okreslony jest w
zupetnosci nierownosciami (3¥19). Podstawiajac tam szereg
wartosci % znajdujemy - w ukdadzie wsp6éhrzednych {u)/@, /)
pewien obszar, ktory przedstawiany zostak na rys.9b jako
pole zakreskonare,,

W obszarze tym rownanie (T)t oprocz rozwigzania (3.15) po-
siada jeszcze drugie rozwigzanie, Wyrazone wzorem (3«17A
Oznacza to, ze funkcja () w przedziale @I, 2(n+1 )4,
(ha 0,1,2,*.0) posiada trzy ekstrema* pierwsze wystepuje
przy TF- Tn - @+1) & i posiada wartos¢ AP , okreslong

wzorem (3.15.1), Dwa pozostate ekstrema wystepujg przy
(por, ,(m;

~ @n+D#—+ 2 arc cos \ '(3.20)

12”[]%1
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a wiec sg usytuowvane symetrycznie (w czasie)wzgledem
pierwszego. Funkcja (10 osigga w tych punktach wartos¢ A*
okreslong wzorem (3.17).

Wchylenia A'(l) i A'(,l)
posiadajg znaki zgodne
(ody @>4y'p, lub

przeciwne (gdy a) < ufi*).

Na rys,,10 pokazany jest
w powiekszeniu frag-
ment charakterystyki

w poblizu punktu uj®

Zz oznaczeniem charak-
terystycznych czesto-

SCi«

10 Krzywe na rys.11 obra-
Rys 2uja przebieg funkcji

(D czyli wchylenia q(T1)/al0 przy réznych pulsacjach w
poblizu Mj, Dla uj<w{U/ okreSlone jest pierwiastkiem

z lenej strony nierownosci (3.19))/krawa posiada jedno
maksimum w przedziale czasu rownym polowie okresu (rys.lla).
Jezeli (v zwiekszymy nieco ponad W pojawig sie juz dwa
ekstrema; i A* (nys,11b), ktdre przy us- po- .
siadajag redftakone Wartosci bezwzgledne, tzn. hp™M™ B h* j
(rys,110).

Jest to rownoczesnie najmniejsza amplituda, z jakg - przy
danej wartosci X - moze drgaC ciezarek G| oznaczyny ja
min Av . W dalszym ciggu dochodzimy do U m (rys. 11d)*
przy tej czestosci wprawdzie A s 0, jednakze AN*# O,
przy czym wartoS¢ ta jest juz nieco wieksza od min

Przy dalszym wzroscie a1 osiggany pulsacje u , przy ktorej

AN s A* (rnys.Af, U okresSlone jest pierwiastkiem z

prawej strony nierownosci @3H)js w tym miejscu konczy sie
przedziat waznosci wzoru (3.19) i1 dalej charakterystyka
przebiega wg rownania (3.1%.1). Przy (o>ui wychylenie majg



°Jam



pod wzgledem jakoSciomym przebieg analogiczny jak na rys.lla,
przy czym jednak w poréwnaniu z drganiami o czestosci u)<ulL
nastapido przesuniecie w fazie o 180°,

W ten sposob wyjasnione zostado zachowanie sie ciezarka
drgajacego z czestosciami bliskimi tej wartosci,przy ktorej
charakterystyka przecina oS czestosci.

3.6. Przejdzmy obecnie do d ugiego przyblizenia. W tyra
przypadku rownanie ruchu (3.1.2) postarany sie spelic
z dok¥adnoscig do wielkosci madych rzedu g2.

Wobec tego zamiast (d)"otrzymuje sie
Mg + EM1 + £ M2 = O. @)

Z warunku 1IN %0 wynika nastepujace rownanie

ktdre, po podstawieniu (3.6.1) 1 (3.10) mozna sprowadzic
do postaci

(1+a) g2 +j (1 - K) g2 + a(- @ +~ g2)cosy + Aqg Sinp+
. W . 3w ) . Rdrwy
+ S12 sinj sin + SN2 sin + "2 sin » 0,

©



Tutaj S, (@ * 1,3,5,7) sg pewnymi wyrazeniami algebraicz-
nymi, zawierajacymi a”, a”, a” oraz 2 1 /> .

Poszukujac rozwigzania tego rownania w postaci

g2(v) = al2 ein + a2 sin™ + a52 sin

(3.2D)
otrzymujemy po podstawieniu

N12 sin~ + N32 ein™ + Ng sin + N2 sin <

©)

Albebraiczne wyrazenia oprécz wymienionych wyzej wiel-
kosci, zawierajg ponadto trzy nieznane na razie stale a”™»
a32* ab2° Okr«slioy je z rownan U12 * O, * 0, » 0,

ktore - po zgrupowaniu niewiadomych po lenej stronie -
przyjmuja postac



Wrazajac state ap i a” przez o),

—Aan W AN32 =

oy otrzynujeny

«(1)+A( <02+ 2a(0. 3a(l)ii(l) en(1) 5 (AN

UL22L’I. 1

Xalz - 4 +5A)

oL

4Aa32“CI2+13A)a52*

2 Vv

+ 4 Aa?2

"4 1D 1 3 31102 b

- B N*1P-5

2 31 511 J10+

I

1|

+ 2 i1+A)ald»
1;0 )

"HIO

1
72N Aalor

+] dBIN " A2 @BLA alk»



Iub krécej

Y, Ch 1up,
2T 323 [21 alo +~J 2X alo’
(o] (o]
Ay - ag + 4 agy gf 28 ald “ 2 2 °10 @
9
. 12413A
AR % a2BJ, 25 alor
0
gdzie

iZl. - 22« (::IJ:-I_)’Z + .J-2l-2A«C1) 3«&)«%1) .2 «%l)-l—Srél

by == o«bl2 5 g 3L+ 2A 31 »
L25 n 3 FA31 + 2 *31
Z uwvagi na budone wspétczynnikow ctf (por.(3.11))

nietrudno zawmezy¢, ze wyrazenia L2i zalezg wydgcznie od
parametru N % &Q/2. Rozwigzujac ukdad rownan (Q) znaj-
dujemy poszukiwane state al2, a”, a2, przy czym mozna je
przedstawi¢ wzorem ogolnym

S (2.

ai2 - a0 ¢ & “HI" - - B viz > - i- 135
(0]
G-2)



gdzie

J2)= ACL2+13A) .. 7, ST J1xiT kKI1IT ot
11 "A4QR+25A+12) (21 23 * 25 4 26 21°
(2) A((%2+13A) /s ;\rOl+ 1-21* -Ifor;/\+ 1I' -Il__c
3 409A +25A+12) 24 4 25
aS1lNS ~ — 2N———— (M21 + LZB+MIT
3E-23)
»(2) = 12 + 13A 1+A

L 9BRZ 058 112y "~ 2% ”

J2) m 12 + 13A . F
32 8(9A2+25A +12)
J2)So A

2(92+25A+ 12)

T +T ,Jdfkert 1 0),, 9RA ( 1 1
21 23 A 25 2A ZL'I.) n ZI(_’I.) Sgl)_ C%)

11421 A, (L2
+1 2A  *31 =

Poniewaz stake ai2 wystepujg we funkcji o wraz z mnozni-
kiem £ » przeto piszemy



dzie
g b W2

0J

(3.24)

Ostatecznie rozwigzanie rownania (3.1.2) w drugim przybli-
zeniu mozemy przedstawi¢ w nastepujacej formie

’(2)(\/) > alo(A” sinj +A2sin” + A sin

G-25)
przy czym

a@ b . cil . 2
f) 1+y'1*11)/ + A *11 + 2 52)*

_ R R (3.26)
U oY ey M P

A= 2 0.2) ~ ~Q)
5 "1 5l + %2 52 %

3.7. wyznaczmy z kolei stade fi 1 Pulsacja sity
wymuszajacej w drugim przyblizeniu dana jest wzorem

? ? N ?
*0% (Q+E 2 +* 2>*“t A+ 71 + /e W
[13 O “O
Poniewaz znang wielkos¢ c:o2 wyrazamy w tym przypadku za
pomocg dwoch nieznanych na razle liceb'A 1 72, przeto wy-

4ania sie kwestia wlasciv/ego ich doboru. Innymi stowy cho-
dzi o ustawienie drugiego rownania, ktore, wraz z (r) pozwo-
litoby okreslic¢ te stale.

Zauwazmy, ze w rownaniu (h), wynikajacym z przyrownania do
zera wyrazenia W, nie spehilismy dotychczas warunku
a 0,podobnie jak 1 w rownaniu (p) - warunku N2 = O.
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Przeto dla spelnienia rownania (3 1*2), wzglednie wynikaja-
cego zen w drugim przyblizeniu rownania (n) wymagane jest
jeszcze, aby wyrazenie

O(v) =£N5L sin w~+ £2 Ny2 sin

tydo rowne zero dla kazdej wartosci y/£(o,+0j,

Niestety warunku tego nie da sie spehic scisle.

Den Hartog [4.J, ktory natknat sie na podobng trudnosc przy
analizovaniu pewnego ukdadu nieliniovego (bez thumienia)
traktowat funkcje o0(y) jako dodatkowg side dzialajacg na
ukdad, zadajac rownoczesnie, aby nie wykonywada ona zadnej
pracy w czasie 1/4 okresu tzn. od 0 do /2
Warunek ten jednakze w.naszym przypadku prowadzi do nieco
ucigzliwych rachunkon3d»’.

Sczsr}wesinger [15] w podobnej sytuacji zadad minimum cadki
f [0()]2dy. Poniewaz jednak funkcja <p(y) zalezy zardowno
0

od Jak 1 od przeto powstaje pytanie, ze wzgledu
na ktory sposrdd tych parametréow wspomniana cadka ma osiag-
na¢ minimum? Spelnienie zas tego warunku ze wzgledu na oba
parametry dawadoby - wraz z (r) - ukdad trzech rownan o
dwéch niewiadomych ~ i

W zwigzku z tymi trudnosciami przyjmiemy - za Riidenbergiem

[15] - zadanie, aby réwnanie = 0 byto speknione
tylko przy koncu kazdej polowy okresu, tzn. zaréwno wonczas,

gdy ym 0,2si, 4si i1td.(co jest oczywiste), jak i1 dla
y » Si, 35it 5SI itd.
Poniewaz sin » — sin(™ + Dsi, (k=>1,3,5.*) przeto
warunek ten daje
Bl -+ N2=0. @G.27)
' Do kwestii te] powrdocimy jeszcze na koncu niniejszego
paragrafu.



Wystepujace tu wyrazenia

Kr2~ 87alla3l + 2 A ab2’

mozna, przy pomocy zwiazkow (), (@, () 1 (3*2) sproe»
dzi¢ do postaci
» W

N51s 2Aal0”3l1
"o

= hR10031 ~a*2 1074 51 A2 52 o=
0 o] o}

Ostatecznie warunek (3*48) daje

S“31)h - (1732 #80:5T)" r 18<52) 72 * °*
G-28)

W ten spostb otrzymalismy drugle - obok () - réwnanie dla

wyznaczenia stakych ™ 1

Jest oczywiste, ze posta¢ rownanie (3*28), a tym samym
wartos¢ stakych © 1 "2 zalezy w pewnnej mierze od kry-
terium, jakie przyjelismy dla przyblizonego zadoScuczynie®
nia rownaniu  <p(y) » 0> W szczegélnosci np, przyjmujac
kryterium den Hartoga otrzymalibySmy zwigzek pomiedzy ~

1 Y2 odnienny 1 bardziej skomplikowany niz ten, jaki wy~
nika z rownania (3*28), wyprowadzonego w oparciu o kryterium
Ri1denberga™
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W zwiazku z tym zawezmy, iz ostatecznym celem rozwazan
niniejszego paragrafu jest wyznaczenie charakterystyki
anplituda - czestos®» Tymczasem, jak wkazujg obliczenia
przepronvadzone dla Kilku wartosci A, wybor tego wzgl. in-
nego kryterium nie wplhywa zupelnie na jakosciowy charakter
wspomnianej krawej, zas wystepujace wowczas drobne rozni-
ce 1loscione mieszczg sie na ogbt w granicach bleddow do-
puszczalnych w obliczeniach inzynierskich.

Jezeli ponadto wezmiemy pod wege, ze oba kryteria daja w
gruncie rzeczy wyruk przyblizony, to wydaje sie rzeczag
zrozumiadg, 1z o whborze kryterium Rudenberga zadecydowada
troska o prostote obliczen.

3«8,, Przejdzmy obecnie do wyznaczenia charakterystyki
amplituda - czestos¢ w drugim przyblizeniu. W tym celu
musimy okresli¢ amplitudalne wychylenie ciezarka G w dru-
gim przyblizeniu. Poszukujac ekstremum funkcji (3.25) do-
chodzimy, w sposdb analogiczny jak w p«3.5 do rownania

[(AN-9AN+25A~2b+(I2A~-100A~)cos2 | +80A~cos4 |]*

*cos =0

ktdre moze byc spetnione w przypadku, gdyoosocﬁl) =0 Iuw

tez gdy cos XsprzmeUJe Jjedng z dwoch wartoscr, bedacych

pierwiastkami rownania

80A"Nco0s4!1+(12AN-100AMN)cos2 %+(A’\-9A"+25A’\>»O,
&s)

Pierwsza altermatywa daje nastepujacy wzor na amplitude w
drugim przyblizeniu

|lan] = A}2) -A™N  +A 2\ (.29



lub, po wykorzystaniu zaleznosci (3*26)

k@] = 1<
(3.29.1)

Porownujac powyzsze ze wzorem (3.15)» okresSlajacym jA"Nj,
dostrzegamy pojawienie sie dodatkowych wyrazéw, zawiera-
jacych -j? oraz fec

Jezeli we wzorze (3.29.1) wyeliminujemy stale » 1~ za

pomocg zaleznosci () 1 (3.28), to wowczas.pojawiag sie tam
wyrazenia a® 1 ofio A_zatem rownanie A"2) O bedzie

kwadratowe wzgledem w , skad w dalszym ciagu wnika, ze
krzywa A « przecina oS czestosci w dwoch punktachj

oznaczmy je Wf) 1M1l c (2)

Zwroémy obecnie uwage na rownanie (S),, Jest ono rowniez
kwadratowve wzgledem oos2 W 1 jako takie wyznacza dwa dodat-
kowe ekstrema funkcji G .27), ktdre oznaczymy 1AM

Kazde z nich wystepuje jedali tylko w niewielkim przedziale
wartosci u), (wnikajacyn zwarunku 0 cos2 ~ *£1)w oto-
czeniu punktdw w<s cur~/ 1 u>«

A zatem w poblizu obu punktow przeciecia charakterystyki
Z 0sig czestosci zaobserwujemy te same zjawiska, ktore
aOY/ione zostady w p.3.50

W szczegblnosci pojawiaja sie wtedy .drgania z dwoma ampli-
tudami o przebiegu przedstawionym na rys.11b 4. 11e, Kazdo-
razonve przejscie charakterystyki przez oS u) zwigzane jest

ze zmiang kata fazowego pomiedzy wychyleniem a sidg wymu-

szajgca 0 180°.

Ha rys. 12 przedstawiono charakterystyke A™2™= f2\u>/q)
dla As 4. W porownaniu z analogiczng krzywg z rys,9a wi-
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doczne jest przede wszystkim pojawienie sie nowej galezi

0 ksztakcie pdifali, nieco bardziej wydkuzonej 1 o mniej-
szej “amwplitudziel niz ta, ktdra posiada pierwsza galgz
charakterystyki (tan. dla’ o € {0,c0)),

VP« *

Co sie zas tyczy tej galezi, to zostaka ona okreslona nie-
co dokdadniej, anizeli w pierwszym przyblizeniu, podobnie
zresztg jak 1 polozenie punktu Jednakze

roznice sg tu nieznaczne,

O ile zatem przy czestosciach co<w” dok#adnoSC charakte-
rystyki wyznaczonej w pierwszym przyblizeniu mozna uznac
za wystarczajaca, o tyle dla czestosci coe(co , @" ) krzy-
wa Y 7\ daje wartosci zupeknie bledne, W tym
zakresie miarodajna jest bowiem charakterystyka uzyskana
przy pomocy co najmniej drugiego przyblizenia.

Dla okreslenia samej czestosci ne-lezy raczej skorzy-
staC juz z trzeciego przyblizenia,

3.9 Rozwazania w trzecim przyblizeniu przeprowadzimy

z wagi na t, ze jeszcze w drugim przyblizeniu wystaplly
pewne anomalle zwigzane z wyznaczeniem stakych



natomiast tok obliczen w trzecim przyblizeniu jest juz
analogiczny jak we wszystkich nastegpnych przyblizeniach,,

Zachowujac po cztery pierwsze wyrazy w szeregach (3»7) 1
(3.8) otrzymujemy dodatkowe rownanie

B+ @I cosy)B+FLVW * 2 gE<qo>] +

1 .. ®3. r ., w \% 1 2y
QRLYV 2@ Pokp 720 (i@ 2V

(t)
c/ a? a

+(g2+ A qi1+ A i0)(g0gql)+ q2+ A v ¢
(o] (o]

wynika ono z przyrownania do zera wyrazenia BL, na ktdre
skladajg sie wszystkie wyrazy rownania (3»1.2) zawierajace
C3.

W dalszym ciagu przyjmujemy

H@E man sin + a”sin~ + a” sin + sin 1™,

3-30)

Podstawiajac w () powyzszy wzor, a takze okreslone uprzed-
nio funkcje qQ, gl i 2 otrzymujemy rownanie algebraiczne

sinj sin sin» sin MIN~sin
« O
K¥adac nastepnie » 0O, «0, =0, m - 0 many

uktad czterech rownan dla wyznaczenia stabych al , a~-t
ab3, a73.
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Wynik rozwigzania tego ukdadu (pomnozony przez ¢ 3) mozemy
przedstawi¢ w postaci ogolnej

*3 ai3 * a10<~ “ii5+ N h«i|)+ >3
1= 1,3,5,7
przy czym wspéiczynniki (3/) (g a 1,2,3) zaleza wiacznie
od paravetru A»

Pulsacje sty wmuszajacej w trzecim przyblizeniu przedsta-
wiamny szeregiem

w2 ewg(l1l+ N + 22+ /3).
Dla wyznaczenia stadych /» /2* /3 *“ oprocz wzoru powyzsze-
go - dysponujemy jeszcze rownaniem (3.28) oraz rownaniem

N93 8  To ostatnie zawiera w sobie m.in, ~ 1~ s
?0 p
3/ o
Jezeli ostatecznie rozwigzanie rownania @#L*2) w trzecim
przyblizeniu zapiszemy w postaci nastepujace]

aB )W) a al0O(A™sinj + A”sin AN sin +
+ aE™ sin 1),
to araplitudalng wartoscig wyrazenia zawartego w nawiasie
jest

[a®)|* AN - AN+ AN3"» AN3\ (3.31)



Maksimum to wystepuje gdy cos ++« 0. Funkcja Ja”™l- tAcu)
posiada trzy miejsca zerowe: c63j), (3)t @) Wartosé
okreslona zostala teraz z wiekszg dokdadnoscig, niz w dru-

gim przyblizeniu, przy c%m To samo mozna

powiedzie¢ o pulsacji u ) j7ednak2e tutaj réznica w ze-

smvg§niu z oagz)jest prawie niedostrzegalna, tzn* th
1 1

Nietrudno zamezyC, iz kazde kolejne przyblizenie "dodaje’
charakterystyce nong poHale, rozszerzajac tym samym za-
kres jej prawicdowego przebiegu na coraz wyzsze wartosci
co (rys.13)*

Rys.13

Ponadto coraz dok#adniej zostaje okreslony ksztakt tych
podal, ktore wyznaczone zostady w poprzednich przyblizer
niach. Jak widaC z rysunku fale te majg charakter zanika-
jacy, tn. ich "amplituda maleje w miare przechodzenia do
coraz wyzszych czestosci, przy czym ich dhugosSC rownoczes-
nie wzrasta#

Z uwag powyzszych wynika nastepujacy wniosek: rzad przybli-
zenia, z jakim zmuszeni jesteSny rozwigzywaC rownanie (3*1.2)
podyktonvany jest nie tylko zadang dokdadnoscig okreslenia
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amplitudy drgani, lecz przede wszystkim zalezy 6d (danej

a priori) wartosci pulsacji wmuszenia. Jezeli co lezy w za—

kresie n-tej pokfali charakterystyki (tan. w przedziale
Na LILI1I,.«), towiwczas konieczne jest

przeprowadzenie obliczen z dokdadnosciga co najmniej do n-tego

przyblizenia wlgcznie.

3.10. W zwigzku z powyzszg uwaga celomym bedzie przepro-
wadzenie rozwazan ogblnych, dotyczacych rozwigzania w n-tym
przyblizeniu.

Dla rozwigzania rownania (3,1,2) metoda matego parametru w
n~tym p lizeniu podstawiamy wen

gr(v) « s sl @B32)
10 X
n
w2 m lSos 1 a2 G -33)

Odrzucajac wyrazy zawierajace pararetr £ w potegach wyz-
szych od n otrzymujemy po uporzadkowaniu

MO + + £ Mg + s O. G3A)

Tutaj (ao0,1,2,...,n) sa nielintowmi wyrazeniami
rozniczkomymi, zawierajacymi funkcje i) oraz ich pochod-
ne, a takze funkcje nosy. Przyrownanie do zera tych wyrazen
daje uktad n rownan rézniczkowych™ ktore sukcesywnie roz-~
wigzujeny przyjmujac



w ten sposéb dochodzimy do ukdadu n + 1 rownan algebraicz«
nych typu
i+l
S N2j+1ti “ 0 s G.3¥)

>0
1 0,1p2%00N,

przy czym N,,, 1 . sg nieliniowmi WyEaZeQiami, zawierajg»
cymi stale a2j+i j oraz stosunki ui*/co® w rozmaitych pe=

tegache
State a2 +i i mozna z kolei przedstawi¢ wzorem ogilnym
i 2 B
2§+ ,i A0 2jH k&” Ly Frlo
k»1 %

State #071 N zalezg juz wiacznie od parametru As
* alonze

Wyrazenie G’\."# (cj9u;2),(m « 1,2,<,00,K) jest albo wprost
2 N2 r o 2 23

x

whamkiem "m0  (Wwowczas mak) , albo jego potegg H / v

albo tez i1loczynem Kilku wyrazen tego typu0 Jest rzeczg
charakterystyczng, ze zawsze rm » i, lub tez gdy np0 (dla
r >09s>0) jest

ONHF) - C~rFf~ )3 . (3.38)
% % Y
1o
r(i=m) + sm« K
iTY

Indeksy umieszczone u gory wzieto w nawiasy dla odréz-

nienia od wykdadnikow potegomch, .
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Pakt ten posiada dosé istotne znaezenieo Dzieki tern bowiem,
wpronvadzajac do rozwazan parametr

fa - 1" -F. (@'39>
a;
o]
mozemy napisac
£+ 4 X)(/n)a ~040)

Tak npO w przypadku (303S) jest

A oto kilka pierwszych wyrazen OjjAJf Ggon = 1, * A
«i253 /72« 42) B/2*Gi3) " /r g23)- fi GF )s 6»
0j4) . 4, <44)-/2° G34) " *i 6* G44)“ /4 itdo

Jezeli1 skojarzymy szeregi (3035) 1 (337)» a nastepnie tak
otrzymany szereg podwojny podstawimy do (3e32), to okaze
sie, i1z zasadniczo poszukiwane rozwigzanie ma postaC szere-

gu potrojnego

a@WM* & £x J'1*  GN(-F) sin~tely,
JsO i»j tek 2j+1,kk Up

ktory9 z uwagi na rownos¢ (3040)9 zapisuje sie nieco krocej

aMm™ *a 0 g kd 21*.K”~ V n>3int A

(3841)



Poniewaz jednak jest to pojedynczy szereg trygonometryczny,
przeto mozemy napisac
n

qr(y) - al0 sin G2

przy czym z porownania ze wzorem (3041) wnika
b -0 Z ik

1" o)

Tak wiec w rozwigzaniu koncowym nie wystepuje mady parametr
ktory zostal zastgpiony przez f e

Ponadto dzieki wprowadzeniu parametru  wzér (3,33) mozna
przeksztakci¢ nastepujaco

<<'2-4,Zo eﬁ.e,;. RTES

A zatem znang wielkoS€ cozA wyrazamy w n»tym przyblizeniu
za pomocg szeregu 1+ N +y2 +000 +” , zawierajacego n

nieznanych liczb a (g ™ 0 gdy co~rw 0 gdy w. uMO
w zwiazku z tym przeprowadzmy bilans ilosci rownan, Ktorymi

dysponujemy dla okreslenia wszystkich niewiadomych, przy
czym nalezy pamietaC, Kze oprocz wielkosci f  sg reind tak-

ze wspolczynniki  aNj+i kK*

Obliczmy najpierw ilosS¢ wspokczynnikdw . wystepuja-
cych w n-tym prablizeniu,, Szereg A(jj'+| [?zawiera ich
i, wobec czego ilo&, tych wspolczynnikdw w kolejnych wyra»
zach szeregu ~gj+l k tworzy

J+% j+2, ooo, n,



sktadajacy sie z 1 + (n - J ) wyrazdwo Szereg utworzony
z tego ciggu jest szeregiem arytmetycznym pierwszego rzedu
0 roznicy dal,* Jego suma

1 @+n-3)(Cn+J)
®
okresla ilos¢ wspotczynnikow ot ~* ., zawartych w wyraze-

) *

niu A2

Na podstawie tego mozemy utworzy¢ ciag odpowiadajacy kolej*
nym wartosciom j « 0, 1, 2 «e«, S, a mianowicie

i @+n)n,~ A@+n- DM+ D,

jJ @+n-2(+2)), I (I +n - n(+n).
C))
Posiada on n + 1 wyrazéw* Suma szeregu utworzonego z tego
ciagu bedzie rowna ilosci wspotczynnikow ; f ow<=
/ » 2j3+1,k
stepujacych we funkcji okreslonej szeregiem (3*42),

Przepiszmy cigg (u) wraz z odpowiadajgacymi mu ciggami pierw-
szych 1 drugich réznic

2 (+1)» "z (LY A (1T N (D<»3»*, n — ciag
gtoéwny

0 "1 =2 -3 ciag 1 rbéznic

71, ciag 2 réznic«

n _
Stata ) (odpowiadajaca j a 0) posiada ponadto jako

pierwszy wyraz ©, , 1,



Nietrudno zawazyC, ze szereg Otrzymany w wyniku zesum»=
wania wyrazow ciagu gddwnego jest szeregiem arytmetycznym
drugiego rzeduO Jego sume obliczamy wzorem

-¢c 1 bO+°r1ti -<r v
gdzie bQ, bl#2 sg pierwszymi Wyrazami ciggu gddwnego
oraz ciggow pierwszych i drugich rézniej C®  jest liczbg
kombinacji z r elementdw po n¥l<> W naszym przypadku jest
bQ m ("M+1)n/2s » 0, * =I» ponadto

mel /m-1% (DI
Cl a<l "a -n*1*

A zatem

Sl s 2 AWLIRY n “F (Al
Skad ostatecznie

On+1 a n{n+\3}(pt2) - (3o44)

Wzor ten okresla poszukiwang liczbe wspdczynnikow ~¢+1 k9

Jaka zmuszeni Jestesw wyznaczyC dacznie w n~tym przybhze«
nluoltakgdygn« , S2 « 2N =2, a8nad e 208

n « 4s S~ » 40 1tdo

Dla okreSlenia tych wspokczynnikow mamy do dyspozycji n + 1
rownan (3»36)9
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Poniewaz zas kazde z nich zawiera w sobie 1 + 2 wyrazen
IS przeto wymagang 110SC rownan otrzymamy z warunku,

aby 1+ 1 pierwszych wyrazen N2j+19 * ox\ Pozostate
rownania, wnikajace z przyrownania d® zera wyrazen Ngj™ n
(zn0 ostatnich w kazdym sposrod szeregow (3€86)) tworza, -

wraz z GE28) 1 (3330l) - ukklad n rowan, zawierajacych
Nn niewiadomych /fiD

ifelezy podkresli¢, ze w grancie rzeczy dokonujac obliczen
w n-tym przyblizeniu stajemy wobec koniecznosci wyznacze-
nia tylko n(n+1) wspétczynnikow «I1Y. poniewaz pozo-

stade wyznaczone zostaly juz w przyblizeniach poprzednich,
a ieh budowa nie ulega zmianie przy przejsciu do przyblizen
d&Iszyeho

Natomiast stale fm muszg by¢ kazdorazono obliczane od~

dzielnie, przy czym ich wartosci sg (dla danego A) w kaz-
dym przyblizeniu, odniennao Pakt ten znajduje wytdumacze-
nie w budowie wzeru (3«33al)» w ktdrym znang liczbe o2
przedstawiamy szeregiem o ilosci wrazéw zaleznej od kolej-
nego numeru przyblizenia®

3110 Wnioski

a) Uk#ad z nieliniowoscig bezwkadnosciong posiada cha-
rakterystyke amplltuda—czestosc 0 swoistym ksztakcie
*zanikajacych™ fal® W miare przechodzenia do coraz

szych wartosci ui dhugosc tych fal zwieksza sie,
zas ich "amplituda’’ maleje® Najwieksze amplitudy drgan
wystepuja przy czestosciach wymuszenia o< §Q,
Dla 0)>0" charakterystyka posiada lokalne maksima,
w ktorych jednakze jA™n"|<1, t=® nigdy nie osiggajq
one amplitudy al0 drgan harmonicznycho

b) Jak wida¢ z rysel3 omawiana charakterystyka nie po-
siada gadezi odpowiadajacych drganiom niestatecznym#
W zwigzku z tym w ukdadzie z nieliniowoscig bezwvta-

X) Ze wzgledu na pewne anomalie, wystepujace jeszcze w dru-

gi® przyblizeniu rozumowanie to jest stuszne dopiero
dla a > 2e



dnoseiowg nie wystgpi zjawisko "‘przeskoku’’, tak cha»
rakterystyezne dla ukdadéw z nlellnlovvoscm typu
Duffingag w rozpatrywanym ukkadzie cigglej zmianie
czestosel wymuszenia towarzyszyC bedzie ciagha yriaa
amplitudy drgan w calym zakresie co 6 (0 , +00)0
Kazdorazowe przeciecie charakterystyki z osig czesto-
Sci (co ma miejsce przy co& N»*1, I 1f0* 1td0)
zwigzane jest ze zmiang kata fazowego pomiedzy wychy-
leniem a sidg wmuszajacg o 180°0

C) Przy czestosciach amnplitudy drgan osiag-
gaja wartosci minimalne9 ktdore co do bezwzglednej
wartosci sg bardzo made wobec alQD Pakt ten wskazuje
na mozliwos¢ zastosowania analizowanego ukdadu jako
dynamicznego tdumika drgan poprzeczrnych,. Mianowicie
Jezeli na dwuprzegubowy pret (prosty lub wstepnie
zakrzywiony) dziaka podtuzna sida pulsujaca, to dla
stdumienia mogacych sie wowczas pojawi¢ drgan po-
przecznych preta nalezy do jego ruchomego konca przy,
twierdzi¢ pewng mase skupiong0 Przez stosowny dobor
wielkosci tej masy mozna = jak sie okazuje = drgania
poprzeczne preta zredukowaC w znacznym stopniu.

Mase skupiong Q/g nalezy dobrac nie tylko w zaleznosci od
wielkosci charakteryzujacych pret (tznO jego dhugosci,
ciezaru, sztywnosci na zginanie), lecz takze w zaleznosci
od amplitudy P sidy wmuszajgcejo

W tym celu postugujemy sie wykresem na rys*9b* Dla danej
wartosci w/co prowadzimy prosta rownoleglg do osi A az

do przeciecia sie z krzywg « TQ(A)* Odcieta tego punktu
wyznacza pewng wartos¢ A.

Poniewaz zas (porO(3B<=1))o



przeto poszukiwany ciezar masy skupionej

_4AQ -p
Q* 4 Tg + P-— = (P< 4 A CIN. (3.45)

Pakt, iz wielkos¢ masy skupionej zalezy m.in. od P stano-
wi pewng niedogodnos¢ proponowanego sposobu tdumienia drgan,
albowiem dzieki temu efektywne dziatanie tdumika bedzie

miato miejsce tylko przy okreslonej amplitudzie wymuszenia.



Czesc U

Pret dwuprzegubowy z masa skupiona na koncu ruchomym

4* PODSTAWNOWY UKEAD ROAMNAN ROZNICZKOWYCH PROBLEMU
ORAZ SPROWADZENIE GO DO ROWNANIA ROZNICZKOWO-CARKONEGO

4*1« Przedmiotem rozwazan tej czesci opracowania bedg
swobodne drgania poprzeczne preta dwprzegubowego, z ktore*
go jednym (ruchomym) koncem zwigzana jest trwale masa Q/g,

Pret jest odksztadcony wstepnie bez-

naprezeniono. OdleghosSC miedzy osia-
mi przegubow (koncami preta) wynosi L.

Przyjmujemy prostokgtny ukdad wspok-
rzednych, ktdrego poczatek lezy na
osi przegubu nieruchomego, zas oS X
jest zorientowana eionowo (rys.l14)o
Niechaj yQ a yQ(X) oznacza ugiecie

wstepne, zas y » y(X,t) ugiecie dyna-
miczne osi preta. BezwkadnosC masy
Q/g sprawia, ze w czasie drgan w pre-
cie pojawi sie zmienna w czasie sia
osiona P. Wobec tego rownanie réz-

niczkowe drgan poprzecznych preta, przy
zadozeniach 1.5%4 £ 1.5%6 ma postac

“.D



gdzie EIZ - sztywnosS¢ zginania preta, Pi Yo - pole prze-
kroju oraz ciezar wAasciwy materialu preta«
Z uwagi na zalozenie 105«7 side p(t) mozna traktonac wAacz-

nie jako funkcje czasu, a wiec niezalezng od wspohrzednej x«
Wobec tego

L | TR, (>

Zakozmy dalej, ze krzywizna poczatkowa preta jest typu sinu-
soidalnego, t=zn0

YOX) set sin , (403
gdzie
e m NJz/P - promien bezvdadnosci przekroju poprzecznego
T & wspdlczynnik bezwymiarowy#

Ten typ krzywizny pierwotnej przyjmonvany jest przez licz-
nych autorow (por, [, [Zp» 1300

Wobec tego mozna oczekiwaC, iz w ruchu poprzecznym preta

dominujaca role odgrywac bedq drgania gietne z czestoscig
< Wowczas bowiem ksztakt osi preta drgajacego

zachowa pierwotny charakter wygiecia (Jedna potowa fali)*

4020 Z tego powodu, jak tez z uwagi na rownosé (4c2)
mozna przyja¢c (J =x1Lj 0 J D

yGt) - S sin/5> (4o0d)

przy czym funkcja czasu T(t) jest na razie nieokreslona*

87



tatwo zawmazyC, iz funkcja (4o4) speknia warunki przegubo-
wego podparcia, albowiemdla Jm 01 J« 1 jJest y» O
oraz d2 y/&a - 0o

Podstawiajac (4od) 1 ((A3) do rownania (@1) otrzymuje sie.
po uporzadkowaniu

& U2 t ~ co2(t 9°f) 8§ 3 °F
ae E
gdzie

W B? ™2 \r~~ " podstawowa czesto$¢ wiasna drgan poprzecz-
L V'c nych preta, gdy nie ma sity podiuznej»

JHE Jo
p a ,» Statyczne obcigzenie krytyczne»
L
,» SMUkAOOC«
Jezeli oznaczymy
s(t)-4L1,
E

a ponadto wprowvadzimy bezwymiarowy parametr czasu x a ait,
wowczas rownanie rozniczkowe dla funkcji T(?) przyjmie po-
stac

T+T- 25-fS - O» 4*5.1)
kropkami oznaczono rézniczkowanie podhug %,,

Z uvagi na istnienie wrazu T3 jest to rownanie nielinio-
we.
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&3 Przejdzmy z kolei do okreslenia sidy P(t) lub S(H«
Jezel1 przemieszczenie przegubu A oznaczymy przez u™ *

(), to, zgodnie z zasadg <LAlemberta, piszemy

- 0 n **dZE‘i‘ ,
P b o
lub po przejsciu do wielkosci bezwymiarowych
/3’(:02

S ur @
gdzie

£s ) B<1) 4.9
Przemieszczenie sponvodowane jest dynamicznym ugieciem

preta oraz jego skroceniem (Sciskaniem.)

ta - ule + uio- 4's)

»ysnacmy mjpiera skladnik u Boznice poniedzy dhugo-

Scig osi preta wgietego pienotnie, a odlegloScig jego
koncdow okresla znany wzér przyblizony

2

JW °
W czasie ruchu preta catkowite odchylenie od osi
si y+y 1w tymprzypadku znajdujemy podobnie

dnio

X
Jak poprze-

J2*?24/ M " <~ 052



A zatem przemieszczenie korica A, spowodowane dynamicznym
ugieciem preta wnosi [1]

Ulg - A\ * JL1~ +/df" dj2 =
(4.10)

Podstawiajac tutaj (4o3) 1 (4o4) znajdujemy po seahkowaniu

uig -TT i*2 *2 FT) U«11)

Skrécenie preta wwokane Sciskaniem okresla wzor

*1 . -3 -8» - £ » e (4.1%)

Sumujac (401D 1 (4012) otrzymuje sie, po dwukrotnym zroz-
niczkowaniu poddug 'z

2
ul=iig + ildc - frf [$T7 + (D2 +£T + 2sJ. (4.13)

Ostatecznie, po podstawieniu w (487), dostajemy nastepujace
rownanie rézniczkose dla sity osionejs (t)

S+kXS« AR -j T+ (i)2+F1i], (4.1%
gdzie

-fer (A-«/0j)
Gp » "b LF - ciezar wkasny pretal
OT _ mEEmmM

Plerwszy sposrod wzordw (11,58), podany w pracy 2] na
str,,100 jest bledny, poniewaz nie zawiera drugiej calki,

mimo 1z dotyczy preta wstepnie zakrzywionego»



Rownania (4.5.1) oraz (4.14) tworza podstawowy ukdad nie-
liniowch rownan rézniczkowych probllemu.

4,4. Eliminujac w rownaniu (4.5.1) side S Zza pomocg
rowvnania (4.14) mozna podstawowy ukdad réwnan problemu
spronvadzi¢ do jednego rownania rozniczkono-calkowego.

Wprowadzmy najpierw zamiast funkcji t(t) wielkosSC Y * T+,
proporcjonalng do odleghosci Srodkowego przekroju preta
od osi  xF wowczas

Nt T+ M2+ FAJEMNY Y+ M2\ Yy

Rownanie (4,14) przyjmie teraz postaC nastepujaca

S+k2S+y M - 0 4,16)

zas romanie (4.5.1)

Y+ @-fi) Y-YS= F. “,1n
Przy pomocy rownania (4,16) mozna funkcje™ S wyrazi€ przez
Y, Zastosujemy w tym celu metode Lagrange™a,

irzyjmujemy
S(t)s sin kz + S2(t) cos KT,



wobec czego

S @k(sl cos ki - Sg sin KT +$1 sin kt + cos kx ),

Poniewaz dla okresSlenia 3 y/pronvadzilisny dwie niezalezne
funkcje 3, 1 3?, przeto mozemy nadozy¢ na nie ¢eden dowol-

ny warunek wigzacyj niechaj

S1sin kT + 3, eos kT  * 0, @.18)

3 a k(3 cos kT - S2 sin ki), “4.19

a :iastepnie

3 « k&S 3j) cos kT « k?(R 4.31) sin k«- 4.20)

Jezeli zrownania powyzszego wyeliminujemy- np, t0 przy
pomocy zwigzku

2 a-¢1l tgkf9
Wnikajgcego z (4.18), to otrzymamy

3+ k3 -k 1

[ —
COS"KT
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Wrazajac z kolei przez znajdujemy takze

S a- kK gjn T
Podstawienie tych zwigzkow do rownania (4»16) daje kolejno

g ., —t— (W)" cos kz
2k

$2 = —~(yy)" sin kT,
2k

skad, po scatkowaniu



Tak wiec funkcja S(t) ma postac

C, sin kT + Cp cos kf < i (YY) eos ki d2}-
&k vy

Cco3

~J(Tt)' sin kif dr. 4e23)
2k*

4*5* Dla okreslenia stakych catkovania C, 1 C2 dyspo-

nujesey dwoma warunkami poszaikow&is mianowicie dla t« O
jest s(o) a /3 oraz

- 11 ny * M ” "y
|th__0—[|%+ 'C|1=o >
gdzie jest znang predkoscia poczatkowg przegubu A,
Z pierwszego warunku wynika *~ 3
Aby wyznaczy¢ stalg musimy wykorzysta¢ zaleznosci

(4*11) oraz (4<>12)& rozniczkujac je obustronnie podhug r
znajdujemy

2

Ulg airn~~ (T + H»

u SsJtLJL. 3
ulc A



Dla t m Ot uwzgledniajgc warunek poczatkowy t(o) = 0
otrzymuje sie

¢lg () * o, ulc (©) » S<0>.
A zatem drugi warunek poczgtkowy daje
w1 - 0). (4»24)

Warto$é pochodnej S w punkcie r « 0 obliczany ze wzoru
“4.19

S() » k s_,(0).-

Poniewaz z rownosci (4*21) wynika S™0) m przeto

Podstawienie wzordow powyzszych w (4*17) daje poszukiwane
rownanie swobodnych drgan poprzecznych preta obarczonego
ciezarem na koncu, z uwzglednieniem skrécen osiowchs
wprowadzajac oznaczenia skracajace

22 y™Y,Y,r) =sin kN(YY)" cos kT dr - cos k*YY) "sin kr dr,

(4.26)

@-20)
mozna rownanie to zapisaC ostatecznie w nastepujacej postaci

Y+ (A -£+ £ cos KT -~sin ki) Y + YF(Y,Y,i) - f.
4.28)



4060 Wnioski» Ukdad rownan rézniczkowych problemu mozna
sprowadzi¢ do jednego nieliniowego réwnania rézniczkowo-
catkowego, ktore w przypadku istnienia krzywizny pierwotnej
preta (f 9 0) jest ponadto rownaniem niejednorodnym®© Jego
rozwigzanie nastrecza duze trudnosci rachunkowe®

Istotna przyczyng komplikacji zagadnienia jest uwzglednie*
nie skrocen osiowych preta, towarzyszacych jego drganiom
poprzecznym®

Celowym bedzie przeto rozpatrzenie najpierw przypadku proat**
szego, w ktorym pominiemy te skrécenia» jest to réwnoznacz-
ne z zatozeniem niescisliwosci osi preta® Rozwazania takie
zostang przeprowadzone w rozdziale nastepnym©

50 WYZNACZENIE AVFLITUDALNEGO UGIECIA JRETA
POSIADAJACEGO OS NIESCISLIWA

5010 Rozpatrzmy najpierw wyidealizowany przypadek preta
0 osi niescisliwej© Réwnanie rézniczkowe problemu upraszcza

sie wéwczas w sposob zasadniczy, a jego pierwszg calke,
podobnie jak w rozdz«2 - mozna uzyskac¢ przez kwadratmre®

Korzystajgc z tego rozwigzania postaramy sie nastepnie wpro-
wadzi¢ poprawke, uwzgledniajaca wptyw skroécen osiowych pre-
ta na wielkos¢ jego amplitudalnego wygiecia®© Odnosne obli-
czenia bedg przedmiotem nastepnego rozdziatu©

Odrzuémy zaton we wzorze {409) sktadnik ul okreslajacy

przemieszczenie przegubu A spowodowane Sciskaniem preta»
wowczas, zamiast rownosci (4013) otrzymany

COo - po podstawieniu w (407) daje

s(®) » fi tt + T2 + fT), (501)



gdzie

(602)

Podstawiajac z kolei (5ol) w rownanie (4*501) otrzymujemy

T+ @-/)T+a(T + HAT + T2 + ) - L.
G-3

Jest to rownanie drgan poprzecznych preta z masg na koncu,

jednakze z pominieciem Scisliwosci osi preta« Wystepujaca
tu nieliniowosC jest typu bezwdadnosciowego, przy czym w bu-

dowie wyrazu nielinionego nietrudno dopatrze¢ sie analogii z
z odpowiednim wyrazem rownania (2918), opisujacego ruch
ukdadu o jednym stopniu

Gdyby pomina¢ bezamtadnosS¢ masy ciezarka Q, lub gdy impuls
wywotujacy drgania pochodzidby od sid powierzchniowych,
tn, gdy 9n=0f to wowczas otrzymalibysmy

2(L - fi) 1 m H30R0

Jest to rownanie drgan preta Wstepnie zakrzywionego, Scis-
kanego ''statycznie*lsidg Qm , przy czym czestos¢
katowa tych drgan wnosi up™ -

5020 Postarajmy sie ruch opisany rownaniem (5»3) przed-
stawi¢ na plaszczyznie fazowej» W tym celu wygodniej bedzie
postugiwvaC sie wprowvadzong w funkcja Y m T + 1)
ponadto wprowadzimy jeszcze predkosS¢ amplitudy przemieszcze-
nia lub predkos¢ zmiany ugiecia Srodkowego przekroju
preta (J « 1/2)

v.T.%.”~. (54)
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RownoSC 1 a i jest oczywista, poniewaz T jest wartoscig
stadax, W dalszym ciagu piszemy

- A v F O£ *dV rdv /9 \
T"VRdF*dy dre dy = dv* (%«5)

Wyraz nieliniowy w rownaniu (5€3) przeksztakcany teraz na=
stepujaco (por.(2-35))

2
(T+H)[ftr T2 fi]- (T+f) J(S#f) -Ar (T+f) +[*]| (T+F)] J=

*d? (Y dE) "1 Ff dY €€T)*

Rownanie (503)» po uwzglednieniu zaleznoSci powyzszych
przyjmie postac

VFF+0 -/73Y +xjn ~ (W) -TFf®O0,
lub po pomnozeniu przez dY
Vav+ @ -fi)x dY dWw) - fdym 0o (™6)

Catkujac powyzsze otrzymuje sie rownanie wyrazajgce zasade
zachowania energii mechanicznej

i 2> Y2 +fift? - FY - C. G.D

Tutaj

"2 Yo 2’ Mo VO %0 (w)



oznacza energie poczatkong ukdadu pret - ciezarO Poniewaz
zas rozpatrujemy ukdad zachowawczy, (zatozenie 1loxd),
przeto stala C jest rowna cabkowitej energii ukdadu.

W rownaniu (887) charakterystyczne jest pojawienie sie
wyrazu zawierajacego iloczyn V2Y2, ktory jest odpowiedni-
kiem wrazu g&v w rownaniu energii (2.36) dla ukdadu o
Jednym stopniu swobodyO

Yo o sqwartosciami funkcji Y i V w chwili po-
czatkonej T s 0O Poniewaz T(0) m O przeto

YO - T() + - t# (G.9)

o0, po podstawieniu w (588) daje

1+7~F2 9 1-fi o
Cm—6- V2 - 20 (5*10)

5030 Rownanie (6*7) na plaszczyznie fazowej Y, V przed-
stawia rodzine krzywych calkowych, parametrycznie zalez-
nych od Rownanie tych krzywych mozna przedstawic¢
w postaci wnikajacej z (5o7)

26 + 2FY - @ -fi) Y2

VYY) « + \\— L -—J = — G.11.1)
+

lub po uwzglednieniu (G810)
@A +x3?2) V2 - QA +)fR2+2FY - QA -icY?
v(y) - %
1+ 3*Y2

(5.11.2)



Punkty przeciecia sie krzywych V(y) z osig Y wyznaczy-
my datwo jako miejsca zerowe rownania kwadratowego

G - - 2fY + [ + /3R - (L 4°F2) j-o-

(5.12)

Jego wyréznik
a4 -/2@A + ~fF2)N + 4/ 2

jest zawsze dodatni, albowiem &< 1, a zatem rownanie (5.12)
posiada zawsze dwa pierwiastki rzeczywiste. W dalszym cig~
gu wnioskujemy stad, ze trajektorie fazone sg krzywymi
zanknietymi™/, czyli ze obrazujg one pewien ruch okresowy.

Pierwiastki rownania (5«12) okreslone sg wzorem

01041121 +12}2

_______ irj-8——— 5-13>

Indeksy p i1l oznaczajg maksymalne ugiecia w prawg 1 lewg
strone od osi pienotnej, przy czym wygieciom w Kierunku
zgodnym z pierwotnym zakrzywieniem preta odpowiada znak +*
bedziemy je oznaczaC indeksem p.

Przy pomocy wzoru powyzszego mozna WyznaczyC amplitudalne
ugiecie srodkowego przekroju preta* oznaczajac odnosng
wielkoSC bezwymiarowg A e max T piszenmy ostatecznie

3. YyO-"KI+MF2)N + 122
s+ ———m
p p -~ 1/ (014

_——%
r Z uwagi na pominiecie wphywu thumienia.
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5040 Jezeli wzOr powyzszy zapiszemy w postaci

to mozna fatwo wkazaC, ze wyrazenie

<MBt -efTrr «5.15)

okresla amplitudalne ugiecie preta wstepnie zakrzywionego»
Sciskanegp statycznie sifg Qs ,3E (porMo8)e

Napiszmy w tym celu, zgodnie z (4o3) 1 (40d)
yo(e) - sin™i, yst(i) s iAst

Podstawienie tych zwigzkow w rownanie rozniczkowe odksztad=
conej osi preta
dyat

EJZ B- «(y8t +V
lub

d2

provadzi istotnie do wzoru G5y

Wobec tego wraz drugi we wzorze (5014) okresla przyrost
ugiecia sponvodowany dynamicznym charakterem obcigzenial

5050 Na rys«15 przedstawione sg krzaywe catkone dla réz-
nych predkosci poczatkowych V. (F » 4? /3s 0"S)»



sporzadzone przy pomocy wzoru (5,1102),, Ze wzgledu na sy-
metrie tych krzywych wzgledem osi odcietych przedstawiono

tylko potowe wykresu fazowego8 dwie krzywe wrysowane pod
osig Y obrazujg amplitudalne wychylenia 1 YN Srodko«

wego przekroju preta w zaleznosci od VQ

Na wykresie wkreslono m.in. liniem-m kttra, jest miejscan geome-

trycznym punktow odpowiadajacych najwiekszym predkosciom
V 1 linia ta przecina prostg Ys T w punkcie M, przez kto-

ry przechodzi krzywa fazowa odpowiadajaca pewnej predkosci
VQ - V™ Dla 0 <VQ< Vo wzrostowi wygiecia towarzyszy po-
czgtkowy wzrost predkosci poprzecznej elementow preta, az
do osiggniecia wartosci i, zas dla VQ > obserwujemy
ciggly spadek predkosci przy narastaniu ugiec,

Interesujacy jest przebieg trajektorii fazowej dla VQ & 0o
Przypadek ten ma miejsce np« gdy ciezarek Q zostaje zdg-
czony z pretem nagle, jednakze bez predkosci poczatkonej®
Wowczas otrzymuje sie graniczng krzywg fazowg, ktora ma
swO0j poczatek w punkcie K 1 przecina oS Y w punkcie Kpo
Odcieta tego punktu wyznaczona ze wzoru (6s13) (dlaV « O;
\:\j/yr;osi T+ 2)/(1- /A, czemu odpowiada wychylenie amplitu-
alne

- X J3/(U p) « 2eABt, G,16)
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wyznaczone ze wzoru (6*14)* Jest to wartos¢ dwukrotnie wiek-
sza od analogicznego wychylenia przy obcigzeniu statycz-
nym (por.5.15).

Widzimy tu pelng analogi¢ ze znanymi wynikami teorii ude-
rzenia poprzecznego w belke [6]$ przeprowadzajac przyblizo-

ne rozwazania energetyczne otrzymuje sie tam nastgpujacy
wzOr na dynamiczng strzalke ugiecia

fdy, > fst ¥V 4 +f.t#H«> G*17)

ktory dla VQ = O daje rowmniez ™ « 2fgt# Wzor (5.14.1),
jJest wiec odpowiednikiem wzoru (5*17) dla przypadku uderze-

nia podhuznego w pret (niescisliwy) wstepnie zakrzywiony,
ktorego masa jest mada w porownaniu z masg ciada uderzaja-

cego™"

Tak wiec przy statycznym obcigzaniu preta pierwotnie zakrzy-
wionego punkt fazowy przemiesci sie po osi odcietych z po-
4ozenia KQ(F,0) do K1(F3/(1-3), 0), odpowiadajacego nowemu
stanowi ronmovwagi trwadej $ trajektoria fazowa degeneruje

sie w tym przypadku do odcinka KoKl (rys.16),

Rys.16

To ostatnie ograniczenie zwigzane jest z zalozeniem
(@.5.7).



Natomiast po obcigzeniu naghym, cho¢ bez predkosci poczatko-
wej pret bedzie wykonywal drgania poprzeczne opisane gra-
niczng trajektorig fazong, z amplitudg dwukrotnie wiekszg
od ugiecia statycznegok,

5060 Aby okresli¢ amplitudalne wygiecie preta przy po=
mocy wzoru (56H) nalezy uprzednio wyznaczy¢ poczatkowg
predkosC V  przekroju Srodkonego preta, w zaleznosci od
danej predkosci poczatkowej WQ przegubu A oraz pozosta»
4ych parametrow ukfaduSezeli rozpatrywaC bedziemy przypa»
dek wzbudzenia drgan za pomocg plastycznego uderzenia cie«
zarka Q w przegub A, to zamiast nalezy bra¢ pod

uwage predkosC ciezarka WO

Dla rozwigzania tego zagadnienia postuzymy sie zasadg
Gaussa, zwang takze zasadg najmniejszego wymuszenia [7]0O
Jezeli ciato sztywne (lub ukdad ciat sztywnych) poddamy
dziakaniu okreslonych sit, to przy pomocy wspomnianej za~
sady mozna ustali¢* ktory sposrdd: mozliwych ruchdw ciada
w rzeczywistosci nastgpiO

Jalo Mietielicyn [8] sformHowat te zasade w odniesieniu
do przypadku dziakania sit chwilowch, opierajac sie na
nieco odmiennym niz u Gaussa okresleniu wymuszenia0O Rowo=>
czesnie dokonat on uogolnienia na przypadek uderzenia ciak

1 inTowo=sprezystyehO

Wykorzystamy przeto powyzsza zasade do rozwigzania sfoimu-
4owvanego powyzej zagadnieniaO

Nie wdajac sie w szczegbhone rozwazania, ktore na ogoh maja
elementarmy charakter, podamy od razu wniki koncoweO Otéz

predkosS¢ poczatkona VQ Srodkowego przekroju preta powig-

zana jest z predkoscig ciala Q przed uderzeniem

(podhtuznym 1 plastycznym) nastepujacym wzorem



gdzie c* \ j g/yc8 E » dynamiczny modut sprezystosci
pocuznejo

Ze wzoru powyzszego wnika nuin®, ze dla f» 0 jest VO * 0o
Jest to wniosek oczywisty jesli usSwiadomimy sobie, ze wzbu-
dzenie drgan gietnych preta za pomocg uderzenia podhuznego
uwarunkowvane jest istnieniem pierwotnej krzywizny preta0

W przypadku duzych wartosci stosunku /< wzér (G«18) mozna
znacznie uproscié» Wyrazy drugi i trzeci, stojace w na-
wiasie kwadratowym sg bowiem wowczas made» wobec w* = a po
ich odrzuceniu otrzymujemy nastepujacy wzor przyblizony

przy czym ze, okreSlone jest formHg (5«2)0

A zatem stosunek predkosci, wystepujacy we wzorze (2»48)
obliczymy nastepujgco

G 9
Znajac predkos¢ VQ potrafimy ponadto ze wzoru (50H) wy~
znaczy¢ amplitude Qk~ wygiecia preta (z pominieciem skré=

cenn osiowch), wobec czego zagadnienie sformutowane na
wstepie niniejszego rozdzialu mozna uznaC za rozwigzanex,

50 wnioski

a) Rozwazania niniejszego rozdzialu, prowadzone w opar»
ciu o zatozenie niescisliwosci osi preta czyli z po-
minieciem jego skrécen osiowych maja jedynie darak<s
ter przyblizony» Ich dok#adnosSC jest tym wieksza, Im
mniejsza wartos¢ posiadajg wspotczynniki X* i fi,
czyli 1m mniejszy jest stosunek Q/GB1 Q/PE oraz
im wieksza jest smukdosC A preta (porO wzory (&B) i
G2)-
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b) Jezeli dynamiczne ugiecie preta jest rezultatem po-
dhuznego uderzenia pewnej masy w ruchomy przegub, to
wzor (5«14) jest odpowiednikiem znanego w teorii
uderzenia wzoru (6»17) na amplitudalne ugiecie belki
po uderzeniu poprzeczym, . Jednakze w tym przypadku
istotng role odgrywa wielkoS¢ wstepnego ugiecia pre™
a8 im jest ono wieksze, tym mniejszy jest wphyw
skrocen osiowch, towarzyszacych drganiom podduznym
I tym wiekszg dokdadnos¢ posiada wiwczas wzér (5914),

W przypadku uderzenia pocduznego w pret o skabym zakrzywie-
niu wstepnym wspomniany wzor nie daje zadawalajacej dokda-
dnosci©

Tym niemniej zaleznosci podane w p€503 beda nam pomocne w
rozdziale nastepnym, przy wyprowadzeniu dokdadniejszego
wzoru na amplitudalne ugiecie preta z unzglednieni« skro-

cen osiowch,,

60 WYZNACZENIE POPRAWKI UNZGLEDNIAJACEJ SCISKANIE PRETA

6,1* Wzory rozdziatu poprzedniego wypronadzone zostaty
w oparciu o zakozenie niescisliwosci osi preta® Przy madej
krzywiznie poczatkorej dokdadnosS¢ tych wzordw moze byc¢
niewystarczajaca, albowiem wéwczas wplyw skrécen osiowych
na ugiecia preta jest znaczny©

W tym przypadku wniki rozwazan rozdziadu poprzedniego mozna
traktowaC jedynie jako pierwsze przyblizenie, przy

pomocy
ktorego jednakze postaramy sie rozwigzaC ukdad réownan roz-
niczkowych problemu (4o16; 1 (4017J

Y+ @QA-ABY-YS» T, (601)

S+kXS +~ (YW)'mO. (6c2)
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Gdyby udado nam sie znalez€ zaleznoSC S » s (), a nastepT

nie takze S * S(y) to wowczas calkowanie drugiego sposrod
przytoczonych rownan nie nastreczatoby juz trudnosci®

w zwigzku z tym zauwazmy, ze z rownania (6.1) wnika

S* + 1% 1 (6s3)
pr?y czym jest
AR As2) .5,

Jednakze te zwigzki nie pozwalajg jeszcze na wyznaczenie
poszukiwanych zaleznoSci» poniewaz nie znamy postaci funkcji
V«vy)O

Tym niemniej trudnoS¢ te mozna rozwigzaC w sposéb nastepu-
Jacy* Postepujac zgodnie z metodg kolejnych przyblizen
przyjmiemy rozwigzanie dla preta niescislivego, uzyskane
w rozdz.5» jako pierwsze przyblizenie. Korzystajgc zatem
z rownosci (5-11.1) otrzymamy po przeksztatceniu

¢ iz PP A PflE (M)
1 +#*Y

gdzie C okresSlone jest wzorem (5<10).

Przy pomocy powyzszej rownosci mozna juz datwo wyrazi¢ S
Jako funkcje Y* rozniczkujac w tym celu (6.5) podhug Y
oraz podstawiajac w (6.3) znadujemy

mf,cl__l_ 4\2 ( )
gdzie
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6020 Z kolei mozemy juz wyznaczyC zaleznosC S m S(y)O
Uprzednio zawazmy, ze
as ady dS
di E dy di dy

) =

6

wobec czego

i ostatecznie

Rézniczkujac dmukrotnie zaleznosS¢ (606) podtug Y otrzymuje«
my kolejno

KY4 + 6Y2 + 4DY - 3 M

Y5+ 10 Y3 + I0RODY2 - 15Y - 2D

A 5, p P T I i lmum m nnA -}

dy2 - A ¢ <. Y2W

CO po podstawieniuw (6e8), z uwzglednieniem (685) prowadzi
ostatecznie do poszukiwanej zaleznosci S » S(y )0 Wynik ten
mozna zapisaC nastepujaco

S * - —ore=- > (6.9)
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przy czym wspokczynniki okresSlone sg formuami

al- 8CD - 3f/~*,  a2-90C + 15(1- fi)/ *»,

a, s 69F ® 8d(6~,C+1=fi)-,a. » =140"Ca80(l<=>6p>
Y| (6010)

ar s 20n,d(1~ fi)=457#fy ag fsm= 6°C+197b (1>Fi)«

ay * =5 33s 2 /30

6030 Rownanie (602) mozna takze zapisaC w postaci
S+KkS+]|V s A
lub po pomnozeniu przez Y/I<2 ® 2avi, (por*(6(2))
252,57 mSY +*»VY -0 . ©*11)

Wyraz drugi wystepujacy w tym rownaniu» na mocy G93) i
(604) przeksztakcimy nastepujaco

sYsv o+ (@-fi)VY-F.

Ponadto wprowadzimy do rozwazan funkcje <(y),, okreslong
nastepujaca zaleznoscig rézniczkowg

SY*” 0 (6012)

W zwigzku z tym rownanie (6011) mozna teraz zapisaC w po~
stael
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lub, po pomnozeniu przez dY

V v+ @AY dY - FdY +AYV dOW) + 2#*d# a 0o

Calkujac powyzsze otrzymujemy rownanie energii w drugim
przyblizeniu

JV2+ Ay 2=FY+ry 22 +27M/(y) «cv

przy czyn (por=,(510))

2
0. —==—=— V2 - - l— 2 +2%4- C + 2«;
1 2 0 2 (6.13)
tutaj oznacza poczgtkowg wartos¢ funkcji ~(y ), czyli

dla Y =Y(©) « fo
Rownanie krzywych catkowych ma teraz posta¢ nastepujaca

2C+2fY - @ -fi)Y - - 1)

vy) - £\
1+ 6.14)

Wzor powyzszy stanowil drugie przyblizenie w odniesieniu
do funkcji (6*11@1), ktdra okresSla predkosS¢ przekroju Srod-
kowvego w pierwszym przyblizeniu.

Funkcje #(y) wyznaczymy datwo za pomocg catkowania wyra-
zenia (6-12)

oY) -F sv av.
Jezeli podstawimy tutaj rownosc (6 9) to otrzymamy osta-
tecznie b a
Oy) -xh f - ———r-r dv. (6015)
@+arYr
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6,4. Cadki typu 1 b f YNMI+7Y2)“5 dY, wystepujace
we wzorze powyzszym dajg sie -zgodnie z twierdzeniem Czeby-
szewa - wyrazi¢ przez funkcje elementamex

Pierwsze dwie cabki (. dla n - 11 2) znajdujemy 4atwo.

Przy obliczaniu nastepnych wygodnie jest stosowaC wzor re-
kurencyjny, wynikajacy z nastepujacego rozumowvania3

n+1 2)5

W rezultacie otrzymujemy nastepujgce funkcje pierwotne
Z £ 1+ *Y2)

gil* - 1/8 24»

384 7

-«p t.uzU M tg
128 7

-?2*> " 1stZi («=«)
a . 1i5£=uanjaa -M + N tgyrzi.
334z

T, B2 - 123+ 28872 127+ 48
1 384 4

syl . (ABPTRER2002+48) Ve - 1+ B arc 1Nz
384 7»



Dla ukatwienia obliczen na rys017 podano wykresy powyzszych
funkcji dla argumentu ~,,Y2h z - 1g przy pomocy tych krzy-
wych mozna szybko wyznaczy¢ ze wzoru (6015) funkcje §» a
nastepnie popranke 47, (#~ #Q), wystepujacg we wzorze

(6014)0 W ten przyblizony sposdb ‘wzglednilismy wpkyw skro-
cen osiowych preta na amplitude jego drgan poprzecznychO

Na rysOl6 linig przerywang wkreslono krzywa cadkowg odpo-
wiadajacg drugiemu przyblizeniug widoczne jest pewne zmniej-
szenie amplitudalnego ugiecia w porownaniu z krzywag oiagha0
ktora dotyczy preta z osig niescisliwg0

6050 Wnioskio W sposdb analogiczny do przedstawionego
powyzej mozna by rowniez ustali¢ dalsze przablizenia®)
Jednakze, jak wykazujg obliczenia, nawet w przypadku bardzo
madej krzy\leny pienwotnej juz drugle przyblizenie zapewnia
na ogot zadawalajacg dokdadnos¢ obliczero

Tak wiec zagadnienie okresSlenia amplitudy drgan swobodnych
preta dwprzegubonego z masa skupiong na kohcu, z uwzgled-
nieniem jego scisliwosci mozna uznaC za rozwigzane z wystar-
czajaca dla praktyki dok#adnoscia3
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OTAMWKA (JACrm G HEJS'IHSHHOE HHEHmOIIHOCEbiO

Pe 3ioMe

3 padoTe aHajni3iipyeTCH AKHaMUKa cTepjKHfl maproipHO
onepToro, Ha hojibiochom KOHue KOToporo HMeeTCH co-
cpeAOTogeHHan Macca. CpiecTBOBame stoé& Macch
BBONIT B ypaBHeHHe ABHXeHHH CTepJKHH HeJlHHeE iyio
HHepmiOHHOCTL C XapaKT epHCTIWeCKHM BMpajKeHhoM
rana (1*2).

liepeMemeHHe no”~BracHoro mapHHpa ABJineTCH pesyjilL-
TaTOM npornda CTep&HH, a Taicne cataran chjioé HHep-
mMiIOHHOCTH rpy3a. yqaraBafl OAHOBpeMeHHO oda sth
EaKTopH noJdiygaeTCH HeJniHeEHoe hhterpoOTcodepeH-
UHJiLHoe ypaBHefflie ABHHeHHH cTepKHH.

B CBH3H ¢ Tpy“"HOCTHMHenpH pa3pemeHHH 3Toro ypaB-
HeffIfl paccMaTpHBaeTCA CHagaJdia ciicTeMy ¢ o&hoe
cTeneKBs$SK) cbododh, nMeioiuya HejMHeEHoio HHepmiOH-
hoctb» Ecjeh noAO6paTB napaMeTpH CHCTeMu TaK, hto-
Oh 00ecneHHTB ero CTaTHnecKoe h KHHemTHgeCKoe
nofloOHe co cTep&HeM, to 3Ta cncTem Moaer cjiyacHTB
KaK TeoperanecKan Mosejn» CTepKHH ¢ Hec&MwiaeMoE
OCBK), KOTOpHE HMOeT rpy3 npHKpenJieHHHE K nOIiCBHA-
HOMy KOHUy.

3 pe3yjiTaTe npojteJiaHHoro aHajni3a codCTBeHHHX ko-
jiebaHHE stoe CHCTeMH aBTop nojiygmi $opMyjiH, no3-
Bojrawtime onpeAeJEITB ammiTyny h KpyroBoio qacTOTy
nonepeHHx KOJiedaHiiE. JtBHscemie CHCTeMH npe~cTaB-
jieHO Ha ¢ba30BOE nJiocKocTH.

3aTeM. npHMeHHH mstoae ajioro. napaMeTpa (kotoplié
Hyro AaOIHHIB mB—Céao*n rapVIOHHRAKHX),

pa3pemeHa sa.naga BBIHySCjIeHHHX KOJiedbamiE, hto C&e-
JiaJTO BO3MO3KHHM COCTaBHTB aMUJMTyHHO—HaCT OTHyio
xapaKT epiiCTHKYy.

30 BTopoii MacTH aHajni3Hpys}TCfl codcTBeHHHe KOJieda-
HKff CHCTéMH CO CTepJKHOM C paClipejie. TOHHOE MaCCOE*

CHaqgalJia pa3pemeHO oOojiee JierKHE cjiygaE CTepKHH c
HecmjaeMOU ocbio, 3aTeM, npHMeHHH MeTo# nocjiejio-
saTeJiBHHX npiidjraeHHE Onpe,nedieHO nonpaBKy, yqii-
TBffiajomyio canMaeMocTB och*



DYNAMICS OP SYSTEMS WITH AN INERTIAL
NON-LINEARITY

Summary

In the paper an analysis has been carried out of dynamics
of a two.~jointed bar with an attached weight on i1ts mobile
end® Existence of this weight has introduced into the mo-
tion equation the non-linearity of inertial type with a
characteristic link of (1*2) typeO

Displacement of a joint®is a result of a bar deflection
and of compression by weight irertia,»

Taking Into consideration simultaneously both these factors,
a non=linear differential - integral equation of the bar
motion has been achieved (Chapter 4 )

Due to the difficulties caused by the solution of this
equation, first (Chapter 2) a system with one degree of
freedom of an inertial non-linearity has been discussed«

IT we select parareters of a system so that i1ts statical
and kinematic similarity to a bar has been mede sure - then
this system might serve as a theoretical bar model (with
an incompressible axis) having a weight attached to its
mobile jointe

As a result of carried out analysis of free vibrations
in this system (Chapter 2), formulae have been derived for

the amplitude and owmn frequency of lateral vibrations«,
Free vibrations have been pictured on the phase plane.

Then (Chapter 3) applying a method of a small parameter
supplemented by a principle of harmonic equilibrium, the
problem of force vibration has been solvedg as a result of
this fact a characteristics of amplitude - forced frequency
was made.

In the second part of the paper free vibrations of the sy-
stem with a bar regarded as a material continuum have been
discussed«

First of all (Chapter 5) a simpler case of a bar having

an incompressible axis was solved, and then by the appli-
cation of successive approximations a correction has been
determined which was taking Into consideration this com-
pressibility*
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ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI

SLASKIEJ

ukazujg sie w nastepujacych seriach:

A. AUTOMATYKA

B. BUDOWNICTWO
Ch. CHEMIA

E. ELEKTRYKA
En. ENERGETYKA

G. GORNICTWO

IS. INZYNIERIA SANITARNA

MF. MATEMATYKA-FIZYKA

M. MECHANIKA
NS. NAUKI SPOLECZNE

Dotychczas ukazaly sie

Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika
Mechanika

N NNNNNNNNRNRINNRNRINRNN

=

o A wwpN

nastepujace zeszyty serii M:

1954
1955
1956
1957
1958
1960
1960
1961
1961
1962
1962
1962
1962
1962
1962
1962

b e B B B B B . e B B B e SO B e
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0,
92,
88,
122,
169,
167,

zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt
zt

8,45
13,50
13,-
27—
33—
4335
14—
15,30
20,60
7,45
11,75
2,90
6,25
375
7,65
10,95






