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ALGORYTM OPTYMALNEGO DOBORU PAR ELEMENTÓW Z DANEJ SERII

S t r e s z o g e n ie . Algorytm, przedstawiony w praoy pozwala dobrać 
e d a n e j ' s e r i i  elementów ( ta k io h ,  Jak n p .  opory, diody półprze
wodnikowe i t p . )  maksymalną i lo ś ć  par Edatnyoh do współpraoy 
elementów przy pewnych za łożen laoh , dotycząoyoh k ry te riuw  
z d a tn o ś o i .  W praoy podano tw ie rd z e n ia ,  na k tórych  algorytm 
s i ę  op ie ra  1 d e f in iu je  nlezbędnyoh p o jęć ,  oram op is  algorytmu 
przedstawiony w p o s ta o l  olągu i n s t r u k c j i .  Omówiono r o l ę  po- 
szozególnyoh tw ierdzeń  1 ln tu lo y jn e  podłoże d e f i n i c j i ,  dowody 
tw ierdzeń  będą przedmiotem osobnej p u b l lk a o j l  w "Zastosowa- 
n laoh  Matematyki*.* ''

Wskazane z o s ta ły  konkretne możliwośoi zastosowań teo h n io z -  
nyoh.

1 .  Watępne postaw ienie  zagadnien ia

Dla współpraoy dwu elementów tego  samego ro d za ju  w jednym uk ładz ie  ozęsto 
I s t o t n a  j e s t  n ie  ty le  loh zgodność e pewnym ustalonym wsoroem, I l e  t o ,  by 
elementy te  możliwie mało ró ż n i ły  s i ę  między sobą .

Tak J e s t  na przykład  przy d o b ie ran iu  par grzejników do współpraoy w 
termicznych a n a l lz a to ra o h  gazu, lub par prostowników do mierników magne- 
toe lek tryoznyoh  prądu zmiennego. W pierwszym wypadku potrzebna J e s t  zgod
ność w o toczen iu  punktu praoy o h a ra k te ry s ty k  oporu grzejników w f u n k c j i  
temperatury o toczen ia  1 prądu z a s l la ją o e g o  (ozasem I s to tn a  J e s t  także za
leżność od o lś n ie n ia  o to c z e n ia )  oo sprowadza s i ę  do równości w punkole 
praoy 1 w k i lk u  punktaoh są s ie d n ic h  d la  obu grzejników fu n k o j l  R » f ( T , I )  
(gdzie  R -  opór g r z e jn ik a ,  T -  tem peratura  o to o zen la ,  I  -  prąd z a s i l a j ą -  
oy) oraz j e j  poohodnyoh oząstkowyoh, lub  do małej różn loy  między tymi 
w ie lkośc iam i d la  obu grzejników w każdym z usta lonyoh punktów pomlarowyoh 
W przypadku prostowników wymagana j e s t  dobra zgodność o h a ra k te ry s ty k  p r ą -  
dowo-napięoiowyoh w całym z a k re s ie  pracy (oo znów sprowadza s i ę  do równoś 
o l ,  lub małej różn loy  między w artośo lam l nap ięć  1 między opoznośolaml dy
namicznymi w k i lk u  punktaoh zakresu  p ra o y ) ;  można także wymagać, by zgod
ność o h a rak te ry s ty k  prądowo-naplęoiowyoh utrzymywała s i ę  przy zmlanaoh 
temperatury p raoy .

Dla p ro duko jl  s e r y jn e j  n a jb a r d z ie j  oelowe wydaje s i ę  dokonanie doboru 
par w sposób, k tó ry  rozwiązywałby n a s tę p u ją o e ,  na r a z ie  n ie  oałklem ś o l -  
ś l e  postawione z a g a d n ie n ie :
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dane J e s t  n elementów, ponumerowany oh l iczbam i -(i, 2 ,  ..........   n | ;  e l e 
menty te  możemy łąozyó w pary p o a ta o l  {k ,  l }  (elementy są t u  re p re z en 
towane przez swoje numery, pary -(k, l }  aą zbiorami dwuelementowymi, n ie  
zad tzw. parami uporządkowanymi), przy ozym

(1) skoro element k występuje w parze z elementem 1 to  n ie  może w ystę-  
powaó w parze z żadnym innym elementem oraz

(2) każda z utworzonych par musi ozynió zadośó ustalonemu uprzednio  
k ry te r iu m  zd a tn o śo i  do w spółpracy;

spośród w szystk ich  sposobów doboru p a r ,  spe łn iaJąoyoh  warunki ( 1 ) 1  (2) 
na leży  wybraó t a k i ,  przy którym i lo ś ó  utworzonych par J e s t  największa ze 
wszystkioh możllwyoh.

Efektywne i  ogólne rozw iązanie  tak  postawionego zagadnienia  pozw oliło 
by nam w sposób n a jb a r d z ie j  ekonomiczny wykorzystaó każdą konkretną s e r i ę  
elementów, od ra z u  Jednak można s i ę  spodzlewaó, że będzie  ono w praktyoe 
praooohłonnej d la teg o  doboru dokonuje s i ę  w rzeo zy w is to śo i  na ogół metodą 
prób, z góry rezygnując  z optymalnośoi doboru. Jednak w przypadkach t a -  
k io h ,  Jak opisane na poozątku oraz we wszystkioh lnnyoh, w k tó rych  woho- 
dzą w grę  d ługotrw ałe  z konlecznośo l  pomiary temperaturowe dla  w ie lu  p a r ,  
poszukiwanie rozw iązania  optymalnego w naszkioowanym wyżej sens ie  1 opar
tego o porównanie pomierzonyoh parametrów p o j e d y n o z y o h  e l e 
mentów s t a j e  s i ę  znacznie b a r d z ie j  pożądane, a Jego praooohłonnośó r e l a 
tywnie m a le je .

Celem t e j  praoy J e s t  p rzedstaw ienie  algorytmu znajdowania doboru p a r ,  
sp e łn ia ją c e g o  warunki ( 1 ) ,  (2 )  o raz  dającego maksymalną i lo ś ó  par d la  do
wolnej s e r i i  elementów 1 dowolnego n ;  przy tym kry te r ium  zd a tn o śc i  pary 
do współpraoy zo s tan ie  określone w sposób, pozostaw iający dużą swobodę wy
boru  k ry terium  w praktyoe (zob . punkt 3 1 poozynione tam uw agi) .  Przed
stawione będą także p rz e s ła n k i  t e o re ty o z n e ,k tó re  doprowadziły do skons tru 
owania algorytmu oraz sformułowane potrzebne tw ierdzen ia  z uwagami o ich 
praktyoznym w ykorzystaniu  i  n iek iedy  szkioami dowodów. Pełne dowody przed- 
stawionyoh tu  tw ierdzeń  zreferowane z o s ta ły  przez au to ra  na seminarium 
p r o f .  J .  Łukaszewloza na Uniwersytecie Wrooławskim i  będą przedmiotem 
osobnej p u b l lk a o j i  w "Zastosowaniaoh Matematyki". W t e j  praoy ograniozymy 
s i ę  w zasadz ie  do p rzeg lądu  wyników, kładąo n ao lsk  na loh znaczenie p rak -  
tyozne .

2 .  Pojęo ie  s e r i i  i  doboru

Nie straoimy na z rozum la łośo l ,  a zyskamy na z w ięz ło śc i  wypowiedzi, J e ś l i  
w dalszym c iągu  będziemy mówló n ie  o elementaoh, a o l lo z b a c h ,  k tó re  są 
loh numerami. Ula u sc a ie n la  tego sposobu mówienia uprowadzimy n as tęp u jącą  
d e f i n i c j ę .
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D e f in lo ja  1: Zbiór -[1» 2 ,  . . . . . .  nj- n naJmnieJszyoh l lo z b  oaticowltyoh
dodatn loh  nazywamy s e r i ą  d łu g o śo l  n .

S e r ię  d łu g o ś c i  n oznaozad będziemy konsekwentnie przez SQ< Oazywlśola 
s e r i a  Sn-1 j e s t  ozęśoią  s e r i i  SQ 1 zawiera o jeden element m nie j,  n iż  Sn. 

Przystąpimy t e r a s  do o k re ś le n ia  p o jęc ia  doboru.

D e f in ic ja  2 i  Doborem z s e r i i  Sjj będziemy nas/wad każdą funkó ję  f  t a k ą ,  że 
W1) f  j e s t  okreś lona  na pewnym sb lo rse  A (f)  l lo s b  s s e r i i  SQ 1 p rz y j— 

muje w a r to śo l  s  tego samego sb io ru  A l t ) }
W2) skoro 1 J  j  są  l losbam l s A ( f ) ,  to  f ( i )  + f ( j )}
W3) d la  każdego 1 s  A (f )  f ( l )  4  i }
W4) d la  każdego 1 z A l t )  skoro f ( l )  -  k ,  to  f ( k )  -  1 .
Wskażemy w j a k i  sposdb d e f ln lo ja  t a  odsw lero led la  b a r d z ie j  konkretne

po jęo le  doboru z punktu 1 .  Dtwórbej w tym oe lu  w szystkie  pary p o s ta o l  { i ,  
f ( l ) }  , gdzie 1 przeb iega  zb ió r  A l t ) f  p rzez parę będziemy tu  rosumled 
zb id r  dwuelementowy, a n ie  tzw. parę  uporządkowaną. T ten  sposdb funkoja  
f  I s t o t n i e  dob iera  pewne pary l i c z b  ze zb io ru  A l t ) }  d z i ę k i  warunkowi W1 
d e f i n i c j i  zb ió r  A ( f ) j e s t  zarazem zbiorem w szystkloh l lo z b  z Sn , k tó re  na 
ją  p a r ę .  Nie mtisl to  byd zb ió r  w szystkloh l lo z b  z Sn , bo n ie  żądaliśmy w 
punkole 1, by w szystk ie  elementy s e r i i  były poląozone w p a ry ,  a nawet n ie  
możemy tego żądad . Warunek W3 d e f l n l o j l  gw aran tu je ,  że żaden element n ie  
zo s tan ie  skojarzony sam ze sobą -  samo po jęo le  fu n k o j l  n ie  wykluoza t a 
k i e j  możllwośol. Wreszcie warunki W2 1 W4 lą o z n le  gw aran tu ją ,  że każdy e -  
lement zb io ru  A (f)  występuje w dokładnie je d n e j  p a rz e .

Następująoa d e f ln lo j a  u ła tw i  sformułowanie da lszyoh wypowiedzi.

D e f in ic ja  3 t  Nieoh przy pewnym n t  będzie  doborem z s e r i i  Sn oraz  nleoh 
A l t )  ma znaozenle t a k i e ,  jak  w d e f l n l o j l  2 .  Wdwozas nazwiemy mooą doboru 
f  1 oznaczymy przez  P ( f ) l lo z b ę  t a k ą ,  że 2 P ( f ) j e s t  l l o ś o l ą  l lo z b  w zb io 
rze  A ( f ) .

Uwaga: łatwo zauważyd, że P ( f ) J e s t  po p ro s tu  l l o ś o l ą  par,, skojarzonyoh 
przez  dobór f .
Z d e f l n l o j l  2 łatwo można wyolągnąd nas tępu jąoy  Wniosek: j e ż e l i  m <  n 1 
J e s t  doborem z Sffl to  f  J e s t  doborem z Sg.

D ef ln lo ja  doboru n ie  uwzględnia w żaden sposdb po jęo la  z d a tn o śo l  pary , 
k tó re  zo s tan ie  wprowadzone do rozważań osobno w następnym punkole .

3 .  Punkoja z d a tn o śo l

Zaoznlemy od podania fo rm alne j d e f l n l o j l ,  k tó rą  n a s tę p n ie  d o k ład n ie j  omó
wimy.

D e f ln lo ja  4 : Będziemy nazywad funkoją  z d a tn o śo l  na Sn każdą funkoję  z 
( i ,  j )  dwu zmienny oh, określoną d la  1, J p rzeb iega jących  Sn ,  przyjmującą
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d l a  każdej pary argumentów w artość  0 l u t  1 o raz  symetryczną t e n .  t a k ą ,  
ż e

z ( i ,  j )  « z ( j ,  i )  

d la  dowolnyoh 1, j  Ee z b io ru  SQ.
F a r ;  { i ,  j }  elementów S& nazywamy zdatną do współpraoy Ee względu na 
funko ję  z d a tn o śo l  b wtedy 1 ty lk o  wtedy gdy s ( l ,  j )  -  1 .

Taka d e f in i c j a  f u n k c j i  zd a tn o śo l  i  n a s tę p n ie  p o jęc ia  zd a tn o śo l  pary 
n ie  zawiera żądnyoh wskazówek oo do r e a l n e j  t r e ś o i  p o jęc ia  z d a tn o śo l ,  na
kłada na to m ias t  pewne ogran iozenia  formalne przez za łożen ie  o s y m e t r i i  
f u n k c j i  s .  Omówimy b l i ż e j  praktyczne snaozenle tego z a ło ż e n ia ,  w dalszym 
olągu zaś zastanowimy s i ę  nad sposobami o k re ś le n ia  f u n k c j i  sd a tn o ś c i  w kon
kre tnych  przypadkaoh.

Każdy element e danej pary .{i, j  j. umieszczony j e s t  w określonym miej 
sou montowanego przez nas u k ład u .  Można Bałożyó, że miejsoe jego numeru 
(np .  i )  w symbolu s ( l ,  j )  związane j e s t  z miejscem w u k ła d z ie ,  w którym 
elem ent umieszczamy. Założenie o s y m e t r i i  f u n k o j l  z oznacza wówczas, że 
zamiana m iejsc  elementów dowolnej pary w uk ładz ie  n ie  wpływa na zdatnośó 
t e j  pary do wspólpraoy .

Kaazkloujemy t e r a z  przykładowy sposób def in iow ania  f u n k o j l  zdatnośo1, 
k tó ry  jak  s i ę  zdaje  dobrze odpowiada typowym zagadnieniom praktycznym. 
Wydaje s i ę  o czyw is te ,  że na zdatnośó elementów pary -£i, J j  do w spó łp ra -  
oy wpływają parametry tych elementów/ Każdemu elementowi i  przyporządko
wać można uk ład  i ( i )  » < x . j ( i ) ,  r ^ f i ) ,  ........... XgCi)^ N o h a ra k te ry z u ją -
oyoh go parametrów, można traktować te n  uk ład  jako wektor z N-wymlarowej 
rz e c z y w is te j  p r z e s t r z e n i  l in io w e j  H* x \
Celowo będzie  ooenlaó zdatnośó pary  ^1 ,  jj- do wspólpraoy z punktu widze
n ia  całego u k ład u .  Załóżmy, że praoa układu scharakteryzowana j e s t  przez 
pewną wielkość F , k tó ra  j e s t  funkoją  2N zmlennyoh x ^ ,  . . . ,  xH, y ̂  . . . .  ys
p o s ta o i  F(x1-y 1 ,  x2- J 2 * . . . ,  Xg-yj,), pi»7 pzym|?Cx1- y 1 ,  ............ Xjj-yK)| -
«jpCy^HZ^, . . . . . .  Można za łożyć , że w przypadku Id e a ln e j  praoy
uk ładu  F m 0 (F j e s t  swego ro d z a ju  "błędem uk ład u 1!). Kładą o d la  us ta lonego  
t  > 0

z Cl, j )  ■ 1 wtedy i  ty lko  wtedy, gdy

| f (x1 (1 )  - x 1 ( j ) ,  . . . ,  xN( i )  -  X jj( j) ) |  <  t  (*)

otrzymujemy fu n k c ję  'sd a tn o śc i  o własnośolaoh postulowanych przez d e f l n l -  
o ję  3 1 odpowiadającą in tu icy jnem u p o jęo lu  z d a tn o ś o l .

W związku z w łasnościam i tyoh p r z e s t r z e n i  zob. n p .  I .U .  Cel’ fand "Lek
c j i  po l i n e j n o j  a l ’ g e b re" .



Algorytm optymalnego doboru par e lem entów .. . 17

Można w n as tęp u ją  oy sposób zwiąsaó t ę  d e f in io j ę  z pojęoiem normy 1 od- 
l e g ł o ś o i  w p rz e s t rz e n ia c h  liniowyoh (so h .  n p .  I .  U. Qel’ fa n d ,  op . o l t . ) .  
ZalÓAmy, że P (n^, . . . . . .  Ug) ma względem zmiennyoh u.,, . . . . .  Ug ró ż n io z -
fcę zupełną w punkole < 0 ,  . . . . . .  0 )  p o s ta o l  d? -  A1du1 + . . . . .  + Agdug.
Można d e f ln lu ją o y  funko ję  zd a tn o śo l  warunek (* )  o p o s ta o l  n ierównośoi n a -  
łożyó n ie  na P a na wyrażania

lAi l  ( j ) |  + + | ar | |x H( i )

Łatwo sprawdeló, że wyrażenia to  ma w łasnośo l  zdefin iow anaj p r sa s  normę 
o d le g ło ś c i  w p r z e s t r z e n i  l in io w e j  RN o H wymiarach możemy wlęo mówló, że 
para { i» j}  J*“ t  zdatna do współpraoy, gdy elementy j a j  są " b l i s k ie "  w 
sen s ie  pewnej d e f l n l o j l  o d le g ło ś o i .  Oczywiście wybór t  J e s t  Już sprawą 
o sys to  p rak tyozną .

A. Dobory dopuszozalne 1 maksymalne. S o ls łe  s fo r  miłowanie sagadn ien ia  z 
punktu 1

W dalszym olągu długość n s e r i i  Sn oraz  określoną d la  Sn funko ję  z d a tn o ś -  
o l  s będziemy uw ażali  za u s t a lo n e .  Będziemy również przyJmowaó, że okre
ś l e n ie  f u n k o j i  Bdatnośoi z d la  s e r i i  Sn o k re ś la  tym samym odpowiednie 
funko je  zda tn o śo l  d la  wszystkloh s e r i i  SD gdzie p <  n .

D e f in lo ja  3: Dobór f  z s e r i i  Sp ( p ^ r n )  nazwiemy doborem dopuszczalnym w 
Sp ze względu na funkoję  Bdatnośoi b  wtedy i  ty lko  wtedy, gdy z  ( l , f ( i ) ) «
» 1 d la  dowolnego 1 ze zb io ru  A ( f ) .  Oznaczenie A ff)  rozumiemy tu  Jak w de- 
f i n i o j i  2 .

Dobór f  b s e r i i  Sp będziemy nazywali maksymalnym doborem z Sp wtedy i  
ty lk o  wtedy, gdy J e s t  on dopuszozalny Be względu na funkoję  Bdatnośoi z 
oraz  d la  dowolnego doboru g z Sp , dopuszczalnego ze względu na z zaobodzl 
nierównośó

P(g) <  P ( f ) ,

gdzie  P ( f ) ,  P(g) oznaoBaJą odpowiednio mooe doborów f ,  g .
Moc maksymalnego doboru z Sp oznaozad będziemy przez Pp .
Celowośó o k re ś le n ia  zawartyoh w t e j  d e f i n i o j i  pojęó d la  wszystkich 

p ^  n s t a n ie  s i ę  Jasna w punkole następnym. Użyte w d e f in ic ja c h  1, 2 ,  1 , 
4 ,  5 oznaczenia będziemy w dalszym olągu s to so w a li  konsekwentnie w tym sa
mym znaozenlu , n ie  podkreś la jąc  tego za każaym razem.

Zauważmy, że dobór dopussozalny w sn sp e łn ia  warunki ( 1 ) 1  ( 2 ) ,  sformu
łowane w punkole 1 , J e ś l i  po jęo le  z d a tn o śo l  spreoyzujemy ta k ,  Jak w punk
o le  3 .
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D zięk i temu s t a j e  s i ę  Jasne , że zagadnien iu  z punktu 1 odpowiada n a s tę 
pujące ś c i s ł e  sformułowanie.

Z a fa d n le n ią : Znaleźć maksymalny dobór z danej s e r i i  Sn przy u s ta lo n e j  
f u n k o j l  z d a tn o śc l  z  ( i , j ) .

W następnych dwu punktach podamy tw ie rdzen ia  i  wzory, niezbędne d la  
rozw iązan ia  tego zag ad n ien ia .

5 .  Twierdzenie podstawowe

Pokażemy, Jak można skonstruować dobór maksymalny z danej s e r i i  SQ w spo
sób reku rency jny ,  tworząc ko le jno  dobory maksymalne d la  s e r i i  Spf gdzie 
p » 1, 2 ,  . . . ,  n .  Twierdzenie podstawowe, k tó re  wskazuje na taką  możli
wość, poprzedzimy jednym twierdzeniem pomoonlozym i  Jedną d e f i n i c j ą .

Twierdzenie 1 :  Dla p < n  mooe doborów maksymalnyoh z s e r i i  S_ 1 S_.., spefc- r" P P’1' ‘
n l a j ą  n ierów ności

Pp ^  ^p+1 ^  1+^p*

Dowód J e s t  łatwy i  można go tu  p rzed s taw ić .  Lewa nierówność j e s t  oozywi- 
s t a ,  gdyż każdy dobór z Sp j e s t  doborem z s e r i i  Sp+1 i  J e s t  to  prawdą tak
że d la  doborów dopuszozalnyoh. Załóżmy, że n ie s łu sz n a  J e s t  nierówność pra
wa i  że d la  maksymalnego doboru f  z s e r i i  S . .  J e s t  ? ( f )  » P >  1 + P „ .p+i Pt! p
Cynika s tą d  łatwo sprzeoznośó . Zbiór A (f)  musi zawierać l io z b ę  P+1, in a 
c z e j  bowiem f  byłby doborem z S i  musiałoby byó P ( f )  <  Pp .  Skoro t a k ,  
to usuńmy z A (f)  l ic zb y  p+1 i  f ( p + l ) .  Przyporządkowująo liczbom pozosta 
łego- zb io ru  (zawartego już w Sp ) w a r to ś o i ,  Jak ie  d la  tyoh l i c z b  przyjmuje 
fu n k c ja  f  otrzymujemy dobór dopuszozalny g d la  k tórego  A(g) j e s t  ozęśolą 
Sp .  Wobeo tego musi byó z Jednej s trony  F (g )  <  Pp, z d ru g ie j  zaś P(g) »
■ P ( f )  — 1 >  Pp bo P ( f )  >  1+Pp. ® ten  sposób powstaje sprzeoznośó , k tó 
r a  dowodzi n ierów ności p raw ej.

Twierdzenie t o ,  jak  zobaozymy, odgrywa r o l ę  w dowodzie podstawowego 
tw ierdzen ia  2 ,  można także wyciągnąć z niego pożyteczny wniosek. Oznaozmy 
p rzez  [x] najw iększą l io z b ę  ca łk o w itą ,  n ie  większą od x ( tzw . ozęśó c a ł 
kowitą z x ) .  J e s t  n p .  [ ^ ]  = 0 ,  = 2 ,  £3]  * 3 .  Łatwo zauważyć, że Pp

< [ | ] .  Nie oh Pp -  [ H  -  k ,  gdzie  D -SĆ k ^  * S tosu jąo  (n -p )  — k ro tn ie
nierówność prawą tw ierdzen ia  1 ,  otrzymujemy

Wniosekł J e ż e l i  Pp « [ £ ]  -  k ,  to

pn ^  n -  k  -  J? gdy p p a rz y s te ,  oraz

Pn -C n -  k -  ( [ j ]  + 1 ) gńy p n i e p a r z y s te .
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Po «wala to  w t r a k o ie  konstruowania poazozególnyoh doborów maks; ma In ;  oh 
r  Sp, p ■ 1 ,  2 , . . .  seaoowaó od g ó r ;  przewidywaną tao o doboru maksymalnego
« sn.

Tw ierdzenie , którym s i ę  t e r a s  zajmiemy, poewala d la  danej fu n k o j l  zdat- 
nośo l  1 danego p < n  ro z s t rz y g n ą ó ,  ozy Pp+1 j e s t  równe Pp , ozy 1 + Pp .  Za
w iera  ono także  podstawową Ideę metody k o n s t ru k o j l  doboru maksymalnego. 
Dokładniej omówimy «naoeenle tw ie rdzen ia  po jego wypowiedzeniu 1 c z ę śc io 
wym wykazaniu, aby zaś móo je  wyslowló możliwie k rd tk o ,  wprowadzimy n a j 
pierw  n as tęp u jącą  d e f l n l o j ę .

D e f in io ja  6 :  Niob t  będzie  doborem dopuszczalnym w Sp ze względu na fu n k -  
o ję  z .  Wówozas nazwiemy ( f ,  z )  -  drogą o poozątku 1 ze zb io ru  A ( f ) i  koń- 
ou j  ze z b io ru  l i t ) c ią g

par  uporoądkowanyoh t a k i ,  że

^  -  1 ,  f ( l 8 ) -  J

o raz  d la  r  -  1 ,2 ,  . . . ,  a-1

z i t i l ^ ) ,

Pwaga: mówimy o parze uporządkowanej <ji, b> ,  gdy In te r e s u ją  nas miejsoa, 
j a k ie  poszozególne symbole zajmują wewnątrz nawiasów; n a j ł a t w i e j  ( j e ś l i  
n ie  ohoemy przytaozaó szozegółowej d e f i n i c j i  p o ję o la )  p odkreś l ló  można 
t e n  punkt w idzen ia ,  ro b ląo  umowę, że pary <^a, b> , <ct d> uważamy za 
równe wtedy 1 ty lk o  w tedy, gdy a ■ o i  b ■ d równooBeśnie i  n p .  ^ 0 ,  1> /  
'ł <^1, 0)> .  Szozegółową d e f i n i o j ę  znalećó można n p .  w podręoznlku K. Kura- 
towsklego 'Wstęp do t e o r i i  mnogośol 1 t o p o l o g i i " .  Podamy t e r a z  zapowie
dziane tw ie rd z e n ie .

Twierdzenie 2 :  Nleoh f  będzie  maksymalnym doborem z s e r i i  Sp. Wówozas

1) j e ż e l i  I s t n i e j e  t a k ie  q ^  p ,  k tó re  n ie  należy  do zb io ru  A (f)  1 przy 
tym z (p+1,q) -  1 , to  dobór g określony  wzorami

g (p + l)  -  q ,  g (q )  -  P+1,

oraz

g ( l )  -  f ( l )  d la  każdego 1 ze zb io ru  A(f ) 

j e s t  maksymalnym doborem z s e r i i  Sp+1f
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2 )  J e ż e l i  I s t n i e j ą  ta k ie  1 . J ze z b io ru  A ( f ) 1 taicie q <  p poza tym zb io 
rem, że I s t n i e j e  ( f , z )  -  droga

o poozątku 1 o ra s  końoa J ,  przy obje

z ( l , p + l )  * B (J ,q )  -  1 ,  T:o dobór g , określony

wzorami

g(p+1 ) -  1»

g i l )  -  it

g i l * * )  -  f i l , ) ,

d la  X m 1 f 2 ,  .«« , s —1

oraz  g (k )  » f i k )  d la  tyoh k bo zb io ru  A if  ) ,  d la  k tó ryoh  g n ie  o k re ś la 
ją  wzory poprzednie j e s t  maksymalnym doborem b s e r i i

3 )  J e ż e l i  n a ło żen ia  punktów 1 a n i  2 tw ierdzen ia  n ie  są sp e łn io n e ,  to  f
j e s t  maksymalnym doborem z s e r i i  .

Wykażemy na jp ie rw  prawdziwość ozęśo i  p ie rw sze j  1 d r u g ie j  tw ie rd z e n ia ;  bę
dz ie  to  z r e s z tą  bardzo łatwe«
W pierwszym wypadku równość ■ (p+1, q.) -  1 a w drugim rćwnośol z ip + 1 ,1 )  -  
« z iq » j )  ■ 1 o raz  f a k t ,  że o ląg  par

j e s t  ( f , z )  -  drogą gw aran tu ją ,  że w obu prsypadkaoh dobśr g J e s t  do
puszczalny w bo względu na b .  Zarazem w obu ozęśo laoh  P(g) -  P i f ) +
+ 1, oo łatwo sprawdzić 1 wobeo tw ie rdzen ia  1 1 te g o ,  że F ( f )  -  Pp mamy 
P(g)  > ? p+i» 00 a°w°dBi s łu s z n o ś o l  tyoh o zęśo i  tw ie rd z e n ia .  Dowód ozęśo i  
t r z e c i e j  j e s t  k l lkus tron loow y 1 op ie ra  s i ę  na paru sstuoBnyoh nleoo poray- 
s ła o h ,  d la teg o  n ie  będz ie  tu  p rzy toczony . Tymbardziej na leży  omówió b l i 
ż e j  znaozenle t e j  o z ę śo i  d la  oałego tw ie rd z e n ia .  Częśol p ierwsza 1 druga 
wskazują metody, za pomocą któryoh można d la  danego doboru dopussoza lne -  
go f  skonstruować nswy dobór dopuszosalny o mocy w iększe j  o 1 .  Część t r z e 
c ia  mówi między Innymi, że są to  metody jedyne, o I l e  dobór f  j e s t  maksy
malnym doborem e Sp ,  a t a k ż e ,  że skoro metody te  n ie  da ją  s i ę  zastosować, 
to  P p ^  ■ Pp . Twierdzenie mówi wlęo, że o I l e  dyaponujemy którymkolwiek

g i l )  -  p+1 

g t j )  -  0. 

g i f i i * ) )  -  V ,
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założeń  ozęśo i  p ie rw sze j i  d ru g ie j  tw ie rd zen ia ,  to  zawsze możemy skonstru 
ować dobór maksymalny z s e r i i  Sp+1. J e ś l i  r  j e 3 t  na jm nie jszą  l io zb ą  ta k ą ,  
że z ( q , r )  = 1 d la  pewnego q < r ,  to  dobór f  określony wzorami

J e s t  maksymalnym doborem z 3 e r i l  Sx , 0 I l e  więc potrafimy d la  doboru ma
ksymalnego z s e r i i  Sp spraw dzić , ozy sp e łn ia  on za łożen ia  ozęśo i  pierw
s z e j  lub  d ru g ie j  tw ierdzen ia  2 {dla ozęśo i  p ie rw sze j J e s t  to p r o s t e ,  d la  
d ru g ie j  n ieco skomplikowane) to  możemy kons truu jąo  ko le jno  dobory maksy
malne z s e r i i  Sr , Sr+ 1 , Sr+ 2 , . . .  otrzymać w końou dobór maksymalny z se 
r i i  Sn dla  dowolnego n .

6 .  Twierdzenia o drogaoh

Pragniemy znaleźć  metodę, k tó ra  pozwoli nam przy danym p sprawdzić d la  do
wolnie zadanego doboru maksymalnego f  z s e r i i  Sp , ozy sp e łn ia  on za ło że 
n ia  ozęśo i d ru g ie j  tw ie rdzen ia  2 z poprzedniego punktu 1 -  w r a z i e  gdy 
ta k  J e s t  -  wskazać konkretną drogę , k tó r e j  i s t n i e n i e  za łożenia  te  postu 
l u j ą .  To o s t a tn i e  J e s t  n iezbędne, by móo n as tęp n ie  skonstruowaó dobór ma
ksymalny z s e r i i  Sp+1 . Metoda, k tó r e j  szukamy, musi s i ę  dać stosować zu
p e łn ie  mechanioznle, winna więo polegać na kolejnym wykonywaniu pownyoh 
u s ta lo n y o h ,  e lementarnych o p e r a c j i .  J e s t  przy tym pożądane z praktyoznego 
punktu w idzen ia ,  by i l o ś ć  o p e ra o j l  prowadząoyob do rozw iązania  n ie  by ła  
zbyt w ie lk a .  Metoda, sugerowana przez tw ie rd z e n ia ,  k tó re  w tym punkoie po
damy,- rozw iązuje  w rzeo zy w is to śo l  zagadnienie  n ieco o g ó ln ie j s z e ,  k tó re  
sformułujemy p o n iż e j .

Zagadnienie  i

Dany j e s t  dobór f ,  dopuszczalny w Sp ze względu na funkc ję  zd a tn o śc i  z o -  
t3E zbiory  P i  Q l ic z b  z Sp , t a k i e ,  że każdy ich  element J e s t  elementem 
zb io ru  A (f)  (zob . d e f in i c j a  2 pkt 2)

1 .  Sprawdzić, czy i s t n i e j e  ( f , z )  -  droga, k tó r e j  poozątek J e s t  elemen
tem P, zaś konleo elementem Q.

2 .  Znaleźć d la  danego s i  danego q ze zb io ru  0 ( f , z )  -  drogę

f ( q )  = r ,

f ( r )  » q

N ależy :

< v  f ( ± ^ > t • • •# < is , f ( i a )> ta k ą ,  że i 1 *> r ,
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r  J e s t  Hostią z P, zaś f ( l 8 ) 3 <ł przy z a ło ż e n iu ,  te taka  ( f , z )  -  droga 
I s t n i e j e .

J e ż e l i  f  J e s t  doborem maksymalnym s Sp , P J e s t  sbiorem w szystkich  t a 
k ich  i  z A ( f ) ,  że z ( l , p + l )  = 1, zad Cl J e s t  zbiorem w szystkioh j  z A (f)  
t a k i c h ,  że z ( j , l )  = 1 d la  pewnego 1 z S_, to  sformułowane wyżej zagadnie 
n ie  sprowadza s i ę  do zagadnienia  węższego, k tó re  nas i n t e r e s u j e .

Wprowadzimy na jp ie rw  d e f i n i c j e ,  k tó re  u ła tw ią  nam sformułowanie po- 
trzebnyoh tw ierdzeń  ( tw ie rd zen ia  będą mimo to  bardzo d ł u g i e ) .

D e f in ic ja  7: Nazwiemy numeraoją par doboru f  funko ję  nr ( i , f ( i ) ) ,  ok re ś lo 
ną d la  w szystk ich  par uporządkowanych < i , f ( i ) ^  t a k ic h ,  że i  należy do 
A ( f ) ,  przyjmującą w artoóo i  1 ,2 ,  . . . ,  2 P ( f )  i  t a k a ,  żeS

1) d la  i  < f ( i ) ,  J < f ( j )  zachodzi

m  ( i , f ( i ) )  < n r  ( j , f ( j ) )  < P ( f )  skoro ty lko  i  <  j ,

oraz

2 )  d la  i >  f ( i )  zachodzi

nr ( i , f ( i ) )  » P ( f )  + nr ( f ( i ) , i ) .

Można łatwo wykazad, że d la  danego f  i s t n i e j e  dokładnie Jedna nume- 
r a o J a .

D ef in io ja  8 i Niech Z będzie  zbiorem, k tórego  Jedynymi elementami są l i c z 
by 0 i  1 ,  n iech  <a,b> będzie  dowolną p a rą  uporządkowaną l io z b  z Z, zaś 
< a 1 , a2 , . . . ,  an >  dowolnym ciągiem n -  wyrazowym o wyrazaoh z Z. Wówczas, 

na mooy d e f i n i c j i

a + 'b  J e s t  większą z l io z b  a ,b

n ,
 ̂ J e s t  największym wyrazem olągu <a1# . . . , a n> .

Łatwo zauważyó, że d z ia ła n ia  a + ’ b ,  ab ,  1 -a  na elementach zb io ru  Z są 
identyozne odpowiednio z d z ia ła n ia m i :  dodawania, mnożenia’ i  n e g a c j i  dwue- 
lementowej lagebry  Boole’ a . x

D e f in ic ja  9 :  Macierz K « nazwiemy maoierzą zerojedynkową wtedy i
ty lk o  wtedy, gdy każdy j e j  wyraz różny od zera J e s t  Jedynką.

x ^nob. n p .  A.W. Mostowski, "Algebry Boole’ a 1 ioh zas tosow ania"



Nieoh A « |  |  , B ** | ^licB*  ̂ “ l a ik^l*

A^2  ̂ « A ^  = będą maoierzaml zerojedynkowymi jednako
wego s to p n ia  (p x q ) .  łówozas na mooy d e f i n i c j i

A +> B = f o j J  -  C 

A A B -  j d ^ J  -  D
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gdzie macierze C, Df E są s to p n ia  (pxq) każda oraz 

° l k  "  a i k  + ’ b ik  

d i k  ”  “ l k  * b l k

® ik ”  ><, " i k  a i a  dow olnJ ołl

D e f ln io ja  10 I Nieoh A *• Q a uc B będzie  maoierzą zerojedynkową s to p n ia  (pxq) 
Wdwozas, na mooy d e f l n l o j l

a1t * t 1 a tr

a2t a t 2 atr

• , A* - • Atr  “ •

• • •
• • •
* • •

V ®t<ł atr

gdzie  A^z j e s t  maoierzą kolumnową o p w le rszaoh .
Mdwiąo n i e d o i i l e  At  i  A* są odpowiednio kolumną o numerze t  i  wierszem o 
numerze t  zapisanymi w p o s ta o i  kolumnowej.
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D e f in ic je  11: Dla u s ta lonego  doboru f  1 zb io ru  P l io z b  ze zb io ru  A(£) ma- 
o ie rz e  zerojedynkowe \  C^8  ̂ TJ, Z zdefin iu jem y p rzez  n a s t ę 
pujące umowy

1) C( s )  « "i8®* b1801®16^ s to p n ia  ( ( 2 P ( f ) )  x s )  zaś o^®^ / O  ( o ż y l i

* 1)  wtedy i  ty lko  wtedy, gdy I s t n i e j e  ( f , z )  -  droga

( ) - \ t  »••♦* ***** ^ 5 * * ^ 8 ^
■ .J

t a k a .  ¿e J1 J e s t  elementem zb io ru  P oraz

n r ( J t ,  ■ 1

2 )  Z ■ 1 * ^ 1  Jao t  macierzą s to p n ia  ( (2 P ( f  ) )x (2 P (f  } ) ) ,  zaś t j j .  *<0 ( c z y l i

z ^  -  1 )  wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy i  » nr ( j , f ( j ) ) ,  k ■ nr  ( l , f ( l ) ) ,

gdzie d la  par ^ | » f ( j )  \  ^ l» f ( l ) .>  zaohodzą r e l a c j a  J 4  1 ,  J /  f  (1 )
o raz  z ( f ( j ) , l )  « 1 .

3 )  U « 3®s t  maolarzą s to p n ia  ( ( 2 P ( f ) ) x ( 2 P ( f ) ) ) ,  zaś /  O ( o ż y l i

« 1 )  wtedy i  ty lko  wtedy gdy d la  par ^ | , f ( j ) ^  ,  ^ l , f ( l ) >  tak io h

te  n r  ( j , f ( j ) )  ■ i ,  nr ( l , f ( l ) )  = k zaohodzą r e l a o j e  1 /  J 4  f ( l ) .

Sformułujemy t e r a z  tw ie rd z e n ia ,  k tó re  rozw iązują  pierwszą ozęśd zagad
n i e n i a ,  postawionego w tym punkole .

Twierdzenie 3 :  Hleoh f  będzie  ustalonym doborem, zaś P ustalonym zbiorem 
pewnyoh l lo z b  z A(f ) .
Bówozas d la

• i ;
)

, e i )

0<1)21

i° 2 P ( f ) , l l
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Oj-J^ /  o ( o ż y l i  o ^  «* 1 ) wtedy 1 ty lko  wtedy, gdy dla  pary <^i, f(l))>

t a k i e j ,  że n r  ( i , f ( l ) )  « J l ic z b a  1 J e s t  elementem zb io ru  ? .
To oozywlste tw ierdzen ie  sformułowane z o s ta ło  po t o ,  by wskazać sposób 

o b l ic z a n ia  maolerzy C^1 ; polegać on będzie  na p rzeg lądz ie  par

<̂ J.j > » ^ 2 *  * ^ 2 ^  ***** ^ 2 P ( f ) *  * ^ 2 P ( f ) ^

o numeraob 1 ,2 ,  . . . ,  2 P ( f )  1 kolejnym sprawdzaniu, ozy J^ J e s t  elementem 
P (zo b .  punkt 8 ) .

Następnie maoierze C^8 \  s 1 ob llozać  będziemy zgodnie z wzorami, 
zawartymi w tw ierdzen iu  K.

Twierdzenie » ; Nieoh d la  u s ta lonego  doboru f ,  zb io ru  P pewnyoh l i c z b  z 
A ( f ) ,  oraz  danej maolerzy C^8 \  s  >  1 będaie

Nieoh d a le j W będzie zbiorem w szystkich  takioh nlewiększyoh od P ( f )  lic z b  
w^, że przy ustalonym i  a^°^ +’ «p(f)+w l f t  “ 1 d l® w ięoej n iż  Jednego t ,

zad dla n ie  pustego W ■ |w 1 , . . . ,  WjjJ-oras a la  nieoh { t j - i* * ^ * *
będzie zbiorem wszyatkloh lio z b  t ^  nlewiększyoh od 2 P ( f )  i  t a -  

k lo h , że przy ustalonym k

ą’ 3*t J k +f ■ ® )« 3 * t j k " 1 '
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Ponadto, n iech  f  1 » T2 i T j  gdzie K = . . .  . r ^  będą wszystkim i
oiągami p o s ta o i  ( t 1k > t 2k , . . . ,  t j ^  ^  .  Nieoh, w reszcie  d la  u s ta lonego  

1 2  M
3 i  przy oznaczeniu Tj « <ft^, . . . ,  t M_> będzie

ui J )  - i® .  A Uw A • • •  A ) + ’ q W1 *2 M

* & ’ ' V A V

gdzio A = | ¿ j j j f ,  V “ | Tjjj. | są zerojedynkowymi maoierzaml s to p n ia  

( ( 2 P ( f ) ) x ( 2 P ( f ) ) )  przy ozym 8 lj£ « 1 wtedy i  ty lk o  wtedy, gdy i  » k zad 
Ti k  = 1 “  u jjc 03:aB nieoh

B( j )  _ A(o) A u U )  a la  1 <  q <  s + 1

( D ^ } A 21 ) d la  1 < q 4  s + 1

( E ^ } A Z1 ) d la  1 < q  <  3 

„ Ei j ) A d (3) ,

Wówczas, J e ś l i  zb ió r  W J e s t .p u s ty  to

C^a+1  ̂ t= A ^ ° \  J e ś l i  zaś J e s t  n ie p u s ty ,  to

C( 3 + 1 ) ,  £ ’ A(J> .
J»1

Uwaga; Zbiór nazywamy pustym, gdy nie ma on żadnych elementów (np. zb iór 
rozwiązań rzeozyw istych  równania x2+1«0).
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Dowód tw ie rdzen ia  4 n o s i  oharak te r  czys to  rachunkowy, j e s t  żmudny 1 
n ie  będzie tu  przytoozony. Pozwala ono o b l ic z y ć ,  wraz z twierdzeniem 3, 
mdolerz d la  dowolnego s .  Można łatwo wykazaó, że d la  s > P ( f )  ma-
o l e r z  C<8 > musi składaó s i ę  z samych z e r .  Dla us ta lonego  3 ^ P ( f )  łatwo 
można spraw dzić , ozy o^jj^ = 1 przy pewnym 1, takim , że i  « nr ( J , f ( j ) )  
gdzie f ( j )  j e s t  elementem zb io ru  Q ze sformułowanego poprzednio zagadnie
n i a ;  J e ś l i  tak  J e s t  ( i  ty lko  w tedy) ,  to  i s t n i e j e  ( f , z )  -  droga

0--Jf ^ ^  »•••* ^

ta k a ,  że i^ J e s t  elementem P, zaś f ( l g )  elementem Q. J e ś l i  tak  n ie  J e s t  
d la  żadnego s ^ P ( f ) ,  to  taka ( f , z )  -  droga przy żadnym s n ie  i s t n i e j e ;  
mamy więc metodę, k tó ra  rozw iązuje  ozęśó pierwszą zagadnienia  i  sprowadza 
s i ę  do kole jnego  stosowania wzorów, wypisanych w tw ie rd zen iu  4, da s i ę  
więc zmechanizować. Pozosta je  do rozw iązania  druga częśó zagadn ien ia ,  k tó 
rą  rozwiążemy, s to s u ją c  następne  tw ie rd z e n ie .

Twierdzenie 3; Niech d la  danego C^3+1\  s+1 P ( f ) ,  będzie  °£Sg+i = "l*
Wówczas(przy zachowaniu oznaczeń tw ie rdzen ia  4 ) :

1) i s t n i e j e  ta k ie  J ze zb io ru  | o , 1 , . . . ,  uj-, że a ^ g +1 = 1»

2) d la  oiągu k 1 , k2 , . . . »  kB+1, gdzie k8+1 * k ,  zaś d la  danych kp , 
p >  q >  i ,  kq_.) J e s t  na jm nie jszą  z l io z b  1, t a k io h ,  że a J ^ - 1

= 1 (z b ió r  tak ioh  1 J e s t  zawsze n ie p u s ty )  spełn iona  J e s t  równośó

17 * Bk k “ 1* (* 5P»1 P* P P+1

3) J e ż e l i  o ląg  k.,, k2 , . . . ,  kg+1, gdzie kp -  nr ( i  , f ( l piJ ) ,  p = 1 , 2 , . .  
s+1, s p e łn ia  równośó (* )  to c iąg  par ^ , f  1 1.̂  ))> , . . . ,  

O s + 1 » ^ 1^  J> J e s t  ( f , z )  -  d rogą .

Dwaga: D efin iu jąc  o iąg  k^ , . . . ,  kg+1 zgodnie ze wskazówkami tw ierdzen ia  
3 i  b io rąo  < i  , f ( i p )> t a k ,  by nr ( l p , f ( i p ))  » kp , otrzymujemy przy k 
dobranym ta k ,  by było k « nr ( i , f ( i ) )  d la  pewnego f ( i )  z Q ( f ,z )  -  drogę

<1 , ,  f  (l., )> »•• •» ^ g + l»

t a k ą ,  że .1̂  J e s t  elementem P, zaś f ( i g+1) elementem Q. Z analogicznych 
przyozyn, Jak d la  tw ie rdzen ia  4 ,  dowód tw ie rdzen ia  5 n ie  będzie  tu  po
dany.
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7 .  Algorytm k o n s t ru k o j i  doboru maksymalnego

ł y n i k i ,  podane -w poprzednioh punktaoh, pozwalają o k re ś l ló  dokładnie postę
powanie, k tó re  prowadzi do k o n s t ru k o j i  pewnego doboru maksymalnego z do
wolnie zadanej s e r i i  w k tó r e j  okreś lona  j e s t  fu nkc ja  zd a tn o śo l  z ( i , j ) .  
Postępowanie ma c h a ra k te r  a lgorytmlozny 1 jego op is  przedstawiony w tym 
punkole , ma postaó oiągu i n s t r u k c j i ;  w każde j z tych  l n s t r u k o j i  określone 
3ą -  n iek iedy  w sposób warunkowy -  numery I n s t r u k c j i ,  do k tó rych  należy 
p rze jśó  po wykonaniu l n s t r u k o j i  b i e ż ą o e j .  Analogiozną s t r u k tu r ę  mają p ro 
gramy d la  maszyn matematyoznyoh, nasz opl3 J e s t  Jednak o w iele  mniej s fo r 
malizowany« Dla zw lęz ło śo i  występują w nim zwroty "obliczyó • • • " ,  gdzie w 
m iejsou kropek w ystępuje  zawsze symbol pewnej f u n k c j i ,  maoierzy, lub t p .  
Symbol t a k i  w każdym wypadku z o s t a ł  wyraźnie określony bądź w którymś z 
punktów 1 -6 ,  bądź w o z ę śc i  punktu 7, p o p rzedza jąoe j  właśoiwy op is  a lg o 
rytm u. Podobnie bądź w którymś z punktów 1 -6 ,  bądź w uwagach po p rzed za ją -  
oyoh bezpośrednio  o p is  algorytmu z o s t a ł  spreoyzowany sens zwrotu " o b l i 
czyó" .  J e ś l i  sposób o b l io z e n ia  zawarty J e s t  w punktaoh 1 -6 ,  in s t ru k o ja  za 
w lera  w nawiasie odsyłaoz do odpowiedniego miejsoa w t e k ś o l e .  W ten  spo
sób o p is  a lgorytmu ma zawsze dokładnie  Jedną i n t e r p r e t a o J ę ,  mimo nleoo 
nieform alnego ch a ra k te ru  o p is u .  ł

Uwagi wstępne do o p isu  algorytmu

1) Przez f 0 = f^ rozumiemy zb iór p u s ty ;  d la  p > 1 przez f p rozumiemy 
bądź zb ió r  p u s ty ,  bądź pewien dobór (dopuszozalny) z s e r i i  Sp .P rzez  A (fp ) 
rozumiemy bądź zb ió r  p u s ty ,  j e ś l i  f p  j e s t  zbiorem pustym, bądź zb ió r  argu
mentów doboru f p ,  gdy f p j e s t  doborem. Przez zwrot "dane j e s t  f p "  należy 
rozumieó, że dysponujemy l i s t ą  w szystk ich  i  ze zb io ru  Sp , na k t ó r e j  przy 
każdym 1 ze zb io ru  A (fp ) podana J e s t  wartośó  f p ( i ) .  Przez Kp oznaczamy 
z b ió r  tyoh i  z Sp, k tó ra  n ie  n a leżą  do A (fp ) ;  l io zb a  i  na leży  wlęo do K 
wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy przy i  ń le  występuje na l i ś o i e  wartośó f p ( l ; ;  
J e ż e l i  f p  (a więc i  A (fp ))  J e s t  zbiorem pustym, to  Kp J e s t  oa łą  s e r i ą  Sp , 
co również można odczytaó z l i s t y .  Liczby ze zb io ru  (o i l e  i s t n i e j ą )  
są uporządkowane od n a jm n ie jsz e j  do na jw ięk sze j  oo ozyni Jasnym zwroty t a 
k i e ,  Jak "p ierw szy", "następny", " o s t a tn i "  w o d n ie s ie n iu  do elementów Kp. 
Zwroty "kładziemy f p +1 -  ^p"* luto "określamy f p+1 wzorami . . . "  należy r o 
zumieó również jako in s t r u k c ję  sporządzenie  odpowiedniej l i s t y  d la  s e r i i

SP+1*
2 )  Zakładamy, że dysponujemy Jednoznacznym zapisem informującym, Jaka 

j e s t  wartośó z ( l , j )  f u n k c j i  zd a tn o śo l  z d la  dowolnych i , J  z s e r i i  Sn .
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3) Ogólnie o każdej f u n k o j l ,  k tó rą  uważamy aa daną zakładamy, że dana 
J e s t  ta b e la  o k re ś la ją o a  w artoóo i  fu n k o j l  d la  w szystk ioh  w a r to śo l  argumen
tów, o każdej macierzy, k tó rą  uważamy za daną zakładamy, że dysponujemy 
zapisem t e j  maolerzy oraz  zakładamy, że o b l ic z e n ie  fu n k o j l  ( lub  maolerzy) 
pociąga za sobą sporządzenie  odpowiedniego z a p is u .

4) Dla dowolnego doboru f p funko ję  nr (1 ,  f p ( i ) )  można o k re ś l id  n a s t ę -  
pu jąoo , o p le ra ją o  s i ę  o d e f i n i c j ę  z punktu 6 .

4 . 1 J W oparo iu  o l i s t ę ,  omówioną w uwadze 1. przellozamy elementy zb io 
ru  A (fp ) .  Ioh i lo ś ó  równa J e s t  2 P ( fp ) ,  gdzie PCfp ) J e s t  mooą doboru f p .

4 .2 )  Dla na jm nie jszego  i  ze zb io ru  A (fp ) kładziemy n r  ( i , f p ( i ) )  « 1 .

4 .3 )  J e ż e l i  dane J e s t  nr ( i , i  ( i ) )  <  P ( f p ) to  d la  najm niejszego J z 
A(f ) ,  d la  k tórego  nr ( j , f p ( j ) )  n ie  J e s t  Jeszoze określone  kładziemy nr 
( j » f p ( j ) )  ■ 1 + n r  i ł ,  f  ( D ) .

J e ż e l i  dane J e s t  n r  ( i , f p ( i> )  >  ? ( f p ) ,  to  d la  najm niejszego J z A (fp ) 
d la  k tó rego  nr ( j , f p ( j ) )  n ie  J e s t  Jeseoze określone kładziemy

nr ( j , f p ( j )>  = P ( f p )+ n r ( f p ( j ) ,  J )

Zakładamy, że 1 j e s t  najw iększą l ic z b ą  z -ż(fp ) d la  k t ó r e j  określono Już 
nr ( i , f p ( l ) )  o ra z ,  że skoro A (fp ) zawiera l io z b ę  k ,  k  <  1, to  nr ( k , f p (k)) 
z o s t a ł  Już określony u p rzed n io .  Tobec tego pow tarzając opisane w 4 .3  po
stępowanie aż do wyczerpania zb io ru  A ( fp) Jesteśmy w s ta n ie  obllczyó 
n r  ( i j f p C i ) )  d la  w szystk ich  1 z A ( f ) .

Opis algorytmu

In s t r u k o ja  0 .  Dane j e s t  p <  n oraz  f p ;  J e ż e l i  Kp J e s t  zbiorem pustym, 
przeohodziray do I n s t r u k o J i  1 ;  J e ż e l i  Kp n ie  J e s t  zbiorem pustym, przecho
dzimy do i n s t r u k c j i  2 .

In s t ru k o Ja  1 .  Kładziemy f   ̂ «* f p 1 przeohodzimy do i n s t r u k c j i  27.

In s t ru k o Ja  2 .  Oznaczamy przez q pierwszy element zb io ru  Kp i  przechodzimy 
do i n s t r u k c j i  3 .

In s t r u k c ja  3 .  J e ż e l i  z ( q ,p + l )  » 1 ,  przeohodzimy do i n s t r u k o j i  5; j e ż e l i  
z (q ,p + l )  ■ 0 i  q nie J e s t  o s ta tn im  elementem zb io ru  Kp , kładziemy r  « q i  
przeohodzimy do i n s t r u k o j l  4 ;  j e ż e l i  z (q ,p + 1 ) ■ 0 i  q j e s t  o s ta tn im  e l e 
mentem zb io ru  Kp, przeohodzimy do i n s t r u k o j l  6 .

I n s t r u k c j a  4 .  Oznaozamy przez q następny po r  element zb io ru  Kp i  przeoho
dzimy do i n s t r u k o j l  3 .

In s t ru k o  ja  5 .  Kładziemy f  . ,(1 )  = f p ( i )  d la  w szystk ich  i  ze zb io ru  A (fp ) 
o ra z  f p ^ f p + 1 )  » i i  >* p+1 i  przeohodzimy do i n s t r u k c j i  27 .
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In s t ru k c ja  6 .  Oznaczamy przez q najm nie jszy  element zb io ru  A (fp ) i  p rz e 
chodzimy do i n s t r u k c j i  7.

3'gs'trukoją 7« J e ż e l i  z (q ,p + l )  ■ 1 to  zaliczamy q do zb ioru  P (ozynimy to 
np . przez dopisan ie  nowej p o zy c j i  na odpowiedniej l i ś o i e ) ;  J e ż e l i  
z (q ,p + l )  = 0 to  n ie  zaliczamy q do zb io ru  P (n ie  dopisujemy nowej pozyo ji  
n?. l i i c i e ) .  Po zbadaniu z (q ,p + l )  kładziemy r  = q i  przechodzimy do i n -  

-?'jxrukcji 8 , o i l e  q n ie  J e s t  największym elementem zb io ru  A (fp ) ;  J e ż e l i  q 
J e s t  największym elementem z A ( fp ) to  przeohodzimy do i n s t r u k o j i  9 •

I n s t r u k c ja  8 .  Oznaozamy przez q następny po r  element zb io ru  A (fp ) i  prze
chodzimy do i n s t r u k o j i  7.

In s t ru k o ja  9« Obliozamy w a r to śo i  f u n k c j i  nr ( i , f ( i ) )  d la  w szystk ich  i  z 
A ( fp ) ,  obliozamy n as tęp n ie  macierze Z,U. Przeohodzimy do i n s t r u k c j i  10. 
(Maoierze Z,U obliczamy w oparc iu  o d e f i n i c j e  z pktu 6 ) .

I n s t ru k c ja  10. Obliozamy maoierz J e ż e l i  elementami są same ze -
r a f przeohodzimy do i n s t r u k o j i  1 .  J e ż e l i  i s t n i e j ą  niezerowe elementy 
przeohodzimy do i n s t r u k o j i  11, kładąo przedtem 1 = 1 .

In s t ru k o ja  11. J e ż e l i  o ^ 5 = 1 ,  i  = nr ( q , f p (q ) )  gdzie z ( f n ( q ) ,  1) -1 d la  
pewnego 1 z Kp , to  oznaozamy przez m najm nie jsze  z ta k ic h  1, że
z ( f p ( q ) , l )  = 1 1  przeohodzimy do i n s t r u k o j i  12 . J e ż e l i  z ( f p (q),l)

= 0 gdzie i  = n r  ( q , f p( q ) )  oraz  i <  2 P ( fp ) ,  to  kładziemy J » i  i  P przeoho
dzimy do i n s t r u k o j i  13 . J e ż e l i  z ( f p ( q ) , l )  = 0 gdzie i = n r ( q , f ( q ) )
o raz  i  = 2 T (fp ) ,  to  przechodzimy do i n s t r u k o j i  14.

I n s t ru k o ja  12, Kładziemy f _ +1( j )  *■ d la  q /  J jl f  ( q ) ,  oraz  f p+-)(<l5=
= p + 1 ,  " a* Przeohodzimy do i n s t r u k c j i  27.

I n s t ru k o ja  13. Kładziemy i=J+1 i  przeohodzimy do i n s t r u k o j i  11.

In s t ru k o ja  14. Kładziemy s = 1 i  przechodzimy do i n s t r u k o j i  15.

In s t ru k o ja  15. Dane J e s t  C^3 ^. Obliozamy A^0  ̂ według wzorów z tw. 3 .  ( p - t
6 ) .  J e ż e l i  w szystk ie  elementy A s ą  zeram i, to  przechodzimy do in s t r u k 
o j i  1 .  J e ż e l i  i s t n i e j ą  niezerowe elementy macierzy A^°  ̂ o raz  zb ió r
W (zdefiniowany w tw . 4 )  J e s t  p u s ty ,  to  kładziemy C = A^°  ̂ i  przeohodzimy 
do i n s t r u k o j i  2 2 . ' J e ż e l i  A^0  ̂ n ie  3kłada s i ę  z samyoh zer i  zb ió r  W nie  
j e s t  p u s ty ,  to  sporządzamy l i s t ę  oiągów o^, o2 . . . ,  (zob . tw ierdzen ie
3 ) ,  oznaczamy przez  H maoierz s to p n ia  (2 P ( fp ) x  (a+ 1 ) ) ,  k tó r e j  w szystk ie  
elementy są zeram i, kładziemy J=1 i  przeohodzimy do i n s t r u k c j i  16.

In s t ru k o ja  16 . Obliozamy macierz A ^ ^  (według wzorów z tw ie rdzen ia  4 ) ,  
kładziemy 1=1 i  przeohodzimy do i n s t r u k c j i  17.
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In a t ru k o ją  17» J e ż e l i  a ^ g +1 -  2 ]  B (fp ( q ) , l )  » 1X^, gdzie

1  -  n r  ( q , f p ( q ) ) f to  kładziemy G « A ^  i  przeohodzimy do i n s t r u k o j i  22.

J e ż e l i  * 2  s ( f  ( q ) , l )  « 0X  ̂ oraz i<2P(f ) to kładziemy k - i  i  prze-1,8+1 jgfcp P . . i P J
ohodzlmy do i n a t r u k o j i  18 . J e ż e l i  a . % . . .  .-4-1 ■ Ox oraz i  »i i j  i ,8 + i  lelęp
“ 2^ ( ip 5  to  kładziemy J  -  A J +* H i  przeohodzimy do i n a t r u k o j i  19» 
In a t ru k o ja  1 8 .  Kładziemy i  -  k + 1 i  przeohodzimy do i n a t r u k o j i  17.

In a t ru k o ja  19 . J e ż e l i  J < K ,  to  kładziemy H •  J ,  k ■ J + 1 i  przeohodzimy 
do i n a t r u k o j i  2 0 .  J e ż e l i  j  »* K, to  kładziemy t  = a + 1 i  « J  oraz
przeohodzimy do I n a t r u k o j i  21 .

In a t ru k o ja  2 0 .  Kładziemy J *= k i  przechodzimy do i n a t r u k o j i  16.

In a t ru k o ja  2 1 .  Kładziemy s = t  i  przeohodzimy do i n a t r u k o j i  15.

In a t ru k o ja  22 . Dane J e s t  G * Is^k l*  Kładziemy k = s+1 oraz przez i 3+1
oznaozainy na jm nie jsze  ta k ie  1, że g^3+1 • i e k p « ( i p f 9.5#3.5 = 1, gdzie 1 = 
= n r ( q , f p ( q ) ) ,  zaś przez qg+2 na jm nie jsze  ta k ie  1 ,  że z (f pWa+1)»l5 “
I  J e s t  elementem 'Ł^.x x \  Przechodzimy do i n s t r u k o j i  23 .

I n s t r u k c ja  23 . Dla i^  = nr (qk , f  j e ż e l i  k = 1, przeohodzimy do in 
s t r u k c j i  26 . J e ż e l i  k >  1 ,  to  kładziemy t  = k -  1 i  przeohodzimy do In
s t r u k c j i  24 .

In s t ru k c ja  24 . Kładziemy k = t ,  przeohodzimy do i n s t r u k o j i  25.

I n s t r u k c ja  2 5 . Przez i^  oznaozamy najm nie jsze  ta k ie  1, że g^ •  1
Przeohodzimy do i n s t r u k c j i  23 . lc+1

In a t ru k o ja  26. Kładziemy f p +1( i )  = f p ( i )  d la  tych i ,  d la  k tćryoh  qk t  i  t
i  f p (qk ) przy k = 1 , 2 , . . . ,  s + 1 .  Kładziemy f p+1(P+'1'  -  ^ » f p+i (1 i )
x p + 1 o raz  f p+1( f p (ak ))  = Qk+1. “ f p (1k) d la  k " 1 , 2 . . . , s + 1 .
Przeohodzimy do i n s t r u k o j i  27 .

I n s t r u k c ja  2 7 . J e ż e l i  p + 1 <  n ,  to  kładziemy r  = p+1 i  przeohodzimy do
i n s t r u k o j i  28 . J e ż e l i  p + 1 = n ,  to  koćozymy postępowanie .

I n s t r u k c ja  2 8 . Kładziemy p = r  i  przechodzimy do i n s t r u k o j i  0 .

J e ż e l i  wykonamy in s t r u k c ję  0 d la  p = 0 to  da lsze  postępowanie nakazane 
przez  tę  i n s t r u k c j ę  i  in s t r u k c je  n as tępn ie  wykonane powodują skonstruowa
n ie  dohoru f n , k tó ry  J e s t  dohorem maksymalnym na Sc na oooy tw ierdzeń z 
punktów 5 1 6 .

W obu wypadkach i  = nr ( q , f  ( q ) ) .  
“ ^Zakładamy, że l g+1 = n r ( q g+1, f p(<l3+1)«
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B. Uwagi końoowe

Przedstawiony w poprzednim punkoie op is  algorytmu może służyć jako podsta 
wa do opraoowania programu d la  maszyny matematycznej.

łatwo zauważyć» że jednym z głównych problemćw do rozw iązania  będzie  
wćwozas wykorzystanie  miejsoa w pamięci maszyny w sposób możliwie ekono- 
ralozny; będzie  to  ważne zwłaszcza w przypadku małyoh maszyn.

Warto w tym m iejscu wskazać na dwie możliwości, związane z zapisem ma
c ie rz y  zerojedynkowych t a k io h ,  jak  C^3 ^, Z, U, i  operaojami na tyoh maoie- 
r  zaoh .

Po pierwsze l ic z b a  o n pozyojaoh dwćjkowyoh może być in te rp re tow ana  ja 
ko jeden w ie rsz  ( jedna kolumna) zerojedynkowej maoierzy o n kolumnach (n 
w ie r sz a c h ) .  W maszynie w k t ó r e j  jedna komórka pamięoi zawiera n p .  34 po
zycje  dwójkowe można wobec tego jeden w ie rsz  maoierzy stukolumnowej z a p i 
sać w t rz e  oh ko le jnych  komórkach pam ięoi. Po d ru g ie ,  Język i wewnętrzne 
w ie lu  maszyn matematycznych zaw iera ją  rozkazy , powodujące np . wykonanie 
d la  dwu danyoh l io z b  o p e r a o j l ,  d a ją c e j  w wyniku l i c z b ę ,  k t ó r e j  k - t a  pozy
c j a  j e s t  sumą log iczną  (lloozynem logicznym) k - tyoh  p o zy c j i  obu l io z b  da
nyoh. Umiejętne w ykorzystanie tego ro d z a ju  rozkazów może być przydatne 
przy zaprogramowaniu szybkioh zmeohanizowanyoh rachunków na maoierzach ze
rojedynkowy oh, zapisanych w sposób poprzednio zasugerowany.

Żadna z tyoh uwag n ie  rozw iązuje  oałkowioie zasygnalizowanych zagad
n i e ń .  Wskazują one n a to m ia s t ,  że n ie  byłoby korzystne  bezpośrednie  tłuma
czenie  podanego w punkoie poprzednim opisu  algorytmu na Ja k iś  język  a lg o 
rytmiczny t a k i ,  Jak n p .  ALGOL i  ż e ,  z d ru g ie j  s trony  odpowiedni program, 
sporządzony z uwzględnieniem ceoh Języka wewnętrznego maszyny może umożli
wić wykonanie w d o s ta te o z n ie  krótkim  ozas le  o b l ic z e ń  d la  w ie lu  p ra k ty o z -  
n ie  In te resuJąoyoh  przypadków nawet przy użyciu  małej maszyny.

Uwaga; Już w ozas ie  druku praoy au to r  zauważył, że ozęśó 3 tw ie rdzen ia  2 
może być uzyskana, Jako p ros ty  wniosek z tw ierdzen ia  Berge’a ,  Normana i  
Babina (zob . n p .  C. Berge, The Theory of Graphs and l t s  A p p l ic a t io n s ,  New 
York and London, 1904, s t r .  175 ) .  D okładniejsze wskazówki na ten  temat 
zna jdą  s i ę  we wspomnianym Już a r ty k u le  au to ra  w "Zastosowaniaoh Matema
t y k i " .

Rękopis złożono w Redakoji  w u i lu  15.12.1969 r .
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AJirOFVlTK OliTMmiAJIbHOrO OTEOPA IlAp H3 flAlIHOti CtPKM 3JIEMEHTOB 

F e s c u e

UpexJiaraeubui  b  p a d o T e  ajiropMTU n0330Ji«eT  u s  AaiiHofi o e p n n  saeueHTOB ITa- 

kvuc, « a x  co  npoTHBJieHHU, noJiynpoBOAHHKOBhie a h o a u  k r . n . )  n o x o O p a i b  u a -  
KCHMajikHce KOBHViecTBO n a p  bJieueuTOB, cn o co O n u x  x  coBuecTHott paOoTe ( .a a n p .  
B H3MepHTejIbHOM CHCTeue) npH HeKOTOpbOC npeAAOZeHHXX OTHOCHT ejIbHO XpnTfepKX 
CnOCoCHOCTH.

flaoTca r e o p e u u ,  ita x o to p h x  axropH Tu oC ochobuk, onpeA exennx ochob hax  
noiiBTMX u o n n can n e  ax ropH T ua , c$opuyji'npoBaHO xux nocjie^oBUTUbHooib h b -  
CTpyxuMd. OficyzAaeTCB poxb oTxtJibHbix Teopeu  a-hk nocTpoeHHa o n r o p m u a  n 
HHTyHTHBHOH uoTHBHpOBXa ynoTpeejiaeuboc onpa,nexeHHii. f loxasaie jibCTBa Teopeu  
CyayT onyOaKKoBamj oTxejibuo.

3  pafioTe  y x a s a u u  x a x e  H exoT opne  xoHxpCTHue bosmoxhoctm  npnueH eajti i  u e -  
T o aa  x TexHHiecxHH B o n p o c a u .

THE ALGORITHM OP OPTIMAL SELECTION OF PAIRS OF ELEMENTS FROM A GIVEN 
BATCH

S u m m a I  y

The a lg o r i th m , p re sen ted  In the paper ,  enab les  us to  ohoose from given 
ba ton  of e lements (suoh, as the r e s i s t o r s ,  semiconductor d iodes e t c . )  a 
maximal number of  p a i r s  of e lem en ts ,  whloh a re  capable to  c o l la b o ra te  one 
w ith  an o the r  ( In  a measuring system, say)  under c e r t a in  c o n d i t io n s ,  con
c e rn in g  the o r i t h e r l o n  of c a p a b i l i t y .  There a re  given theorems, on whloh 
the  a lg o r i th m  I s  ba sed ,  the d e f i n i t i o n s  of the necessary  n o t io n s ,  and the 
d e s c r ip t io n  of  the a lg o r i th m , form ula ted  as  the sequence of I n s t r u c t i o n s .  
The r o le  of  p resen ted  theorems i s  exp la ined  and the i n t u i t i v e  m otiva tion  
o f  d e f i n i t i o n s  i s  g iv en ;  the proofs  of the theorems w i l l  be p u b l ish e d .  So
me p o ss ib le  te o h n lo a l  a p p l i c a t io n s  a re  sketched In the paper to o .


