ZESZYTY NALKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1970
Seria: Automatyka E. 16 Kr kol. 289

JERZY BLAHUT
Osrodek Maszyn Maternatyosnyoh

ALGORYTM OPTYMALNEGO DOBORU PAR ELEMENTOW Z DANEJ SERII

Streszogenie. Algorytm, przedstawiony w praoy pozwala dobrac
e danej'serii elementéow (takioh, Jak np. opory, diody potprze-
wodnikowe itp.) maksymalng ilos¢ ﬁar Edatnyoh do  wspéipraoy
elementdw przy pewnych zatozenlaoh,  dotyczgoyoh krYteriuw
zdatnos$oi. Wpraoy podano twierdzenia, Tna ktorych algorytm
sie opiera 1 definiuje nlezbednyoh poje¢, oram opis algorytmu
przedstawiony w postaol olggu instrukcji. Omoéwiono role = po-
szo_zegt’)lnyoh twierdze 1 Intuloyjne podtoze definicji, dowody
twierdzen bedag przedmiotem osobnej publlkaojl w "Zastosowa-
nlaoh MatematyKki*.*" . . .

Wskazane zostaty konkretne mozliwo$oi zastosowan teohnioz-
nyoh.

1. Watepne postawienie zagadnienia

Dla wspoétpraoy dwu elementéw tego samego rodzaju w jednym uktadzie ozesto
Istotna jest nie tyle loh zgodno$¢ e pewnym ustalonym wsoroem, lIle to, by
elementy te mozliwie mato réznity sie miedzy soba.

Tak Jest na przykiad przy dobieraniu par grzejnikéw do wspéipraoy w
termicznych anallzatoraoh gazu, lub par prostownikéw do miernikéw magne-
toelektryoznyoh pragdu zmiennego. W pierwszym wypadku potrzebna Jest zgod-
no$¢ w otoczeniu punktu praoy oharakterystyk oporu grzejnikéw w funkcji
temperatury otoczenia 1 pradu zasllajgoego (ozasem Istotna Jest takze za-
lezno$¢ od ols$nienia otoczenia) oo sprowadza sie do réwnosci w punkole
praoy 1 w kilku punktaoh sasiednich dla obu grzejnikéw funkojl R » f(T,I)
(gdzie R - opér grzejnika, T - temperatura otoozenla, | - prad zasilaja-
oy) oraz jej poochodnyoh ozastkowyoh, lub do matej réznloy miedzy  tymi
wielkosciami dla obu grzejnikdw w kazdym z ustalonyoh punktéw pomlarowyoh
W przypadku prostownikéw wymagana jest dobra zgodno$¢ oharakterystyk pra-
dowo-napieciowyoh w catym zakresie pracy (oo znéw sprowadza sie do réwno$
ol, lub matej réznloy miedzy wartoSolaml napie¢ 1 miedzy opozno$olaml dy-
namicznymi w kilku punktaoh zakresu praoy); mozna takze wymaga¢, by zgod-
no$¢ oharakterystyk pragdowo-napleoiowyoh utrzymywata sie przy zmlanaoh
temperatury praoy.

Dla produkojl seryjnej najbardziej oelowe wydaje sie dokonanie doboru
par w sposéb, ktéry rozwigzywatby nastepujgoe, na razie nie oatklem $ol-
§le postawione zagadnienie:

“mZastosowanie Matematyki" XI1.A. (1970) str. 451-467.
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dane Jest n elementéow, ponumerowanyoh liczbami -(i, 2, ... n|; ele-
menty te mozemy tgozy6 w pary poataol {k, 1} (elementy sg tu reprezen-
towane przez swoje numery, pary -(k, 1} ag zbiorami dwuelementowymi, nie
zad tzw. parami uporzadkowanymi), przy ozym

(1) skoro element k wystepuje w parze z elementem 1 to nie moze wyste-
powad w parze z zadnym innym elementem oraz

(2) kazda z utworzonych par musi ozynié zado$é ustalonemu uprzednio
kryterium zdatnos$oi do wspotpracy;

spos$rod wszystkich sposobdéw doboru par, spetniaJaoyoh warunki (1)1 (2)
nalezy wybrad taki, przy ktérym ilo$6 utworzonych par Jest najwieksza ze
wszystkioh mozllwyoh.

Efektywne i og6lne rozwigzanie tak postawionego zagadnienia pozwolito-
by nam w spos6b najbardziej ekonomiczny wykorzystaé kazdg konkretng serie
elementdw, od razu Jednak mozna sie spodzlewad, ze bedzie ono w praktyoe
pracoohtonnej dlatego doboru dokonuje sie w rzeozywisto$oi na og6t metoda
préb, z goéry rezygnujac z optymalno$oi doboru. Jednak w przypadkach ta-
kioh, Jak opisane na poozatku oraz we wszystkioh Innyoh, w ktérych woho-
dzg w gre diugotrwate z konlecznos$ol pomiary temperaturowe dla wielu par,
poszukiwanie rozwigzania optymalnego w naszkioowanym wyzej sensie 1 opar-
tego o poréwnanie pomierzonyoh parametrow pojedynozyoh ele-
mentéw staje sie znacznie bardziej pozgdane, a Jego praooohtonnosdé rela-
tywnie maleje.

Celem tej praoy Jest przedstawienie algorytmu znajdowania doboru par,
spetniajacego warunki (1), (2) oraz dajacego maksymalng ilo$§é par dla do-
wolnej serii elementéw 1 dowolnego n; przy tym kryterium zdatnosci pary
do wspotpraoy zostanie okreslone w spos6b, pozostawiajgcy duza swobode wy-
boru kryterium w praktyoe (zob. punkt 3 1 poozynione tam uwagi). Przed-
stawione bedg takze przestanki teoretyozne,ktére doprowadzity do skonstru-
owania algorytmu oraz sformutowane potrzebne twierdzenia z uwagami o ich
praktyoznym wykorzystaniu i niekiedy szkioami dowodéw. Peine dowody przed-
stawionyoh tu twierdzen zreferowane zostaty przez autora na  seminarium
prof. J. kukaszewloza na Uniwersytecie Wrootawskim i bedg przedmiotem
osobnej publlkaoji w "Zastosowaniaoch Matematyki". Wtej praoy ograniozymy
sie w zasadzie do przeglagdu wynikéw, ktadgo naolsk na loh znaczenie prak-
tyozne.

2. Pojeoie serii i doboru

Nie straoimy na zrozumlato$ol, a zyskamy na zwiezto$ci wypowiedzi, Jes$li
w dalszym ciggu bedziemy méwlé nie o elementaoh, a o llozbach, ktore sg
loh numerami. Ula uscaienla tego sposobu moéwienia uprowadzimy nastepujacga
definicje.
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Definloja 1: Zbior -[» 2, ...... nj- n naJmnielszyoh llozb oaticowltyoh
dodatnloh nazywamy serig diugos$ol n.
Serie diugosci n oznaozad bedziemy konsekwentnie przez SQ< Oazywl$ola
seria Sn-1 jest oze$oig serii SQ 1 zawiera o jeden element mniej, niz Sn.
Przystapimy teras do okre$lenia pojecia doboru.

Definicja 2i Doborem z serii Sjj bedziemy nas/wad kazdg funkoje f taka, ze

W1) f jest okre$lona na pewnym sblorse A(f) llosb s serii SQ 1 przyj—
muje wartosol s tego samego shioru Alt)}

W2) skoro 1 J jsg llosbaml s A(f), to f(i) + f(j)}

W3) dla kazdego1l s A(f) f(1) 4 i}

W4) dla kazdego 1l z Alt) skoro f(Il) - k, to f(k) - 1.

Wskazemy w jaki sposdb deflnloja ta odswleroledla bardziej konkretne
pojeole doboru z punktu 1. Dtwodrbej w tym oelu wszystkie pary postaol {i,
f(l)} , gdzie 1 przebiega zbidr Alt)f przez pare bedziemy tu rosumled
zbidr dwuelementowy, a nie tzw. pare uporzagdkowang. T ten sposdb funkoja
f Istotnie dobiera pewne pary liczb ze zbioru Alt)} dzieki warunkowi W
definicji zbior A(f) jest zarazem zbiorem wszystkloh llozb z Sn, ktére na
ja pare. Nie mtisl to byd zbidr wszystkloh llozb z Sn, bo nie zadaliSmy w
punkole 1, by wszystkie elementy serii byty polgozone w pary, a nawet nie
mozemy tego zgdad. Warunek WB deflnlojl gwarantuje, ze zaden element nie
zostanie skojarzony sam ze sobg - samo pojeole funkojl nie wykluoza ta-
kiej mozllwosol. Wreszcie warunki W2 1 WA lgoznle gwarantujg, ze kazdy e-
lement zbioru A(f) wystepuje w doktadnie jednej parze.

Nastepujgoa deflnloja utatwi sformutowanie dalszyoh wypowiedzi.

Definicja 3t Nieoh przy pewnym n t bedzie doborem z serii Sn oraz nleoh
Alt) ma znaozenle takie, jak w deflnlojl 2. Wdwozas nazwiemy moog doboru
f 1 oznaczymy przez P(f) llozbe taka, ze 2P(f) jest llosolg llozb w zbio-
rze A(f).

Uwaga: tatwo zauwazyd, ze P (f) Jest po prostu lloSolg par,, skojarzonyoh
przez dobér f.

Z deflnlojl 2 tatwo mozna wyolagnad nastepujgoy Wniosek: jezeli m< n 1
Jest doborem z Sfi to f Jest doborem z Sg.

Deflnloja doboru nie uwzglednia w zaden sposdb pojeola zdatno$ol pary,
ktére zostanie wprowadzone do rozwazan osobno w nastepnym punkole.

3. Punkoja zdatnosol

Zaoznlemy od podania formalnej deflnlojl, ktérag nastepnie dokiadniej omd-
wimy.

Deflnloja 4: Bedziemy nazywad funkojg zdatno$ol na Sn kazdg funkoje z
(i, j) dwu zmiennyoh, okre$long dla 1, J przebiegajacych Sn, przyjmujaca
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dla kazdej pary argumentéow warto$¢ O lut 1 oraz symetryczng ten. takg,
ze

z (i, j) «z (j, 1)

dla dowolnyoh 1, j Ee zbioru SQ.
Far; {i, j} elementdw S& nazywamy zdatng do wspdipraoy Ee wzgledu na
funkoje zdatno$ol b wtedy 1 tylko wtedy gdy s (I, j) - 1.

Taka definicja funkcji zdatno$ol i nastepnie pojecia zdatno$ol pary
nie zawiera zgdnyoh wskazéwek oo do realnej tresoi pojecia zdatnos$ol, na-
ktada natomiast pewne ograniozenia formalne przez zatozenie o symetrii
funkcji s. Oméwimy blizej praktyczne snaozenle tego zatozenia, w dalszym
olagu za$ zastanowimy sie nad sposobami okres$lenia funkcji sdatno$ci w kon-
kretnych przypadkaoh.

Kazdy element e danej pary .{i, jj. umieszczony jest w okreSlonym miej
sou montowanego przez nas ukitadu. Mozna Batozyd, ze miejsoe jego  numeru
(np. i) w symbolu s(I, j) zwigzane jest z miejscem w ukiadzie, w ktorym
element umieszczamy. Zatozenie o symetrii funkojl z oznacza wdwczas, ze
zamiana miejsc elementéw dowolnej pary w uktadzie nie wplywa na zdatno$o
tej pary do wspolpraoy.

Kaazkloujemy teraz przyktadowy sposéb definiowania funkojl zdatno$ol,
ktory jak sie zdaje dobrze odpowiada typowym zagadnieniom praktycznym.
Wydaje sie oczywiste, ze na zdatno$é elementéw pary -£i, Jj do wspdipra-
oy wptywajg parametry tych elementow/ Kazdemu elementowi i przyporzadko-
waé mozna uktad i(i) » <x.j(i), r*fi), . XgCi)» N oharakteryzuja-
oyoh go parametréw, mozna traktowaé¢ ten uklad jako wektor z N-wymlarowej
rzeczywistej przestrzeni liniowej H* x\

Celowo bedzie ooenlad zdatno$6 pary 71, jj- do wspolpraoy z punktu widze-
nia catego uktadu. Zatézmy, ze praoa uktadu scharakteryzowana jest przez

pewng wielko$¢ F, ktéra jest funkojg 2N zmlennyoh x”, ..., xH, y* .... ys
postaoi F(x1l-y1, x2-J2* ..., Xg-yj,), pi»7 pzym|?Cx1l-y1, ........ Xjj-yK)| -
«jpCy"HZ™, ... .. Mozna zatozy¢, ze w przypadku ldealnej praoy

uktadu F m0 (F jest swego rodzaju "btedem uktadul). Ktadgo dla ustalonego
t >0

z Cl, j) m 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
[F(x1(1) -x1(j), ..., xN(i) - Xjj())l < t (*)

otrzymujemy funkcje 'sdatno$ci o wtasnosolaoh postulowanych przez deflnl-
oje 3 1 odpowiadajgcag intuicyjnemu pojeolu zdatnos$ol.

W zwigzku z witasnos$ciami tyoh przestrzeni zob. np. 1.U. Cel’ fand "Lek-
cji po linejnoj al’gebre".
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Mozna w nastepujgoy sposob zwigsaé te definioje z pojeoiem normy 1 od-

legto$oi w przestrzeniach liniowyoh (soh. np. I. U. Qel’fand, op. olt.).
ZalOAmy, ze P (n™, ...... Ug) ma wzgledem zmiennyoh u.,, ..... Ug réznioz-
fce zupetng w punkole <0, ...... 0) postaol d? - Aldul + ..... + Agdug.

Mozna deflnlujgoy funkoje zdatnos$ol warunek (*) o postaol nieréwno$oi na-
tozy6 nie na P a na wyrazania

1Al () + + |ar | |xH(i)

tatwo sprawdeld, ze wyrazenia to ma wtasnos$ol zdefiniowanaj prsas  norme
odlegtosci w przestrzeni liniowej RN o H wymiarach mozemy wleo méwlo, ze
para {i»j} J*“t zdatna do wspdtpraoy, gdy elementy jaj sa "bliskie" w
sensie pewnej deflnlojl odlegtos$oi. Oczywiscie wybor t Jest Juz sprawa
osysto praktyoznag.

A. Dobory dopuszozalne 1 maksymalne. Solste sformitowanie sagadnienia z
punktu 1

W dalszym olggu dtugos¢ n serii Sn oraz okreslong dla Sn funkoje zdatnos-
ol s bedziemy uwazali za ustalone. Bedziemy réwniez przyJmowad, ze okre-
$lenie funkoji Bdatno$oi z dla serii Sn okre$la tym samym odpowiednie
funkoje zdatnos$ol dla wszystkloh serii SDgdzie p< n.

Definloja 3: Dobér f z serii Sp (p”~rn) nazwiemy doborem dopuszczalnym w
Sp ze wzgledu na funkoje Bdatno$oi b wtedy i tylko wtedy, gdy z (I,f(i))«
» 1 dla dowolnego 1 ze zbioru A(f). Oznaczenie Aff) rozumiemy tu Jak w de-
finioji 2.

Dobor f b serii Sp bedziemy nazywali maksymalnym doborem z Sp wtedy i
tylko wtedy, gdy Jest on dopuszozalny Be wzgledu na funkoje Bdatno$oi z
oraz dla dowolnego doboru g z Sp, dopuszczalnego ze wzgledu na z zaobodzl
nierownos$o

P(g) < P(f),

gdzie P(f), P(g) oznaoBalg odpowiednio mooe doboréw f, g.

Moc maksymalnego doboru z Sp oznaozad bedziemy przez Pp.

Celowo$d okres$lenia zawartyoh w tej definioji poje6  dla  wszystkich
p A~ n stanie sie Jasna w punkole nastepnym. Uzyte w definicjach 1, 2, 1,
4, 5 oznaczenia bedziemy w dalszym olagu stosowali konsekwentnie w tym sa-
mym znaozenlu, nie podkre$lajac tego za kazaym razem.

Zauwazmy, ze dobor dopussozalny w sn spetnia warunki (1)1 (2), sformu-
towane w punkole 1, Je$li pojeole zdatno$ol spreoyzujemy tak, Jak w punk-
ole 3.
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Dzieki temu staje sie Jasne, ze zagadnieniu z punktu 1 odpowiada naste-
pujace S$ciste sformutowanie.

Zafadnlenig: Znalez¢ maksymalny dobér z danej serii Sn  przy ustalonej
funkojl zdatnoscl z (i,j).

W nastepnych dwu punktach podamy twierdzenia i wzory, niezbedne dla
rozwigzania tego zagadnienia.

5. Twierdzenie podstawowe

Pokazemy, Jak mozna skonstruowa¢ dobér maksymalny z danej serii SQ w spo-
séb rekurencyjny, tworzac kolejno dobory maksymalne dla serii Spf  gdzie
p»1, 2, ..., n. Twierdzenie podstawowe, ktére wskazuje na taka mozli-
wos$¢, poprzedzimy jednym twierdzeniem pomoonlozym i Jedng definicjg.

Twierdzenie },: Dla p <n mooe doboréw maksymalnyoh z serii SP 1 SP’I‘ spefc-
nlajg nieréwnosci

Pp A /\p+1 AN 1+/\p*

Dowod Jest tatwy i mozna go tu przedstawic¢. Lewa nier6wno$¢ jest oozywi-
sta, gdyz kazdy dobdr z Sp jest doborem z serii Sp+l i Jest to prawdg tak-
ze dla doboréw dopuszozalnyoh. Zatézmy, ze niestuszna Jest nierownos$¢ pra-
wa i ze dla maksymalnego doboru f z serii Sp+i Jest 2(f) » Ppyy > 1 + Py
Cynika stad tatwo sprzeozno$6. Zbiér A(f) musi zawiera¢ liozbe P+1, ina-
czej bowiem f bytby doborem z S i musiatoby by6 P(f) < Pp. Skoro tak,
to usunmy z A(f) liczby p+l i f(p+1). Przyporzadkowujgo liczcbom pozosta-
tego- zbioru (zawartego juz w Sp) warto$oi, Jakie dla tyoh liczb przyjmuje
funkcja f otrzymujemy dob6r dopuszozalny g dla ktérego A(g) jest ozeSola
Sp. Wobeo tego musi byé z Jednej strony F(g)< Pp, zdrugiej zas$ P(g) »
mP(f) —1 > Pp bo P(f) > 1+Pp. ® ten sposébpowstajesprzeoznos$o, kto-

ra dowodzi nieréwnosci prawej.

Twierdzenie to, jak zobaozymy, odgrywa role w dowodzie podstawowego
twierdzenia 2, mozna takze wyciagna¢ z niego pozyteczny wniosek. Oznaozmy
przez [x] najwiekszg liozbe catkowitg, nie wiekszg od x (tzw. o0ze$6 cat-
kowitg z x). Jest np. [*] =0, =2, £3] * 3. katwo zauwazyé¢, ze Pp

< [|]. Nieoh Pp - [H - k, gdzie DLk » * Stosujgo (n-p) — Kkrotnie
nierowno$¢ prawa twierdzenia 1, otrzymujemy

Whniosekt Jezeli Pp « [E] - k, to

pn ~ n - k - X gdy p parzyste, oraz

Pn -Cn- k - ([j] +1) gny p nieparzyste.
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Po«wala to w trakoie konstruowania poazozegdlnyoh doboréw maks;maln; oh
r Sp, pm1, 2, ... seaoowad od goOr; przewidywang taoo doboru maksymalnego
« sn.

Twierdzenie, ktorym sie teras zajmiemy, poewala dla danej funkojl zdat-
no$ol 1 danego p <n rozstrzygna6, ozy Pp+l jest réwne Pp, ozy 1 + Pp. Za-
wiera ono takze podstawowg ldee metody konstrukojl doboru  maksymalnego.
Doktadniej oméwimy «naoeenle twierdzenia po jego wypowiedzeniu 1 czeécio-
wym wykazaniu, aby za$ mdo je wyslowlé mozliwie krdtko, wprowadzimy naj-
pierw nastepujacg deflnloje.

Definioja 6: Niob t bedzie doborem dopuszczalnym w Sp ze wzgledu na funk-
oje z. Wowozas nazwiemy (f, z) - droga o poozatku 1 ze zbioru A(f) i kon-
ou j ze zbioru lit) ciag

par uporogdkowanyoh taki, ze

A= 1, f(18) -0
oraz dlar - 1,2, ..., a-1

z itiln),

Pwaga: méwimy o parze uporzadkowanej <ji, b> , gdy Interesujg nas miejsoa,
jakie poszozeg6lne symbole zajmujg wewngtrz nawiasow; najtatwiej (jesli
nie ohoemy przytaozad szozegoOtowej definicji pojeola) podkresllé mozna
ten punkt widzenia, roblgo umowe, ze pary <"a, b> , <ct d> uwazamy za
rowne wtedy 1 tylko wtedy, gdy a mo i b m d réwnooBe$nie i np. 20, 1> /
't <M, 0> . Szozeg6towg definioje znale¢6 mozna np. w podreoznlku K. Kura-
towsklego 'Wstep do teorii mnogosol 1 topologii”. Podamy teraz zapowie-
dziane twierdzenie.

Twierdzenie 2: Nleoh f bedzie maksymalnym doborem z serii Sp. Wowozas

1) jezeli Istnieje takie g~ p, ktdre nie nalezy do zbioru A(f) 1 przy
tym z (p+1,q) - 1, to dobdr g okreslony wzorami

g(ptl) - q, g(q) - P+1,
oraz

g(l) - f(1) dla kazdego 1 ze zbioru A(f)

jest maksymalnym doborem z serii Sp+1f
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2) Jezeli Istniejg takie 1. J ze zbioru A(f) 1 taicie q < p poza tym zbio-
rem, ze Istnieje (f,z) - droga

0 poozatku 1 oras konoa J, przy obje
z(l,p+1l) * B(J,q) - 1, T.o dobor g, okreslony
wzorami
g(p+1l) - 1» gil) - p+l
gil) - it gtj) - O

gil**) - fil,), gifii*)) - Vv,

dla X m1f 2, .««, s—%

oraz g(k) » fik) dla tyoh k bo zbioru Aif), dla ktéryoh g nie okresla-
ja wzory poprzednie jest maksymalnym doborem bserii

3) Jezelinatozenia punktow 1 ani 2twierdzenia nie sg speinione, to f
jest maksymalnym doborem z serii

Wykazemy najpierw prawdziwo$¢ ozes$oi pierwszej 1 drugiej twierdzenia; be-
dzie to zresztg bardzo tatwe«

W pierwszym wypadku réwno$¢ m(p+1,q) - 1 a w drugim réwnos$ol  zip+1,1) -
« zig»j) m 1 oraz fakt, ze olgg par

jest (f,z) - drogg gwarantuja, ze w obu prsypadkach dobsr g Jest do-
puszczalny w bo wzgledu na b. Zarazem w obu ozesolaoh P(g) - Pif) +
+ 1, oo tatwo sprawdzi¢ 1 wobeo twierdzenia 1 1 tego, ze F(f) - Pp  mamy
P(g) > ?p+i» 00 a°w°dBi stuszno$ol tyoh oze$oi twierdzenia. Dowod oze$oi
trzeciej jest kllkustronloowy 1 opiera sie na paru sstuoBnyoh nleoo poray-
staoh, dlatego nie bedzie tu przytoczony. Tymbardziej nalezy omoéwi6 bli-
zej znaozenle tej ozeSoi dla oatego twierdzenia. Cze$ol pierwsza 1 druga
wskazujg metody, za pomocg ktdryoh mozna dla danego doboru dopussozalne-
go f skonstruowa¢ nswy dobér dopuszosalny o mocy wiekszej o 1. Cze$¢ trze-
cia moéwi miedzy Innymi, ze sg to metody jedyne, o Ile dobdr f jest maksy-
malnym doborem e Sp, a takze, ze skoro metody te nie daja sie zastosowac,
to Pp® m Pp. Twierdzenie mowi wleo, ze o Ile dyaponujemy  ktdrymkolwiek
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zatozen ozes$oi pierwszej i drugiej twierdzenia, to zawsze mozemy skonstru-
owa¢ dobor maksymalny z serii Sp+1. Jes$li r je3t najmniejszg liozbg taka,
ze z(q,r) =1 dla pewnego g <r, to dobdr f okreslony wzorami

f(q) =,

£(r) »q

Jest maksymalnym doborem z 3eril Sx, 0 Ile wiec potrafimy dla doboru ma-
ksymalnego z serii Sp sprawdzié¢, ozy speinia on zatozenia oze$oi pierw-
szej lub drugiej twierdzenia 2 {dla oze$oi pierwszej Jest to proste, dla
drugiej nieco skomplikowane) to mozemy konstruujgo kolejno dobory maksy-
malne z serii Sr, Sr+1, Sr+2, ... otrzyma¢ w konou dobér maksymalny z se-
rii Sn dla dowolnego n.

6. Twierdzenia o drogaoh

Pragniemy znalez¢ metode, ktédra pozwoli nam przy danym p sprawdzi¢ dla do-
wolnie zadanego doboru maksymalnego f z serii Sp, ozy speinia on zaloze-
nia ozes$oi drugiej twierdzenia 2 z poprzedniego punktu 1 - wrazie gdy
tak Jest - wskaza¢ konkretng droge, ktérej istnienie zalozenia te postu-
lujg. To ostatnie Jest niezbedne, by mdo nastepnie skonstruowa6é doboér ma-
ksymalny z serii Sp+l. Metoda, ktoérej szukamy, musi sie da¢ stosowaé zu-
petnie mechanioznle, winna wieo polega¢ na kolejnym wykonywaniu  pownyoh
ustalonyoh, elementarnych operacji. Jest przy tym pozadane z praktyoznego
punktu widzenia, by ilo§¢ operaojl prowadzgoyob do rozwigzania nie byta
zbyt wielka. Metoda, sugerowana przez twierdzenia, ktére w tym punkoie po-
damy,- rozwigzuje w rzeozywisto$ol zagadnienie nieco ogdblniejsze, ktore
sformutujemy ponizej.

Zagadnienie i

Dany jest dobor f, dopuszczalny w Sp ze wzgledu na funkcje zdatnos$ci z o-
t3E zbiory P i Qliczb z Sp, takie, ze kazdy ich element Jest elementem
zbioru A(f) (zob. definicja 2 pkt 2)

Nalezy:

1. Sprawdzi¢, czy istnieje (f,z) - droga, ktdérej poozatek Jest elemen-
tem P, za$ konleo elementem Q.
2. Znalez¢ dla danego s i danego q ze zbioru 0 (f,z) - droge

<v f(x~> teest <is,f(ia)> taka, ze il »r,
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r Jest Hostig z P, za$ f(18) 3 4 przy zatozeniu, te taka (f,z) - droga
Istnieje.

Jezeli f Jest doborem maksymalnym s Sp, P Jest shiorem wszystkich ta-
kich i z A(f), ze z(l,p+l) =1, zad @ Jest zbiorem wszystkioh j z A(f)
takich, ze z (j,I) =1 dla pewnego 1 z S_, to sformutlowane wyzej zagadnie
nie sprowadza sie do zagadnienia wezszego, ktére nas interesuje.

Wprowadzimy najpierw definicje, ktdre utatwig nam  sformutowanie po-
trzebnyoh twierdzen (twierdzenia bedg mimo to bardzo diugie).

Definicja 7: Nazwiemy numeraojg par doboru f funkoje nr (i,f(i)), okreslo-
ng dla wszystkich par uporzadkowanych <i,f(i)® takich, ze i nalezy do
A(f), przyjmujacg wartodoi 1,2, ..., 2 P(f) i taka, zeS
1) dla i <f(i), J<f(j) zachodzi
m (i,f(i)) <nr (j,f(j)) <P(f) skoro tylko i < j,
oraz
2) dla i> f(i) zachodzi
nr (i, f(i)) » P(f) + nr (f(i),i).
Mozna tatwo wykazad, ze dla danego f istnieje doktadnie Jedna nume-
raolJa.

Definioja 8i Niech Z bedzie zbiorem, ktérego Jedynymi elementami sg licz-
by 0 i 1, niech <a,b> bedzie dowolng parg uporzadkowang liozb z Z, za$
<al, a2,..., an> dowolnym ciggiem n - wyrazowym o wyrazaoh z Z. Wowczas,
na mooy definicji

a + 'b Jest wieksza z liozb a,b

n,
N Jest najwiekszym wyrazem olagu <al#...,an> .

tatwo zauwazyo, ze dziatania a + b, ab, 1-a na elementach zbioru Z sg
identyozne odpowiednio z dziataniami: dodawania, mnozenia’i negacji dwue-
lementowej lagebry Boole’a.x

Definicja 9: Macierz K « nazwiemy maoierzg zerojedynkowg wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy jej wyraz rézny od zera Jest Jedynka.

x”nob. np. AW. Mostowski, "Algebry Boole’a 1 ioh zastosowania"
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Nieoh A« | |, B *|~licB* A aikAL

AN « AN = bedg maoierzaml zerojedynkowymi jednako-
wego stopnia (pxq). téwozas na mooy definicji

A+>B=fojl - C

AAB- jd*] - D

gdzie macierze C, Df E sg stopnia (pxq) kazda oraz
°lk " aik + ’bik

dik ” “lk * blk

®ik 7 ><, "ik aia dowolnJoh

Deflnioja 101 Nieoh A * Qauc Bbedzie maoierzg zerojedynkowg stopnia (pxq)
Wdwozas, na mooy deflnlojl

alt *tl atr
a2t at2 atr
< AT * Atr “ *
* L] L]
Vv ®t<t atr

gdzie A”z jest maoierza kolumnowg o p wlerszaoh.
Mdwigo niedoiile At i A* sg odpowiednio kolumng o numerze t i wierszem o
numerze t zapisanymi w postaoi kolumnowej.



Jarzy Biahut

Definicje 11: Dla ustalonego doboru f 1 zbioru P liozb ze zbioru A(£) ma-

oierze zerojedynkowe \ CN8™ T, Z zdefiniujemy przez naste-
pujace umowy
1) C(s) « "iB®* HIBO1@L6™ stopnia ((2P(f)) x s) zas o™®" /O (ozyli

* 1) wtedy i tylko wtedy, gdy Istnieje (f,z) - droga
()-\t ees* wkkAE ALK KAGA
()

taka. ¢e J1 Jest elementem zbioru P oraz

nr(Jt, ml

2) Zm1*~1 Jaot macierzg stopnia ((2P(f))x(2P(f})), za$ tjj. *<0 (czyli
z”™ - 1) wtedyi tylko wtedy, gdy i »nr (j,f(j)), k mnr (I,f(l)),

gdzie dla par ~|»f(j) \ ~I»f(l).> zaohodzg relacjalJ 4 1, J /()
oraz z(f(j),l) « 1.
3) U« 3®st maolarzag stopnia ((2P(f))x(2P(f))), za$ / O (ozyli
«1) wtedy i tylko wtedy gdy dla par ~|,f(j)~ , ~I,f(1)> takioh
te nr (j,f(j))m i, nr(l,f(1)) = k zaohodzg relaojel / J 4 f(Il).

Sformutujemy teraz twierdzenia, ktére rozwigzujg pierwszg oze$d zagad-
nienia, postawionego w tym punkole.

Twierdzenie 3: Hleoh f bedzie ustalonym doborem, za$ P ustalonym zbiorem
pewnyoh llozb z A(f).
Bowozas dla

°2p (f),I1
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Oj- 1 o (ozyli o~ 1) wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla pary <N, f(1))>

takiej, ze nr (i,f(l)) « J liczba 1 Jest elementem zbioru ?.
To oozywlste twierdzenie sformutowane zostato po to, by wskaza¢ sposob
obliczania maolerzy C* ; polega¢ on bedzie na przegladzie par

</\JJ> » /\2* */\ZA *kkkik Azp(f)* *Azp(f)/\
0 numeraob 1,2, ..., 2P(f) 1 kolejnym sprawdzaniu, ozy J" Jest elementem
P (zob. punkt 8).
Nastepnie maoierze C"3\ s 1 oblloza¢ bedziemy zgodnie z  wzorami,

zawartymi w twierdzeniu K.

Twierdzenie »; Nieoh dla ustalonego doboru f, zbioru P pewnyoh liczb z
A(f), oraz danej maolerzy C"8\ s > 1 bedaie

Nieoh dalej Whedzie zbiorem wszystkich takioh nlewiekszyoh od P(f) liczb
w”, ze przy ustalonym i an°™ + «p(f)+wlft “ 1 dI® wieoej niz Jednego t,
zad dla niepustego Wm|w1l,..., WijjJ-oras ala nieoh {tj-i*x*n*=*

bedzie zbiorem wszyatkloh liozb t”~ nlewiekszyoh od 2 P(f) i ta-
kloh, ze przy ustalonym k

3’ 3*tIk+f mW® )«3*tjk "1
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Ponadto, niech fi1» T2i Tj gdzie K = ... . " bedg wszystkimi
oiggami postaoi (t1k1>t22k y ey tj"N’I‘ . Nieoh, wreszcie dla ustalonego
3 i przy oznaczeniu Tj « <ft®, ..., tM> bedzie

W) -Gy A Uy A ses AL &

* & 7"V AV

gdzio A= | ¢jjif, V “| Tijj. | sa zerojedynkowymi maoierzaml stopnia
((2P(f))x(2P(f))) przy ozym 8Iljf « 1 wtedy i tylko wtedy, gdy i » k zad
Tik =1 “ ujjc 03:aB nieoh

B(j) _ A(0)A uU) ala 1<g<s +1

(D"}A 21)dla 1<qg4s +1

(EA} A Z1) dla 1<q < 3
. Eij)A d(3) ,
Woéwczas, Jes$li zbiér W Jest.pusty to

Cratl ™ = An~°\ JeSli za$ Jest niepusty, to

C(3+1), £ "A(>.
I»1

Uwaga; Zbioér nazywamy pustym, gdy nie ma on zadnych elementéow (np. zbior
rozwigzan rzeozywistych réwnania x2+1«0).
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Dowod twierdzenia 4 nosi oharakter czysto rachunkowy, jest  zmudny 1
nie bedzie tu przytoozony. Pozwala ono obliczy¢, wraz z  twierdzeniem 3,

mdolerz dla dowolnego s. Mozna tatwo wykazad, ze dla s >P(f) ma-
olerz C<8> musi sktadad sie z samych zer. Dla ustalonego 3 "P (f) tatwo
mozna sprawdzié¢, ozy oNj® = 1 przy pewnym 1, takim, ze i « nr (3,f(j))

gdzie f(j) jest elementem zbioru Q ze sformutowanego poprzednio zagadnie-
nia; Jesli tak Jest (i tylko wtedy), to istnieje (f,z) - droga

0--Jf ~ A »eeex A

taka, ze i® Jest elementem P, za$§ f(lg) elementem Q. Je$li tak nie Jest
dla zadnego s "P (f), to taka (f,z) - droga przy zadnym s nie istnieje;
mamy wiec metode, ktdra rozwigzuje o0ze$é pierwszg zagadnienia i sprowadza
sie do kolejnego stosowania wzoréw, wypisanych  w twierdzeniu 4, da sie
wiec zmechanizowaé. Pozostaje do rozwigzania druga cze$6 zagadnienia, kto-
rag rozwigzemy, stosujgc nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 3; Niech dla danego C"3+1\ s+l P(f), bedzie °£Sg+i = "I*
Wodéwczas(przy zachowaniu oznaczen twierdzenia 4):
1) istnieje takie J ze zbioru |o,1,..., uj-, ze a*g+l = 1»
2) dla oiggu k1, k2, ...» kB+1, gdzie k8+1 * k, za$ dla danych kp,
p> qgq> i, kg_.) Jest najmniejszg z liozb 1, takioh, ze aJ"-!

= 1 (zbidr takioh 1 Jest zawsze niepusty) speiniona Jest réwnoso

* e * *
F}»71 p* BkPkP+1 . (*5
3) Jezeli olag k.,, k2, ..., kg+1, gdzie kp - nr (i ,f(lpid), p=1,2,..
s+1, speinia rownosé (*) to cigg par ~ ,f L17)> ...,
Os+l»™1n J> Jest (f,z) - drogag.

Dwaga: Definiujgc oigg k”, ..., kg+l zgodnie ze wskazOéwkami  twierdzenia
3 i biorgo <i , f(ip)> tak, by nr (lp, f(ip)) » kp, otrzymujemy przy k
dobranym tak, by byto k « nr (i,f(i)) dla pewnego f(i) z Q(f,z) - droge

<1l,, f(l.,)> »eeen» ~g+l»

taka, ze .1 Jest elementem P, za$ f(ig+1l) elementem Q. Z analogicznych
przyozyn, Jak dla twierdzenia 4, dowod twierdzenia 5 nie bedzie tu po-
dany.
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7. Algorytm konstrukoji doboru maksymalnego

tyniki, podane w poprzednioh punktaoh, pozwalajg okre$llé doktadnie poste-
powanie, ktore prowadzi do konstrukoji pewnego doboru maksymalnego z do-
wolnie zadanej serii w ktdérej okreslona jest funkcja zdatno$ol z(i,j).
Postepowanie ma charakter algorytmlozny 1 jego opis przedstawiony w tym
punkole, ma postaé oiggu instrukcji; w kazdej z tych Instrukoji okreslone
33 - niekiedy w sposob warunkowy - numery Instrukcji, do ktérych nalezy
przejs6 po wykonaniu Instrukoji biezgoej. Analogiozng strukture majg pro-
gramy dla maszyn matematyoznyoh, nasz opl3 Jest Jednak o wiele mniej sfor-
malizowany« Dla zwlezto$oi wystepuja w nim zwroty "obliczyd ee¢", gdzie w
miejsou kropek wystepuje zawsze symbol pewnej funkcji, maoierzy, lub tp.
Symbol taki w kazdym wypadku zostal wyraznie okre$lony badz w  ktérym$ z
punktéw 1-6, badz w ozeSci punktu 7, poprzedzajaoej wiasoiwy opis algo-
rytmu. Podobnie badz w ktérym$ z punktéw 1-6, badz w uwagach poprzedzajg-
oyoh bezpos$rednio opis algorytmu zostat spreoyzowany sens zwrotu "obli-
czy6". Jes$li sposob obliozenia zawarty Jest w punktaoh 1-6, instrukoja za
wlera w nawiasie odsytaoz do odpowiedniego miejsoa w tek$ole. Wten spo-
s6b opis algorytmu ma zawsze doktadnie Jedng interpretaoJe, mimo nleoo
nieformalnego charakteru opisu. t

Uwagi wstepne do opisu algorytmu

1) Przez f0 = f* rozumiemy zbi6ér pusty; dla p > 1 przez fp rozumiemy
badz zbiér pusty, badz pewien dobér (dopuszozalny) z serii Sp.Przez A(fp)
rozumiemy badz zbiér pusty, je$li fp jest zbiorem pustym, badz zbiér argu-
mentéw doboru fp, gdy fp jest doborem. Przez zwrot "dane jest fp" nalezy
rozumied, ze dysponujemy listg wszystkich i ze zbioru Sp, na ktdrej przy
kazdym 1 ze zbioru A(fp) podana Jest warto$é fp(i). Przez Kp oznaczamy
zbiér tyoh i z Sp, ktéra nie nalezg do A(fp); liozba i nalezy wleo do K
wtedy i tylko wtedy, gdy przy i fle wystepuje na lisoie warto$o fp(l;;
Jezeli fp (a wiec i A(fp)) Jest zbiorem pustym, to Kp Jest oatg serig Sp,
co réwniez mozna odczyta6 z listy. Liczby ze zbioru (o ile istniejg)
sg uporzadkowane od najmniejszej do najwiekszej oo ozyni Jasnym zwroty ta-
kie, Jak "pierwszy", "nastepny", "ostatni" w odniesieniu do elementéw Kp.
Zwroty "ktadziemy fp+l - ~p"* luto "okreSlamy fp+l wzorami ..." nalezy ro-
zumied réwniez jako instrukcje sporzadzenie odpowiedniej listy dla serii

SP+1*
2) Zakiadamy, ze dysponujemy Jednoznacznym zapisem informujgcym, Jaka
jest wartosé z(l,j) funkcji zdatnosol z dla dowolnych i,J z serii Sn.
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3) Ogolnie o kazdej funkojl, ktorg uwazamy aa dang zakladamy, ze dana
Jest tabela okre$lajgoa warto6oi funkojl dla wszystkioh warto$ol argumen-
tow, o kazdej macierzy, ktérg uwazamy za dana zaktadamy, ze dysponujemy
zapisem tej maolerzy oraz zaktadamy, ze obliczenie funkojl (lub maolerzy)
pociaga za sobg sporzadzenie odpowiedniego zapisu.

4) Dla dowolnego doboru fp funkoje nr (1, fp(i)) mozna okres$lid naste-
pujgoo, oplerajgo sie o definicje z punktu 6.

4.1) Woparoiu o liste, omowiong w uwadze 1. przellozamy elementy zbio-
ru A(fp). loh ilos§é réwna Jest 2P(fp), gdzie PCfp) Jest moog doboru fp.

4.2) Dla najmniejszego i ze zbioru A(fp) kiadziemy nr (i,fp(i)) «1.

4.3) Jezeli dane Jest nr (i,i (i)) < P(fp) to dla najmniejszego J z
A(f ), dla ktorego nr (j,fp(j)) nie Jest Jeszoze okre$lone kiadziemy nr
(j»fp(j)) m1 + nr it, f (D).

Jezeli dane Jest nr (i,fp(i>) > ?(fp), to dla najmniejszego J z A(fp)
dla ktorego nr (j,fp(j)) nie Jest Jeseoze okreSlone kiadziemy

nr (J,fp()> = P(fp)+ nr(fp(j), J)

Zaktadamy, ze 1 jest najwieksza liczba z -z(fp) dla ktérej okreslono Juz
nr (i,fp(l)) oraz, ze skoro A(fp) zawiera liozbe k, k < 1, to nr (k,fp(k))
zostat Juz okreSlony uprzednio. Tobec tego powtarzajagc opisane w 4.3 po-
stepowanie az do wyczerpania zbioru A(fp) JesteSmy w stanie obllczyd
nr (ijfpCi)) dla wszystkich 1 z A(f).

Opis algorytmu

Instrukoja 0. Dane jest p < n oraz fp; Jezeli Kp Jest zbiorem pustym,
przeohodziray do InstrukolJi 1; Jezeli Kp nie Jest zbiorem pustym, przecho-
dzimy do instrukcji 2.

InstrukoJa 1. Kiadziemy f " & fp 1 przeohodzimy do instrukcji 27.

InstrukoJa 2. Oznaczamy przez q pierwszy element zbioru Kp i przechodzimy
do instrukcji 3.

Instrukcja 3. Jezeli z(q,p+l) » 1, przeohodzimy do instrukoji 5; jezeli
z(q,p+l) m0 i g nie Jest ostatnim elementem zbioru Kp, kiadziemy r « q i
przeohodzimy do instrukojl 4; jezeli z (q,p+1) m0 i g jest ostatnim ele-
mentem zbioru Kp, przeohodzimy do instrukojl 6.

Instrukcja 4. Oznaozamy przez q nastepny po r element zbioru Kp i przeoho-
dzimy do instrukojl 3.

Instrukoja 5. Kiadziemy f .,(1) = fp(i) dla wszystkich i ze zbioru A(fp)
oraz fp~Afp+1) » i > p+l i przeohodzimy do instrukcji 27.
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Instrukcja 6. Oznaczamy przez g najmniejszy element zbioru A(fp) i prze-
chodzimy do instrukcji 7.

3'gs'trukojg 7« Jezeli z (gq,p+l) m 1 to zaliczamy q do zbioru P (ozynimy to

np. przez dopisanie nowej pozycji na odpowiedniej lisoie); Jezeli
z(q,p+l) =0 to nie zaliczamy q do zbioru P (nie dopisujemy nowej pozyoji
n?. liicie). Po zbadaniu z(q,p+l) kitadziemy r =g i przechodzimy do in-

-2'jxrukcji 8, o ile q nie Jest najwiekszym elementem zbioru A(fp); Jezeli g
Jest najwiekszym elementem z A(fp) to przeohodzimy do instrukoji 9«

Instrukcja 8. Oznaozamy przez g nastepny po r element zbioru A(fp) i prze-
chodzimy do instrukoji 7.

Instrukoja 9« Obliozamy warto$oi funkcji nr (i,f(i)) dla wszystkich i z
A(fp), obliozamy nastepnie macierze Z,U. Przeohodzimy do instrukcji 10.
(Maoierze Z,U obliczamy w oparciu o definicje z pktu 6).

Instrukcja 10. Obliozamy maoierz Jezeli elementami s§ same ze-
raf przeohodzimy do instrukoji 1. Jezeli istniejg niezerowe elementy
przeohodzimy do instrukoji 11, ktadgo przedtem 1=1.

Instrukoja 11. Jezeli o*5=1, i =nr (q,fp(q)) gdzie z(fn(q), 1) -1 dla
pewnego 1 z Kp, to oznaozamy przez m najmniejsze z  takich 1, ze
z(fp(q),l) =11 przeohodzimy do instrukoji 12. Jezeli z(fp(q),l)
=0 gdzie i =nr (q,fp(q)) oraz i< 2P(fp), to ktadziemy J»i i P przeoho-
dzimy do instrukoji 13. Jezeli z(fp(q),l) =0 gdzie i=nr(q,f(q))
oraz i = 2T(fp), to przechodzimy do instrukoji 14.

Instrukoja 12, Kiadziemy f_+1(j) "= dla q/ J jl f (q), oraz fp+-)(<I5=
=p+1, " a* Przeohodzimy do instrukcji 27.

Instrukoja 13.Ktadziemy i=J+1 i przeohodzimy do instrukoji 11.
Instrukoja 14.Kfadziemy s = 1i przechodzimydoinstrukoji 15.

Instrukoja 15.Dane Jest C"3”. Obliozamy A" wedtug wzoréw z tw. 3. (p-t
6). Jezeli wszystkie elementy A s g zerami,to przechodzimy doinstruk-
oji 1. Jezeli istniejg niezerowe elementy macierzy A"M”™ oraz zbidr
W (zdefiniowany w tw. 4) Jest pusty, to kiadziemy C = A”*°~i przeohodzimy
do instrukoji 22.'Jezeli AMO” nie 3klada sie z samyoh zer i zbiér W nie
jest pusty, to sporzadzamy liste oiggébw o”, 02..., (zob. twierdzenie
3), oznaczamy przez H maoierz stopnia (2P(fp) x (a+1)), ktérej wszystkie
elementy sg zerami, kitadziemy J=1 i przeohodzimy do instrukcji 16.

Instrukoja 16. Obliozamy macierz A" (wedtug wzoréw z twierdzenia 4),
ktadziemy 1=1 i przeohodzimy do instrukcji 17.
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Inatrukojg 17» Jezeli a~g+l - 2] B(fp(q),l) » 1X*, gdzie

1 - nr (q,fp(q))f to ktadziemy G « A ™ i przeohodzimy do instrukoji 22.

Jezeli 1,8+1 ’Jngpr s(fp(q),l) « OX".oraz |<2P(flp) to ktadziemy Jk-| i prze-
ohodzlmy do inatrukoji 18. Jezeli a.‘gj v =4-1 mOx orazi »
17j .8+ lelep
¢ 27(ip5 to kiadziemy J - AJ +* Hi przeohodzimy do inatrukoji 19»
Inatrukoja 18. Ktadziemy i - k + 1 i przeohodzimy do inatrukoji 17.

Inatrukoja 19. Jezeli J <K, to kiadziemy He J, k mJ + 1 i przeohodzimy
do inatrukoji 20. Jezeli j » K, to kitadziemy t = a + 1 i « J oraz
przeohodzimy do Inatrukoji 21.

Inatrukoja 20. KiadziemyJ*=k i przechodzimydo inatrukoji 16.
Inatrukoja 21. Kfladziemys=t i przeohodzimydo inatrukoji 15.

Inatrukoja 22. Dane JestG* Is"kl* Kiadziemy k = s+l oraz przez i3+l
oznaozainy najmniejsze takie 1, ze g"3+l e iekp «(ipf954#35 = 1, gdzie 1 =
=nr(q,fp(q)), za$ przez qg+2 najmniejsze takie 1, ze z (fpWa+1l)»I5 “

I Jest elementem 't~Axx\ Przechodzimy do instrukoji 23.

Instrukcja 23. Dla i® = nr(gk,f jezeli k = 1, przeohodzimydo in-
strukcji 26. Jezeli k> 1, to kiladziemy t =k - 1 i przeohodzimydo In-
strukcji 24.

Instrukcja 24. Ktadziemy k = t, przeohodzimy do instrukoji 25.

Instrukcja 25. Przez i oznaozamy najmniejsze takie 1, ze g* e 1
Przeohodzimy do instrukcji 23. lc+l

Inatrukoja 26. Kiladziemy fp+1(i) = fp(i) dlatych i, dla ktéryoh gk t it
i fp(gk) przy k =1,2,...,5s + 1. Kladziemy fp+1(P+1" - ~ » fp+i(11i)

x p + 1 oraz fp+1(fp(ak)) = Qk+1. “ fp(lk) dla k " 1,2...,s+1.
Przeohodzimy do instrukoji 27.

Instrukcja 27. Jezeli p + 1< n,to ktadziemy r = p+l i przeohodzimy do
instrukoji 28. Jezeli p + 1 =n, to kotozymy postepowanie.

Instrukcja 28. Ktadziemy p =r i przechodzimy do instrukoji O.
Jezeli wykonamy instrukcje 0 dla p =0 to dalsze postepowanie nakazane
przez te instrukcje i instrukcje nastepnie wykonane powodujg skonstruowa-

nie dohoru fn, ktory Jest dohorem maksymalnym na Sc na oooy twierdzen z
punktéw 516 .

W obu wypadkach i =nr (q,f (q)).
“ NZaktadamy, ze lg+tl = nr(gqg+1, fp(<I3+1)«
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B. Uwagi konoowe

Przedstawiony w poprzednim punkoie opis algorytmu moze stuzy¢ jako podsta-
wa do opraoowania programu dla maszyny matematycznej.

tatwo zauwazyé» ze jednym z gtéwnych probleméw do rozwigzania  bedzie
wéwozas wykorzystanie miejsoa w pamieci maszyny w sposdb mozliwie ekono-
ralozny; bedzie to wazne zwilaszcza w przypadku matyoh maszyn.

Warto w tym miejscu wskaza¢ na dwie mozliwos$ci, zwigzane z zapisem ma-
cierzy zerojedynkowych takioh, jak C"3”, Z, U, i operaojami na tyoh maoie-
r zaoh .

Po pierwsze liczba o n pozyojaoh dwéjkowyoh moze by¢ interpretowana ja
ko jeden wiersz (jedna kolumna) zerojedynkowej maoierzy o n kolumnach (n
wierszach). Wmaszynie w ktérej jedna komoérka pamieoi zawiera np. 34 po-
zycje dwojkowe mozna wobec tego jeden wiersz maoierzy stukolumnowej zapi-
sa¢ w trze oh kolejnych komérkach pamieoi. Po drugie, Jezyki wewnetrzne
wielu maszyn matematycznych zawierajg rozkazy, powodujgce np. wykonanie
dla dwu danyoh liozb operaojl, dajacej w wyniku liczbe, ktdérej k-ta pozy-
cja jest sumg logiczng (lloozynem logicznym) k-tyoh pozycji obu liozb da-
nyoh. Umiejetne wykorzystanie tego rodzaju rozkazéw  moze by¢é przydatne
przy zaprogramowaniu szybkioh zmeohanizowanyoh rachunkéw na maoierzach ze-
rojedynkowyoh, zapisanych w sposob poprzednio zasugerowany.

Zadna z tyoh uwag nie rozwigzuje oatkowioie zasygnalizowanych zagad-
nien. Wskazujag one natomiast, ze nie bytoby korzystne bezpos$rednie tluma-
czenie podanego w punkoie poprzednim opisu algorytmu na Jaki$ jezyk algo-
rytmiczny taki, Jak np. ALGOL i Zze, z drugiej strony odpowiedni program,
sporzadzony z uwzglednieniem ceoh Jezyka wewnetrznego maszyny moze umozli-
wi¢ wykonanie w dostateoznie krotkim ozasle obliczen dla wielu praktyoz-
nie InteresuJgoyoh przypadkdw nawet przy uzyciu matej maszyny.

Uwaga; Juz w ozasie druku praoy autor zauwazyt, ze oze$6 3 twierdzenia 2
moze by¢é uzyskana, Jako prosty wniosek z twierdzenia Berge’a, Normana i
Babina (zob. np. C. Berge, The Theory of Graphs and Its Applications, New
York and London, 1904, str. 175). Doktadniejsze wskazowki na ten temat
znajdg sie we wspomnianym Juz artykule autora w "Zastosowaniaoh Matema-
tyki".

Rekopis ztozono w Redakoji w uilu 15.12.1969 r.
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AJIrOFVITK OliTMmiAJIbHOrO OTEOPA 11Ap H3 flAIIHOti CtPKM 3JIEMEHTOB
Fescue

UpexJiaraeubui b padoTe ajiropMTU n0330Ji«eT us AaiiHofi oepnn saeueHTOB ITa-
kvuc, «ax co npoTHBJieHHU, noliynpoBOAHHKOBhie ahoau k r.n.) noxoOpaib ua-
KCHMajikHce KOBHViecTBO nap bJieueuTOB, cnocoOnux X coBuecTHott paOoTe (.aanp.
B H3MepHTejlbHOM CHCTeue) npH HeKOTOpbOC npeAAOZeHHXX OTHOCHTejlbHO XpnTfepKX
CnOCoCHOCTH.

flaoTca reopeuu, ita xotophx axropHTu oCochobuk, onpeAexennx ochobhax
noiiBTMX u onncanne axropHTua, c$opuyji'npoBaHO xux nocjie®oBUTUbHooib hb-
CTpyxuMd. OficyzAaeTCB poxb oTxtlibHbix Teopeu a-hk nocTpoeHHa onropmua n
HHTYHTHBHOH uoTHBHpOBXa ynoTpeejiaeuboc onpa,nexeHHii. floxasaiejibCTBa Teopeu
CyayT onyOaKKoBamj oTxejibuo.

3 pafioTe yxasauu xaxe HexoTopne xoHxpCTHue bosmoxhoctm npnueHeajtii ue-
Toaa x TexHHiecxHH Bonpocau.

EE_IE_ CﬁLGCRITHM OP OPTIMAL SELECTION OF PAIRS OF ELEMENTS FROM A GIVEN

Summaly

The algorithm, presented In the paper, enables us to ohoose from given
baton of elements (suoh, as the resistors, semiconductor diodes etc.) a
maximal number of pairs of elements, whloh are capable to collaborate one
with another (In a measuring system, say) under certain conditions, con-
cerning the oritherlon of capability. There are given theorems, on whloh
the algorithm Is based, the definitions of the necessary notions, and the
description of the algorithm, formulated as the sequence of Instructions.
The role of presented theorems is explained and the intuitive motivation
of definitions is given; the proofs of the theorems will be published. So-
me possible teohnloal applications are sketched In the paper too.



