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ORGANIZACIA POSZUKIWANIA OPTYMALNYCH PARAVETROW MODELU MATEMATYCZNEGO

Streszczenie . Wniniejszej praoy przedstawiono w krétkim za-
rysie niezbedne dla rozwigzania problemu poszukiwania opty-
malnych parametrow modelu matematycznego oechy oharaktery-
styozne powierzchni wielu zmiennych. Nastepnie zaproponowa-
no pewien algorytm umozliwiajaoy znajdywanie maksimum (lub
minimum) dostatecznie szerokiej klasy powierzchni wielu
zmiennych.

1. Wstep

eldentyfikacja obiektow, czyli znalezienie numerycznych wartosci wspot-
czynnikédw modelu matematycznego danego obiektu jest nader istotnym proble-
mem. Praktyka wykazuje, ze otrzymane z procedury identyfikacyjnej wspot-
czynniki sg nie tylko funkcjg parametréw idontyflkowanego obiektu (oo
Jest oczywiste), ale i funkcjg sposobu przeprowadzania identyfikacji (co
jest juz raniej oczywiste).

Scislej rzecz biorgc, przy metodzie Icentyfikacyjnel ~polegajacej na mi-
nimalizacji odlegto$ci pcmiedzy zbiorem sygnatéw pomierzonych a wyliczo-
nyoh na podstawie modelu, wspo6tczynniki tego modelu sg zalezne od przyje-
tej odlegtosci, czyli inaczej méwigc - od metryki wprowadzonej w danej
przestrzeni eksperymentu. Dla lepszego unaocznienia tegc faktu rozpatrzmy
identyfikacje statyczng obiektu liniowego jednowymiarowego o modelu mate-
matycznym

y —ax +b (1)
Dysponujemy zbiorami sygnatéw wejsciowych

E(x) = (xIfx2, ...,xn)
oraz sygnatow wyjsciowych

E(Y) = (Y1,¥2¢ o«
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Przyjmijmy jako metryke

d(E{x).E(y)) =1 (2)

co po zminimalizowaniu metryki
d(E(yt).E(x)),

gdzie E(y*) Jeat zbiorem sygnatéw obliczonych na podstawie modelu

E{y*) = (y* = arj) + b, y£ = ax2 + b, y* = a*n mb)

ze wzgledu na nieznane warto$ci a i b pozwoli na znalezienie ich wartosci
optymalnych a* i b* w 3ensla tej metryki.
Przyjmujac jako metryke

(3)

lub

nio.
Dodatkowg trudno$cig Jest to, ze przyjecie modalu matematycznego w for-
mie réwnowaznej (i) pod wzgledem matematycznym, a mianowicie

przy tej samej metryce, np. (2) prowadzi do zupetnie réznych wartos$ci a
oraz b.

w przypadku modeli matematycznych o wiekszej liczbie zmiennych zbiory
ECjc) oraz E(y) sa, ogdlnie biorgc elementami przestrzeni Ea. Zbior E(y)
mozna wiec rozpatrywad jako pewng rapresentante hlperpowiarzohnl w tej
przestrzeni. Problem minimalizacji odlegto$ci d sprowadza sie wiec do znan
lezienia minimum tej powierzchni ze wzgledu na nieznane wspo6tczynniki mo-
delu przy ograniczeniach wynikajacych z fizycznych wtasciwosci obiektu, a
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wiec znalezienia minimum znajdujacego sie w pewnym ohszaize zwanym nolem
eksperymentu.

Najczes$ciej dotychczas uzywang jest metryka euklidesowa (1), dlatego
istnieja opracowania szeregu metod poszukiwania ekstremum (maksimum  lub
minimum) powierzchni wypuktych klasy C2. Okazuje sie jednak, ze pojecie
wypuktosci funkcji jest pojeciem zbyt waskim i w wielu przypadkach trzeba
znale66 ekstremum funkcji nlewypuktej, kiedy to metody te zawodzg. Przy-
jecie innych metryk np. (3) lub (4) prowadzi do Innych, specjalnych rodza-
jow powierzchni posiadajagcych jednoznaczne minimum, a wiec rozwigzanie
problemu identyfikacji w tych przestrzeniach istnieje.

Istotnym problemem tu wystepujacym jest przyporzadkowanie odpowiedniej
metody poszukiwania ekstremum do przyjetej metryki.

2. Geometria powierzchni wielu zmiennych

celu przedstawienia trudnos$ci, na jakie napotyka sie przy przyjeciu
réznych metryk rozpatrzmy rdzne ksztatty powierzchni rozpietej nad polem
eksperymentu. Powierzchnia ta opisana jest réwnaniem modelu inatematyczne-

go

y = f(x1f x2, ..., xn) (6)
i nosi nazwe powierzchni reakcji (response surfaoe). Cechg charakterysty-
czng tej powierzchni warunkujaca istnienie Jednoznacznego eKstremum, jest
unimodalnosé.

Dla zdefiniowania tego pojecia wprowadZmy wpierw pojecie trajektorii
przechodzgoej przez dane dwa punkty xLi xw przestrzeni eksperymentu

A ==X XRE e«., Xh)

A * /I 2 2* ***l, ”2 .)*.

1

Trajektoria przechodzaca przez dwa punkty x~ oraz x2 bedziemy nazywad kaz-

dg krzywa opisang réwnaniem
X = t(x1, x2, >) (7
1 takg, ze

t (X1, x2, C) =x1

t(x/, x2, 1) « x2



6 Maciej Bargielskl

W szczegdlnosci, trajektorig noze by¢ prosta przechodzgca przez punkty x1
i X o réwnani"

x = x1 +X(x2 - x1). (9)

Parametr Xokresla kierunek ruohu po trajektorii. Mozemywiec okreslic,
Jak zmienia sie powierzchnia (6) wzgtuz danej trajektorii. Jest rzeczg o~
czywlstg, ze warto$¢ y Jest funkcjg parametru X:

y(x1(X), x2(X), . xk(X) = y(X). (10)

Oznaczmy przez X* wartos¢ Xe [0,1], przy ktérej funkcja y osigga swoje ma-
ksimum (minimum)

y(\*) = max y(X)
<l

ckAs
(11)
(y(X*) = min y(X)).
0<X<1

Wesmy dwie dowolne wartosci X* i X2 takie, ze X~< X2» Méwimy, ze funk-
cja y jest unlmodalna na trajektorii od x1 do x2, je$li zachodzi:

x2< X'=>y(X1)< y(X2) (y(X1) > y(X)))

(12)
X*< Xh—rpy (X1) > y(X2) (y(xX*) <y(X2)).

Dla zdefiniowania unimodalnosci funkcji (powierzchni) w obszarze ekspery-
mentu zalézmy, ze powierzchnia (6) osigga swoje maksimum (minimum) w tym
obszarze w punkcie x*

y(x*) = max y(x) (= min y(x)). (13)
~ X X

Powierzchnie y(x) bedziemy nazvaaIi gnimodalna w obszarze eksperymentu je-
$§1i dla kazdych dwdch punktéw x~ i x z tego ohszaru istnieje trajektoria
przechodzaca przez x*. na ktérej funkcja jest unlmodalna.

Definicje powyzsza mozna réwniez pedad w inny nieco sposOob. Mianowicie
méwimy, ze trajektoria jest silnie rosngca (malejgca) Jesli

X1< X2==0y(X1) < y(X2) (Y(X1)> y(X2)) .
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Powierzchnia y(x) Jest wiec unimodalng w obszarze eksperymentu,Jezeli dla
kazdego, dowolnego punktu x z tego obszaru istnieje silnie rosngca (male-
jaca) trajektoria z maksimum (minimum) w punkcie x* (13).

Dla ilustracji powyzszyoh definicji na rys. 1 przedstawiono dwuwymia-
rowg powierzchnie, ktéra jest unitnodalna, a na rys. 2 - nie. Powicrzohnia
zZ rys. 2 nosi nazwe blmodalnej.

Zdefiniowana tu unimodalno$é Jest pojeoiem dostatecznie szerokim 1 zga-
dza sie z okreSleniem Jedynodci ekstremum dla dowolnej funkojl niezalez-
nie od przagied, wawozdw i grzbietow.

Mozna wprowadzi¢ pewne ograniczenia dla klasy funkcji unimodalnych. |
tak, funkcjg silnie unimodelna nazywamy funkcje, ktéra jest uninodalna w
przestrzeni eksperymentu na kazdej prostej przechodzacal przez punkt eks-
tremalny (rys. 3). Powierzohnlg liniowo unlaodalna nazywamy powierzchnie,
ktora Jeat unlmodalna na kazdej prostej w przestrzeni eksperymentu (nie-

By*. 3. Powierzohnlg silnie-unimo- Hys. k, Powierzohnlg llniowo-unt-
dalsa modalna
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koniecznie przeohodzaoej przez punkt ekstremalny x* (rys. 4). W koncu naj-4
wezsza kla3a unimodalnos$ci - wypukta (wklestg) nazywamy powierzchnie spet-
niajgca warunek

y(x1 +Mx*“ -x1)/>y(x1) +My(x2) -y(x1))
(15)

(y(x1 -i-\ix2 - x1), <y(gil) +\(yl(x2) -y(x1))).

Wiele problemOY} wymagajacych kon-
kretnego rozwigzania mmozna opisaé
przy funkcji unimodalnyoh, nie beda-
cych jednak funkcjami wypuktymi. Ist-
nieje wiec jednoznaczne ekstremum,
ktdre jednak nie jest do osiggniecia
znanymi metodami.

W szczeg6lnosci, powierzohnle wie-
lu zmiennych posiadajg’ grzebienie
(grzbiety lut wawozy). Grzebieniem na-
zywaé bedziemy miejsce geometryozne
takich punktéow, na ktérych proces po-

Rys. 5. Powierzchnia wypukia szukiwania ekstremum metodg sieoznych
(Gaussa-Seidela) zatrzymuje sie nie o-
siggngwszy ekstremum. Dla matematycznej formalizaoji tej definicji przyj-
mijmy, ze 0 jest liczbg okreSlajacg najmniejszg odlegto$sé w kierun-
ku prostopadtym do osi x* ortogonalnego uktadu wspo6trzednych, ze punkty

fx1, X, s o

oraz

X + 6N » (X.], , eee, + B” L, xN)
posiadajg rozroznialne warto$oi funkcji (powierzchni) tj.

y(x1) 4 y(x1 + fij).
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Moéwimy, ze punkt znajduje sie na grzbieoie (w wawozie), Je$li zachodzi

Vi: y(x*/>max,i y(x* - y(x* + 6")

(16)
(y (x*}<min® y(x* - S7), y(x* + g”)).

Z okres$lenia grzebienia widad, ze jego wielko$¢ (powierzohnia) Jest zalez-'
na od dwdch czynnikow:

- ksztattu samej powierzchni oraz
- kroku poszukiwania 6”.

V przypadku powierzchni klasy CD przez odpowiednie zmniejszenie kroku
poszukiwania mozna ezasaml "w”j$6" z grzebienia, tzn. kontynuowa¢ proces
poszukiwania az do osiggnieoia ekstremum. Jednak w przypadku czesto stoso-,
wanej miary modutowej takie rozwigzanie jest niemozliwe ze wzgledu na o-
stro$§6 wystepujacych tu grzebieni (pochodna nie istnieje) (rys. 6).

Rys. 6. Ostry grzebien

3. Propos.yoja algorytmu umozliwiajacego poruszanie sie 00 ostrym grzebie-

niu

Proponowany algorytm Je3t pewng modyfikacja metody R. Hooke*a i T. A.
Jeevesa [i] opracowanej dla poszukiwania ekstremum na powierzchniach uni-
modalnych z grzebieniami. Zasadciozg ideg tej metody jest wyszukanie grze-,
bienia danej powierzchni 1 poruszanie sie po nim az do osiggnieci ekstrem
mum. Przypadki "utkniecia" algorytmu w nie-ekstremum wyeliminowane s3a
przez zmniejszenie kroku poszukiwan.

Jak juz wspomniano poprzednio, metody te sa nieefektywne w  przypadku
ostrych grzebieni i.dlatego wprowadzono modyfikaoje algorytmu. Polega ona
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na wyeliminowaniu zmniejszania kroku w algorytmie HJ oraz na wyznaczeniu
ewentualnego kierunku grzebienia w przypadku "utkniecia" algorytmu HJ i
dalszym kontynuowaniu poszukiwania ekstremum wg algorytmu HJ w nowym kie >
runku, lub na stwierdzeniu, ze algorytm osiggnat Juz ekstremum.

Wyznaczenie kierunku ewentualnego grzebienia polega na wykonaniu skoku
okre$lonego punktem zatrzymania 3ie algorytmu HJ i krokiem poszukiwan, a
nastepnie potraktowaniu tego punktu jako nowych warunkéw poozatkowyoh, z
ktoryoh poszukujemy ekstremum w pozostatych kierunkach ortogonalnych.
Punkt zatrzymania sie algorytmu HJ oraz punkt ekstremalny nowych warunkéw
poczatkowych (o ile sg rézne) wyznaczajg nowy kierunek poszukiwania eks-
tremum wg algorytmu HJ.

Jako kryterium zbieznos$ci przyjeto, ze algorytm znajduje sie w punkcie
ekstremalnym z zadang doktadno$cig 6, jezeli po zatrzymaniu sie algoryt-
mu skoki na odlegtos6 £ we wszystkich kierunkacn ortogonalnych dawaty
punkt ekstremalny pokrywajacy sie z danym. Zbiezno$6 proponowanego algo-
rytmu zagwarantowana Jest zbieznoscig algorytmu HJ [1] .

Schemat blokowy zmodyfikowanego algorytmu HJ przedstawia rys. 7. Ozna-
czania przyjete na tym rysunku sg nastepujace:

xQ - arbitralnie wybrany punkt startowy
5 - poozatkowy krok poszukiwan (d > 6)
6 .- zatozona doktadno$¢ okreslenia ekstremum

a, b- llozby nsturalne wybrane arbitralnie okreslajgcedoktadnosc okre-
$§lenie ekstremum procedury poszukiwawczej znowych warunkéw poozat-
kowych oraz kontrakcje kroku poszukiwan (np. a=5, b=2)

t~ - kolejne wspdtrzedne wyznaczane przez algorytm.

Algorytm z rys. 7 przeznaczony jest do poszukiwania maksimum. Dla lep-
szej ilustracji dziatania algorytmu na rys. 8 przedstawiono jego zachowa-
nie sie w przypadku poszukiwania ekstremum dwuwymiarowej powierzchni uni-
modalnej z ostrym grzbietem.

Rys. 8. Zachowanie sie :.7gorytmu na grzbiecie
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4. Zakonczenie ,

W problemach identyfikaoji ko' '.sosnym jest przeprowadzenie charaktery-
zacji i identyfikacji obiektu ma,.c stale na uwadze cel sterowania. Ab-
strahowanie w identyfikacji od celu sterowania nie daje pozadanych wyni-
kéw, i-dlatego jest rzecza konieczng dobo6r odpowiedniej metryki przostrze-1
ni. Z problemem tym wigze sie nieroztgcznie wybor odpowiednloh metod po-
szukiwania ekstremum do przyjetej metryki.

Ze wzgledu na duze zal ty miary modutowej i zwigzane z nimi coraz szer-
sze zastosowanie tego typu miary do zagadnien praktycznej identyfikacji'
prooes6w, koniecznym wydaje sie opraoowanie coraz efektywnielJszych metod
poszukiwania ekstremum, dziatajacych na nie gtadkiej powierzchniach unimo-
dalnyrh.

Proponowany algorytm zostat sprowadzony na przyktadach poszukiwania
ekstremum powisrzobni typu jak na rys. 6, dajgo za kazdym razem wyniki
zgodne z rzeczywistym potoz.eniem ekstremum (ktére byto znane) z zadang do-
ktaduodolg.
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OPTIMUM MATHEMATICAL MODEL PARAMETER SYSTEM SEEKING

Summary

In this paper there are given in short a oharaoteristio traits a multi-
dimensional'surfaces neoessary for solving optimum mathematical model para-"
meter seeking problem. Next some algorithm is propose, in use that is pos®

sible to find maximum (or minimum) a sufficiently wide of multidimensio-
nal surfaoes olas3.



