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ORGANIZACJA POSZUKIWANIA OPTYMALNYCH PARAMETRÓW MODELU MATEMATYCZNEGO

S tre s z c z e n ie  . W n i n i e j s z e j  praoy przedstaw iono w kró tk im  za- 
r y s i e  n iezbędne d la  rozw iązan ia  problemu poszukiwania op ty 
malnych parametrów modelu matematycznego oechy o h a r a k te r y -  
styozne  pow ierzchni w ie lu  zmiennych. N astępnie zaproponowa
no pewien a lgory tm  umożliwia jaoy znajdywanie maksimum (lub  
minimum) d o s ta te c z n i e  s z e r o k i e j  k la sy  pow ierzchni w ie lu  
zmiennych.

• Id e n ty f ik a c ja  obiek tów , c z y l i  z n a le z ie n ie  numerycznych w a r to ś c i  współ
czynników modelu matematycznego danego o b ie k tu  j e s t  nader is to tnym  p ro b le 
mem. P rak tyka w ykazuje, że otrzymane z procedury i d e n ty f ik a c y jn e j  w spół
c z y n n ik i  są n ie  ty lk o  fu n k c ją  parametrów idontyflkowanego o b ie k tu  (oo 
J e s t  o c z y w is te ) ,  a l e  i  fu n k c ją  sposobu przeprowadzania i d e n t y f i k a c j i  (co 
j e s t  już  raniej o c z y w is te ) .

Ś c i ś l e j  r z e c z  b i o r ą c ,  przy metodzie l c e n ty f ik a c y jn e J  ^polegające j na mi
n i m a l i z a c j i  o d l e g ło ś c i  pcmiędzy zbiorem sygnałów pomierzonych a w y l ic z o -  
nyoh na podstawie modelu, w spó łczynn ik i  tego modelu są  za leżne  od p r z y ję 
t e j  o d l e g ło ś c i ,  c z y l i  in a c z e j  mówiąc -  od m e tryk i wprowadzonej w danej 
p r z e s t r z e n i  eksperym entu .  Dla lepszego  u n aoczn ien ia  tegc  f a k tu  rozpatrzmy 
i d e n ty f ik a c j ę  s t a ty c z n ą  o b ie k tu  lin iow ego jednowymiarowego o modelu mate
matycznym

1 .  Wstęp

y = ax + b ( 1 )

Dysponujemy zb io ram i sygnałów wejściowych

E (x ) = (x l f x2 , . . . , x n )

o raz  sygnałów wyjściowych

E(y) -= (y1 ,y 2 t • ••
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Przyjmijmy jako metrykę

d(E{x),E (y  ))  = 1 (2)

co po zminimalizowaniu m etryk i

d(E(y ł ) , E ( x ) ) ,

gdzie  E(y*) J e a t  zbiorem sygnałów obliczonych  na podstawie modelu

E{y*) = (y* = a r jJ + b ,  y£ = ax2 + b ,  y* = a*n +■ b)

ze względu na n ieznane w a r to ś c i  a i  b pozwoli na z n a le z ie n ie  ic h  w a r to ś c i  
optymalnych a* i  b* w 3ens la  t e j  m e try k i .
Przyjmując jako metrykę

n i o .
Dodatkową t r u d n o ś c ią  J e s t  t o ,  że p r z y ję c ie  modalu matematycznego w f o r 

mie równoważnej ( i )  pod względem matematycznym, a mianowicie

przy t e j  samej m e tryce ,  n p .  (2 )  prowadzi do zu pe łn ie  różnych w a r to ś c i  a 
o raz  b .

W  przypadku modeli matematycznych o w ię k s z e j  l i c z b i e  zmiennych zb io ry  
ECjc) o raz  E (y)  s ą ,  o g ó ln ie  b io r ą c  elementami p r z e s t r z e n i  Ea .  Zbiór  E(y) 
można więc rozpatrywaó jako pewną r a p r e s e n ta n t ę  h lp e rp o w ia rz o h n l  w t e j  
p r z e s t r z e n i .  Problem m in im a l iz a c j i  o d l e g ło ś c i  d sprowadza s i ę  więc do znań 
l e z i e n i a  minimum t e j  pow ierzchni ze względu na n ieznane  w sp ó łczy n n ik i  mo
d e lu  przy o g ran ic ze n iac h  wynikających z f izy c zn y c h  w ła ś c iw o śc i  o b ie k tu ,  a

n
(3 )

lub
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więc z n a le z ie n ia  minimum zna jdu jącego  s i ę  w pewnym ohsza ize  zwanym nolem 
eksperymentu .

N a jc z ę ś c ie j  do tychczas  używaną j e s t  metryka euklidesowa ( 1 ) ,  d la teg o  
i s t n i e j ą  opracowania szeregu  metod poszukiwania ekstremum (maksimum lub 
minimum) powierzchni wypukłych k la sy  C2 . Okazuje s i ę  jednak ,  że p o ję c ie  
w ypukłości f u n k c j i  j e s t  pojęciem zbyt wąskim i  w w ie lu  przypadkach t r z e b a  
znaleóó ekstremum f u n k c j i  n lew ypuk łe j ,  k iedy to  metody te  zawodzą. Przy
ję c i e  innych metryk n p .  (3 )  lub  (4 )  prowadzi do Innych ,  s p e c ja ln y c h  rodza
jów pow ierzchn i pos iada jących  jednoznaczne minimum, a więc rozw iązan ie  
problemu i d e n t y f i k a c j i  w tych p r z e s t r z e n ia c h  i s t n i e j e .

Is to tnym  problemem tu  występującym j e s t  przyporządkowanie odpowiedniej 
metody poszukiwania ekstremum do p r z y j ę t e j  m e try k i .

2 . Geometria pow ierzchni w ie lu  zmiennych

ce lu  p rze d s taw ie n ia  t r u d n o ś c i ,  na ja k ie  napotyka s i ę  przy p rz y ję c iu  
różnych metryk rozpatrzmy różne k s z t a ł t y  powierzchni r o z p i ę t e j  nad polem 
eksperym entu . Powierzchnia ta  opisana j e s t  równaniem modelu ina tema tyczne
go

y = f ( x 1f x2 , . . . ,  xn ) (6)

i  n o s i  nazwę powierzchni r e a k c j i  (response  s u r f a o e ) .  Cechą c h a r a k te r y s t y 
czną t e j  pow ierzchni warunkującą i s t n i e n i e  Jednoznacznego eKstremum, j e s t  
unim odalnośó.

Dla zde f in iow an ia  tego p o ję c ia  wprowadźmy wpierw p o ję c ie  t r a j e k t o r i i
1 2przechodząoej przez  dane dwa punkty x i  x w p r z e s t r z e n i  eksperymentu

= (*1 x1 X1 )A =■ l X̂  , X2 f • « . ,  Xn !

,2  / 2 2 „2 •)A * l * * * * ł * •

1 2T r a j e k to r i a  przechodzącą przez dwa punkty x o raz  x będziemy nazywaó każ
dą krzywą opisaną  równaniem

x = t ( x 1 , x2 , >.) (7 )

1 t a k ą ,  że

t  (X1 , x2 , C) = x1 

t ( x / ,  x2 , 1) « x2
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W s z c z e g ó ln o ś c i ,  t r a j e k t o r i ą  noże być p r o s ta  przechodząca p rzez  punkty x1
p *“

i  x o równani"

x = x1 + X (x2 -  x1 ) . (9 )

Param etr  X o k r e ś la  k ie ru n e k  ruohu po t r a j e k t o r i i .  Możemy więc o k r e ś l i ć ,
Jak zmienia s i ę  pow ierzchnia  (6)  wzgłuż dane j  t r a j e k t o r i i .  J e s t  r z e c z ą  o~
c z y w ls tą ,  że w ar to ść  y J e s t  f u n k c ją  param etru  X :

y (x 1 (X), x2 (X), . xŁ( X) )  = y (X ) .  (10)

Oznaczmy przez  X* w ar to ść  Xe [ 0 , l ] ,  p rzy  k t ć r e j  fu n k c ja  y o s iąga  swoje ma
ksimum (minimum)

y ( \ * )  = max y(X) 
ckA<1

(11 )
(y (X*) = min y ( X ) ) . 

o<X<1

Weśmy dwie dowolne w a r to ś c i  X  ̂ i  X2 t a k i e ,  że X ^ <  X2 » Mówimy, że funk
c ja  y j e s t  unlmodalna na t r a j e k t o r i i  od x1 do x2 , j e ś l i  z a ch o d z i :

x 2 <  X ' = > y ( X 1 ) <  y(X2 ) (y(X1 ) >  y ( X , ) )

(1 2 )
X* <  X^— rpy (X1 ) >  y (X2 ) (y (X^ ) <  y (X2 ) ) .

Dla zd e f in iow an ia  un im oda lnośc i  f u n k c j i  (p o w ierzchn i)  w o bszarze  ekspery 
mentu załóżmy, że powierzchnia  (6 )  o s iąga  swoje maksimum (minimum) w tym 
obszarze  w punkcie x*

y (x * )  = max y ( x )  ( = min y ( x ) ) .  (13)
~  x x "

Powierzchnie  y ( x )  będziemy nazyw ali  unimodalną w obszarze  eksperymentu je -  
”  1 5

ś l i  d la  każdych dwóch punktów x i  x z tego o h szaru  i s t n i e j e  t r a j e k t o r i a
przechodząca przez  x*.  na k t ó r e j  fu n k c ja  j e s t  unlm odalna .

D e f in ic ję  powyższą można również pedaó w inny n ieco  sp o só b .  Mianowicie
mówimy, ze t r a j e k t o r i a  j e s t  s i l n i e  ro snąca  (m a le ją ca )  J e ś l i

X1 <  X2==Oy(X1 ) <  y(X2 ) (y(X1 ) >  y (X2 ) )  .
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Powierzchnia y ( x )  J e s t  więc unimodalną w obszarze  e k s p e ry m e n tu ,J e ż e l i  d la  
każdego, dowolnego punktu x z tego  obszaru  i s t n i e j e  s i l n i e  ro sn ąc a  (male
ją c a )  t r a j e k t o r i a  z maksimum (minimum) w punkcie x* ( 1 3 ) .

Dla i l u s t r a c j i  powyższyoh d e f i n i c j i  na r y s .  1 przedstaw iono  dwuwymia
rową pow ierzchn ię ,  k tó ra  j e s t  unitnodalna , a na r y s .  2 -  n i e .  Powicrzohnia 
z r y s .  2 n o s i  nazwę b lm o d a ln e j .

Zdefiniowana tu  unimodalnośó J e s t  pojęoiem d o s ta te c z n ie  szerokim  1 zga
dza s i ę  z  ok reś len iem  Jedynoóci ekstremum d la  dowolnej f u n k o j l  n i e z a l e ż 
n ie  od p rz a g ię ó ,  wąwozdw i  g rz b ie tó w .

Można wprowadzić pewne o g ra n ic z e n ia  d la  k la sy  f u n k c j i  unim odalnych. I  
t a k ,  fu n k c ją  s i l n i e  unimodelna nazywamy fu n k c ję ,  k tó r a  j e s t  un inoda lna  w 
p r z e s t r z e n i  eksperymentu na k aż d e j  p r o s t e j  przechodzącaJ p rzez  punkt eks
trem alny ( r y s .  3 ) .  Powierzohnlą l in iow o  un laoda lna  nazywamy pow ierzchn ię ,  
k tó r a  J e a t  unlmodalna na każde j  p r o s t e j  w p r z e s t r z e n i  eksperymentu ( n i e -

By*. 3 .  Powierzohnlą s i l n i e - u n im o -  
d a l s a

Hys. k ,  Powierzohnlą l ln i o w o - u n ł -  
modalna
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k o n ie cz n ie  przeohodząoej przez punkt eks trem alny  x* ( r y s .  4 ) .  W końcu naj-4 
węższa k la3a  un im oda lnośc i  -  wypukłą ( w k lę s łą )  nazywamy powierzchnię  s p e ł 
n i a j ą c ą  warunek

y ( x 1 + M x ‘‘ - x 1 ) / > y ( x 1 ) + M y ( x 2 ) - y ( x 1 ))  

(y (x 1 - i - \ i x 2 -  x 1), < y ( ą i1 ) + \ ( y l ( x 2 ) - y ( x 1 ) ) ) .

(15)

Wiele problemÓYł wymagających kon
k re tn e g o  rozw iązan ia  ■ można op isać  
przy f u n k c j i  unimodalnyoh, n ie  będą
cych jednak  funkcjam i wypukłymi. I s t 
n i e j e  więc jednoznaczne ekstremum, 
k td re  jednak n ie  j e s t  do o s ią g n ię c ia  
znanymi metodami.

W s z c z e g ó ln o ś c i ,  powierzohnle w ie
lu  zmiennych pos iada ją '  g r z e b ie n ie  
( g rz b ie ty  l u t  wąwozy). Grzebieniem na
zywać będziemy m ie jsce  geometryozne 
t a k i c h  punktów, na k tó rych  p roces  po
szukiwania ekstremum metodą s ieoznych  
(G a u ssa -S e id e la )  za trzym uje  s i ę  n ie  o- 

s iągnąwszy ekstremum. Dla matematycznej f o r m a l i z a o j i  t e j  d e f i n i c j i  p r z y j 
mijmy, że 0 j e s t  l i c z b ą  o k r e ś la ją c ą  n a jm n ie jsz ą  o d le g ło ść  w k ie r u n 
ku prostopadłym do o s i  x^  ortogonalnego  uk ładu  w spółrzędnych , że punkty

Rys.  5 .  Powierzchnia wypukła

f-r1 X1 IX. , X« , ,1
£i» o

oraz

x + 6^ » (x.j, , • • • ,  + B^, . . . ,  x ^ )

p o s ia d a ją  r o z r ó ż n ia ln e  w a r to ś o i  f u n k c j i  (p o w ie rzc h n i)  t j .

y ( x 1 ) 4 y (x 1 + f i j ) .
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Mówimy, że punkt z n a jd u je  s i ę  na g r z b ie o ie  (w wąwozie),  J e ś l i  zachodz i 

v i :  y (x * /> m a x , i  y (x *  -  y(x*  + 6 ^ )

(1 6 )
(y (x * } <  min^ y(x*  -  S.^), y (x*  + g ^ ) ) .

Z o k r e ś l e n i a  g r z e b ie n ia  w idaó ,  że jego w ie lkość  (p o w ie rz o h n ia ) J e s t  za leż- '  
na od dwóch czynników:

-  k s z t a ł t u  samej pow ierzchni oraz
-  kroku poszukiwania 6^ .

p
V przypadku pow ierzchn i k la sy  C p rze z  odpowiednie zm n ie jszen ie  kroku 

poszukiwania można ęzasaml "w^jśó" z g r z e b i e n i a ,  t z n .  kontynuować p roces 
poszukiwania aż  do o s ią g n ię o ia  ekstremum. Jednak w przypadku c z ę s to  stoso-, 
wanej miary modułowej t a k i e  rozw iązan ie  j e s t  niemożliwe ze względu na o -  
s t r o ś ó  w ystępujących  tu  g r z e b i e n i  (pochodna n ie  i s t n i e j e )  ( r y s .  6 ) .

Rys .  6 .  Ostry  g rz e b ie ń

3 .  Propos.yoja a lgory tm u um ożliw ia jącego  poruszan ie  s i ę  oo ostrym g r z e b ie 
n iu

Proponowany a lgo ry tm  Je 3 t  pewną m odyfikacją metody R. Hooke*a i  T . A. 
Jeevesa  [i]  opracowanej d la  poszukiwania ekstremum na pow ierzchniach  u n i -  
modalnych z g r z e b ie n ia m i .  Z asadciozą ideą  t e j  metody j e s t  wyszukanie grze-, 
b i e n ia  dane j  pow ierzchn i 1 po ru sza n ie  s i ę  po nim aż  do o s i ą g n i ę c i  ekstrem 
mum. P rzypadk i " u tk n i ę c i a "  a lgory tm u w nie-ekstrem um  wyeliminowane są 
przez  zm n ie jsze n ie  kroku poszukiwań.

Jak  już  wspomniano pop rzedn io ,  metody te  są  n ieefek tyw ne w przypadku 
o s t ry c h  g r z e b ie n i  i . d l a t e g o  wprowadzono m odyfikaoję a lg o ry tm u .  Polega ona
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na wyeliminowaniu zm n ie jszan ia  kroku w a lgo ry tm ie  HJ o raz  na wyznaczeniu 
ewentualnego k ie runku  g r z e b ie n ia  w przypadku " u tk n ię c ia "  a lgorytm u HJ i  
dalszym kontynuowaniu poszukiwania ekstremum wg algory tm u HJ w nowym kie  > 
runku , lub  na s tw ie rd z e n iu ,  że a lgo ry tm  o s ią g n ą ł  Już ekstremum.

Wyznaczenie k ie runku  ewentualnego g r z e b ie n ia  polega na wykonaniu skoku 
okreś lonego  punktem za trzym ania  3 ię  a lgorytm u HJ i  krokiem poszukiwań, a 
n a s tę p n ie  po trak tow an iu  tego  punktu jako nowych warunków poozątkowyoh, z 
k tó ryoh  poszukujemy ekstremum w pozo s ta ły ch  k ie runkach  o r to g o n a ln y ch .  
Punkt za trzym ania  s i ę  algorytm u HJ o raz  punkt eks trem alny  nowych warunków 
początkowych (o i l e  są ró ż n e )  wyznaczają nowy k ie ru n e k  poszukiwania eks
tremum wg algory tm u HJ.

Jako k ry te r iu m  z b ie ż n o ś c i  p r z y j ę t o ,  że a lgory tm  znajduje s i ę  w punkcie 
ekstremalnym z zadaną dok ładnośc ią  6 ,  j e ż e l i  po za trzym aniu  s i ę  a l g o r y t 
mu s k o k i  na o d leg ło śó  £ we w szys tk ich  k ie runkacn  o r togonalnych  dawały 
punkt eks trem alny  pokrywający s i ę  z danym. Zbieżnośó proponowanego a lg o 
rytmu zagwarantowana J e s t  zb ie ż n o śc ią  a lgory tm u HJ [ 1]  .

Schemat blokowy zmodyfikowanego a lgorytm u HJ p rzeds taw ia  r y s .  7 .  Ozna
czan ia  p r z y ję te  na tym rysunku są  n a s tę p u ją c e :

x Q -  a r b i t r a l n i e  wybrany punkt s ta r to w y

<5 -  poozątkowy krok  poszukiwań (d  >  6 )
6 . -  za łożona dokładność o k r e ś le n ia  ekstremum
a ,  b -  l lo z b y  n s tu r a ln e  wybrane a r b i t r a l n i e  o k r e ś la ją c e  dokładność o k re 

ś l e n i e  ekstremum procedury poszukiwawczej z nowych warunków pooząt-
kowych o raz  k o n t r a k c ję  kroku poszukiwań (np .  a=5, b=2) 

t ^  -  k o le jn e  współrzędne wyznaczane p rzez  a lg o ry tm .

Algorytm z r y s .  7 przeznaczony j e s t  do poszukiwania maksimum. Dla l e p 
s z e j  i l u s t r a c j i  d z i a ł a n i a  a lgorytm u na r y s .  8 p rzedstaw iono  jego zachowa
n ie  s i ę  w przypadku poszukiwania ekstremum dwuwymiarowej pow ierzchn i u n i -  
modalnej z ostrym g rz b ie te m .

Rys. 8 .  Zachowanie s i ę  :.7gorytmu na g r z b ie c ie
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4 .  Zakończenie ,

W problemach id e n ty f  i k a o j i  ko' '.sosnym j e s t  przeprowadzenie c h a r a k te ry 
z a c j i  i  i d e n t y f i k a c j i  o b ie k tu  ma„.,c s t a l e  na uwadze c e l  s t e ro w a n ia .  Ab
strahow anie  w i d e n t y f i k a c j i  od c e lu  s te row an ia  n ie  daje  pożądanych wyni
ków, i - d l a t e g o  j e s t  rze czą  konieczną dobór odpowiedniej m e tryk i p rzo s trz e -1 
n i .  Z problemem tym wiąże s i ę  n ie r o z ł ą c z n i e  wybór odpowiednloh metod po
szukiwania ekstremum do p r z y j ę t e j  m e try k i .

Ze względu na duże z a l  ty miary modułowej i  związane z n im i coraz  sz e r 
sze zastosow anie  tego  typu miary do zagadnień  p ra k ty c z n e j  i d e n t y f i k a c j i '  
prooesów, koniecznym wydaje s i ę  opraoowanie co raz  e fek tyw nieJszych  metod 
poszukiwania ekstremum, d z i a ła ją c y c h  na nie g ł a d k ie j  powierzchniach unimo- 
d a ln y rh .

Proponowany a lgory tm  z o s t a ł  sprowadzony na p rzykładach  poszukiwania 
ekstremum pow isrzobn i typu ja k  na r y s .  6 ,  dająo  za każdym razem w ynik i 
zgodne z rzeczywistym  położ.eniem ekstremum (k tó re  było  znane) z zadaną do-  
k ła d u o ó o lą .
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O Pr.lHKSAUKfl IiCHCKOB onTHLLUlbKHX IIAPaL Ł T -O R  
KAT Ł bATW HEC KO# ilOKEJtt.

P e 3 d M e

8 3TCM ip y ^ e  BKpaTze npejCTaBseH o xapaiorepuH e uepTa ncBepxHOCT* uho- 
rz x  nepeaeHHŁcc, HeofixoAwuue ajiji psuieHKH npcCJietib! iiokckob onTHMajibHŁnc n a -  
paMeTLOB MaTeuaTHueCKoil no^eju«. 3aieM  npeAJioxeno oahh aJiropzTM, ąejiaDEiMfl 
B03M0XHNU H axos^eH ze MaKCzayM tn rz  MRHHMyu) RocTaTouao wzpcKoro K Jiacca no-( 

aepxKocTz MKorzx nepeweHHiix.
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OPTIMUM MATHEMATICAL MODEL PARAMETER SYSTEM SEEKING 

S u m m a r y

In t h i s  paper th e re  a re  g iven in  s h o r t  a o h a r a o t e r i s t i o  t r a i t s  a m u l t i 
d im e n s io n a l ' s u r f a c e s  neoessa ry  fo r  s o lv in g  optimum m athem atica l  model para-^ 
meter seek ing  problem. Next some a lg o r i th m  i s  p ropose ,  in  use t h a t  i s  pos^ 
s i b l e  to  f in d  maximum (or  minimum) a s u f f i c i e n t l y  wide of  m u lt id im e n s io 
n a l  s u r fa o e s  o la s 3 .


