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OPIS MATEMATYCZNY DWUFAZOWEJ MASZYNY ASYNCHRONICZNEJ 
Z WIRNIKIEM KLATKOWYM LUB PUSZKOWYM

S t r e s z c z e n ie . W pracy wyprowadzono dwa układy równ?ń opisu,1ą- 
oyoh -  każdy oddzieln ie  -  s tan  równowagi dynamicznej dwufazowej 
maszyny asynchronicznej z wirnikiem klatkowym lub puszkowym. 
Równania mogą stanowló podstawę d la b a r d z ie j  szczegółow ej a n a l i 
zy w łaśoiw ośo i statycznych i  dynamicznych podstawowych typów ma
szyny, wykorzystywanych w układach autom atyki.

1 , Założenia wstępne

Rzeczywista maszyna e lektryczna prądu zmiennego, traktowana jak  układ 
dynamiczny o niejednorodnej bo elektrom echanicznej s tru k tu rz e  f i z y c z n e j ,  
stanowi ob iekt złożony, którego dokładny op is  matematyczny bądź w ogóle 
nie J e s t  możliwy, bądź -  z uwagi na tru d n ośc i  uzyskania użytecznego ro z 
wiązania -  nie ma praktycznego zn aczen ia .  Powstaje zatem koniecsnośó pew
n ej i d e a l i s a o j i  z jaw isk  występujących w maszynie r z e c z y w is te j ,  p o le g a ją -  
oej na pominięciu tych czynników komplikujących ogólny ob raz ,  które można 
uznaó za drugorzędne. W l i t e r a t u r z e  znane J e s t  w związku z tym p o ję c ie  ma
szyny e le k try c z n e j  i d e a l i z o w a n e  J ,  k tóra  -  a p e łn ia ją c  s z e 
reg  warunków -  posiada w łaśc iw o śc i  układu złożonego z liniowych obwodów 
elektrycznych o parametraoh skupionych, przy ozym obwody te  zm ien ia ją  wza
jemne położenie (p o r .  np. [1] , [ 3 ] ,  [1 0 ] ) .

V nracy n i n i e j s z e j  równania op isu ją ce  s tan  równowagi dynamicznej dwufa
zowej maszyny asynchronicznej z wirnikiem klatkowym lub puszkowym ( d a le j  
-  DAM) wyprowadzone zostaną w oparciu  o model dwufazowej maszyny asynchro
n icz n e j  idea lizow anej (DAMI), równoważnej DAM. Właśoiwośoi DAMI -  k tó re j  
schemat ideowy wraz z oznaczeniami zmiennych wejściowych i  wyjściowych* 
przedstawia r y s .  1 -  o k r e ś la j ą  n as tępu jące  z a ło ż e n ia :

1 .  Obwód magnetyczny DAMI tworzą dwa współosiowe cylrndry wykonane z mate
r i a ł u  ferromagnetycznego izotropowego i  rozdzie lone równomierną sz c z e 
l in ą  t a k ,  że jeden z cylindrów (w irn ik)  może wirowaó wzglądem drugiego, 
który J e s t  nieruchomy ( s ^ o ja n ) .

w) p or .  DODATEK do n i n i e j s z e j  p racy , zawierający wykaz ważniejszych ozna
czeń.
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2 .  Zjawiska n asy cen ia ,  h i s te re z y  1 prądów wirowych w obwodzie magnetycz
nym DA MI nie występują#

4 .  Każde z uzwojeń s to ja n a  może być z a s i l a n e  napięciem bądź sta łym , bądź 
s in u so id a ln ie  zmiennym ze źród ła  o impedanoji wewnętrznej równej ze ro .

5 .  Wirnik DAMI posiada uwa uzwojenia zastępcze o parametrach Jednakowych 
i  n iezależnych od prędkośc i kątow ej;  o s ie  uzwojeń p rzesun ię te  są  wzglę
dem s i e b ie  w p r z e s t r z e n i  o kąt e lektryczny równy 9 0 ° .

6 .  Indukcja magnetyozna w s z c z e l i n ie  zmienia s i ę  wzdłuż obwodu maszyny s i 
n u so id a ln ie .

7 .  Efekty wynikające ze skońozonej w arto śo i  oporności magnetycznej mate
r i a ł u  ferromagnetycznego oraz z i s t n ie n ia  żłobków można pomlnąó. Podob
nie można pomlnąó z jaw iska związane z is tn ien iem  pojemności międzyzwo- 
Jowych i  międzyuzwojeniowych .

8 .  Częśó mechaniozną DAMI o k re ś la  moment bezwładności wirnika oraz  opor- 
nośó mechaniczna. Zjawisko sk ręcan ia  wału maszyny moż^a pominąć. Podob
nie możr.a pomlnąó mechaniczne e fekty  n ie lin iow e ( lu z y ,  t a r c i e  su ch e ) .

Twierdzenie o równoważności DAMI i  DAM J e s t  prawdziwe pod warunkiem, 
że DAM sp e łn ia  w szystkie  przytoczone z a ło ż e n ia ,  co j e s t  możliwe również w 
przypadku za ło żen ia  5, J e ż e l i  wziąó pod uwagę, że wirnik klatkowy lub 
puszkowy można z a s t ą p ić  uzwojeniem wielofazowym symetrycznym [ 2 ] ,  któremu 
z k o l e i  odpowiada uzwojenie dwufazowe symetryczne [4] , 00] . W ża lszyia clą^ 
gu o k re ś len ie  "DAM" będzie więc rozumiane jakc  "DAM idea lizow ana" w omó
wionym s e n s i e .

3 .  Na s to  Jan ie  DAMI zn a jdu ją  s i ę  dwa u -  
zwojenla o osiach  przesuniętych 
względem s i e b ie  w p r z e s t r z e n i  o kąt 
e lektryozny równy 9 0 ° .  Liczby zwojów 
uzwojeń s to ja n a  mogą byó różne, prze
k ładn ia  zwojowa powinna Jednak s p e ł 
n iać warunek:

(2 . 1 )

Rys.  1
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2 .  Wybór metody anallz .y

Teoria  układów elektromechanicznych -  w sz o z e g ó ln o śc i  t e o r ia  e l e k t r o 
mechanicznego przetwarzania e n e r g i i  -  rozw ija  s i ę  współcześnie w dwóch za-', 
sadniozyoh u ję o ia c h :

-  w oparc iu  o podstawowe prawa f i z y k i ,  tak ie  Jak prawo zachowania enor-. 
g l i ,  zasada d’ Aleraberta, prawa K irchhoffa i t d .  (p o r .  np. [ 1 ] ,  [5 ] ,
[ e j ) ,

-  w oparc iu  o zasadę w ariacy jną Hamiltona i  wywodząca s i ę  z n i e j  równa-, 
n la  Eulera -  Lagrange’ a (p o r .  np. [ 6 ] ,  [ 7 ] ,  [jo] )«

W pierwszym przypadku elektromechaniczny przetwornik e n e r g i i  typu DAM 
traktowany J e s t  Jak układ liniowych obwodów elektryoznyoh o parametrach 
skupionych, znajdująoych s i ę  we względnym ruchu. Częśó e lek try czn ą  prze
twornika o p isu je  s i ę  wtedy przy pomocy równań napięciowych wynikających z 
I I  prawa K irohhoffa  z uwzględnieniem prawa Faradaya, częśó mechaniczną -  
przy pomocy równania ruohu wynikającego bezpośrednio z zasady d’ Alemberta, 
przy czym s i ł y  meohanlczne pochodzenia elektrycznego ob lloza  s i ę  na ogół 
w oparc iu  o prawo zachowania e n e r g i i  i  zasadę pracy w ir t u a ln e j .

W u ję c iu  drugim -  wykorzystującym zasadę Hamiltona -  przetwornik typu 
DAM bada s i ę  Jak  układ dynamiozny o skończonej l i c z b ie  s to p n i  swobody z 
więzami typu holonomloznego, co pozwala zap isaó  funkoję Lagrange^a maszyny 
w z a le ż n o ś c i  od oztereoh prądów, położenia kątowego i  p rędkości kątowej 
wirnika i  -  d la  uzyskania równań opisująoyoh stan  równowagi dynamicznej -  
bezpośrednio wykorzystać równania' Eulera -  L agran ge *a .

Z punktu widzenia s to p n ia  sform alizowania oczywista J e s t  wyższość meto-*, 
dy a n a l iz y  oparte'J  o zasadę Hamiltona. Z d r u g ie j  Jednak s trony przedmiot 
n i n i e j s z e j  praoy -  ograniozony z za ło żen ia  do a n a l iz y  po jedynoze j,  wyodrę
bnionej z układu maszyny -  sp raw ia ,  że wyższość ta  nie  ujawnia s i ę  w spo
sób na ty le  oczyw isty ,  by można było bez wahania zrezygnować z metody tra-* 
d y o y jn e j*^ .  Z tego względu w szystk ie  za le ż n o śo i  wyjściowe będą w dalszym 
ciągu wyprowadzone z wymienionych Już podstawowych praw f i z y k i .

J- • Ogólna p o s ta ć  równań wyjśolowyoh

J  .1 .  Równania różnięzkowę DAM

A. Zgodnie z tym, oo powiedziano wyżej s tan  równowagi dynamicznej w 
o b w o d a c h  e l e k t r y o z n y o h  DAM o p i su ją  równania n ap ię
ciowe, wynikające z I I  prawa K irchhoffa  z uwzględnieniem prawa Faradaya .

*  Na ten temat por .  uwagi na a t r .  197 praoy D.C. White*a i  H.H. Woodsona
C10] .
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Wykorzystująo oznaczenia z r y s .  1 równaniom tym można nadad n as tępu jącą  
poetad macierzową:

Vab "  Rab * ^ b  + dVab > (2 )

g d z i e :

*ab

R'ab

va"
\>S"

a

< »5 *

r l "̂ ab “ < V i. =Tab w1a

A
t

i .*5. X

"Ra 0 C 0

0 K  0 0

0 0 Rc 0

0 0 0 rt_

linaozwoi V od prądu i w;

âb = \

(3 )

(4)

g d z i e :

ab

Ls r .cosn© - L ^ . s in n ®  a a

I .siun© L^r .cosn©

L^r cosn® L^r .sinn©

-L” r .sinn© L ^ .c o sn ©

(3)
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-  macierz lndukoyJncśoi,  w k tó r e j  -  zgodnie z założeniam i 1 ,  3 ,  5 1 7 -

LaS "  i - a ^ A g  + A s }

1“  -  ( z £ ) 2 . ( A g + A » )

L1 -  (zr )? . (  A  + A * )  (6 )" g “ 3

L f  »  * X . A g 

i ^ r  -

przy ozym:

A g -  przewodność magnetyczna d la  strum ienia głównego (w s z c z e l i n i e ) ,  

A g -  przewodność magnetyozna d la  strum ienia  ro z p ro sz e n ia .

Zależność poszczególnych elementów macierzy od położenia wirnika 
( k ą t © )  wynika bezpośrednio z założeń 1 ,  5, 6 ;  L31 oznaoza wartośó induk- 
cy jn o śc i  wzajemnej pary uzwojeń, z których jedno znajduje  s i ę  na s to  Ja n ie ,  
drugie -  na wirniku, w przypadku, gdy osie  uzwojeń pokrywają s i ę .  Należy 
ponadto zauważyó, że maoierz kolumnowa zawiera dwa elementy zerowe, 
co wynika z f a k t u ,  że uzwojenia zastępcze  wirnika -  z uwagi na konstruk-
oję  wirnika klatkowego lub puszkowego -  są  zwarte .W związku z tym

Ta = b̂ ” C' (7)

Warunek (7 )  zo stan ie  uwzględniony w końoowej o z ę śo i  wyprowadzenia.

B .  Równanie maolerzowe (2 )  posiada dwie zmienne: A ^  oraz “V a ^ , związane
z a le ż n o śc ią  ( 4 ) ,  z któryoh jedną należy wybraó Jako zmienną n ie z a le ż n ą .  W
związku z tym rozpatrywane będą dwa p rzy p ad s l .

a .  Zmienną n ieza leżn ą  j e s t  1 ^ »  Wynik podstawienia wyrażenia (4 )  do 
równania (2 )  będzie 'n a s tęp u jący :

Vab “  ®ab'^ab *  D(Ła b * i a b ) “  (Rhb + ^ a b ^ a b  “  ^ a b ^ b  (e )
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przy czym:

Bab + DŁab “ (9)

" Ra + DLaS 0 BL|2 .oosn0 -DL32 .a  lnu® a

0

DL31 .oosnfla

Rf + ^Ł3a a 

DL^2 .sixin0

BL^2 .sinnQ 

R2 + DL2

EL^2 .ooan© 

0
(10)

*

-DL31 . s  inne DL^r .ooan® 0 R2 + DL2

b .  Zmienną n ieza leżn ą  j e s t  V  Wyrażenie (4 )  należy więc p r z e k s z t a ł -  
oi6 do p o s t a o i :

^ab “  (La b )-1 ‘ ^ a b ( 1 1 )

a n as tępn ie  podstawić (11)  do ( 2 ) .  Wynik.będzie n as tępu jąo y :

-Xb * ■ [ ‘W ^ b ’' 1 * °]-Xb ■ Xb-Xb. <'2>

g d z i e :

D -

D O O O

C D O O

O O B O

.0 O O D.

przy ozym:

Aab “  ^ b b ^ a b 5

ab

(13)

- ( k ^ j j ^ c o s n e  (k'/tyaT*)ainn®

• K ^ b r^ ‘ inne ■<vX i k)co," g

(1^TaTr ) + D

(14D
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Do równania (14) wprowadzono -  w wyniku pewnych p rzek sz ta łceń  -  n a s t ę 
pujące w spółczynniki:

oraz

Oznacza j ą c :

K  = k = —  
a 1 /

Lt *
4 -

LSID
rl

(15)

Ga = 1 -  k f . k *  a a a
> (16)

Łs
-r3 -  JŁ

'  R3 a

T 3
r s _ _b
T h ~ pS

®b R
(17)

A„

A g + A g -  A g
( i e )

c raz  uwzględniając ( 6 ) ,  wyrażenia (15) nożna p r z o k sz ta łc ió  do p o s t a c i  na
s t ę p u j ą c e j :
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Na podstawie (20)  będzie więc:

(21 )

Z k o l e i  na podstawie ( 1 ) :

( 22 )

W r e z u l t a c ie  macierz Aab przyjmuje postać  n a s tę p u ją c ą :

(1 /6TS)+ D

0 '

O ~(k^/6"T s )cosn0 (k*/6"Ts )sinn0

(1/ff-r3) + D -(k£/ff T s )sinn0 -(k£/<yTs )cosn0
a .ab (23)

-(k3/(S‘r r )cosn0 - ( ’;3/ & r r )sinn0 (l/WT8) + D 0

(k3/(?Tr )sina© -(k^/i?'rr )eosn9 O (1 /6 T r ) + D

C. Zgodnie z zasadą d*Alemberta 1 na podstawie za ło żen ia  8 s tan  równo
wagi dynamicznej c z ę ś c i  m e o h a n i o z n e j  DAM o p isu je  na- 
stęp u jąo e  równanie momentów:

M -  moment obrotowy pochodzenia elektromagnetycznego (moment e l e k t r o -  
magnetyczny), który d la  (O- >  0

Me <  0 w przypadku pracy prąńnioowej DAM,

Mfl >  0 w przypadku praoy s i ln ik o w e j  DAM.

Moment elektromagnetyczny Mfl ob liczyć  można -  zgodnie z przyjętym to 
kiem postępowania -  w oparoiu o prawo zaohowania e n e r g i i  i  zasadę praoy 
w ir tu a ln e j  [ 7 ] ,  [10] , przy czym z a p i s  końcowy wyniku za leżeć  będzie cd wy
boru zmiennych n ieza leżn y ch .  Podobnie Jak  w E .  należy tu  więc rozważyć 
dwa przypadki .

M u J .D o i  + B.oi' -  M , e 7 (24)

g d z i e :

M -  moment obrotowy doprowadzony z zewnątrz, 
J  -  moment bezwładności w irn ika ,
B -  oporność mechaniczna

o r a z :
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a .  Zmiennymi niezależnymi są  ® , ^ b *  Moment elektromagnetyczny

ow’ ( i , e )i< • m 7
e = + — oe —  ’

g d z i e :

w’n < i , e )  = /  2 ,  v k . a i k .
Ct / . . O  k=1

Ponieważ jednak -  zgodnie z założeniem 2 -  z a le ż n o śc i  V k *» f i ^ )  
niowe, kcenergia  magnetyozna Ti  ̂ r6vma s i ę  e n e r e i i  magnetycznej 7/^. 
d z l  w ięo :

W*m = Wn -  1  1  \ - h c  -

skąd , po uwzględnieniu (4 )

Wm( l »0 )  = ¡ P ^ a b ^ t ^ a b ^ a b

o i a z :

OL,
’’e = + ?  * ^ab^t ’ "55" * ^ab•

Wynik.końcowy -  po wykonaniu pewnych p rzek sz ta łceń  -  przyjmuje post, 
s t ę p u j ą c ą :

M0 = n . [ ( i f  -  Ls r . i ^ . i | ) . c o s n e  -

"  a a r * i a ' 1a + • ^ • 1b )s ln n ®J

b .  Zmiennymi niezależnymi 3 ą © ,*V q^ *  Moment elektromagnetyczny

(25)

(26)

ą l i -  
Zaoho^

(27)

(28)

(29)

ri na-

(30)
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g d z i e :

4
w r v , e )  /  2  l f c . a w . .  (3 2 )

n O,‘/ . .O  k=1 11

Uwzględniając w równaniu (27)  zależnośó (11 ) ,  funkc ję  (32)  można t e r a z  wyj. 
r a z ió  w p o s ta o i :

wB(V,0) = | .CVa b ) t . (L a b ) " 1 .Va t (33)

sk ą d :

Me = 1
7 lvs V t

* Łab>-1
a© • V .ab * (34)

W konsekwenoji wynik końcowy przyjmuje postaó n a s tę p u ją c ą :

Me = ~ r  * [ (kb * ^ * Vb -  kaS . ^ . ^ ) . c c s n ©  -

(35)

"  (ka * ^ * Va + kV ^ * V'o)sinn©] .

D. Dwa układy równań różniczkowyoh, uzyskane w przedstawionym wypro
wadzeniu -  mianowicie (8 )  i  (30) oraz  (12) i  (35) -  o p i s u ją ,  każdy od
d z i e l n i e ,  s tan  równowagi .dynamiczne J DAM. Zmienne n ieza leżn e  tych równań 
-  cztery  prądy w uzwojeniach lub cztery l in iczw o je  uzwojeń oraz położenie 
kątowe wirnika -  to w ie lk o śo i  rzeo zyw iste ,  które-można mierzyó lub r e j e -  
s t ro w jó .  Równocześnie Jednak w obu przypadkach równania są  ule liniowe niet- 
Jednorodne o współczynnikach zmiennych okresowo -  a tym samym mało przy
datne do d a lszego  w ykorzystan ia .

O peraoją ,  która pozwala pi-zejśó do układu równań o s ta ły c h  współczyn
nikach J e s t  tran sform ac ja  l in iow a zmiennych danego układu równań na zmien
ne nowe, zazwyczaj f i k c y jn e .

W ogó lne j t e o r i i  maszyn elektrycznych wykorzystuje s i ę  k i lk a  rodzajów 
tra n s fo rm a c j i  zmiennych, przydatnych w z a le ż n o śc i  od typu maszyny lub ro 
dza ju  zadania (p o r .  np. [i], [ 5 ] ,  [10] ) .  W rozpatrywanym przypadku w ystar
cza jąco  efektywna będzie t r a n s f  orma o Ja  Stanley^ [ 9 ] ,  zwana także t r a n s fo i s  
macją typu d-q [10] .
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3 , 2 .  P rz ek sz ta łcen ie  równań różniczkowyoh DAM przy pomocy tran sform a-  
o j l  S tanleyła

A. Postać  t r a n s fo rm a c j i  S ta n le y a ,  która  będzie wykorzystana w dalszym 
c ią gu ,  można zdefiniować Jako tran sform ac ją  kogrediontną o ortogona lne j  
macierzy t r a n s fo r m a c j i .

I s t o t n i e ,  j e ż e l i  tnaoierze kolumnowe Vab oraz ^ab (lub tworzą pa
rę  układów zmiennych pierwotnych, zaó macierze kolumnowe oraz ł,^
(lub -  parę układów zmiennyoh nowyoh, to tran sform ac ję  S ta n le /a  s t a 
nowi para p rzek sz ta łceń  linlowyoh tych zmiennych o p o s t a o i :

▼ab “  C 'v dq

^ b  = C , i dq

(56)

lu b :

▼ab  -  C *Vdq

■^ab “  C^ d q  >

(37)

g d z i e :

▼ab» 4ab*  ̂ a b  -  Jak  w równaniach ( 3 ) ,

'da

-i _1d'

i *

*5
Łdq "

*

V.

(38)

o ra z :

0 oosn© sinn® 
0 -sinn© oosn®

(39)
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przy czym maoierz t r a n s f o r u a o j i  C sp e łn ia  n as tępu jące  warunki:

det 0 ^ 0
c . o t  = 1

J e s t  więo nieosobllwa i  ortogona lna .

B .  D e f in ic ję  t r a n s fo r m a c j i  S tanley ’a podaną w A. można wykorzystać Bez
pośrednio d la  p rz e k sz ta łce n ia  zmiennych wyprowadzonych w 3.1 równań ró ż
niczkowych DAM. Należy w tym oelu  podstaw ić: wyrażenie (36) -  do równań
(8 )  i  (2 9 ) ,  wyrażenie (37)  -  do równań (12) i  ( 3 4 ) .  Wyniki podstawień 
przedstawione zostaną d la  otu wariantów równań DAM.

a .  Zmiennymi niezależnym i s ą © ,  *d q *  Równanie napięciowe (8 )  po t r a n s 
fo rm a c j i  przyjmuje p o s ta ć :

dq C - , .8a b .O . id(1 ® t*a sb * ° *^ d q a dq *^d q > (40)

g d z i e ;

Bdq = Ct * Ba b *C

K  + La * D

L « . D

- L « Wa

R» + Ł®.D

L ^ . n . o i

L«.T>

i f . D

Rr + Lr .D

—Ł1 .n •oor

Ts r  -

1jX .n  a ?

R1 + Lr .D

(42)

zaó wyrażenie na moment elektromagnetyczny:

dL.
Ue "  + T i ^ * C , i dq “  + n , a bI * 1d *1q “  K * ( 43 )

b .  Zmiennymi niezależnym i s ą © , V .  Równania napięciowe przyjmują po
s t a ć  :

▼dq “ CtAb*«^dq '  Adq*Vdq 5 ( 4 4 )
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g d z i e :

* a q  = Ct * Aał)*C

(1/tTT3 ) + D

(45)

-k*/fcYs

( l £ V * ) + D  O -k^/frT3

O (1/6'T1 ) + D nu*

-Je3/*??1 -rtó* (l/b'Tr )>D

(46)

a moment elektromagnetyczny:

1
7 00 c.v,dq

CL
- k | . v * . v g ) . (47)

Konleozne J e s t  -  w związku z powyższym -  podkreślen ie  f a k t u ,  że równania
(41) 1 (46 )  stanowią ty lko  z a p i s  formalny związków łąoząoych maoierze Sai)
1 Z; oraz  J L V • Maoierze te  zaw iera ją  operator  różnioskowania D 'od-dq ^  o aq .
noszący s i ę  nie ty lko  do zmiennej 6 *  a le  i  dn zmiennyoh i. Club O b li—
ozeula maolerzy 1 przeprowadzono więo wfejdług z a le ż n o śo i  (40)  i  
( 4 5 ) .  Ha przykład w przypadku Zd(j kolejm -śó ob liozeń  była  n a s tę p u ją o a :  wy
konanie mnożeń 0 . i d(1 oraz  ®ab*^®*^dq ) ,  wykonanie różnlozkowania, p rze
k s z t a łc e n i e  wyniku do p o s ta o i  (e ^ . c ) . ! ^ ,  wykonanie mnożenia C ę . f j S ^ . C ) .  
, l dJ .  Podobnie obllozcno Ad q ‘

C. P r z e k sz ta łc e n ia  wprowadzone d la  u proszczen ia  rówu&A różniczkowych 
DAM można zakońozyó uwzględnia jąc  w wyrażeniach (58 )  warunek ( 7 ) .  W kon
sekw encji :

▼dq - O •▼ab “ ° f Vab
0

l O

(48)
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lub :

(49)

O stateczn ie  układ równań różniczkowych op isu jących  stan  równowagi dyna
micznej DAM przyjmuje Jedną z dwóoh następu jącyoh  p o s t a c i :

a .  Zmiennymi niezależnym i są  ©,

ro+ł 3d a a 0 L SIDa 0

i 0 0 L « DD

0 l « D -a i ? W RI +LrD l V

e - l 33W- a i 3^ -L-noi RI +LI E
<

M = JDcJ + Bo? -  -  l 3* ! 1 ! 3 )d a q a q a

t>« Zmiennymi niezależnym i s ą 0 , V dq2

’( i /<j-t3 )+d o - k f / n 3 oa 'Vd'

0 (1/<5'TS )+D 0 -k£/<5T3

0 = -k 3/5"Tr 0 (l/6-Tc)+D no/ • Vd

0 0 -k^/frT1 -n of ( l /5 T r )+D

M = jD cf + Bni -  - 2 -  (k? V *  Y 3 -  k3 V1 V ! )o d q a q d

(50)

(51 )

(52)

(53)

D. Podsumowująo przedstawione wyprowadzenia s tw ierd z ió  można oo n a s tę 
puje :

-  W wyniku tran 3 fo rm ao ji  zmiennych uzyskano dwa układy równań różniczko
wych (50)  i  (51) oraz (52)  1 ( 5 3 ) ,  op isu jącyoh  -  każdy oddz ie ln ie  - s ta n  
równowagi dynamicznej DAM. Są to równania o s ta ły oh  współozynnikaoh, li?i 
:n1owe w przypadku, gdy prędkoóó kątowa o>r «= oon3t, n ie lin iow a -  gdy 
a r  -  r e r .
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-  Wyprowadzone równania stanowić mogą podstawę d la  an a lizy  w łaśc iw o śc i  
statycznych  DAM (0/  = e o n s t ) i  w łaśc iw ośoi dynamicznych DAM (0/  = v a r )  
z uwzględnieniem stanów n ieusta lonych  w :ioh obwodach elektrom agnetycz
nych. W przypadku drugim równania należy linearyzow ać, np. d la  małyoh 
przyrostów w ie lk o śc i  w ejśo low ej.

-  V n iektórych konkretnych przypadkaoh a n a l iz y  właśolw ośoi dynamicznych 
DAM (nT-. o b l icz a n ie  t r a n sm ita n c j i  operatorowych) wygodniej j e s t  korzy
s ta ć  z równań (52) 1 ( 5 3 ) ,  w których n ap ięc ia  1 moment elektromagnetycz
ny DAM wyrażone są  w z a le ż n o śc i  od linlpzwoi.Wynika to z f a k t u ,  że ma
c ie r z  -  vł porównaniu z macierzą -  zawiera w ięcej elementów ze
rowych .

A. Uwagi końcowe

Dwufazowa maszyna asynohroniozna z wirnikiem klatkowym lub puszkowym 
wykorzystywana j e s t  w układach uutomatykl w trzech  conajmniej postao iaoh ,  
mianowicie ja k o :

-  prądnica taohometryozna,
-  miernik p rzy sp ie szen ia  kątowego (ak ce lerom etr ) ,
-  sterowany s i l n i k  wykonawczy.

Pojedyncze Je d n o stk i  można poza tym łączyć  mechanicznie w zespoły dwu- 
lub trójmaszynowa, co j e s t  szczegó ln ie  chętnie stosowane np. w serwomecha
nizmach.

Ta różnorodność możliwości przetwarzania sygnałów przy pomocy DAM, z 
d ru g ie j  za ś  strony p ro s to ta  budowy/poszczególnych¡typów DAM 1 niezawodność 
w pracy, stanowią o wadze, Jaką dość powszechnie przywiązuje s i ę  do m o ż l i 
wie wszechstronnego poznania ich w ła śc iw o śc i .  Dorobek w t e j  ffziedzinie 
j e s t  szcz egó ln ie  bogaty w z a k re s ie  an a l izy  w łaśc iw ośoi statycznych wymie- 
nicnyoh typów DAM. Brakuje natom iast  ogć ln e j  i  j e d n o l i t e j  metody badania 
ich w łaśc iw ośoi dynamicznych z punktu widzenia wpływu na te  w łaśc iw ości 
k o n s tru k c ji  maszyny.

Podstawą d la  t a k i e j  metody może s t a ć  s i ę  -  jak  s i ę  wydaje -  op is  mate
matyczny DAM uzyskany w n i n i e j s z e j ,  p ierw szej c z ę ś c i  pracy. 'W ozęśoiach 
d ru g ie j  i  t r z e o i e j  równania różniozkowe DAM przekształcone zostaną do po
s t a c i  um ożliw ia jące j bezpośrednio o b licz an ie  transmitanc J i  operatorowych 
dwufazowej asynchronicznej prądnicy tachometrycznej,  dwufazowego asynchro
nicznego miernika p rzy sp ie szen ia  kątowego 1 dwufazowego asynchronicznego 
s i l n i k a  wykonawczego*^.

» ) -----------------Część druga 1 t r z e c i a  n i n i e j s z e j  pracy ukazały s i ę  w 2NPS1 "E lek tryk a"  
1971 z .  29 oraz  z .  30 .
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Rękopis złożono w R ed ak c ji  w dniu 3C.X.1970 r .

MATELATEHLCWii AHaJMS-flByX«Á3Hüíí ACHHXPOHHOfl KAiaiHU 
C KO POT KDSAMKHyTUU UJM IiOJUlw POTOPOM

P e 3 d u e

3  p a d e r e  j a n  b u j o a  AByx CHCTeu ypaBKeHHfl , o n z c i rB a B ^ z x  -  Kaxjia j i  B o t -  

AeabHCCTZ - COCTOłiHI*'' jtHHaUM-» =“CKO TO P aBHOBCCMJi SByXIpaSHofi faCBIIXpCKHCfl u a -  

uiMKH -  <copoTK03&MKHyr..M tu» :  n o j iuu  p o t o p o m .  ypnBKeHZA s t u  u o r y r  Ci .t ł  o c h o b-  

kuuh  a r s  d o j ie e  n o j ip o O H o r j  aH aJ in 3a  C T a i í .^c cx M X  a  fl,uuaMzvc CKioc c b o ü c t b  o -  

CHO.BHwr í a n c B  uaiUHH, n p n u e K se u ic c  a CKCTeuax aBT O M aTzuecK oro  p e r y J i z p o B a u u a .
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF TWO-PHASE ASYNCHRONOUS MACHINE 
WITH SQUIRREL-CAGE OR DRAG-CUP ROTOR

S u m m a r y -

In the paper two systems of equations d e so r ib in g  -  each se p e ra te ly  -  
dynamic balance s t a t e  of tvio-phase asynchronous machine with s q u l r r e l - c a -  
ge or drag-oup ro to r  have been in troduced .  The equations can be the base 
fo r  more s p e c i f i c  ana lyse  o f  the s t a t i c  and dynamic o h a r a c t e r i s t io s  of 
the main types  o f  maohines used in automatic co n tro l  sy stem s.
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DODATEK

Wykaz ważnlejszyoh oznaczeń

a -  wartośó chwilowa,
A -  maolerz kwadratowa,
A.j. -  maolerz transponowana względem A,

A"^ -  maoierz odwrotna-względem A,
detA -  wyznaoznik maoierzy A,
1 -  macierz jednostkowa
t  -  c z a s ,
D = d / d t -  operator  H eav is id e ’ a ,
v  -  nap lęo le  e lek tryozń e ,
1 -  prąd e lek tryczn y ,  •'
V -  l ln lo z w o je ,
i, -  c z ę s t o t l i w o ś ć ,
co «  2X f -  p u l s a o ja ,
n -  l i c z b a  par biegunów fazy  DAM,
z -  l i c z b a  zwojów fazy  DAM,
6 -  współczynnik uzwojenia,
X  -  współozynnik t r a n s fo rm a o j i ,
A  -  przewodnośó magnetyozna,
R -  r e z y s t a n o ja ,
L -  lndukoyJnoóó,
k -w sp ó ło zy n n ik  sp rzężen ia  magnetyocnego,
6 ,  -w sp ó ło zyn n ik  rozp roszen ia  magnetyosnego,
X -  s t a ł a  czasowa,
© -  kąt obrotu wirnika DAM,
o /  » D© -  prędkośó kątowa wirnika DAM,
M -  moment obrotowy doprowadzony z zewnątrz,
M -  moment elektromagnetyczny DAM,

6

J  -  moment bezwładnośoi wirnika DAM,
B -  opornośó mechaniczna.

Indeksy przy w ie lkościach  dotyozą:

górne : s  -  s t o  Ja n a ,
r  -  w irn ika ,

do ln e :  a -  uzwojenia DAM rzeo zy w lste j  w o s i  a ,
b -  uzwojenia DAM rz e c z y w is te j  w o s i  b ,
d -  uzwojenia DAM w 0 3 i  a po t r a n s fo r m a c j i ,
q -  uzwojenia DAM w o s i  b po t r a n s fo r m a c j i ,
g -  s trum ienia  w s z o z e l i n i e ,  
s  -  strumień a ro z p ro sz e n ia .


