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PEWNE PROBLEMY Z2WMAZANE Z ZAGADNIENIEM STEROWANIA )
CZASCWC-OPTYMALNEGO 03IEKTCW LINIOWYCH Z ZERAMI W FUNKCJI PRZEJSCIA

Streszczenie. Wartykule zostaty przedstawione pewne uwagi
dotyczace praktyoznej strony problemu sterowania obiektami
liniowymi z zerami w funkcji przejscia.

Doktadniej zostat przedstawiony _problem . poszukiwania
transformaoji T(Y/Z). Na przyktadzie obiektéw opisanych
réwnaniem r()znlczkow(gm 2 rzedu pokazano prostﬁ sposdb V\g
znaczania obszarow G”. Rozwazono ogolnie strukture uktadu
sterujgcego z uwzglednieniem potencjalnych Zrédet btedow,
Jakie mogq wystapi¢ w rzeczywistym uktadzie .Oceniono wplyw
tyoh zrodet bieau na doktadno$¢ uktadu. Rozwazania zobrazo-
wano wykresami praoy uktadu, zamodelowanego na maszynie a-
nalogowej.

1. Wstep

Wwiekszo$ci przypadkéw w literaturze poswieconej uktadom  optymalnym
rozwaza sie sterowanie obiektami, ktdre sa opisane réwnaniem rézniczkowym
zawierajagcym sygnat sterujacy bez pochodnych (np. prace [2], pl . [8)).

Inny przypadek tj. sterowanie ozasowo-optymalne obiektami, ktére posia-
dajg w swej funkcji przejscia zera, Jest rozwazany w praoach [1], p] ., [4],

zasady maksimum ze wzgladu na istnienie, nieciggtosci trajektorii w prze-
strzeni Y, w chwilach przetgczen wartosci sygnatu sterujgcego. Trudnos¢
te mozna ppkona¢ przez zastosowanie pewnej transformaoji T (Y/Z). Dzieki
niej otrzymujemy obiekt ekwiwalentny,zdefiniowany w przestrzeni Z, do kt6-
rego mozemy juz zastosowac zfsade maksimum.

Artykut niniejszy ma na oelu przedstawienie pewnych uwag zwigzanyoh z
praktyozcm zastosowaniem teorii sterowania czasowo-optymalnego do obiek-
téw liniowyoh z zerami w funkcji przejscia.
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2. Zdefiniowanie problemu

Rozwazamy obiekt opisany funkojg przejscia H(D)

A D1)
HO =50 @
. D->)
IS
Warunki poczatkowe uktadu sa okresSlone przez wektory:
y (o) " u(0)
y(0) ¢(0)
* = ° oraz U = « (2)
(n-1) (n-1)
y (o) u (0).

(w przypadku og6lnym, m < n - my dla uproszczenia przyjmujemy, ne m=n).
Zadanie polega na tym, by wledzao, ze obiekt'jest w potozeniu poczatko-

wym, okreslonym przez wektory Yo i W, znalez6 sterowanie optymalne (w

sensie czasowym), ktore przeprowadzi obiekt w przestrzeni Y z potozenia

Yo, do kohncowego Y1, przy czym po zakonczeniu sterowania obiekt winien po-

zosta6 w tym potozeniu. Istnieje szereg metod sto3owanycn do rozwigzywa-

nia tego rodzaju zagadnien. Najcze$ciej stosuje sie dwie z nich:

1. Metoda programowania dynamicznego Bellmana

2. Zasada maksimum - Pontriaglna.

W rozwazaniach opiera¢ sie bedziemy na zasadzie maksimum, ktérej do-
ktadne sformutowanie znajduje sie w pracy [8] .
Ogoélnie wiec obiekt mozemy opisa¢ uktadem réwnan rézniozkowyoh (3).

Y =F (YD),
*1 > >
y2 ucCn-lI)
gdzie . u= « (3)
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W przypadku obiektu liniowego, réwnanie (3) przyjmuje postad (3t)
Y=AY+BU. (3")

Zatozmy, ze sygnat sterujgoy u(t) jsat funkcja okres$long, przedziata-
mi ciaggta, ktora posiada w dowolnym, skofAczonym przedziale czasu oo naj-
wyzej skonczona ilos¢ punktéw nieciggtosci pierwszego rodzaju. Zatézmy
takze, ze pochodne u” (t) dla j =1,2...n istniejg w interesujagcym nas
przedziale czasu poza punktami nie oiggto$ci, w ktéryoh posiadajg lewo i
prawostronne granice oraz, ze wartosci sygnatu sterujgcego u(t) sg zawar-
te w przedziale - —oC<U(t)< oC, gdzie o> O.

Dla tak zdefiniowanego dopuszczalnego sygnatu sterujgcego, otrzymamy w
n-wymiarowej przestrzeni fazowej Y trajektorie, ktéra bedzie linig prze-
dziatami olagta (jej punkty nieciggtos$ci odpowiadajg analogicznym punktom
na wykresie sygnalu sterujgcego u(t)*”.

Jak wiadomo dla obiektu opisanego réwnaniem typu (3*) do znalezienia
sterowania optymalnego nie mozna stosowa6 zasady Pontriaglna (6).

Zastusowame transformaoji T(Y/Z) pozwala na przejscie z przestrzeni
Y do Z tak, by otrzymany w ten sposob chiekt ekwiwalentny byt opisany row-i
naniem:

Z=A, 2 +i u,

gdzie h - Jest macierzg kolumnowa.

Wowczas do takiego obiektu bedzie mozna zastosowa¢ zasade maksimum w
celu okres$lenia strategii optymalnej.

3. Omoéwienie transformaoji T(Y/Z)

Many obiekt opisany uktadem réwnan rézniczkowych:

Y -AY +BO,

r(n) 1
przy czym 71 o)
) GRS
e U- - (47)
yh. u

W)Dok}adne sformutowanie tego problemu mozna znalez¢ r oze$oi 2 pracy (4)
lub w pracy (5).
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Zdefiniujemy T(Y/'Z) Jako: Y=CZ+DU1?

g(r-1) 1
y (n-2) .

gdzie U . VAR S (5)
u Bn

Wstawiajgo (5) i (4’) otrzymamy:

CZJ}JD =A((CZ+D")+BU, (6»)
a stagd ostatecznie
Z=(CTLAC) Z+ (C"'1 AD) +(C1B)yUuU- (C~1D) U,. (67)

Jak wida¢, warunek realizacji powyzszyoh przeksztatcen jest nastepuja-
cy:

det C/ 0. (6™)
Réwnanie (6”) mozemy zapisaé w postaci:
Z »AZ+HU. (6)

Poniewaz macierze C 1 D-w réw_aniu (5) 3g dowolne (musimy zapewni¢
det C/ O) zatem dobieramy je tak, by w réwnaniu (6) otrzymaé w miejsce
HU - wyrazenie h.u, (gdzie h - maoierz kolumnowa).

W praoy |jl] autorzy a priori pcdajg takg transformaoje przy pomocy u-
ktadu réownan al ebraicznych. Zaktadajg oni, te macierz C jest maoierza
jedrostkcwag" .

*

)'RozwaZajqc doktadniej istote przeksztatoenla T(Y/Z) dochodzimy do wnios-
ku, ze takich transformacji iest znacznie wieoej. Wynika to stad, Ze a-
by czton (H . U) wréwnaniu (6) byt réwnowazny wyrazaniu (Lu) musimy wy-
zerowaé (n2) elementéw macierzy H. Dzieki temu dla wyznaczenia elemen-
téw maolerzy C i D - ktérych Jest (2 n2) otrzymujemy "(n2) réwnah oraz
ograniczenie na elementy macierzy C w postaol gﬁm). Ta rédznica miedzy
ilo6oig niewiadomych i warunkéw, pozwala uniezalezni¢ dobdr elementéw
macierzy P od elementéw macierzy C. Z praktyoznego punktu widzenia wy-
fodnle Jest wiec przyjac¢, ze macierz C, np. Jest macierzg Jednostkowg
co tez autorzy praoy a[lj ozynig), bo wdéwczas A. = A. Lecz jak widac
nie jest to jedyna droga prowadzaca do otrzymania réwnlania (9%).
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Witfwozas to otrzymujemy rowno$é A=A. Macierz D natomiast przyjmuje postaé

ro . . .. Ch
(7
ho 1 bn-? hn-i
przy czym elementy macierzy h. przyjmujg warto$oi:
hO « 'qq_ 12 e #.n~1
. i+k (8)
hn-k bk ™

El N

001 0 . b2

. + .
. a (9)

. a

0 0 v 01 . a

-Q
o 1 n En hH
co mozna zapisa¢ w postaci:

Z » A-Z + ti*u (97)

4. Omowienie sterowania w przestrzeni stanu 2

*Poniewaz obiekt opisany uktadem rownan (3) w orzestrzeni 7t zostat
przy pomocy transformacji T(X/Z) sprowadzony do postaoi obiektu ekwiwe-
lentnegojopisanegd uktadem réwnan (9) w przestrzeni stanu 3, zatem mozemy
teras usoisli¢ problem sterowania dla naszego obiektu.

W przestrzeni Z wyznaozam7 poozatkowy punkt trajektorii ZQ. Zgodnie z
réwnaniem (3) punkt ten odpowiada punktom Xo 1 Uo, ktéra sg okre$lone na-

stepujaco:

Xo - 1 (t0*>

(10)

To - 0
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Poniewaz trajektoria Z(t) jest funkcjg ciagta, wiec w chwili t=t0 prze-
ohodzi ona przez punkt Zo = Z(tQ) = Z(t0~) = Z(t0+). Zastanébwmy sie obec-
nie nad tym, co sie¢ dzieje w przedziale czasu t > t1 (gdzie t1 - moment,
w ktérym obiekt osigga zadane potozenie kohcowe Yj = X(t.,+) =0). Zadamy,
aby obiekt pozostat w potozeniu koncowym, to znaczy musimy znalez6 dla
t > t1 takze sterowanie dopuszczalne u(t), aby odpowiadajaca mu trajekto-
ria byta opisana réwnaniem:

Y() - YL=0 dla t > tl.

Spetnienie tego warunku wymaga, aby sterowanie u(t) dla t > t* bylo ta-
kim sterowaniem dopuszczalnym, ktdre spotnia rdwnanie:

P (11)

Oznaczany przez G* zbior wszystkich punktow 1 = UAt~) = UAft*)  prze-
strzeni UJ takich, ze rozwigzania réwnania (11) z warunkami poczgtkowymi
w punkcie U, spetniajg dla t > t. ograniczenia narzugane przez sterowa-
nie dopuszczalne. Cozywi6oie tak zdefiniowany zQior G} bedzie zbiorem go-
oknigetym. W podobny sposéb w przestrzeni stanu Z zdefiniujemy zbiér G -
jako zbiér takich punktdv; , ze odpowiadaja one zgodnie z roéwnaniem (5)
wszystkim parom punktéow (YA =C i 00 £ G*). Teras wiec postarajmy sie
zdofinlowai problem sterowania w przestrzeni Z:

Jezeli przez U*(t) (dla t > to) ozraozymy sterowanie optymalne, Kktére w
minimalnym czasie T =tl1l - tQ przeprowadzi nam obiekt w przestrzeni Y z
potozenia poczatkowego io, do koncowego Y*< prz.y ozym ooiekt ten dla

t >- tj pozostanie w tym potozeniu koAcowym (tzn. Y (t) = Y(t") = Y~ dla

t > t..), to woéwozas:

a) 0*;t) w przedziale czasu t[.<t< tl jest funkcjg przedziatami statg.
W tym przedziale sterowanie wynika z rozwigzania zagadnienia sterowa-
n'a czasow”-optymaloego z punktu Zo do zbioru G*.

b) dla czasu t > t* starowanie pokrywa sie z rozwigzaniem rdéwnania (11),
ktorego warunek poczatkowy jest w punkoie:

tt, = - D-1C Z1. (11")

(Réwnanie (11’ ) mozna otrzymaj z (5) przez zatozenie Y « C).
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W literaturze [1] - problem poszukiwania rownania trajektorii dla

t > tl i wyznaczenie obszaru G* jest szczeg6towo rozwazony. Autor wycho-

dzi z zatozenia, ze jeS$li dla t > t1 obiekt jest w potozeniu Y (t)=Y(t., )=
= 0O, to Jak wynika z (5)

0=Cz+DU (57)

stad z~(t) = - hQ.u(t) oraz u(t) = - ez (t) o (57)

Wstawiajgc (5”) do (9) otrzymamy
Z=QZ (12)

Stad otrzymamy rozwigzanie, bedgoe réwnaniem'trajektorii w G*

Z(t) - e (12»)

Pierwgzy wyraz rozwigzania zapisany jako iloczyn skalarny bedzie miat po-
stad:

Zaktadajgc, ze sygnat sterujgcy ma ograniczenie typu |u(t)] < 1, otrzyma-
nmy warunek na Gz

G+ = {z: | <q(t-tl), Z1(t1l)>|< 1, dlar>> tj . (14)

Postad (14) jest bardzo niewygodna w uzyciu. OkreS$lenie zbioru G* z tej
definicji prowadzi czesto do ztozonych zalezno$ci. Précz tego, z z leznos-
oi tej nie wynika zbyt wyraZznie, iz zbiéor & jest Soisle zwigzany z posta-
cia réwnania (11), a Jest to pomocne w zrozumieniu istoty transfermaoji
T(Y/Z) i pbiniejszego sposobu definiowania problemu sterowania w prze-
strzeni 2. Rozwazmy teraz ten problem szczegdtowo, wykorzystujagc do tego
oelu obiekt opisany réwnaniem rézniozkowym 2 rzedu w postaoi:

(L? + Dal + a2) . y(t) » (bgD2 + b1D+bQ).u(t) . (15)
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Réwnanie to mozna zapisaé w postaci macierzowej
-a2» -a-] *2 b1 *o Y = AY + BU. (16)

Przez znang transfornaoje otrzymujemy rdéwnanie, opisujgoe obiekt zastep-
ozy w przestrzeni stanu Z:

v 'O 1V+bi’\ib2
2 72 W p0ib) a2

00 mozna zapisa¢ wektorowe:

i (17)

Z=AZ+hu.

Gdy Y(t) =YLl “0dlat > t1, to jak Juz stwierdziliSmy musi byé spetnlo-

b2u + bl u + bpU » O (18)

oraz
[u(t)| < 1.

Réwnanie (18) mozna zapisaé w postaci maoierzowej

ro i
b b , gdzie ul « 0 (19)

0 1
Sj'Sr 2 - ul

Rozwiazujac uktad (195 otrzymujemy rozwiagzanie w postaci parametrycznej
ui - «y** uio» ~o}

(20)
"2 -~ 2 (t» UL0' 207 -
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Tafclloa 1
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Roéwnania (20)wpotaczeniu z ograniozeniem |uM (151 < 1Rajg szukany ob-
szar ity. Zalézmy,ze brzeg tego obszaru Jest opisany uktadem:

u, = f. (1)
1 1 (21)
u2 = f2(t) .

Z drugiej strony wiemy, ze Jezeli transformacja opisana Jest réwnaniem:

Z =AlY +B1 U (22)

(réwnanie (22) Jest Inng postacig rownania (5) to dla t > t* Y(t) =0 i
stuszna Jest zalezno$o:

Z=B". (23)

Poniewaz znany postad zbioru &%* zatem zalezno$é (23) pomoze nam |i-
niowo (poprzez macierz B”) przeksztatcié zbioér Gy w odpovjladaJacy mu  na
ptaszczyznie z - zbidr G .

Poniewaz zbiory Gy sg zbiorami wypukitymi i domknietymi, zatem prze-
ksztatcenie (23) bedzie przeksztatceniem liniowym tych zbioré6w w zbiory
G*. Siajagc wiasnosci liniowych przeksztatcen mozna prosto znajdowad zbiory gf.

Obecnie przedstawie kilka przyktadéw obszaru Gy dla obiektu 2 rzedu o-
pisanego rownaniem rézniczkowym: (15)

(D2 + a’D + a2) . y(t) = (D2b2 + Db» + bQ) . u(t).

7. Realizacja obiektu ekwiwalentnego i uktadu sterowania

By oceni6 wspdtprace rzeozywlstego uktadu sterujgoego z ekwiwalentnymi
obiektem, zmodelowano caty uktad regulacji na maszynie analogowej. Obiekt
sterowany jest opisany réwnaniem rézniczkowym 2 rzedu. Jak wiadomo, dla
takiego obiektu obszar G* moze byé punktem, odolnkiem Ilub inng figurg
ptaska.

Zastandwmy sie Jaklwyglada oaty uktad regulacji. Jak to jest pokazane
na rys. la, Jest to uktad zamkniety zawierajgcy dwa cztony: obleKt zastep-
czy i uktad sterujacy.

Przy ozyn

US 1 - uktad sterujacy, realizujgcy sterowanie w G*

TIS 2 - uktad sterujgcy, realizujgoy sterowanie poza obszarem G*

BP - uktad wybierajacy sterowanie z US 1, lub z US 2 w zalezno$ci od
potozenia wektora stanu obiektu w przestrzeni stanu Z.
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Natomiast strukture obiektu zastepczego przedstawiono na rys. Ib.
Na rys. 2 przedstawiono doktadniej budowe obiektu zastepczego,

U Obiekt z

ekHiual.
U Yokt Y TM™ z
Rys. 1la Rys. 1b
gdzie:

u - sygnat sterujacy

Y - sygnat wyjsciowy obiektu
sterowanego

R - ozton dynamiczny (rdéznicz-
kujacy )

Al, Bl - operatory liniowe (patrz
rownanie 22 i 5)
W - sumator.

Problem tworzenia obiektu ekwiwalentnego przedstawie na przyktadzie obiek-4
tu opisanego rdwnanieg

(D2 .+ Dal + a2) . y(t) = ("D + bo) . u(t).

Odpowiadajgca temu rownaniu struktura obiektu zastepczego 'przedstawiona
Jest na rys. 3.
Rozwazny poszczeg6lne elementy obiektu, zagtepceego

- mamy obiekt sterowany - zamodelowany na maszynie analogowej mposiada.
Jako wejscie sygnat u(t) oraz dwa wyjscia ~ 1J2

- operator Al - w tym przypadku nie istnieje, poniewaz maolerz A Jest
macierzg Jednostkowa

- operator - zrealizowany Jest Jako wzmacnlaoz J(Inwertor)

- operator N - jest sumatorem.
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Analizujgc budowe poszczeg6lnych cztonéw uktadu (rys. 2) mozemy wska-
za0 potencjalne Zrédta biedow, dzieki ktérym proces regulacji jest wwie-

L%
Larh
w* ty*
/ -1 b rr
0w
- S —
L.
0]
Rys. 3

lu przypadkach bardzo odlegty od przewidywanego teoretycznie. Przede
wszystkim operatory A® i Wrealizujg zadane operacje z pewnym biedem.
Wyjatkowego omoéwienia wymaga czton R. Jest to uktad elementéw rézniczku-
jacych. Znane sg problemy jakie Istniejg przy doktadnej realizacji tej o-
peracjl, dlatego tez przy ocenie pracy takiego elementu nalezy uwzglednic
takze wystepujacy tu bigd metody.

Poniewaz wskazane zostaty gtéowne Zrdédia blednej pracy obiektu zastep-
czego, zastanowmy sie krdtko nad doktadno$cia pracy uktadu sterujgcego.
Jezeli rozwazymy np. obiekt, opisany rédwnaniem'.

y « blu + tc u.

Zaktadajac, ze b = i, bQ= &> 0, oraz |uj < 1 stwierdzimy, ze zbior
G* Jasi tu zdefiniowany nastepujaco:

a strategia optymalna w ptaszczyznie Z bedzie taka, Jak to pokazano na
rys. 4.

Tyra czterem przypadkom sterowania, ktére sg uwidooznione na rys. 4, od-
powiadajg przebiegi czasowe sygnatdw sterujgcych pokazane na rys. 4.
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Jezoli t- >T+ oraz G" okresli¢ funkcjg z1 = & (2), to sterowanie po-
za Gy mozna okresli¢ Jako:

u» sign”(z2) - zj

Rys. 4 Rys. 4%

W G* natomiast:

Natomiast struktura uktadu sterujgcego moze by¢ taka,

Jak to pokazano na
rys. 5.

Obiekt ® U '—J' :

Zt us2
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Pokazane na rys. 5 uktady USL 1 (JS2 mogg bydé zrealizowane w rézny spo-

séb. Jedna z takich mozliwych realizacji jest pokazana na rys. 6a i rys.

6b.

Jak wiec wldad, wymagane Jest, by US2 wykrywat obszar G* bedacy odcin-

kiem. Taki uktad jest niemozliwy do zrealizowania, dlatego tez budujemy u-
ktad wykrywajgoy obszar G~ bedacy prostokatem (|z"| < 6 jz2] < ).

E

Wn
nas

a)

'zeczywisto$ci otrzymujemy olszar G*2 okre$lony nastepujaco:

1 +6, < 2Z? < - 1H52J €3 < Z1<

ioski odnoszace sie do pracy tego uktadu sterujacego mozna sformutowac
tepujgco:

Nie Kazdy obszar Gz jest mozliwy do realizacji z zasady buduje sie ob-
sza* ,z1 / *B.

b) Wrzeesywistos$ci otrzymujemy w wyniku obszar G*2 r - Jest to powaz-

c)

ne zrddto biedu.

Sam przekaznik P dziatajac z opo6Znieniem wnosi dodatkowy bitad.

d) Wrzeczywisto$ci sygnat u(t), jaki ma byé dotgczony na wejscie obiektu,

zem

gdy 2 6 G* rézni sie wyraznie od wymaganego. Tak np. w naszym przypad-
ku zadamy, by u = - z2, a wrzeczywisto$ci ma on postaé ul = - kz2 - 6
(przy czymlcji 1l 1 i / 0).

Omoéwione powyzej zrodta bledéw w rzeczywistym uktadzie oddziatywuja ra-
i rezultat koncowy sterowania Jest trudny do przewidzenia. Przy realt-
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zaoji obiektéw na maszynie analogowej otrzymano rezultaty, analiza kto-
rych wykazata, za najpowazniejszy wptyw na doktadno$¢ praoy ukitadu wywie-
raja:

1) Réznina miedzy zadanym obszarom G* i rzeczywistym G"2*

2) Doktadno$¢ realizaojl transformacji T (Z/Z).

Na rys. 7 przedstawiono proces sterowania obiektem opisanym réwnaniem
rézniczkowym

j m» +ftt (6 > 0).

Rekopis ztozono w Redakcji w dniu 20.1.1970 r.
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Pe3due

B CTaTte flaHo onpe”eaeKae npodaeuu ynpaBlieHua b npooTpascTBe y h b npo-
CTpaacTBe 3 sra od"eKTOB, onzcaHHtcc $yHKUnek nepe”ain,  HMenmefi Hyai.,
PacouoTpeKa TpaaciJopMaiuta T (Y /z), MeTofl cohcks coBOKynHOCTEeii a Taa-
xe peaaHsauaa saaHBaneHTHoro odieaia.c yueTou noTeHUHaaBiant hotovshkob o-
ohéok, aoTopkie Horyr BUCTynart a peaatHoii cwcTeue peryniipoBamia.

Summary

la the paper the problems of control in the N-dimentional phase space Y
and Z for objects whioh were defined by the transfer funotion with zeros
haYe been discussed. The following phenomena were described in the paper:
.transformation T(Y/Z), method of looking for G* and method of equivalent
objeot realization, taking Inth aooount possible souioe3 of errors, which
may aocour in the actual oontr'ol systems.



