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1. T/STEP

Postepujacy w niezwykle s2ybkim tempie rozwdj techniki po-
woduje zmiane charakteru obcigzen konstrukcji inzynierskich
i budowlanych. Czdowiek zaprzega w swojg stuzbe coraz bar-
dziej skomplikowane maszyny, rosng masy i predkosci wszelkie-
go rodzaju pojazdow oraz ruchomych czesci mechanizméw. Przy
olbrzymim zasiegu mechanizacji trudno a idealne wywazenie
elementow wykonujacych ruchy i o doktadng amortyzacje wstrza-
SOw.

Konstrukcje hal fabrycznych, mostow, nawierzchnie drog,
pasy startowe lotnisk itp,, muszg oczywiscie bezpiecznie przej-
mowa¢ wszystkie obcigzenia, w tym rowniez bezposrednie 1 po-
Srednie oddziatywania maszyn 1 pojazdow. Oddziatywania te na-
bierajg istotnego znaczenia nie tylko dlatego, ze w przypadku
rezonansu mogg spowodowac¢ niebezpieczne odksztatcenia groza-
ce katastrofg danego obiektu, ale rowniez z wagi na zjawisko
zmeczenia materiatow odbijajace sie 1 na bezpieczenstwie i
na zywotnosci konstrukcji. ".Yame jest rowniez to, aby przez
odpowiednie projektowanie i wykonanie budowli przemystowych
i mieszkalnych ograniczy¢ do minimum szkodliwy wpdyw drgan
i wstrzgséw na organizm ludzki. W/ tej sytuacji zrozumiate sta-
je sie znaczenie dynamiki budowli 1 zainteresowanie, jakim
cieszy sie ona w Swiecie inzynierskim.

Budownictwo ostatniego dwudziestolecia charakteryzuje sie
m.in. tym, ze coraz istotniejsza role odgrywajg w nim kons-
trukcje sprezone, a gtownie konstrukcje z betonu sprezonego
przy pomocy kabli, lin, pretow stalowych lub strun. Wiadomo,
ze przez sprezenie danego elementu mozemy celowo regulowac
rozktad sit wewnetrznych w jego przekrojach, a tym samym y/phy-
wa¢ Swiadomie na jego zachowanie sie zardéwno pod obcigzeniem
stg;ycznym jak i dynamicznym. Juz znany, prosty wzor z dyna-
miki



wskazuje na mozliwoS¢ regulacji czestosci drgan wdasnych
przez zmiane statycznego odksztatcenia elementu fg™» a
dokonamy przez odpowiednie sprezenie. Jesli sie zwazy, ze
idea sprezania znalaz#a bardzo szerokie zastosowanie wkasnie
w konstrukcjach poddanych obcigzeniom zmiennym w czasie, ta-
kich jak; mosty, belki podsuwnicowe, a ostatnio rowniez fun-
damenty pod maszyny [8 , to wyraznie zarysowuje sie koniecz-
nos$¢ gruntowniejszego zbadania wptywu sprezenia na wielkosci
charakteryzujace ruch drgajacy ustroju, a wiec na czestosc
drgan swobodnych, logarytmiczny dekrement tdumienia, wspot-
czynnik dynamiczny itp, W poczgtkowym, krétkim stosunkowo
okresie rozwoju konstrukcji sprezonych nie byfo po prostu
czasu ma. przeprowadzenie tego rodzaju badan, gdyz zajmowano
sie gtownie problemami technologicznymi, reologicznymi, spo-
sobami realizacji sit sprezajacych oraz metodami wymiarowa-
nia przekrojow i1 trasowania kabli. Ha podstawie skromnych
eksperymentow Preyssineta DO 1 rdéwnie skromnych szwajcar-
skich badan podktadéw®™ kolejowych [18] utarto sie przekonanie,
Zze ustroje sprezone zachowujg sie pod obcigzeniem dynamicz-
nym niepordwnanie lepiej niz ustroje zelbetowe. Stwierdze-
nie to nabiera pe#nego znaczenia naukowego dopiero wtedy,
jesli zostanie przettumaczone na jezyk liczb i formut mate-
matycznych.

Potrzebe obszerniejszych i bardziej dogtebnych badan dy-
namicznych 1 zmeczeniowych elementdw 7. betonu sprezonego
uswiadomi4 sobie s.utor po raz pierwszy w czasie Konferencji
Naukowej Zak#adu Mechaniki OSrodkow Ciggdych majacej miejsce
w Krynicy w sierpniu 1957 r. Mimo- ze dynamika budowli zna-
lazta pewne, doSC nawet wyrazne odzwierciedlenie w tematyce
wygtaszanych tam referatéw, to o dynamice konstrukcji spre-
zanych byto cicho. Pierwszym"etapem rozwoju mysli zrodzonej
podczas wspomnianej konferencji byt staz naukowy odbyty w
roku 1958 w Szwajcarii, gdzie autor brat udziat w badaniach
statycznych i1 dynamicznych mostow z betom sprezonego prowa-
dzonych przez Eidgendssische Materialprttfungs - und Versuchs-
anstalt \EMPA). Na poczatku roku 1959 powstat konkretny juz
program dynamicznych i zmeczeniowych badan eksperymentalnych
belek z betonu sprezonego obejmujgcy nastepujace zagadnienia:

a) doswiadczalne ujecie zaleznoSci parametréw ruchu drga-
jacego belki od sposobu i1 stopnia sprezenia,

b) pordéwnanie zachowania sie belki sprezonej 1 belki zel-
betowej w czasie ruchu drgajacego,

c) dynamiczny modut sprezystosci betonu,



d) zachowanie sie belki sprezonej pod uderzeniem9
e) drgania wymuszone belki sprezonej,

) wytrzymatoSC zmeczeniowa betondw wyzszych marek,
g) wytrzymatoSC zmeczeniowa belek sprezonych,

h) pordéwnanie zachowania sie belki sprezonej i belki zel-
betowej pod dfugotrwatym obcigzeniem oscylujacym.

Ze wzgledu na specyfike poszczegolnych probleméw, potrze-
bng aparature, organizacje pracy doswiadczalnej 1 czas po-
dzielono program badan na 3 czesci. CzeSC pierwsza obejmuje
zagadnienia a), b) i c), w czesci drugiej mieszczg sie za-
gadnienia d) i e), a pozostate problemy stanowi¢ majg trze-
cig czesSC badan. Przewidziano réwniez teoretyczne uogélnie-
nie wynikow prac eksperymentalnych.

Realizacja pierwszej czesci programu badan zostata zakon-
czona. Trwata ona od pazdziernika 1959 r. do listopada roku
1960. Opracowywanie wynikow zajeto rowniez prawie rok. Przy-
gotowania do drugiej 1 trzeciej czesci doswiadczen sag daleko
zaawansowane. Gotowe sa belki probne oraz stupki betonowe do
badaii zmeczeniowych, przygotowano do badan pulsator 1"Schop-
pera oraz wibrator do wymuszania drgan. Druga czeS¢ doswiad-
czen zostanie przeprowadzona na tych samych belkach prébnych,
ktére zostaty zbadane w czesci pierwszej. Po zakonczeniu ba-
dania zagadnien d) i e) przewiduje sie obcigzanie niekto-
rych belek prébnych az do ztamania.

Praca niniejsza jest sprawozdaniem z pierwszej czesci ba-
dan. Poprzedza je krotki zarys teorii  drgan belek sprezo-
nych, a konczy sie ono.wnioskami 1 uog6lInieniami.

W koncu 1959* tzn. wtedy, kiedy by#a juz realizowana
pierwsza czesC naszkicowanego wyzej programu badan, ukazato
sie kilka publikacji zwigzanych tematycznie z dynamikag ustro-
jow sprezonych [2], [3], [u]l, [E5]. Sa to przewaznie re-
lacje z badan przeprowadzanych na pojedynczych (lub nielicz-
nych) obiektach rzeczywistych lub doswiadczalnych. Autorowie
tych prac zajmowali sie tylko pewnymi, waskimi zagadnienia-
mi. W publikacji 02] opisano badanie dynamiczne jednej bel-
ki sprezonej 1 jednej belki zelbetowej, za$ publikacje [14J
i [15] traktuja o drganiach nieliniowych & dynamicznym modu-
le sprezystosSci. Wspomniane wyzej 1 wczeSniejsze prace sta-
nowig bardzo skromny poczatek studiow nad problemami dyna-
micznymi w ustrojach sprezonych, zajmowano sie w nich raczej
strong jakoSciowg poszczeg6lnych zagadnien, a wyniki ich sg



czesto ze sobag sprzeczneO Eie zdezaktualizowaty one w naj-
mniejszym, stopniu relacjonowanego w niniejszej rozprawie pro-
graera badan, a uwydatnidy raczej jego-aktualnoscO Stwierdze-
nie takie jest w pedni zgodne ze stanowiskiem autora publi-
kacji p3], ktory bardzo wnikliwie skrytykowat braki dotych->
czasowych prac na temat drgan konstrukcji sprezonych oraz
nakreslit+ kierunki, na ktorych powinien sie skoncentrowac
przyszty wysitek badawczy w tej dziedzinie«

20 ZARYS TEORII DRGAN BELEK SPREZONYCH

V/ cytowanej juz publikacji [13] A.Ds lizariew stwierdza,
ze w dotychczasowych pracach na temat drgan konstrukcji spre-
zonych nie spotkat nawet proby teoretycznego ujecia tego za~
gadnienia®

Ponizsze rozwazania bedg takg wkasnie probg« Rozpatrzymy
kolejno drgania poprzeczne belek sprezonych w trojaki spo-
sob2 osiowo, kablem prostoliniowym (lut» strunami) o statym
mimosrodzie e, kablem parabolicznym®

210 Belka esprezona, 0siowo

W literaturze technicznej spotkaC mozna stwierdzenie, ze
ze wzrostem wstepnego sprezenia maleje czestotliwo$¢ drgan
wkasnych pretéw D], . takze ptyt [7] 0 Sformutowanie takie
moze byC catkowicie biedne, jesSli nie okresli sie Scisle
sposobu, w jaki wstepne sprezenie zostato wywotaneO Zjawisko
zmniejszania sie czestotliwosci drgan wkasnych w miare y/zro-
stu sprezenia wystepuje istotnie, ale tylko wtedy, kiedy
sita sprezajaca nie zmienia swego kierunku w czasie ru,chu
drgajacego 1 stale pokrywa sie z osig preta w stajde nie«
odksztatconym (rys.T),

Technicznie mozna taki przypadek zrealizowa¢ np.” przez roéwno-
czesny naciag 2-ch kabli (lub pretdéw) biegnacych wzdtuz
bocznych Scian belki na wysokosSci jej osi i zakotwionych w
ptytach, ktdre przenoszg side sprezajaca na konce belki

przy pomocy odpowiednio skonstruowanych przegubdéw (ryse2)a



Rys.1,

)

S/2
it/

b i “h-
e A-A B
s

B-B
0

£

1

Rys.2

s

M+



Inny spos6b zachowania statego kierunlcu sity sprezajacej
pokazano na rys»3»

Rys.3®

N

Wazne jest tutaj znane z klasycznej dynamiki rownanie réz-
niczkowe opisujgce ruch drgajacy preta Sciskanego sitg osio~
wg [21] s

. (EI7™)" + Sip" - E11243(;27 e 0 )

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.

Przy EJ * const9 g * const i warunkach brzegowych odpo~
wiadajasych schematowi przedstawionemu na rys.la wystarczy
zatozyc¢

i wtedy ograniczajgc rozwazania do drgania podstawowego
(i s 1) otrzymujemy po podstawieniu (3) do (2)
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gdzie SE « - jest Eulerowska sita krytyczng, zas om

oznacza czestotliwos¢ drgan wkasnych preta niesprezonego.
Wynik (5) pokazuje, ze ze wzrostem sidy sprezajgcej drgania
preta stajg sie coraz wolniejsze, by przy S » S_  zanikngC
zupetnie0

Przypadki przedstawione na rysunkach 2 i 3 moga bardzo
rzadko znalez¢ zastosowanie praktyczne. W obecnym stadium
rozwoju konstrukcji sprezonych stosowane sg najczesciej bel-
ki kablobetonowe lub strunobetonowe, w ktdrych napiete odpo-
wiednio ciegna (kable) lub struny tkwig wewngtrz przekroju
(rys.4). W rozpatrywanym teraz przypadku sprezenia osiowego,
potrzebnego np. wtedy, kiedy na belke dziatajg momenty o
zmiennych znakach, Srodek ciezkosci ciegiejti (kabli) iub strun
musi pokrywa¢ sie ze Srodkiem przekroju. Jest oczywiste, ze
sita sprezajaca nie moze zachowywaé teraz stale tego samego
kierunku pokrywajacego sie 1 osig belki w stanie nieodksztat-
conym. Wraz z odksztatceniem osi odksztatca sie biegngce
wzdduz niej ciegno. Sita sprezajaca ma teraz kierunek stycz-
nej do osi belki w kazdym momencie ruchu drgajgcego. Rowna-
nie (2) traci swojg waznos¢. WHasSciwe rownanie ruchu elemen-
tu dx belki otrzymamy rozpatrujac dziatajacy na niego uktad
sii, Ktéry zgoarae z zasaag a juemberta musii byé w réwnowa-
dze (rys(4e)9
Elementarna sita bezwkadnosSci; dB » - % dx jEy(g.t)*

ot

Przyrost .sity poprzecznej w belce na ddugosci dx s ?2r™- dx m
s- £ QYD) o

Sita z jaka napiete ciegno przeciwstawia sie ruchowi elemen-
tu dx (wychyleniu z potozenia réwnowagi)?

Sy s siy + S2y &s sin (r+w)+ s sin *
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Katy u 1 sg bardzo mate, wobec tego

(i

sinw«g | sSXxn  «w” -+ dx|
2
s .-s¢+s (U+ ax) =s 0 ax.
y 01 fibe
Rownanie ruchu elementu dx preta sprezonego W Spo-

sob pokazany na rys.4 przyjmie wiec postac

ej-Sl¥-sZ~-"~1ix.0. (6)
Qx4 Qx 8 (tt*
SztywnosS¢ ciegna na zginanie (zreszta bardzo matg) mozna
uwzgledni¢ 4acznie ze sztywnoscig belki w sposob praktyko-

wany w zelbecie. Ograniczajac sie do rozpatrzenia normalnych
postaci drgania [22] mozna przyjac

y S37(x) F(1) awsincet <\ @)

Po obliczeniu odpowiednich pochodnych funkcji (7 » wstawie-
niu ich do (6) 1 podzieleniu przez sinoct # 0 otrzymujemy

2 02r .4 AN
N4t h - T2 7 = Q)

gdzie:

4%i-

Ze wzgledu na spednienie warunkow poczatkowych nalezato-
by przyjmowa¢ f(t) s A coscct + B sinoct. Na interesujacg
nas tutaj czestos¢ drgan wkasnych funkcja f(t) nie ma
jednak w tym przypadku wpywu.



Rozwigzanie rownania (8) oparte na rachunku operatorowym
podaje Rayleigh [16] za Seebeckiem i Donkineau Rozwigzanie
uzyskane na innej drodze znajdujemy w monografii loKisiela
[10] o Catka ogOlna réwnania (8) ma postac

iI?7(xX) * C1 coshb4+ C2 sin h<E-F C3 cos&E+ C4 siné4, )

(%92)

(%f)

sg pierwiastkami rownania charakterystycznego, -

Z warunkow brzegowych ustawionych dla rozwazanego przypadku
belki swobodnie podpartej wynika?

chsCrs O
oraz

C2 sinh 5+ CN sinfc,s 0

i2 C2 sinh 8 >&2C" sinfes 0.

Warunek nietrywialnego rozwazania tego uktadu

(<2 + &2)sinh SsinE™ 0 (10)

jest zarazem szukanym rownaniem czestotliwosci« Jest ono spet-
nione wtedy, kiedy

sing a 0,

12



a to zachodzi przy

£& i sr(i N 1, 2g.00)o0

Po podstawieniu za £ prawej-strony réwnosci (9b) obliczymy

v a<2- ((-1= EJ + S). (11)
1 A 1

Czesto$¢ drgania podstawowego (i a 1) wynosi

lub

ns @)
211 q vV rej p 1 rej

gdzie n oznacza czestos¢ drgan wkasnych preta niesprezo-
negla pn

Widzimy wiec, ze sprezenie osiowe belki (w sposob powszech»
nie dzi$ stosowany) zwieksza czestos¢ drgan wkasnych, co po-
twierdzajg zaréwno doswiadczenia opisywane przez A«D.Liza-
liewa [13]9 jak i badania przeprowadzone przez autora*
Ocenmy jeszcze wielkosS¢ tego wzrostu czestosci drgan wkas~
nych. Dla belki o przekroju prostokgtnym mozemy napisaé

nsn__ %W - bmiill e 14
on § S b (14)

przy czym £ jest jednostkowym skroceniem belki wywotanym

przez sprezenieg, a A.=y o0znacza stosunek wysokosci belki

do rozpietoscia 2

Jesli belke z betonu_marki 450 kG/cm poddamy wstepnemu spre-
zeniu & a 100 kG/cm i jesli ~ 0,0375» to

J 7N VA “»T



Dzieki sprezeniu nastgpit tu wzrost czestosci drgan wkasnych
o prawie 11$.

2.2. Belka sprezona ciegnem prostym o statym mimoSrodzie

7/ przypadku rozpatrywanym poprzednio sprezenie nie naru=
szato prostotiniowosci osi podtuznej belki. Obecnie, naciag
prostego ciegna usytuowanego mimosrodowo wzgledem osi belki
(rys.5a) powoduje jej wygiecie ku gorze (rys.5b).

Obliczenie wytrzynatosciowe belki obcigzonej momentami M«S.e
przedstawia sie nastepujaco:

Catkujac dwukrotnie rownanie rozniczkowe osi odksztakconej
belki

EJ dzd(— .\
dx

otrzymuj emy

EJ m)x + C

[0)4
oraz 2
EJyob + Cx + D.

Z warunkéw brzegowych

x=0, ybo

x ml, yboO
wyznaczamy

Db O
Kat obrotu przekroju
»-eS-TejC2*1)- <15>

14
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M=5-e M-S-e
9 Sprezenie osione
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e-r',
Sprezenie mimosrodowe

M=Se
hr

Rys.5
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Ugiecie belki

(16)

Maksymalne ugiecie wywodane sprezeniem

an

Jeszcze przed rozpoczeciem ruchu drgajgcego belka otrzymuje
strzatke ugiecia

na ktérg sktada sie wptyw sprezenia i wptyw ciezaru whkasnego
q a Py* przy czym P oznacza pole przekroju belki, a y jest
ciezarem objetosSciowym materiatu (np. betonu).

Przystepujac do rozpatrzenia ruchu drgajacego belki przed-
stawionej na rys<,5a zauwazmy najpierw, ze teraz dla uzyskania
wstepnego naprezenia krawedziowego o tej samej wartosci co
przy sprezeniu osiowym wystarczy sita o potowe mniejsza {Pzy
symetrycznym przekroju i usytuowaniu sity na granicy rdzenia,
tzn0 przy e a r° mmrySo5c)<. Skrocenie osi belki € wystepu-
jace we wzorze (1?) bedzie tez odpowiednio mniejsze,, Z tego
wzgledu oraz dla uproszczenia dalszych rozwazan zatozymy
na razie, ze opdr ciegna przeciwko ruchowi elementu dx bel-
ki jest znikomy» &fekt sprezania uwidoczni sie wiec tylko
w postaci momentéw M a S«e przytozonych do koncéw belkiO
Wobec tego rdéwnanie ruchu drgajgcego zachowa swg znang pos-
tac

(19

lub

) (19a)
3x iH

16



za$ dziatanie ciegna znajdzie wyraz w odpowiednim sformutowa-
niu I wykorzystaniu warunkow brzegowycho Zak#adajacO ze bel»
ka wykonuje drgania normalne zastosujemy metode rozdzielenia
zmiennych. Przyjmujemy

y(xg,t) s3I (L) (x )(a cosiit + B sinoct), (20)

gdzie 7 (x) jest funkcjg normalng (w dalszym ciggu zamiast
y(x,t) 1 ip(X) bedziemy pisa¢ tylko y 17 )=
Podstawiajgc (20) do (19a) otrzymujemy rownanie

- f —i ao, (1)
x4 a

ktére po wprowadzeniu oznaczenia

© ’_‘]a(::g 1y ~g¢" L &22,;

przyjmuje postac

%- f 1 4i?2«0. (23)
X

Szczegolnymi rozwigzaniami rownania (23) sg funkcje? sin [ixt
cos p,Xx, sinh(3x i cosh /3xs Rozwigzanie og6lne tego réw-
nania bedzie mie¢ postac

ms C1sin/3x + C2 cosy3x + steh/3x + cosh (24)

t

Do tego miejsca postepowanie nasze nie odbiegato od tego,
jJakie stosuje sie zwykle przy rozpatrywaniu ruchu drgajacego
belki nie poddanej sprezeniu* Specyfike belki sprezonej

17



uwzglednimy ponizej w ustawieniu i wykorzystywaniu warunkow
brzegowycho Oto ones

0 (vL =». 2)Cv"U =#-

>1 77 4) CP)jel “<EJ

Warunki te powinny by¢ speinione dla kazdego czasu t.
Druga pochodna funkcji (24)

y~7ald Zf—O“ sin/3x - Cg cosfx + CN sinh/3x + C~ cosh Bx)a

Z warunkéw 1) 1 2) otrzymujemys

C2+C4=0

c2+c - Mooy

4 EN3
skad

C2= k,Cask.
Warunki 3) i 4) prowadzg do nastepujacego uk#adu réwnan?

C,.sinpi + C_ sinhpl « k(cos/51 - cosh/3l)

(25)
-CM sin/3l + CAsinhpl s k(2-cos fil - coshpl)

Przy rozpatrywaniu roznych przypadkéw jednoprzestowej belki
niesprezonej otrzymuje sie na ogo+ z warunkow brzegowych
jednorodny uktad réwnan, w ktorych niewiadomymi sg poszcze-
golne state rozwigzania og6lnego. Warunek niezerowego roz-
wazania takiego ukdadu, czyli



oznacza

wyznacznik figurujacy w mianowniku wzoru Cramera, W rozwaza-
nym przez nas przypadku warunkiem na to, zeby ukdad (25) by+
uktadem Cramera jest

2 sin [3 sinh (3170 (26)

Poniewaz nie interesujg nas argumenty $1 <0 1 /31 =0
a dla pi > 0 jest zawsze sinh /31> 0, wiec zamiast (26)
mozemy napisac

0 sin[il $0 Q@7

co nam mowi, ze czestotliwos¢ drgan wkasnych belki sprezo-
neldw sposob pokazany na rys.5a rozni sie od czestotliwosci
drran whasnych belki niesprezone.j identycznie podpartej.
Jak wiadomo, dla niesprezonej "belki wolnopodpartej réwnani
czestotliwosci brzmis sin |3 a 0).

Przy spednieniu warunku (26) uktad (25) ma rozwigzania:

Cla-Kk tg

CN = - k tgh

Wobec tego rozwigzanie ogélne (24) przedstawia si¢ nastepu-
jacos

i”»k(costi/3x- cosBx - tg ™ sinpx - tgh ™ sinh /3). (28)

tatwo sprawdzié, ze funkcja normalna (28) czyni zadosSC nie
tylko warunkom 1) 9.0 4), ale jest takze



Funkcja (20) przyjmie teraz postac

y»k(cosh/3x-cos/3x-tg ~sin/3x-tgh sHWIX)(A cosa/32t+Bsina/32t).
(29)

State A 1 B trzeba obliczy¢ dla kazdego szczeg6lnego
przypadku z warunkéw poczgtkowych

ktorych prawe strony zalezg od rodzaju przyczyny wzbudzaja-
cej ruch drgajacy belki.

Poniewaz z dotychczas branych pod uwage 4-ch warunkow
brzegowych nie udato nam sie otrzymaC rownania czestotliwo-
Sci* wiec musimy dojs¢ do niego inng drogg. Zauwazmy najpierw,
ze sita poprzeczna

Zaktadamy, ze w chwili t &0 nie dziata na belke zadne
inne obcigzenie poza jej ciezarem wkasnym.
Wobec tego

pyl ql
2 EJ <772 EJ * D

Po wstawieniu (31) do (30) otrzymujemy



lub
An(tg<e~ tghtp) + C @ 0,, (32)
gdzie
(32a)

To samo rownanie czestotliwosci (32) da" nam wykorzystanie
warunku

N3 x»l j 2 EJ

Statg A okreSlimy dla szczeg6lnego przypadku, ktory ma

bezposSredni zwigzek z badaniami przeprowadzonymi przez auto-
ra.0 Przyjmujemy9 zO w punkcie x s 2 2 0 3 do kelki przy«
tozona sita P skierowana w doto W chwili t « 0 nastagpi-
20 nagte przerwanie dziatania tej"sity, wskat@k czego rozpo-
czat sie r*uch drgajacy beliciO W momencie przerwania dziata=
nia sity P ugiecie belki w Srodku rozpietosci wynosito

gdzie fp oznacza ten sktadnik ugiecia catkowitego, ktory
zostat spowodowany samg sitg P,, Przypominamy® ze f ma

wartos¢ ujemng i1 pochodni od sprezeniax, Warunek poczgtkowy
z ktorego wyznaczymy statg A brzmi%

(33)
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a wiec

1_ 1 (34)
cosh fil cos B
skad
N
f cos H1 cosh-—1
T fil (35)
COS COSH -
Rownanie czestotliwosci przybiera teraz postaé
(e}
y (sinh<fcose- sinycoshO =Q ,
coshf - cosy 1 1
przy czy®
e 1> =
Rownanie (36) mozna tez przedstawi¢ nastepujgco?
PCy)--7, 37)

Jego pierwiastki znajdujemy wykreSlnie. W tablicy 1 zesta<=
wiono wartosci funkcji

0

m ; /38>
"l cosh<p - cos f v 1

dla niektérych argumentéw wybranych z przedziatu (o, n

zas fragment 3ej wykresu przedstawia rys.6. Doktadniej uzmy-
stowimy sobie catkowity przebieg funkcji (38) jesli poznamy
jej ciekawe whasnosci. A wiec o znaku tej funkcji decyduje
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Tablica 1

Wartosci funkcji F(

T/s 3rf4 3 31/8 9 sr/20 r/2
0,3491 0,7854 11,1781 1,4137 1,5708

r3
f(®) -0,0099 mw0,59 -1,2656 -2,5833 - Q- = -3,8758

0,5056t 3-9°/20 3r-3ft/8 r-r/4 r
f  1,5883 1,7278 1,9634 2,3561 3,1415

P(<)) -4,0495 -5,6761 -8,8453 -16,1821 -28,4040 =-1,0916jt3

3T+3T/9 r+or/4 33T/2 or-r/4 2r
¥ 73,4906 3,9269 4,7122 5,4976  6,2830
P(F) -23,9737 0,0320 27  -104,646 222,589 248,968+83T3
2r+r /4 51/2 3r 3r+r/4 Tr/2
7,0684  7,8537 9,4245 10,2099 10,9953
F(F)0,0000 225%3 01 1- _yr33-877,17 0,0000 S50
~1329,37
43T 4r+r/4 9ar/2
f 12,5660 13,3514 14,1368

P(«p) 6437=1984,40  0,0000 - -2825,45
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znak licznika, gdyz mianownik jest dodatni dla wszystkich
A0, adla O przyjmuje wartosC O [zreszta, zgodnie
z warunkiem (27) argument g O nas nie interesuje]. » prze-

dziale (0,~ «1““" licznik jest ujemny, a nastepnie w prze-

dziatach ( 4 T . nest A przemian dodatni 1 i1
i ujemny, przy czym i = 1,2, ... Dla argumentow; = T,

i al,2, *oo funkcja (38) przyjmuje wartosci zerowe. \Lmia-
re wzrostu "i" whasciwosSC ta zachodzi z coraz wiekszg Sci-
stoscig.
Dalsze wkasnosci funkcji P(<p)s

gdy - - lary

P(f)— -+ ¥3»

czyli F(«?)-»+ - , dla ie0, 1v2f»x
Znak « obowigzuje dla 1 a 0 oraz dla 1 parzystycho

Ody - 13,

P(f)- + f3»

0 ®
czyliFcP)- ~+ i I , dla i~ 172,3900.

\

Tutaj znak - obowigzuje przy "i”” nieparzystych. Ostatnia
wkasnos¢ ma charakter przyblizony, ale w miare wzrostu "i"
zachodzi ona z coraz wiekszg scistosScig. | tak

dla «F-tr,
p(<p) a - 28,4040 n 0s916IDr3s
a juz dla f- 23,

p(<p) = 248,9682 = 1,0037 = (2X)3.
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Aby otrzyma¢ rozwigzania rownania (37) wystarczy teraz po-
prowadzi¢ na wykresie funkcji. P( p7 (rys.6) prostag roéwnole=
gty do osi V w ostepie “C1 od niej* Odciete punktow prze~
ciecia sie tej prostej z poszczegolnymi gateziami wykresu
funkcji (38) beda wkasnie szukanymi pierwiastkami rownania
czestotliwosci» 1
Jesli w chwili t s 0 ugiecie belki w punkcie X 5
jest ujemne, to

f_ cosycosh”

k cosh™-cos” (39)
wobec czego
fA(sinh/cos?"- sin/cosh™)
cos - cosh 0 (40)
lub
-cl (41)

Punkcja (41) rozni sie od funkcji (38) tylko znakiem, jest
bowiem

prr) - - p (). (42)

Przedstawiony na rys.7 wykres funkcji P1(") powstac prsez obrot
wykresu funkcji P(?) (rys.6) dookota osx o 180<.
Pierwiastkami réwnania (40) beda odciete punktow przeciecia
sie poszczegolnych gatezi wykresu funkcji (41) z prosta
rownolegta do osi  usytuowang w odlegtosci nad tg osig0

Sprobujmy zanalizowaC teraz uzyskane rozwigzanie. Zacznie®
my od przypadku™ w ktorym f < OP Pierwszy pierwiastek row=
nania (40) mozna ogOlnie przedstawi¢ nastepujaco

+ (43)
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gdzie A oznacza odchylenie pierwszej gatezi wykresu funkcji
(V) od pionowej prostej f a~ na poziomie od osi od=
cietych (rys07)o

JI3
Dla Cl<- , A< O.
Jr3
7. 89

J83
g )0

Z (43) dochodzimy do
P1. +2 jr(l + -24), 44)

a po uwzglednieniu (22) otrzymujemy

2N, 2
(1+ jis) JT tFEJ k I\
*-- Tp- (<)
oraz
2J d
<1+- )*,[a
Xl se
212
Oznaczajac przez n czestos¢ drgan wkasnych wolnopodpar=

tej belki niesprezonej napiszemy
»- (1 +m )~pn- (47)

Zwigzek ten wazny jest rowniez dla przypadku f > 0o
Wezmy teraz pod uwage wystepujgca W rdéwnaniach (36) i (40)
statg

O 2fhtg °

28



W oparciu o (18) mozna jej tez nadac postac

4.8 T
Cls " fuor (48)
lub
4.8 f
. d (49)
1 fs+fq+fp

Dla wyjasnienia zwigzku miedzy C. i stopniem sprezenia bel=
ki przedstawiono na rys,,8 skkadniki mianownika w wyrazeniu

(49).

i Qg - const, ze wzrostem sprezenia rosnie bez-
wzgledna warto$¢ strzatki f , a tym samym maleje wielkosc
CL 1 prosta na rys.7 zbliza sie do osi odcietych. Natomiast
w p(zyquku, ktory ilustruje rys.8de przy statym obciazeniu ,
q 1 Pj = const, wzrost sprezenia powoduje zmniejszanie sie

Widzimy wiec, ze w przypadku przedstawionym na rys.8c, przy
P = const 1
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bezwzglednej wartosci strzatki f , a tym samym rosnie wiel-
kos¢ CL 1 prosta na rys.6 oddala sie w dot od osi </« Mate-
matycznie mozemy to ujgé nastepujaco;

Jesli

to przy (50)
0 0.

Jesli za$ f>0,

to przy s— oof m
f- o,

a CJ @©.

Biorgc pod uwage (47), (50) 1 (1) oraz majac przed sobg ry-
sunki 6 i 7 mozemy sformutowaC nastepujgce wnioski;

a) Jesli T < to czestosS¢ drgania podstawowego bel-
ki sprezone i .jest nizsza od czestosci drgania podsta-
wowego belki niesprezone.-j.

b) Jesli ICpr-% to czestos¢ drgania podstawowego belKki
sprezone.i .jest y/yzsza od czestosci drgania podstawowe-
go belki niesprezone.i.

c) W przypadku f>0 wzrost sprezenia powoduje wzrost
czestosci drgania podstawowego.

d) W przypadku f<0 wzrost sprezenia powoduje zmniej-
szanie sie czestosci dgrania podstawowego.

Matematycznie;
JT3



c) gdy e
22i2ﬁ\/Equ . przy f>0
gdy zas 0,
n—- -0«
d) gdy s- 00,
n- 0, przy <0
gdy zas -,
n- M\ M-S.
2V (

Powyzsze wnioski zostaty potwierdzone doswiadczalnie, co
pozniej okazemy«

Przygladajac sie rysunkom 6 i 7 zauwazamy, ze w miare
wzrostu argumentu <fkolejne gatezie wykresow funkcji F”)
i F.(f) przyjmujg coraz bardziej pionowe potozenie i1 zbli-
zaja sie do rodziny »"prostych™ o réwnaniu f = li-i-ljr.

Mozna wiec w przyblizeniu przyjaC, ze dalsze pierwiastki
réwnan (36) 1 (40) bedg mie¢ wartosci:

ri = (i = 2,3,4,5,...) (52)

Ze wzrostem ¥ v/yrazenie (52) zbliza sie coraz bardziej do
rownoscio Doktadne wartosci pierwiastkow f2, wyzna-
czaja punkty przeciecia sie poszczegdélnych gatezi wykresu
na rys.6 lub 7 z prostg P = - wzglednie P~/= Im
mniejsza jest bezwzgledna warto$¢ C-j, tym bardziej pier-
wiastki stajg sie blizsze wartosciom



Majac juz kolejne wartosci AN 3»»»» otrzymamy nastepnie
po uwzglednieniu (22)

4a T** (i s 2,3».»0) (53)
a nastepnie
o

Rownania (36) 1 (40) zostaty wyprowadzone dla $rodka bel=
ki, ktorf ““jak to wida¢ na rys®9 - nie bedzie wykonywat
drgan o czestosciach
z indeksami parzysty-
mi« Do (53) 1 (54)
nalezy wiec wstawiac
dla x s1 J 3,5,

7,a.» Jednakze juz
punkty odlegte o dx
od Srodka mogg wyko-
nywaC wszystkie ro-
dzaje drgan, a dla
nich réwnania (36)

i (40) nie zmienig
zasadniczo swego cha““
rakteru. Mozemy wiec
na podstawie rysun-
kow 6 1 7 oraz zalez=
nosci 147)0 (50)/
(BGL) 1 (54) stwier-
dzic?

Rysc9 W przypadku >0
ze wzrostem sprezenia
maleja parzyste cze=>

stosci drgan wkasnych (i 12, 4» i ), rosng zaS czestoSci
nieparzyste (i * & 3g 5« 066)%

W przypadku f<0 jest odwrotnie.

Przy zatozeniu, ze ruch drgajacy belki zostat wywotany
nagtym przerwaniem dziatania sity P wyginajgcej belke ku
dotowi, predkos¢ tego ruchu w chwili t » O wynosi O.
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Wobec tego

skad

Rozwigzanie rownania (19) mozna wiec napisa¢ nastepujaco*

y(xft)sk(cosh 2~-cos 2”-tg”~sin 22-tgh”sinh 2f#) <
4a T .2
«A cos — - -— 1, (55)
1

przy czym £s -p zaS A okresSla odpowiedni warunek poczat-
kowy .
Uwzgledniajgc wptyw napietego sitg S ciegna na ruch elemen-
tu dx belki otrzymamy znane réwnanie (6)« Zamiast funkcji
(7) przyjmiemy teraz funkcje (20). Zrezygnujemy z podsta-

wienia - 1 wobec .czego réwnanie (8) przyjmie postac?

2F-r 12T --/,47°< (56)

Tutaj

a
Rozwigzanie réwnania (56) podajemy w skrocie:
Catka ogolna

q(x) » CL coshi?x + Q@ sinhi)x + C* cosEx + C* sin”c. (58)
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Wielkosci & 1% zostaty juz okreslone wzorami (9a) i (9b).
Warunki brzegowe sa tu takie seme jak te, z ktorych wyzna-
czalismy state C1 ... C. przy rozwigzywaniu rownania (23)«
Wobec tego otrzymamy:

(& + CT)EJ

oraz

c2- -4 an§l  c4= -kl tg
przy czym musi by¢

sin™l ~ 0 (59)
Funkcja (20) ma tu postaé

y=k" (cosh$x-cosi?x-tgh sinhJx-tg ~sin”x) (Acos a/"t+Bsina”)

(60)
Z warunku (31)
Ak~ tg ~ - iB3tgh |1)a - (61)
az (33)
- cosh - cos ’5p“
A-Tig5s§f - cdsHy ™ (62>

Przyjmujac oznaczenia;

m %N=f/IT "4~ a ™~ oraz T6Ff~EJ ““Cl (6ak poprzednio) (63)
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otrzymujemy po podstawieniu (62) do (61)

%
_____ +————-=
lub
PiIinN)--".

W przypadku fi 0 bedzie

Y~ sinh”cos V..Asin ¥*cosh Y
COgcfl _ coshyY
a W uproszczonym zapisie
0, .

<64a>

(64b)

(65b)

Wbrew temu, co sie widzi na pierwszy rzut oka, réwnania
(64a) 1 (65a) sg rownaniami o jednej niewiadomej, albowiem

z (92) i (9b) wynika

-V s2+ A2*°

a wobec tego

Dla belki o przekroju prostokgtnym

no212 Sin2 3"
4 EJ “2

»
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przy c;zym £ 1 A sg znanymi nam juz wielkoSciami wystepuja-
cymi we wzorze (14). Przyjmujac, ze Srednie naprezenie
(na poziomie Srodka ciezkosci) wywotane sprezeniem wynosi
60 kG/cm , a Es 400 000 kG/cm 1 A mm0,05 otrzymamy

Wida¢, ze Y nie bedzie sie bardzo rézni¢ od ~ . JeSli zau-
wazymy jeszcze, ze dla argumentow

B . a N = 1*2,3, eoe

funkcje p(® )i PA(™) przyjmujg wartosci zerowe, ze
przy

21 + 1
1i

P(A)-+ ~u, i-0,1,2,0..

"znak minus przy i1 "0, 2, 4, 6, ««.),
a przy

fu - 1I1,r

p*1)-i1+"13, - 1,2,3, ><e

znak minus przy "i”” nieparzystych),

to mozemy z catg pewnoscig stwierdzi¢, ze wykresy funkcji
F(*"1) 1 F*(.K) bardzo mato bedag sie rézni¢ od wykresow
funkcji p(®) 1 F-jJ») przedstawionych na rysunkach 6 1 ?.
Wobec tego 1 rozwigzania rownan (64a) oraz (65a) bedg bardzo
bliskie rozwigzan, ktdore uzyskalismy poprzednio dla réwnan

(36) 1 (40).
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Majac kolejne pierwiastki r. otrzymamy z (9b) po uwzgled-
ni.niu (63) 1 (57) 11

skadc po podzieleniu przez 2 719 mamy
-2

»-7rV T ~T ajts) (67)

Przedstawiajgc, podobnie jak poprzednio* pierwszy pierwiastek
réwnania (64a) lub (65a) w postaci

J . 2J % fra\

dostajemy na czesto$¢ podstawowej postaci drgan wkasnych
belki nastepujacy wzérs

(G9)
ktoremu mozna tez nadaC postac
.AENTSLAN Vi + SA2
1s212f q V \WX2IEI pn » W EJ
(70)

Symfcol A wystepujacy we wzorze (68) ma to samo znaczenie»
Co we wzorze <43) zaS n oznacza to samo9 co we wzorze
47 ' n ..

iee%ﬁdajqc sie w szczegé}%wq analize wzoru (70) stwierdzamy
tylko, ze pozostajg w mocy wszystkie wnioski wyprowadzone
dla przypadku® w ktérym nie uwzglednialismy wptywu napietego
ciegna na ruch drgajacy elementu belki®
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Przyblizone wyzsze czestosci drgan otrzymamy wstawiajgc do
wzoru (67) za wartosci 4i"~ 3 jrtprzy czym 1 « 2,3,4».

Ostateczne 1®zwigzanie rownania ruchu elementu belki otrzy-
mamy tutaj podobnie jak rozwigzanie (55) wyznaczajac statg B
z warunku poczatkowego

w zalezno$ci od charakteru przyczyny wzbudzajacej ruch drga-
jacy i wstawiajagc do (60) pierwiastki odpowiedniego rowna-
nia czestotliwosci.

Pozostaje jeszcze do oméwienia przypadek, kiedy

wx_i = 0, (71)

kR ol
czyli

f» 0.
Warunkowi temu czyni zados¢ funkcja czasu
f(t) s sinflCt. (72)

Rownanie ruchu elementu dx belki oraz warunki brzegowe-"
nie ulegaja oczywiscie zmianie. Poniewaz reakcje podporo-
we nie moga znikng¢, wiec przy zatozeniu, ze w chwili ta 0
belka obcigzona jest tylko ciezarem wkasnym, musi byC spet-
niony warunek

ktéry prowadzi do réwnania czestotliwosci (32), z tym, ze
teraz A a 1. Rozwiagzanie tego rownania przedstawiono gra-
ficznie na rys. 10* Przy uwzglednieniu si4y S w rownaniu
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ruq?uﬁelementu dx rownanie czestotliwosci bedzie miato
postac

3 . .,
tg” tghr n

27 - +r2 "o+ 2 £50° (74)

przy czym po dawnemu

y,p0<0”™nd SPSSE> 3~ to uczynilismy przy omawianiu rownan
/t! . mozemy stwierdzi¢9 ze rozwigzanie réwnania
*74; bgdzie bardzo zblizone do rozwigzania przedstawionego
na rys”~10® B
Bioragc pod uwage fakta ze wielkoS¢ sity sprezyjacej S wy-
stepuje w mianowniku wyrazenia okreslajgcego statg Cs moze-
my na podstawie rysolO sformutowaC dla przypadku f s O
nastepujace wnioskis

a) Im wieksza sita sprezajgca» tym wyzsza czestos$¢ drgan
wkasnych betkio
b) YT miare ubytku sidy sprezajacej ~ . ~1g dazy
do a wiec czestos¢ drgania podstawowego belki
sprezonej dazy do czestosci drgania podstawowego belki
mesprezonejo Dalsze pierwiastki daza wtedy réwniez
. 21+1jj—/.
0 2 (3.SB1»2»3» 000) ale znacznie wolniej 0
c) Poniewaz réznica miedzy poszczegélnymi V. wynosi
a roznica miedzy wartosciami p. 1 lokoto 2 U,
wiec nie wystapig drgania o czestosciach z indeksami
parzystymi (porc rysa9)o

Trzeba tu zaznaczyC» ze przez przytozenie do wygietej ku

jednej Sity P (rys08) nie bedzie mozna Scisle
spetniC warunku \y). a 0 dla wszystkich x od 0 do 1,
gdyz musiatoby byC spednione réwnanie

*jtfk & £ @ -f4)-o0
1 (75)
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dla wszystkich punktéw osi belkiO wzglednie réwnanie

2q1V - 41(ql4-P)|3 + 24 Seg2 + (3P1 + 2 ql2-24 Se)fa 0
(75a)

dla wszystkich g od 0 do 1s a to jest niemozliwe przy
kazdym PO Wobec tego wniosek c¢) odnosi sie bez zastrzezen
tylko do Srodka belki9 dla ktérego mozna spedni¢ warunek

) a 0 obcigzajac belke sita PO Inne punkty belki moga
wykonywac¢ drgania rév/niez o czestosciach z indeksami parzy-
stymi« Chcagc Scisle spedni¢ warunek prostoliniowosci osi
belki w chwili t s 0 musielibySmy poddaC ja takiemu obciag
zenilj, ktore by spowodowato ugiecie

Og6lne (tzn9 odnoszace sie do wszystkich x od 0 do )
rozwigzanie omawianego w tym paragrafie problemu otrzymatoby
sie wyznaczajac state A i B wystepujgce w funkcji "f(t)
ze wzorow

.
A (76)

B ™ = an

przy czym T(x) 1 P(xX) oznaczajg odpowiednio ugiecie belki
i predkos¢ ruchu w chwili t m 0o Funkcja /2 ("¢»x3} bedzie
mie¢ taki charakter jak we wzorze (35)« Dla x s—- npt
funkcja ta bedzie mie¢ postac

cosS n cosh Iii - coshZ§i‘cos Iii

VOV) =~ 2ggy d —ggs~ " - (78)
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Najbardziej interesujacym nas zagadnieniem jest czestosc
drgan wkasnych belki sprezonej, dlatego tez gtbwng uwage <
zwrécilismy na wyprowadzenie i rozwigzanie rownania czesto«
tliwosSci o mozliwie prpstej postaci, nie troszczac sie 0 jego
uogoInienie. Jednakowoz, jesli os belki spednia warunek cig~
gtosci (nie powstaty przeguby), to ilosci drgan o okreSlonej
postaci wykonywanych w jednostce czasu przez rdzne punkty
belki nie bedg sie réznity miedzy sobg. Wobec tego nasze
wnioski dotyczace wptywu sprezenia na czestos¢ drgan belki
mozna odnosi¢ do catej jej rozpietosci.

2.3. Belka sprezona ciggnem parabolicznym

Rozpatrzymy najpierw przypadek, kiedy nad podporami Sro~
dek ciezkosci przekroju ciggna (ciegien) pokrywa sie ze Srod-
kiem ciezkosci przekroju belki, tzn. kiedy e ae.=0 (rys.
11a). “ 01
Poniewaz w praktycznych realizacjach maksymalny mimosrod ka-
bla emn jest na ogot maty w stosunku do rozpietosci belki,
wiec mozna z dobrym przyblizeniem przyjac

S » constj 3 cosio = 3.

Niewielki bdad popednimy réwniez, jesli nacisk napietego
ciegna na belke zastapimy réwnomiernie roztozonym i skiero-
wanym pionowo w gore obcigzeniem u. Tak wiec wpdyw ciegna
zostanie sprowadzony do dziatania tegoz obcigzenia i sity
osiowej S (rys.l1llb i ©).
WielkoS¢ u znajdziemy z warunku réwnowaznoSci momentow.
Mamy wiec

4 Se

m

1-x)

Musi byc¢



skad 8e S d2 M d2e
1 d x d x

* czasie ruchu elementu dx musi byC¢ zachowana réwnowaga
miedzy wewnetrznym oporem sprezystym

— (BJ &) dx - S dx - udx

0x2 ' 8x2 8*
0
0SMCO M-Se
Scosco
Rys. 11
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i sitg bezwkadnosci

a2.
dx — ?
fle
Wobec tego
EJ - S +-=5- JLi B ,u, 30)
dX4 dX2 « 912

Rozwigzanie rownania (80) bedzie sumg dwu funkcji, czyli

y Myl + y2»

przy czym vyl przedstawia drgania swobodne, y_  natomiast
drgania wymuszone (w naszym przypadku guasidrgania, gdyz
"u" jest state w czasie)e

Funkcja y”~ winna wiec spedniaC znane nam juz jednorodne
rownanie rozniczkowe (6) oraz warunki brzegowe

yi U - °> ty >**, -0
oraz

WW?"0
dla wszystkich t,

Czestos¢ drgan whasnych belki sprezonej ciegnem parabo=
licznym (przy eQ s e™ a 0) bedzie wiec okreslona wzorem
(13), czyli bedzie w przyblizeniu taka sama jak w przypadku
belki sprezonej ciegnem prostym biegngcym wzdduz osi belkio
Przyblizenie bedzie oczywiscie tym lepsze im bardziej ptaska
bedzie parabola, wzdtuz ktorej biegnie ciegno sprezajaceo .

Pu~rcja y_ bedzie rownaniem linii ugiecia belki od
obcigzenia u , czyli
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Wychylenie poszczeg6lnych punktéw osi belki w czasie ruch”,
drgajacego bedzie 3ie wiec skada¢ z wychylenia okreslonego
funkcjg yl bedacg 1loczynem

y1(x#t) ssr?(x)(A cos""t + B sinret)

i wychylenia okreslonego funkcjg (81 Posta¢ funkcji n (x)
zostata okreslona przez wyrazenie (9). Wyznaczaniem statych
A i1 B nie bedziemy sie tu zajmowac.

W przypadku kiedy e0 s €1 s eg”" réwnanie (80) nie
traci swej waznosci zmienig sie jednak dwa warunki brzego=
we dla funkcji y*e
Winno teraz byc¢

"AXmo s = Mjtol " =7 P<Przedni ©)
oraz
Se Se.
V> B "\ m_£ ,
gy k=o EJ SY x-1 EJ

(Jak w przypadku belki sprezonej mimosrodowo ciegnem prostymk

Czestos¢ drgan whasnych otrzymamy teraz ze wzoru (70).
Wychylenie punktow osi belki w czasie drgan bedg okreslone
sumg dwu funkcji? jedna przedstawiacC bedzie rozwigzanie row-
nania (56) a druga jest dana przez (81)®

Przy opisywanym przez H.K_Kuzniecowa [12] badaniu dyna»
micznym belki betonowej sprezonej ciegnem parabolicznymi okad-
zato sie? ze ze wzrostem sprezenia rosta poczgtkowo czestosc
drgan wkasnych® Taka zalezno$¢ utrzymywata sie az do momentu”
kiedy nacisk u kabla na beton osiggnagt wartosS¢ obcigze“*
nia ge Dalsze sprezanie9 a wiec zwiekszanie nacisku u po-~
nad warto$¢ g powodowato spadek czestosci drgan wkasnych
belki. H.K. Kuzniecow tdumaczy to zjawisko tym, ze z chwilg
wystapienia rozciggali w gornych wkoknach belki maleje modut
sprezystosci betonu, co nie jest przekonywujace,* Prawidtowe
thumaczenie daje nam rysunek 7 (ze wzrostem sprezenia ma-
leje C.j, maleje wiec tez n figurujace we wzorze na podsta-
wowg czesto$¢ drgan wiasnych).

Kie chcac zwieksza¢ zbytnio objetosSci niniejszej rozpra-
wy* pominelismy w naszkicowanej wyzej teorii drgan belek
sprezonych wiele zagadnien, m.in® tdumienie 1 wspotczynnik
dynamiczny* Rozszerzeniu tej teorii, a takze jej uscisleniu
i uogéInieniu mamy zamiar poswieci¢ oddzielne opracowanie®
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3. BADANIA DYNAMICZNE BELEK SPREZONYCH I ZELBETOWYCH

3«1 0 Przygotowanie belek probnych

Grupa Wymiary Symbol
belek przekro- belki Sztuk

Zestawie nie

Codu

10 x 18

12 x 18

10 x 30

Al

A2

A3

A3
Az

BZL

B2

B3
Cl

C2

C3

Cz

3

3

1

2

belek

Rodzaj
belki

Icablo-
betonowa

zelbetowa

kablo~
betonowa

struno-
betonowa

t

kablo=
betonowa

@

struno«
betonowa

zelbetowa

Zostaty one wykonane w 3-ch grupach wedtug tablicy 20

Tablica 2

probnych

Charakterystyka
sprezenia

kabel paraboliczny

kabel prostoliniowy”
sprezenie mimosrodbwe
kabel prostoliniowy,
sprezenie osiowe
sprezenie drutami

0 5 mm biegnacymi
poza przekrojem

0]

kabel paraboliczny

nacigg strun przed
betonowaniem na
sztywnej formie

jak w belce B2

kabel paraboliczny

kabel prostoliniowy,
sprezenie miraosrodowe

Konstrukcje belek probnych pokazano na rys012,,

46



3i

3*12

* Cz
> 308

§ ¢-iiJalcm
«

Rys. 12

e

m

17

s/

U 55 (5524
PneNé' kabla
éachaOQm
(&
Wt
m 4-2

Spiralazdruh
[1-11  tI5sk.ok.~icm

47



Przed rozpoczeciem produkcji belek doswiadczalnych zos-
taty wykonane 3 probne mieszanki betonuO Sk#ad tych miesza»
nek podano w tablicy 3. Z kazdej mieszanki pobrano 3 probki
w postaci walcow 0 16 cmO Wyniki badania walcow prébnych
zawiera tablicja 40

Tablica 3
Sk+ad probnych mieszanek betonu

Ilosci skdadnikow w kG/m

Sktadniki w poszczegdlnych mieszankach
beton I beton 1l  beton 111
piasek Raciborz 510 450 540
grys granitowy 2-5 170 270 250
" " 4_20 1020 « ca
" sjemitowy 4-20 = 1080 1080
cement 350 ~Saturn®? 575 ] 550 500
woda 180 1/m 170 I/m-3 175 1/m
w/c 0,313 0,309 0,350
Tablica 4

Wyniki badania probek betonu

Ro- Cigzar ob- Wiek betonu Wytrzyma- Wytrzymato$¢
dzaj jetosciowy w chwili ba- }o$é beto- 28«dniowa obli-
beto- W KG/m dania 4" nu Rd czona ze wzorus

n W dniach w kG/cn2  R28&V ad”d X )
I 2426 7 394 553
1 2503 9 418 546

i 2483 8 31 471

Wspotczynnik ad « 0,933 ffiHf (Patrz PN/B-06250).

W projekcie belek doswiadczalnych przewidywano ich wykona-
nie z betonu 3=ch marek2 500g 400 1 300,, Beton marki 500
miat skdad podobny do sktadu mieszanki 111 przy nieco wyz-
szej dawce cementu«, Ha mieszance IIl opierano sie rowniez
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przy wykonywaniu belek z betom marki 400 zmniejszajac tutaj
jedynie 110SC cementu. Beton marki 300 wykonywany by+ réwniez
na kruszywie granitowym I miat skkad taki sam jak beton uzy-
wany do produkcji; réznego rodzaju elementéw zelbetowych w Za-
k+adach "Konsbet" w Strzybnicy, gdzie przygotowywane byty
belki doswiadczalne. Do zageszczania betonu uzywano wibrator
réw przyczepnych. V7 okresie dojrzewania betonu belki byty
przynajmnie j dwa razy dziennie polewane wodg® Tak samo pie-
legnowano walce probne® Rzeczywista wytrzymatosS¢ 2E-=drilowa
betondéw wszystkich 3-ch marek byta zawsze nieco wyzsza od
zatozonej ®

Do sprezenia belek doswiadczalnych stosowano stal polskag
0 5 mm I-go gatunku produkowang przez Fabryke Lin i Drutu
w Zabrzu® Badanie tej stali wykazato wytrzymatoS¢ na rozer=

wanie R = 180 kg/mm 1 wydtuzeni,© przy zerwaniu A»n e
- 3,28/0.

Belki zelbetowe byty zbrojone stalg zebrowang o granicy
plastycznosci s 3000 kG/cm «

"W belkach sprezonych stosowano 2 rodzaje zakotwieni
stalowe (rys®13) i zelbetowe (rys®14)® Pierwsze z tych za=
kotwien produkuje sie w Zak#adach "Konsbet gdzie znajdujag
od dawna zastosowanie w kablobetonowych dzwigarach zwanych
oszczednosciowymi« Zakotwienia zelbetowe zakupiono w Kate-
drze Budownictwa Zelbetowego Politechniki Krakowskiej®

Belki zelbetowe i belki sprezane kablami betonowano w
formach drewnianych (rys.15)» Jesli w projekcie przewidzia-
ne byto sprezenie belki kablem parabolicznym”, to kabel taki
ostoniety rurka z cieniciej blachy (por»rys.16) uktadano w
deskowaniu przed betonowaniem. WkasSciwe potozenie kabla
ustalano przy pomocy drabinek z pretow stalowych 0 6 mm.
Przed betonowaniem belki, ktdéra miata by¢ sprezana kablem
prostoliniowym, wprowadzano do formy rurke o Srednicy zew-
netrznej okoto 30 'mm (rys, 17). Po wyciggnieciu tej rurki z
zageszczonej, ale niestwardniatej jeszcze masy betonowej
pozostawat w belce otwdr na kabel.

Eellci strunobetonowe wykonywano w specjalnej formie
rys.18) zaprojektowanej przez autora. Macigg drutéw O 5 mm
odbywat sie tu w ten sam sposob jak w systemie Magnela (por.
rys.19). Zeliwne ptytki kotwigce (rys.20) okazaty sie za sta-
be 1 trzeba je byto wzmacnia¢ stalowymi opaskami nak¥adanymi
na gorgco. 7/zmocnienie takie jest przyktadem sprezania zeli-
wa, dzieki czemu mog#o ono przenieSC znaczne naprezenia roz=>
ciagajace powstajace przy klinowaniu drutow. Oprocz wzmdc«
nionych ptytek zeliwnych stosowano tez plytki stalowe (st.55)0®
Bo chwili osiggniecia przez beton wymaganej wytrzymatosci
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c-C

Rys. 13. Zakotwienie stalowe dla kabla 12 0 5 mm
a) ptyta kotwigca, b) stozek

£ rHiAf

c-C

Rys.14. Zakotwienie zelbetowe dla kabla 12 0 5 mm
a) blok kotwigcy, b) stozek



Rys. 15

Rys. 16

Rys.17
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sita sprezajaca przekazywata sie na sztywng forme za posred-
nictwem specjalnych koncéwek (rys.2l) ztozonych z dwoch stup-
kow stalowych, szeSciu watkow stalowych O 20 mm osadzonych

w drewnianych tarczach i stalowej ptyty czotowej, na ktorg
przekazywat sie docisk od zakotwien® Jedng z belek strunobe-
tonowych (w okresie dojrzewania betonu) widzimy na rysunkach
15 i 16,

Sprezenie belki strunobetonowej nastepowato po wyciagnie-
ciu stalowych watkow tlc.vigcych miedzy ptytg czotowg i stalo-
wymi stupkami przylegajgcymi do koncéw ceownikéw stanowig-
cych forme dla belkio Operacja przekazywania sity sprezaja-
cej z formy na beton by4a wiec bardzo prosta« Po usunieciu
watkow belka wyginata sie ku gorze, co Swiadczyto o tym, ze
nastgpito jej sprezenie* Rozformowanie nie nastreczato row-
niez zadnych trudnosci, gdyz przed betonowaniem smarowano
lekko Scianki ceownikow«

Do naciagu kabli uzywano prasy hydraulicznej o podwdjnym
dziataniu (rys022). Jest to tzw« prasa krakowska zaprojek-
towana w Zaktadzie Dokumentacji Technicznej Katedry Czesci
Maszyn Politechniki Krakowskiej« Srednica wewnetrzna rucho-
mego cylindra tej prasy przeznaczonej do naciggu kabla zto-
zonego z 12 drutow O 5 mm wynosi 125 mm, za$ tdok stuzacy do
wbijania stozka przy kotwieniu drutdéw ma Srednice 76 mm« Uzy<=
wano tez sporadycznie prasy, w ktorej Srednica wewnetrzna
ruchomego cylindra wynosi 145 mm. Obie te prasy zostaty wy-
cechowane przy pomocy dynamometru rteciowego na specjalnym
urzadzeniu zaprojektowanym przez autora« Schemat tego urzg-
dzenia przedstawia rys.23«

Wspodczynniki sprawnosci pras przy roznych wartosciach cisnie-
nia zestawiono w tablicy 50

Wartos¢ sity sprezajacej okreslano w zasadzie na podsta-
wie odczytéw manometru pompy olejowejs ktorg widzimy na ry-
sunku 24« Oprocz tego mierzono wydduzenie kabla przy nacig-
gu« Pomiaru tego dokonywano za pomocg czujnika 0,01 mm. Ruch
punktu wybranego na jednym z drutéw kabla przenosit sie na
czujnik za posrednictwem ptaskownika przytwierdzonego do te-
goz drutti (por«rys.22X
Za pomoca tego samego czujnika mierzono poslizg drutow w
zakotwieniu po zwolnieniu naciagu. Pomiar ten miat bardzo
istotne znaczenie przy okreslaniu straty sprezenia. Mierzo-
no tez wcigganie kabla w zakotwienie w czasie naciggu (por«
rys025 - czujnik srodkowy)s co byto potrzebne do okreslenia
rzeczywistego wydtuzenia stali«
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Rys.22

Rys«23s Urzadzenie do cechowania pras



Wspotczynniki sprawnosci pras naciggowych

Sredni- Powierz-Ciénie-

ca cy- Chnia nie ole- na sita
lindra tdoka Ju W pra-naciggu

prgsy Ft sie

mm CE? kG/cm”

40
80
120
125 122 160
200
240
260

40
60
80
100
145 165 120
140
160
180
200

pn=Fba?

kG

4880

9760
14640
19520
24400
29280
31720

6600

9900
13200
16500
19800
23100
26400
29700
33000

Nominal- Sita,

Wspot-

Tablica 5

okreslo- czynnik
na za po spraw-
mocg dy- nosci

namome-
tru

Pd
kG

4005

8796
13680
17768
22320
27255
29511

5118

8842
11435
14930
17418
20790
23255
26860
28395

prasy

r la.x)
1P,

0,821
0,901
0,934
0,910
0,915
0,931
0,930

0,775
0,893
0,866
0,905
0,880
0,900
0,881
0,904
0,860

Uwagi

Prasa
0znaczo-
na nume-
rem IV

w Zakta-
dach
"Konsbhet"

Prasa
oznaczonha
numerem V
w Zakta-
dach
"Konsbhet"

x) Cechowanie w sposob pokazany na rys.23 dato moznosc¢
ujecia nie tylko strat sity wywotanych oporami w samej
prasjLe naciggowej, lecz takze strat wywotanych tarciem
Icabla o Scianke otworu w zakotwieniu.
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Wiadomo, ze zabieg sprezenia jest jednoczesnie probag ma-
teriatow. | trakcie Sprezénia zosta f(e tez poddana probie
praW|d+owosc konstrukcji belki 1 jakosc {ej wykonania. 1 tak

. W_czasie sprgzanla jednej z belek nalezacej do grupy B
OJawHa S|e na dolnej sciance belki szeroka, podtuzna rysa

S.26). 0 odkuciu betonu okazato sie, ze zle wykonano

on a (rys.27). Wskutek rozsuniecia sie rurek blasza-

z kto ch” sktadata sie ostona, do wnetrza_kabla dostat
SIQ podczas etonowania zaczyn cementowy. W miejscu przerwa-
nia ostony wytworzy¥ sie guz, ktory w czasie ruchu kabla
przy naciagu spowodowat pekmeme elki.

Rys 27
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3.2S OkreSlenie wspotczynnika sprezystosci betonu na podsta-
...wie pomiaru odksztatcenia przy sprezaniu

W projekcie normy dla konstrukcji zelbetowych z 1954 rO
(PN-54/B-03260) podane byty wspodczynniki sprezystosci
betonéw o markach od 50 do 600. W nonaie, ktora ukazata sie
w 1956 r. (PN-56/B-03260), ograniczono sie do podania wspot-
czynnikow sprezystosci betonu tylko dla marek od 50 do 400.
Norma dotyczgca konstrukcji sprezonych (PN-57/B-03320) nie
méwi tez o tym, jak nalezy okresla¢ wspotczynnik sprezysto-
Sci betondéw o markach wyzszych od 400. Ten mankament naszych
norm nastrecza projektantom trudnosci nie tylko przy obli-
czaniu konstrukcji hiperstatycznych, ale nawet w zakresie
prostych belek z betonu sprezonego (obliczanie strat spre-
zenia, okreslanie przekroju idealnego, obliczanie strzafki
ugiecia). Jest wiec rzeczg naturalng, ze u autora zrodzita
sie my$Sl okreslania wspotczynnikoéw sprezystosci betonu przy
okazji sprezania duzej stosunkowo liczby belek doswiadczal-
nych. Trzeba tu zauwazy¢, ze oprocz 23-ch belek przeznaczo-
nych do badan dynamicznych wykonywano jednoczes$nie 44 belKki j
ktére zostang poddane badaniom zmeczeniowym.

Biorgc pod uwage charakter obcigzenia i odksztatcenia
belki w czasie zabiegu sprezania otrzymujemy dla wspofczyn-
nikow sprezystosci betonu nastepujace okreslenia;

Sciskanie (przy sprezaniu osiowym)

(82)
zginanie (przy sprezaniu mimosrodowym)

(83)

gdzies

4S - roznica sity sprezajacej,
41 - skrdcenie belki odpowiadajace wartosci ¢33,
Af - roznica ugie¢ belki odpowiadajgca réoznicy 4S,
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iloraz rozpietosci i pola przekroju belki,

wspotczynnik zalezny od charakteru trasy ka-
bla, rozpietosci belki i od momentu bezwkadno-
Sci przekroju belki®

Uzywajac do sprezania pras wycechowanych mozna, byto olre-
Ssla¢ réznice sity sprezajacej na podstawie odczytéw manome-
tru pompy olejowej® Pomiar wydtuzenia kabla stuzyt tylko
jako sprawdzian® Do mierzenia skrocenia i1 ugiecia belki
przy sprezaniu stosowano czujniki® Sposob pomiaru widoczny
jest doktadnie na rysunkach 24 (sprezenie osiowe), 25, 28
i 29, Mierzono w zasadzie tylko skrocenie dolnych widkien
belki. W miejscach podparcia belki byty osadzone w betonie
stalowe ptytki o grubosci 10 mm® Do jednej z tych ptytek
przyspawano 2 krdtkie prety stalowe o ksztatcie fajki, na
ktérych mocowano czujniki (por®rys®25}, Potgczenie czujni-
kow z drugim koncem bazy pomiarowej (rownej rozpietosci bel-
+d™ stanowity dwa dtuzsze prety stalowe odpowiednio wygiete
i przyspawane do drugiej pdytki podporowej (por.rys®24).
Ugiecie belki sprezanej kablem parabolicznym lub kablem pro-
stym usytuowanym mimoSrodowo mierzono za pomocag czujnika
kontaktujgcego sie z gorng Sciankg belki w Srodku jej roz-
pietosci .,por. rys.28 i 29).

Sposob okreslania wspotczynnika sprezystosci betonu na przy-
ktadzie belek A3 (sprezenie osiowe) i A2 (sprezenie kablem
prostym usytuowanym mimosrodowo) przedstawiono w tablicy 6,
zas w tablicy 7 zestawiono wartqsci EZg i E.. dla wszyst-

kich belek, przy sprezaniu ktérych dokonywano pomiaru ugie-
cia wzglednie skrocenia. Tablica 7 zawiera réwniez daty
betonowania i sprezania belek a takze wytrzymato$¢ 28-dnio-
wa oraz wytrzymatos¢ betonu w dniu sprezania (i okreslania
wspotczynnika sprezystosci).

Wytrzymatos¢ betonu w belkach doswiadczalnych okreslano
czterokrotnie, a mianowicie; w wieku 28 dni, bezposrednio
przed sprezaniem, w czasie badania dynamicznego belki oraz
bezpoSrednio po pomiarze predkosci rozchodzenia sie Bali
ultradzwiekowej w belce. Badanie wytrzymatosci betonu doko-
nywane byto w dwojaki sposob: przez zgniatanie w prasie pro-
bek pobranych przy betonowaniu oraz nieniszczgco za pomocg
szwajcarskiego aparatu konstrukcji inz. E.Schmidta (rys.30
i 31). Aparat E.Schmjdta™ (nazwa niemiecka; Betonprtifhammer,
nazwa francuska: Sclerometre a beton) oddat tu bardzo cenne
ustugi, gdyz mozna bydo bardzo wydatnie zmniejszy¢ ilos¢
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Tablica 6

Okreslenie wspotczynnika sprezystosci betonu w belkach A3 1 A2

Cidnie- Pomie- ROzni- Sita 1 AS Srednia
nie w rzo- ca spreza- AS sc~G&c 41 77 wartosé
prasie ne $re- skré- jaca _ XX)
P dnie cen SM22.p.y ke OB D 4 2
kG/cm2 ﬁ?gogg;_ il kG kG/cm2
cm
S 28 gggjég 050195 2?22 2199 314700
ﬁ{ ’ 0,0170 2601 427000 353000
N 100 0,0575 11395
< 0,0195 2279 326200 (335000)
M@ 120 0,0770 13674
Strzat- R6zni- Sita AS p e l2”S Es18,G$6
P ka ugie ca spreza- zgs8 3 (At
" Lo SAS xx)
cia ugiec ca kG
kG/cm2 €18 e i 2 T2 _18,056 ¢gr  EAt -
ch cm kG kG/cm?2 kG/cm2
40 0360 g 345 4006 4968 259300
g 80 0,706 8974
) 0,271 4700 313100
;ﬁ 120 0,977 13674
N 0,380 4109 195200 261000
N 160 1,357 17783
0,295 4543 278100 (247100)
g 200 1,652 22326
= 0,316 4934 281900
240 1,968 27260
i 1 480 480 » _Q (uwzgledniono osta-
sc =F .. s 10x18-8 s 172 = ,/y bienie przekroju
netto rzez otwor na
abel).
B-“ ksc rIf m2'791 -07560 " 353000 kO/cm2>
Przy zatozeniu
» Q«O01t0.tg-14. ,, 0,918 E * 2S791 ! A335000kG/cm?

xxX) Przy zatozeniu

ysr . 0,902 E

. 18,056

- 247100 kOfcm2.
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Al
Al
Al
A2
A2

A2
A3
A3
A3

Az
Bl
BI
B2
B3
Cl
Cl
Cl
c2
Cc2
C3
Cz

Cz

Data
betono-
wania

17-

12.

11 -59

4. 60

5.5. 60

23.
26.

14.

22.

14.
18.

14.
21.
25.

27.

18.
19.

11.59
11.59

.11.59

11.59
11.59

N

.60
.60

S

11.59
11.59
11.59

.12.59

2.60

.4.6"

11.59
11.59

Marka
betonu

(wytrzym.
28-dnio-

wa)

Rw 28
kG/cm2

410

290

400

340

320

400
, 430

500
440

425
425

n

m

nn

nn

nn-

nn

nn

Wytrzymato$¢ betonu

Data
spreza-
nia

15.3.60
28.7.60
28.5.60
11 .2.60

13.2.60
19.5.60
127.8.60

18.2.60
12.5.60

17.3.60
12.5.60
14.4.60
24.11.59
28.1.60
28.1.60
30.1.60
24.3.60
12.3.60
13.6.60

1 wspotczynniki

Wytrzy-
matos$¢

betonu

w dniu
spreza-

nia
kG/cm

432
«330
400
440

410
340
405

400
460

510
480
450
450
450
450
450
440
460

nn

nn

nn

nn

nn

nn

Wspdt-
czynnik
sprezy-
stosci
betonu
5
kG;cm'
402400

272400

313000

271200
210900
247100

329500
335000

321600

339100

406900

344300

“m—-i:

v
D

2)

2)
2)
2)

S)
3

]
D

1"

2)

Tablica 7

sprezystosci

Uwagi

n - badanie niszcza-
oe

(na proébkach)

nn - badanie nie-
niszczace 0
1D)EE _58w
EYEzg"-j8r7 ‘immme
4s
S |
Orientacyjna wartos$¢
E obliczona przy
zatozeniu, ze ugie-
cie f zostato wy-
wotane obcigzeniem
86 S
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1
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Inrisk Kinona
L e e y= = 11m*120*I5
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Sruba”
hakowa
mm/m

Stanowisko badawcze



walcow probnychs a tym samym obnizy¢ koszt badan* Poza tym
za pomocg aparatu mozna bydo okresli¢ wytrzymatoS¢ betonu
wprost w belceo Zakrojone na szeroka skale badania pordévmaw-
cze wykazaty dobrg zgodnosS¢ wynikow uzyskanych przy zasto-
sowaniu sklerometru z wynikami otrzymanymi ze zgniatania
walcow prébnych» nieniszczace badanie wytrzymatosci betonu
przy uzyciu skleromgtru zostanie obszerniej omowione w od-
dzielnej pracy«

3030 Czestos¢ drf-an whasnych belek sprezonych i zelbetowych

Badania dynamiczne zostaty przeprowadzone na poligonie
usytuowanym w obrebie Zaktadow "Konsbet””w 3trzybnicyO Jako
podpory dla belek wykorzystano wybrakowane stupy o przekro-
Ju 35 x 40 cmO Stanowisko badawcze przedstawiono schematycz-
nie na rySo32o0
Na rysunku 33 widzimy moment transportowania jednej z belek
na stanowisko badawczeO Widok catego poligonu z belkami przy«
gotowanymi do badan przedstawia rysunek 346

Drgania belki na stanowisku badawczym wywo4ano przez na-
gte przerwanie dziatania sity przytozonej w odlegtosci 15 cm
od Srodka i1 wyginajacej belke ku dotowio Site realizowano
przez nacigg drutu O 4”5 mm ;lub O 6 mm) za pomocag prasy
lagnela (rysc32 «przekrdj a-a oraz ryse35)o Sposob przymo-
cowania. drutu do belki widoczny jest doktadnie na rysunku
36 - zostat tu wkasnie uchwycony moments w ktérym drut jest
Juz naciagniety9 tznD dziata juz sita na belke, Energiczne
przeciecie drutu nozycami (widocznymi na rysr36) spowoduje
przerwanie dziatania sity 1 ruch drgajacy belki.-. -

Do rejestracji drgan belek stosowano dwojakiego rodzaju
aparaturee

mechaniczng, a mianowicie wibrograf Geigera (rys037)

i elektryczng (rysc38)9 sktadajaca sie z oscylografu
katodowego typ OK4“2s (Spoétdzielnia TRadiotechnika”’~
““Wroctaw)8 przystawki fotograficznej typu Orion EMC
oraz zespotu przetwornikow 1 czujnikéw elektrodynamicz-
nych,

Cata aparature wypozyczono z Zaktadu Fundamentowania Poli-
techniki Slaskiej,, W celu wyprdébowania i pordéwnania pod
wzgledem przydatnosSci zastosowano do rejestracji drgan ze-
staw czujnikow elektrodynamicznych (0 = 200 Hertzow) pro-
dukcji Katedry Akustyki i Teorii Drgan Uniwersytetu Poznan“®
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skiego (jeden z tych czujnikéw widzimy na ry3039) oraz naste-
pujace przetworniki?

przetwornik elektrodynamiczny firmy Philips (rys.40),
przetwornik elektrodynamiczny wibracyjny typ EW-561 (rys.41),
przetwornik p¥ynowy uniwersalny o czestotliwosci wkasnej
ponizej 0,1 Hertza z thumieniem olejowym (rys.42).

Dwa ostatnie przetworniki zostaty wykonane przez Zaktad Elek-
troniki Przemystowej Politechniki Slaskiej.

Zasadniczg role odgrywat w badaniach wibrograf Geigera.
By4 on stosowany do rejestracji drgan, wszystkich belek do-
Swiadczalnych. Rejestracja kazdorazowego cyklu drgan miata
przebieg nastepujacy:

nacigg drutu za pomocg prasy Magnela (rys.35 i1 36), od““
czyt manometru pompy olejowej uruchamiajgcej tdok prasy
Magnela (na podstawie tego odczytu mozna bydo okreslic
wielko$¢ sity9 jaka za posrednictwem naciggnietego drutu
przekazywata sie na belke), odczyt czujnika (rySo3?) re-
jestrujacego ugiecie belki (w sSrodku rozpietosci) tuz
przed rozpoczeciem ruchu drgajacego, uruchomienie mecha-
nizmu powodujacego ruch papieru w wibrografie Geigera®
przeciecie naciggnietego drutu - ze wzgledu na oszczed-
noS¢ papieru starano sie, by odstep czasu miedzy uruchc-
mjffiien mechanizmu w wibrografie 1 przecieciem drutu by4
mozliwie maty, zatrzymanie ruchu papieru w wibrografie
(dokonywano tego wtedy» kiedy wychylenia belki stawaty
sie bardzo mate lub zanikaty zupetnie).

Oprécz drgan poprzecznych w ptaszczyznie pianowej reje#
Seferonano drgania poprzeczne w ptaszczyzZnie poziomej oraz
drgania podtuzne belki .

Ruch drgajacy belki by+ wywotywany nie tylko nagtym przer-
waniem dziatania przytozonej do belki sity, lecz takze ude-
rzeniem. Po uruchomieniu wibnografu uderzano w belke mdotem
z gory "gdy chodzito o drgania w ptaszczyznie pionowej) lub
z boku ,dla wywotania drgan w ptaszczyznie poziomej). 7/ miej-
scu uderzenia (potozonym w poblizu Srodka "belki) pocUctadano
kawatek deski.

Rejestrowano minimum 6 cykli drgan poprzecznych piono-
wych kazdej belki, wywotanych nagtym przerwaniem dziatania
sity. Minimalna i1los¢ rejestrowanych cykli drgan poprzecz-
nych poziomych 1 drgan podtuznych wynosita 3 dla kazdej bel-
ki. Bydy rowniez rejestrowane przynajmniej 3 cykle drgan po-
przecznych pionowych 1 poziomych wywodanych uderzeniem.

Chcac doswiadczalnie uchwyci¢ wptyw intensywnosci spre-
zenia na czestos¢ drgan wkasnych, logarytmiczny dekrement
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thumienia 1 na wspodczynnik dynamiczny rejestrowano drgania
3-ch belek przy roznych stopniach sprezenia.

W wibrografie Seigera uzywano stale papieru woskowanego
do zapisu drgan, Nie stosowano masy dodatkowej. Do znakowa-
nia czasu uzywano stale znacznika z dodatkowym ciezarkiem.
Czestos¢ drgan tego znacznika wynosida 1500/min (25/sek).
Stosowano najczesciej dwie predkosci posuwu papieru w wibro-
grafie: 0,6 m/min (1 cm/sek) 1 0,9 m/min (1,5 cm/sek). Spo-
radycznie stosowane bydy tez predkosci wieksze. Powiekszenie
amplitud wynosito 3:1 lub 6:1. Wyjatkowo tylko stosowano w
mechanizmie rysujacym przektadnie 12:1.

Na podstawie uzyskanych w czasie badan wibrograméw obli-
czano czesto$¢ drgan wkasnych belek za pomocag wzoru

(84)

gdzie:

1N - ddugos¢ odcinka odpowiadajgcego k drganiom znacz-
nika czasu (rys.43),

L - ddugos¢ odcinka odpowiadajacego k drganiom belKki
(na iys.43 k » 5 w odniesieniu do drgan belki i k»l
w odniesieniu do drgan wkasnych wibrografu).

Rys.43

Wzor (84) otrzymuje sie z proporcji
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po uwzglednieniu, ze

przy czym - czasokres k drgan znacznika czasu,
~ czasokres k drgan belkis

Widoczny na rysunku 43 wibrogram ilustruje drgania belKki
zelbetowej betonowanej 18 listopada 1959 r. Badanie dyna-
miczne (pierwsze) tej belki przeprowadzono 8 lipca 1960 r.

W poczatkowej czesci wibrogramu przedstawionego na rysunku
43 uwidocznit sie silnie wpdyw drgan wtasnych wibrografu
(krzywa przerywana)* Poczatkowe 15 drgan masy wibrografu o
czestosSci rownej czestosci drgan belki natozyto sie na drga-
nia wkasne tejze masy* W czasie dalszego przebiegu ruchu
masa wibrografu wykonywata juz tylko drgania bedace odzwier-
ciedleniem drgan belki.

Odcinki 1, , L, oraz amplitudy A i 2A (dla okresSle-
nia wspotczynnika dynamicznego i logarytmicznego dekcremen-
tu thumienia) mierzono za pomocg mikroskopu Wetzlar firmy
Ernst Leitz lub mikroskopu firmy Amsler z doktadnosciag do
0001 mm@ Pomiarow dokonywano na wibrogramach wykreslonych
przez wibrograf na papierze woskowanym, Dopiero po pomiarach
przygotowywano wybrane wibrogramy do prezentowanych tu zdjec
(uwydatniajac krzywe tuszem lub ostrym rylcem).

Ha wibrogramie ilustrujacym drgania belki Az 2z 18.11.

9,
% 2,388 mm (Srednia z 3*ch pomiarow)
Lyl . 22,074 «

1 -11,717 "
Lg - 21,234 }
Wobec tego
2,388 x 25 _
59074 = 2,705 Hz ,

1 i2i'LF ~ ' i3-795 iiz-



W ateScie do aparatu Geigera* ktory byt uzywany do rejestra-
cji drgan podano nw a 2,67 HzO

niezaleznie od znakowania czasu, o ktorym byta juz mowa,
okreslano doktadnie predko$¢ posuwu papieru mierzac za po-
mocg elektrycznego zegara czas t, w ktdrym specjalny znacz-
nik wibrografu wykreSlat na papierze ysskowanym pewien od-
cinek (npO odcinek 11 lub 12 na rys«44a)e Zegar tak potgczo-
no z akumulatorem i1 wibrografem, ze przez pierwsze nacisniec
cie kontaktu (rys®45) nastepowat réwnoczesnie ruch znacznika
wibrografu 1 ruch wskazowki zegaraO Nastepne nacisniecie ken~
taktu powodowato ruch znacznika wibrografu w przeciwnym Kie-
runku z réwnoczesnym zatrzymaniem mechanizmu zegara,-

Po zmierzeniu dtugosci 1 odcinka wykreslonego przez
znacznik wibrografu mozemy juz okresSli¢ rzeczywista predkosc
posuwu papieru

Predko$¢ ta nie pokrywa sig na ogot z predkoscia vp9 na
ktora jest nastawiony mechanizm wibrografua

Znajac predkos¢ posuwu papieru V czestosSC drgan whas=
nych belki (do ktérej odnosi sie dan$rwibrogram) obliczymy
ze wzoru

n (85)

Symbole k 1 L, majg tu takie samo znaczenie jak we wzo-
rze (84

Stosowalnos¢ wibrografu Geigera do rejestracji drgan
ograniczona jest m0Oin® wielkoscig amplitudy tych drgan® Ha
rysunku 44 przedstawiono 4 wibrogramy ilustrujgce drgania
belki BI z 30e100,1959 rs przy nastepujacych wychyleniach
poczatkowych (Srodka belki)g

cykl drgan nr 6 « wychylenie poczatkowe (ugiecie belki)

e 2475 mm

"oonr 7 m i " « s 3j,570 *~

" onr 8 - " ® . n B ﬂbZZO 7z

n  nr 9 - " > it a 39025 *”

Widzimy, ze wskutek ograniczenia wielkosci wychylehA masy wi-
brografu, drgania belki Bl o wychyleniu poczgtkowym przekra-
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czajacym znaczniej 3,0 un nie znalazty juz wiernego odzwier-
ciedlenia w wibrogremie (por. wibrogram nr 7).

Wtrakcie badaiiia niektorych belek rejestrowano nie tylko
drgania punktu o odcietej x = 1/2, lecz takze punktu o od-
cietej x a 1/4 liczac od prawej podpory. Udalo sie przy tym
uchwyci¢ w pewnych przypadkach ’mianowicie przy bardzo du-
zych wychyleniach poczatkowych) drgania o postaci dwoch pot-
fal (por. rys.9) i czestotliwos$ci czterokrotnie wyzszej od
czestotliwosci drgan podstawowych. Jako przykiad przytacza-
my wibrcgram ilustrujacy ruch drgajacy punktu x a 1/4 belki
A2 7z 23.11.1959 r. (rys.46). Wychylenie poczatkowe byto tu
tak duze, ze podwojne amplitudy w poczatkowej fazie drgan
okazaly sie wieksze niz szeroko$¢ papieru. Drgania o wyzszej
czestotliwos$ci uwidocznity sie wyraznie w koncowej czesci
wibLogramu (rys.46b), ktorg powiekszono odpowiednio na ry-
sunku 47a.

— rA"WWWW/ m

I M-23.W

1V
Rys.46

Z wibrogramu widocznego na rysunku 46 odczytano przy pomocy
mikroskopu:

dla drgan podstawowych:

N\ 2,013, Lj = 3,56;
dla drgan o wyzszej czestosci

Lj = 0,897-
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Ze wzoru (84) otrzymujemy

nl “<g*3,562'2? " 14»30 Hz> n2 a = 56,104 Hz e
4

Mamy wiec tutaj bardzo dobrg zgodno$¢ ze znanym wzorem
-2 EJ
n -V A (86)
21 z

weddug ktorego n2 = 4 n j«

Ha rysunku 47b przedstawiono powiekszoné frabmenty wibrogra-
mu ilustrujgcego drgania punktu x « /a belki zelbetowej
Az z 1801101959 rO Z wibrogramu odczytano tutajs

11 » 0,74875

s 1,4625 (drgania podstawowe);

I~ s 0,3560 (drgania o wyzszej czestosci - koncowy
fragment wibrogramu)»

Wobec tego

N1 L q,625 - 12«t§a M2 ny OcgafisgS  R/f M52 1 Ry

Trudno bytoby przedstawié tutaj wszystkie wibrogramy
uzyskane w trakcie badan, gdyz jest ich kilkaset, Ograni-
czymy sie wobec tego do zilustrowania drgan kazdej grupy
belek na kilku najbardziej charakterys-yrcznych wykresach
uzyskanych albo za pomocg aparatu Geigera albo metodg elek=
tryczna0 Wibrogramy odnoszace sie do grupy belek Al pokaza=
no na rysunkach od 48 do 570 Symbol H oznacza drgania po-
ziome, zas H , drgania podtuzne, Cyfry”~Erabskie sg numeracjg
wibrogram™w stosowang w czasie badan.
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Obok wibrograméw podano nominalne wartosci predkosci po-
suwu papieru V 1 powiekszenia amplitud, na jakie nastawio-

ny byt mechanizm wibrografu podczas rejestracji danego cyklu
drgan* Przy badaniu belki Al z 17.11.59 okreslano tez po-
danym poprzednio sposobem, rzeczywistg predko$¢ posuwu pao»
pieru V o0 Rzeczywiste powiekszenie wychylen zalezy od wiel-
koSci stBsunku czestosci drgan badanego obiektu do czestosci
drgan wkasnych masy wibrografu i zostato podane w atescie,

na podstawie ktdérego sporzadzono tablice 8.

Przy wibrogramach podano tez Srednig czestoS¢ drgan wkasnych
n i1 logarytmiczny dekrement tdumienia v. Czestosci drgan
wdasnych obliczone z rdéznych czeSci wibrograméw nie sg jedna-
kowe. Przy poczgtkowych, duzych wychyleniach czestos¢ jest
mniejsza, potem lekko wzrasta* a nastepnie maleje wskutek
ttumienia, logarytmiczny dekrement tdumienia obliczano ze
wzoru

fporO rys. 43, na ktorym 1 = 15, k = 10)e
Tablica 8

Rzeczywiste powiekszenie amplitud

Czesto$¢ drgan Stosunek czes- Rzeczywiste Rzeczywiste

whkasnych apa-  tosci drgan powiekszenie powiekszenie
ratu obiektu do przy nominal- przy nominat-
drgan wkasnych
n aparatu nym npn
W n 3*1 6sl
Ny
8 1 wiecej 3,4 6,8
4 3,6 7,2
2,67 3 3,8 7.6
2 4,5 9,0

W badanych belkach tdumienie nie miato na ogot wiekszego
wptywu na czestos¢ drgan wkasnych. Wezmy np. pod uwage drga-
nia poprzeczne poziome belki Al - 17.11.59. Ha podstawie
3-ch wibrogramow, (z ktorych jeden przedstawiono na rys.53),
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ustalono n - 8,036 Hz, V1* 0,171» Wspotczynnik ttumienia wy-
niesie zatem

X)
o QR Y £ — - 0,0272.
VA2 + 4012 \jO,1712 + 4J£2

Czestos¢ drgan nietdumiorych

,1-0,02722

Ha rysunkach 50 1 51 widzimy oscylogramy uzyskane za po-
mocg aparatury elektrycznej przy zastosowaniu przetwornika
ptynowego uniwersalnego z tdumieniem olejowym (por.rys.42).
Rysunek 50 ilustruje drgania poprzeczne belki Al - 17.11.59
wywotane nagtym przerwaniem dziatania sity wyginajgcej belke
w dok, zasS rysunek 51 drgania poprzeczne wzbudzone uderzeniem
z gory. Na drgania belki naktadaty sie tu drgania elektryczne
0 czestosci okoto 50 Hz, co utrudniato w pewnym stopniu opra-
cowywanie oscylogramow. Dla okreslenia czestoSci drgan belki
nalezato zmierzycCs

odstep I miedzy dwoma sasiednimi znakami czasu oraz
odstep 1™ miedzy grzbietami k fal przedstawiajacych
wychylenia belki w trakcie ruchu drgajacego.

Znakowanie czasu w przystawce fotograficznej typu Orion
nastepuje co 1/50 sekundy, z pogrubieniem kazdego pigtego
znaku (wyrazniejsze znaki mamy wiec co 1/10 sekundy). Znajac
It i kjj czestos¢ drgan belki obliczymy ze wzoru

14 wyraza tu zmierzony na oscylogramie odcinek zawarty mie-

d razniejszymi znakami czasu. D¥ugosS¢ tego odcinka zale-
92y oy paznielszynl gnagapt, czasy. Dfugosc tego odcinka z

*) Por. JoN.Mc.Duff, J.R.Currerig Drgania w technice. PWT
Warszawa 1960, str.46, wzor [38].
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Oscylogram przedstawiony na rysunku 52 uzyskano przy za-
stosowaniu czujnika elektrodynamicznego (jrys.36 1 39) w po-
zycji poziomej, gdyz mamy tu do czynienia z drganiami po-
przecznymi w pdaszczyznie poziomej. Czujnik ten stosowano
najczesciej. Dawat on bowiem moznos¢ uzyskania najbardziej
przejrzystego obrazu drgan (bez wptywu drgan elektrycznych
zaznaczajacego sie wyraznie przy zastosowaniu przetwornika
ptynowego).

Dla pordéwnania pokazano na rysunkach 54 1 55 wibrogramy
ilustrujace drgania poprzeczne poziome belki Al - 12.4.60.
Pysunek 54 przedstawia drgania wywotane nagdym przerwaniem
dziatania pionowej sity przytozonej w odlegtosci 15 cm od
Srodka belki, zaS rysunek 55 jest obrazem drgan wzbudzonych
poziomym uderzeniem®

Na rysunku 57 widzimy drgania podtuzne belki A1-5.5.60.
Czesto$¢ tych drgan jest nieco mniejsza od czestosci drgan
poprzecznych pionowych. THumienie jest tu natomiast stosun-
kowo duze.

Drgania belek A2 - 23.11.59, A3 - 22.1.60 i A3 - 6,11.59
pokazano sg na rysunkach 58-64.

Oddzielnego omowienia wymaga belka A3 z 6.11.59 r. W pro-
jekcie przewidziano sprezenie tej belki kablem parabolicznym
6 0 5 mm. Sprezenie takie nie udato sie jednak, gdyz podczas
kotwienia zostat uciety 1 drut. Trudno bydo wymieni¢ kabel,
bo po zabetonowaniu zmniejszyta sie Srednica ostony. Nie
chcac catkiem straci¢ tej belki postanowiono sprezyC ja za
pomoca naciggniecia 8 drutéow 0 5 mm roztozonych na zewngtrz
przekroju symetrycznie wzgledem jego osi poziomej (por.rys.
12 1 65). Naciggane prasg Magnela druty kotwione byty w
ptytkach stosowanych rowniez w doswiadczalnych belkach stru-
nobetonowych (rys.20). Dwie ptytki przylegajace do jednego
konnca belki zwigzano odpowiednig ramkg stalowg. Sita spre-
zajaca przenosita sie na czota belki za poSrednictwem gru-
bych blach stalowych, w ktorych znajdowaty sie wyciecia na
druty. Pozostaty po wyciggnieciu kabla 6 0 5 mm otwor zostat
przed powtornym sprezeniem wypedniony zaczynem cementowym.
Zywot belki A3 - 6.11.59 nie byt jednakze diugi. Wskutek
nieostroznych manipulacji przy transporcie ze stanowiska ba-
dawczego po zakonczeniu rejestracji drgan nastgpido nagte
przewrocenie sie tej belki na bok, co spowodowato jej wybo-
czenie (rys.65) z silnym zarysowaniem od strony wypuktej.
Catkowitemu zd#amaniu belki przeciwdziatato konstrukcyjne
zbrojenie stalg miekka.
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Rys.65

Na rysunkach 66-73 zilustrowano drgania belek zelbetowych
Az - 14.11.59 i Az - 18.11.59.

Oscylogram uwidoczniony na rysunku 70 obrazuje drgania
poprzeczne pionowe belki Az - 18.11.59. Uzyskano go przy
zastosowaniu przetwornika elektrodynamicznego "Philips”
"rys.j40). Drgania elektryczne wystgpity tu jeszcze wyraz-
niej niz. w przypadku zastosowania przetwornika ptynowego.
Czestos¢ drgan belki okreslano na podstawie krzywej wyciag-
nietej tuszem stosujac przy tym wzor (88).

Wzbudzone poziomym uderzeniem drgania belki Az-18.11.59
ilustruje rysunek 73. Wibrogram ten powstat przy uzyciu
czujnika elektrodynamicznego (rys.39).

Ze wzgledu na interesujacy charakter wibrograméw belki
grupy B potraktujemy oddzielnie. Drgania belki Bl - 30.10.
59 odzwierciedlajg rysunki 74-84.

Juz przy badaniu niektérych belek z grupy A dato sie
zauwazyC zjawisko dudnienia. W trakcie badania belek grupy B
dudnienie bydo w niektorych przypadkach tak wyrazne (por.
rys.74 1 75), ze uniemozliwiato catkowicie wykonanie posta-
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wionego zadania (tzn. okreSlenie czestosci 1 tdumienia drgan
swobodnych)o Przyczyng dudnienia byty drgania podpdr (pozio-
mo udozonych stupdéw - por.rys.34) oraz spoczywajgcych na nich
belek. Walka z dudnieniem polegata na dobrej izolacji (za po=
mocg kawatkow ptyty pilsniowej) podpdér badanej beli od pozio-
mo utozonych stupéw i1 na ustawieniu mozliwie duzej ilosci
belek blisko stanowiska badawozego (utrudniato to drgania
podpér)» 0 skutecznosci walki z dudnieniem Swiadczg oscylo=
grapy pokazane na rysunkach 77=80. Przy drganiach poziomych
zjawisko dudnienia oczywiscie nie wystepowato,, Aby uzyskac
moznosS¢ ilosSciowego ujecia dudnienia rejestrowano drgania
podpdér (rys076)s Teoretyczng strong zagadnienia wpdywu im-
pulséw od podpér na ruch drgajacy badanej belki nie bedzie=
my sie tu z braku miejsca zajmawalio

Drgania poprzeczne pionowe belki Bl - 30010<59 po nagtym
przerwaniu dziatania sity odzwierciedla rysunek 77» a tajciez
drgania ale wzbudzone uderzeniem mamy zobrazowane na rysun-
ku 780 Obydwa te oscylografy powstaty przy zastosowaniu
przetwornika “Philips". Przy rejestracji tych drgan nie sto-»
sowano wzmocnienia<>

Na rysunkach 83 1 84 zarejestrowane zostaty wzbudzone
uderzeniem drgania poprzeczne poziome belki Bl = 30010059c
Oscylogram 83 powstat przy wiekszej predkosci ruchu filmu
(nastawienie przystawki fotograficznej na 2), zas oscylogram
84 przy predkosci mniejszej (nastawienie przystawki na 1)e
Stosowano przy tym czujnik elektrodynamiczny (rys(039)e

Fragment wynikéw badania belki Bl - 5.4.60 przedstawiamy
na rysunkach 857920

Tu réwniez byty kdopoty z dudnieniem (por.rys.85 i 90).
Arzy rejestracji drgan zilustrowanych na rysunkach 86788s
i 89 uzywano czujnika elektrodynamicznego produkcji Katedry
Akustyki i Teorii Drgan Uniwersytetu PoznanskiegoO

Poréwnajmy oscylogramy 11/3 (rys.86) i 12/4 (ryss88a
i 88b) ilustrujgce drgania poprzeczne pionoweO W pierwszym
przypadku ugiecie belki w momencie przecinania drutu (przer- .
wania dziatania sity powodujgcej zginanie belki) wynosito
0,575 mm* w drugim przypadku ugiecie to byto 3S06 razy wiek=
sze 1 wynosito 1,750 mm® Skala amplitud oscylografu byta
w pierwszym przypadku nastawiona na 2, w drugim przypadku
na 3.

Wibjyogram 12 na rysunku 87 i oscylogram 12/4 na rysunku
88 odzwierciedlajg ten sam cykl drgan (jednoczesna rejeatra=
cja za pomocag aparatu Geigera i aparatury elektrycznej)c

Oscylogram 12/5 (rys.89) obrazuje drgania poprzeczne pio=
nowe wywodane uderzeniem. Widzimy, ze drgania swobodne wywo-
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B1-5.4.60 Bp » 13,483 Hz * 0,0791
Rys.8Qa

B1-5.4.60 Koncowa faza drgan
Rys,38b

31-5.4.60 uderzenie n,,m13,679 Hz <$U_ m0,0636
Hys .89
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+ane nagtym przerwaniem dziatania sidy 1 uderzeniem majg
podobny charakter. Réznice obrazéw tych drgan ujawniajace
sie na wibrogramach uzyskanych za pomoca aparatu Geigera
spowodowane sg wptywem drgan wkasnych masy aparatu.

ITiektére z zarejestrowanych drgan belki B2 - 5.4.60 po-
kazano na rysunkach 93-97» a belki B3 - 14.11.59 na rysun-
kach 98=103e Wibrogramy 475*6 i1 7 na rysunkach 98 1 99 przed“®
stawieno tu w celu pordéwnaniaO Podano przy nich zmierzone
czujnikiem poczatkowe wychylenia (w momencie przerwania dzia-
tania sity).

Przechodzimy do grupy belek CO Drgania belki CL - 21.11.
59 pokazujemy na rysunkach 104<06,,

CzesS¢ wynikow rejestracji drgan belki C1 - 25.11.59 widzi-
my na rysunkach 107 i1 108 oraz 110-112.

Wibrogram 3 na rysunku 107 1 oscylogram 6/3 na rysunku
108 powstaty w wyniku jednoczesnej rejestracji tego samego
drgania dwoma metodami? mechaniczng (rys0107) i elektryczng
(ryso108). Uzyskany za pomocag aparatury elektrycznej obraz
drgan belki jest bardzo korzystny dla dalszego opracowania,
gdyz nie zak¥ocajg go zadne uboczne wpdywy. Widok belki Cl-
25.11.59 1 aparatury bezposrednio po zakonczeniu rejestracji
cyklu drgan zilustrowanego przez wibrogram 3 (rys.107) i
oscylogram 6/3 (rys.108) przedstawia rysunek 109. Na pierw-
szym planie widzimy tu oscylograf wraz z przystawkg fotogra-
ficzng typu Orion.

Niektore z zarejestrowanych cykli drgan belki CL - 1.12.
59 widzimy na rysunkach 113~1170

Rysunki 113 i 114 odzwierciedlajg ten sam cykl drgan po-
przecznych pionowych. Widzimy9 ze w tym przypadku drgania
wkasne aparatu Geigera nie zaktécity bardzo obrazu drgan
belki. Oscylogram 16/3 (rys-115) jest obrazem drgan poprzecz-
nych pionowych punktu x a 1 belki C1 - 1.12.59«

Ciekawsze obrazy drgan belek C2 - 9.4.60 i1 C3 - 3.5.60
pokazujemy na rysunkach 118-127 . Wibrogram 1 (rys.118)

i oscylogram 17/1 (rys.119) sa réznymi obrazami tych samych
drgan. Wibrogramy 7 i £ (rys=121) oraz 9 (rys.122) ilustru-
Ja poprzeczne drgania pionowe belki C2 - 9.4.60 przy roz-
nych wychyleniach poczatkowych i roznych predkoSciach posu-
wu papieru w aparacie Geigera.

Prezentacje bardziej ciekawych wibrograméw powstatych w
trakcie badan dynamicznych zakoncza rysunki 128-139» odno-
szgce sie do belek Cz - 18.11.59 1 Cz - 19.11.59. Do reje-
stracji drgan zilustrowanych na rysunku 128 zastosowano
przetwornik elektrodynamiczny wibracyjny typ M -561 produk-
cji Zak¥adu Elektronoki Przemystowej Politechniki Slaskiej.
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Czestosci drgan badanych belek zestawiono w tablicy 100
Sg to wartosci Srednie obliczone dla kazdej belki z czestosci
wszystkich zarejestrowanych cykli drgan danego rodzajuO Ana-
lizg statystyczng wynikow badan zajmiemy sie w oddzielnym
opracowaniu, ,

XI kolumnie 8 tablicy 10 podajemy czesto$¢ n  drgan pcprzecz-
nych pionowych wywodanych nagtym przerwaniem~dziatania sity9
zas w kolumnie 9 czestos¢ n  takichze drgan ale wywotanych
pionowym uderzeniem» Kolumnaul:0 zawiera Srednie czestosci
obliczone dla kazdej z belek z czestosSci wszystkich zarejes-
trowanych drgan poprzecznych pionowycho Kolumny 119 12 i 13
dotyczg drgan poprzecznych p02|omych a kolumna 14 drgan po-
dfuznycho -

Przewazna czes¢ doswiadczalnych belek sprezonych nie po-
siadata zadnego zbrojenia statg miekka,, Zbrojenie takie dano
tylko w 3-ch belkach, co zaznaczono w tablicy 10 literg "z"
przy symbolu belkio Belki Al - 17»11»59 i A3 - 6,,11e59 otrzy-
ga+y po 2 0 6 mm dodem i gora9 zas belka Bl ~ 5,,4060 po 2°0

mmc

Belki, w ktéorych kabel nie zostat zwigzany z betonem przez
zastrzyk zaczynu cementowego oznaczono literg n przy ich
symbolach w tablicy 10,

literg r zostata oznaczona w tablicy 10 belka Al -
12040608 ktora Y/skutek nieostroznego przesuwania z miejsca
na miejsce pekta w srodku,, Przez sprezenie obie potéwki zo-
staty potaczone w jedng catosS¢ pracujacg pod obcigzeniem Jak
belka monolityczna,,

Ii kolumnie 4 tablicy 10 podano wytrzymatoS¢ betonu9 jaka
osiggnat on w dniu badania dynamicznego« 17 10-u belkach wy-
trzymatosC te okreslano dwoma metodamis niszczacg (przy wy-
niku dano znak n) 1 nieniszczacy, (przy wyniku znak nn)< Wy-
trzymatos¢ betonu w pozostatych 13~u belkach okreslano wy-
+gcznie metodg nieniszczacg tzn« za pomocg sklerometru przed-
stawionego na rysunku 300 Ha podstawie tablicy 10 mozemy
stv/i,erdzi¢ dobra zgodnosS¢ wynikow uzyskanych jedng 1 druga
metodg,, Roznica w wytrzymatosSciach nie przekracza 8%o0

Tablica 10 zawiera rowniez wartosci naprezen,, jakie v/yste-
powaty we wkdknach skrajnych belek w stanie bezuzytkowym
(sprezenie koncov/e + ciezar whasny),, Naprezenia te odnoszg
sie do przekroju srodkowego kazdej z beleko Sposéb ich obli-
czania zilustrujemy na przyktadach*

Belka Al - 17«11,59
Kabel paraboliczny 6 0 5 mm. Stal gatunku X,
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Tablioa 10

Czestosci drgan belek dos$wiadczalnych

Czestos¢ drgan
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m@m?mF P oW N e Ny M
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Wyd#uzenie stali w momencie kotwienia kablas ¢1 = 32,68 mmO
Skréocenie belki (betonu)s Al g 1815 mmO

Przesuniecie kabla w zakotwieniu podczas operacji naciggu?
wj a 0,90 mmO

D¥ugosc¢ pomiarowa kablaj 1 a 5200 m.
Wzgledne wydtuzenie stali;

E - L3 1. 72,65°-13812-0.200 _ 3588%%0

«

Wspdtczynnik sprezystosci stalis E =2x10 kG/cm (wg,
PN-57/B-03320). S
Naprezenie w stalis

N - 6S Eg . 0,00594 x 2 x 106 « 11840 kG/cm20

Sita sprezajgca w momencie kotwienia kabla;

2
So " Fs css Z x 11840 B 6x0,196x11840 m 13924 kGs

Sita sprezajgca obliczona na podstawie odczytu manometru
pompy olejowejs

Cisnienie w cylindrze prasy naciggowej? p a 118 kG/cm2.
Przekrdj tdoka prasy naciggowej a F, * 122 cm~.
Wspdtczynnik sprawnosci prasy % rj « 0,934 (z tablicy 5)0

s* - P Pt7 - 118 x 122 X 0,934 » 13446 kGe

R6znicg miedzy S' i S* wynosi 3,55%*
Poslizg w zakotwieniu po zwolnieniu naciagu? w? a 4846 mmO
Strata sity sprezajacej wskutek poslizgu;
w
JSo aT 2°° Ssps ““5200 *2 * 196 x 6 x “»96 s 2017 kGo



Poczatkowa sita sprezajgca*
So -é* —043 « 13924 - 2017 « 11907 kG.

Obliczenie cech przekroju z uwzglgdnieniem otworu na kabel.

Pole przekroju* F - 10 x 18 - 3,2 x"il4. 1?72 »

Potozenie Srodka ciezkosci przekroju przy mimosrodzie kabla

e =4,2 cm
5v2+ 10 (18 -0 ~l- +9 -238,4=172 v*
v's 9,195 cm.

Moment bezwdadnosci przekroju;

jB + 172 x 0,1952 - 4,3952 x 8 = 4712 cm4.
.
Wskazniki przekroju
* - 87Sf- - 53% ~ v 1 =512 cm3.

Maksymalny moment zginajacy wywodany ciezarem wdasnym

M a <1l x <Fti8Bx 25go x 418. ,, 129,6 kGm - 12960 kGcm.
Naprezenia w betonie bezposrednio po sprezeniu*
w gérnych wkoknach:
0 30 _v e, "« 11907 11226<_ ( 70,
0="P v W 172 535 535 A

+ 24,2 = - 4,4 kG/cm2,
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w dolnych wkdknach:

i& - .170.7 ,H221Jt 4,395 12960
F w1t 172+ 512 512

m69,2 + 102,2 - 25,3 = 146,1 kG/cm?

Strate sity sprezajacej z powodu skurczu i petzania betonu
obliczamy za pomocg wzoru

M5 g0 = {1 - Bre B PLESKY | 100

podanego w PN-57/B-03320.
Naprezenie w betonie na poziomie kabla?

S 00
ff - 2. ,70 Me 11907 , 11907x4.3955  12960x4.395
e P J J 172 4712 << 4712

a 69,2 + 48,8 - 12,1 a 105,9 kG/cm2«

Naprezenie w stali%

<90 - 10125 kG/c 2"
Przyjeto wspotczynnik sprezystosci betonu E~ a 390000 kG/cm?;

Es 2 x 106 L,
n'sEr <<3,9 x 105 ~ 55 3¢

Ze wzoru (12) PN-57/B-03320

n e -5.13 x 105.9

n oy +« 5,13 x"105,9 + 10125

« a
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z tablicy 7 PN-57/03320 przyjeto wspétczynnik pekzania
a 2,0, Yfobec te90 of-fm0,102,
Z tablicy 8 PN-57

funkcji f -1 - m0,095*
Zgodnie z PN-57/B-03320 obliczamy:

r=f-an s 172 x?4"395 s 6,23 b Pl ~ r + OP =

03320 odczytujemy dlaoc™a 0,102 wartosé

= 5,231+34%395 x 172 = 101 **"e P ™ eif ““T57625 “<1220 kG*

a z tablicy 6 PN-57/B-03320 odczytujemy

£sk = 0,0002.
Wobec tego
4S 100 _ 120  3g0000x101 x0+p002 Q95 x 1Q0 _
“S 100 - 11907 2,0 X 11907

(1 - 0,102+0,331 ) x 0,095 x 100 = 11,7/5.
Ostateczna wartos¢ sity sprezajacej:

S=( -0,117) x 11907 =m10514 kG.

Naprezenia krawedziowe w betonie w stanie bezuzytkowym:

wddkna gorne:

r , 12511 105H x 4,3%5... + 24,2 = - 1 kG/cm2,
" 172 535 *

wkokna dolne:

6 U 61 + - 25,3 =+ 126 kG/cm2
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Belka A3- 22.1.60.

Sprezenie osiowe, kabel 12 0 5.

Wydtuzenie stali; (11N « 37,56 mmj skrocenie belki; Jl, =

* 2J195 mm.Przesuniecie kabla w zakotwieniu? w* » 8,250 mm.

fsm N~ * " g 209+”™ ~ Q2~0 - 0,005214

0y b 0,005214 x 2 x 106 3 10428 kG/cm2.

Sita sprezajgca w momencie kotwienia kabla;

S* s 12 x 0,196 x 10428 = 24527 kG,
" - P Pt .7 = 228 x 122 x 0,923m  25674kG.

Tutaj roéznica sit Sq i SN wynosi 4,7$.
Poslizg kabla po zakotwieniu w2 = 7,53 mm.

ASo =7200 X 2 X 1°6 x 12 x 0,196 = 6811 KG.
Poczatkowa sita sprezajgca?

SB « 24527 - 6811 = 17716 I &SO » 7532 kG/cm2.

Naprezenie w betonie;

Ok: /\r~ + N . N 72“+ igagoyi;— . 103 + 24 —127ICG/Cm2,
F W 172 10 x 18

S M
0"= — - s 103 - 24 = 79 kG/cm .

Przyjeto;
Eb « 3,8 x 105.
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6 X
X

103 « (&
103 *77532 “*

5.2
Wobec tego n = 5,265 @ = 5™26
mQCW
oC(f= 0,067 x 2,0 . 0,1345 1-e = 0,125.
Korzystamy ze wzoru (11) zamieszczonego w PH-57/B-03320.
A~ 100 = (1 &= -+ ) (@ - e"™*) 100 =
= (A + ~*8  x~F7716~ A =,QP---)x 0,125 x 100 = 17,1%.

Koncowa sita sprezajaca;

S= (1 - 0,171) 17716 » 14687 kG.
Naprezenia krawedziowe w betonie w stanie bezuzytkowym:

&b a ik + 24 = 85,4 + 24 = 109,4 kG/cm2,

od= 85,4 - 24 = 61,4 kG/cm2

Belka B3 - 14.11.59 - strunobeton.

Stosujemy tu teorie samonaprezen opracowang przez Rittera
i Lardy”™).

Sprezenie belki dokonane zostato przez nacigg 10 drutéw

0 5"mm utozonych w 3-ch warstwach wg rysunku 140.

Wydtuzenie stali;

warstwa dolna 1= 26,40 mm5 By = ~£00 "~ Ofoo508}

Srodkowa24,65 mmj £/ » 860" ~ ®*00474%

P1 70
goérna 21,70 mm5 - 5200~ <»<<417»
x)Ritter M., Lardy P.; Vorgespannter Beton. Zurych 1946.
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Naprezenia w stalis
&l1- 10150 kG/cm2;  2- 9500 kG/cm2; ff =- 8350 kG/cm2.

\/ teroii satnonaprezen pedzanie betonu uwzglednia sie przez
wspotczynnik

_ "catkowite _ Cs tEB -1+ TP
sprezyste S

Przyjeto;

n=5 X =m.n=15; £sk = 0,0002.

Naprezenia w betonie:

F -4x0,19 . 0,784? » ,» 0,0036;
Ps2 = 4 x 0,196 = 0,784; «2 = » 0,0036;
Ps3 = 2 x 0,196 » 0,392; ~ m 0,0018.
Uju = 0,0090.
E/uys = -0,0223 - 0,0151 + 0,0104 = - 0,0270.

Odstep miedzy Srodkiem ciezkosci przekroju betonu i Srodkiem
ciezkosci przekroju idealnego;

1I5%s_ -i¢_x 0,0270 _ -ox4Qj __ i
1+~ /8 ~1xe s ronogy ~ 4,035 T UurJ0 ca
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Cechy przekroju idealnego?

F=F (I +ni) =216 x 1,135 = 245,16 cm2,

3
JEJ\t{ + nIHPSi' Zgi = 12¥L2~_ + 216x0,362+15(26t74+11,56+14,87)=

4
= 6658 cm .

Rys. 140

Naprezeniaw stali po stracie z powodu skurczubetonu:
0 =-10150 + 2.0x106 x 0,0002 = -10150 + 400 =
m - 9750 KkG/cm

592 = 20500 + 400=- 9100 KG/cm |

a = -8350 + 400=- 7950 kG/cm2.
s3
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Sity fikcyjne (okreslenie uzywano w teorii camonaprezen)

N *>E&S&= Fsi « -9750x0,784 - 9100x0,784 - 7950x0,392 .

- -17894 kG,

M - F - z. a9750x0,784x5,84 + 9100x0,784x3*84 -

ol o X

- 7950x0,392x6,16 = 52841 kGcm.

naprezenia, wstepne w betonies

n M 17394 52841 - n.
w3 F "zb J 245,16 " zb 6658 = 73 ““7*94 V

wtokna gorne:
Wy 73 - 7,94 x 9,36 - 73 - 74,32 - - 1,32 kG/cm2,

wtdkna dolnes

"wd 73 + 7,94 x 8,64 = 73 + 68,60 - 141,60 kG/cm2c
naprezenia wywotane ciezarem wkasnyms
w0812 X 0,18 X 2300x 48 _, 155 spkem » 15552 ke

& - 1]lp x 9,36 a 21,86 kG/cm2,

- Ififs x 8,64 “<7720,18 kG/cm2<=

Naprezenia krawedziowe w betonie w stanie bezuzytkowyms

Gb - -1,32 + 21,86 - 20,54 kG/cm2,

6 a 141,60 - 20,18 a 121,42 kG/cm2¢
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W tablicy 10 (kolumna 7) podano takze wartosci strzatek
ugiecia f , jakie poszczegbélne belki otrzymaty przez spre-
zenie» Wartosci TO0 mierzone byty w trakcie naciggu kabla
i odnoszg sie do cHwili, kiedy kabel zostat zakotwiony i
ustat juz jego poslizg po zwolnieniu cidnienia w prasie.

Przed rozpatrzeniem wynikéw badan zestawionych w tabli~
cy 10 zauwazmy jeszcze, ze w okresie produkcji belek doswiad-
czalnych 1 przygotowywania badan trwajacym, okoto 9 miesiecy
nastgpito pewne wyrdéwnanie wytrzymatosci betonu« Jest to
zgodne z charakterem przyrostu wytrzymatosci betonu z cza-
sem*)«

H czasie rejestracji drgan wytrzymato$¢ betonu w belkach
doswiadczalnych oscylowata wokot wartosci 500 kG/cm  za wy-
jatkiem belek Al - 12.4.60, Al - 5»5<=609 A2 ~ 14*4.60 i

C3 - 3.5«60, ktoére miaty wytrzymatosSC wyraznie nizszg, belek
A2 - 26011»59, Bl - 3080,59 1 Cz - 19011«59 wykazujacych
wytrzymatos¢ 550 kG/cm oraz belki Cz - 18.11 <5 o wytrzy-
matosci 560 kG/"cm e

Wyniki badan'zgadzajg sie z wnioskami sformutowanymi
w czesci teoretycznej na str.13 (odnosnie sprezenia osio-
wego), na str.30 i 3 (odnos$nie sprezenia mimosrodowego ka-
blem prostym) oraz na str.44 (odnosnie sprezenia kablem
parabolicznym przez eQ * e s 0). Zacznijmy od belek A3.
Biorac pod uwage czestosci n z kolumny 10 tablicy 10
stwierdzamy, ze sg one wieksze, przy intensywniejszym spre-
zeniu belki. Podobnie jest w grupie belek Al, Bl i Cl, przy
czym ze wzgledu na dosS¢ istotng réznice wytrzymatosci beto-
nu czesto$¢ drgan belki Al - 12.4*60 musiata by¢ nieco,
nizsza, za$ czestos¢ drgan belki C1 - 21,11.59 nieco wyz-
sza nizby to wynikato z samego wptywu sprezenia« Wniosek
d) ze str. 30 potwierdzito dobitnie badanie belki A2 - 26.
11.59* Bardzo intensywne sprezenie powodujgce duze wygie-
cie belki ku gorze obnizyto wydatnie czesto$¢ drgan wiasnych
w stosunku do czestosci drgan innych belek tej grupy i w
stosunku do czestosSci drgan belek zelbetowych. Strzatka
ugiecia wywotana ciezarem wkasnym wynosita tu

f _ .5 JL P44 AHQ-———1r.0 240 cm E 2«40 mm.
q~ 384 SJ =384 * 271200 4785 T4 *4

1Por.Saliger H.s Der Stahibetonbau. Wieden 1949 str.53



Jak podano w tablicy 10

fs s -16,10 mm.

Strzatka ta ulegta jeszcze zwiekszeniu wskutek pedzania be-
tonu 1 jak wykazat pomiar, w czasie rejestracji drgan wy-
nosita okoto - 30 mm.

Przy najwiekszej zastosowanej w czasie rejestracji drgan
sile P s 1260 kG strzatkaf wynosita + 10,42 mm. Byto

wiec stale A

f=fg +f +f<0

Byto tutaj rowniez
fQ
I - ﬂ,b f

Przy rejestracji drgan belki A2 - 23.11.59 strzatka ugiecia
f miata Srednig wartosS¢ okoto 4,60 mm, za$ strzatka f
wnosita 2,08 mm. H
Wobec tego

f=-533+ 2,08+ 4,60 "+ 1,35,

czyli

f>0

oraz

ci 483 *fS =7B%Hh -

Porownanie czestosci drgan belki A2 - 23.11.59 z czestoscia-
mi drgan belek Az potwierdza wniosek bi) ze str.30. Wnio-
sek d) z tejze strony potwierdzony juz przez badanie belki
A2 - 26.11.59 znalazt jeszcze raz potwierdzenie w wynikach
badan belek C2. Dla obydwu tych belek f =0,66 mm, za$
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Srednia wartos¢ f dla belki C2 - 27.2.60 wynosita*

+1947 mm9 a dla belSi C_ - 904060 + 0S614 mm. Biorgc pod
uwage strzatki ugiecia f podane w tablicy 10 stwierdzamy,
ze przy rejestracji obydwu belek byto

wobec czego intensywniejsze sprezenie belki 02 - 9.4.60
dato w efekcie mniejszg czestosC drgan.

Sprezenie ma niewgtpliwie wptyw rowniez 1 na drgania
belek w ptaszczyznie poziomej,, Do tego zagadnienia wrocimy
jeszcze w dalszych rozwazaniach,, Teraz zauwazmy tylko w ko-
lumnie 13 tablicy 10 wyrazng roznice miedzy czestosciami C
drgan poprzecznych poziomych belek Cz i czestosSciami takichze
drgan innych belek grupy °"C0 Zauwazmy tez, ze czestosS¢ drgan
w ptaszczyznie poziomej belek Al 1 Bl jest wyzsza przy in-
tensywnie jsjsym sprezeniu0

Czestos¢ drgan podtuznych (kolumna 14 tablicy 10) jest
na ogot bliska czestosci poprzecznych drgan pionowych.
110SC pomiardw nie byta tu zbyt wielka 1 dlatego wyniki
trzeba traktowaC jako orientacyjne.

3™M= THumienie drrean belek doswiadczalnych

Wartosci logarytmicznego dekrementu tdumienia obliczone
na podstawie wibrograméw za pomocg wzoru (87) zestawiono
w tablicy 11. Podano tu rowniez wartosci wspofczynnikow thu-
mienia o (drgania pionowe-} 1 ~ (drgania poziome) obliczone
ze wzoru

(88)

zastosowanego juz uprzednio na str«,82. N trzech kolrminach

tablicy 11 odnoszacych sie do drgan poprzecznych pionowych
mamy kolejno%

- logarytmiczny dekrement tdumienia drgan wywodanych
nagtym przerwaniem dziakania sity P,
- logarytmiczny dekrement tdumienia drgan wywodanych
u uderzeniem,

123



N - Srednig warto$¢ logarytmicznego dekrementu tdumienia
obliczong ze wszystkich wibrograméw uzyskanych w
trakcie badania drgan pionowych danej belki sprzy
czym dla kazdego zarejestrowanego cyklu drgan wyzna-
czono kilka wartosci wzglednie z roznych
czesci wibrogramu).

Analogiczne znaczenia majg symbole 1p, i w odnie-

sieniu do drgan poprzecznych poziomych.

Studiujac tablice 11 stwierdzamy,® ze logarytmiczny de-
krement tdumienia jest cechg ustroju, a nie cechg materiatu.
Istotny wptyw na wielkosS¢ logarytmicznego dekrementu tdu-
mienia drgan belek doswiadczalnych miata sztywno$¢ tych be-
lek na zginanie, wieksze tdumienie wystepowato w zasadzie
w belkach o wiekszej sztywnosci.

Stwierdzamy dalej, ze thumienie drgan pionowych wywotanych
uderzeniem jest na ogo+ wieksze niz thumienie takesLize drgan
wywodanych nagtym przerwaniem dziatania sity. y/yrazny wptyw
na wielkos¢ thumienia wywiera sposob sprezenia. Najmniejsze
wartosci logarytmicznego dekrementu tdumienia stwierdzono

w przypadku belek sprezonych osiowo, najwieksze za$ w przy-
padku belek sprezonych kablem parabolicznym, orednio biorac,
thumienie drgan belek zelbetowych jest wieksze od thumienia
drgan sprezonych. Drgania belek posiadajgcych zbrojenie
konstrukcyjne ze stali miekkiej charakteryzowaty sie mniej-
szym tdumieniem, Ha podstawie przeprowadzonych badan nie
mozna jeszcze okres$li¢ wpdywu sposobu powigzania kabla z
belkg na wielko$¢ tdumienia. W belkach strunobetonowych

ze strunami rozdozonymi w dwéch warstwach lezgcych w poblizu
skrajnych wkokien stwierdzono wieksze ttumienie niz w bel-
kach sprezonych mimosrodowo kablem prostym lub strunami sku-
pionymi w poblizu dolnej granicy rdzenia. THumienie drgan
belki strunobetonowej B3 byto rowniez wyraznie wigksze od
thumienia drgan belek Bl sprezonych kablem parabolicznym.

W belkach grupy A 1 B (z wyjatkiem belki B3) tkumienie
drgan poziomych byto na ogdét znacznie wieksze niz tdumienie
drgan pionowych. Odwrotna sytuacja by#a w grupie belek C
(znowu z wyjatkiem belki strunobetonowej G3).

3.5» Dynamiczny modut sprezystosci betoau

Znajac czestosC podstawowg n , nietdumionych drgan
pionowych doswiadczalnej belki wolnopodpartej mozemy okre-



Sym-
bol
belki

Al(2)
AL(C) .
Al

A2

A2

A. Xn)
A3(2)
A3
A3(n)
Az

Az

Bl
Bl1b)
B2

B3

o]

C1
cl(n)
c2(n)
c2

C3

Cz

Cz

Data
betono-
wania

17.
12.

23.
26.
14.

22.

14.
18.
30.

14.
21.
25.

18.
19.

11.

[S I

11.

11.

.12,

S~

11.
11.

59

.60
.60

59

.60
.59

.60

60

59

.60
.6.0
.60

59
59

Charakterystyki

Logaryl miczny dekre-
ment t2umienia drgan
pionowjch

"p
0,0654
0,1094
0,1030
0,0718
0,0835
0,1271
Q,0680
0,0635
0,1016
0,0848
0,0893
0.0755
0,0878
0,1201
0,5030
0,2655
0,2773
0,1572
0,1580
0,1729
0,2780

0,3037

~u

0,0726

0,1224
0,1111

0,1222

0,0841
0,1103
0,1318
0,0895
0,0846
0,0848
0,1566
0,5778
0,3346
0,3503
0,1712
0,2259
0,4913
0,3091
0,5136

0,0669
0,1159
0,1076
0,0718
0,0835
0,1253
0,0680
0,0635
0,0841
0,1062
0,1068
0,0894
0,0812
0,0868
0,1386
0,5338
0,2985
0,2924
0,1626
0,1859
0,2525
0,2858

0,3831

thumienia drgan

Wspod-
czyn-
nik
thu-
mienia

2
0,0106
0,0184
0,0171
0,0114
0,0133
0,0199
0,0108
0,0101
0,0134
0,0169
0,0170
0,0142
0,-0129
0,0138
0,0221
0,0847
0,0475
0,0465
0,0259
0j0296
0,0401
0,0454

0,0609

Logarytmiczny dekre-
raent tdumienia drgan

poziomych

HP HU
_0,1710
0,1140
0,296« 0,2"189
0,2880 10,2630

0,3795 -
0,1373

- -
0,4354 0,4930
0,4762
0,2083 0,2107
0,0906 0,0974
0,2194 0,1391
0,1209 0,1446
- - 0,5220
0,1536 0,1993
0,1835 0,1392
0,1569 0,1634
0,2065 0>1660
0,3999 0,4493
0,4225 0,19132
- 0,2256

0,1430
0,2334
0,2742
0,3795

0,1373

0,4700
0,4762
0,2099
0,0949
0,1443
0,1378
0,5220
0,1969
0,1515
0, 16.12
0,1775
0j4328
0,2527
0,2256

Tablica 11

Wspot-
czyn-
nik
thu-
mienia
*H
0,0228
0,0371
0,0436-

0,0602

0,0218

0,0746
0,0756
0,0334
0,0151
0,0230
0,0219
0,0828
0,0313
0,0241
0,0256

0,0282

.0,0687

0,0402

0,0359
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Sli¢ dynamiczny modut sprezystosci betonu za pomocg naste-
pujacego wzoru3

(89)

wywodzgcego sie z (86), przy czym

mee VTTT

na podstawie monografii [10]Jo Jak juz stwierdzono na str«81,
wpdyw tdumienia na czesto$¢ drgan belek doswiadczalnych jest
niewielki 1 mozna go poming¢. Dla najwiekszej wartosci

Q a 0,0847 figurujacej w tablicy 11 (belka C1 - 21.11,59)
otrzymujemy

nnta @ ————- — 1,004 n.
M - 0,0847°

Wzor (89) wazny jest dla belek niesprezonych.
Dla belek sprezonych osiowo

(91)
J @l

co wynika bezposrednio ze wzoru (12). Wzér (91) znajdzie row-
niez zastosowanie w przypadku belki sprezonej kablem para-
bolicznym o zerowym mimosrodzie w przekrojach podporowych*
Modut sprezystosci betonu w belce sprezonej mimosSrodowo ka<=
blem prostym obliczsray ze wzoru

2 4 2
2 --13S- L -_ mms- (02)
d / . f2 9] v2,r2 j~ .

ktory otrzyoujemy przeksztatcajgc odpowiednio wzor (69)



aym-
boi
bel-
ki

Al
Al
Al
A2
A3
A3
A3
Az
Az
B1
B1
Cl
Cl
C1
Cc2
Cz

Cz

Data
betono-
wania

17.

12.

23.

22.

14.

18.

30.

21.

25.

27.

18.

19.

11.

11.

J11.

11.

11.

10.

x4

11.

11.

.12,

11.

11.

59

.60

.60

59

59

.60

.60

59

59

60

59

59

.60

59

59

Wytrzy-
matosc
betonu

kG/cm2

430
445

545

550
510
540

500

Dynamiozny

Ed

kG/cm2

4

329100
247900

286100

349000
307900
324600
336500
353300
310400
336800
396400
378000
375000
315000
367100

331400

modut sprezystosci
i/ytrzyma-
+os¢ be-
tonu w
dniu pomia-
ru czasu
przejsécia t*m ~ I
fali ultra-
dzwiekowej
kG/cn2
wg . 6
_ 385200
_ 338600
- 368600
480 339000
- 400200
540 401000
- 354100
520 369300
590 350300
- 367400
- 437900
- 401300
- 367500

Ed

£t w kG/cm2

416200

365900

398300

366200

43240D

433200.

382600

399000

378400

396900

473200

433600

397100

Teblica 12

8
431500
379300
412900

379700

448300
449100
396600
413600
392300

411471

490500

449500

411700
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Dla grupy A belek doswiadczalnych

J = 4860 cm4dg qgb 0,45 kG/cmO

2
Wobec tego przy g = 98% cm/sek

WV J - ft
Ed a 2030,37 n2 - 4,80 SO (93)
Dla grupy E
J 5832 cm4, g a 0,54 kG/cm,
Ed « 2030,64 n2 - 4,00 S. (94)
Dla grupy C
J = 22500 cm4, qa 0,73 kG/cm,
Ed = 711,54 n2 - 1,04 Ss (95)

Eiorgc wartosci n z kolumny 10 tablicy 10 i1 sity S
wykorzystywane juz przy okreslaniu naprezen figurujacych
w kolumnach 5 i 6 tejze tablicy obliczono wartosci modutdow
sprezystosci E, zestawione w tablicy 12« Modut sprezysto”
Sci betonu w belce C2 - 27#*2%,60 obliczono wstawiajgc do wzo-
ru (95) Srednig wartos¢ n otrzymang z kilku wibrograméw
ilustrujacych drgania belki niesprezonej (S a 0) wywodane
uderzeniem» Chcagc obliczy¢ modut sprezystosci betonu w belce
sprezonej mimosrodowo kablem prostym trzeba zna¢ wspdétczyn~
nik V, ktory odpowiada danemu cyklowi drgans Przy rejestra-=
cji jednego z cykli drgan belki A2 - 23.11.59 byto f a
s 5,06 mm oraz n - 13,782 Hz®
Ze wzoru (49)

4.B.F 4.8 % . P 5 52
£+ ]—B—“—5+ 533 + 908 F 506 ¢ . *

o0
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Wykorzystujac rysunek 6 znajdziemy £ - 0,1.
Wobec tego

V =1+ « 1,064.

Ze wzoru (92) otrzymujemy

X 0.45 x 4804 x 13.7822 4802 x 9948
28 x 981 x 4860 x 9,87 ““1,13 x 4860 x 9,87 “¢

4
1,

~d
m 260000 kG/cm2

Podane w tablicy 12 moduty sprezystosci betonu w belkach Az
i Cz zostaty obliczone bez uwzglednienia zbrdjeniaO Po uwzgle-
dnieniu zbrflgénia otrzymamy?

dla belki Az - 14.11.59:

J== 6095 cm4 = 1,254 Jb,

E = = 268300 kG/cm2,
a 1,04

dla belki Az - 18.11.59:
i

Ed =  254Q™ = 281700 kQ/cm2,

dla belki Cz - 18.11.59:

J=+= 1,196 Jb,

Bd = V9 (T <“306900 kG/cm2,

dla belki Cz - 19.11»59:

Ed " ?3j9%Q = 277100 kG/cm2.
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_ Srednia warto$¢ moduku sprezystoséci obliczona na podsta-
wie tablicy wynosi

Ed, = 334000 kG/cm2

P.P. Miler [14] zaleca dla marek betonu od 300 do 600
Srednig wartosc

Edg% = 320000 kG/cm2

'/ dniu 5.1101960 r. przeprowadzono pomiar czasu przejscia
przez belki doswiadczalne podtuznych fal sprezystych. Pomia-
ru dokonano za pomocg betonoskopu impulsowego BJ-6 nr 5912
wyprodukowanego przez Zakdad Badania Drgan Instytutu Podsta-
wowych Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nguk. Przy kaz-
dym pomiarze gtowice betonoskopu byty przyktadane do koncow
belki, wobec czego droga przebyta przez nadane impulsy réw-
nata sie catkowitej ddugosci 1 danej belki, Znajac czas t
przejscia impulséw przez beton i1 droge 1 mozna juz wyzna-
czy¢ predkos¢ podtuznych fal sprezystych

VL - [m/sek]

Pr?dkoéé ta zwigzana jest z dynamicznym modutem sprezystosci
zaleznoscig

(96)

ktérej wyprowadzenie dla przypadkux-= 0 mozna, znaleZz¢ w mo-
nografii gﬂ: Zaleznos¢ (96) podawana jest w wielu pracach,
m.in,, w [3] 1 [5

Z (96) otrzonujemy

E . JL—@A. ] +l£)=r}i£i - 2Ju) (97)
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Po wprowadzeniu oznaczenia

CL +n) (- - 2fi) M

1 -fi e
] . _ 2 _ 3
i przyjeciu g = 9,81 m/sek™ oraz = 2,5 T/m
Ed = 0,255 . me [T/m2] (98)

7i tablicy 12 podano wartosci Bdi obliczone dla 3-ch
wartosci stosunku odksztatcenia poprzecznego do odksztatce-
nia podtuznego, a mianowicie:*=" A il - Odpo-

wiednie wartosci wspotczynnika mg wynosza;
m >0,833..., s - 0,9, me®0,933...,

a wzor na modut sprezystosci przyjmuje kolejno nastepujace
postacie:

= 0,0212 V, [kG/cm2 99
AR L L 1 (99)
\ ¥ -_rs =0,0229 VE (992)
=, (M-_?_) = 0,0238 V? (99b)
i

Predkos¢ fal sprezystych ma w powyzszych wzorach wymiar
m/sek.

Ha podstawie wyrywkowych badan przy uzyciu sklerometru
(rys.30) stwierdzono, ze w okresie okoto 2-ch miesiecy dzie-
lacym badania dynamiczne od pomiaru czasu przejscia przez
beton fal sprezystych wytrzymatosS¢ betonu w belkach doswiad-
czalnych wzrosta o okoto 6,5/%» Jest to nieco mniej nizby
wynikato z danych Saligera (Saliger R. : Der Stahlbetonbau.
Wieden 1949, str.,53). Jesli zatozylibySmy podobny wzrost
dynamicznego modutu”sprezystosci, to najblizsze rzeczywisto-
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Sci okazatyby sie te jego wartosci, ktdére odpowiadajg sto-

sunkowi odksztatcen”= ~A\.1m brednia z 13-u wartosci obli-
czonych za pomocg wzoru *99) wynosi 375400 kG/cm , za$S Sre-
dnia wartos¢ E, z,kolumny 4 tablicy 12 powigkszona o 6,5/5
wynosi 355700 kG/cm .

Pomiar czasu przejsScia fal sprezystych przez beton belek
A3 - 5s4060, Az - 14.11.59, Bl - 5*4.60 1 C2 - 27.2.60
ilustrujg przyktadowo rysunki 141-144»

3»60 Wptyw intensywnosSci sprezenia na parametry ruchu drga-
1aesso

Dla okreslenia wptywu intensywnosSci sprezenia na czestos¢
drgan wkasnych, tdumienie i1 wspétczynnik dynamiczny poddano
specjalnym badaniom 3 belki doswiadczalne, a mianowicie;

A2 7-1404«.60, A3 m504»60 1 02 = 27.2.600 Badania te po-
legaty na rejestrowaniu drgan belek przy roznych stopniach
sprezenia, tznO przy roznych wartosciach sity sprezajacej.
Drgania belek A2 - 1404=»60 1 A3 - 5«4<>60 rejestrowano
przy szeSciu stopniach sprezenia, a drgania belki 02 -
27.2.60 przy pieciu stopniach. Podobnie jak przy badaniach
poprzednio opisywanych, belki byty wprawiane w ruch drga-
jacy przez nagte przerwanie dziatania sity i1 przez uderzenie.
Po zrealizowaniu danego stopnia sprezenia rejestrowano @
najmniej 6 cykli drgan pionowych wywotanych nagtym przer-
waniem dziatania sity, 3 cykle drgan pionowych wywotanych
uderzeniem oraz 6 cykli drgan poprzecznych poziomych (w tym
3 wywotane nagtym przerwaniem dziatania sity pionowej i 3
wywotane bocznym uderzeniem)® W niektorych przypadkach ilosc
zarejestrowanych cykli drgan byta wieksza od minimalnej*,

Ha rysunku 145 uchwycono moment osiggniecia jednego ze
stopni sprezenia belki A3 - 5.4=>600 Ha pierwszym piani o wi-
dzimy tu urzadzenie naciggowe sktadajgce sie z prasy hydrau-
licznej o podwojnym dziataniu i1 pompy olejowej. Odczyt jedne-
go z manometrow tej pompy stanowit podstawe do okreSlenia
sity sprezajacej przy danym stopniu sprezenia.

Ha rysunku 145 wida¢ réwniez urzadzenia do-wzbudzania i re-
jestracji drgan w stanie bezposrednio poprzedzajgcym nada,-
nie belce ugiecia poczatkowegoe

Wibrogramy ilustrujgce drgania belki A2 - 14 .4.60 przy
niektorych stopniach sprezenia przedstawiono na rysunkach
146 - 153. Wibrogramy obrazujace drgania belki A3 - 5.4.60
mamy na rysunkach 154-159, za$ drgania belid. 02-27*2.»60 przy
roznych stopniach sprezenia znalazty odzwierciedlenie na
rysunkach 160-170.
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Rya.l#1 aj ~ 5.4.b0 t = ¢(3 x 50 X 10_6 sek

1 » 4*998 m « 4346 m/sek

Rysuld2 Az - 14.11.59 245 X5 X 10 s6k
1 s 5,003m, vL * 4084 m/sek



C2 - 27.2.60 t =23z 50 X 106 sek,
1 85»000m V » 4348 m/sek

mR)s.144

Rys, 145
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STyniki badan belek A2 - 14«4U60S A3 * 504060 i C2 = 27020
60 zestawiono w tablicach 1.3-180 <

Tablice 13 1 17 zgodne sg w zakresie drgan pionowych
z wnioskami c|] 1 d) na str.30. W tablicy 13 podano Srednie
wartosci czestosci drgan uzyskanp z wszystkich zarejestrowac
nych przy danym stopniu sprezenia cykli drgano Foczatkdws
ugiecia T (kolumna trzecia tablicy 13) obliczano tu w opar«
ciu o rysimek 8 1 wzor (18) przyjmujac za T Srednig z
pomiarow dokonanych przy rejestracji drgano Skdadowe ugiecia
pociotzace od sprezenia 1 ciezarka wkasnego wynosity tu

fg, a - 0.000073 o Si fq s 2,63 mmO

Znajac wartosci f 1 f mozna byto juz ze wzoru (48)
obliczy¢ CL i korzystac¢”z odpowiednio wykonanych rysunkéw
6 1 70 Podane w tablicy 17 czestosci rip obliczano tylko
na podstawie tych wibrogramowf przy uzyskiwaniu ktorych sto-
sowane byty te same wartosci fpo Ugiecia fg dla kazdego
stopnia sprezenia byty tu mierzone za pomocg< czujnikas a
ugiecie wywotane ciezarem wkasnym wynosido w przyblizeniu
0,765 mm*

Tablica 15 zawierajgca wyniki badan belki A3 - 504<>60
potwierdza w catej pedni wzor (12) na str. >,13 e Wzrost in-
tensywnosci sprezenia osiowego powoduje réwniez wzrost czes-
tosci drgan poprzecznych poziomycli (patrz ostatnia kolumna
tablicy 15)®

W tablicach 13 i1 17 odnoszgcych sie do przypadku spre-
zenia. mimosrodowego kablem prostym mozna zauwazyC pewng ten-
dencje wzrostu czestosci poziomych drgan poprzecznych wraz
ze wzrostem sprezenia,-"

Wzrost intensywnosSci sprezenia osiowego powoduje dosc
wyrazny spadek wartosci logarytmicznego dekrementu tdumie-
nia 1 wspotczynnika tdumienia poprzecznych drgan pionowych
(tablica 16)»

Daje sie tu-rowniez zauwazyC tendencja do spadku tdumienia
drgan poziomych ze wzrostem sprezenia»

Intensywniejsze sprezenie powodowato réwniez spadek thu=

mienia drgan poprzecznych pionowych 1 poziomych belki C2 -
- 27c2c60 (tablica 13),, Tendencja do spadku tdumienia drgan
poziomych i pionowych drgan wywodanych uderzeniem wystgpita
przy badaniu belki A2~- 14e4e60c Dat sie tu jednak zauwazyc
pewien(nieregularny zresztg) wzrost tdumienia drgan piono-
wych wywotanych nagtym przerwaniem dziatania sity.
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307. Wspotczynnik dynamiczny

Nagte przerwanie dziatania na belke skierowanej pionowo
w dot sity mozna potraktowaé jako réwnowazne przytozeniu
do belki w sposoby dynamiczny sity o tej samej wielkosci ale
skierowanej odwrotnie. Przez wspotczynnik dynamiczny”bedzie-
my tu rozumie¢ stosunek najwiekszego wychylenia belki Amax
po nagtym przerwaniu dziatania sity o wartosci Pg, do ugiecia
statycznego fsw wywodanego sitg narastajaca powoli od zera.
do wartosci P.

Najwieksze rzeczywiste wychylenie otrzymuje sie
jako iloraz wychylenia A* odczytanego z odnosnego wibro*-
gramu i powiekszenia rzeczywistego p zrealizowanego przez
wibrograf Geigera (tablica 8). Wobec tego

9 - 110
st w 110%)

Wielkosci T , byty mierzone za pomocg czujnika przy re-
jestracji kazdego cyklu drgan wywotanych nagtym przerwaniem
dziatania sity. Srednie (dla kazdej belki) wartosci wspot-
czynnikéw dynamicznych obliczone =z, pomocg wzoru (100) zesta-
wiono w tablicy 19»
Wspbétczynniki dynamiczne odpowiadajgce poszczegOlnym stop-
niom sprezenia belek A2 - 14*4.60 i1 A3 - 5*4*60 podano w
tablicach 14 i1 16. Widzimy, ze przy wyzszych stopniach spre-
zenia (200 1 240 w przypadku belki A2 - 14_.4*60 i1 160, 200
oraz 240 w przypadku belki A3 - 5*4.60) wspotczynniki dyna-
miczne majg wieksze wartosci niz przy nizszych stopniach
sprezenia.

Uzalezniajac wspdétczynnik dynamiczny od rozpietosci np.
weddug wzoru

f "1+ 0,31 *2

podanego w lloimatywie Technicznym projektowania mostow na
drogach samochodowych opracowanym przez BPBK . Katowice
otrzymalibysmy jedna dla wszystkich belek doswiadczalnych
wartos¢é
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W tablicy 19 widzimy duze zréznicowanie Srednich wartosci
od 1,13 do 1,54. Wartosci <. odpowiadajace poszczegdlnym
cyklom drgan jeszcze bardziej roznity sie miedzy sobg, a
niektore z nich przekraczaty nawet liczbe 2.

Tablica 19
Wartosci wspotczynnika dynamicznego
Symbol  Data be- Wspot- Symbol  Data be- Wspot-
belki tonowania  czynnik belki tonowa- czynnik
dynamiczny nia dynamiczny

Al 17.11.59 1,13 B2 5.4.60 1,14

Al 12. 4.60 1,54 B3 14.11.59 1,32

Al 5. 5.60 1,40 C1 21«11.59 1,13

A2 23.11.59 1,17 01 25*%11.59 1,15

A2 14. 4.60 1,26 C2 27. 2.60 1,47

A3 22. 1.60 1,18

Az 14.11.59 1,20 C2 9. 4;60  1;i9

Az 18.11.59 1,14 C3 3« 5.60 1,13
B1 30.10.59 1,25 Cz  18.11.59 1,26
BI 5. 4.60 1,18 Cz 19.11.59 1,18
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