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PIONOWE DEFORMACJE GÓROTWORU 
PRZY EKSPLOATACJI GÓRNICZEJ

S t r e s z o z e n l e . W a r t y k u l e  wyprowadzono 
wzory na n a o h y l e n i a ,  krzywizny i  s k r ę ­
c e n i e  g e o d e z y j n e  przekrojów pionowyoh  
n i e c k i  o s i a d a n i a  przy e k s p l o a t a o j i  w 
k s z t a ł o i e  p r o s t o k ą t a .  Omówiono zagad­
n i e n i e  wyznaczan ia  t y c h  d e f o r m a c j i  w 
ró żny ch  k ie r u n k a c h .  Podano wzory na 
o k r e ś l a n i e  kierunk u i  w a r t o ś o i  nachy­
l e n i a  maksymalnego o r a z  kierunków i  
w a r t o ś o i  krzywizn g łó w n y ch .  P o n a d t o ,  
w o p a r c i u  o u ło ż o n e  na p o d s t a w ie  pod­
stawowego wzoru t e o r i i  T .  Kochmań­
s k i e g o  równanie  p o w i e r z c h n i  n i e c k i  
o s i a d a n i a -  wyprowadzono równania r ó ż ­
niczkowe i z o l i n i i  o s i a d a n i a ,  krzywej  
n a j w i ę k s z e g o  s p a d k u ,  l i n i i  k rzy w iz ­
nowych 1 a s y m p t o t y c z n y c h .

1 .  Wstęp

Do pionowych d e f o r m a c j i  góro tw oru  przy e k s p l o a t a c j i  g ó r n i o z e j  
autor z a l i o z a  t e  d e f o r m a c j e ,  k t ó r e  w y s t ę p u j ą  w p rze k r o ja o h  
pionowych g ó r o t w o r u .  Do podstawowych wskaźników d e f o r m a c j i  
pionowych n a l e ż ą :  o s i a d a n i a ,  n a c h y le n i a  i  krzywizny l i n i i  
poz iomych,  o d c h y l e n i e  szybu od p ionu o ra z  krzywizna s z y b u .  
O s i a d a n i a ,  jako z j a w is k o  n a j l e p i e j  poznane i  o p i s a n e  odpowied­
nimi  formułami matematycznymi n i e  będą w a r t y k u l e  omawiane,  a 
opracowanie  wzorów na o d c h y l e n i e  szybu od pionu i  krzyw iznę  
szybu p rze w id u j e  s i ę  w n a s tę p n e j  p u b l i k a c j i  a u t o r a .

Dla p o z o s t a ł y c h  d e f o r m a c j i ,  a o s k o l w i e k  b e z p o ś r e d n i o  w y n l -  
k a j ą o y c h  z z a i s t n i a ł y c h  o s i a d a ń  czy  r a c z e j  r ó ż n i c  o s i a d a ń  są ­
s i e d n i c h  punktów p o w i e r z c h n i ,  b r a k  b y ł o  do niedaw na  ś o i s ł y o h  
wzorów u m o ż l i w i a j ą c y c h  p e ł n ą  a n a l i z ę  wpływu e k s p l o a t a c j i  na 
p o w i e r z c h n i ę  pod Ifątem t y c h  w ł a ś n i e  d e f o r m a c j i .  V7 o s t a t n i m  
c z a s i e  wzory t a k i e  z o s t a ł y  wyprowadzone w p r a c y  [?]  na p o d -
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s t a w i e  t e o r i i  T .  Kochmańskiego. T r e ś o i ą  n i n i e j s z e g o  opracowa­
n ia  j e s t  a l t e r n a t y w n e  r o z w i ą z a n i e  te g o  samego z a g a d n i e n i a .  
P o n a d t o ,  d z i ę k i  za s t o so w a n iu  równania p ow ie rz o hn i  n i e c k i  o s i a ­
d a n i a ,  wyprowadzono równania ró ż n icz ko w e  i z o l i n i l  o s i a d a n i a ,

t y c z n y o h  n i e o k l  o s i a d a n i a .
W a r t y k u l e  podano wzory og ó lne  d o t y c z ą c e  omawianych d e f o r ­

m a c j i ,  ważne d la  każdej  t e o r i i  o p i s u j ą c e j  pow ierzch n ię  n i e o k i  
o s i a d a n i a  oraz wzory s zc z e g ó ł o w e  d la  e k s p l o a t a c j i  w k s z t a ł c i e  
p r o s t o k ą t a ,  wyprowadzone na p ods taw ie  t e o r i i  T.  Kochmańskiego  
[ 3 ] .  Wzory o g ó l n e ,  u j ę t e  w pewien o ią g  w y n ik a n ia ,  są  wzorami  
t e o r i i  pola  s k a la r n e g o  [ 4]  i  g e o m e t r i i  ró żn io zk o w ej  [1 ] odpo­
w ied n io  przystosow anymi d la  p o t r z e b  n i n i e j s z e g o  opracow ania .

Wzory sz c z e g ó ło w e  d o t y c z ą  e k s p l o a t a o j i  pokładu poziomego .

2 .  N a o h y len ia  t e r e n u

2 . 1 .  Wzory og ó lne

Załóżmy,  że  znane nam j e s t  równanie  p o w ierz o h n i  n i e o k i  o s i a ­
da n ia  we wspó łrzędnych  p ro s to k ą t n y ch :

Wtedy n a c h y l e n i e  p rz e k r o ju  pionowego n i e c k i  r ó w n o le g ł e g o  do 
o s i  x  w dowolnym punkcie  ( x , y )  w y n i e s i e :

W c e l u  o k r e ś l e n i a  n a c h y le n i a  n i e o k i  w punkcie  i x Q, y 0 ) i  w 
kierunku dowolnej  p ó ł p r o s t e j  p o rów naniach:

krzywej  n a jw ięk s ze g o  spadku o raz  l i n i i  krzywiznowiyoh i  asym pto-

W -  W ( x , y ) ( 1 )

d w
( 2 )

A n a l o g i c z n i e  mamy w kierunku  równoległym do o s i  y:

( 3 )

X =» XQ + t OOSOC ( 4 )

y » y0 + t  s in « ( 5 )
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g d z i e :
t  -  parametr;  t > 0
oC -  kąt  n a o h y l e n i a  p ó ł p r o s t e j  p do o s i  x ,  

ob l i c zam y t z w .  pochodną kierunkową:

Tp ( x , y )  « dp ~  -  Tx ( x , y )  oosec + Ty ( x , y )  sincC ( 5 )

Kierunek n a jw ięk s ze g o  n a o h y le n ia  zn ajdziemy r o z w lą z u ją o  
względem <x ró w nanie:

dTr,
T k  *  0

Otrzymamy s t ą d :

T_

x

g d z i e :
<*B -  kąt między o s i ą  x ,  a kieru nk iem n a jw ięk s ze g o  n a c h y le ­

n ia  n i e c k i .

Na p o d s ta w ie  związków ( 5 )  i  ( 6 )  ob l i c zy m y w i e l k o ś ć  najwięk ­
sz ego  n a c h y le n i a  ( d ł u g o ś ć  g r a d i e n t u  f u n k o j i  s k a l a r n e j  W) 
n i e o k i  w danym p un k c ie :

Tm( x , y )  -  | g r a d  w |  m U Ę  + T* ( 7 )

K o r z y s t a ją o  z ( 6 )  o k r eś l im y  równanie  ró ż n icz ko w e  l i n i i  n a j ­
w ięk sze g o  spadku:

T ( x , y )
y f x ) - f ^ T I 7 y ł  ( 8 >

Łatwo wykazać,  ż e  k ie ru ne k  n a o h y l e n i a  zerowego,  c z y l i  i z o -  
l i n i i  o s i a d a n i a  w danym pun koie  j e s t  p r o s t o p a d ły  do kierunku  
n a jw ięk s ze g o  n a c h y l e n i a .  Mamy w ięo :
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g d z i e :
c<0 -  kąt między o s i ą  x ,  a k ierunkiem n a c h y le n i a  zerowego.

A n a l o g i c z n i e  do ( 8 )  otrzymujemy na podstaw ie  wzoru ( 9 )  rów­
nanie  ró żn icz ko w e  l z o l l n i i  o s i a d a n i a :

T ( x , y )
y ( x )  *  "  F"7 x j y 7  i10)

v

Jako u z u p e ł n i e n i e  warto j e s z c z e  odnotować wynikające  z (5 )  
wzory t r a n s f o r m a c y j n e  na n a c h y le n i a  p o w ie r z c h n i  w kierunkaoh  
r ó w n o l e g ł y c h  do o s i  układu ( £ , ? )  obróconego względem układu  
( x , y )  o kąt oC :

* Tx ooscC+ Trainee

■ -  Tx sinoc + T r o s c e
( 1 1 )

Z ( 1 1 )  wyn ika ,  wiadomy już na p ods taw ie  ( 7 )  związek:

Tx + Ty * T|  + Tl  “ Tm ( 1 2 )

c z y l i  suma kwadratów naohyleń  w dwu p r o s t o p a d ły c h  kierunkaoh  
j e s t  w i e l k o ś c i ą  s t a ł ą  d la  danego punktu i  równa s i ę  kwadratowi  
n a c h y l e n i a  maksymalnego w tym p u n k c i e .

2 . 2 . Wzory s zc zeg ó ło w e

Rozpatrzmy e k s p l o a t a c j ę  w k s z t a ł c i e  p r o s t o k ą t a ,  z k tó rą  n a j c z ę -  
ś o i e j  spotykamy s i ę  w pra kty ce  g ó r n i c z e j .

O s ia d a n ie  punktu l e ż ą c e g o  w początku układu współrzędnych  
pod wpływem wybrania p ro s t o k ą ta  o bokach ró w n o l e g ł y c h  do o s i  
układu wspó łrzędnych  ( r y s .  1)  wyraża s i ę  w t e o r i i  T.  Kochmań­
s k i e g o  wzorem:

W -  f dx f e x p i -  ( I E ł ! )  ]  dy
r f .  C i  J  L r o
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y

n

A V \ \ \ N A ^ A

\ m

-

*

k 1

Rys* 1 . Rzut rozpatrywanego k s z ta ł t u  e k sp lo a ta cj i  na powierzoh-
nlę z ie n i

gdzie:
a -  współczynnik zależny od sposobu kierowania stropem,

g -  grubość pokładu,

r Q, b -  parametry t e o r i i

r^.C — czynnik normujący całkę we wzorze)

b+00 -foo W

c -  C ( b )  •  y  d4  J exp[-  (ę,2+ * ? ) ]

Dla oblic zen ia osiadania dowolnego punktu ( x , y ) ,  należy w 

powyższym wzorze odpowiednio zmienić granice oałkowanla.

Kamy więo*

l - x  n-y i r 2— 2  *
W ( x , y ) -  . f  ds f  exp[— f - i y L ) ] dt ( 1a)

r o*C k-x  m-y 0
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Równanie ( 1 a )  J e s t  szukanym równaniem p o w ie r z c h n i  n i e c k i  
o s i a d a n i a .

Na p o d s t a w ie  ( 2 )  znajdujemy n a c h y l e n i e  p rze k r o ju  pionowego  
n l e o k i  r ó w n o l e g ł e g o  do o s i  x:

Układ w spółrzędnyoh  można zawsze ta k  d o bra ć ,  żeby  w bada­
nym punkoie  l e ż a ł  p o c z ą t e k  u k ła d u .  W punkcie  ( 0 , 0 )  mamy:

g d z i e :

k , l , m , n  -  o d l e g ł o ś c i  badanego punktu od odpowiednich  krawę­
d z i  e k s p l o a t a c j i

A n a l o g ic z n y  wzór otrzymujemy d la  kierunk u o s i  y:

O b l io zo n e  wzorem ( 2 a )  lub ( 3 a )  n a o h y l e n i e  n l e o k i  b ę d z ie  do­
d a t n i e ,  gdy t e r e n  opada w dodatnim kierunku danej o ś i ,  a ujem­
n i e ,  gdy t e r e n  w z no s i  s i ę .  To samo d o t y c z y  n a o h y len ia  n i e c k i  
w kierunku dowolnej  p ó ł p r o s t e j  (wzór 5)  wyohodząoej z badane­
g o  punktu.

Kierunek n a jw ię k s ze g o  n a c h y le n i a  w punkoie ( 0 , 0 )  znajdziemy  
ze  wzoru:

Tx ( x , y  )■

k
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tgcCn

/ H
k__ ;

/{exp[- ]- eip[- (î ’]

„dx

dy

( 6 a )

W ielk o ść  maksymalnego n a o h y le n ia  o b l i c zy m y  według wzoru 
( 6 ) .  Równanie ró ż n iczko w e  krzywej  n a jw ię k s z e g o  spadku b ę d z ie  
n a s t ę p u j ą o e :

P -  -  —dx n-y

I  j « j [ _  , S E 5 Z , ] „  e i p [ -  ¡ £ ¡ ¡ ¡ 5 2 ,  ] ds

(8a)

/ K  -+
m-y

dt

Równanie ( 8 a )  j e s t  r o z w i ą z a l n e  j e d y n i e  metodami p r z y b l i ż o ­
nymi, przy zadanym z góry  warunku początkowym. Punktem o s o b l i ­
wym równania ( w ę z e ł )  j e s t  punkt l e ż ą c y  nad środkiem wybranego

p r o s t o k ą t a  ~^ ~ ) .

Kierunek  n a c h y l e n i a  zerowego (k i eru n ek  i z o l l n i i  o s i a d a n i a  
w danym p u n k o ie )  o b l i c zy m y  ze wzoru:

t g  <*,
-  1

c z y l i

* o  “ *m 1  9 0 ° ( 9 a )

I  w r e s z o i e  równanie  ró żn iczkow e  i z o l i n i i  o s i a d a n i a  b ę d z ie  

mieó p o s t a ć :
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ŁZ. = _ S=Ł 
dx l - x

" f  [ ° * Ą -  ( ' E S ) * ] -  « p [ -  ( V f l ^ ł t S t |j i-

( 10a )

[  J e x p [ -  ( V < W j f i d ) j .  « , [ _  (

ik - x

P un ktem osobl iwym r ó w n a n i a  ( ś r o d e k )  j e s t  punk t  ( «■•£---,

m + n ) .

R o z w i ą z a n i e  r ó w n a n i a  r ó ż n ic z k o w e g o  i z o l i n i i  o s i a d a n i a :

l - x  n~y

ds

k - x  m-y

j" d s  j  exp|^-f f\ S2+t 2 1L f *0 ’ J C 1 2 )

g d z i e :
D -  s t a ł a  c a ł k o w a n i a .

P r z y  danym warunku początkowym f x Q>y 0 ) mamy:

r 2 C
D “ W * „ « V  • - l i g

1"X n -y „o / » O
E Z , ] dy

k - x Q m-yQ

3 .  K rz y w iz n y p r z e k r o j ó w  pionowych n i e c k i

3 . 1 .  "'zor.y og ó ln e

K rz y w izn a  p r z e k r o j u  p ionowego w dowolnym p u n k c i e  ( x , y )  
i  w k i e r u n k u  ró w n o le g ły m  do o s i  x w y n i e s i e :



9 2W 0 2W
n/i 9 ?
x x    r r -   j

[1 *  ( | | >  f  (1 t  **> r
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B iorąc  pod urtagę, ż e  mianownik: powyższego wy rażen ia  w p r z ’ 
padku n i e c k i  o s i a d a n i a  n i e w i e l e  r ó ż n i  s i ę  od j e d n o ś c i ,  można 
p r z y j ą ó :

K * ( 1 4 )
x  d x

g d z i e :
Kx  -  p r z y b l i ż o n a  krzywizna p rze k r o ju  pionowego r ó w n o l e g ł e g o  

do o s i  x .

.Analogiczny wzór otrzymamy d la  kierunku  r ó w n o l e g ł e g o  do 
o s i  y:

K = ( 1 5 )
7 dy

W o e l u  o k r e ś l e n i a  krzywizny p rze k r o j u  pionowego w punkcie  
( x Q, y 0 ) i  w kierunku p ó ł p r o s t e j  p o równaniach  parametrycz­
nych ( 4 )  weźmy pod uwagę równanie  wektorowe krzywej  p o w s t a ł e j  z 
p r z e c i ę c i a  s i ę  p ł a s z c z y z n y  pionowej  p rze c h o d z ą c e j  p r z e z  p ó ł p r o -  
s t ą  p z p o w i e r z c h n i ą  n i e c k i  o s i a d a n i a :

r ( t )  » r( ’x ( t ) ,  y ( t ) ,  z f t ) )  ( 1 6 )

g d z i e :

x ( t ) * x Q + t  coseC 

y ( t ) * y Q + t s inoc

z ( t ) = W ( x ( t ) ,  y ( t ) )
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K rz yw izna  t a k  o k r e ś l o n e j  k rz y w e j  w y n i e s i e :

X n = te .*
!f I3

o o s 2«  + 2 — s i n a c o s c c +  £ - 2- s i n 2«  
d x  _____________ 9 x &y _________ d y d

(1 + T2 )2
t - 0  

g d z i e :

(wzór 5 )
Tp -  n a c h y l e n i e  n i e c k i  o s i a d a n i a  w k i e r u n k u  p ó ł p r o s t e j  p

j ą c :

2 ~P r z y j m u j ą c  a n a l o g i c z n i e  Jak  wyżej  » 0 o r a z  o z n a c z a -

d 2W „
? £ 3 y  a xy M 7 )

K -  p r z y b l i ż o n a  w i e l k o ś ć  s k r ę c e n i a  g e o d e z y j n e g o  p r z e -
g d z i e

.y “
k r o j u  p ionowego r ó w n o l e g ł e g o  do o s i  x  

o t rzymamy:

Kp = Kx .  o o s 2«  + 2Kxy s incccos« + Ky s i n 2«  ( 1 8 )

g d z i e :

Kp -  k r z y w i z n a  p r z y b l i ż o n a  p r z e k r o j u  p ionowego w k i e r u n k u  
p ó ł p r o s t e j  p

Na p o d s t a w i e  wzoru ( 1 8 )  ł a tw o  j e s t  w yprow ad zić  wzory t r a n s ­
f o r m a c y j n e  na k r z y w i z n y  i  s k r ę c e n i e  g e o d e z y j n e  p r z e k r o j ó w  p i o ­
nowych w k i e r u n k a c h  r ó w n o l e g ł y c h  do o s i  u k ł a d u  (Ą ,  i?) o b r ó c o ­
nego względem u k ł a d u  ( x , y )  o k ą t  oC i

Ka * K c o s 2«  + 2K s incccos« + K s i n 2«
S  X a j  Jr

K̂ > a Kx s i n 2«  -  2Kxy s i n « c o s «  + K^ c o s 2«  (1 9 )

K̂ ? a ~  (K -  Kx ) s i n  2 « +  K^  oos 2 «
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S t ą d  wynika  mogący mieć p r a k t y c z n e  z a s t o s o w a n i e  zw ią zek :

K$ + K?  -  Kx + Ky  ( 2 0 )

c z y l i  suma k r z y w i z n  w dwu p r o s t o p a d ł y c h  k i e r u n k a c h  j e s t  w i e l ­
k o ś c i ą  s t a ł ą  d l a  danego p u n k t u .  Wzór ( 2 0 ) j e s t  p r z y  tym ś c i ś ­
l e  ważny d l a  k a ż d e j  p o w i e r z c h n i  o k r z y w i f n i e  r e g u l a r n e j .

Wykażemy t e r a z ,  ż e  k r z y w i z n a  p r z e k r o j u  p ionowego w dowol­
nym k i e r u n k u  b a r d z o  mało r ó ż n i  s i ę  od k r z y w i z n y  n o r m a l n e j  po­
w i e r z c h n i  n i e c k i  o s i a d a n i a  o b l i c z o n e j  w tym samym k i e r u n k u .  
Ż eb y  móc p r z y  tym s k o r z y s t a ć  z u p r o s z c z o n e g o  z a p i s u  wzorów 
we d łu g  umowy s u m a c y j n e j  E i n s t e i n a ,  będz iemy w pewnych p r z y p a d ­
k a c h  przy jmować n a s t ę p u j ą c e  o z n a c z e n i e  zm iennyc h :

K rz y w izn a  n o rm a lna  p o w i e r z c h n i  w y ra ża  s i ę  wzorem:

b., . du ,  du .
Ic -  _±J____   _il

n * i j  d u i  d u j

g d z i e :
g b ^  -  w s p ó ł c z y n n i k i  p i e r w s z e j  i  d r u g i e j  formy r ó ż ­

n i c z k o w e j  p o w i e r z c h n i

g t j  -  R t  .  Rj

r ^,  Rj -  pochod ne  ró w n a n i a  wek toro wego  n i e c k i  o s i a d a n i a  
R względem pa ram et ró w  o d p o w ied n io  û  ̂ i  Uj

C l , J  = 1 , 2 )



W k i e r u n k u  p ć ł p r o s t e j  p k r z y w i z n a  normalna  p o w i e r z c h n i  
n i e c k i  o s i a d a n i a  w y n i e s i e :

T m -  maksymalne n a c h y l e n i e  n i e c k i  w danym p u n k c i e  (wzór 7)  

S t ą d  w i d a ć ,  ż e  z dużym p r z y b l i ż e n i e m  można p r z y j ą ć :

d l a t e g o  w p rz y p ad k u  n i e c k i  o s i a d a n i a ,  możemy u t o ż s a m i a ć  p o j ę ­
c i a  k rz y w iz n y  n o r m a l n e j  i  k rz y w izn y  p r z e k r o j u  p io now ego .

Ze wzoru (2 1 )  w y n ik a ,  ż e  k r z y w i z n a  g e o d e z y j n a  o b l i c z o n a  w 
k i e r u n k u  n a j w i ę k s z e g o  n a c h y l e n i a  w ynos i  z e r o .

Mamy bowiem:

(21

g d z i e :

g d z i e :
k g p -  w i e l k o ś ć  k r z y w iz n y  g e o d e z y j n e j  w k i e r u n k u  p ó ł p r o -  

s t e j  p ,

T o -  n a c h y l e n i e  n i e c k i  w k i e r u n k u  tworzącym katoC+ 90°
P + 90

z k i e r u n k i e m  o s i  x ;
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J e ś l i  k i e r u n e k  p ó ł p r o s t e j  p pokrywa s i ę  z k i e r u n k i e m  n a j ­
w i ę k s z e g o  n a c h y l e n i a  (T = t o  na p o d s t a w i e  ( 2 1 ) z a c h o d z i
r ó w n o ś ć  * k Qp ,  c z y l i  kg p  « 0 . \'l danym p rz y p a d k u  mamy
z r e s z t ą  + gQo * ' 0 , pon iew aż  w k i e r u n k u  p r o s t o p a d ł y m  do
k i e r u n k u  n a j w i ę k s z e g o  n a c h y l e n i a  w y s t ę p u j e  n a c h y l e n i e  ze ro w e .

I d ą c  d a l e j  ś l a d e m  t e g o  rozumowania  s t w i e r d z a m y ,  ż e  l i n i e  
n a j w i ę k s z e g o  n a c h y l e n i a  s ą  l i n i a m i  g e o d e z y j n y m i ,  pon iew aż k r z y ­
w izn a  g e o d e z y j n a  t y c h  l i n i i  j e s t  to ż s a m o ś ć io w o  równa z e r u .  L i ­
n i e  n a j w i ę k s z e g o  n a c h y l e n i a  r e a l i z u j ą  więc  n a j k r ó t s z e  p o ł ą c z e ­
n i a  na p o w i e r z c h n i  n i e c k i  o s i a d a n i a  między p u n k ta m i  t y c h  l i n i i .

P r z y b l i ż o n a  ró w n o ść  ( 2 2 )  ma duże  z n a c z e n i e  p r a k t y c z n e ,  po­
z w o l i  bowiem,  w o p a r c i u  o wzory g e o m e t r i i  z e w n ę t r z n e j  p o w i e r z c h ­
n i  o k r e ś l i ć  w i e l k o ś c i  e k s t r e m a l n e  k r z y w i z n  i  k i e r u n k i  k rz y w izn  
e k s t r e m a l n y c h  ( k r z y w i z n y  główne  i  k i e r u n k i  g ł ó w n e ) .

N a j m n i e j s z ą  i  n a j w i ę k s z ą  w a r t o ś ć  k r z y w iz n y  w danym p u n k c ie  
o b l i c z y m y  z r ó w n a n i a  k w adra tow ego :

K2 - 2 H K + K g « 0

g d z i e :

1 ®11b22 ~ 2® l2 b 12 + ®22b22H » ..u------------———  _  k rz y w i z n a  ś r e d n i a  po­
w i e r z c h n i ,

= «7 -  k r z y w i z n a  G a u s s a ,  u g
g , b  -  w y r ó ż n i k i  p i e r w s z e j  i  d r u g i e j  formy r ó ż n i c z k o w e j  

pow i e r z c h n i

S 1 1 s 12 b n b 12

s  =

S21 §22
f b =

b21 bp9

S t o s u j ą c  p r z y j ę t e  w n i n i e j s z e j  p r a c y  o z n a c z e n i a ,  o t rzymamy:  
,2 , „      . „



108 Bernard D r zęź la

Ks  •  -  4 ,  • (21 ’
(1 +  T2 ) ?

S t ą d  k r z y w i z n y  g łówne  w y n io s ą :

k i , 2 - r  ł  V  <K* -  V 2 + K* j  ( 2 5 )

N a t o m i a s t  k i e r u n k i  g łówne z n a jd z i e m y  z ró w n a n i a  r ó ż n i c z k o ­
wego l i n i i  k rzywiznow ych  ( l i n i e  mające  w każdym swym p u n k c i e  
k i e r u n e k  g ł ó w n y ) :

, d u 2 , 2 , g 22b 11 ~ g 11b22 du2 .  n 
d Ul S U ^ 12 ~  S l 2 b n  * ^ 7  "

du2
W ko n k re tn y m  p u n k c i e  w y r a ż e n i e  o z n a c z a  bowiem k i e ­

r u n e k  s t y c z n e j  do l i n i i  k r z y w i z n o w e j ,  c z y l i  k i e r u n e k  główny
duow tym p u n k c i e .  Z a s t ę p u j ą c  więc  p r z e z  t g  $p ot rzymamy

( z  p o m in ię c i e m  w i e l k o ś c i  małych wyższego r z ę d u ) :

t  „  Kv -  K*  Ł V iK»  -  V *  + 4 *XJ

2 Kw

co w p r o s t s z y  s posób  można z a p i s a ć  n a s t ę p u j ą c o :

t g  2.9 * -----2Ł .  ( 2 6 )
Kx "  Ky

g d z i e :
9  -  k ą t  między k i e r u n k i e m  głównym,  a o s i ą  x .

J a k  ł a t w o  w i d z i e ć  ró w n o ść  ( 2 6 )  o k r e ś l a  dwa o r t o g o n a l n e  k i e ­
r u n k i  g ł ów ne  (w p u n k t a c h  n i e u m b i l i k a l n y c h ) ,  k t ó r e  o d p o w i a d a ją  
n a j w i ę k s z e j  i  n a j m n i e j s z e j  w a r t o ś c i  k r z y w iz n  p r z e k r o j ó w  p i o ­
nowych w danym p u n k c i e .
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W r a c a ją c  do r ó w n a n i a  l i n i i  k rz y w izn o w y ch ,  t o  według  p r z y ­
j ę t y c h  o z n a c z e ń  i  u p r o s z c z e ń  za p i s z e m y  j e  w p o s t a c i :

p r z y  czym w i e l k o ś c i  K , K , K muszą t u  byó o b l i c z o n e  wx y  Xj
p u n k c i e  b i e ż ą c y m  ( x , y ) .

I l o c z y n  p i e r w i a s t k ó w  ró w n a n i a  ( 2 7 )  w ynos i  — 1 ,  więc  o k r e ś ­
l a  ono dwie  o r t o g o n a l n e  r o d z i n y  l i n i i .

Wzory ( 2 5 )  można r ó w n i e ż  o t r z y m a ó  b e z p o ś r e d n i o  ze wzorów 
t r a n s f o r m a c y j n y c h  ( 1 9 )  [ 2 ] ,  A u to r  w y b r a ł  n i e c o  d ł u ż s z y  s p o só b  
w y p ro w ad z e n ia  t y c h  wzorów,  ż e b y  u z a s a d n i ó  s t o s o w a n i e  p o j ę ó  
d o t y c z ą c y o h  k r z y w i z n y  n o r m a l n e j  w o d n i e s i e n i u  do k r z y w iz n y  
p r z e k r o j ó w  p io n o w y ch .  P r z y  o k a z j i  t e ż  z o s t a ł  podany  u p r o s z ­
czony  wzór  na k r z y w i z n ę  g a u s s o w s k ą  p o w i e r z c h n i  ( 2 4 ) ,  w o p a r c i u  
o k t ó r ą  bada s i ę  p o ł o ż e n i e  o t o c z e n i a  danego p u n k tu  p o w i e r z c h n i  
względem p ł a s z c z y z n y  s t y c z n e j  w tym p u n k c i e .

I s t n i e j e  n a s t ę p u j ą c a  k l a s y f i k a c j a  punktów p o w i e r z o h n i  w z a ­
l e ż n o ś c i  od znaku k r z y w i z n y  g a u s s o w s k i e j  w danym p u n k c i e :

Kg >  0 -  p u n k t  e l i p t y c z n y  ( p o w i e r z c h n i a  s y n k l a s t y c z n a ) ,

K„ = 0  — p u n k t  p a r a b o l i c z n y

Kq <  0 -  punk t  h i p e r b o l i c z n y  ( p o w i e r z c h n i a  a n t y k l a s t y c z n a )

J ak o  u z u p e ł n i e n i e  w a r t o  j e s z c z e  odno towaó  r ó w n a n i e  r ó ż n i c z ­
kowe l i n i i  a s y m p t o t y c z n y c h  ( l i n i e  mające  w każdym swym p u n k c i e  
k r z y w i z n ę  n o r m a ln ą  rów ną  z e r o ) :

( 2 7 )

b j i  dU;L d Uj = 0

k t ó r e ,  po u p r o s z c z e n i a c h ,  p r z y j m i e  p o s t a ć :

( 2 8 )
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Prawa s t r o n a  wzoru ( 2 8 ) ,  o b l i c z o n a  w danym p u n k c i e ,  o k r e ś ­
l a  k i e r u n k i  ze rowych  k rz y w i z n  p r z e k r o j ó w  pionowych  w tym punk­
c i e .  W p u n k c i e  h i p e r b o l i c z n y m  i s t n i e j ą  dwa t a k i e  k i e r u n k i ,  w 

p a r a b o l i c z n y m  -  j e d e n ,  a w p u n k c i e  e l i p t y c z n y m  we w s z y s t k i c h  
k i e r u n k a c h  k r z y w i z n a  j e s t  r ó ż n a  od z e r a .

Znany z g e o m e t r i i  r ó ż n i c z k o w e j  wzór E u l e r a  na k rz y w izn ę  
n o r m a l n ą  w dowolnym k i e r u n k u  w s p o só b  o c z y w i s t y  z a w i e r a  s i ę  
we wzora ch  t r a n s f o r m a c y j n y c h  ( 1 9 ) .  To samo można p o w i e d z i e ć  
o wzo rze  o k r e ś l a j ą c y m  s k r ę c e n i e  g e o d e z y j n e  w z a l e ż n o ś o i  od 
k r z y w iz n  g ł ó w n y c h .

3 , 2 .  ' .7zory s zc z eg ó ło w e

Dla  e k s p l o a t a c j i  j a k  na r y s .  1 ,  o t rzym ujemy na p o d s t a w i e  
r ó w n a n i a  p o w i e r z c h n i  n i e o k i  o s i a d a n i a  ( 1a )  n a s t ę p u j ą c e  w zory :

a- .g .b k - x
r_ rm-y

n Co

1 b ,
1—x 2 ~

t  . s ę . .  .  f c ł  f

r ° 0 0 Ł *  r °

( 1 4 a )
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i f  (  • e* p [ - (
( I 5a )

-  e i p [ -  _ f a _  t

-  e * p [ -  I Ł—311̂ - tŁa=J  ) f  > j j  ( 1 7 8 )

Podane  powyżej  wzory o k r e ś l a j ą  k r z y w i z n y  1 s k r ę c e n i e  g e o d e ­
z y j n e  w k i e r u n k u  o s i  u k ł a d u  d l a  p u n k tu  b i e ż ą c e g o  ( x , y ) .  W t e j  
p o s t a c i  wzory t e  muszą być s t o s o w a n e  w p r z y p a d k u  równań r ó ż ­
n iczk o w y ch  ( 2 7 )  1 ( 2 8 ) .  W I n n y c h  p r z y p a d k a c h  będz iemy p r z y jm o ­
wać p o o z ą t e k  u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h  w badanym p u n k c i e ,  w zw iązku  
z czym pods tawim y we w z o ra ch  x  = y = 0 , p rz y  czym w i e l k o ś c i  
k , l j m ?n b ęd ą  o z n a c z a ć  o d l e g ł o ś c i  p u n k tu  od o d p o w i e d n i c h  k ra w ę­
d z i  r z u t u  e k s p l o a t a c j i  na p o w i e r z c h n i ę  z i e m i .

K rzywizny  o b l i c z o n e  wzorami  ( 1 4 a )  i  ( 1 5 a )  b ędą  d o d a t n i e  p r z y  
w y p u k ł o ś c i  t e r e n u  w g ó r ę ,  a u jemne p r z y  w y p u k ł o ś c i  t e r e n u  w d ó ł .  
N a t o m i a s t  s k r ę c e n i e  g e o d e z y j n e  o s i  x  b ę d z i e  d o d a t n i e  d l a  ob ­
sza rów e k s p l o a t a c j i  l e ż ą c y c h  w p i e r w s z e j  i  t r z e c i e j  ć w i a r t c e  • 
u k ł a d u  w s p ó ł r z ę d n y c h ,  a u jemne d l a  obsza rów w d r u g i e j  i  c z w a r t e j  
ć w i a r t c e .
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4 .  Uwagi  1 w n i o s k i

1 .  Z a łó żm y ,  że  o s i e  x  1 y mają  k i e r u n k i  g ł ó w n e .  Wtedy na 
p o d s t a w i e  [ i ]  ( s t r .  2 4 7 ,  t w i e r d z e n i e  2 )  mamy:

9 W 9 W  
g 12 “ 5 7  * 5y r x  * r y 0

Widzimy w i ę o ,  ż e  w k i e r u n k u  j e d n e j  z o s i  w y s t ą p i  nachy ­
l e n i e  z e ro w e ,  a w t a k i m  r a z i e  w k i e r u n k u  d r u g i e j  o s i  b ę d z i e  
n a c h y l e n i e  maksymalne .

Z powyższego w n io s k u je m y ,  ż e  j e d e n  z k ie ru nków  g łówny ch  
k r z y w i z n  musi  s i ę  pokrywać z k i e r u n k i e m  n a c h y l e n i a  maksy­
m a l n e g o ,  a d r u g i  z k i e r u n k i e m  n a c h y l e n i a  z e ro w eg o .

2 .  Wyprowadzone wzory na n a c h y l e n i a  i  k r z y w iz n y  mogą byó rów­
n i e ż  s to s o w an e  do p rz ew id y w an ia  w i e l k o ś c i  t y c h  d e f o r m a c j i  
w g ł ę b i  g ó r o t w o r u .  B ę d z i e  t o  t y l k o  wymagać p o d s t a w i e n i a  do 
wzorów o d p o w i e d n i c h  w i e l k o ś c i  par am et ró w  t e o r i i ,  w ła ś c iw y c h  
d l a  d a n e j  g ł ę b o k o ś o i .

3 .  P r z e d s t a w i o n a  metoda wyprow adze nia  wzorów na n a c h y l e n i a  i  
k r z y w i z n y  może mieć  d a l s z e  z a s t o s o w a n i a .  O b l i c z a j ą c  bowiem 
w i e l k o ś ć  do w o ln e j  d e f o r m a c j i  w p u n k c i e  b i eżący m  ( x , y ) ,  
można o t r z y m a ć ,  p o p r z e z  k o l e j n e  o p e r a o j e  r ó ż n i c z k o w a n i a  
( w z g l ę d n i e  c a ł k o w a n i a ) ,  w s z y s t k i e  d e f o r m a c j e  p o c h o d n e .  Tą 
metodą można n p .  o t r z y m a ć  wzory na o d k s z t a ł c e n i a  w ła ś c iw e  
p o z io m e ,  k r z y w iz n ę  p o z io m ą ,  k ą t  o b r o t u  p r o s t e j  p o z i o m e j ,  
o d c h y l e n i e  szy bu  od p io n u  i t p .
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UEPThKAJIbHiłE flESOPM AIJM  TOPHOrO MAC CM 3  A II H i TOPHOM 
BKCilJiyATAUM

P e 3 d u e

B C T H T b D  B K JID U eH  B O n p O C  HCH H CJie  HMH H B K JIO H a H KpMBM3HH M yJIbJh l

oceAaHHH npH ropHoii aKcnjiyaTauHH,, flJia Hyac,a oócyr.flaeMoro b o -  
n p oca  npwMeHMMŁi (popuyjiu Te opną naocjcoro CKanapHoro noaa h 
jM(*xJjepeHuHaJibHOii reoueTpHH onpeaejiam ne Bervmhhh 3Thx ae(J)op- 
Mauaii B pa3Hbix HanpaBJieHnax, HanpaBJieHHe u 3Ha»ieHjiie MaKCHuanb- 
h oto  HamiOHa b Towae a Taicace HanpuBJieHwa u 3Ha«ieHna raaBHbix
KpMBM 3 H ,

Oniipaacb aa  ocHOBHym ipcpMyjiy Teopnn T, KoxMaHCKoro c o c t u b -  
jeHO ypaBHeHae no Be pxhocth  M yiłiu  ocejiaHna i.npn sKcnJiyaTannn, 
xax Ha p u c ,  1 ):

[ 5]  M a g d z i o r z  J a n  -  Nowe metody o b l i c z a n i a  ruchów g ó r o t w o r u

dt

rae:
a *- aKcnjiyaTauHOHHbiii K03^)$nuneHT,
g  -  TOJimHHa 3 K cnayaT M p 0 3 aHH0 r 0  n J ia c T a ,

r  -  n a p a u eT p b i T eop w H ,
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J i i m e y K a 3 a H H o e  y p a B H e H H e  j a n o  B0 3 M0 XH0 C Tb  B U B e c T H  (popMyJiu 

H a  H a m i o H ,  Kp HBH3 H y  h r e o ^ e  a w i e c K o e  x p y u e H H e  b ^ B y x  n e p n e H ^ H -  

K y j i npHbi x  H a n p a B J i e h h h x ,  a  3 TO b obob  o n e p e » b  no3BOJiHeT H a x o j i H T b  

BeJiHHHHH 3 THX a e t f o p M a n H H  b jw 6 o u  H a n p a B J i e H K K .  y p a B H e H H e  n o B e p x -  

h o c t h  Myjibau ocejaHMH a  an o m icxe  B03k0XH0CTb BbiBeCTH ajKjxpepeH- 
U H an b H h i e  y p a B H e H H H  H30jihhmm o c e a a H H H ,  KpHBotf H a n O o J i b m e r o  H ax e-  
HHH,  aCHKn TOT HH eCKH X JIHHHft ,  a  TaKSCe JIHHHH, H Me Dm HX B KOXXOft 

CBOet t  TOHKe r n a B H o e  H a n p a B J i e H H e .

VERTICAL ROCK DEFORMATIONS RESULTING 
FROM THE MINING EXPLOITATION

S u m m a r y

The a u t h o r  d e a l s  i n  t h i s  p a p e r  w i t h  t h e  p ro b lem  o f  t h e  s e t t l e ­
ment b a s i n  s l o p e  and c u r v a t u r e  i n  min ing  e x p l o i t a t i o n .  For t h e  
n eed  o f  t h e  d i s c u s s e d  p ro b lem  t h e  f o r m u l a e  o f  t h e  f l a t  s c a l a r  
f i e l d  t h e o r y  and d i f f e r e n t i a l  g e o m e t r y  d e t e r m i n i n g  q u a n t i t i e s  
o f  t h e s e  d e f o r m a t i o n s  i n  d i f f e r e n t  d i r e c t i o n s ,  t h e  d i r e o t i o n  
and maximum g r a d i e n t  v a l u e  i n  t h e  p o i n t  a s  w e l l  a s  d i r e c t i o n s  
and  v a l u e s  o f  main c u r v a t u r e s  have been a d a p t e d .

On t h e  g r o u n d  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  T.  KOCHMAIÎSKl’ s f o r m u l a ,  
t h e  e q u a t i o n  o f  t h e  s e t t l e m e n t  b a s i n  s u r f a c e  ( i n  e x p l o i t a t i o n  
c o n d i t i o n s ,  a s  in  f i g .  1)  h a s  been fo r m e d :
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w h e r e :
a -  e x p l o i t a t i o n  c o e f f i c i e n t
g -  t h i c k n e s s  o f  th e  e x p l o i t e d  stra tum
b ,  r Q -  t h e o r y  paramete r s

- V
C = 2 31 l % e  d%

OOA
T h i s  e q u a t i o n  makes p o s s i b l e  formulae  d e r i v a t i o n  f o r  s l o p e ,  

ou r v a t u r e  and g e o d e s l o  o o n t o r s i o n  in  two v e r t i c a l  d i r e c t i o n s .  
That in  tu rn  e n a b l e s  f i n d i n g  o f  t h e s e  d e f o r m a t i o n s  in  any d i ­
r e c t i o n .

The e q u a t i o n  o f  s e t t l e m e n t  b a s i n  s u r f a c e  en a b le d  a l s o  d e r i ­
v a t i o n  o f  s e t t l e m e n t  i s o l i n e s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  o f  maxi­
mum ourva d e o l i n e ,  cu r v a t u r e  l i n e s  and a s y m p to t io  l i n e s .


