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Zakłady Graficzne Ski Akc. Książnica-Atlas we Lwowie
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Wstęp.

Postanowienie realizacji ponownego wydania, ogłoszonej przeze 
mnie, w r. 1914, książki p. t. „Geometria rzutów cechowanych“, 
przerodziło się w całkowicie nowe opracowanie tematu, jakoteż 
nowe wykonanie wszystkich, bez wyjątku, rysunków, przy znacz- 
nem powiększeniu ich ilości. Fakt ten upoważnia mnie do wydania 
tej książki, jako odrębnej pracy, pod tytułem, który uznałem za 
odpowiedniejszy.

Przyjmując, że czytelnik posiada elementarne wiadomości z geo- 
metrji, a z geometrji wykreślnej w szczególności, nie budowałem 
wykładu systematycznego utworów przestrzennych, a z powierzchni 
uwzględniłem te tylko, na których następnie oparłem — w sfor
mułowaniu geometrycznem — przykłady zastosowań praktycznych.

Ponieważ chodzi o geometrję w y k r e ś l n ą ,  przywiązywałem 
wagę do starannego wykonania rysunków. W pracy tej pomocnymi 
mi byli, asystenci przy mojej katedrze, pp. Mieczysław Te l i 6z e k ,  
inż. Józef T in  z, Franciszek Ot t o  i Grzegorz S y n i e w s k i  — za co 
wyrażam im podziękowanie.

Wydanie książki, wymagającej znacznego wkładu pieniężnego, 
w czasie powszechnej „kompresji“, jest niewątpliwie rzadko, 
w tym stopniu, spotykanem zapoznaniem interesu materjalnego, 
ze strony wydawcy. Tern też większą wdzięczność moją wywołuje 
S. A. Książnica-Atlas, której, także i za piękne wyposażenie wy
dawnictwa, serdeczną składam podziękę.

We Lwowie, w kwietniu 1931 r.

Kazimierz Bartel.
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R o z d z i a ł  p i e r w s z y .

Punkt, prosta, płaszczyzna.
1. Uwagi w stęp n e . 0  wyborze metody geometrycznego od

wzorowania, w zagadnieniach praktycznych, decyduje celowość. 
Objekty architektoniczne i maszynowe, wymagają użycia rzutów 
prostokątnych na dwie, względnie więcej, płaszczyzn; do przed
stawienia pierwszych zastosujemy także często rzuty środkowe, 
do drugich rzuty aksonometryczne.

Ale metody te okażą się nieodpowiednie, gdy chodzić będzie
0 zadania, odnoszące się do obszaru powierzchni ziemi, do po
wierzchni t o p o g r a f i c z n e j .  W tych wypadkach posługujemy się 
wyłącznie metodą rzutów prostokątnych na jedną, z reguły po
ziomą, płaszczyznę rzutów. Z rzutem każdego punktu związana 
jest liczba, wyrażająca, w przyjętej jednostce miary, oddalenie tego 
punktu od płaszczyzny rzutów; każdy punkt ma swoją cechę, a ten 
sposób odwzorowania nazywać będziemy metodą rzutów cechowa
nych*  Jest ona sposobem wyrażania się topografa, geodety, inży
niera dróg wodnych, bitych i żelaznych.

Pozioma płaszczyzna rzutów nosi, w tej metodzie odwzorowa
nia, nazwę p ł a s z c z y z n y  p o r ó w n a w c z e j ;  wszystkie inne pła
szczyzny poziome tworzą równoległy pęk płaszczyzn w a r s t w o 
wych ,  którym nadajemy miana liczb, wyrażających, w przyjętych 
jednostkach miary, ich oddalenia od płaszczyzny porównawczej. 
Z reguły płaszczyzny warstwowe przyjęte są w równych od siebie 
odległościach, tworząc w a r s t w y .  Odległości płaszczyzn warstwo
wych, leżących n a d  płaszczyzną porównawczą od tej płaszczyzny, 
nazywamy ich w y s o k o ś c i a m i ,  oddalenia płaszczyzn warstwo
wych, przyjętych p o d  płaszczyzną porównawczą od niej, okre
ślamy jako ich g ł ę b o k o ś c i .

* Nazwę tę wprowadziłem, po raz pierwszy, przy poprzedniem opracowaniu tego 
tematu w r. 1914, jako odpowiednik francuskiego „ P r o j e c t i o n  c o t é e “, względ
nie „ G é o m é t r i e  c o t é e “, zastępujący bezsensowny językowo „ r z u t  k o ł o w a n y “
1 takąż „ko tę “.
1 R zuty cechow ane.
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2. Rzut punktu i prostej. Położenie punktu A w przestrzeni, 
którego rzutem poziomym jest punkt A', a cechą liczba a, jest 
wyznaczone jednoznacznie, skoro daną jest jednostka długości, 
użyta do wyrażenia cechy. Cechę punktu ujmujemy w nawias, 
pisząc ją obok litery, określającej miano danego punktu. Gdy 
punkt leży n a d  płaszczyzną rzutów, to oddalenie jego od tej pła
szczyzny nazywamy w y s o k o ś c i ą .  Gdy punkt leży p o d  pła
szczyzną porównawczą, to wówczas mówimy o jego g ł ę b o k o ś c i ,  
nadając cesze tego punktu znak ujemny.

Płaszczyzna (p, przechodząca przez, przyjętą w przestrzeni, pro
stą p i prostopadła do płaszczyzny porównawczej n, przecina tę 
płaszczyznę podług prostej p , będącej r z u t e m  prostokątnym pro
stej p na płaszczyznę n. Płaszczyzna (p r z u c i ł a  prostą p  na pła
szczyznę n.

Prosta jest wyznaczona dwoma punktami, a ponieważ rzut jej 
jest linją prostą, więc cechowany rzut dwóch punktów prostej 
wyznacza położenie prostej w przestrzeni, w odniesieniu do pła
szczyzny porównawczej, w sposób jednoznaczny.

b-l

J  Im
tSStfalaifia, I IOO.

Rys. 1 a—b.

Rys. l a  podaje rzut cechowany p  prostej p, której położenie 
w przestrzeni, wyznaczone jest punktami A i B; wysokość pierw
szego wynosi 3, a drugiego 5 jednostek. Jako jednostkę miary 
przyjęto 1 cm, co zaznaczono na rysunku, który wykonany jest 
w naturalnej wielkości (n. w.). Strzałka, na prostej p ,  oznacza k i e 
r u n e k  n a c h y l e n i a  prostej p, t. j. kierunek następstwa jej punk

tów, których wysokości (cechy) maleją.
Z reguły przyjmujemy, jako jednostkę 

miary, 1 me t r ,  wobec czego rysować 
musimy zawsze w pewnem pomniejsze
niu, czyli jak mówimy: w p o d z i a ł c c  

3m p o m n i e j s z a j ą c e j .  Stopień pomniejszc-
- nia, czyli podziałka, zaznaczone być mu- 

Rys. 2. szą na rysunku. Czynimy to w dwo-
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jaki sposób: pierwszy, któryby nazwać moża słowny, widzimy 
na rys .  Ib, drugi, rysunkowy, podaje rys. 2, gdzie zamieszczona 
podziałka zawiera zarówno jednostkę miary, jak i stopień zmniej
szenia.

3. Stopniow anie, m oduł i n ach y len ie  prostej. Wyobraźmy 
sobie pęk poziomych płaszczyzn, oddalonych od płaszczyzny po
równawczej o jedną, dwie, trzy i t. d. przyjętych jednostek miary. 
Płaszczyzny te utworzą w a r s t w y ,  leżące nad i pod płaszczyzną 
porównawczą, o grubościach równych jednostce.

Rzucająca pionowo, prostą p, płaszczyzna cp przetnie przyjęty 
pęk płaszczyzn warstwowych podług prostych poziomych, a te 
przetną prostą p, w równo od siebie oddalonych punktach. Różnice 
wysokości tych punktów będą równe jednostce miary. Obróćmy 
płaszczyznę (p, wraz z leżącą 
na niej prostą p i owemi pro
stemu poziomemi, około jej 
śladu poziomego t. j. około 
prostej p ,  na płaszczyznę po
równawczą czyli — jak mó
wimy — wykonajmy kład pro
stej p na płaszczyznę rzutów 
(rys. 3).

Proste poziome utworzą pęk 
promieni uą°, w2°, ... — uą0,
— w2°, . . . ,  równoległych do 
prostej p  i oddalonych od sie
bie o 1 m, w podziałce rysunku.
Przyjmijmy, że prosta p° jest kładem prostej p na płaszczyznę po
równawczą i rzućmy otrzymane na niej punkty 1°,20,. . .  — 1°, — 2°,..., 
prostopadle, na prostą p .  Punkt, oznaczony liczbą 0, leży na pła
szczyźnie porównawczej i jest ś l a d e m  poziomym prostej p. 
Punkty i ,  2', 3 ',... prostej p ,  są rzutami punktów prostej p, któ
rych wysokości, mierzone w jednostkach podziałki rysunku, wy
rażone są właśnie temi liczbami. (W dalszym ciągu kreski u góry 
liczb wskazujących pominiemy). Punkty — 1', — 2', .. .  są rzutami 
punktów prostej p, znajdujących się p o d  płaszczyzną porównaw
czą. Wyznaczenie na prostej punktów, których wysokości są licz
bami całkowitemi układu naturalnego, nazywamy z e s t o p n i o -  
w a n i e m  tej prostej. Liczby — 2 , — l ,0 ,  1, 2, .. .  na prostej //, 
zwane punktami jej podziału, stanowią t. zw. p o d z i a ł k ę  n a c h y 
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l en i a .  Jednostkę podziałki nachylenia nazywamy m o d u ł e m  pro
stej i oznaczać go będziemy stale literą m  z wskaźnikiem danej 
prostej. Jest nim odcinek prostej p', ograniczony dwoma punk- 
tami, których różnica cech wynosi jednostkę, a więc m„ =  0 1 =  
=  0— 1 =  2~3 =  . . .

Kąt a, zawarty między prostemi p  i p°, równy kątowi, jaki 
prosta p zawiera ze swoim rzutem p ,  jest kątem nachylenia pro
stej p do płaszczyzny porównawczej, a więc i do każdej płaszczyzny 
warstwowej. Z rys. 3 widzimy, że wzrost kąta a pociąga za sobą 
zmniejszenie modułu prostej, że proste nachylone do poziomu, pod 
tym samym kątem, mają równe moduły, a więc jednakowe po
działki nachylenia, że moduł prostej, prostopadłej do płaszczyzny 
poziomej, jest równy zeru, prostej nachylonej pod 45° równy jed
nostce, a prostej poziomej jest nieskończenie wielki.

Styczną trygonometryczną, kąta nachylenia a, prostej do pła
szczyzny poziomej, nazywamy n a c h y l e n i e m  tej prostej i ozna
czamy literą n.

Równanie to mówi, że l i c zby ,  w y r a ż a j ą c e  n a c h y l e n i e  
n p p r o s t e j  p  i j e j  m o d u ł  m,„ s ą  l i c z b a m i  o d w r o t n e  mi. 
Znajomość modułu prostej określa więc — przy danej podziałce 
rysunku — jej nachylenie i odwrotnie.

Rzut prostej, cecha jednego jej punktu, moduł i kierunek na
chylenia wyznaczają położenie prostej w przestrzeni.

Gdy położenie prostej w przestrzeni jest wyznaczone zapomocą 
rzutów c e c h o w a n y c h  dwóch jej punktów, to moduł — wyra
żony w jednostkach podziałki rysunku — jest ilorazem z długo
ści odcinka, ograniczonego temi rzutami cechowanemi i różnicy 
ich cech.

Do stopniowania prostych, wyznaczonych dwoma punktami, 
używa się chętnie milimetrowej podziałki, a to w następujący 
sposób: Przez dane punkty A' (3'7) i B' (5'4) poprowadzimy, w do
wolnym kierunku, proste równoległe a i b (rys. 4). Różnica mię
dzy wysokościami punktów A i B wynosi 5*4 — 3-7 =  VI. Ustawmy 
podziałkę milimetrową tak, aby jej kreska zerowa leżała na pro
stej a, zaś kreska, odcinająca 17 mm, względnie ich wielokrotność, 
na prostej b. Użycie wielokrotności liczby, wyrażającej różnicę 
cech punktów A' i B', stanie się — jak w naszym przypadku —
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Rys. 4.

koniecznością, gdy oddalenie prostych a i b, wyrażone w pewnych 
jednostkach miary, jest większe aniżeli liczba, wyrażająca różnicę 
cech tych punktów, w tych 
samych jednostkach. Przyję
liśmy mnożnik 3, a więc punk
tem końcowym podziałki, le
żącym na prostej b, będzie 
kreska, określająca długość 
3 .17 =  51 mm. Na odcinku 
0 — 51 podziałki mamy 17 jed
nostek po 3 mm. Odmierzmy 
3 takie jednostki od punktu 0, 
a 4 jednostki od punktu 51, 
to punkty, oznaczone liczbami 
9 i 39, dzielą odcinek 0 — 51, 
krawędzi podziałki milimetro
wej, w tym samym stosunku, 
w jakim podzielony ma być
odcinek Al B'. Proste, równoległe do prostej a, poprowadzone 
przez punkty 9 i 39, przetną prostą p w punktach C' (4) i D' (5). 
Odcinek CD' jest modułem prostej p.

Graficzny sposób zestopniowania prostej, której dwa cecho
wane punkty A' (5'6) i B' (4) są dane, wskazuje rys. 5.

Przez punkt A! poprowadzimy dowolną prostą q, na której 
odmierzymy odcinek A' VI, równy 0'4 dowolnej jednostki, a następ
nie odcinki V IV  — V IV  i równe 
tej samej jednostce. Proste rów
noległe do 1VB', poprowadzone 
z punktów V  i VI, wyznaczą na 
prostej p podziałkę nachylenia, 
której modułem m„ jest odcinek 
"85 = 5 ^ 6 .

4. D w ie p roste . Mogą one 
posiadać jeden punkt wspólny 
w odległości skończonej, a wtedy 
określamy je mianem prostych 
p r z e c i n a j ą c y c h  s i ę .  Gdy
punkt wspólny dwóch prostych leży nieograniczenie daleko, czyli 
jest punktem n i e w ł a ś c i w y m ,  to proste takie nazywamy r ó w 
n o l e g ł e  mi. Gdy proste nie posiadają ani właściwego ani nie

Rys. 5.
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właściwego punktu wspólnego, to mówimy, że są s k o ś n e  lub 
w i c h r o w a t e .

Z określeń tych wynika wprost sposób odwzorowania tych pro
stych na płaszczyźnie, metodą rzutów cechowanych. Zestopniowane 
proste p' i q’ (rys. 6 a) są rzutem dwóch prostych, posiadających 
punkt wspólny A w wysokości 5. Proste, łączące jednakowe 
wskaźniki podziałek na p i q', są do siebie równoległe i odwrotnie,

Rys. 6 a—b.

jeśli proste, łączące równowartościowe wskaźniki podziałek nachy
lenia dwóch prostych, są do siebie równoległe, to podziałki te 
odnoszą się do dwóch prostych przecinających się.

R z u t y  p r o s t y c h  r ó w n o l e g ł y c h  są  p r o s t e m i  r ó wn o -  
l e g ł e m i ;  m o d u ł y  i ch  są r ó wn e ,  a k i e r u n k i  n a c h y l e n i a  
z g o d n e  (rys. 6 b). Proste, łączące równowartościowe wskaźniki 
podziałek nachylenia dwóch prostych równoległych, są do siebie 
równoległe.

5. P łaszczyzna. Wiadomo, że płaszczyznę wyznaczają dwie 
proste przecinające się, dwie proste równoległe, prosta i punkt, 
względnie trzy punkty.

Płaszczyzny warstwowe przecinają daną płaszczyznę a podług 
prostych poziomych, które nazywamy linjami w a r s t w o w e m i  tej 
płaszczyzny. Rzut prostokątny linij warstwowych, na płaszczyznę 
porównawczą, jest pękiem prostych równoległych l a, 2 a, 3 a, ... 
(rys. 7), które nazywamy w a r s t w i c a m i  płaszczyzny a. Pęk war
stwie stanowi p l a n  w a r s t w o w y  płaszczyzny.
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Prosta la, leżąca na płaszczyźnie a, a prostopadła do jej linij 
warstwowych, nazywa się l in  ją  s p a d u  tej płaszczyzny. Jej rzut 
poziomy la będzie prostopadły do warstwie, gdyż rzut kąta pro
stego jest kątem prostym, gdy jedno ramię 
tego kąta jest równoległe do płaszczyzny 
rzutów. Podziałkę nachylenia linji spadu 
la’ nazywamy p o d z i a ł k ą  n a c h y l e n i a  
p ł a s z c z y z n y ,  moduł ma podziałki na
chylenia płaszczyzny — m o d u ł e m  t e j  
p ł a s z c z y z n y .  Odwrotna wartość liczby, 
wyrażającej moduł płaszczyzny, jest jej na
chyleniem na.

Im większy jest moduł, tern mniejszą 
jest styczna trygonometryczna kąta, jaki 
dana płaszczyzna zawiera z płaszczyzną Rys. 7.
porównawczą, względnie warstwową.

Prosta p, której podziałka nachylenia powstała z przecięcia się 
warstwie płaszczyzny a z rzutem p tej prostej, leży na pła
szczyźnie a.

6. D w ie  p łaszczyzny. Dwie płaszczyzny przecinają się wzdłuż 
prostej, zwanej ich krawędzią. Określić ją można jako miejsce 
geometryczne punktów przecięcia się linij warstwowych obu pła
szczyzn, leżących parami na płaszczyznach warstwowych. Prosta k  
(rys. 8 a) jest rzutem cechowanym krawędzi płaszczyzn a i ^ ,  wy
znaczonych zestopniowanemi linjami spadu la i / / .

Jeżeli warstwice obu płaszczyzn są do siebie równoległe, a więc 
gdy równoległe są także ich linje spadu l'a i l'p (rys. 8 6), to kra
wędź h będzie linją poziomą, a jej rzut k' prostą, równoległą do 
warstwie. Aby wyznaczyć jeden punkt prostej k' połączmy równo
wartościowe wskaźniki linij spadów danych płaszczyzn. Ponieważ 
szeregi punktów na prostych i l/  są podobne i podobnie po
łożone, więc promienie, łączące ich homologiczne punkty przejdą 
przez jeden punkt P'. Prosta k  przejdzie przez punkt P', równo
legle do warstwie obu płaszczyzn. Cecha punktu przecięcia się 
prostej k' z linją spadu jednej z obu płaszczyzn wyraża wyso
kość prostej h, równoległej do płaszczyzny porównawczej.

Jeżeli pęk płaszczyzn warstwowych przetniemy płaszczyznami 
równoległemi a, /?, ..., to otrzymamy pęki promieni równoległych, 
stanowiących linje warstwowe płaszczyzn a, p, ... Rzut tych linij 
warstwowych na płaszczyznę porównawczą będzie pękiem równo-
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ległych warstwie płaszczyzn a, fi, ... Linje spadu tych płaszczyzn 
będą do siebie równoległe, a moduły równe. A więc r ó w n o l e g ł e ,

Rys. 8 a—b.

o j e d n y m  k i e r u n k u  n a c h y l e n i a  i j e d n y m  m o d u ł e m  ze- 
s t o p n i o w a n e  l i n j e  s p a d u ,  w y z n a c z a j ą  p ł a s z c z y z n y  
r ó w n o l e g ł e .

7. P rosta  prostopadła do p łaszczyzny. Prosta prostopadła 
do płaszczyzny jest prostopadłą do wszystkich prostych, leżących 
na tej płaszczyźnie, a więc i do linij warstwowych. R z u t  wi ę c  
p r o s t e j ,  p r o s t o p a d ł e j  do p ł a s z c z y z n y ,  j e s t  p r o s t o p a 
d ł y  do w a r s t w i e  t e j  p ł a s z c z y z n y ,  a z a t e m  r ó w n o l e g ł y  
do j ej  l i n j i  s p a d u .

Wyznaczmy prostą a, przechodzącą przez punkt A i prostopadłą 
do płaszczyzny a (rys. 9).

Rzut poziomy a' prostej a będzie równoległy do linji spadu /«' 
płaszczyzny a, kierunek nachylenia przeciwny. Aby znaleźć moduł 
tej prostej, wyobraźmy sobie, że z punktu A poprowadziliśmy, 
prócz prostej a, prostopadłej do płaszczyzny a, prostą b, równo
ległą do linji spadu /«. Proste a i b wyznaczają płaszczyznę rzu
cającą, którą obróćmy na płaszczyznę warstwową np. 9. W tym 
celu odmierzmy na prostopadłej, wykreślonej w punkcie A' do 
prostej a' m  b' odcinek A' A° =  1 m  w podziałce rysunku, a na



9

prostej b' odcinek A 'M '=  m h równy modułowi ma płaszczyzny a. 
Prosta b° — (A°M ') jest kładem prostej b na płaszczyznę warstwową 9; 
wykreślona w punkcie A° prostopadła a°, 
do prostej b°, jest kładem szukanej prostej a, 
zaś odcinek A' N ' — ma jej modułem.

Z rys. 9 czytamy, że:
1 1m„ =  1, czyli mam„

2m

Rys. 9.

mh m
co oznacza, że liczba, wyrażająca, w przy
jętej jednostce miary, moduł mB prostej a, 
prostopadłej do płaszczyzny a, jest odwrot
nością liczby, która wyraża, w tejsamej jed
nostce, moduł ma tej płaszczyzny. W skró
ceniu wypowiadamy to zdaniem: m o d u ł  ma 
p r o s t e j  a, p r o s t o p a d ł e j  do p ł a s z c z y 
z n y  a, j e s t  r ó w n y  j e j  n a c h y l e n i u  n(l.

8. Kład p łaszczyzny. Przez kład pła
szczyzny rozumiemy sprowadzenie jej, za- 
pomocą obrotu około którejkolwiek z jej 
linij warstwowych, na odnośną płaszczyznę
warstwową. Osią obrotu jest linja warstwowa, około której obracamy 
dowolny punkt danej płaszczyzny, płaszczyzną obrotu płaszczyzna 
rzucająca, przechodząca przez, obrócić się mający punkt, prostopadle 
do osi obrotu. Ślad poziomy płaszczyzny obrotu jest prostą, prosto
padłą do warstwicy, będącej osią obrotu. Na rys. 10 przyjęliśmy, 
obrócić się mający punkt A, na warstwicy Osią obrotu jest war- 
stwica 3 V; punkt S' jest rzutem środka obrotu. Promieniem obrotu 
jest przeciwprostokątna w trójkącie, którego 
wierzchołkami są punkt A, jego rzut A' na 
płaszczyznę warstwową 3 i punkt S', uwa
żany za punkt, leżący na warstwicy 3 V.

Trójkąt S'A'AX jest kładem, trójkąta S'A'A, 
na płaszczyznę warstwową, na którą obra
camy daną płaszczyznę <p. Równo oddalone 
od siebie proste 3V, 4V°, 5?° wyrażają do
konany obrót.

Między rzutem cechowanym płaszczyzny, 
jako układu płaskiego, a jej kładem, zacho
dzi prostokątne powinowactwo środkowe, 1 ' =
którego osią jest oś dokonanego obrotu. Rys. 10.

2m
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9. P łaszczyzny  o danem  nach y len iu , przechod zące  
przez prostą. Przez każdy punkt A, danej prostej p, poprowadzić 
można nieograniczoną ilość płaszczyzn, nachylonych do płaszczyzny

poziomej pod danym 
kątem y>. Płaszczyzny 
te powłóczą obroto
wy stożek o osi piono
wej, który nazywać 
będziemy s t o ż k i e m  
s t o k o w y m  (rys. 11). 
Dwie z płaszczyzn po
włóczących ten sto
żek , a mianowicie 
a i /3 przechodzić bę
dą przez prostą p. 
Aby wyznaczyć te 
płaszczyzny weźmy 
pod uwagę dowol
ną płaszczyznę war

stwową nt, na którą rzućmy dowolny punkt A, prostej p. Promień 
podstawy Cu stożka stokowego, którego tworzące mają nachyle
nie wyrazi się równaniem:

d d . r =  -—  =  — =  d . ma, 
tg'/’ n a

jeśli d =  A A ' jest oddaleniem punktu A od płaszczyzny a m a 
modułem tworzących stożka, równym modułowi jego płaszczyzn 
stycznych. Płaszczyzna a, przechodząca przez prostą p i nachylona 
pod kątem i/>, jest wyznaczona tą prostą i styczną dokoła Cu 
wykreśloną z punktu Su w którym prosta p przebija płaszczyznę jt,. 
Prosta p i styczna zą wyznaczają płaszczyznę /?.

Płaszczyzna warstwowa n2, położona symetrycznie względem 
punktu A, przetnie stożek stokowy w kole C2 o tym samym co 
koło Cu promieniu r, a prostą p w punkcie S2. Punkt A  jest 
środkiem odcinka S2. Oddalenie punktu S2 od płaszczny jest 
równe podwójnemu oddaleniu punktu A od płaszczyzny tcv

Jeżeli, zamiast punktu Slt weźmiemy pod uwagę punkt S2, a za
miast koła Cj koto C2, to płaszczyzny a i /? będą wyznaczone 
prostą p i prostemi s2 i u2, wykreślonemi z punktu S2 stycznie do 
koła C2.
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Jeżeli kąt ty jest większy, aniżeli kąt nachylenia y  prostej p, 
to płaszczyzny a i /? są rzeczywiste; jeżeli kąt ty jest mniejszy od 
kąta y, zadanie ma rozwiązanie urojone; jeśli ty =  y  — to obie pła- 
szczny schodzą się.

Przejdźmy do rozwiązania zadania w rzucie cechowanym 
(rys. 12). Załóżmy, że tgty =  %. Punkt A, prostej p, niechaj ma 
wysokość 5, a punkt 5) 
wysokość 3 jednostek.
Koło ^  leży na pła
szczyźnie warstwowej 3; 
wysokość d stożka, rów
na różnicy wysokości 
punktów A i Si, wy
niesie 2 m więc pro
mień r  koła Ci równy 
będzie:

r — d . m a =  2 . § — 3 m.

Styczne s /  i u /, wy
kreślone z punktu Si' 
do koła Ci, są warstwi- 
cami 3 a i 3$ płaszczyzn 
a i /?, przechodzących 
przez prostą p i nachy
lonych w stosunku 2: 3. Rzuty / /  i / /  tworzących, wzdłuż których 
płaszczyzny a i /? stykają się ze stożkiem stokowym, są kierun
kami podziałek nachylenia i / /  tych płaszczyzn.

Zamiast punktu 5/(3) możemy użyć punktu 5/(7), z którego 
poprowadzimy styczne s2 i « /  do koła c / =  c/. Styczna s / | |s , ' 
będzie warstwicą 7 płaszczyzny a, a styczna u / | |« /  warstwicą 7 
płaszczyzny /?.

10. P roste , o danem  nachyleniu , le żą ce  na danej pła
szczyźn ie. Z każdego punktu, danej płaszczyzny a, poprowadzić 
można nieograniczenie wiele prostych, nachylonych do płaszczyzny 
poziomej, pod danym kątem. Wszystkie one utworzą stożek obro
towy (stokowy) o osi pionowej, który płaszczyzna a przetnie po
dług dwóch tworzących. Tworzące te mogą być rzeczywiste, uro
jone lub schodzić się w jedną. Pierwszy przypadek zajdzie, gdy 
nachylenie płaszczyzny jest większe, aniżeli nachylenie prostych, 
tworzących stożek stokowy. Gdy nachylenie tworzących stożka
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jest większe, aniżeli nachylenie płaszczyzny, zagadnienie daje roz
wiązanie urojone; gdy wreszcie oba nachylenia są równe — dwie

proste łączą się w jedną, płaszczyzna

tach A' i B', które, połączone z punk
tem P’, dają rzuty a' i b' prostych a i b, leżących na płaszczyźnie a 
i nachylonych do płaszczyzny poziomej w stosunku 4:5.  Odcinek 
~P'A' =  P  B' jest równy dwukrotnemu modułowi każdej z tych 
prostych.

11. Zadania.
1. Wyznaczyć prostą b, równoległą do danej prostej a, a prze

chodzącą przez dany punkt P (rys. 14). Prosta b' będzie równo-

stej a' w stosunku 6 : 4 i przeniesienia tego podziału na prostą b'.
2. Wykreślić podziałkę nachylenia płaszczyzny a, wyznaczonej 

prostą a i punktem  A. Na prostej a (rys. 15) znajdziemy punkt, 
którego wysokość równa jest wysokości danego punktu A. Otrzy
mamy warstwicę 5'5 płaszczyzny a, a więc i kierunek jej linji 
spadu U', a także i moduł.

3. Wykreślić podziałkę nachylenia płaszczyzny a, przechodzącej 
przez trzy dane punkty: A' (4), B'(7), C' (8'4). Połączmy punkty

jest styczną do stożka.
Przyjmijmy płaszczyznę ci (rys. 13) 

o nachyleniu nu =  1 :1  i znajdźmy 
na niej proste a i b, przechodzące 
przez punkt P (10) i mające nachy
lenie a?! =  4 : 5. Podstawę stożka 
stokowego przyjmiemy na płaszczyź
nie warstwowej w wysokości 8. Jego 
wysokość wyniesie d =  2m , promień

Rys. 13. stwica 8a przecina koło k w punk-

ległą do a'. Kierunki nachylenia 
obu prostych są zgodne, a moduły 
równe.

8 86 9
Rys. 14.

10 11

Zestopniowania prostej b' dokona
my bądź przy pomocy podziałki mi
limetrowej, bądź też drogą rysun
kową, jak to uczyniliśmy na rys. 14. 
Zadanie sprowadza się do znalezie
nia punktu, dzielącego moduł pro-
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A' ł C' z punktem B' (rys. 16) prostemi a' i b' i zestopniujmy je. 
Proste, łączące te same wskaźniki obu podziałek, są warstwi- 
cami płaszczyzny a i wyznaczają na prostopadłej do nich po- 
działkę nachylenia /„'.

Rys. 15. Rys. 16.

4. Wyznaczyć punkt przebicia się prostej a z płaszczyzną a. 
Przez prostą a przeprowadzimy płaszczyznę e, i znajdziemy jej 
krawędź k z płaszczyzną a ; punkt P przecięcia się prostych a i k 
rozwiązuje zadanie (rys. 17).

Płaszczyzna e, wyznaczona jest dwiema warstwicami 5C i 6C, 
poprowadzonemi w dowolnym kierunku przez punkty 5 i 6 po- 
działki nachylenia prostej a. Prosta k',
łącząca punkty V  i VI', jest rzutem 
krawędzi płaszczyzn a i e, a punkt P' 
rzutem punktu przebicia się, prostej a, 
z płaszczyzną a.

5. Wyznaczyć krawędź dwóch pła
szczyzn, których warstwice, leżące 
w tych samych wysokościach, nie prze
cinają się w obszarze rysunku.

Zadanie rozwiązać można w dwo
jaki sposób. Znajdziemy punkt przebi
cia się prostej, przyjętej na jednej pła
szczyźnie, z płaszczyzną drugą i połą
czymy go z punktem, w którym prosta, przyjęta na drugiej pła
szczyźnie, przebija pierwszą. Najdogodniej będzie, gdy owemi przy- 
jętemi prostemi będą linje spadu i / /  danych płaszczyzn (rys. 18).
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Pierwsza przebija płaszczyznę fi w punkcie A , druga, pła
szczyznę a, w punkcie B. Prosta A B  jest szukaną krawędzią pła

szczyzn a i fi.
Drugi sposób rozwiązania za

dania polega na użyciu dwóch 
płaszczyzn y i ó, przecinających 
dane płaszczyzny a i fi. Pła
szczyzny a, ¿9 i y przetną się 
w jednym punkcie, zaś pła
szczyzny a, fi i ó w drugim 
punkcie. Oba te punkty wy
znaczą krawędź płaszczyzn 

Rys. is. a i i5- Dogodnie będzie, gdy
płaszczyzny y i 6 wyznaczone 

będą podziałkami nachylenia, schodzącemi się na jednej prostej 
/./ =  /,/ i o tym samym module. Oczywiście, że kierunki nachy

lenia obu tych płaszczyzn 
są przeciwne (rys. 19).

Płaszczyzny a i y dają 
krawędź ku płaszczyzny 
/? i y krawędź k2; pła
szczyzny a i ó przecinają 
się wzdłuż prostej k3 a fi 
i ó podług krawędzi kA. 
Proste kx i k2 przecinają 
się w punkcie A, kra
wędzie k s i 1^ mają 
wspólny punkt B. Pro
sta k =  (A ,B ) jest krawę
dzią płaszczyzn a i fi, jej 
rzutem jest prosta k ,  
wyznaczona punktami 
A' i B'.

6. Przez dany punkt P poprowadzić prostą p, równoległą do pła
szczyzny a (rys. 20). Na płaszczyźnie a przyjmiemy dowolną pro
stą a, do której poprowadzimy, przez punkt P, równoległą pro
stą p. Moduł prostej p jest równy modułowi prostej a.

7. Poprowadzić do prostej p, w punkcie P, płaszczyznę prosto
padłą. Moduł m a, szukanej płaszczyzny, będzie odwrotnością mo
dułu prostej (ust. 7); linja spadu równoległą do rzutu prostej,

Rys. 19.



a kierunek nachylenia odwrotny. Prze
bieg konstrukcji odtworzy czytelnik 
z łatwością z rys. 21.

8. Znaleźć odległość dwóch prostych 
równoległych. Prosta 5,„ łącząca wskaź
niki 5, podziałek nachylenia danych 
prostych a i b, jest warstwicą pła
szczyzny a, przechodzącej przez te 
proste (rys. 22). Kład tej płaszczyzny, 
na płaszczyznę warstwową o wysoko
ści 5 jednostek, sprowadzi proste a i b 
na płaszczyznę poziomą, gdzie zmie
rzyć można ich oddalenie r. Zadanie 
redukuje się do obrotu punktu 6, pro
stej b, około prostej 5«, jako osi, na 
płaszczyznę poziomą. Odcinek 6‘* 6 
równy jest jednostce, w podziałce ry
sunku. Resztę tłumaczy rysunek.

9. Znaleźć oddalenie dwóch pła
szczyzn równoległych (rys. 23). Do da
nych płaszczyzn a i /? poprowadzimy 
płaszczyznę prostopadłą i równocze
śnie rzucającą. Przetnie ona dane pła
szczyzny podług dwóch krawędzi a i b, 
które sprowadzimy na jedną z pła
szczyzn warstwowych, przez wykona-
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nie kładu płaszczyzny rzucającej. Rzut poziomy, krawędzi a i b, 
zejdzie się z prostą a' =  b\ prostopadłą do warstwie płaszczyzn 
a i /?. Punkt A, przyjęty na linji warstwowej 4a, położyliśmy na 
płaszczyznę warstwową 3, odmierzając A' A° — 1 m. Prosta a°, wy
znaczona punktami I' i A° jest kładem krawędzi a, zaś prosta ¿>°||a° 
kładem krawędzi b na tę samą płaszczyznę. Oddalenie r tych 
dwóch prostych wyraża oddalenie płaszczyzn a i /?.

10. Wyznaczyć prawdziwą wielkość kąta, jaki prosta a zawiera 
z  daną płaszczyzną a (rys. 24). Z przyjętego na prostej a punktu A,

poprowadzimy pro
stą p, prostopadłą do 
płaszczyzny «. Przez 
proste a i p poprowa
dzimy płaszczyznę /?; 
znajdziemy jej kra
wędź b z płaszczy
zną a i wykonamy jej 
kład na płaszczyznę 
warstwową np. 3. 
Prosta 3 ,i, łącząca 
wskaźniki 3 podzia- 
łek nachylenia pro
stych a' i p  jest war- 
stwicą płaszczyzny 
podobnie jak prosta 
5,i. Proste a i b prze
cinają się w punkcie 

Rys. 24. B. Kład płaszczyzny
/9 wyrazi się kładem

prostych a i b. Obróćmy punkt A około 3 $; środkiem obrotu jest 
punkt S. Odmierzmy A 'A x — 2 m, to odcinek jest promieniem 
obrotu, a punkt A° kładem punktu A na płaszczyznę warstwową 3. 
Prosta a°, łącząca punkt A° z wskaźnikiem 3 prostej a, jest kła
dem tej ostatniej. Rzucimy prostopadle na 3^ punkt B' i otrzy
many punkt B° połączymy z wskaźnikiem 3 prostej b'. Otrzymana 
prosta b° jest kładem prostej b. Kąt zawarty między prostemi a° 
i b° rozwiązuje zadanie.

11. Wykreślić rzut sześcianu, którego podstawa leży na danej 
płaszczyźnie a. Najpierw wykonamy kład płaszczyzny a na pła
szczyznę warstwową 5. W tym celu obrócimy punkt 7, warstwicy 6 n

1 0  1 2 ,   .............,    - 4--------------- 1---------------1
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(rys. 25), około warstwicy 5«, aż padnie na płaszczyznę war
stwową 5. 7 7 * =  1 m, punkt S  jest środkiem obrotu, punkt 7° kła
dem punktu 7, zaś prosta 6a° kładem warstwicy 6a-

Przyjęliśmy kwadrat A0B°C0D° w kładzie i podnieśli go na 
płaszczyznę a, uwzględniając, że między rzutem a kładem tego 
kwadratu zachodzi powinowactwo prostokątne, którego osią 
jest warstwica 5a a punkty 77° 11' parą punktów odpowiednich.

Rzuty krawędzi bocznych 
sześcianu będą prostemi 
prostopadłemi do warstwie 
płaszczyzny a. Wykreślmy 
odcinek 7X71X, prostopadły do 
S 'I x i równy długości kra- 7_
wędzi sześcianu i rzućmy 
punkt I* ,  prostopadle, na 
prostą I' 7°. Odcinek 7' 7/ 
wyraża długość rzutu kra
wędzi bocznej sześcianu. 
Odmierzymy odcinek A 'A /  
równy odcinkowi 7' 7/ i wy
kreślimy równoległobok, któ
rego boki są równoległe do 
odpowiednich boków rom- 
boidu A'B'C'D'. Rys. 25.

R o z d z i a ł  d r ug i .

Krzywe skośne. Pow ierzchnie prostolinjowe.

12. Rzut lin ji sk ośn ej. L inje sto k o w e. Linja krzywa sko
śna jest wyznaczona dostateczną ilością cechowanych rzutów 
swych punktów. Promienie, rzucające punkta danej krzywej sko
śnej na płaszczyznę poziomą, tworzą walec r z u c a j ą c y .  Rozwi
nięcie tego walca na płaszczyznę, sprowadzi na nią p r z e k s z t a ł 
c o n ą  krzywą danej krzywej skośnej. P r z e k s z t a ł c o n a  charaktery
zuje, w pewnym stopniu, przebieg krzywej skośnej i równa jest 
jej co do długości.

Rys. 26a podaje rzut cechowany CJ krzywej skośnej Cs; rys. 266 
jej przekształconą Cs°. Otrzymaliśmy ją w sposób następujący: 
Długość linji CJ przenieśliśmy, dzieląc ją na dostatecznie krótkie
2 Rzuty cechow ane.
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odcinki, na przyjętą prostą a; na prostopadłych, poprowadzonych 
w punktach A', B', . . .  J', do prostej a, odmierzyliśmy wysokości 
odnośnych punktów i otrzymane punkty A°, B°, ... K° połączyliśmy

Rys. 26 a—b.

krzywą C°. Jest rzeczą zrozumiałą, że wysokości punktów krzy
wej skośnej zredukować można do dowolnie obranej płaszczyzny 
warstwowej.

N a c h y l e n i e m ,  względnie mo d u ł e m,  krzywej skośnej w pew
nym jej punkcie nazywamy nachylenie, względnie moduł, prostej 
stycznej do niej w tym punkcie. Ponieważ rzut elementu linji krzy
wej skośnej jest elementem rzutu tejże linji, więc rzut s ,  stycz
nej s, w punkcie D, do krzywej przestrzennej C,, jest styczny do 
krzywej CJ w punkcie D' (rys. 26 a). Po rozwinięciu walca rzuca
jącego krzywą Cs, prosta styczna s w punkcie D, do krzywej CK, 
przejdzie w styczną s0, do przekształconej Cs°, w punkcie D°.

Aby położenie stycznej s, w punkcie D krzywej skośnej C8, 
było wyznaczone, musi być określone nachylenie tej stycznej, 
a więc znany jej moduł. Moduł ten jest równy modułowi m„ stycz
nej s0, wykreślonej w punkcie D° do krzywej C,°.

Linję krzywą skośną, której wszystkie elementy, a więc styczne 
wszystkich jej punktów, nachylone są do przyjętej — z reguły po
ziomej — płaszczyzny pod tym samym kątem, nazywamy l in  ją  
o s t a ł y m  s p a d k u ,  l i n j ą  s t o k o w ą  lub o g ó l n ą  l i n j ą  ś r u 
b o wą .  Linja ta posiada, wzdłuż całej swej długości, jednakowy 
moduł, może więc być stopniowaną, podobnie jak linja prosta. 
W miejsce odcinków linji prostej wchodzą tu, jako moduły, odcinki 
krzywolinjowe.
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Z określenia linji stokowej wynika wprost, że jej przekształ
cona jest linją prostą.

Krzywa stokowa wyznaczona jest, podobnie jak prosta, swoim 
rzutem i cechami dwóch swoich punktów.

Aby na danej, swoim cechowanym rzutem, krzywej skośnej 
znaleźć punkt o żądanej wysokości, lub określić wysokość punktu, 
którego rzut jest dany, używamy pośrednictwa krzywej przekształ
conej. W pierwszem zadaniu poprowadzimy, w danej wysokości, 
prostą poziomą, która przetnie krzywą przekształconą w jednym, 
lub w więcej punktach. Punkty te przeniesione na rzut cechowany 
krzywej rozwiązują zadanie. Gdy chodzi o określenie wysokości 
punktu krzywej skośnej, którego rzut znamy, to znajdziemy prze- 
dewszystkiem, odpowiadający temu punktowi, punkt krzywej prze
kształconej. Rzędna tego punktu jest odpowiedzią na pytanie.

W odniesieniu do krzywych stokowych 
oba powyższe zadania rozwiążemy bezpośred
nio, bez pośrednictwa przekształconej, gdyż 
moduły ich są stałe.

Przykładem linji stokowej jest z wyc z a j na  
l i n j a  ś r u b o w a .  Jej rzut poziomy jest ko
łem K (rys. 27), zestopniowanym łukiem koła 
o danej długości. Rzut stycznej do linji śru
bowej, w pewnym jej punkcie, jest styczną s' Rys. 27.
do koła k' w rzucie tego punktu. Modułem 
stycznej s, wspólnym wszystkim stycznym linji śrubowej, jest mo
duł linji śrubowej t. j. długość łuku koła k', zawartego między 
dwoma punktami, których cechy różnią się o jednostkę. Odwrot
ność modułu stycznej do linji śrubowej wyraża nachylenie tej linji, 
jednakowe we wszystkich jej punktach.

13. P ow ierzch n ie  stożk ow e i w a lcow e. Wiadomo, że linja 
krzywa płaska lub skośna i dowolny, nie leżący na niej, punkt 
wyznaczają p o w i e r z c h n i ę  s t o ż k o w ą .  Owa krzywa nosi nazwę 
k i e r o w n i c y ,  a punkt miano w i e r z c h o ł k a  stożka. Jeśli wierz
chołek jest punktem niewłaściwym, to otrzymana powierzchnia 
zwie się powierzchnią w a l c o w ą .

Między przekrojami powierzchni stożkowej, płaszczyznami rów- 
noległemi, zachodzi związek podobieństwa środkowego. Płaszczy
zny warstwowe przecinają tedy powierzchnię stożkową podług 
linij krzywych podobnych i podobnie położonych, ze względu na 
wierzchołek stożka. Stanowią one linje warstwowe powierzchni
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stożkowej. Rzut prostokątny linji warstwowej, na płaszczyznę po
równawczą, zwie się w a r s t w i c ą .  Wszystkie warstwice są linjami 
podobnemi i podobnie położonemi, ze względu na rzut wierzchołka 
stożka, jako środka podobieństwa. Tworzą one t. zw. p l a n  w a r 
s t w o w y  powierzchni stożkowej, który jest jej charakterystyką 
i pozwala na wyobrażeniowe i plastyczne jej odtworzenie. Plan 
warstwowy jest wykonany zawsze dla przyjętej grubości warstw; 
odnośne warstwice zwą się g ł ó w n e  mi. Względy konstrukcyjne 
dyktują niekiedy potrzebę włączenia, między warstwice główne, 
jednej lub więcej, warstwie p o ś r e d n i c h .  Mówimy wtedy o i n t e r 
p o l a c j i  planu warstwowego.

O t 2 3m ; 
  .............. ' ' ' \ll

Rys. 28.

Krzywa płaska c', przyjęta, jako kierownica, na dowolnej pła
szczyźnie warstwowej np. 3 i dowolny cechowany punkt np. W' (8) 
(rys. 28), wyznaczają powierzchnię stożkową. Proste: t', i / ,  t 2', 
łączące punkt W  z punktami krzywej c', są rzutami tworzących 
powierzchni. Linje krzywe, powstałe z połączenia punktów o jed
nakowych cechach tych prostych, są warstwicami stożka i tworzą 
jego plan warstwowy.

W każdym punkcie powierzchni stożkowej poprowadzić można 
nieograniczenie wiele prostych stycznych. Każda z nich będzie 
styczną do jednej linji krzywej płaskiej, przechodzącej przez dany 
punkt, a leżącej na stożku. Miejscem geometrycznem wszystkich 
tych prostych stycznych jest płaszczyzna styczna, w danym punk
cie, do powierzchni stożkowej. Nachyleniem tej płaszczyzny a więc
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nachyleniem jej linji spadu, określamy nachylenie powierzchni 
stożkowej w danym punkcie. Linja spadu, płaszczyzny stycznej, 
posiada największe nachylenie ze wszystkich stycznych, poprowa
dzonych do powierzchni stożkowej w określonym jej punkcie.

Tworząca t, przechodząca przez punkt A powierzchni stożko
wej (rys. 28) i styczna a, w tym punkcie, do warstwicy 4, wyzna
czają płaszczyznę styczną a. Płaszczyzna ta styka się ze stożkiem 
wzdłuż tworzącej 
t, a jej linja spa
du /« będzie pro
stopadłą do pro
stej a.

Z łatwością za
uważymy, że im 
bardziej zbliżają 
się ku sobie war- 
stwice stożka, tern 
większe jest jego 
w danem miejscu 
nachylenie.

Krzywa płaska 
c, przyjęta na pła
szczyźnie porów
nawczej i przeci
nająca ją, zestop- 
niowana, prosta t, 
wyznaczają p o wi e r z c h n i ę  wa l c o wą  (rys. 29). Równoległe do 
prostej t' i, przecinające krzywą c, proste ix', ł2' . . . ,  zestopniowane 
tym samym co prosta t' modułem, są rzutem tworzących po
wierzchni walcowej. Linje krzywe, powstałe z połączenia punktów
0 jednakowych cechach tych prostych, są warstwicami walca
1 tworzą jego plan warstwowy. Warstwice walca są krzywemi 
przystającemi.

Prosta t, tworząca walca, i styczna a, w punkcie A, do war
stwicy 4, wyznaczają płaszczyznę styczną do powierzchni walco
wej, w tym punkcie i styczną zarazem we wszystkich punktach 
tworzącej t.

14. L inje spadu i  lin je  sto k o w e na pow ierzchn iach  
stożkow ych  i w alcow ych , a) Wychodząc z dowolnego punktu, 
powierzchni stożkowej lub walcowej, w kierunku najbardziej stro
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mej stycznej, do punktu sąsiedniego, z tego punktu znowu w kie
runku najbardziej nachylonej stycznej do punktu następnego i po
wtarzając ten przebieg dowolną ilość razy, otrzymamy linję, leżącą 
na powierzchni, której nachylenie, w każdym punkcie, jest więk
sze, aniżeli nachylenie każdej innej linji, przechodzącej przez ten 
punkt. Linję tę nazywamy l in  ją  s p a d u  powierzchni.

Kierunek nachylenia tej linji, w każdym jej punkcie, schodzi 
się z kierunkiem nachylenia linji spadu płaszczyzny stycznej, po
prowadzonej do powierzchni stożkowej, względnie walcowej, w tym 
punkcie. Ale linja spadu płaszczyzny stycznej jest prostopadłą do 
prostej stycznej, wyprowadzonej w danym punkcie do linji war
stwowej stożka lub walca, z czego wynika, że każda linja spadu, 
leżąca na tych powierzchniach, będzie prostopadłą do ich linij 
warstwowych, a rzuty linij spadu prostopadłe do warstwie. Linje 
spadu i warstwice powierzchni stożkowych i walcowych są więc 
wzajemnie do siebie prostopadłe i tworzą dwa układy t. zw. t r a 
j e k  t o r y  j prostokątnych.

Teoretycznie uważać można linje spadu za tory płynących po 
powierzchni cząstek wody, które nie nabrały energji ruchu; bez
władność musiałaby bowiem spowodować odchylenia od linij spadu.

Linję spadu powierzchni stożkowych i walcowych są, w ogól
ności, linjami krzywemi; jedynie linje spadu stożka obrotowego, 
o osi poziomej, są linjami prostemi. Rzuty ich tworzą pęk pro
mieni, którego wierzchołkiem jest rzut wierzchołka stożka; war
stwice tego stożka tworzą pęk współśrodkowych kół.

Przez każdy punkt powierzchni stożkowej i walcowej przecho
dzi j e d n a  linja spadu, a wszystkie przechodzą przez wierzchołek, 
czy to jako punkt właściwy, czy też niewłaściwy.

Aby otrzymać linję spadu postąpimy w następujący sposób: 
Wyjdźmy z punktu P warstwicy 0 (rys. 30) i poprowadźmy w nim 
styczną i normalną. Następnie wstawmy warstwicę 0'5 i, z punktu T 
przecięcia się jej z normalną, zakreślmy łuk koła, któryby przeciął 
warstwicę 1 w punktach, leżących dostatecznie blisko siebie. Śro
dek P /, ograniczonego w ten sposób łuku warstwicy 1, uważać 
można z wystarczającem p r z y b l i ż e n i e m  za punkt rzutu //lin ji 
spadu, wychodzącej z punktu P.

Prosta r  Pi jest normalną do warstwicy 1, w punkcie P /. Prze
cina ona wstawioną warstwicę P5 w punkcie I I  z którego znowu 
zakreślimy łuk, przecinający warstwicę 2 w dwóch punktach. Doj
dziemy do punktu PI. Prosta II' P I jest normalną do warstwicy 2
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w punkcie P2. Powtarzając konstrukcję tę potrzebną ilość razy 
i łącząc punkty P, P /, P2', Ps', ... linją ciągłą, otrzymamy krzywą //, 
którą będzie styczną w tych 
punktach do normalnych.

b) Z każdego punktu 
powierzchni stożkowej lub 
walcowej poprowadzić na 
niej można d w i e  linje 
stokowe o tym samym mo
dule, których nachylenie 
jest mniejsze, aniżeli na
chylenie linji spadu, prze
chodzącej przez ten punkt 
powierzchni. Tworzące 
stożka lub walca są rów
nież linjami stokowemi 
tych powierzchni, a są 
między niemi i takie, które są równocześnie ich linjami spadu.

Część linji stokowej, leżącej między dwiema warstwicami, uwa
żamy za odcinek linji prostej, a jeżeli różnica wysokości linij war
stwowych wynosi jednostkę — odcinek ten jest modułem linji sto
kowej. Gdy nachylenie linji stokowej jest dane, to znany jest także 
i jej moduł. Wyszedłszy więc np. z punktu / '  (rys. 28 i 29) zakre
ślać będziemy łuki kół o stałym promieniu, równym temu modu
łowi i łączyć punkty przecięcia się tych łuków z warstwicami, 
linją łamaną st'. W ten sposób, z punktu 1' (rys. 28), wykreśliliśmy 
linje i s2'> jako rzuty dwóch linij stokowych, wychodzących 
z punktu I, powierzchni stożkowej. W punkcie P' (rys. 29) przeci
nają się rzuty, ą '  i s2', dwóch linij stokowych, przyjętych na po
wierzchni walcowej.

Nachylenie na, linji stokowej, musi być mniejsze, aniżeli nachy
lenie linij spadu w punktach, przez które ta linja stokowa prze
chodzi.

Jeżeli przyjęta grubość warstw wynosi g jednostek, to odci
nek p' linji stokowej, zawartej między dwiema warstwicami, będzie

, q
p =  4- =  g • m„

gdzie m, jest modułem linji stokowej.
15. P łask ie  przek roje  pow ierzchn i stożk ow ych  i w alco

w ych. Między dwoma płaskiemi przekrojami powierzchni stożkowej
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zachodzi związek k o l i n e a c j i  ś r o d k o w e j .  Środkiem kolineacji 
jest wierzchołek stożka, osią krawędź płaszczyzn siecznych, a pro
mieniami kolineacji, tworzące powierzchni. Rzut prostokątny po
wierzchni stożkowej i jej dwóch przekrojów płaskich, na dowolną 
płaszczyznę, jest złączeniem, na tej płaszczyźnie, dwóch układów 
środkowo-kolineacyjnych. Rzut krawędzi, dwóch płaszczyzn siecz
nych, jest osią, rzut wierzchołka stożka środkiem, a rzuty tworzą-

Poszczególne punkty linji przekroju, danej powierzchni stożko
wej lub powierzchni walcowej, znajdziemy jako miejsce geome
tryczne punktów przecięcia się warstwie danej powierzchni z od- 
powiedniemi warstwicami płaszczyzny siecznej, albo jako miejsce 
geometryczne punktów przebicia się, tworzących powierzchni, z pła
szczyzną tnącą.

Rys. 31 podaje konstrukcję przekroju powierzchni stożkowej 
płaszczyzną a.

Ślad poziomy 0a, płaszczyzny siecznej a, przecina ślad po
ziomy stożka w punktach 0y i 02; warstwica 1 stożka przecina 
się z warstwicą 1 płaszczyzny a w punktach / /  i II . Podobnie 
znaleźliśmy punkty Z/j' i III. Punkt III', krzywej przekroju C', 
znaleźliśmy jako punkt przebicia się tworzącej t stożka z pła
szczyzną a. W tym celu użyliśmy pośrednictwa płaszczyzny cp, 
poprowadzonej przez prostą t i przecinającą płaszczyznę a podług 
krawędzi k.

cych, promieniami 
tej kolineacji.

Między dwoma 
przekrojami pła-

Rys. 31.

'/̂  skiemi powierzch
ni walcowej zacho
dzi, ten sam, co 
przy przekrojach 
powierzchni stoż
kowej, związek ko
lineacji, której śro
dek jest punk
tem niewłaściwym 
i która znana jest 
pod nazwą p o wi 
n o w a c t w a  środ
kowego.
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16. P ow ierzch n ie  s to żk o w e i w a lco w e rzędu  drugiego.
a) Rozważania przeprowadzone w poprzednim ustępie są natury 
ogólnej i odnoszą się do wszystkich powierzchni stożkowych i wal
cowych, a więc zarówno g r a f i c z n y c h  jak i m a t e m a t y c z n y c h .  
Jeżeli kierownica stożka nie jest krzywą matematyczną, t. zn. nie 
jest krzywą, której prawo powstania da się określić na drodze 
matematycznej, jest krzywą narysowaną, g r a f i c z n ą ,  to powstała 
powierzchnia stożkowa jest również matematycznie nieokreśloną 
i należy do kategorji utworów przestrzennych, które noszą ogólne 
miano utworów g r a f i c z n y c h .  To samo odnosi się i do po
wierzchni walcowych.

Szczegółowa systematyka obejmować może i dotyczyć dopiero 
utworów zdefiniowanych matematycznie. Odnosi się to zarówno do 
linij krzywych płaskich i skośnych, jakoteż i do powierzchni.

Pozostaniemy przy matematycznie określonych powierzchniach 
stożkowych i walcowych. Dzielimy je na r z ę d y ,  przez które 
rozumiemy ilość punktów przebicia się dowolnej prostej z badanemi 
powierzchniami. Bierzemy tu pod uwagę zarówno punkty rzeczywi
ste, jak też i urojone, sprzężone. To określenie rzędu powierzchni 
pokrywa się z rzędem krzywej płaskiej, podług której dowolna 
płaszczyzna przecina powierzchnię. Rzędem bowiem krzywej nazy
wamy ilość punktów przecięcia się dowolnej prostej z tą krzywą.

b) W dalszym ciągu mówić będziemy o powierzchni stożkowej 
rzędu drugiego. Jest to powierzchnia utworzona przez dwa homo- 
graficzne pęki płaszczyzn o osiach przecinających się w punkcie 
właściwym. Dowolna płaszczyzna przecina ją podług krzywej stoż
kowej t. zn. podług elipsy, koła, hiperboli lub paraboli. Gdy pła
szczyzna sieczna przechodzi przez wierzchołek stożka, przekrój 
składa się z dwóch przecinających się prostych. Krzywa stożkowa 
i punkt, nie należący do niej, wyznaczają powierzchnię stożkową 
rzędu drugiego. Tę krzywą stożkową, która jest kierownicą po
wierzchni stożkowej, zastąpić można każdym dowolnym przekro
jem płaskim tej powierzchni. W ten sposób stożek rzędu drugiego 
jest równocześnie stożkiem eliptycznym, hiperbolicznym, parabo
licznym i kołowym, jeśli przymiotniki te zechcemy związać z prze
krojami płaskiemi, ograniczającemi tę powierzchnię, rozciągającą 
się do nieskończoności.

Powierzchnia stożkowa rzędu drugiego posiada trzy wzajemnie 
do siebie prostopadłe osie, z których jedna leży „wewnątrz“ tej 
powierzchni, a dwie inne poza nią. Stożek rzędu drugiego jest
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więc powierzchnią trójosiową, nazywać go będziemy krótko s t o ż 
k i e m t r ó j o s i o w y m .  Płaszczyzny wyznaczone osiami stożka są 
jego p ł a s z c z y z n a m i  s y m e t r j i .  Dwie z nich przecinają stożek 
podług dwóch tworzących każda, trzecia przecina go w punkcie, 
wierzchoiku. Płaszczyzny, prostopadłe do osi „wewnętrznej“ stożka, 
przecinają go podług podobnych i podobnie położonych elips, pła
szczyzny prostopadłe do dwóch pozostałych przetną stożek podług 
podobnych i podobnie położonych hiperbol.

Jeżeli oś „wewnętrzna“ stożka jest prostopadła do pozio
mej płaszczyzny rzutów, to takie położenie stożka określamy

jako n o r m a l n e .  Rys. 
32 jest rzutem cechowa
nym trójosiowego stoż
ka w położeniu nor- 
malnem. Oś a jest pio
nowa, poziome osie b i c 
przechodzą przez wierz
chołek W (4). Warstwice 
tego stożka są elipsami 
współśrodkowemi, podob- 
nemi i podobnie położo- 
nemi. Środkiem podo
bieństwa jest rzut W' 
wierzchołka stożka. Li- 
nje //, l2' , . . .  są rzutami 

linij spadów stożka, podobnie jak proste c' i b'.
c) Jeżeli punkt przecięcia się osi dwóch homograficznych pę

ków płaszczyzn jest punktem niewłaściwym, to powierzchnia stoż
kowa przechodzi w walcową. Proste przecięcia się homologicznych 
płaszczyzn w tych pękach są równoległemi, względem siebie, two- 
rzącemi walca. W przeciwieństwie do powierzchni stożkowej rzędu 
drugiego, która występuje jako jedyna — mamy walec eliptyczny, 
hiperboliczny i paraboliczny. Ponieważ między dwoma przekrojami 
walca zachodzi powinowactwo środkowe, więc walec eliptyczny 
przeciąć można tylko podług elips lub kół, walec paraboliczny 
tylko podług parabol, a walec hiperboliczny tylko podług hiperbol. 
W układach środkowo-powinowatych odpowiadają sobie bowiem 
wzajemnie punkty właściwe, względnie punkty niewłaściwe. Oczy
wiście, że płaszczyzny równoległe do tworzących przecinają walec 
podług dwóch tworzących.

Rys. 32.
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Jeżeli krzywe płaskich przekrojów walca przyjmiemy jako okre
ślające tę powierzchnię, to walec eliptyczny jest równocześnie 
i walcem kołowym.

Położenie walca eliptycznego, przy którem tworzące są prosto
padłe do poziomej płaszczyzny rzutów, określamy jako n o r m a l n e .

d) Jako szczególna forma powierzchni stożkowej rzędu drugiego 
występuje s t o ż e k  o b r o t o wy .  Posiada on nieograniczoną ilość 
płaszczyzn symetrji. Płaszczyzny prostopadłe do jego osi „we
wnętrznej“, którą nazywać będziemy krótko o s i ą  stożka obrotowe
go, przecinają go podług kół.
Plan warstwowy stożka obro
towego, w położeniu nor- 
malnem, jest pękiem współ- 
środkowych kół, tworzące 
stożka są jego linjami spadu.

Jeżeli oś stożka obroto
wego ma położenie poziome, 
to jego warstwice są h i p e r 
bol ami  podobnemi i podob
nie połoźonemi, ze względu ki 
na rzut wierzchołka stożka.
Ograniczmy stożek obroto
wy, o osi poziomej, dwoma 
przekrojami kołowemi /ą' 
i k i,  połoźonemi symetrycz
nie względem wierzchołka 
i stycznemi do płaszczyzny porównawczej (rys. 33). Aby wyzna
czyć plan warstwowy tego stożka, obróćmy koło ku którego pro- 

, mień równy jest 4 m, około jego poziomej średnicy, aż padnie na 
płaszczyznę warstwową 4. Obrót ten sprowadzi na tę płaszczyznę 
warstwową także i linje warstwowe pionowej płaszczyzny a koła 
Otrzymamy koło ki° i proste równoległe: 0(l°, l a°, 2„° i 3„°, odda
lone od siebie o grubość warstwy, którą przyjęliśmy równą 1 m. 
Proste te przetną koło kxn w punktach 1°I1°, 11°IĄ0, . . .  które rzu
cimy prostopadle na prostą kt'. Punkty / / ;  II', . . .  są punktami 
hiperbol. Dwie tworzące / /  i U', podług których płaszczyzna war
stwowa 4 przecina stożek, są asymptotami wszystkich hiperbol 
warstwowych. Ze względu na zachodzący związek podobieństwa 
środkowego, wierzchołki Tt', T2' .. .  tych hiperbol, dzielą odcinek 
W' <y na cztery równe części.

Rys. 33.
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Jeżeli stożek obrotowy jest styczny do płaszczyzny poziomej, 
t. j. jeśli jedna jego tworząca ma położenie poziome, to warstwice 
są p a r a b o l a m i .

Rzut cechowany takiego stożka, ograniczonego kołem k, i jego 
plan warstwowy przedstawia rys. 34. Do przeprowadzenia kon
strukcji użyliśmy płaszczyzny pionowej a, przechodzącej przez 
oś stożka. Trójkąt WDXC jest kładem, na płaszczyznę porów
nawczą, przekroju stożka płaszczyzną a, a proste l ax, 2ax i 5(1x

kładem linij warstwowych. 
Punkty II' i IW  są wierz
chołkami parabol, stanowią
cych warstwice 1, 2 i 3 stożka. 
Punkty W  Ul, T,' 7V i V,' V2' 
tych parabol, leżące na eli
psie k', znaleźliśmy w dwo
jaki sposób: najpierw bez
pośrednio, przez odniesienie 
punktów Ux, T* i V* na eli
psę k', a następnie zapomocą 
kładu koła k, podstawy stoż
ka, na płaszczyznę a. Wtedy 
W i  =  W 2 =  V°V* i t. d. 
Tworzące konturowe stożka 
znaleźliśmy przy pomocy 
stożka normalnego.*

d) Szczególną formą wal
ca eliptycznego jest w a l e c  
o b r o t o w y ,  którego prze

kroje płaszczyznami prostopadłemi do tworzących, a więc i do osi, 
są kołami. Walec eliptyczny posiada dwie płaszczyzny symetrji, 
walec obrotowy posiada ich nieograniczenie wiele.

Jeżeli oś walca obrotowego jest pionowa, to takie położenie 
będziemy nazywali n o r m a l n e m .  W innem położeniu walca war
stwice jego są e l i p s a m i ;  gdy oś jest pozioma, warstwice są
prostemi.

Plan warstwowy walca obrotowego, którego oś ma dowolne 
nachylenie, podaje rys. 35. Przyjęta na płaszczyźnie rzutów elipsa c 
o osiach aTb  i CD  i środku S  niech będzie podstawą tego walca.

* Patrz autora „Geometrja wykreśliła“ wyd. II, 1922.
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Styczne w punktach C i D do elipsy c są prostemi konturu po
zornego walca. ___

Koło k, zakreślone na małej osi C D, elipsy c, uważamy za rzut 
poziomy kul i ,  wpisanej w walec. Poprowadźmy przez oś a walca, 
płaszczyznę rzucającą a i wy
konajmy jej kład na pła
szczyznę porównawczą. Pła
szczyzna a przetnie kulę po
dług koła wielkiego, walec 
podług dwóch tworzących tx 
i U, a płaszczyzny warstwo
we podług prostych, równo
ległych do prostej a'. Po wy
konaniu kładu, koło wielkie 
kuli zejdzie się z kołem k, 
proste ti i 4* będą stycznemi 
do tego koła, poprowadzo- 
nemi z wierzchołków A  i B 
elipsy c, a lin je warstwowe 
będą pękiem równoległych 
la ,  2ax, . . .  i równoległych do prostej a'. Dalsza konstrukcja osi elips 
1 ,2 ,3  i 4, jako warstwie walca, tłumaczy się dostatecznie z rysunku.

17. O pow ierzchn iach  rozw ijalnych . Powierzchnia r oz wi -  
j a l n a  utworzoną być może, albo ruchem linji prostej, albo też 
ruchem płaszczyzny. Prawo ruchu linji prostej wypowiada się wa
runkiem, że poruszająca się prosta musi być stale s t y c z n ą  do 
danej krzywej skośnej, natomiast prawo ruchu płaszczyzny powłó
czącej powierzchnię rozwijalną wymaga, by płaszczyzna ta była 
stale ś c i ś l e  s t y c z n ą  do danej krzywej skośnej.

Ale prawo ruchu płaszczyzny, powłóczącej powierzchnię rozwi
jalną, uwarunkowane być może i w ten sposób, by płaszczyzna, 
we wszystkich swoich położeniach, była styczną równocześnie do 
dwóch linij krzywych, lub do dwóch powierzchni.

Przyjąwszy dwie krzywe skośne i k2 przeprowadźmy, w punk
cie Px pierwszej z nich, styczną px. Płaszczyzna jrx, przesunięta 
przez prostą i obracająca się około niej jako osi, w pewnej 
ilości swoich położeń, zetknie się z krzywą k2. Proste 4> h, • ••> 
łączące punkt Px z punktami styczności Qu Q2, ... płaszczyzny n1 
z krzywą k2, są tworzącemi powierzchni rozwijalnej, opisanej na 
krzywych kl i k.2, zwanych jej k i e r o w n i c a m i .
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Przyjmijmy, że kierownice ki i k2 są krzywemi płaskiemi, przy- 
czem pierwsza leży na płaszczyźnie porównawczej, a druga na 
płaszczyźnie a (rys. 36). Aby otrzymać tworzącą ł, powierzchni 
rozwijalnej <I>, wyznaczonej temi kierownicami, obierzmy na war- 
stwicy Oa dowolny punkt P, z którego poprowadzimy styczną 
do krzywej kx i styczną s2 do krzywej k2. Prosta, łącząca punkty 
styczności At i A2 jest szukaną tworzącą t. Proste si i s2 wyzna
czają płaszczyznę styczną do powierzchni <I>, wzdłuż tworzącej ł. 
Ale z każdego punktu prostej 0a, poprowadzić można kilka, naj
mniej dwie, styczne do krzywej ku a tak samo do krzywej k2.

Przez punkt Au a także przez 
punkt A2, przechodzi więc kilka, 
najmniej dwie, tworzące, po
wierzchni rozwijalnej (I \  Tak 
więc kierownice i k2 są krzy
wemi w i e l o k r o t n e  mi  tej po
wierzchni, a będą krzywemi 
podwójnemi, gdy kierownice 
i są przekrojami stożkowemi.

Jeżeli jedna z dwóch kierow
nic, np. /?2, będzie punktem, to 
powierzchnia rozwijalna, wy
znaczona kierownicą /ą i tym 
punktem jest p o w i e r z c h n i ą  

s t o ż k o w ą .  Jeśli ów punkt będzie punktem niewłaściwym, otrzy
mamy p o w i e r z c h n i ę  w a l c o w ą .  Tak więc powierzchnie stoż
kowe i walcowe mieszczą się w rodzinie powierzchni rozwijalnych, 
wyznaczonych przez dwie krzywe kierownice, jako powierzchnie 
szczególne.

Proste, poprowadzone przez dowolny punkt w przestrzeni, rów
nolegle do tworzących powierzchni rozwijalnej, tworzą jej s t o ż e k  
k i e r o w n i c z y .  Stożek kierowniczy i jedna kierownica wyznaczają 
powierzchnię rozwijalną. Płaszczyzny styczne, w poszczególnych 
punktach kierownicy i równocześnie równoległe do tworzących 
stożka, powłóczą powierzchnię rozwijalną. Tworzące tej powierzchni 
przechodzić będą przez punkty kierownicy i będą równoległe do 
odpowiednich tworzących kierowniczego stożka.

Na szczególną uwagę zasługują powierzchnie rozwijalne wy
znaczone krzywą płaską k i stożkiem kierowniczym, którym jest 
stożek o b r o t o w y .  Przyjrzyjmy się tym powierzchniom. W dowol

Rys. 36.
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nym punkcie A, kierownicy k, poprowadźmy prostą styczną a. 
Równolegle do niej poprowadzić można dwie płaszczyzny styczne 
do stożka kierowniczego. Płaszczyzny, równoległe do tych pła
szczyzn i przechodzące przez prostą a, są płaszczyznami stycznemi 
powierzchni rozwijalnej. Ale wszystkie płaszczyzny styczne do 
stożka obrotowego mają to samo nachylenie do płaszczyzny prze
kroju kołowego tego stożka, tę samą własność zachowają też pła
szczyzny, powłóczące powierzchnię rozwijalną CI\  wyznaczoną kie
rownicą k i stożkiem obrotowym. Następujące po sobie bezpośred
nio płaszczyzny styczne, powłóczące powierzchnię (I>, przecinają 
się podług prostych, tworzących tę powierzchnię. Tworzące te będą 
równoległe do odpowiednich tworzących stożka kierowniczego, 
czyli będą miały to samo co one nachylenie.

Jeżeli obrotowy stożek kierowniczy ma położenie normalne, 
t. zn. jeżeli jego oś jest pionowa, to powierzchnia rozwijalna, wy
znaczona tym stożkiem i płaską kierownicą k, nosi nazwę po
wierzchni s t o k o w e j .  W położeniu normalnem tworzące stożka 
obrotowego są linjami spadu jego płaszczyzn stycznych, a ponie
waż płaszczyzny powłóczące powierzchnię stokową będą równo
ległe do odpowiednich płaszczyzn stycznych stożka kierowniczego, 
więc t w o r z ą c e  p o w i e r z c h n i  s t o k o w e j  s ą  l i n j a m i  s p a d u  
p ł a s z c z y z n  s t y c z n y c h  t e j  p o w i e r z c h n i ,  a w i ę c  i j e j  
s a me j .

Rzut poziomy krzywych przekroju powierzchni stokowej <I>, 
płaszczyznami warstwowemi, jest planem warstwowym tej po
wierzchni. Styczna a, poprowadzona w punkcie A, warstwicy w, 
powierzchni stokowej, jest śladem płaszczyzny stycznej a do tej 
powierzchni w punkcie A, z odnośną płaszczyzną warstwową. Linja 
spadu płaszczyzny a jest linją spadu powierzchni <I>, prostopadłą 
do stycznej a, ale ponieważ prosta a ma położenie poziome, przeto 
rzut poziomy tej linji spadu będzie prostopadły do rzutu pozio
mego a' prostej a. Tak więc r z u t y  p o z i o m e  f/, ł2', . . . ,  t w o r z ą 
c y c h  p o w i e r z c h n i  s t o k o w e j  <I> s ą  p r o s t o p a d ł e  do w a r 
s t w i e  t e j  p o w i e r z c h n i ,  c zy l i  s ą  r z u t a m i  j e j  l i n i j  s p a d ó w.

Jedna warstwica i dane nachylenie, względnie moduł tworzą
cej, wyznaczają powierzchnię stokową. Rzuty dalszych tworzących 
będą prostopadłe do danej warstwicy, a plan warstwowy składać 
się będzie z krzywych równoległych i równoległych do danej war
stwicy. Wszystkie te krzywe posiadają wspólną e w o l u t ę ,  jako 
obwiednię prostych normalnych do nich.
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Z określenia powierzchni stokowej wynika, że jej najprostszym 
przykładem jest stożek obrotowy. Jedna z dwóch kierownic jest

w tym przypadku zre
dukowaną do punktu, 
którym jest wierzcho
łek stożka.

Styczne w punk
tach linji stokowej 
utworzą powierzch
nię stokową, zwaną 
także o g ó l n ą  p o 
w i e r z c h n i ą  ś ru-  
b o w ą r o z w i j a l n ą .

Elipsa k' na rys. 37, 
zestopniowana przy
jętym modułem, jest 
rzutem linji stokowej 
(śrubowej), leżącej 
na wa l cu  e l i p t yc z 

nym,  przy jego normalnem położeniu. Styczne tt', ł2', ... w punk
tach tej elipsy, zestopniowane jej modułem, są tworzącemi po
wierzchni stokowej (śrubowej). Warstwice tej powierzchni są ewol -  
w e n t a m i  elipsy Ii, która znowu jest ich wspólną e w o l u  tą.

Jeżeli zamiast eli-

Rys. 37.

Rys. 38.

psy k' przyjmiemy koło 
(rys. 38), to otrzymamy 
powierzchnię stokową 
zwaną z wy c z a j n ą  po
wi e r z chn i ą  ś r u b o w ą  
r ozwi j a ł ną .  Powstaje 
ona przez ruch prostej, 
stale stycznej do z wy 
c z a j n e j  l i n j i  ś r u 
b o we j .  Warstwice tej 
powierzchni są zwy-  
c z a j n e m i  ewolwenta- 
mi koła.

18. P ow ierzch n ie  
s to k o w e , p rzech o
dzące przez k rzyw e
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skośne. Płaszczyzny styczne do przyjętej krzywej skośnej, lub 
powierzchni, a nachylone pod pewnym danym kątem do płaszczy
zny poziomej, powłóczą powierzchnię stokową.

Uważajmy daną krzywą skośną k„ za miejsce geometryczne 
wierzchołków stożków obrotowych, w położeniu normalnem, to 
stożki te powłóczą powierzchnię o stałym spadku t. zn. powierzch
nię stokową. Powierzchnia ta składa się z dwóch, przenikających 
się, podług krzywej k„ części. Krzywa ta jest więc k r z y w ą  po 
d w ó j n ą  otrzymanej powierzchni stokowej.

Jasnem jest, że przez krzywą ks przesunąć można dowolną ilość 
powierzchni stokowych, zależnie od przyjętego nachylenia tworzącej.

Przyjmijmy krzywą wichrowatą k„, wyznaczoną zestopniowa- 
nym rzutem k j  i wyznaczmy plan warstwowy powierzchni sto
kowej, przechodzącej przez tę krzywą, a mającej nachylenie 2 : 1  
(rys. 39).

Punkty B, C, . . . ,  krzywej k„, uważamy za wierzchołki stożków 
stokowych (ust. 9) o nachyleniu 2 :1  i wykreślimy ich przekroje 
z płaszczyznami warstwowemi. Będą to koła o środkach B', C', . . . 
i promieniach obliczonych z równania r =  d .m t, gdzie d wyraża 
wysokość warstwy, zaś m, moduł tworzących stożka stokowego, 
równy modułowi powierzchni stokowej i równy, w naszym przy
kładzie, m t =  l. Punkt B' będzie więc środkiem koła o promieniu 
rx =  m punkt C  środkiem kół o promieniach m t i 2 /77,; punkt Z)'
3 R zuty cechow ane.
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środkiem kół o promieniach mt, 2 m, i 3 m„ i t. d. Obwiednie tych 
kół, z których pierwsza w0 leżeć będzie na płaszczyźnie porów
nawczej, a następne wu w2, . . .  na płaszczyznach warstwowych 
1, 2, . . . ,  są linjami warstwowemi powierzchni stokowej, przecho
dzącej przez krzywą skośną k s. Tworzące tej powierzchni są pro
stopadłe do jej linij warstwowych, a rzuty, tj, łj, tj, . . .  tych two
rzących, prostopadłe do warstwie w j, w j, —  Proste t j  t„', ... 
obwiodą e w o l u  t ę  ej, wspólną dla wszystkich warstwie otrzyma
nej powierzchni stokowej.

Uważajmy ewolutę e j za kierownicę walca rzucającego, to pro
ste t j , łj, . . . ,  obwodzące tę ewolutę, są rzutami stycznych tego 
walca. Punkty styczności tworzących ta, th, . . . ,  z walcem rzu
cającym, tworzą krzywą skośną e„, której elementy mają stałe 
nachylenie do płaszczyzny poziomej. Krzywa ta jest więc l i n j ą  
s t o k o wą .  Tworzące tn, t„, . . . ,  styczne do krzywej e„, tworzą 
powierzchnię rozwijalną, opisaną na tej krzywej i będącą po
wierzchnią stokową. Krzywa ea jest k r z y w ą  z w r o t u  tej po
wierzchni. Należy ona do rodziny ogólnych linij śrubowych, a opi
sana na niej powierzchnia do ogólnych, rozwijalnych powierzchni 
śrubowych (ust. 17).

Dowolna płaszczyzna <p przecina powierzchnię stokową, prze
suniętą przez krzywą skośną ks, podług krzywej, która posiada, 
w punkcie przebicia się krzywej k„, z płaszczyzną q>, p u n k t  p o 
d wó j n y ,  a w punkcie przebicia się krzywej <ps z tą płaszczyzną, 
p u n k t  z w r o t u .

Jeż eli krzywa skośna k, jest krzywą stokową, to i w tym przy
padku przesunąć można przez nią dowolną ilość powierzchni sto
kowych. Każda z nich określona będzie innym kątem nachylenia 
swych tworzących do płaszczyzny poziomej. Między powierzchniami 
temi jest j e d n a ,  której tworzące są s t y c z n e  do krzywej ka, która 
jest więc rozwijalną powierzchnią śrubową. Krzywa ka jest krzywą 
zwrotu tej powierzchni.

19. O pow ierzchn iach  skośnych. Trzy krzywe płaskie lub 
skośne, zwane kierownicami, wyznaczają powierzchnię skośną <I\. 
Tworzącemi tej powierzchni są wspólne tworzące stożków, których 
kierownicami są dwie z tych krzywych, a których wspólnemi 
wierzchołkami są punkty trzeciej. Jedna, dwie lub trzy kierownice 
powierzchni skośnej mogą być linjami prostemi. Jedna z trzech 
kierownic powierzchni skośnej może leżeć nieograniczenie daleko, 
a wtedy wyznaczoną jest za pośrednictwem stożka, do którego
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tworzące powierzchni $ a będą równoległe. Jeżeli kierownicą tą jest 
prosta, to wyznaczona ona jest zapomocą płaszczyzny, zwanej p ł a 
s z c z y z n ą  k i e r o w n i c z ą .

Przykładem powierzchni skośnej, wyznaczonej jedną krzywą sko
śną, stożkiem kierowniczym i jedną prostą jest t. zw. p owi e r z ch 
n i a  ś r u b o w a  o o s t r y m  g wi n c i e .  Powstanie ona, gdy jedną 
kierownicą będzie 
zwyczajna linja 
śrubowa, np. przy 
normalnem poło
żeniu walca przez 
nią przechodzące
go, drugą prosta 
pionowa, a stoż
kiem kierowni
czym stożek obro
towy w położe
niu normalnem.
Tworzące tej po
wierzchni, jedna
kowo nachylone 
do płaszczyzny po
ziomej, przecinać 
będą linję śrubową 
i linję prostą, jako Ryc. 40.
swoje kierownice.

Rzut cechowany tej powierzchni widzimy na rys. 40. Rzuty 
poziome t i ,  /2', . . . ,  tworzących są prostopadłe do koła k ,  rzutu 
poziomego linji śrubowej, w punktach, przez które przechodzą, 
a moduł dla wszystkich równy. Warstwice O*, l,p, 2<i>, . . . ,  powierzchni 
śrubowej o ostrym gwincie, są s p i r a l n e m i  A r c h i m e d e s a ,  
o równaniu biegunowem r — a.cp.

Jeżeli jedną kierownicą jest linja krzywa, drugą prosta wła
ściwa, a trzecią prosta niewłaściwa, wyznaczona płaszczyzną kie
rowniczą, to otrzymana powierzchnia skośna zwie się k o n o j d ą .  
Jeśli przytem prosta właściwa jest prostopadłą do płaszczyzny kie
rowniczej, to k o n o j d a  jest p r o s t a .

Cechowanym rzutem p r o s t e j  k o n o j d y  z w y c z a j n e j  l i n j i  
ś r u b o w e j  jest rys. 41. Tworzące tu t2, .. .  tej powierzchni są po
ziome, taką bowiem jest płaszczyzna kierownicza. Przecinają one
3'
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pionową kierownicę a i zwyczajną linję śrubową, której rzut po
ziomy jest kołem k'.

Jeżeli wszystkie trzy kierownice powierzchni skośnej są linjami 
prostemi, skośnie względem siebie położonemi, to powierzchnia jest

rzędu drugiego i zowie się h i p e r b o -  
l o j d ą  s k o ś n ą .  Powierzchnia ta posiada 
dwa układy prostych tworzących; pro
ste każdego z tych układów są wzglę
dem siebie skośne, każda prosta jednego 

— układu przecina wszystkie proste, nale
żące do układu drugiego. Hiperbolojda 
skośna jest utworem dwóch homogra- 
ficznych pęków płaszczyzn, o osiach sko
śnych, a także utworem dwóch homogra- 
ficznych szeregów punktów o skośnych 
podstawach.

Jeżeli jedna z trzech prostych, będą
cych kierownicami powierzchni skośnej, 

jest prostą niewłaściwą, a więc wyznaczoną płaszczyzną kierow
niczą, to otrzymana powierzchnia skośna rzędu drugiego jest ko- 
nojdą, zwaną p a r a b o l o j d ą  h i p e r b o l i c z n ą .  Podobnie jak 
hiperbolojda skośna, posiada powierzchnia ta dwa układy prostych 
tworzących, przecinających się wzajemnie. Tworzące, należące do 
jednego układu, są względem siebie skośne. Syntetycznie otrzy
mamy parabolojdę hiperboliczną z dwóch szeregów p o d o b n y c h ,  
o podstawach skośnych lub dwóch homograficznych pęków pła
szczyzn, o osiach skośnych, w których jedna para homologicznych 
płaszczyzn jest równoległa. Proste jednego układu parabolojdy 
hiperbolicznej są równoległe do jednej, a proste drugiego układu 
do drugiej płaszczyzny kierowniczej. Proste niewłaściwe, wyzna
czone płaszczyznami kierowniczemi, są tworzącemi parabolojdy 
hiperbolicznej, przecinającemi się w punkcie niewłaściwym tej po
wierzchni. Płaszczyzna styczna w punkcie parabolojdy hiperbo
licznej przechodzi przez dwie tworzące, przecinające się w tym 
punkcie, z których każda należy do innego układu. Płaszczyzna 
niewłaściwa jest styczną do parabolojdy hiperbolicznej w jej punk
cie niewłaściwym.

Ponieważ dwa szeregi podobne są wyznaczone dwoma parami 
homologicznych punktów, przeto dowolny czworokąt przestrzenny 
wyznacza parabolojdę hiperboliczną. Obierzmy punkty A, B i C



37

0 1 2m1 —t ■■ -----1

Rys. 42.

na płaszczyźnie porównawczej, a punkt D w wysokości 5 jedno
stek, w podziałcerysunku (rys. 42). Zestopniujmy proste AD  i CD, 
podzielmy odcinek AB, a także BC, każdy na pięć równych części 
i połączmy punkty podziału prostej a z punktami podziału pro
stej a5', zaś punkty podziału prostej b z punktami podziału pro
stej b5'. Proste a, a-l, a2', ... są rzutem, wzajemnie skośnych, two
rzących parabolojdy hiperbolicznej, przecinających proste drugiego

układu, których rzutem są proste b, 6/ ,  V >  Poprowadźmy przez
punkt A prostą, równoległą do prostej b, a przez punkt C prostą, 
równoległą do prostej a. Obie te proste przetną się w punkcie E, 
który połączmy z punktem D', prostą k'.

Płaszczyzna a, wyznaczona punktami C,D,E, jest równoległą do 
prostych układu a, zaś płaszczyzna fi, trójkąta A DE, jest równo
ległą do prostych układu b. Płaszczyzny a i /? są więc płaszczy
znami kierowniczemi parabolojdy hiperbolicznej i przecinają się 
podług prostej k (rys. 42). Warstwice płaszczyzny a są równo
ległe do prostej CE, warstwice płaszczyzny fi, równoległe do 
prostej A F.
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Poprowadźmy, do prostej k, płaszczyznę prostopadłą i oznaczmy 
prostą, podług której przecina ona płaszczyznę a, literą p, a prostą 
przecięcia się z płaszczyzną fi literą q. Wyznaczmy tworzącą aw 
układu a, równoległą do prostej p i tworzącą bw, układu b, równo
ległą do prostej q. Tworzące a,„ i bw przetną się w punkcie W  pa
rabolojdy, który nazywać będziemy jej w i e r z c h o ł k i e m  (rys. 43a).

Rys. 43 a—b.

Prosta s, przechodząca przez punkt W, równolegle do prostej k, 
będzie prostopadłą do płaszczyzny stycznej w punkcie W, prze
chodzącej przez proste a,„ i bw i zwie się o s i ą  parabolojdy hiper- 
bolicznej. Oś ta przechodzi przez punkt przecięcia się tworzących 
niewłaściwych parabolojdy.

Płaszczyzny' równoległe do osi przecinają parabolojdę hiper- 
boliczną podług parabol, których osi są równoległe do powierzchni; 
wszystkie inne przekroje płaskie są hiperbolami.

Rys. 43a przedstawia parabolojdę hiperboliczną, w aksonometrji 
prostokątnej, w położeniu, gdy oś s, parabolojdy, jest równoległą 
do osi z układu prostokątnego. Dwie płaszczyzny równoległe do 
osi ograniczają parabolojdę hiperboliczną, przecinając ją podług 
parabol; płaszczyzny warstwowe przecinają ją podług hiperbol.

Rys. 436, jest planem warstwowym tej samej parabolojdy hi- 
perbolicznej. Wszystkie warstwice są hiperbolami o wspólnych 
asymptotach a j  i b j.

20. Zadania.
1. Na płaszczyźnie a, wyznaczonej podziałką nachylenia 1«' 

(rys. 44), leży koło k, o środku S, jako podstawa stożka obrotowego ; 
wyznaczyć przekrój tego stożka podług elipsy.
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Rys. 44.

stej S°K. Odmierzmy odcinek S° C° =  A' S' i rzućmy punkt C°, pro
stopadle, na prostą a . Punkt C  jest trzecim wierzchołkiem elipsy k'\ 
czwartym jest punkt D', przyczem odcinek D' S' =  S' C'.

Załóżmy, że wierzchołek stożka ma mieć wysokość 12 m. Aby 
otrzymać jego rzut W  poprowadzimy, w odległości 12 m, od pro
stej a', prostą do niej równoległą. Przetnie ona prostą a° w punk
cie W°, który będzie kładem wierzchołka W  na płaszczyznę porów
nawczą. Rzut prostokątny punktu W°, na prostą a', jest szukanym 
rzutem wierzchołka. Styczne, wykreślone z punktu W  do k', dopełnią 
pozornego konturu stożka.

Rzut poziomy koła podstawy jest elipsą k', której oś duża A' B', 
równoległa do warstwie płaszczyzny a, równa jest średnicy koła k. 
Prosta a', równoległa do /,/ (w przestrzeni proste a i la są skośne) 
i przechodząca przez punkt S', przyjęty na warstwicy 5'5, pła
szczyzny a, jest rzutem poziomym osi stożka. Poprowadźmy przez 
nią płaszczyznę rzucającą, a następnie połóżmy ją na płaszczyznę 
porównawczą. Środek koła k  zajmie położenie punktu S°, zaś 
kład a°, prostej a, przejdzie przez ten punkt, prostopadle do pro-
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Poprowadźmy przez wierzchołek stożka dowolną płaszczyznę 
Ponieważ cecha punktu W' jest 12, więc prosta 12$, poprowadzona 
w dowolnym kierunku przez punkt W', będzie warstwicą 12 tej 
płaszczyzny. Prosta prostopadłą do 12p i zestopniowana dowol
nym modułem, jest jej podziałką nachylenia. Prosta ri jest rzutem 
krawędzi płaszczyzn a i /?. Równoległa, do płaszczyzny /?, pła
szczyzna y przetnie stożek podług elipsy, nie jest bowiem równo
ległą do żadnej tworzącej stożka. Podziałka nachylenia /■/ jest 
przystająca do lp i do niej równoległa.

Płaszczyzny a i y przetną się podług prostej t, której rzut V 
jest osią kolineacji środkowej, zachodzącej między elipsą k‘ a szu
kanym rzutem przekroju stożka płaszczyzną y, t. j. elipsą k i.  Jedną 
osią wzajemną tej kolineacji jest prosta ri. Znajdziemy parę bie
gunowych sprzężonych p  i q', elipsy Ii, których bieguny sprzężone 
leżą na osi wzajemnej ri. Biegunowym tym odpowie, kolineacyj- 
nie, para średnic sprzężonych p i  i qi, elipsy k i.  Pierwsza przejdzie 
przez punkt Q' na osi ł, równolegle do promienia, łączącego śro
dek kolineacji W' z punktem Qi, w którym biegunowa p przecina 
oś wzajemną ri. Średnica q i  przejdzie przez punkt jP', równolegle 
do promienia W  P i. Punktowi N', w którym przecinają się biegu
nowe p  i q', odpowie kolineacyjnie środek N i, elipsy k i, zaś punk
tom E', F', G' i H  punkty E i, F i Gi, i H i, ograniczające średnice 
sprzężone tej elipsy. Punktom styczności / ' i II', tworzących kon
turowych z elipsą ri, odpowiadają środkowo-kolineacyjnie punkty 
styczności I i  i I l i  elipsy k i  z temi tworzącemi.

2. Przeciąć stożek obrotowy, którego koło k, podstawy, leży na 
płaszczyźnie a, podług hiperboli (rys. 45).

Niechaj promień r koła k  i wysokość w stożka są dane, 
a ponadto niechaj dany jest rzut S', środka koła. Cecha punktu S' 
nie jest znana, wiadomo jednak, że punkt S  leży na pła
szczyźnie a.

Poprowadźmy płaszczyznę rzucającą przez linję spadu Ia i wy
konajmy jej kład Id  na płaszczyznę warstwową 9. Na warstwicy 10a 
odmierzymy odcinek 10, 100 =  l m i  połączymy punkt 10° z punk
tem 9, prostej l i . Warstwića, na której leży punkt S', przetnie 
prostą id  w punkcie S°. Kreślimy a° _L Id  i odmierzymy S° W° == w, 
a także S° A° =  r.

Rzut a, osi stożka, przejdzie przez punkt S', równoległe do II. 
Rzuty prostokątne punktów W° i A° na a wyznaczą tam rzut W' 
wierzchołka stożka i wierzchołek A  elipsy ri. Z łatwością znaj-
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dziemy osie i dalsze trzy wierzchołki B', C, D', elipsy k’, poczem 
zestopniujemy prostą a, modułem m a, począwszy od punktu 9.

Aby przekrój stożka był hiperbolą, płaszczyzna sieczna y musi 
być równoległą do płaszczyzny fJ, przechodzącej przez wierzchołek 
stożka i przecinającej go podług dwóch tworzących.

/  Prosta n, przyjęta na płaszczyźnie a i przecinająca podstawę 
stożka, niechaj będzie krawędzią płaszczyzny z płaszczyzną a. 
Aby wyznaczyć płaszczyznę przyjmiemy na płaszczyźnie a war- 
stwicę xa', o cesze równej cesze punktu W'. Cechy tej nie znamy, 
znajdziemy ją planimetrycznie w następujący sposób: Z dowolnego 
punktu 7, warstwicy 12u, zakreślimy łuk, promieniem równym m a 
i otrzymany, na warstwicy 13a, punkt II, połączymy z 1. Łukiem 
koła, zakreślonym z punktu I, promieniem równym części modułu 
prostej a, zawartej między punktem W ’ i cechą 12, przetniemy



42

prostą I  II, w punkcie III. Przez ten punkt przejdzie warstwica *«', 
która przetnie prostą ri w punkcie P'. Prosta P' W' — xp jest 
warstwicą płaszczyzny /?, o cesze, równej cesze punktu W'. Na pro
stej ri znajdziemy punkty M' (12) i N'(8), przy uwzględnieniu, że 
prosta n leży na płaszczyźnie a. Proste, poprowadzone przez te 
punkty, równolegle do prostej * /, są warstwicami 12 i 8 pła
szczyzny /?. Bez trudności wykreślimy teraz dalsze warstwice tej 
płaszczyzny i jej podzialkę nachylenia //.

Zkolei przyjmiemy płaszczyznę y||/? i znajdziemy jej krawędź p, 
z płaszczyzną a. Rzut p  tej krawędzi przejdzie przez punkt P /, 
w którym przecinają się warstwice 12 obu płaszczyzn, równolegle 
do prostej ri. Pierwsza jest osią kolineacji środkowej, zachodzącej 
między rzutem podstawy stożka, a rzutem hiperboli przekroju, 
druga — osią wzajemną.

Stycznym ri i / ', do elipsy k', w punktach E' i F', odpowiedzą 
a sy  mp to  ty  i / / ,  hiperboli Ax', które przetną się w jej środku Ą '. 
Symetralna qi, kąta, jaki tworzą asymptoty jest osią hiperboli. 
Prostej <7/  odpowie, w układzie elipsy k ,  prosta g', punktom U' i V', 
wierzchołki Ul i V[' hiperboli.

Równoległa do płaszczyzny a i położona symetrycznie wzglę
dem wierzchołka stożka płaszczyzna, przetnie stożek podług koła k2', 
którego rzut, k2', będzie elipsą, o środku S2', przystającą do k', 
przyczem odcinki W' S' i W'No' są sobie równe.

Znajdziemy warstwicę y-/, płaszczyzny y, której cecha równa 
jest cesze punktu SI. Uczynimy to analogicznie jak z warstwicą xa'; 
/ t I Ą — rria t. j. modułowi prostej ri; 11 / / / 1 =  i5N,. Większa oś 
elipsy k2 jest warstwicą jej płaszczyzny, a punkt T2 punktem 
rzutu t l  krawędzi tej płaszczyzny z płaszczyzną sieczną y. Prosta L 
jest równoległa do /?'||n'.

3. Stożek obrotowy, którego podstawa, koło, leży na płaszczyź
nie a, przeciąć podług paraboli (rys. 46). Przez przyjęty na war- 
stwicy 13, płaszczyzny a, rzut S' środka podstawy stożka, popro
wadzimy prostą ri, jako rzut jego osi. Następnie położymy pła
szczyznę rzucającą, poprowadzoną przez oś stożka, na płaszczyznę 
warstwową 12. Prosta b° będzie kładem krawędzi tej płaszczyzny 
z płaszczyzną a. Prostopadła, w punkcie S° do prostej 6°, przetnie 
prostą ri w punkcie 12, wyznaczając moduł m a, osi stożka a. Od
cinek N°A°, równy promieniowi koła, rzucimy prostopadle na ri, 
otrzymując wierzchołek A', elipsy k'. Dalsze wierzchołki elipsy 
otrzymamy jak w zadaniach poprzednich.
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Zestopniowawszy prostą a' modułem m a, obierzemy na niej 
rzut wierzchołka stożka w punkcie W' (17). Wzdłuż przyjętej two
rzącej t, stożka, poprowadzimy doń płaszczyznę styczną /?. Aby 
znaleźć, w tym celu, podziałkę nachylenia prostej ł, odnajdziemy 
warstwicę 16e, płaszczyzny S P W =  e. Warstwica 16, płaszczyzny a, 
przecina prostą e' — S' P' w punkcie E'(16); prosta, łącząca ten 
punkt z wskaźnikiem 16, prostej a', jest szukaną warstwicą 16 s. 
Dalsze warstwicę płaszczyzny s przechodzą przez punkty podziału

Rys. 46.

prostej a' i przetną prostą t' w punktach podziałki nachylenia. 
Zkolei musimy zestopniować prostą ri, styczną do elipsy k', 
w punkcie P . Ponieważ prosta n leży na płaszczyźnie a, więc 
przecięcie się warstwicy np. 12 tej płaszczyzny, z prostą ri, jest 
punktem F' tej prostej, o cesze 12. Prosta, łącząca ten punkt z punk
tem 12 prostej t', jest warstwicą 12$, płaszczyzny /?, stycznej do 
stożka, wzdłuż tworzącej t. Wykreślenie warstwicy 17 p, przecho
dzącej przez punkt W', umożliwi wyznaczenie planu warstwowego 
tej płaszczyzny. Płaszczyzna y, równoległa do /?, przetnie stożek 
podług paraboli. Jej podziałka nachylenia 1/ będzie równoległa 
do ls, kierunek nachylenia zgodny, a moduł ten sam.

Płaszczyzna a przecina płaszczyznę y podług prostej p, która
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jest osią kolineacji środkowej, zachodzącej między kołem k, pod
stawy, a parabolą ku przekroju. Rzut p , tej prostej, będzie osią 
kolineacji środkowej, wiążącej elipsę k' z parabolą k j.  Osią wza
jemną tej kolineacji jest prosta ri.

Prostopadła, wykreślona do t' w punkcie W', przecina oś n 
w punkcie N ’, z którego poprowadzimy styczną u do elipsy k'. 
Stycznej tej odpowie, kolineacyjnie, styczna « /  do szukanej para
boli przekroju, przechodząca przez punkt III', równolegle do pro
stej W' N \  Punktowi U', elipsy k', odpowie wierzchołek Ui para
boli k^, a prostej P'U', oś paraboli, która przejdzie przez punkt 1V', 
osi kolineacji, równolegle do prostej t' i będzie prostopadłą do 
prostej u /.

4. Przyjąć walec obrotowy, którego kolo podstawy, o danem pro
mieniu r', znajduje się na płaszczyźnie a i przeciąć go podług elipsy 
(rys. 47).

Przyjęty, na płaszczyźnie a, dowolnie, punkt S, obrócimy około 
warstwicy 5 n, na płaszczyznę warstwową 5. W tym celu odmie-

Rys. 47.
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rżymy E' E x =  1 m, punkt E* połączymy z O', a w punkcie S' wy- 
kreślimy prostopadłą do prostej a', t. j. rzutu osi a walca. Odci
nek O' S* jest promieniem obrotu. Łuk koła, zakreślony tym pro
mieniem, z punktu O', przetnie prostą a' w punkcie S°.

Danym promieniem r zakreślimy, z punktu S°, koło k° i podnie
siemy jego punkty A° i B° na płaszczyznę a. Z łatwością wyzna
czymy dwa dalsze wierzchołki C° i D° elipsy U, a więc i ją samą. 
Wykreślimy tworzące konturowe walca i obierzemy tworzącą t, 
przechodzącą przez punkt P  jego podstawy; punkt ten przyjęliśmy 
na warstwicy 6«.

Prostopadła, wykreślona w punkcie E  do O' S*, przecina prosta a 
w punkcie G'. Odcinek E'G' jest modułem prostych, prostopa
dłych do płaszczyzny a, a więc i modułem tworzącej t. Odmierzymy 
P  7 — E  G', czem dopełnimy wyznaczenia położenia prostej t.

Przyjmiemy płaszczyznę sieczną /? i znajdziemy punkt przebicia 
się Pu tworzącej t, z tą płaszczyzną. Użyliśmy do tego celu pośred
nictwa płaszczyzny y, której warstwica 6r schodzi się z war- 
stwicą 6 a.

Środek i średnice sprzężone elipsy kt', t. j. rzutu elipsy ku 
podług której płaszczyzna /? przecina walec, znajdziemy, uwzględ
niając, zachodzący, między podstawą a przekrojem walca, związek 
powinowactwa środkowego. Osią tego powinowactwa jest krawędź p 
płaszczyzn a i fi.

Tak więc prosta P 'S ' jest powinowatą z prostą P /Ą ', a obie prze
cinają się w punkcie III', osi powinowactwa p .  Prostej A ’ S ' C' IV' 
odpowie prosta Ą ' Ą ' IV', a prostej E  C' V  prosta Ą ' C/ V'. 
Dostajemy tym sposobem parę średnic sprzężonych ¿4/Ą ' i Ą 'Ą ',  
wyznaczających elipsę /;/.

5. Wykreślić rzut cechowany kuli. Środek O, kuli, przyjmiemy 
na płaszczyźnie rysunku, jako płaszczyźnie porównawczej. Rzut 
kuli jest kołem k, zakreślonym z punktu O, promieniem r, równym 
promieniowi kuli.

Poprowadźmy przez środek kuli O prostą a, o nachyleniu 3 :7  
i uważajmy ją za oś kuli. Płaszczyzna równika i płaszczyzny rów
noleżnikowe będą prostopadłe do prostej a. Poprowadźmy przez 
prostą a płaszczyznę rzucającą n, która przetnie kulę w kole 
wielkiem (południku), a płaszczyzny równoleżników podług pro
stych, prostopadłych do prostej a. Wykonajmy kład płaszczyzny n, 
wraz z leżącą na niej prostą a i kołem wielkiem, na płaszczyznę 
porównawczą. Oś kuli zajmie położenie prostej a°, a koło wielkie,
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leżące na płaszczyźnie n, zejdzie się z kołem k. Rzucone, prosto
padle na prostą a , punkty N° i S3 są rzutami punktów przebicia się 
prostej a z kulą. Prostopadła, wykreślona w punkcie O do pro
stej a°, przecina koło k  w punktach C° i D°. Odcinek C°D° jest 
rzutem równika na płaszczyznę n. Rzut poziomy równika jest

1 0 1 2 3 4 5m,.r. , ,.4— - I  - t-----  I ■ —*■ ■■■.----i

Rys. 48.

elipsą rx', o osiach A B  i C'D'. Odcinek E°F°, prostopadły do pro
stej a°, w dowolnie przyjętym na niej punkcie 0 ^ ,  jest kładem 
krawędzi płaszczyzny n  i płaszczyzny równoleżnika. Rzut poziomy 
tego równoleżnika jest elipsą r2', której mała oś równa jest odcin- 
kowi E'F', otrzymanemu jako prostokątny rzut odcinka E°F° na 
prostą a', a której oś wielka G' H' jest równa odcinkowi E°F°. 
Płaszczyzna, równoleżnika r2, przecina płaszczyznę porównawczą 
podług prostej, przechodzącej przez punkt M, prostopadle do a'.
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terasy (rys. 59). Oś drogi, na długości MN, jest zwyczajną linją 
śrubową, którą zestopniujemy, podobnie jak część osi, która jest 
linją prostą, modułem 8 m. Korona drogi w części krzywej jest 
prostą konojdą linji śrubowej (ust. 19), której tworzące są równo
cześnie jej warstwicami.

Najpierw wyznaczymy rzut k' linji krzywej, podług której pła
szczyzna terenu przecina koronę drogi. Krzywa ta będzie miejscem 
geometrycznem punktów przecięcia się / ' II' III' ... warstwie ko
rony drogi z warstwicami terenu.

W sposób omówiony w ust. 18 wyznaczymy warstwice po
wierzchni stokowych a i /? oraz cą i ft, przesuniętych przez kra
wędzie korony drogi, zarówno w nasypie jak w wykopie. War
stwice te przetną odpowiednie warstwice płaszczyzny terenu 
w punktach, które dadzą krzywe k i, h '  i k i \  SĄ to rzuty linij 
przecięcia powierzchni skarp z terenem. Punkty pośrednie tych 
krzywych znajdziemy jako rzuty punktów przebicia się tworzących 
powierzchni skarp z płaszczyzną terenu. Dwa takie punkty, a mia
nowicie T' i Ti, wskazaliśmy na rysunku. Poczynając od tworzą
cych ł2 i ł3, powierzchnie stokowe cą i przechodzą w płaszczyzny 
y i <5. Wyznaczymy ich plan warstwowy i proste przecięcia się 
kr, i k„ z płaszczyzną terenu.

Płaszczyźnie skarpy l  nadamy nachylenie 1:1,  a skarpie e, 2 : 3. 
Krzywe k i  i ks' są rzutami linij, podług których płaszczyzny ?. i e 
przecinają powierzchnie stokowe skarp a i /?.

Przejście, ze skarpy e do skarpy (p, uskutecznione jest za po
średnictwem s t o ż k a  y>, który z uwagi na to, że nachylenie obu 
skarp jest jednakowe, będzie stożkiem obrotowym. Przekrój tego 
stożka, z płaszczyzną terenu, jest e l i p s ą  /?„; poszczególne jej 
punkty znajdziemy jako punkty przebicia się tworzących stożka 
z płaszczyzną terenu. Stożek v, łącząc skarpę o nachyleniu 1:1,  
ze skarpą o, mająca nachylenie 2 :3, jest stożkiem trójosiowym, 
w położeniu normalnem. Jego warstwice są podobnemi, podobnie 
położonemi współśrodkowemi elipsami. Przecięcie się stożka v 
z płaszczyzną terenu jest elipsą k10.

Powierzchnia skarpy a jest powierzchnią stokową, przechodzącą 
przez parabolę CD E. Tworzące ts, t3, tl0 tej powierzchni są jej 
linjami spadu, rzuty tych linij prostemi, n o r m a l n e  mi, do para
boli CD E. Normalne te znajdziemy zapomocą stycznych, które 
znowu otrzymamy, uwzględniając, że wierzchołek paraboli jest 
środkiem podstycznej. Warstwice powierzchni o są krzywemi
5*
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r ó w n o l e g ł e  mi  do paraboli. Krzywa kn jest miejscem geome- 
trycznem punktów przebicia się tworzących powierzchni a z pła
szczyzną terenu.
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27. P o łączen ie  dw óch dróg w  spadku. Przyjmijmy, że 
droga główna, o spadku 10%, łączy się z drogą boczną o spadku 
np. 8'3% (rys. 60). Oś pierwszej jest zestopniowaną linją //, oś h 
drugiej przecina się z pierwszą w punkcie P  w wysokości 7'4 m. 
Przejście z jednej korony drogi w drugą — obie przyjęliśmy jako 
płaszczyzny — uskutecznimy za pośrednictwem p a r a b o l o j d y  hi- 
p e r b o l i c z h e j ,  wyznaczonej czworokątem przestrzennym ABCD . 
Wierzchołki A, B, C, tego czworokąta, leżą na płaszczyźnie war
stwowej 5, wierzchołek D leży o 3 m  wyżej.

W celu wyznaczenia planu warstwowego parabolojdy hiperbo- 
licznej zestopniowaliśmy odcinek CD, przy uwzględnieniu różnicy 
wysokości, między punktami podziału, równej 0'3 m. Odcinek A! B' 
podzieliliśmy na dziesięć części i połączyli punkty podziału z punk
tami podziałki na odcinku C'D’. Tym sposobem otrzymaliśmy jeden 
układ tworzących parabolojdy. Następnie zestopniowaliśmy każdą 
z tych tworzących — przy uwzględnieniu różnicy wysokości punk
tów podziału równej 0’3 m  — i połączyli punkty, o tych samych 
cechach linjami, które są h i p e r b o l a m i  i które tworzą plan war
stwowy powierzchni skośnej, łączącej obie korony drogi.

Na rys. 60 wykonaliśmy dwa profile. Jeden wzdłuż osi drogi 
bocznej daje linję P XR XQX, która od P x do R x jest prostą, a od 
R x do Qx hiperbolą, drugi, prostopadły do osi drogi głównej, daje 
linję S' TU, która jest również hiperbolą.
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Rzut krawędzi kx\  korony drogi bocznej, łączy się z rzutem kra
wędzi k.,, drogi głównej, łukiem koła, stycznym do nich w punk
tach D' i E'. Walec, którego podstawą jest łuk koła D' E', a którego 
tworzące są pionowe, t. zw. w a l e c  r z u c a j ą c y ,  przenika się z pa- 
rabolojdą hiperboliczną podług krzywej skośnej, rzędu czwartego, któ
rej rzut poziomy schodzi się z łukiem koła D' E'. Aby zorjentować 
się w przebiegu krawędzi korony drogi, wykonaliśmy, wzdłuż niej, 
profil. W tym celu__przenieśliśmy na prostą p ,  (rys. 61), łuk D' E' 
koła i odcinek E' C, wraz z leżącemi na nim punktami. W punk
tach tych poprowadzimy proste prostopadłe do prostej p  i odnie
siemy na nie odpowiednie wysokości, odczytane z rys. 60, przy 
uwzględnieniu stosunku 5 :1  podziałki wysokości do podziałki dłu
gości. „Podziałka 1 na rys. 60 i 61 oznacza, że 1:300 jest po- 
działką odciętych, zaś 1 :60 podziałką rzędnych. Podziałki, inne 
w kierunku pionowym aniżeli poziomym i z reguły od nich większe, 
używane są przy profilach, dla uwypuklenia przebiegu linij prze
krojów, względnie przenikali.

Miejscem geometrycznem otrzymanych punktów jest linja krzywa 
Dx Ex IF C'. Krzywa D* Ex jest rozwinięciem linji przenikania para- 
bolojdy hiperbolicznej z walcem rzucającym, którego podstawą jest 
łuk koła D'E' na rys. 60. Linja Ex C' jest h i p e r b o l ą ,  podług 
której płaszczyzna pionowa, przechodzącą przez prostą C' E' (patrz 
rys. 60) przecina parabolojdę hiperboliczną, łączącącą korony obu 
dróg. Od punktu C' profil jest prostą ku nachyloną do poziomu 
w stosunku 8:100, od punktu Dx, ku górze, profil jest prostą k.3,
0 nachyleniu 1:10.

R o z d z i a ł  c z wa r t y .

Powierzchnia topograficzna.

28. Plan w arstw ow y. Powierzchnię naturalnego obszaru 
ziemi nazywamy p o w i e r z c h n i ą  t o p o g r a f i c z n ą ,  lub krótko 
t e r e n e m .  Powierzchnia ta nie da się zdefinjować matematycznie
1 należy do kategorji powierzchni graficznych.

Przekroje powierzchni topograficznej płaszczyznami warstwo- 
wemi, a więc jej l in  je  w a r s t w o w e  są linjami zamkniętemi, 
typu graficznego. Rzuty poziome tych linij, na przyjętą, poziomą, 
płaszczyznę porównawczą, stanowią w a r s t w i c e  powierzchni topo
graficznej. Warstwice są graficznemi krzywemi zamkniętemi, przy-
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stającemi do linij warstwowych i tworzą p l a n  w a r s t w o w y  da
nego obszaru. G r u b o ś ć  w a r s t w  przyjmujemy, w zależności od 
celu, któremu służyć ma plan warstwowy. Rozróżniamy w a r s t w i c e  
g ł ó w n e  od p o ś r e d n i c h ,  dopełniających.

Punkty, a więc i linje warstwowe, leżące nad płaszczyzną po
równawczą, otrzymują cechy d o d a t n i e ,  leżące pod płaszczyzną 
porównawczą cechy ujemne. Jeżeli jako płaszczyzna porównawcza, 
przyjęte będzie zwierciadło morza, to warstwice jego dna będą 
miały cechy ujemne.

Kształt powierzchni topograficznej, między dwiema warstwicami, 
nie jest znany; przyjmujemy jedynie, że nie posiada ona, na tym 
obszarze, żadnych szczególności, że kształtem swym zbliża się do 
powierzchni stokowej, że jest więc, w granicach dwóch linij war
stwowych, w przybliżeniu, powierzchnią prostolinjową, której two
rzące są prostopadłe do tych linij.

Zrozumiałem jest, że im cieńsze są warstwy, a więc gęstsze 
warstwice, tern dokładniej odtworzony jest odnośny teren.

Często zachodzi potrzeba uzupełnienia (interpolacji) planu war
stwowego, przez wrysowanie warstwie pośrednich. Zadanie to po
lega na wyznaczeniu dostatecznej ilości punktów, o jednakowych 
wysokościach, leżących na terenie, między dwiema linjami war
stwowemu Sprowadza się ono do dzielenia, w żądanym stosunku, 
odcinków prostopadłych, w przybliżeniu, równocześnie do dwóch, 
bezpośrednio po sobie następujących, warstwie. Podział ten usku
tecznić możemy w sposób podany w ust. 3, rys. 4. Cechy warstwie 
głównych są z reguły liczbami całemi; warstwice pośrednie otrzy
mują, jako cechy, liczby całe lub wielokrotność dziesiątej części 
jednostki. Ułatwia to interpolację, gdyż 
pozwala na bezpośrednie użycie po- 
działki milimetrowej. Przykładamy ją 
mianowicie tak, aby jej krawędź była, 
w przybliżeniu, prostopadłą, równo
cześnie, do obu warstwie i długość 
odcinka, odczytaną wprost na podziałce, 
dzielimy w żądanym stosunku. J=lm ćflodMatka /.

Mniej dokładny, ale chętnie uży- Rys 62.
wany sposób szukania punktów pośred
nich między dwiema warstwicami, zwłaszcza gdy ich krzywizny 
są małe, jest następujący: Przykładamy podziałkę tak, aby war
stwice odcięły na niej (rys. 62) pewną okrągłą liczbę milimetrów
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i podzielną, w żądanym stosunku, względnie stosunkach. Na rys. 62 
podziałka przyłożona jest w ten sposób, że warstwice 15 i 20 od
cinają na niej 15 mm. Punkty podziału, odmierzające 3, 6, 9 i 12 mm  
są, w przybliżeniu, punktami o cechach 16, 17, 18 i 19. Krzywe, 
łączące otrzymane w ten sposób punkty, uzupełniają plan war
stwowy, między danemi warstwicami głównemi 15 i 20.

29. Punkty ch arak terystyczn e pow ierzchn i topogra
ficzn ej. Warstwice są, jak wiemy, linjami zamkniętemi. W pew
nych miejscach terenu te linje zamknięte, dając coraz mniejsze 
linje owalne, redukują się do punktów, charakteryzowanych w geo- 
metrji nazwą punktów e l i p t y c z n y c h .  Zachodzić tu mogą dwa 
wypadki. W pierwszym wysokość punktu jest w i ę k s z a ,  aniżeli 
wysokość punktów sąsiednich; taki punkt nazywa się p u n k t e m  
s z c z y t o w y m ,  s z c z y t e m ,  a otaczający go teren kopą .  W dru
gim wypadku wysokość punktu eliptycznego jest m n i e j s z a ,  ani
żeli wysokość punktów sąsiednich. Punkt taki nazywać będziemy 
p u n k t e m  k o t l i n o w y m ,  a otaczający go teren k o t l i n ą .

Rys. 63.
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Rys. 63 jest planem warstwowym terenu, w którym warstwice 125, 
130 i 135 są warstwicami głównemi. Grubość warstw głównych wy
nosi więc 5 m, warstw pośrednich 1 m. Punkt S' jest rzutem najwyż
szego punktu terenu, objętego planem, rzutem punktu szczytowego.

Warstwice 129, których jest dwie, przecinają się w punkcie W'. 
Przyjmijmy, że plan warstwowy jest z o r j e n t o w a n y  w ten spo
sób, że linja pionowa wskazuje ku górze na północ, to teren, od 
punktu W  na wschód i zachód — jak nas o tern pouczają cechy 
warstwie — wznosi się, natomiast opada ku północy i południowi. 
Miejce terenu w okolicy punktu W nazywamy s i o d ł e m.  Punkt W  
jest punktem podwójnym, ma charakter punktu h i p e r b o l i c z n e g o  
powierzchni topograficznej i zwie się w i e r z c h o ł k i e m  s i od ł a .

Inną konfigurację terenu odwzorowuje plan warstwowy na 
rys. 64. W szczególności zwróćmy uwagę na k o t l i n ę ,  leżącą

S&dzJa/jM 1:5000. 
Rys. 64.



74

w okolicy głównej warstwicy 330. Graficznie okolice punktów 
szczytowych i kotlinowych przedstawiają się identycznie, jedynie 
n a s t ę p s t w o  cech ich warstwie pozwoli odróżnić punkt szczytowy 
od kotlinowego. Cechy warstwie, okalających punkt szczytowy 
i oddalających się od niego, są liczbami malejącemi; warstwice, 
okalające punkt kotlinowy i oddalające się od niego, cechowane 
są liczbami rosnącemi.

W tern samem znaczeniu, co przy powierzchni geometrycznej, 
mówimy o p ł a s z c z y z n a c h  s t y c z n y c h  do powierzchni topo
graficznej. Płaszczyzna taka jest miejscem geometrycznem prostych, 
stycznych do krzywych, przechodzących przez dany punkt po
wierzchni terenu. W punktach szczytowych, w punktach kotlino
wych i w wierzchołku siodła płaszczyzny styczne są poziome. 
Płaszczyzna styczna w wierzchołku siodła, p r z e c i n a  powierzchnię 
topograficzną podług krzywej, warstwicy, posiadającej, w punkcie 
styczności, p u n k t  p o d w ó j n y .

30. L inje spadu. L inje g rzb ietow e. L inje śc iek ow e. 
N a c h y l e n i e m  powierzchni topograficznej, w pewnym jej punkcie, 
nazywamy nachylenie płaszczyzny stycznej, poprowadzonej w tym 
punkcie do powierzchni. Powierzchnia terenu jest w pewnem miej
scu tern bardziej stromą, im szybciej zbliżają się ku sobie jej war
stwice. Linje, leżące na powierzchni terenu, których nachylenie 
w każdym punkcie jest większe, aniżeli nachylenie każdej innej 
linji, przechodzącej przez ten punkt, są l i n j a m i  s p a d u  terenu. 
Podobnie jak przy powierzchniach stożkowych i walcowych, rzuty 
linij spadu są prostopadłe do warstwie powierzchni terenu a oba 
układy linij tworzą p r o s t o k ą t n e  t r a j e k t o r j e .

Weźmy pod uwagę linje spadu, wrysowane w plany warstwowe 
na rysunkach 63 i 64. Przedewszystkiem zauważmy, że przez punkt 
szczytowy (rys. 63) przechodzi nieograniczona ilość linij spadu, 
podobnie przez punkt kotlinowy (rys. 64). Przez wierzchołek siodła 
(rys. 63) przechodzą tylko d w i e  linje spadu.

Spójrzmy na przebieg linij spadu w planie warstwowym, na 
rys. 64. Poza punktem kotlinowym, przez który przechodzą linje 
spadu, skupiają się one wzdłuż trzech linij, a mianowicie g' i s2'. 
Uwzględniając kierunki nachylenia linij spadu, zauważymy, że linje 
te oddalają się od linji g', rozchodząc się w obie strony i charak
teryzują kierunek spływającej w obie strony wody. Tę linję spadu g 
nazywamy linją g r z b i e t o w ą ,  g r z b i e t e m  lub l i n j ą  d z i a ł u  
wód.  Linje s1 i s2, ku którym zbiegają się, z obu stron, linje spadu,
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zwą się l i n j a m i  ś c i e k o w e r a i  łub ż l e b o w e m i .  Okolica terenu, 
koło linii ściekowej, zwie się ś c i e k i e m  lub ż l e b e m.  Spływająca, 
ku linji ściekowej, z obu stron terenu, woda tworzy strumienie, 
potoki i rzeki.

Przez wierzchołek siodła przechodzi zawsze jedna linja grzbie
towa i jedna ściekowa. Wierzchołek parabolojdy hiperbolicznej 
(rys. 48 a —b) jest wierzchołkiem siodła, w znaczeniu powierzchni 
topograficznej. Linja jest rzutem linji grzbietowej, zaś linja 
rzutem linji ściekowej parabolojdy hiperbolicznej.

Jeżeli plan warstwowy nie jest pocechowany, to linje grzbie
towe nie różnią się od żlebowych, a pierwsze staną się drugiemi 
jedynie przez przestawienie cech.

Niekiedy występują linje grzbietowe i ściekowe bezpośrednio 
na powierzchni terenu, jako krawędzie przesunięcia się jego stoków. 
Taką k r a w ę d ź  g r z b i e t o w ą  g przedstawia rys. 65a; kierunki 
nachylenia linij spadu na obszarze, gdzie krawędź taka występuje, 
odchylają się od niej, Linja s' na rys. 65 6 przedstawia rzut kra
wędzi ściekowej; kierunki nachylenia linij spadu zmierzają tu ku 
krawędzi.

Weźmy pod uwagę plan warstwowy terenu (rys. 66) i popro
wadźmy w miejscu, gdzie oddalenie warstwie 6 i 7 jest n a j m n i e j 
sze,  linję spadu a, zaś tam , gdzie oddalenie tych warstwie jest 
n a j w i ę k s z e ,  linję spadu a’. Wykreślmy, sąsiadujące z obu stron 
linij a i a', linje spadu b, c i b', ć, przecinające warstwice 6 i 7 
w punktach B, Bu C, Cu B', B i  i C\ Ci. Ponieważ odcinek A A y krzy
wej a jest krótszy, aniżeli odcinki B B X i CC1} więc linje spadu
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b i c zwrócone będą ku punktowi A swemi stronami w k l ę s ł e  mi, 
a linja spadu a posiadać będzie, w punkcie między A A X, p u n k t  
p r z e g i ę c i a .  Nachylenie linji spadu a w tym punkcie jest większe,

między A 'A /  p u n k t  p r z e g i ę c i a ,  a nachylenie jej w tym punk
cie jest mniejsze, aniżeli nachylenie sąsiednich linij spadu b' i c 
w punktach między B’Bx' względnie C'Ca'.

Niechaj punkt porusza się po linji warstwowej powierzchni 
topograficznej i niechaj, w każdem jego położeniu, zaznaczoną bę
dzie, przechodząca przezeń, linja spadu. W punkcie, w którym linja 
spadu ma punkt przegięcia, nachylenie stoku powierzchni terenu, 
wzdłuż przebieganej linji warstwowej, będzie największe lub naj
mniejsze, zależnie od tego, czy sąsiednie, z obu stron tego punktu 
leżące, linje spadu zwrócone są ku niemu swemi stronami wklę- 
słemi czy wypukłemi. Punkty przegięcia linij spadów połączone 
dadzą l i n j e  n a j w i ę k s z e g o ,  względnie n a j m n i e j s z e g o  n a 
c h y l e n i a  powierzchni topograficznej.

31. L inje stok ow e na pow ierzchn i top ograficznej. 
Z każdego punktu powierzchni topograficznej poprowadzić na niej 
można dwie linje stokowe, o tym samym module, których nachy
lenie jest mniejsze, aniżeli nachylenie linji spadu, przechodzącej przez 
ten punkt powierzchni (porównaj ust. 14, punkt b). Znając nachyle
nie linji stokowej znamy i jej moduł, którym następnie, zakreślać 
będziemy, z danego punktu A' (rys. 67), łuki kół o promieniu 
równym temu modułowi. Linja, łącząca otrzymane, w ten sposób, 
punkty, jest rzutem linji stokowej o module mu wychodzącej 
z punktu A' warstwicy 420 i dochodzącej do punktu 1' warstwicy 407.

Rys. 66.

aniżeli nachylenie są
siednich linij spadu b 
i c w punktach między 
B B U względnie CCX. 
Linje spadu b' i c zwró
cone będą ku punkto
wi A' swemi stronami 
w y p u k ł e m i ,  gdyż 
odcinek A'A i  krzy
wej a jest, wedle za
łożenia, dłuższy aniżeli 
odcinki B'B \ i CC,'. 
Linja spadu a' posia
dać będzie w punkcie
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Zadanie połączenia dwóch punktów A i B, powierzchni terenu, 
linją stokową ma kilka rozwiązań, które ograniczyć możemy wa
runkiem, by linja ta nie odbiegała, o ile możności, od najkrótszej 
linji, łączącej owe dwa 
punkty. Ale i wówczas 
zadanie rozwiązać mo
żemy tylko drogą prób.

Jako pierwszy mo
duł m 1, szukanej linji 
stokowej, przyjmiemy 
odcinek, równy ilorazo
w i^  długości odcinka 
A B '  prostej i różnicy 
ich cech, pomnożonemu 
przez grubość warstwy 
(rys. 67). Wykreślony 
rzut linji stokowej o mo
dule dochodzi do 
punktu V. Przypuśćmy, 
że, zmieniając nieznacz
nie długość modułu na 
odcinek nn, nie osią
gnęliśmy punktu B' lecz 
punkt II' a następnie, 
przy użyciu modułu /77s , 

doszliśmy do punktu III’. Wtedy przeniesiemy, na przyjętą prostą, 
odcinek warstwicy 407 od punktu / ' do III' wraz z punktami II' 
i B' i odmierzmy, na prostopadłych, wykreślonych w punktach I', 
II' i III', odcinki 77?!, ?t72 i ms, w podziałce 1:1000, a więc w po
większeniu trzykrotnem, w porównaniu z podziałką poziomą, która 
wynosi 1:3000. Połączmy punkty końcowe r ,  IB  i ///* , tych od
cinków, krzywą ciągłą, to odcinek B' B* =  m będzie — z dosta- 
tecznem przybliżeniem — potrójnym modułem szukanej linji sto
kowej, łączącej punkt A  z punktem B, powierzchni terenu.

32. L inje g eo d ezy jn e  na pow ierzchn i topograficznej. 
Linja, wyznaczająca najkrótszą odległość, między dwoma punktami 
na powierzchni, nazywa się l i n j ą  g e o d e z y j n ą .  Posiada ona tę 
własność, że ściśle styczna płaszczyzna, w każdym jej punkcie, 
przechodzi przez prostą normalną, przeprowadzoną w tym punkcie, 
do powierzchni.
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Każda linja spadu jest najkrótszą linją, łączącą leżące na niej 
punkty, ale przez dwa, dowolnie na powierzchni topograficznej 
przyjęte punkty, nie przechodzi j e d n a  linja spadu. Z przyjętego, 
na powierzchni topograficznej, punktu poprowadzić można dowolną 
ilość linij geodezyjnych, z których każda zmierza do innego punktu, 
ma inny kierunek.

Wyobraźmy sobie, że wychodzimy z przyjętego na linji war
stwowej 5 (rys. 68) punktu A, w kierunku, oznaczonym punktem B

na warstwicy 10 i że 
przyjęty kierunek A B  
jest kierunkiem linji ge
odezyjnej, która przeci
na warstwicę 15 w punk
cie C". Jeżeli punkt B 
zastąpimy jego punk
tem sąsiednim np. punk
tem D , zaś linja A B C  
jest linją geodezyjną, 
łączącą punkty A i C, 
to linja A DC, łącząca 
także punkty A  i C, 
winna być od pierw
szej dłuższą. Punkt D 

przyjąć można na stycznej h, poprowadzonej w punkcie B  do linji 
warstwowej 10, a wtedy punkty A, C i prosta h wyznaczają dwie 
płaszczyzny, przecinające się wzdłuż prostej h. Punkt B musi mieć 
takie położenie, aby linja łamana, łącząca go z punktem A, na 
płaszczyźnie A h i z punktem C na płaszczyźnie Ch, była najkrótszą 
z możliwych połączeń. Aby linję taką znaleźć, obróćmy obie pła
szczyzny, około prostej h, do położenia poziomego, to — jeśli linja 
A B C  ma być najkrótszą — wówczas na tej płaszczyźnie poziomej, 
punkty A B C  muszą tworzyć prostą. Konstrukcję obrotu punktu A, 
około prostej h, widzimy na rys. 68. Wykreślona, z punktu A', 
prostopadle do prostej h', prosta jest śladem płaszczyzny obrotu; 
punkt u '  jest rzutem poziomym środka obrotu. Odcinek A' Ax, pro
stopadły do A'T', jest różnicą wysokości punktów A i T, równą 
5 m w podziałce rysunku, zaś odcinek T  A* promieniem obrotu. 
Punkt A° jest, sprowadzonym na płaszczyznę warstwową 10, punk
tem A. Prosta g°, łącząca punkt A° z punktem B', jest ową prostą, 
na której będzie leżał, sprowadzony na płaszczyznę warstwową 10,
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punkt C. Aby punkt ten znaleźć, obróćmy kilka punktów np. /, II, III\ 
warstwicy 15, około prostej h, tak, aż padną na warstwową pła
szczyznę 10. Obroty te przeprowadzić można w ten sam sposób 
jak obrót punktu A, albo, dla przejrzystości rysunku, przy pomocy 
rysunku pomocniczego, uwzględniając wspólne, dla wszystkich 
punktów warstwicy 15, oddalenie od płaszczyzny warstwowej 10, 
t. j. w — 5 m =  A' A* =  X ' X x. Poprowadźmy w punkcie X', od- 
cinka X' X x, prostopadłą i odmierzmy na n ie j: X ' T i =  T Ti, 
IC T i =  I I ’T i i X 'T i  =  111 Ti, to odcinki T i X*, T i X x i T i X* są 
równe promieniom obrotów punktów I, I I  i III. Odmierzmy 
7\T ° =  TiJC, T iIP  =  T i X x, T i IIP  =  Ti X x i połączmy punkty P, 
IP  i IIP  krzywą ciągłą k. Krzywa ta jest przekrojem powierzchni 
obrotowej, powstałej przez obrót linji warstwowej 15 około pro
stej h, z płaszczyzną warstwową 10. Szukany punkt C będzie 
punktem linji warstwowej 15. Obracając się około prostej h, jako osi, 
punkt ten padnie na płaszczyznę warstwową 10 i będzie punktem 
krzywej k, a także prostej g°. Rzućmy punkt przecięcia się C°, 
prostej p0 i krzywej h, prostopadle na prostą h', to punkt C' war
stwicy 15 jest rzutem poziomym szukanego punktu C. Uważając 
teraz odcinek B'C' za kierunek linji geodezyjnej, ponowimy prze
prowadzoną wyżej konstrukcję, znajdując punkt E  na warstwicy 20, 
punkt F  na warstwicy 25 i t. d. W ten sposób dojdziemy do żą
danej warstwicy, ale nie osiągniemy punktu, który, obrany tam 
jest jako cel, przez który przechodzić ma linja geodezyjna, łącząca 
go z punktem A. Wtedy też zmuszeni będziemy wyjść z punktu A, 
zmieniać początkowy kierunek A B '  i powtarzać operację tak długo, 
aż, drogą prób, osiągniemy żądany punkt.

33. P łask ie przek roje  pow ierzchn i topograficznej. P ro
file . Linja przekroju powierzchni topograficznej, dowolną pła
szczyzną a, jest miejscem geometrycznem punktów przecięcia się 
linij warstwowych powierzchni i linij warstwowych płaszczyzny, 
leżących na tych samych płaszczyznach warstwowych.

Przykład takiego przekroju widzimy na rys. 69, Warstwice pła
szczyzny a przecinają warstwice powierzchni terenu, o tych sa
mych cechach, w punktach I', II', . . . ,  które połączone dają linję 
krzywą płaską c'. Linja ta jest rzutem przekroju powierzchni terenu, 
płaszczyzną a. Jeśli warstwice są zbytnio od siebie oddalone, to 
punkty pośrednie linji przekroju znaleźć możemy w dwojaki sposób. 
Między dwie warstwice terenu włączymy jedną, lub więcej war
stwie pośrednich i znajdziemy ich punkty przecięcia się z uzupeł
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nionym planem warstwowym płaszczyzny, albo też, uważając teren, 
między dwiema łinjami warstwowemi, za zbliżony do powierzchni

stokowej, przyjmiemy 
na nim proste prosto
padłe, w przybliżeniu, 
równocześnie do obu 
linij warstwowych i 
znajdziemy ich punkty 
przebicia z powierzch
nią terenu. Na rys. 69 
przyjęliśmy prostą a' 
prostopadłą, w przy
bliżeniu, do warstwie 
313 i 314; prosta A' 
jest rzutem krawędzi 
płaszczyzny a z pła
szczyzną, poprowa
dzoną przez prostą a. 
W ten sposób pośred
nictwo prostej a po
zwoliło na znalezienie 
punktu, szukanej linji 
przekroju, leżącego 
między warstwicami 
313 i 314 terenu.

Przekroje płaszczy
znami rzucającemi na
zywamy „profilami“ 
(str. 49). Określenie 
to rozszerzymy w tym 
kierunku, że prócz 
płaszczyzn rzucają
cych weźmiemy pod 
uwagę przenikania 
się powierzchni to

pograficznej z w a l c a mi ,  których tworzące są pionowe. Walce 
takie nazywać będziemy r z u c a j ą c e m i ;  rozwinięte na pła
szczyznę sprowadzają one na nią linję swego przenikania się 
z powierzchnią topograficzną, którą określamy także mianem 
profi lu.

SM zia tka  1:3000. 

-Rys. 69.
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Na rys. 69 wykonaliśmy profil płaski A— B i profil wal
cowy C—D, stosując, dla wysokości (rzędnych) podziałkę 1: 300, 
gdy podziałka długości (odciętych) przyjęta jest 1:3000 (patrz 
ust. 27, str. 70).

34. P rzejśc ie  z przekopu w  nasyp drogi w  spadku. Po
wierzchnia terenu % wyznaczona jest planem warstwowym (rys. 70), 
przyczem grubość warstw wynosi 0'5 m. Korona drogi przyjęta jest 
jako płaszczyzna n, wyznaczona planem warstwowym o tej samej, 
co teren, grubości warstw.

Rozwiązanie zadania rozpoczniemy od wyznaczenia t. zw. l i n j i  
z e r o w e j  z, t. j. linji przecięcia się powierzchni terenu z płaszczy
zną korony drogi. Warstwice 8, i 8 przecinają się w punkcie / ' 
rzutu z linji zerowej, podobnie jak warstwice 7'5V i 7*5« w punk
cie II', tej linji. Aby otrzymać punkty pośrednie krzywej z '.uzu
pełniliśmy plan warstwowy, zarówno płaszczyzny korony drogi jak 
i powierzchni terenu, między warstwicami głównemi 7'5 i 8 i wy
znaczyli punkty przecięcia się warstwie o wspólnych cechach. 
Punkt III' znaleźliśmy jako rzut punktu przebicia się prostej, przy
jętej na powierzchni terenu, prostopadłej, w przybliżeniu, do war
stwie 7'5t i Sr z płaszczyzną n  (ust. 33).

Krzywa z oddziela koronę drogi, leżącą w przekopie od części, 
zbudowanej w nasypie.

Płaszczyzna skarpy a, przechodzi przez prostą a i ma nachy
lenie 2:3,  podobnie jak płaszczyzna skarpy /9, przechodząca przez 
krawędź b. Płaszczyzna a przecina powierzchnię terenu podług 
krzywej -ku której rzut V  jest miejscem geómetrycznem punktów 
przecięcia się warstwie płaszczyzny z warstwicami terenu. Krzywa k i  
jest rzutem linji przekroju płaszczyzny sparpy ¿9. z powierzchnią 
terenu. Jako krawędź ławeczki przyjmiemy, wpobliżu krzywej /?„, 
prostą k3, przechodzącą przez punkt 'przecięcia się linji zerowej, 
z krawędzią b drogi. /

Dalsza konstrukcja rowów i jego wylotu pokrywa się ztprze- 
prowadzoną i szczegółowo omówioną w ust. 23 rys. 54 i 55.

35. Przykład drogi, k tórej płaski profil podłużny je s t  
luk iem  koła. Przyjmijmy powierzchnię terenu, wyznaczoną pla
nem warstwowym (rys. 71) i załóżmy, że w terenie tym ma być 
położona droga, której rzut poziomy osi jest linją prostą. Ukształ
towanie terenu wymaga jednak, aby, dla uniknięcia zbyt głębokich 
przekopów, droga wznosiła się, a następnie opadała. Korona drogi, 
początkowo płaszczyzna, przechodzi następnie w walec obrotowy,
6 R zuty cechow ane.
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Rys. 70.
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styczny do tej płaszczyzny, a wreszcie znowu w płaszczyznę, 
styczną do tego walca.

Przyjąwszy rzut poziomy osi drogi znajdźmy, wzdłuż niej, profil 
powierzchni terenu. Pionowa płaszczyzna profilu przetnie płaszczy
zny warstwowe w pęku równoległych prostych 8*, 9X, ... 18*, na 
które rzucimy prostopadle, punkty przecięcia się osi drogi z war- 
stwicami terenu. Miejscem geometrycznem tych punktów jest 
krzywa px, profilu powierzchni terenu. Obierzmy teraz podłużny 
profil drogi, na który składa się prosta a*, styczny do niej, w punk
cie N x, luk koła kx i prosta bx, styczna do koła K* w punkcie M x.

Linja axkxbx, podłużnego profilu drogi, przecina proste 8X, 9X, . . .  15x 
w punktach, które rzucone prostopadle na rzut poziomy osi drogi, 
wyznaczają warstwice korony drogi, prostopadłe do tego rzutu.

Mamy przed sobą dwa zagadnienia: wyznaczenie linij przeni
kania korony drogi z powierzchnią terenu i wyznaczenie skarp 
nasypów, względnie przekopów, wraz z linjami ich przenikania się 
z terenem.

Warstwice 10, 11 i 12, płaszczyzny korony drogi, przecinają się 
z warstwicami powierzchni terenu, o tych samych cechach, kolejno 
w punktach II' i IW , które wyznaczają rzut zt' linji przecięcia 
się korony drogi z terenem. Na osi drogi leży punkt IV' tej linji, 
którego położenie znajdziemy, odnosząc na rzut osi punkt 1VX pro
filu drogi. Krzywa Zy przecina rzut krawędzi, ograniczających ko
ronę drogi, w punktach A' i B'. Leżąca na przeciwnym stoku 
terenu, warstwica 14 przecina warstwicę 14, powierzchni korony 
drogi, którą jest rzut poziomej tworzącej walca, w punkcie V' 
rzutu z2' krzywej przenikania się powierzchni korony drogi z po
wierzchnią terenu. Dalszemi punktami tej krzywej są punkty 
VI' i VII'.

Skarpy cą i a2 są płaszczyznami o nachyleniu 2 : 3 ;  warstwice 
ich znajdziemy — w znany sposób — przy pomocy stożka stoko
wego, którego podstawą, przyjętą na płaszczyźnie warstwowej 10, 
jest koło Cy o promieniu 1*5 m.

W analogiczny sposób, przy pomocy koła c2 o promieniu 1’5 m, 
znajdziemy warstwice płaszczyzn stokowych as i a4.

Między punktami M  i N, osi drogi, stoki skarp będą powierzch
niami stokowemi, przechodzącemi przez koła ky i k2. Tworzące po
wierzchni stokowych <I\ i fĄ mają nachylenie 2 :3  (nasyp), two
rzące powierzchni 4>3 i it, nachylenie 1 :1  (przekop). Warstwice 
tych powierzchni znajdziemy w ten sam sposób, jak warstwice
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powierzchni stokowej, przechodzącej przez krzywą skośną (ust. 18). 
Punkty kół /ą i k8 uważać będziemy za wierzchołki stożków obro
towych o osiach pionowych i tworzących o nachyleniu 2 :3, 
względnie 1 :1 . Płaszczyzny warstwowe przecinają te stożki po
dług kół, do których są styczne linje warstwowe powierzchni 
stokowych.

Linja spadu płaszczyzny <x3, przechodząca przez punkt koła /ą 
o wysokości 12, jest równocześnie tworzącą powierzchni (I\, wzdłuż 
której styka się ona z płaszczyzną a. Podobnie linja spadu pła
szczyzny a.j, która przechodzi przez punkt koła k2, o wysokości 12, 
jest tworzącą powierzchni <Z>2, wzdłuż której powierzchnia ta styka 
się z płaszczyzną a4. Warstwice powierzchni stokowych <I\ i <Ik 
zwrócone są ku osi drogi stronami wklęsłemi, warstwice zaś po
wierzchni stokowych i fĄ  stronami wypukłemi.

Linje przenikania powierzchni skarp <I\ . . .  $ 4, z powierzchnią 
terenu, będą linjami skośnemi, które znajdziemy jako miejsca geo
metryczne przecięcia się, leżących na tych samych płaszczyznach 
Avarstwowych, linij warstwowych terenu i linij warstwowych po
wierzchni skarp.
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poleca dzieła techniczne:

St. Anczyc

BADANIA METALOGRAFICZNE 
W ZASTOSOWANIU FABRYCZNEM

Wyd. II. Z 126 ilustracjami. Str. VIII +  68. Zł. 6‘- .

Podręcznik ten omawia czynności i zabiegi, potrzebne do przeprowadze
nia mikroskopowego badania żelaza, czynności tak niezmiernie doniosłe 
dla zakładów przemysłowych, gdzie gorsza albo nieodpowiednia jakość 
stosowanej stali może labrykanta i odbiorcę narazić na dotkliwe straty.

E. T. Geislct

OBRABIARKI DO METALI 
I PRACA NA NICH

Podręcznik dla studentów, techników i inżynierów.
Cz. I i II. Skrawanie metali. Mechanizmy obrabiarek. Z 201 rysunkami. 
Str. VIII -f- 208. Zł. 7 20 — Cz. III. Obrabiarki o ruchu roboczym obro

towym. Str. V III+  384. Z 376 ryc. Zł. 22'80.
Zadaniem tego dzieła jest możliwie przystępne, lecz równocześnie wy
czerpujące zaznajomienie z współczesnym stanem obróbki metali. Autor 
prowadzi wykład głównie z punktu widzenia praktyki, mając na celu 
stworzenie podręcznika, któryby, poza celem dydaktycznym, mógł być 
pomocny w rozwiązywaniu zagadnień z dziedziny obróbki metali, nasu
wających się w życiu codziennem zarówno w wytwórni, jak i w biurze 
konstrukcyjnem. Poziom wykładu uprzystępnia treść dzieła najszerszym  

kolom technicznym.

H. Mierzejewski

METROLOGJA TECHNICZNA
Z 184 rycinami. Str. 208. Zł. 9'—.

T r e ś ć :  Przedmowa. — I. Pasowanie wałków i długości. — II. Paso
wanie gwintów. — III. Narzędzia miernicze. — IV. Specjalne metody 
miernicze. — V. Wiadomości z optyki geometrycznej. — VI. Maszyny 
miernicze i podziałowe. — VII. Metody interferencyjne. — VIII. Wy

znaczenie metra w długości lali świetlnej. — Bibljogralja.
Dzieło ma charakter przeważnie praktyczny. Autor położył główny na
cisk na konstrukcyjną stronę zagadnień, mając na uwadze osoby, spe

cjalizujące się w technice metrologicznej.
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poleca dzieła techniczne:

A. Plamitzer

AKSONOMETRJft PROSTOKT^TNñ
Z 241 rysunkami. Str. XII +  208. Zł. 12'—.

T r e ś ć :  Wstęp. — I. Wiadomości przygotowawcze. — II. Rzuty akso- 
nometryczne punktu. — III. Prosta i płaszczyzna. — IV. O prostych 
i punktach, przynależnych do płaszczyzny. — V. Problemy równoległości 
i prostopadłości. — VI. Obroty. Zmiana rzutni. — VII. Zadania mia
rowe. — VIII. Wielokąty płaskie. — IX. Wielościany. — X. Związki 
miarowe i zależne od nich konstrukcje w aksonometrji prostokątnej.

W. Pogorzelski

ZñRYS TEORJI WEKTORÓW
Z 25 rysunkami. Str. 4 nlb. +  72. Zł. 4'80.

Dziełko niniejsze poświęcone jest rozważaniom teoretycznym i prak
tycznym tych pojęć fizycznych, które charakteryzuje nietylko pewna 
wartość liczbowa, lecz także określony kierunek w przestrzeni, a które 
znane są pod nazwą wektorów. Praca rozpada się na dwie części; 
pierwsza z nich omawia pojęcie wektora i działań wektorowych, druga 

pole wektorowe i jego własności.

K. Skotnicki

N ñU K ñ MELJORñCJI
Wodnictwo rolne.

Z 195 rycinami. Str. V III+  312. Zł. 16*-.
T r e ś ć :  I. Część wstępna. 1. Wiadomości ogólne o meljoracjach. 2. Grunt. 
3. Woda. — II. Osuszanie gruntów. 1. Przyczyny zabagnienia i  środki 
jego zwalczania. 2. Budowa odpływów naturalnych i sztucznych. 3. Roz
planowanie szczegółów urządzeń odwodniających. 4. Odwodnienie pól 
sposobem H. Korzybskiego. — III. Drenowanie. 1. Wiadomości ogólne. 
2. Roboty wykonawcze. — IV. Nawodnienie. 1. Wiadomości ogólne. 
2. Dostarczanie wody do nawodniania. 3. Urządzenia, doprowadzające 
¡»odprowadzające wodę. 4. Opis systemów nawodniania. 5. Zapotrzebo
wanie wody do nawodnień. 6. Sposoby użytkowania i korzyści, osiągane 

przez nawodnienie. — V . Kultywowanie torfowisk.


