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OD AUTORA

Ksigzka niniejsza powstata z wyktadéw dla stuchaczow
pierwszego roku wydziatu matematyczno-przyrodniczego Wolnej
Wszechnicy Polskiej w Warszawie i w todzi. Tym sie ttumaczy
zaréwno wybor, jak i uktad materiatu. Z uwagi na trudnosci,
jakie zazwyczaj sprawia stuchaczom rozpoczynajagcym studia
stosowanie rachunku rézniczkowego i catkowego, w pierw-
szych rozdziatach rachunek ten wcale nie jest uzywany, w na-
stepnych za$ wprowadzany stopniowo, przy czym wszelkie nieco
trudniejsze wywody matematyczne sg podane w oddzielnych
ustepach, wyodrebnionych od reszty tekstu innym drukiem,
a ktore czytelnik, nie witadajacy rachunkiem wyzszym, moze bez
szkody dla zrozumienia dalszych rozdziatow tego tomu opuscic.
Terminologia zostata mozliwie uzgodniona z terminologig kla-
sycznych juz dzisiaj w naszej literaturze naukowej podreczni-
koiv Witkowskiego, Natansona i Frankego.
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WSTEP

1. UWAGI OGOLNE

Podstawg poznania $Swiata zewnetrznego sg nasze wrazenia
zmystowe, ktorych Zrodto upatrujemy w przedmiotach, rozmie-
szczonych w otaczajgcej nas przestrzeni i w zjawiskach w niej
zachodzacych. Ta ,,obiektywizacja* naszych subiektywnych wra-
zen nie jest rzeczg ani prosty, ani tatwg. Zazwyczaj opiera sie
ona nie na jednym oddzielnym wrazeniu, lecz na ich zespole, wy-
maga sprawdzenia przez wrazenia doznawane za posrednictwem
innych zmystoéw, przez porownywanie zwrazeniami innych ludzi,
i wreszcie, co najwazniejsze, przez prace umystu, porzadkuja-
cego i scalajgcego oddzielne, rozproszone z natury rzeczy wra-
zenia. Na tej zmudnej drodze, ktérej badaniem zajmujg sie od-
powiednie dziaty filozofii i psychologii, powstajg nasze wyobra-
zenia Swiata zewnetrznego.

Tworzymy je sobie przede wszystkim w doswiadczeniach
zycia codziennego, postugujac sie prostymi rozumowaniami, nie
ujetymi w zadne reguty metodyczne. Ten spos6b postepowania,
wrodzony kazdemu cztowiekowi, a ktéry mozna by nazwaé bada-
niem przednaukowym, stanowi konieczng podwaline badania
naukowego, towarzyszy pierwszym prébom poznawania otacza-
jacej nas rzeczywistosci, nie ogarnia jednak i ogarng¢ nie moze
catego bogactwa zjawisk wzrastajgcego w miare coraz dokiad-
niejszego zapoznawania sie ze Swiatem zewnetrznym.

2. ZADANIA | PODZIAL NAUKI

Dla zdania sobie z nich sprawy, dla uporzagdkowania nagro-
madzonych juz wiadomosci, metody badania ,,codziennego* nie
wystarczajg. Obraz Swiata, wytworzony na tej drodze, jest nie
tylko niezupetny, lecz czesto skazony biednymi lub niedostatecz-

"Wyktady fizyki, t. | 1
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nymi obserwacjami. A od ,,prawdziwosci“ tego obrazu zaleza,
ze przytoczymy tu stowa Helmholtza, ostateczne wskazania co
do wyniku naszych czyndéw w stosunku do $wiata zewnetrznego
oraz trafno$¢ wycigganych przez nas wnioskéw co do zmian,
jakich mozemy w nim oczekiwaé. Dazenie do poznania prawdy,
ktdra nie tylko ma nam pomo6c w zaspokojeniu potrzeb utylitar-
nych, lecz réwniez i nade wszystko wskazaé miejsce, jakie zaj-
mujemy we wszech$wiecie, jest wystarczajagcym catkowicie uza-
sadnieniem koniecznosci drugiego etapu w poznawaniu $wiata
zewnetrznego — konieczno$ci badania naukowego.

Aby osiggng¢ swoj cel, musi nauka narzuci¢ sobie z gory
pewne ograniczenia. Zjawiska, z ktorymi zapoznaty nas doswiad-
czenia zycia codziennego, ukazujg sie nam tak wzajemnie spla-
tane, ze objecie ich w catosci wydaje sie prostym niepodobiei-
stwem. Staje sie przeto niezbedne mniej lub wiecej sztuczne wy-
odrebnienie badanego zjawiska spos$réd innych oraz poprzestanie
na badaniu go z pewnego tylko punktu widzenia.

Zaleznie od rodzaju badanego zjawiska i od wybranego
punktu widzenia rozrézniamy rézne dziedziny nauki, o swoistych,
czesto bardzo rdznigcych sie metodach badania. Nie miejsce
tutaj na rozpatrywanie tego podziatu, wystarczy stwierdzic, ze
zachodzgce w Swiecie zewnetrznym zjawiska mozemy badac,
albo zwracajac gtdowng uwage na to, co wyrdznia dane zjawisko
sposind innych zjawisk, nieraz na pierwszy rzut oka bardzo do
niego podobnych, a wiec na to, co sprawia, ze kazde na ogét zja-
wisko jest niepowtarzalne, — albo tez, przeciwnie, wyszukujac
podobieristwa miedzy zjawiskami i starajgc sie ustali¢ te cechy,
ktére w réznych zjawiskach sie powtarzajg. Te drugg metode
badania stosujg nauki przyrodnicze, do ktérych nalezy fizyka
i chemia.

Tych dwu dziatdbw nauk przyrodniczych nie mozna Scisle
rozgraniczy¢. | jeden, i drugi postuguja sie zblizonymi, a ostat-
nio, przy badaniu bardzo obszernej grupy zjawisk, identycznymi
metodami; obydwa majg na celu zbadanie tych zjawisk, ktdre
moga zachodzi¢ zarbwno w Swiecie materii zorganizowanej, jak
i niezorganizowanej. Zjawiska charakteryzujgce procesy zy-
ciowe, niespotykane w Swiecie przyrody martwej, nie sg, $cisle
biorac, przedmiotem badan fizyko-chemicznych; stanowig one
dziedzine nauk biologicznych. Ten ostatni podziat jest, byé moze,
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chwilowy: nie jest rzeczg wytgczona, ze dalszy rozwdj nauk przy-
rodniczych podda i zjawiska wytgcznie biologiczne prawom fi-
zyki i chemii, jest jednak rowniez mozliwe, ze ustali ich catko-
witg samodzielno$¢. W kazdym badz razie dzisiaj te dwie dzie-
dziny zjawisk musimy rozwaza¢ odrebnie.

3. ZASADA PRZYCZYNOWOSCI

Naczelng zasada, na ktdérej opiera sie fizyka, jest zasada
przyczynowosci, ktdrg podajemy tutaj w nastepujacym sformu-
towaniu :

W tych samych warunkach zachodzg te
same zjawiska.

$cistego udowodnienia tej zasady poda¢ nie mozemy; jest
bowiem rzeczg graniczacg z niemozliwoscig doktadne odtworze-
nie po raz drugi warunkéw, w jakich zaszto po raz pierwszy
dane zjawisko. Uzasadnienie jej widzimy w fakcie stwierdza-
nym dowolnie czesto przez codzienne dosSwiadczenie, ze im
wieksze jest podobienstwo warunkéw, w jakich dane zjawiska
zachodza, tym bardziej podobny jest przebieg samych zjawisk.
Dowodem posrednim, lecz nie mniej waznym, jest zgodno$¢
z doswiadczeniem wnioskow, ktére formulujemy opierajac sie
na zasadzie przyczynowosci. Odrzucajac ja, uniemozliwilibySmy
sobie jakiekolwiek, chocby przyblizone, przewidywanie zjawisk;
obraz Swiata zewnetrznego bytby dla nas zbiorem oddzielnych,
niczym ze sobg nie zwigzanych wrazen zmystowych.

4. PRAWO FIZYCZNE

W przytoczonym powyzej sformutowaniu zasady przyczy-
nowosci pojecie tozsamosci warunkéw i zwigzanej z tym tozsa-
mosci przebiegu zjawiska jest pozostawione bez blizszego okre-
$lenia. ROzne dziaty nauk przyrodniczych réznych na ogét co do
tego uzywajg kryteriow, zaleznie od mozliwego do osiggniecia
stopnia ScistoSci. Najwiekszg Scisto§¢ osiggamy wtedy, gdy
zmiany zachodzace w warunkach jak réwniez w przebiegu sa-
mego zjawiska uda nam sie wyrazi¢ za pomocg liczby. Tak wia-
$nie postepuje fizyka, opisujac przebieg zjawiska i warunki,
w jakich ono zachodzi, przy pomocy poje¢ majacych cechy wiel-
kosci fizycznych, tzn. takich pojeé, ktdre mozemy powigzac
przede wszystkim ze zmianami iloSciowymi.

1*



Z punktu widzenia fizyki zbadanie zjawiska sprowadza sie
do wykrycia i ustalenia wielkosci fizycznych, niezbednych i wy-
starczajagcych do opisu wszystkich szczegotdw jego przebiegu,
do wyrazenia ach wartosci odpowiednimi liczbami, otrzymanymi
jako wynik pomiaru, tzn. poréwnania z dokfadnie oznaczonymi
wartosciami wielkosci tego samego rodzaju przyjetymi za jed-
nostke, i wreszcie do powiazania ich odpowiednim wzorem ma-
tematycznym. Ustalony na tej drodze zwigzek funkcjonalny mie-
dzy liczbowymi warto$ciami wielkosci fizycznych stanowi
prawo fizyczne.

5. USTALENIE PRAW FIZYCZNYCH NA DRODZE DOSWIAD-
CZALNEJ

W pewnych przypadkach zwigzek ten mozna wyprowadzic¢
bezposrednio z danych otrzymanych w doswiadczeniu. Wtedy
sposob postepowania jest zazwyczaj nastepujacy. Spomiedzy
wielkosci charakteryzujgcych dane zjawisko wybieramy dwie,
ktore oznaczamy np. przez A i B. Zmieniajac wartosci B i zacho-
wujac mozliwie state wartosci wszystkich wielkosci pozostatych,
badamy, w jaki sposéb zmienia sie A. Mierzac za kazdym razem
wartosci B, otrzymujemy szereg liczb blt b2, bs ... bn; kazdej
z tych liczb odpowiada jedna z liczb szeregu %, a2 mmm wy-
razajgcego wartosci, jakie przybiera A na skutek zmian war-
tosci B. Szukamy wtedy takiej funkcji a= /] (&)*, ktéra by
po podstawieniu jednej ze zmierzonych wartosci B, np. bit data
na A liczbe mato réznigca sie (zaleznie od stopnia wymaganej
doktadnosci) od otrzymanej z pomiaru liczby av

$cisle biorgc, wzor taki jest jedynie ujeciem w dogodny do
zapamietania skrot wynikdéw pomiaréw. Aby stat sie czyms$ wie-
cej, pomiary, na ktorych sie opiera, muszg czyni¢ zado$¢ pew-
nym warunkom.

Przede wszystkim muszg byé dostatecznie geste,
tzn., ze r6znice miedzy kolejnymi mierzonymi przez nas warto-
$ciami wielkosci B musza by¢ dostatecznie mate. Wtedy dopiero
mamy podstawe do przypuszczania, ze wzor stosowaé sie bedzie
i do tych wartosci B, ktére nie byly bezposrednio mierzone,
a ktére zawarte sg w granicach wartosci mierzonych. Mozliwos¢

* (gdzie /x jest znakiem funkcji).



stosowania takiej interpolacji znakomicie zwigksza zna-
czenie danego wzoru, pozwala bowiem znalez¢ bez dodatko-
wego pomiaru warto$¢ A dla dowolnej warto$ci B, zawartej
miedzy bx i b,,

Zatézmy, ze, jak to czesto bywa, wynik pomiaréw przedsta-
wiamy graficznie. Odkladamy na osi poziomej Ox (osi odcietych)
odcinki proporcjonalne do liczb bi, b2..., na osi pionowej Oy (osi rzed-
nych) odcinki proporcjonalne do liczb o1, ae... (rys. 1). Szukamy funk-
cji a—fi(b), ktorej czynityby zado$¢ dowolne wartosci b, zawarte
w granicach odcinka fti 6s. To roéwnanie bedzie spetniata pewna
krzywa, lezgca w ptaszczyznie ay, taka, ze odlegtos¢ a dowolnego
jej punktu od osi x bedzie zwigzana z odlegtosciag b od osi y wzo-

rem a= /i(6). Do wykresSlenia tej krzywej pomiary dajg nam
punkty ci, ca.. ca, przez ktére krzywa musi, oczywiscie, przechodzic.
Gdy punkty c potagczymy odcinkami linii prostych, otrzymamy linie
tamana, o ktérej zaktadamy, ze w granicy, w miare coraz wiek-
szego zblizania sie wzajemnego punktéw c, przechodzi w poszukiwang
krzywa. To zalozenie moze sie jednak okaza¢ catkowicie falszywe,
gdy punkty c sg od siebie odlegte. Tak .np., gdy pominiemy pomiary
bi, b1, otrzymamy lini¢ ftamang, ktérej granicg bedzie zgota inna
krzywa. Pomiary zatem bi, bj, ba nie sg dostatecznie geste, aby oparta
na nich zalezno$¢ miedzy a i b mozna byto interpolowac.

Gdy obszar pomiaru, tzn. rdznica skrajnych wartosci blt b,,
jest dostatecznie wielki i gdy stopien przyblizenia, jaki otrzy-
mujemy, poréwnywajac wartosci obliczone ze wzoru, z wynikiem
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pomiardw, jest prawie ten sam dla wartosci poczatkowych bly
co i dla warto$ci koncowych bn, mozemy wzér ekstr apelo-
waé, tzn, stosowaé go do takich wartosci b, ktére lezg poza
granicami liczb, otrzymanych w doswiadczeniu.

Na og6t jednak zaréwno interpolacja, jak i ekstrapolacja
nalezy postugiwa¢ sie bardzo ostroznie. Jak bowiem widzie-
liSmy, warunki, w jakich mozna je stosowac, nie poddajg sie
$cistemu oznaczeniu.

Przyktadem moze tu by¢ wyznaczanie zaleznosci gestosci wody
od temperatury. Zatézmy, ze pomiary wykonywamy co 10°: w tem-
peraturze 0° otrzymujemy liczbe 0,9998676; w temperaturze 10° —
0,9997271, w temperaturze 20° — 0,9982303 itd. Na tej podstawie
twierdzimy, ze funkcja d= /(i) maleje ze wzrostem temperatury;
twierdzenie to jednak jest, jak wiemy, catkowicie niestuszne, o ile
idzie o temperatury zawarte w granicach od 0° do 4°, w tych bo-
wiem granicach d wzrasta ze wzrostem temperatury. Pomiary nie
byly dostatecznie geste, aby mozna je bylo interpolowa¢. Podobnie,
gdybySmy dane otrzymane z pomiaréw w granicach od 0° do 4°
chcieli ekstrapolowa¢, otrzymalibySmy liczby znacznie roznigce sie
od wynikew pomiaréw; obszar pomiaréw byt zbyt maly.

Po ustaleniu zwiazku, jaki zachodzi miedzy zmianami wiel-
koSci B i A, mozna wyznaczy¢ w analogiczny sposob zaleznogc
miedzy A i inng wielkoscig C, charakteryzujgcg dane zjawisko,
a ktérej warto$¢ podczas poprzednich pomiaréw byta stata.
Otrzymamy wzor a= /2(c). (Tym razem B i pozostate wielko-
$ci miaty warto$¢ niezmienng). Postepujac tak dalej otrzymamy
a— f3(d), a= fi(e) itp., i po zlgczeniu wszystkich tych wzo-

réw w jeden a= f(b,c,d,e...).

O ile dalsze pomiary wykaza, ze istotnie po podstawieniu
do powyzszego wzoru dowolnych wartosci B, C, D... obliczone
wartosci A tym mniej réznic sie bedg od wartosci wyznaczonych
w doswiadczeniu, im dalej posunieta bedzie doktadnos¢ pomiaru,
bedzie mozna uwaza¢ wzoOr powyzszy za wyraz prawa fizycznego.

Taka jednak wytgcznie empiryczna droga w nielicznych za-
ledwie przypadkach prowadzi do pozadanego celu; zazwyczaj
wtedy tylko, gdy zwiagzek miedzy badanymi wielko$ciami mozna
uja¢ w proste wzory matematyczne, jak np. w prawie Boyle’a—
Mariotte’a lub Gay—Lussac’a. W przypadkach bardziej ztozo-
nych na przeszkodzie stang¢ moze, miedzy innymi, trudno$c



7

w znalezieniu odpowiedniej funkcji dla wyrazenia wynikéw po-
miarow.
Tej trudnosci nie zdotat np. przezwyciezy¢ Ptolomeusz (70— 147),
ktérego zadziwiajagco doktadne pomiary zatamania $Swiatta w wodzie
i szkle dawaly, jak na to zwrocit uwage Bouasse, dostateczng pod-
stawe do sformutowania prawa wstaw, odkrytego, jak -wiadomo, do-
piero przez Snelliusa (1591—1626). Z podanych przez Ptolomeusza
w jego ,,Optyce” wartosci katéw padania i zatamania mozemy dzi$
bez trudu wyprowadzi¢ stato$¢ stosunku wstaw kata padania i kata
zatamania, réwng przecietnie, z niewielkimi odchyleniami w poszcze-
goélnych pomiarach, dla wody: 1,38, dla szkta: 1,48, a wiec bliska
tym wartosciom, jakie wedtug pomiaréw wspotczesnych posiadajag
spolezynniki zatamania zéttej linii sodu (linia D): dla wody — 1,330,
dla szkta (lekki crown) — 1,501.

6. WZORY EMPIRYCZNE

Wtedy zazwyczaj poprzestaje sie na wzorach przyblizonych,
ktorych uzyteczno$¢ jest na ogot do$¢ ograniczona. Wzory te,
o ktérych z géry wiadomo, ze nie wyrazajg istotnego zwigzku
miedzy badanymi wielko$ciami, noszg czesto nazwe wzorow
empirycznych.

Takim wzorem empirycznym jest wzér i — nr (i — kat padania,

r — kat zatamania, n — spoétczynnik zatamania), ktérym postugi-
wat sie jeszcze Kepler (1571—1630) przy badaniu zjawisk zatamania
Swiatta. Dla katéw i niewielkich stosunek i do r pozostaje mniej wie-
cej staty, w miare jednak wzrastania kata i stosunek ten stale wzra-
sta. Przy podstawieniu zatem do wzoru wartos$ci n wyznaczonej z po-
miaréw przy malych katach padania, otrzymujemy dla wiekszych
katow wartosci kata zatamania znacznie réznigce sie od znalezionych
doswiadczalnie. Wz6r i—nr nie moze wiec by¢ ekstrapolowany.

Nazwe wzoréw empirycznych nadajemy czesto rowniez wzo-
rom dotyczacym przypadkéw, gdy badana wielko$¢ A zalezy nie
tylko od wielkosci B, C, D..., lecz i od czynnikéw, ktorych nie
umiemy wyrazié przy pomocy wielkosci fizycznych.

Tak np., gdyby z przytoczonych wyzej pomiaréw gestosci wody

w roznych temperaturach udato sie nam ustali¢ z wymagana doktad-

noscig ksztatt funkcji o= /(t), funkcja ta bytaby wzorem empi-

rycznym, wyrazataby bowiem zalezno$¢ nie miedzy gestoscig w ogole

i temperatura, lecz miedzy gestoScia pewnego ciata (wody) i tempe-

raturg. Pomiary, wykonane z inng ciecza (np. rtecig), doprowadzi-

tyby do zgota innej funkcji, zalezno$¢ bowdem gestosci od temperatury
jest rézna dla réznych rodzajéow ciat. A tej rdéznicy nie umiemy
wyznaczy¢ w taki sposob, w jaki wyznaczamy zalezno$¢ od temperatury.



7. TEORIE FIZYCZNE

Nakreslony wyzej pokrotce sposob badania stanowi pospoli-
cie pierwszg poczatkowa jego faze. Pozwala on w pewnych pro-
stych przypadkach wyznaczy¢ doktadnie zalezno$¢ miedzy wiel-
kosciami, charakteryzujagcymi dane zjawisko, w innych bardziej
ztozonych prowadzi do przyblizonych lub utamkowych wyzna-
czen tej zaleznosci, na og6t zas Scislej, nizby tego mogta dokonaé
powierzchowna obserwacja, ustala warunki, w jakich dane zja-
wisko moze zachodzié.

Dopiero rozporzadzajgc takim materiatem, mozna poréw-
nywac ze sobg grupy zjawisk, wykrywac iph cechy wspoélne i pro-
bowa¢ na tej podstawie szukania praw ogoélniejszych.

Wz6r tego rodzaju metody postepowania daje mechanika, ter-
modynamika, teoria zjawisk elektrycznych i magnetycznych Max-
wella i Hertza, teoria wzglednosci.

Mozna rowniez probowac znalez¢ prawa rzadzace zjawi-
skami ztozonymi, a wiec nastreczajgcymi wieksze trudnos$ci przy
badaniu, zaktadajac, ze sa one widomym przejawem zespotu bar-
dzo wielu odpowiednio dobranych zjawisk prostszych, ktorych
nie mozemy bezpo$rednio obserwowac. Zatozenia co do prze-
biegu tych zjawisk i praw, jakim podlegaja, powinny wtedy
by¢ tak dobrane, aby odtwarzaty przebieg zjawiska bezposred-
nio przez nas obserwowanego.

Taki charakter ma tzw. ato mistyczny sposéb ujmowania
zjawisk, ktéry i' dzi§ jeszcze czesto przeciwstawiany jest pierwszej
metodzie postepowania, nazywanej zazwyczaj fenomenolo-
gicznag, tzn. takg, w ktorej do praw ogélniejszych dochodzimy wy-
tacznie na podstawie danych dostarczonych przez doswiadczenie.
W rzeczywistosci jednak réznica tych dwu metod jest mniejsza, nizby
sie mogto wydawaé, i w miare rozwoju teorii atoniistycznych zmniej-
sza sie coraz bardziej.

Dalszy jednak spos6b postepowania jest w obydwu przypad-
kach taki sam. Zaréwno prawa ogélne wyrazajace wspolne ce-
chy badanej grupy zjawisk, jak i zatozenia dotyczgce prostych
zjawisk, do ktérych chcemy sprowadzi¢ badane zjawiska, sg
punktem wyjscia teorii fizycznych, stanowigcych dedukcyjne ich
rozwiniecie i zastosowanie do przypadkéw szczeg6lnych. Rola
doSwiadczenia ulega wtedy pewnej zmianie: staje sie ono raczej
sprawdzianem prawidtowosci wnioskowania oraz stusznosci po--
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czynionych zatozen. Im lepsza okazuje sie zgodno$¢ wywodow
teoretycznych z doswiadczeniem, im wieksza dziedzine zjawisk
mozemy podporzadkowaé danej teorii, tym wieksze staje sie
prawdopodobienstwo stusznosci czy to uogdlnionych praw, ktore
wtedy przybierajg charakter zasad, czy tez poczynionych za-
tozen. Jezeli jednak nowe doswiadczenia doprowadzajg do wy-
nikdw nie mieszczacych sie w ramach dawnej teorii, wtedy na-
stepuje albo odrzucenie zatozen, na ktérych opierata sie dawna
teoria, albo tez takie ich przeksztatcenie, ktére by niezgodnosé
usuneto. Nowa teoria, z natury rzeczy, jest od poprzedniej ogdl-
niejsza; wieksza bowiem niz poprzednio dziedzina zjawisk pod-
lega wnioskom wyprowadzonym z nowych zasad lub zatozen, le-
zacych u jej podstawy.
taczac w ten sposéb coraz to wieksze grapy zjawisk fizyka,
krok za krokiem, dazy do idealnego i, byé. moze, nieosiagalnego
celu wyprowadzenia wszystkich zasad z jednej tylko zasady ogol-
nej, stworzenia jednej teorii fizycznej, w ktorej ramach mie-
Scityby sie wszystkie zjawiska fizyczne Swiata zewnetrznego.
Tak np. odkrycie réwnowaznosci ciepta i pracy, obalajac teorie
cieplika, pozwolito uwaza¢ ciepto za jeden z rodzajéw energii i za-
stgpi¢ dwie niezalezne zasady: zasade zachowania energii mecha-
nicznej i zasade zachowania cieplika — jedng — zasada zachowania
energii. Teoria wzglednosci, przypisujac energii mase, prowadzi do
dalszego jeszcze uogodlnienia, taczac w jedng dwie na réznych zupeinie
drogach ustalone zasady: zachowania energii i zachowania masy.

8. UKLADY JEDNOSTEK. ROWNANIE WYMIAROW
Liczby a, b, c, d... zwigzane wzorem
a=f (& ¢ d,..)

otrzymujemy, jak o tym byla wyzej mowa, z pomiaréw, tzn.
z poréwnania wartosci, jaka w danym przypadku posiadajg wiel-
kosci A, B, C, D..., z pewnymi odpowiadajacymi $cisle oznaczo-
nym warunkom wartosciami tych samych wielko$ci, warto-
$ciami, ktore przyjmujemy za jednostki. Przy zmianie jednostek
ksztatt funkcji / (b, c, d...) pozostanie taki sam, jak poprzednio,
prawo bowiem fizyczne, ktérego wyrazem jest dana funkcja,
nie moze zaleze¢ od dowolnego wyboru jednostek. Zmienig sie,
rzecz prosta, liczby a, b, ¢, d... i, co za tym idzie, i spotczynniki
liczbowe przy wyrazach zawierajacych te wielkosci, oraz war-
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tos¢ wyrazow statych, gdyz prawa strona wzoru bedzie musiata
by¢ zawsze réwna stronie lewej.

Tak np. z prawa Ohma wiemy, ze zmieniajagc opor przewodnika
i réznice potencjatow na jego koncach, otrzymujemy na wartosci na-
tezenia pradu liczby, ktérych stosunek do ilorazu liczb, wyrazajacych
odpowiednie wartos$ci réznicy potencjatéw i oporu, jest staty. Zwia-
zek zatem miedzy tymi wielkoSciami mozemy ujg¢ w postaé naste-
pujaca:

Vi—\3 X lub i k _—
r

gdzie i oznacza liczby, otrzymane z poréwnania danych w doswiad-
czeniu wartosci natezenia pradu z pewnym natezeniem, przyjetym za
jednostke, W4 \« oraz r — liczby wyrazajgce odpowiednie wartosci
réznicy potencjatu i oporu. Przypus$émy, ze przy wybranych w pe-
wien sposéb jednostkach tych trzi ielkosci otrzymalismy liczby
takie, ktore warto$¢ k ustality ja] ma 100. (Tzn., ze stosunek
liczby, wyrazajgcej wartos¢ natezenia pradu do ilorazu liczb Vi—Pa
i r, jest stale rowny 100). Jezeli teraz jednostke natezenia pradu
zwiekszymy dziesieciokrotnie, kazda z liczb szeregu, zawierajacego
wyniki pomiaréw natezenia pradu, bedzie dziesie¢ razy mniejsza, wo-

bec czego i wartos¢ stosunku i do-y5——- zmniejszy sie dziesieciokrot-

nie pozostajac jednak i w tym przypadku statg dla wszystkich war-
tosci natezenia pradu.

Jezeli jednak odwrotnie nadamy tym spotczymiikom pewne
wartosci state, wtedy wybdr przynajmniej jednej z jednostek
bedzie uwarunkowany przez wybor jednostek pozostatych.

Tak np. nadajac we wzorze wyrazajgcym prawo Ohma, spot-
czynnikowi k wartos$¢ statg, réwng, przypusémy, 10, uzalezniamy jed-
nostke natezenia pradu od jednostek roznicy potencjatu i oporu.
Istotnie, gdy warto$¢ roéznicy potencjatlu zmierzong w dowolnych
jednostkach, wyrazimy liczbg 1, i gdy warto$¢ oporu przewodnika,
z ktérym wykonywamy doswiadczenie; tez przyjmiemy za réwng
jednostce, otrzymana warto$¢ natezenia pradu bedzie musiata by¢
rowna 10. Aby taka warto$¢ istotnie otrzymaé z pomiaréw, musimy
za jednostke natezenia pradu wzigé warto$¢ natezenia dziesie¢ razy
mniejsza od tej, jaka otrzymujemy przy wartosciach réznicy poten-
cjatu i oporu, réwnych jednostce.

Na tej drodze mozemy powigza¢ ze sobg jednostki réznych
wielkos$ci w ten sposob, aby wybdr niewielkiej ilosci jednostek —
jednostek wielkos$ci podstawowych lub jedno-
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stek podstawowych — wyznaczatl jednoznacznie jedno-
stki wszystkich innych wielkosci — jednostki wielko-
§ci pochodnych lub jednostki pochodne. Wybdr,
a nawet, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, i liczba wiel-
kosci, ktorych jednostki przyjmujemy za podstawowe, sg cal-
kowicie dowolne. W praktyce jednak za jednostki podstawowe
wybiera sie takie, ktore mozna najtatwiej odtworzy¢ i ktére
w mozliwie prosty sposob pozwalajg wykonywa¢ pomiary wiel-
kosci pochodnych. Tym warunkom w mechanice odpowiada naj-
lepiej ukfad, w ktérym jednostkami podstawowymi sg jednostki
dtugosci, czasu i masy. Uklad ten, zazwyczaj nazywany bez-
wzglednym, stuzy¢ moze réwniez do okreSlenia jednostek
wielkosci niemechanicznych, w przewazajacej bowiem ilosci
przypadkéw pomiar wielkosci fizycznych sprowadza sie do po-
miaru pewnych wielko$ci mechanicznych. Wtedy jednak czesto
uzupetnia sie podane wyzej jednostki podstawowe dwiema in-
nymi: stopniem temperatury, gdy idzie o zjawiska cieplne,
i jednostka jakiej$ wielkosci elektrycznej lub magnetycznej, gdy
chodzi o zjawiska elektromagnetyczne.

Uktad bezwzgledny nie jest jedynym ukitadem jednostek, uzy-
wanym w fizyce. Czasami warunki pomiaru sg tego rodzaju, ze jest
rzeczg wygodniejszg zastapi¢ jednostke pochodng inng wartoscig da-
nej wielkosci, ktéra wtedy, rzecz prosta, staje sie podstawowg. Tak
np. w mechanice obok pochodnej jednostki sity, wyznaczonej przez
jednostki dtugosci, czasu i masy, spotykamy sie z tzw. jednostkg ci e-
zarowga, okres$long jako ciezar pewnego ciata w oznaczonym miej-
scu na ziemi, a wiec niezalezng catkowicie od wyzej podanych jedno-
stek podstawowych. Stosunek tej nowej jednostki do pochodnej jed-
nostki tej samej wielkosci wyznaczany jest na drodze do$wiadczalnej,
moze przeto w miare wzrostu $cistosci pomiaréw ulega¢ zmianie. Po-
dobnie w elektrycznosci obok pochodnych jednostek natezenia pradu
i oporu uzywane sg tzw. miedzynarodowe: amper i om, kto-
rych stosunek do jednostek pochodnych bezwzglednych noszgcych te
same nazwy jest bardzo bliski jednosci.

Te nowe jednostki podstawowe tworzg w zwigzku z innymi nowe
uktady jednostek. W pierwszym przypadku jest to ukiad oparty na
jednostkach dtugosci, czasu i sity, w drugim na jednostkach dtugosci,
czasu, natezenia pradu i oporu. We wszystkich jednak uktadach za-
chowane sg, jako jednostki podstawowe, jednostki diugosci i czasu.

Wzory, stuzgce do wyznaczenia zwigzku miedzy jednostkami
pochodnymi i podstawowymi, zazwyczaj sprowadzajg sie do jed-
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nego wyrazu. W najprostszym wiec przypadku, gdy dana wiel-
kos¢ pochodna A zwigzana jest bezposrednio z wielkosciami pod-
stawowymi, do okres$lenia jednostki stuzy¢ bedzie wzor

gdzie I, m, t oznaczajg wartosci dtugosci, masy i czasu, odpowia-
dajace danej wartosci a, k — jest spotczynnikiem statym, a, i3 y
liczbami, ktére rownie dobrze moga by¢ catkowitymi, jak i utam-
kowymi, dodatnimi, jak i ujemnymi.

Gdy zatozymy, ze k ~ 1, wtedy jednostkg wielkosci A jest
ta jej warto$¢, ktorej odpowiadajg jednostkowe wartosci dtugo-
§ci, masy i czasu.

Jezeli jednostke dtugo$ci zmienimy, np. zwiekszymy nx razy,
wynik pomiaréw tej samej dtugosci, co poprzednio, wyrazi sie

liczha L = ik Podstawiajgc ja do wzoru, otrzymamy inng liczbe
na te samg warto$¢ A

1 \nj
i stad fifu=r f =a

Gdy teraz I, m, t bedg rowne jednostce, % bedzie rowne —;

nowa wiec jednostka wielkosci A, otrzymana przy zwiekszeniu ﬁx
razy jednostki dtugosci, jest ti\ razy wieksza od poprzedniej.

Analogicznie znajdziemy, ze przy zwigkszeniu n2 razy jed-
nostki masy i n3razy jednostki czasu jednostka A zwiekszy sie
odpowiednio i riB razy.

Oznaczmy dawne jednostki dtugosci, masy, czasu i wielko-
$ci A symbolicznie przez L, M, T i [A], nowe za$ przez Lx, Mlt
T+ i [A]x. Wobec tego, ze

i ze

mamy (1)

Mozemy przeto zalezno$¢ jednostki A od jednostek podsta-
wowych wyrazi¢ symbolicznym wzorem, nazywanym r 6w n a-
niem wymiaru lubwymiarem wielkoSci A.
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[A] = LaM 'Ty %))

Gdy jednostke pochodnej wielkosci C wyznaczamy ze wzoru,
ustalajacego jej zwigzek z wielkosciami roéwniez pochodnymi
A i B, ktérych rownania wymiaréw znamy, wtedy, rozumujac
w ten sam sposéb, co poprzednio, dochodzimy do wzoréw typu

[C] = [Af [B]\
z ktérych po podstawieniu wymiaréw

[A] = LaM?Tr i [5] = LaM?Th,
otrzymujemy rownanie wymiaru wielkosci C
S pd-

Z rozwazan powyzszych wynika, ze kazdy wzér fizyczny
musi by¢ jednorodny, tzn. ze wszystkie jego wyrazy po
podstawieniu do nich zamiast liczb wymiaréw odpowiednich
wielkosci muszg mie¢ ten sam wymiar. Gdyby bowiem tak nie
byto, przy zmianie jednostek podstawowych prawa strona wzoru
przestataby by¢ réwna lewe;j.

Pojecie wymiaru wprowadzit do fizyki J. Fourier (1768—1829)
w swej ,,Teorii analitycznej ciepta”, wydanej w 1822 r.

9. JEDNOSTKA DLUGOSCI

Wybor jednostki dtugo$ci na pozor trudno$ci nie nastrecza.
W $wiecie nas otaczajgcym spotykamy czesto ciata, ktérych roz-
miary liniowe pozostajg zawsze w tym samym mniej wiecej sto-
sunku, co nas doprowadza do wniosku, ze sg one na ogo6t nie-
zmienne. MoglibySmy przeto dtugo$¢ jakiegokolwiek z tych
ciat statych, ktéremu dla dogodno$ci pomiaru nadaliby$Smy
ksztatt np. preta lub sztaby, wzig¢ za jednostke dtugosci. Otrzy-
malibySmy tym sposobem wzorzec jednostki dtugosci, ktory,
oczywiscie, mozna odtworzy¢ w dowolnej ilosci kopii. Dla po-
miarOw niezbyt doktadnych wzorzec taki bytby nieraz wystar-
czajacy. TrudnosSci rozpoczynajg sie dopiero wtedy, gdy prze-
chodzimy do pomiardw S$cislejszych. Doswiadczenie przekonywa
nas, ze nawet najstaranniej wykonane kopie wzorca przestaja
przy zmianie warunkéw, w jakich sie znajduja, mie¢ te sama
dtugosé, co wzorzec. Jezeli jedng z nich np. ogrzejemy, stanie sie
ona zazwyczaj nieco dtuzsza od tej, ktdra ogrzewana nie byla.
Podobnie, jezeli jedng z nich poddamy wiekszemu cisnieniu,
stwierdzimy znéw przez pordéwnanie z wzorcem zmiang stosun-
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kow ich dtugosci. Wzorzec wiec jednostkowy (czy tez jego kopia)
posiada oznaczong warto$¢ jedynie w oznaczonych warunkach.
Za kazdym przeto razem, gdy uzywamy go do pomiaréw, mu-
simy dokfadnie odtwarza¢ jednakowe warunki. Jak o tym byla
wyzej mowa (ust. 3), jest to niemozliwe. Wyjscie moze by¢
dwojakie: albo odrzuci¢ tego rodzaju jednostki i uciec sie
do tzw. jednostek naturalnych, to znaczy za jednostke
przyjac¢ jakas$ dtugosé, nie przez nas mniej lub wiecej sztucznie
skonstruowang, lecz dang nam bezposrednio w $wiecie nas ota-
czajagcym i przy tym taka, o ktérej mamy dostateczne podstawy
mniemac, ze posiada w warunkach do$wiadczenia warto$¢ stata;
albo tez, korzystajac z faktu, stwierdzonego doswiadczalnie, ze
nie wszystkie ciata w jednakowym stopniu zmieniajg swe roz-
miary liniowe przy zmianie czynnikéw zewnetrznych, zbudowac
wzorzec z takiego ciata, w ktorym by zmiany te byty najmniej-
sze, a wiec ktdrego dtugos¢ przy niecatkowicie doktadnym od-
tworzeniu warunkéw pierwotnych ulegataby stosunkowo matej
zZmianie.

Préby wprowadzenia naturalnych jednostek dtugosci siegaja
czas6w stosunkowo bardzo dawnych. Im, niewatpliwie, zawdzigczamy
takie nazwy jednostek, jak: tokie¢, sgzen, mila rzymska (mille pas-
suum) itp. Warto$¢ jednak tych jednostek, zwigzanych z wymia-
rami ciata ludzkiego, zbyt byta zmienna, aby mogta stuzy¢ jako pod-
stawa pomiaréw. Totez z biegiem czasu nazwy te zaczely oznaczac
jednostki wzorcowe o diugosciach, réwnych przecietnym wartosciom
odpowiednich jednostek naturalnych.

Z naukowg préba dania naturalnej jednostki spotykamy
sig, o0 ile pominiemy wcze$niejszy projekt Huygensa (1673 r.)
oparty jednak na innych zgota zatozeniach, dopiero w koncu
XVIII wieku, gdy za jednostke dtugosci postanowiono wzigé

40 (XX ooo~cze$¢ diugosci potudnika paryskiego. Jednostke te
nazwano metrem.

Gdyby ziemia byta kulg, pomiar diugosci potudnika, tj. linii
krzywej otrzymanej z przeciecia powierzchni ziemi ptaszczyzna, prze-
chodzacag przez o$ ziemi i kierunek pionowy w danym miejscu ziemi,
bytby rzecza stosunkowo tatwg. Wystarczytoby zmierzyé przy po-
mocy dowolnej jednostki na powierzchni ziemi odlegtos¢ dwu punktéw,
lezagcych na tym samym potudniku, i wyznaczy¢ réznice ich szerokosci
geograficznych. Ziemia jednak, jak wiemy, kulg nie jest. Diugosé
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luku odpowiadajacego 1° réznicy szerokosci geograficznej nie jest
jednakowa we wszystkich punktach potudnika; na og6t wzrasta od
réwnika do biegunéw. Wyznaczenie przeto dtugosci potudnika wy-
maga wielu pomiaréw w réznych punktach globu ziemskiego. Przy
tym potudniki, przechodzgce przez rézne punkty ziemi, sg réznej diu-
gosci; stad konieczno$¢ oznaczenia, ktérego potudnika diugos$é przyj-
mujemy za podstawe.

Pomyst podziatu ¢wierci potudnika na 10 000 000 czeSci miat
swe zrédio w prébie wprowadzenia i do pomiaréw kata Oktadu dzie-
sietnego. Kat prosty miat by¢ dzielony nie na 90, lecz na 100 czesci,
nazywanych tak, jak i poprzednie, stopniami. (W terminologii fran-
cuskiej gg czes¢ kata prostego oznaczana jest nazwg degré, czes¢ —

grade). Stopien dzieli sie¢ na 100 minut, minuta na 100 sekund. Kat
m prosty zawieratby zatem 100X100X100 sek. =-1 000 000 sekund.

Dtugosci tuku 1000 metréow na powierzchni ziemi odpowiada kat

Srodkowy 100 sekund = 1 minucie. Taki podziat kata nie znalazt

jednak powszechnego zastosowania.

Tej jednostce dtugosci miata byé rébwna w temperaturze 0°
dtugos¢ wzorcowej sztaby platynowej o przekroju kwadratowym.
Pomiary jednak geodezyjne, wykonywane w wieku XIX z co-
raz. to wiekszag doktadnoscia, przekonaty, ze ten metr wzorcowy,
tzw. metr archiwalny (métre des archives), rézni sie nieco od
dziesieciomilionowej czesci ¢wierci potudnika.

Wedtug Bessela (1837 r.) diugos$é¢ ta wynosi 10 000 856 m, we-
dtug pomiaréw nowszych jest o mniej wiecej 1000 m wieksza od obli-
czonej przez Bessela.

Z dwu mozliwych rozwiazan — wprowadzenia odpowiednich
poprawek do wszystkich pomiaréw dtugosci, wykonanych przy
pomocy metra archiwalnego lub jego kopii, albo tez przyjecia
dtugosci tego metra za obowigzujgcag jednostke — wybrano ze
wzgledéw praktycznych drugie, zastepujac jednak wzorzec po-
przednio uzywany innym, mniej niz poprzedni zaleznym od przy-
padkowych nagtych zmian warunkéw zewnetrznych.

Nowy ten wzorzec jest wykonany ze stopu platyny (90%)
i irydu (10%), wobec czego spétezynnik jego rozszerzalnosci,
a co za tym idzie, zalezno$¢ jego dtugosci od niewielkich zmian
temperatury jest nieco mniejsza, niz metra archiwalnego.

Dtugos¢ sztaby platynowej zmienia sie (w granicach od 0° do

85°) wedtug wzoru It= I, (1 -f-8,901.10""° t + 1,21 .10*“ 3P), gdzie
t — stopnie skali gazowej; zmiany dtugosci sztaby, wykonanej ze
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stopu platyny z irydem, o sktadzie wyzej podanym, wyraza wzor
It—/, (L + 8,651.10“6t+1,00 .10-° P).

Przekrdj jego nie jest kwadratowy, lecz przypomina ksztat-

tem litere H (rys. 2). Na powierzchni ab dwie kreski, umie-

szczone w pewnej odle-

gtosci od koricow wzoi--

ca, ograniczajg dtugosé,

rowng prawie doktadnie

dtugosci metra archi-

walnego (r6znica nie

przekracza 10 _7 metra).

Sztaba wzorcowa jest

przeto nieco od metra

dtuzsza. W ten sposob

unika sie Dbledu, jaki

mogtby powstaé wsku-

tek nieuniknionego Scie-

rania sie koncoéw szta-

by przy poréwnywaniu

wzorca z kopiami. Po-

wierzchnia ab tworzy

tzw. warstwe obo-

jetna sztaby wzorco-

wej. Nazwe te dajemy

warstwie, ktéra prze-

chodzi przez srodek ciez-

kosci sztaby i ktorej diu-

go$¢ przy zginaniu sie

preta pod dziataniem jego wiasnego ciezaru ani sie nie zwieksza,

jak warstw dolnych, w przypadku przedstawionym na rys. 3,

gdzie zreszta odksztatcenie dla jasnosci rysunku jest ogromnie
powiekszone, ani sie nie zmniejsza, jak warstw gornych, lecz
pozostaje niezmienna (por. ust. 5 rozdz. V).
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Wzorzec ten nazwany metrem miedzynarodo-
wym zostat przyjety za urzedowa jednostke diugosci przez
znaczng liczbe panstw, miedzy innymi i Polske, z ktorych kazde
posiada doktadng jego kopie, periodycznie poréwnywang ze
wzorcami roboczymi, przechowywanymi, podobnie jak i wzorzec
podstawowy, tzw. prototyp, w Miedzynarodowym Biurze Wag
i Miar (Bureau International des Poids et Mesures), mieszcza-
cym sie w Sévres pod Paryzem.

Obecnie wiec nazywamy metrem odlegto$¢, w temperaturze
topniejacego lodu, osi dwu kresek wyrytych na prototypie. Wie-
lokrotnosci metra oznaczamy, dodajac liczebniki greckie,
utamki — az do pewnej granicy — dodajac liczebniki tacinskie.
Mamy wiec :

1 miriametr (Mrm)= 10 oo M= 104M

1 kilometr (km)= 1000 m= 10@®n

1 hektometr (hm)= 100 M= 102m

1 dekametr (dm)=10 m==10'm

1 metr (m)=1 m= 10°m

1 decymetr (dcm)=o.1 M= 10_1 M

1 centymetr (cm)=o,01 M= 10-2 M

1 milimetr (mm)=o0.001 M= 10-3M = 10 _1 CM

1 mikron ()= o0.000 001 M= 10-6M= 1 o CM

1 milimiikron (uf. lub M,«) = 0,000 000 001 M= 10+3M —

= 10~7CM

1 angstrom (A) = 0,000 000 000 1 M= 10-lOM= 10-sCmM

W fizyce za jednostke diugosci bierzemy zazwyczaj 1 cm.

Uniezaleznienie jednostki dtugosci od jednostek naturalnych
posiada jednak pewne zfe strony. Nie mozemy bowiem by¢ pewni,
czy na dtugos¢ wzorcdw metrowych nie majg wptywu i nieprze-
widziane przez nas przy okreslaniu dlugosci metra czynniki ze-
wnetrzne.

Ze takie przypuszczenia nie sa zupetnie bezpodstawne, dowiodio
poréwnanie w 1919 r. wzorcow narodowych ze wzorcami roboczymi
Miedzynarodowego Biura Wag i Miar. Okazato sie wtedy, ze dtugosci
tych wzorcéw zmienity sie w stosunku, ktory kaze przypuszczaé po-
wstanie pewnego wydtuzenia wzorcéw roboczych w granicach od 0,3/
do 0,5/i. Przyczyna tego wydtuzenia nie jest dotychczas wyjasniona.
Wedtug Guillaume’a byto nig, by¢ moze, czeste czyszczenie wzorcow
roboczych.

Wyktady , fizyki, t. | 2
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Wazna jest przeto rzecza zwigzanie tej dowolnej, w gruncie
rzeczy, jednostki z jednostka, ktorej niezmienno$¢ w warunkach
doswiadczen ziemskich bytaby mniej podlegta watpliwosciom.
Taka jednostka jest, jak na to zwrécit uwage Maxwell, diugosé
fali linii widmowej, wysytanej przez oznaczony pierwiastek, po-
budzany do S$wiecenia w dokfadnie okreslonych warunkach.
Pierwszg prébe tego rodzaju wykonali w 1892 r. Michelson
i Benoit, wyrazajgc dtugos¢ fali czerwonej linii kadmu Xc w jed-
nostkach uktadu metrycznego.

Z pomiar6w ich wynika, ze w powietrzu o temperaturze
14°,93 skali gazowej jpod cisnieniem 760 mm rteci

Ac= 0,643 84722 3
i stad Im =1 553 163;5 XC

Doktadniejsze pomiary, wykonane w 1913 r. przez Benoita,

Fabry’ego i Pérota, daty wartosSci nastepujace :
Ac= 0,643 846 96 y
1m= 155316413 k_.

10. JEDNOSTKA CZASU

Za jednostke czasu mozna by, oczywiscie, uzy¢ dowolny
przecigg czasu, réwny czasowi trwania jakiego$ zjawiska,
zachodzacego zawsze w tych samych warunkach, a wiec np,
zjawiska, powtarzajgcego sie okresowo w spos6b iden-
tyczny. Z tych zjawisk, niewatpliwie, najbardziej uderzajgcym
nasze zmysty jest okresowy powr6t dnia i nocy oraz por roku.
Totez od dawna jednostke czasu zwigzano ze zjawiskami astro-
nomicznymi, a przede wszystkim z ruchem obrotowym ziemi,
ktoiy mozemy wyznaczy¢ z obserwacji zmian potozenia tzw.
gwiazd statych na sklepieniu niebieskim.

Ustawmy lunete w ptaszczyznie potudnika ziemskiego i skie-
rujmy jg na jakakolwiek gwiazde, przechodzacg w danej chwili
przez te wiasnie plaszczyzne — jestto gérowanie gwiazdy.
Gwiazda wkrotce zniknie z pola widzenia lunety i pojawi sie
w nim dopiero po uptywie pewnego, do$¢ dtugiego, czasu. Ten
przecigg czasu, w ciggu ktérego ziemia wykonata catkowity obrét
dookota osi, nazywamy dniem gwiazdowym.

Zaktadamy tutaj, ze kierunek lunety w przestrzeni przez ten czas

sie nie zmienia. Jest to zatozenie niestuszne, ruch howiem ziemi do-
okota storica z koniecznosci powoduje pewng zmiane tego Kierunku;
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Poprawka jednak, ktorg wskutek tego nalezy wprowadzi¢, jest na
0ogo6t bardzo mata; tym mniejsza, im bardziej jest od nas oddalona
obserwowana gwiazda.

Przyjmujac ruch obrotowy ziemi za jednostajny, mozemy
dzien gwiazdowy podzieli¢ na czesci, odpowiadajgce utamkom

catkowitego obrotu. Czas, w ktorego ciggu ziemia wykonywa *

cze$¢ obrotu catkowitego, a wiec obraca sie o 15° nosi nazwe
godziny gwiazdowej, Lo godziny, odpowiadajgca obro-
towi ziemi o 15", — nazwe minuty gwiazdowej (od ta-
cinskiego terminu — pars minuta prima), minuty, odpowia-

dajgca obrotowi ziemi o0 15" — nazwe sekundy gwiazdo-
w ej (od tacinskiego terminu — pars minuta secunda).

Mozemy uwolnié sie od koniecznosci ciggtego wykonywania
pomiaréw astronomicznych, jezeli ustalimy zwigzek miedzy tymi
jednostkami a czasem trwania odpowiednio dobranego zjawiska
ziemskiego. Do tego dobrze nadaje sie wahadto, ktérego wahania
powtarzajg sie w danym miejscu ziemi w jednakowych odste-
pach czasu (mierzonych, oczywiscie, w jednostkach gwiazdo-
wych), o ile tylko postaramy sie o to, aby najwiekszy kat odchy-
lenia wahadta od pionu pozostawat zawsze przy kolejnych waha-
niach ten sam. Mozna tak dobra¢ dlugos¢ wahadta, ze w ciagu
dnia gwiazdowego wahadto wykona doktadnie 86400 wahan.
Wtedy okres jednego wahniecia rowny jest 1 sek i moze stuzy¢
jako jednostka czasu.

Oparcie jednak rachuby czasu o dzieri gwiazdowy posiada
te niedogodnos¢, ze codzienne nasze zycie zwigzane jest nie z po-
zornym ruchem gwiazd, lecz z pozornym ruchem storica. Za jed-
nostke zatem nalezatoby raczej przyjac czas, jaki uptywa mie-
dzy dwoma kolejnymi gérowaniami stonca (dwoma potudniami).
Ten prawdziwy dzien stoneczny l6zni sie jednak od
dnia gwiazdowego. Wahadto, ktdrego okres wahan bytby réowny
1 sek. gwiazd., wykonatoby w ciggu prawdziwego dnia stonecznego
wiecej niz ss 400 wahan.- Ruch bowiem ziemi dookota storica po-
woduje pozorne przesuwanie sie tej gwiazdy na niebie w Kkie-
runku z zachodu na wschéd, co w zwigzku z ruchem obrotowym
ziemi w tym samym kierunku wywotuje codzienne opdznianie sie

2*
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gbérowania stoica. Przyjmujac ruch obrotowy ziemi za jedno-
stajny, nie mozemy uwazaé ruchu pozornego stonca réwniez za
jednostajny; wahadto, ktérego okres réowny jest jednej sekun-
dzie gwiazdowej, wykonywa w ciggu prawdziwego dnia stonecz-
nego coraz to inng liczbe wahnieé. Wobec tego przy pomiarze
czasu zastgpiono pozorny ruch stonca rzeczywistego pozornym
ruchem stonfica urojonego, .ktére, poruszajgc sie po réwniku nie-
bieskim ruchem jednostajnym, odbywa catkowitg droge dookota
ziemi w przeciggu tego samego czasu, co stonce rzeczywiste. Czas
miedzy dwoma kolejnymi gdérowaniami tego stonca urojonego,
w pewnych porach roku wiekszy, w innych mniejszy od praw-
dziwego dnia stonecznego, nosi nazwe Sredniego dnia
stonecznego, oznaczanego literg d (dies — dzien). Dzien
ten dzielimy, podobnie jak dzien gwiazdowy, na 24 godziny, ozna-
czane literg h (hora — godzina), ktére znéw dzieli sie na mi-
nuty i sekundy.

Pomiedzy dniem gwiazdowym i $rednim dniem stonecznym
istnieje nastepujacy zwigzek:

Ii= 1 dz. gwiazd -f- 3 min. gw. 56,555 sek. gw.
1dz. gw. = Id— 3m 558,909

Wiekszg jednostkg jest rok, tj. czas, jaki uptywa miedzy
dwoma kolejnymi przej$ciami ziemi przez punkt wiosennego po-
rownania dnia z nocg, lezagcy na przecieciu orbity ziemskiej
z réwnikiem niebieskim.

Rok zawiera 365, 242 $rednich dni stonecznych i o jeden
wiecej dni gwiazdowych.

W fizyce za jednostke czasu przyjmuje sie sekunde S$red-
niego czasu stonecznego, a wiec jednostke, oparta, jak to wynika
z rozwazan poprzednich, na zatozeniu statosci dnia gwiazdowego
i jednostajnosci ruchu obrotowego ziemi.

Przy sprawdzaniu stusznos$ci tego zatozenia mozemy sie opierac,
podobnie jak w przypadku wzorca dtugosci, jedynie na poréwnywaniu
stosunku miedzy wybrang jednostka czasu a czasem trwania zjawisk
zachodzacych w oznaczonych doktadnie warunkach. Najdogodniejsze
pod tym wzgledem sg zjawiska ruchu ciat niebieskich. Zasady mecha-
niki oraz prawo powszechnego cigzenia pozwalajg w bardzo wielu
przypadkach dokfadnie obliczy¢ potozenie, jakie dana gwiazda bedzie
zajmowata na niebie po uptywie pewnego czasu. Z porédwnania obli-

czonego czasu z tym, jaki otrzymujemy z bezposrednich pomiarow,
mozna zda¢ sobie sprawe ze zmiany stosunku danego przeciggu czasu
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do wybranej przez nas jednostki. Jezeli we wszystkich obserwowanych
przypadkach stosunek ten zmienia sie w ten sam mniej wiecej spo-
s6b, to albo prawa, ktére nam stuzyly na podstawe rachunku, sg nie-
Sciste, albo tez zmienita si¢ wybrana przez nas jednostka czasu, in-
nymi stowy, ulegta zmianie predko$¢ katow;a ruchu obrotowego ziemi.
Mamy pewne powody przypuszczaé, ze, istotnie, predkos¢ ta stopniowo
zmniejsza sie na skutek hamujacego dziatania przyptywéw i odpty-
wow morza tak, ze dzien gwiazdowy wzrasta w ciggu 1000 lat o mniej
wiecej 0,012 sekundy.






MECHANIKA

ROZDZIAL |
O RUCHU

1. WZGLEDNOSC RUCHU

Gdy ciato z biegiem czasu zmienia swe potozenie wzgledem
innych ciat (lub innego ciata), moéwimy, ze jest wzgledem tych
ciat (lub tego ciata) w ruchu. Ruch ciata jest przeto zjawiskiem
0 przebiegu zaleznym od -wyboru tych ciat (fub tego ciata), wzgle-
dem ktorych rozpatrujemy zmiane jego potozenia.

Tak np. ciato, nieruchomo spoczywajgce na ziemi, obserwatorowi,
znajdujgcemu sie na stoncu, wyda sie poruszajagcym sie wzdtuz linii
krzywej, przypominajacej linie Srubowa.

Ciata te (lub ciato) stanowig uktad odniesienia.
Z punktu widzenia geometrii wybér uktadu odniesienia jest cat-
kowicie dowolny, w fizyce jednak ograniczony jest pewnymi do-
datkowymi warunkami, z ktérych nie najmniej wazny jest ten,
aby prawa ruchu w danym uktadzie byty mozliwie najprostsze.

2. RUCH JEDNOSTAJNY PUNKTU MATERIALNEGO

Ruch ciata uwazamy za znany, gdy mozemy w dowolnej
chwili wyznaczy¢ jego potozenie wzgledem uktadu odniesienia.
Czasami wystarczy zna¢ potozenie jednego tylko punktu ciata
tak, ze rozpatrywanie ruchu catego ciata mozna zastgpi¢ rozpa-
trywaniem ruchu tego wiasnie punktu, ktéry wtedy nazywamy
punktem materialnym.

Tak np. o oddaleniu si¢ lub przyblizeniu tramwaju mozemy sg-
dzi¢, obserwujgc ruch jakiejs dowolnie matej jego czesci (np. za-
rowki, umieszczonej w latarni na przodzie tramwaju).

Potozenie punktu materialnego wzgledem uktadu odniesienia mo-
zemy wyznaczy¢ w sposob nastepujacy. Przez odpowiednio wybrany



punkt uktadu odniesienia prowadzimy trzy wzajemnie prostopadte pta-
szczyzny, przecinajgce sie wzdtuz prostych, réwniez wzajemnie pro-
stopadtych. Plaszczyzny te i proste nazywamy ptaszczyznami

rys. 4

i osiami spoéitrzednych prostokatnych. Odlegtosci
punktu materialnego M od ptaszczyzn ZOY, ZOX i XOY nosza nazwe
spétrzednych prostokatnych punktu M. Oznaczamy je ta-
kimi samymi literami, jak osi, do ktérych sg réwnolegte, a wiec AM
przez x, BM przez y, CM przez z, i uwazamy je za dodatnie, gdy kie-
runek AM, BM lub CM jest zgodny

z dodatnim kierunkiem odpowied-

nich osi. Spoétrzedne te wyznaczaja

jednoznacznie potozenie punktu M

w danym ukladzie odniesienia.

Nieraz korzystniej jest uzywac in-

nego uktadu spotrzednych (gdy np.

uktadem odniesienia jest ziemia).

Za jedng ze spOtrzednych bierze

sie odlegtos¢ r=0 M danego punk-

tu od pewnego statego punktu O

(dla punktéw, lezgcych na po-

wierzchni ziemi, gdy punktem O

jest Srodek ziemi, jest ona réwna

promieniowi ziemi w danym punk-

rys. 5 cie), za drugg — kat odpowiada-
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jacy szerokosci geograficznej 9 punktu M, za trzeciag — kat, odpowia-
dajacy dtugosci geograficznej i) tegoz punktu. Jest to uktad spot-
rzednych biegunowych; biegunem jest punkt O, dla kté-
regor= 0.

Przypusé¢my, ze punkt materialny M w ruchu swym wzgle-
dem danego uktadu odniesienia przechodzi kolejno przez punkty
linii krzywej OABC...,, ktéra jest torem Ilub droga
punktu M.

Za dtugos$¢ drogi, przebytej przez punkt materialny
M w ciggu t sek, bedzie-
my uwazali odlegto$¢ od
dowolnie wybranego punk-
tu O, mierzong wzdtuz
toru, w jakiej po uptywie
t sek od chwili przejscia
przez punkt O znajdzie sie o
punkt M. rys_e

Diugos$¢ ta zmienia sie
z biegiem czasu. Nazwijmy predkoscig wielko$é, ktorej
warto$¢ liczbowa jest miarg tej zmiany, odniesionej do jednostki
czasu. Gdy dtugo$é drogi zmienia sie w rownych, dowolnie wy-
branych odstepach czasu zawsze o te samg warto$¢, stosunek jej
zmiany do czasu, w ciggu ktdrego zmiana ta nastgpita, pozostaje
zawsze staty. W tym przypadku i predko$¢ ma rowniez warto$¢
statg, ktéra, zgodnie z jej okre$leniem, mozemy wyznaczy¢ ze
wzoru

= *£=*1i, ()

gdizie k jest czynnikiem zaleznym od wyboru jednostki predko-
§ci (Wstep, ust. s), s2 i S, oznaczajg dtugos¢ drog, przeby-
tych przez punkt materialny M w ciggu t2 i ii jednostek czasu.
Tego rodzaju ruch nazywamy ruchem jednostajnym.

Przyjmujac k = 1 i mierzac dtugo$¢ drogi w centymetrach,
a czas w sekundach, mozemy za jednostke predkosci wzig¢ pred-
kos¢ takiego ruchu jednostajnego, w ktérym diugos¢ przebytej
przez punkt materialny drogi wzrasta o 1 cm w ciggu 1 sek. Ze
wzoru (1) otrzymujemy:
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Bk —t t' A

Gdyby dtugo$¢ drogi wzrosta o s cm w ciggu 1 sek, pred-
kos¢ punktu bytaby s razy wieksza od jednostki predkosci, poniewaz
jednak wzrost ten nastepuje nie w ciggu s sek, lecz t sek, predkosc

s
jest t razy mniejsza, a wiec ostatecznie rowna ~r jednostek predkosci.

Te jednostke predkosci nazywamy centymetrem na sekunde

i oznaczamy symbolicznie przez cm/sek. To oznaczenie odpowiada
wymiarowi predkosci (Wstep, ust. s)
Iv]=LT~\

gdy podstawimy do niego centymetr jako jednostke dtugosci,

sekunde jako jednostke czasu.
Predkos¢ ruchu jednostajnego wynosi 100 cm/sek. Jaka liczbg
wyrazi sie ta sama predkos$¢, gdy za jednostke diugosci wezmiemy

kilometr, za jednostke czasu godzine? Ze wzoru (1) ust. 8 Wstepu
wynika, ze nowa jednostka predkosci jest do danej w stosunku

h L

L T
(a bowiem réwna jest 1, 3= 0; Y= —1).

Liczby wiec wyrazajgce te samg warto$¢ predkosci bedg w sto-
sunku odwrotnym
X L_ T+

00 z,"T°
gdzie L oznacza centymetry, Li — kilometry, T — sekundy, Ti — go-
dziny. Biorgc pod uwage, ze
L i Ti _
Li 1000000 T~ 2000
otrzymujemy

*= 1°0 *360° = 3,6 km/godz.

Gdy znamy predko$¢ ruchu jednostajnego, wzér (la) po-
zwala obliczy¢ dtugo$¢ drogi przebytej przez punkt materialny M

w ciggu czasu t
s= v.t (2)

Odkfadajmy na osi poziomej (osi odcietych) odcinki
o dtugosci proporcjonalnej do liczby sekund, jakie uptynety od
poczatku ruchu (tzn. od przejscia punktu materialnego M przez
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punkt O) i wystawmy w koncowym punkcie kazdego z tych od-
cinkéw odcinki do nich prostopadte, o dtugosci proporcjonalnej
do wartosci liczbowej predko$ci, mierzonej w cm/sek (rys. 7).
Odcinki OA, OAt... 0(B (wystawione w kierunku osi piono-
wej Ov — osi rzednych) sg wszystkie jednakowej dtugo-

$ci, predkos$¢ bowiem ruchu jest w tym pi-zypadku stata. Wobec
tego linia przechodzaca przez ich gorne konce jest linig prosta,
rownolegta do Ot, figura zaS§ OABOt — prostokatem, ktorego
pole 001 X OA wyraza sie liczbg proporcjonalng do liczby, wy-
razajacej w cm droge, przebyta z predkoscig v cm/sek w ciagu
t sek.
Gdy wykres wykonamy wr takiej skali, ze zaréwno 1 sek, jak
i 1 cm/sek odpowiadajg odcinki o dtugosci 1 cm, wziete odpowiednio
w kierunkach Ot i Ov, pole prostokagta ma tyle cm2, ile cm wynosi
dtugos¢ przebytej drogi. Przy uzyciu skali 10 i*azy mniejszej (1 sek
i 1 cm/sek odpowdada 1 mm) pole nalezy wyrazi¢ w mm2, aby otrzy-
mac liczbe réwng liczbie, wyrazajacej droge przebytg w cm.
Jakiejkolwiek wiec uzyjemy skali, pole zbudowanego w ten
spos6b prostokata jest zawsze miarg drogi, przebytej ruchem
jednostajnym.
Zalezno$¢ dtugosci drogi od czasu, w ciggu ktérego droga

ta zostata przebyta ruchem jednostajnym, mozemy' przedstawié
graficznie w sposob nastepujacy. Na osi odcietych odktadamy odcinki
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o diugosci proporcjonalnej do ilosci sekund, ktére uptynety od po-

czatku ruchu; w kierunku osi rzednych odcinki, proporcjonalne do

dtugosci drog, jakie punkt materialny M przeszedt w ciggu danego

czasu (rys. 8). Otrzymamy w ten sposéb na ptaszczyznie SOt szereg

punktéw C, ktérych odlegtos¢ Ci A1— OBi od osi t (rzedna punktu

Ci) jest proporcjonalna do dtu-

gosci drogi przebytej ruchem

jednostajnym w ciggu cza-

su, proporcjonalnego do dtu-

gosci odcinka OAi = CiB1

(odcietej punktu Ci). Punkty

te w danym przypadku leza

na linii prostej OC. Istotnie,

rozpatrzmy dwa trdjkaty

OCi Ai i OC2 Az. Boki Ci Ai

i Ca A2 sg, jak wynika z kon-

strukcji, réwne odpowiednio

N ki si cm i ki s2 cm, boki za$

OAi i OAa— fcati cm i kz tz

cm, gdzie ki i /ca sg spotczyn-

rys. 8 nikami proporcjonalnosci, za-

leznymi od wybranej przez

nas skali. (Gdy np. 1 centymetrowi drogi odpowiada na naszym ry-

sunku odcinek 1 cm, 1 sekundzie za$ odcinek 1 mm, ki= 1, 7@a= 0,1).
Z zatozenia, ze predkos¢ jest stata, wynika, ze

CjA, . A s, C,A _ Ics, _ e
OA, kt 2 OA, /c, tl A,

Wobec tego prostokatne tréjkaty OCi Ai i OC2 A2 sg podobne. A za-
tem < Ci OAI jest réwny «£: Ca OAa, punkty wiec Ci Ca leza na pro-
stej, przechodzacej przez punkt O. Gdy czas i dtugo$é drogi odtwa-
rzamy w tej samej skali (a wiec, gdy jednostce czasu i jednostce diu-
gosci drogi odpowiada ta sama dtugo$¢ odcinka na wykresie), wtedy
z uwagi, ze ki — /ca,

C A, S, ,
Wt=t =V=1wa

styczna kata nachylenia prostej do osi odcietych jest liczbowo réwna
predkosci ruchu jednostajnego.

3. PREDKOSC RUCHU ZMIENNEGO

Najczesciej jednak mamy do czynienia z ruchami zmien-
nymi, w ktérych stosunek przyrostu drogi do odpowiedniego
czasu nie tylko w kazdym punkcie toru jest inny, lecz zmienia
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sie rowniez w zaleznosci od wai-tosci tego odstepu czasu, do kto-
rego go odnosimy.
Niech np. pociag przechodzi pierwsze 3 km po wyjsciu ze stacji

w ciggu 6 min, nastepne 20 km w ciggu 15 min. Dla odcinka pierw-
szego stosunek przyrostu diugosci drogi do czasu wynosi

3 0
-g-= 0,5 km/min, dla drugiego 12g= 1,33 km/min. Dla catej drogi

23
23 km znajdziemy ? = — = 1,1 km/min.

Zatézmy, ze oprécz danego punktu materialnego M, przecho-
dzacego ruchem zmiennym w ciggu t sek droge s cm, mamy
drugi punkt materialny Mt, poruszajacy sie ruchem jednostaj-

nym z predkoéciqu-gj. Predko$¢ te nazwiemy predkoscig

przecietng punktu M na odcinku s drogi (lub w ciagu
czasu t sek), a to dlatego, ze punkt Mu poruszajacy sie jedno-
stajnie z tg predkoscig i rozpoczynajacy swdj ruch jednocze$nie
z punktem M, dojdzie jednoczes$nie z nim do punktu A, odlegtego
0 s cm od poczatkowego punktu ruchu O. Przez wszystkie pozo-
state punkty toru punkty materialne M i Mx bedg na ogét prze-
chodzity niejednoczes$nie. Gdyby miaty sie spotkac jeszcze w jed-

nym punkcie toru po uptywie ~ sek od chwili rozpoczecia ruchu,
nalezatoby nada¢ punktowi Mx w ciggu pierwszych P sek pred-

kos$¢, réowng v1i— 2 gdzie s, droga, jaka punkt M przebyt

i T . ] t
w ciggu tego wiasnie czasu, w ciggu za$ nastepnych - sek pred-

kos¢ v2— rowng predkosci przecietnej punktu M w ciggu
~2
tego czasu.

Jezeli podzielimy czas trwania ruchu na n czesci i nadamy
pi'edkosciom ruchow jednostajnych punktu Mj wartosci, rowne
predkosciom przecietnym punktu M w danych odstepach czasu,
to punkty i M przechodzi¢ bedg jednocze$nie przez n -} 1
punktow toru. W miare zwiekszania sie¢ liczby n ruch punktu
materialnego MIs poruszajacego sie z predko$cia, zmieniajaca
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sie n razy w ciggu t sek, coraz mniej rézni¢ sie bedzie od zmien-
nego ruchu punktu M. W gi‘'anicy, gdy liczba n nieogi‘aniczenie
wzrosnie, ruch punktu MI nieograniczenie mato roznié¢ sie bedzie
od ruchu punktu M. Oznaczajac przez z/s réznice odlegtosci od O

skrajnych punktow ti-tej czeSci drogi, przez zltsz czas,

w ciggu ktérego punkt M1 przebyt odcinek z/s ruchem jedno-
stajnym, otrzymujemy na predkos¢ punktu Mt na tym odcinku
wartos¢
/s
M~ Tt
(symbolu zl uzywamy tutaj dla oznaczenia bardzo matego przy-
rostu danej wielkosci).
W granicy predkos¢ ta rowna jest chwilowej pre d-
kos$ci punktu M, mamy wiec

v = lim 7 3)

Odktadajmy podobnie, jak przy rozpatrywaniu ruchu jednostaj-
nego, na osi odcietych czas, w kierunku osi rzednych przebyte dtugosci
drég (rys. 9). Zalezno$¢ diugosci drogi od czasu wyrazi sie tym ra-
zem pewng linia krzywa. Zatozenia w podanym wyzej rozumowaniu
sprowadzajg sie do zastapienia tej linii krzywej linia tamana, od-
twarzajaca ruch punktu pomocniczego Mi. Predko$é, z jaka punkt

ten porusza sie w ciggu pierw-

t
szych -g- sek, rowna jest liczbo-

wo, jak o tym byla wyzej
mowa (ust. 2), tg kata, jaki
prosta OA tworzy z osig odcie-
tych. Podobnie predkosé¢, z jaka
porusza sie w ciggu nastepnych

t
— sek, réwna jest liczbowo 7«2

W miare, jak punkty przeciecia
prostych OA, AC z dana linig

sze (co odpowiada wzrostowi
liczby odstepdw czasu, na jakie
podzielilismy czas t trwania ru-
chu punktu M), cieciwy OA, AC coraz mniej réznig sie od odpowied-
nich tukow krzywej, kat za$, jaki tworza z osig Ot, od katow, jaki
tworza styczne do krzywej w poczatkowych (lub korcowych) pun-
ktach odcinkéw. Mozemy wiec przyjac¢, ze w granicy predkos¢ pun-



31

ktu M po uptywie t sek od poczatku ruchu, w ciggu ktérych punkt M
przeszedt droge s cm, réwna jest liczbowo tg - owi kata, jaki z osig
Ot tworzy styczna do krzywej w punkcie o spélrzednych, odpowiednio
rownych sit. Mamy wiec

o zls
v=tga —Jtl_gnoé’l_r (39

Za predkos¢ zatem punktu M w chwili t uwazamy, zgodnie
z okre$leniem Lagrange’a (1736—1813), predkos¢ takiego ruchu
jednostajnego, ktéry w danym punkcie drogi mniej sie r6zni od
ruchu punktu M, niz jakikolwiek inny ruch jednostajny.

4. PREDKOSC JAKO WEKTOR

Ale nawet w najprostszym przypadku, gdy punkt materialny
porusza sie stale w tym samym kierunku i z tg samg predkoscia,
gdy wiec tor jego jest linig prosta, ze wzoréw (1) i () nie be-
dziemy mogli wyznaczy¢ potozenia, jakie zajmie punkt ma-
terialny po uptywie t sek od chwili przej$cia przez punkt O, o ile
nie znamy kierunku ruchu lub, co na jedno wychodzi, kierunku
predkosci. Dopiero gdy dane bedg zaréwno wartos¢, jak i kieru-
nek predkosci (oraz, oczywiscie, potozenie poczatkowego punktu
0), ruch prostoliniowy jednostajny bedzie catkowicie znany.

Tego rodzaju wielkosci, dla ktérych wyznaczenia musimy
znac nie tylko ich warto$¢ liczbowa, lecz rowniez i kierunek, na-
zywamy wielkos$ciami kierunkowymi Ilub wek-
torami (tac. veho — wiezé, ciggna€), w odroznieniu od in-
nego typu wielkosci, nazywanych ska:arowymi lub ska-
10wy mi, do ktérych wyznaczenia wystarcza podanie ich war-
tosci liczbowej. Wektory oznaczaé¢ bedziemy literami ze strzatka
u gory, wartosci za$ ich liczbowe (inaczej natezenia) temiz
literami bez strzatek. Tak wiec v oznacza wektor predkosci, v za$
jego warto$¢ liczbowa. Graficznie wielko$¢ kierunkowa przed-
stawiamy jako odcinek linii prostej o dtugosci proporcjonalnej
do wartosci liczbowej danego wektora i o kKierunku zgodnym
z jego kierunkiem. Kierunek ten oznaczamy strzatkg. Dwa wek-
tory uwazamy za réwne, gdy majg réwne wartosci liczbowe
i zgodne kierunki. Z dwu wektoréw o tej samej wartosci liczbo-
wej, lecz o kierunkach przeciwnych, jeden uwazamy za dodatni
i oznaczamy znakiem -(-, drugi za ujemny i oznaczamy zna-
kiem —m
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5. DODAWANIE GEOMETRYCZNE

Przypusémy, ze ani dtugos¢ drogi, przebytej przez punkt
materialny M w ciggu danego czasu t sek, ani jej kierunek nie
sg nam znane; wiemy jedynie, ze punkt przesunat sie w ciggu
tego czasu ruchem jednostajnym prostoliniowym w kierunku OB
na odlegtos¢ OAX w kierunku OC w tym samym czasie na odle-

gtos¢ OAotak, ze znalazt sie
ostatecznie w punkcie A, be-
dacym wierzchotkiem row-
nolegtoboku,  zbudowanego
na tych dwu odcinkach (rys.
10). Poniewaz ruchy w oby-
dwu Kkierunkach sg jedno-
stajne, punkt M przeszedt

W przeciggu”™- sek w kie-
runku OB droge =0A/,

w kierunku OC droge OnA* Oi4', wobec czego znalazt sie po

uptywie tego czasu w punkcie A’ — po uptywie 2~ sek w pun-
kcie A", ktéremu odpowiadajg przesunigecia w Kkierunku OB:

. OA ™", w kierunku OC: "%1 = OA". Zwiekszajgc do-

1 2

wolnie liczbe n, otrzymamy szereg dowolnie blisko siebie potozo-
nych punktow O, A', A"... A, wyznaczajacych kolejne potozenia
punktu materialnego M. Wszystkie te punkty lezg na prostej OA,
przekatni rownolegtoboku OAA1A2 tréjkaty bowiem OA'AX,
OA™A"... sa podobne, katy wiec, jakie tworzg z kierunkiem OB
(lub OC), sg jednakowe. Z podobienstwa tych trojkatéw wynika
rowniez, ze ruch punktu materialnego M wzdtuz prostej OA jest

OA OA, . OA OCA, N
OA' OA\ "OA" OA)" 2
t6zmy w kierunku OB odcinek ODx, rowny drodze, jakg w kie-
runku OB przeszedt w ciggu 1 sek punkt M. Odcinek ten przed-
stawia graficznie predkos¢ vt z jakg punkt M porusza sie w kie-

runku OB. Podobnie odcinek OD., odtwarza predkos¢ v2 punktu

jednostajny, gdyz itd. Od-
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materialnego w kierunku OC. W ciggu 1 sek punkt M, przesu-
wajac sie jednoczes$nie w kierunkach OB i OC, przeszedt droge
OD, odcinek wiec OD jest graficznym odtworzeniem predkosci v
punktu M. Jak wynika z rysunku, predko$¢ te mozemy wyzna-

czy¢, odktadajagc w kierunku OB predko$¢ v[ punktu material-
nego w tym kierunku, w kierunku OC predkos$¢ v2 i budujac na
tych dwu odcinkach réwnolegtobok, 'ktdrego przekatnig jest v.
Predkos¢ v nazywamy wypadkowa predkosci sktado-

wych i v2 lub tez ichsumg geometryczng. Dziata-
nie przez nas wykonane oznaczamy jako dodawanie geo-
metryczne.

v—vt-\-v2 (4)

Uwaga. \V powyzszych rozwazaniach wuzywaliSmy stale
zwrotu: taki a taki odcinek ma diugo$¢ rowng przebytej drodze. Nie
znaczy to, oczywiscie, aby istotnie odcinek np. OA, miat tyle cm dhu-
gosci, co przebyta droga. Jest to jedynie dogodny skrét, ktorym i na-
dal bedziemy sie postugiwali. W rzeczywistosci OA odtwarza, jak
o tym byta juz niejednokrotnie mowa, dtugo$¢ drogi w pewnej umo-
wionej skali.

Regute wyzej podang mozemy uprosci¢, uwzgledniajac row-
nos$¢ geometryczng odcinkéw DtD i OD2. Wektor OD otrzymamy,
przystawiajgc do konca wektora OD} poczatek wektora

OD: = D"b i faczac poczatek pierwszego wektora z koricem dru-
giego. Wynik dziatania nie zalezy, jak to bezposrednio wynika
z rysunku, od tego, ktory z wektorow ODI i OD2 bedziemy uwa-
zali za pierwszy.

Jakkolwiek méwilismy dotychczas ciggle o ruchach jedno-
stajnych, regute dodawania mozemy rowniez dobrze stosowaé i do
ruchéw zmiennych. Taki bowiem ruch mozna, jak wiemy, rozpa-
trywac jako szereg krotkotrwatych ruchéw jednostajnych o co-

raz to innych predkosciach. Wektory %, v2i v sg wtedy wekto-
rami predkosci chwilowych, rownymi co do wartosci i kierunku
wektorom predkosci tych ruchoéw jednostajnych, jakimi zaste-

Wyktady fizyki, t. | 3
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pujemy ruch zmienny na rozpatrywanym nieskonczenie krotkim
odcinku drogi.

Dziatanie dodawania geometrycznego, wyjasnione na przy-
kfadzie wektora przesuniecia i wektora predkosci, stosujemy
B do wszystkich wiel-
kosci  kierunkowych
tego samego typu
i uogblniamy na do-
wolng ilo$¢ skiado-

wych.

Wypadkowg n
wektoréw sktadowych
otrzymujemy, przy-
stawiajagc do konca
wektora pierwszego
OA poczatek wektora

drugiego AB, do konca drugiego poczatek trzeciego iitd. i #3-
czac poczatek pierwszego z koncem ostatniego (rys. 11). We-
ktor OD jest wektorem wypadkowym. Istotnie, z okre$lenia do-
dawania dwu wektorow mamy

OB= OA+ AB
OCt— OB+ BC— OA + AB + BC
OD= OC+ CD= CA+ AB + BC+ CD

Gdy wektory sktadowe tworzg wielobok zamkniety, suma
ich geometryczna réwna jest zeru. W przypadku szczeg6lnym,
gdy mamy tylko dwa wektory skfadowe, réwne i przeciwnie
skierowane, koniec drugiego przypada na to samo miejsce, co
poczatek pierwszego

(rys. 12). Mamy 0
zatem B-----mmeee- I i — A
OA + OB — 0, rys. 12

lub zgodnie z po-
przednio przyjetym oznaczaniem takich wektorow znakami
przeciwnymi

a--(—a —o
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Z powyzszego wynika, ze i odwrotnie,
kazdy wektor mozemy uwazaé za wypadkowq
dwu lub wiecej wektorow sktadowych. W prze-
ciwienstwie jednak do dodawania, rozkta-
danie wektorow na sktadowe daje, na ogot,
nieograniczenie wielkg ilos¢ rozwigzan, jest
bowiem nieskonczenie wiele wielokatéw o jed-
nym boku, rownym danemu wektorowi. Tak np.

(rys. 13) wektor a jest réwnie dobrze sumg

wektorowa' i a2, jaki a" i a", jak zresztg

i nieskonczenie wielu innych par wektoréw. Aby otrzymac roz-
wigzanie jednoznaczne, musimy poczyni¢ pewne dodatkowe za-
fozenia co do wartosci liczbowych i kierunkéw wektorow skta-
dowych.

rys. 14

Rozktad wektora na sktadowe jest catkowicie oznaczony, gdy
podane sa trzy Kierunki sktadowych, nie lezace w jednej ptaszczyznie.
Najczesciej sg to kierunki osi prostokatnego uktadu spotrzednych
(ust. 2). Przeprowadzmy przez poczatkowy punkt wektora O osi row-
nolegte do osi spdtrzednych (rys. 14). Ptaszczyzna, przechodzaca przez

3*
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OZ i wektor OA przetnie ptaszczyzne yOx wzdtuz prostej OB. Opu-
szczajac z punktu B prostopadtg na o$ Oy (a wiec rownolegtg do osi

0x), otrzymamy na niej punkt C. Wektory O_(f, C.I%/ i BA sg szuka-

nymi sktadowymi wektora OA, jak to wynika bezposrednio z poda-
nego wyzej okreslenia dodawania geometrycznego. Oznaczmy wektor

OA przez a, wartosci za$ liczbowe jego sktadowych przez ax (dtugosé
odcinka CB), ag (dtugos$¢ odcinka OC), az (dtugos¢ odcinka BA). Te
trzy warto$ci wyznaczajg catkowicie kierunek i warto$¢ liczbowa

wektora a. Z trojkata OAB mamy a2= a2 + OB2,z A OBC: OB2—
= (&+ al>i stad

a= + al + al » (4 a)
Poza tym z AAOB znajdujemy:

az= asin AOB —acosZOA = acos (a Oz) i

COS (& 02) —— e
sfal+ "+ al

Podobnie znajdziemy, przecinajac ptaszczyzng, przechodzacg przez

OA i Ox (lub OA i Qy), ptaszczyzne ZOy (lub ZOx)

- % . > -+

cos(a Oy)= m ,, i cos(aOx)— -.... - . (4c)
K + al+ al ri+ al+ al

6. PREDKOSC UNOSZENIA | PREDKOSC WZGLEDNA
Wywody poprzedniego ustepu mozemy zastosowac do przy-

padku, gdy uktad, wzgledem ktérego porusza sie punkt ma-
terialny, porusza sie wzgledem innego uktadu i chodzi o znale-
zienie predkosci ruchu punktu materialnego wzgledem owego
drugiego uktadu, ktéry dla skrocenia nazywaé bedziemy nie-
ruchomym.

Nazwa ta ma znaczenie wytgcznie konwencjonalne. Zgodnie
z tym, co bylo wyzej powiedziane o ukitadach odniesienia (ust. 1),
réwnie dobrze moglibySmy uwazaé¢ drugi uktad za poruszajacy sie
wzgledem pierwszego, ktory wtedy nazywaliby$Smy nieruchomym. Poza
tym jest rzeczg oczywista, ze uktad, nazwany przez nas nieruchomym,
moze porusza¢ sie wzgledem innego trzeciego uktadu. Tak np., gdy
ruch punktu materialnego wyznacza ruch #o6dki, poruszajgcej sie
wzgledem rzeki, ktérej wody piyng z pewnag predkoscia wzgledem
brzegu, brzeg przyjmujemy zazwyczaj za ukiad nieruchomy, co nie
przeszkadza, ze w innych przypadkach uwazamy go za poruszajacy
sie razem z ziemig wzgledem stonca.
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Przypus¢my, ze w pewnej chwili punkt materialny M znaj-
duje sie w punkcie O uktadu ruchomego, poruszajgcym sie wzgle-

dem uktadu nieruchomego z predko$cig vu, ktérg nazwiemy
predkoscig unoszenia (rys. 15). Gdyby punkt M byt

na state zwigzany z punktem O, ruch jego wzgledem ukfadu nie-
ruchomego bytby, oczywiscie, taki sam, jak punktu O. Tak jed-
nak nie jest: punkt M porusza sie wzgledem uktadu ruchomego

z predkoscig v , ktorg nazwiemy predkoscig wzglednag.

I ta nazwa jest konwencjonalna. Wszystkie bowiem predkosci
sg, Scisle biorac, wzgledne.

Zaktadiamy, ze na skutek tego ruchu wzglednego
punkt M przesuwa sie w kierunku OB wzgledem uktadu nieru-
chomego z takg sama predkoscia.

To zatozenie mozna wyrazi¢ nieco inaczej. Przypus¢my, ze po-
miary predkosci, z jakg punkt M zmienia swe potozenie w uktadzie
ruchomym, wykonywa jednoczesnie dwu obserwatoréw: jeden z nich
zwigzany jest z uktadem nieruchomym (w podanym przyktadzie jest
to obserwator, umieszczony w oznaczonym miejscu na brzegu), drugi
za$ z uktadem ruchomym (np. ptynacy z wodg). Zaktadamy, ze po-
miary predkosci wzglednej, wykonane przez obydwu obserwatoréw
przy uzyciu identycznych metod i identycznych przyrzadéw mierni-
czych, dadza identyczne wyniki. To zatozenie okazuje sie catkowicie
stuszne, gdy predkosci unoszenia sg tego rzedu, z jakim spotykamy
sie w tym dziale fizyki, gdzie najwieksza warto$¢ predkosci jest rzedu
30 km/sek (jest to mniej wiecej predko$¢ ziemi w ruchu dokota
stonca). W przypadku predkosci wiekszych stosowanie tego zatozenia
prowadzi do wynikéw, ktore, na ogot, trudno pogodzi¢ z danymi do-
$wiadczenia.
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Mozemy wiec powiedzieé, ze punkt materialny M przesuwa
sie wzgledem uktadu nieruchomego jednoczesnie w kierunku OA
z predkoscig vu i w kierunku OB z predkoscig vw, a wiec zgodnie
z wywodami ustepu poprzedniego, predkos¢ jego wzgledem
uktadu nieruchomego jest sumg geometryczng 7T i vw. Mamy

zatem V=Vt vy ()

Gdy znamy predko$¢ v oraz predko$¢ unoszenia, mozemy ze
wzoru (5) wyznaczy¢ predkos¢ wzgledna.

VW=V -vu=v + (—£). ()

Odtézmy od punktu O odcinek réwny i réwnolegty do v
lecz przeciwnie skierowany (rys. 15). Przekatnia roéwnolegto-

boku, zbudowanego na odcinkach OA' i OC jest, jak to wynika
bezposrednio z rysunku, réwna szukanej predkosci wzglednej vw.

7. KIERUNEK PREDKOSCI W RUCHU KRZYWOLINIOWYM

Gdy znamy tor punktu materialnego, mozemy bez trudu wy-
znaczy¢ kierunek predkosci ruchu. W przypadku ruchu prosto-
liniowego kierunek ten jest staty i zgodny z kierunkiem linii
prostej, po ktérej punkt M sie porusza. Gdy tor jest krzywoli-
niowy, kierunek ruchu, a wiec i kierunek predkosci, jestzmienny,
na ogot w kazdym punkcie toru inny.

Zatozmy, ze punkt materialny M, przechodzac od punktu
A do B, porusza sie nie wzdtuz krzywej AaB, lecz wzdtuz prostej
AB, przechodzac od B do C, — wzdtuz prostej BC itd. (rys. 16),

ze wiec zamiast ruchu

b C krzywoliniowego mamy

do czynienia z szeregiem

ruchéw prostoliniowych,

D ktorych kierunki zmie-

niajg sie w punktach B,

C, D itd. Wtedy Kkieru-

nek predkosci przy przejSciu od A do B jest wyznaczony przez
kierunek prostej AB. Odktadajgc w tym kierunku odcinek o dbu-

gosci %, otrzymamy graficzne przedstawienie wektora vL Tor
taki rozni sie tym bardziej od toi-u rzeczywistego ruchu punktu !/,
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w im wiekszej wzajemnej od-

legtosci na torze znajduja sie B

punkty A, B, C, D... Jezeli

jednak punkty te bedziemy

wzajemnie przyblizali, rézni-

ca miedzy torem ‘tamanym rys. 17

i krzywym bedzie sie stopnio-

wo stawata coraz to mniejsza; w granicy, gdy sasiednie punkty
A i B nieograniczenie zblizymy, réznica miedzy odcinkiem pro-
stej AB i odpowiednim tukiem krzywej stanie sie mniejsza od
dowolnie matej wielkosci. Wtedy jednak kierunek AB stanie sie
kierunkiem stycznej do toru. W ruchu wiec krzywoliniowym Kkie-
runek predkosci w danym punkcie toru jest zgodny z kierunkiem
stycznej do toru w danym punkcie.

8. ZMIANY PREDKOSCI W RUCHU KRZYWOLINIOWYM
Niech punkt materialny M przechodzi przez punkt A swego
toru krzywoliniowego z predkoscig v\, przez sasiedni punkt B
z predkos$cig v2, roznigca

sie na ogot i wartoscig licz-

bowg, i Kkierunkiem, od

predkosci vt (rys. 18).

PrzenieSmy obydwa wek-

tory vt i v2 do dowolnie
wybranego punktu O (in-
nymi stowy, odtozmy z
punktu O odcinki OAt
i OBl réwne i réwnolegte

do wektoi'éw v1iv2) (rys.

19). Wektor v2 mozemy u-
wazaé za sume geometrycz-

ng wektorow vx i A1BI
v2 1118 4- Aj#!, skad
AiBl = v2 — vt — Av
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Wektor AXBX— av wyznacza wiec zmiane predkosci przy przej-
$ciu punktu materialnego M z punktu A toru do punktu B. Opisz-
my z punktu O koto promieniem réwnym v2; koto to przetnie

przedtuzenie wektora OAX Wektor Av mozemy uwazaé za wy-
padkowg wektorow Av[ i Av"

AV= AV’ -f A" 7)

sktadowa pierwsza Av' o kierunku tym samym, co predko$é vx,
ma warto$é liczbowg v2— vx, w przypadku wiec ruchu jedno-

stajnego staje sie réwng zeru; sktadowa druga Av" wyznacza
zmiane Kierunku predkos$ci poczatkowej, w przypadku wiec ru-
chu prostoliniowego Av" = o.

9. PRZYSPIESZENIE. RUCH PROSTOLINIOWY ZMIENNY

Nazwijmy przyspieszeniem wielkos¢, ktéra jest
miarg zmian predkosci, odniesionych do jednostki czasu. Jest to
wielko$¢ kierunkowa, zmiany bowiem predkosci wyrazaja sie,
jak wyzej byta mowa, wektorami. W ruchu prostoliniowym
zmiana predkosci sprowadza sie do zmiany jej warto$ci liczbo-
wej, przyspieszenie posiada wtedy kierunek staty — ten sam, co
predkos$é. Gdy w dodatku predkosé takiego ruchu zmienia sie jed-
nostajnie, to znaczy, gdy dowolnym réwnym odstepom czasu od-
powiadaja jednakowe zmiany predkosci, przyspieszenie posiada
rowniez statg warto$¢ liczbowa, stosunek bowiem zmian predko-
$ci do czasu, w ciggu ktérego zmiany te nastgpity, jest we wszyst-
kich punktach toru ten sam. Taki ruch prostoliniowy nazywamy
jednostajnie zmiennym.

Oznaczajac przez v predkos$¢, jakg posiada punkt mate-
rialny M po uptywie t sek od chwili przejscia przez punkt O toru,
przez vO predko$é, z jakg przechodzit przez punkt O, mozemy
napisac, ze przyspieszenie

gdzie k — czynnik, zalezny od wyboru jednostki przyspieszenia.
Biorgc k = 1, a wiec kladac
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vt—v0

a= g ®)
za jednostke przyspieszenia przyjmujemy przyspieszenie takiego
ruchu jednostajnie zmiennego, w ktdrym predko$¢ zmienia sie
w ciggu 1sek o 1 cm/sek. Jednostke te nazywamy ,.centymetrem
na sekunde do kwadratu* i oznaczamy symbolem cm/sek2, ktdry
nie jest niczym innym, jak réwnaniem jej wymiaru po podsta-
wieniu zamiast nieoznaczonych jednostek L i T uzywanych przez
nas jednostek cm i sek.

Znajac przyspieszenie i predko$¢ poczatkowg (tzn. predkosé
w chwili, od ktdrej zaczeliSmy liczy¢ czas), mozna ze wzoru (s)
znalez¢ predkos$¢ po uptywie t sek.

v—v0+ at, 9
gdzie a moze byc¢ liczbg dodatnig lub ujemng. Zaleznie od znaku
a rozr6zniamy ruchy jednostajnie przyspieszone
i jednostajnie opoOznione.

Odkiadajmy na osi odcietych czas mierzony w sekundach,
jaki uptynat od poczatku ruchu, w Kkierunku osi rzednych —
predko$¢ mierzong w
cm/sek, jakg punkt
materialny M posiada
w danej chwili (rys.
20). Niech wiec od-
cinek OA wyobraza
predkos¢ poczatkowa,
odcinek OxA 1— pred-
kos¢ w koncu pierw-
szej sekundy, odcinek
0A 2— w koricu dru-
giej sekundy itd. Dhu-
gosci dwu sasiednich odcinkéw beda stale roznity sie o te samg
warto$é, réwnga a, wobec czego 'konice ich leze¢ beda na linii pro-
stej AAt.

Nachylenie tej prostej do osi Ot jest miarg przyspieszenia,

z tréjkata bowiem AiABi znajdujemy, ze

'AiBi= ABi.tg AiAB\
AiBi rowne jest vi — vo (patrz, uwaga w ust. 5), ABi = 1 sek

v, —va
. (%)

tr

stad tg AiABiI -
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Zatdzmy, ze punkt M porusza sie w ciggu kazdej sekundy nie
ruchem zmiennym, lecz jednostajnym z predkoS$cig réwna pred-
kosci, jaka posiadat istotnie na poczatku kazdej sekundy, a wiec
ze w przeciggu pierwszej sekundy porusza sie z predkoscia vO0,
w przeciagu drugiej z predkoscig vx... w przeciagu i-tej sekundy
z predkoscig vf t, ze zatem zmiany predkosci wyraza nie linia
prosta AA(, lecz linia tamana ABi A L.. Droga su jakag by wtedy
przebyt, wyrazitaby sie, zgodnie z twierdzeniem ust. 2, suma pol
prostokatow OABIOx, 0 xAxB20 2... i bytaby, oczywiscie, mniejsza
od drogi istotnie przebytej s. Jezeli za$ zatozymy, ze punkt w cig-
gu kazdej sekundy porusza sie z predkoScig taka, jakg miat istot-
nie w koncu tej sekundy, a wiec w ciggu pierwszej sekundy
z predko$cig OXA Uw ciggu drugiej 02A2itd., ze zatem zaleznos$¢
predkos$ci od czasu wyraza sie Linig tamang CA1C1A 2C2— droga
s2, przebyta przez punkt M w ciggu t sek rowna bedzie liczbowo
sumie pol OCAIOL OxCxA202.. i bedzie wieksza od drogi s.
Mamy zatem $i<s

Zastosujmy powyzsze rozumowanie do znacznie krotszych
odstepéw czasu i zaté6zmy, ze predko$é ruchu jednostajnego

punktu zmienia sie co -i- sek. Zalezno$¢ predkosci od czasu wy-

razi sie wtedy linig tamang, przecinajgcg prostg AAf w tn — 1
punktach. Gdy liczbe n bedziemy nieograniczenie zwigkszali,
sumy pol 0AB101,0A1B202...ov& 0CA:10:,0:C:A202..bedg sie
coraz mniej réznity od pola trapezu OAAtO, i w granicy stang
mu sie rowne, a wiec sx stanie sie rowne s2.

Droga zatem s rowna bedzie tej wartosci, jakg w granicy
przybierajg drogi sk i s2 tzn. réwna liczbowo polu trapezu
OAAtOr

§- SL+SLtfO.i = vat +i o)

Do tego prostego przypadku mozna sprowadzi¢ inne, bar-
dziej zlozone, przypadki prostoliniowego ruchu zmiennego, gdy
stosunek zmiany predkosci do czasu, w ciggu ktdrego ta zmiana
nastapita, nie jest staty. Rozumowanie analogiczne do tego, ja-
kim postugiwalismy sie w ust. 3, pozwala rozpatrywaé dany ruch
zmienny jako szereg krétkotrwatych ruchdw jednostajnie zmien-
nych o coraz to innym przyspieszeniu. Niech At bedzie czasem
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trwania tego ruchu jednostajnie zmiennego, 'ktérym zastepujemy
w danej chwili ruch rzeczywiscie zachodzacy, Av — zmiang, ja-
kiej doznata predkos$¢ punktu w ciggu tego czasu. Przyspieszenie
zastepczego ruchu jednostajnie zmiennego jest, zgodnie ze wzo-
rem (s)
A
a ~ ~Zn

Im krotsze wybieramy odstepy z/i, tym mniej ruch zastepczy
rézni sie od istotnie zachodzgcego; w granicy, gdy z/i nieogra-
niczenie maleje, mozemy przyspieszenie nieograniczenie krotko
trwajacego ruchu jednostajnie zmiennego uwazaé za przy-
spieszenie chwilowe danego ruchu

2/1>
a = hm & (11)

Zalezno$¢ predkosci od czasu wyrazi sie w tym przypadku
na ogot linig krzywa (rys.
21). | tym jednak razem *
droga przebyta przez punkt
M w ciggu czasu i, réw-
na jest liczbowo polu
OACBOr Pole to bo-
wiem przy nieograniczo-
nym zwiekszaniu liczby n
odcinkéw, na jakie dzie-
limy odcinek Ot, dowolnie
mato r6zni sie od sumy pél
prostokatéow, zbudowanych na tych odcinkach i na odcinkach
OnC, wyrazajacych predkos$é punktu w danej chwili.
Rozumujac w analogiczny sposob, jak w ust. 3, znajdziemy,
ze warto$¢ przyspieszenia po uptywie t' sek od poczatku ruchu wy-

znacza tg kata, jaki tworzy z osig Ot styczna do krzywej w punkcie,
odpowiadajgcym danej liczbie sekund.

10. RUCH KRZYWOLINIOWY JEDNOSTAJNY
Niech punkt materialny M porusza sie po torze krzywo-

liniowym z predkoscia, ktorej wartos¢ liczbowa we wszystkich
punktach toru jest jednakowa. Wtedy z dwu sktadowych, na ja-
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kie mozemy roztozyé przyrost predkosci (ust. s), tylko Av" nie
bedzie rowna zeru.

Niech tor punktu M bedzie krzywa ptaska, tzn. krzywa,
ktorej wszystkie punkty lezg w jednej ptaszczyznie. Wybierzmy
na torze (rys. 22) dwa punkty A i B, ktorych odlegto$¢, mierzona

rys. 22

wzdtuz toru, wynosi As cm. Punkt materialny M, przechodzac
przez punkt A, porusza sie z predkoscia vA— AE, przechodzac
po uptywie At sek przez punkt B, — z predkoscig vb="=BF.
Przeniesmy wektor vBdo punktu A. Konce wektoréw AD i AE
lezg na obwodzie kota, opisanego z punktu A promieniem row-
nym v = AE, gdyz, zgodnie z zatozeniem, dtugosci ich sg rowne.
Wektor ED, réwny przyrostowi predkosci ruchu punktu ma-
terialnego M przy przejsciu z punktu A toru do B, jest cieciwa

tuku EGD. Wektor o kierunku E’B i wartosci liczbowej 5? na-
zwiemy przyspieszeniem przecietnym punktu M
na danym odcinku toru (patrz. ust. 3).

— _ Av
ap ~ ~At (12)
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Oznaczmy przez a kat miedzy wektorami AE i AD i na-
piszmy wzoOr na warto$¢ liczbowa przyspieszenia przecietnego
W postaci nastepujgcej

Av  ED ED "EGD As
ap~ ~At ~ ~Ab~ TJEGD ' As  ~jt
u EGDc=v.a (a mierzone w radianach),yc_’ﬁj—:, zgodnie z zatoze-
niem, jest wielkoscig statg, i'éwng wartoSci liczbowej wektora
v, mamy zatem

_ ED v*a
°® VEGD 'As e A2

Stosunek

zalezny jest, na ogot, od potozenia punktéw A iB

na krzywej, od jej ksztattu i od odlegtosci As. Warto$é zatem
przyspieszenia przecietnego zalezna jest nie tylko od potozenia
punktu A na krzywej i od jej ksztattu w najblizszym punktu A
sgsiedztwie, lecz rowniez i od ksztattu krzywej miedzy punktami
A i B oraz od potozenia punktu B. Podobnie rzecz sie ma i z jego
kierunkiem. Gdy zamiast punktu B wybierzemy inny punkt krzy-

wej C, kierunek wektora ED ulegnie na ogo6t zmianie, jak o tym
fatwo mozna sie przekona¢. Im blizej jednak punktu A bedzie
lezat punkt B, tym mniej wyznaczana przez przyspieszenie prze-
cietne zmiana predkosci bedzie sie réznita od zmiany, jakiej do-
znaje predkos$¢ ruchu przy przejsciu punktu materialnego M
przez punkt A toru. Wartos$¢, jaka przybiera ap, gdy odlegtosc
As nieograniczenie maleje, przyjmujemy za warto$¢ przyspiesze-
nia chwilowego punktu materialnego M.

a=lim ED -fzci’
" Js40"EGD " As

Dla znalezienia tej wartosci opiszmy koto, ktére by byto
w punkcie A styczne do krzywej (rys. 23). Gdy punkt B zblizy
sie nieograniczenie do A, koto to, zgodnie z okre$leniem styczno-
§ci, przejdzie i przez B. Luk krzywej As bedzie wtedy réwniez
tukiem kota, kat wiec, jaki beda tworzyty promienie OA i OB,
bedzie rowny katowi a miedzy wektorami AE i BF, wektory te
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sg bowiem styczne do kota
w punktach A i B. Stad odle-
gtosé lim As robwna bedzier . a,
N F gdzie r — promien kota. Koto
to nazywamy kotem krzy-
wizny, promiedn r — pro-
mieniem krzywizny
krzywej w punkcie A. Odwrot-

no$¢ promienia— stuzy za mia-
r

re krzywizny w danym punkcie
krzywej. Dragi wiec czynnik
we wzorze (12 a) ma w grani-
cy wartos¢

via _ v*a _ v
1206 re r'

Pierwszy czynnik w granicy staje sie rowny jednosci,

5EGD
réznica bowiem miedzy tukiem i cieciwg nieograniczenie maleje,
gdy a zbliza sie do zera. Warto$¢ zatem przyspieszenia w punkcie
A wyrazi sie wzorem

*

«=7 (13)

Kierunek jego, pozostajac ciggle takim, jak wektora ED, bedzie
w granicy prostopadty do AE — vA: w tréjkacie rownobocznym
AED suma réwnych katow AED i ADE bedzie si¢ zblizata do
180°, gdy a bedzie dazyto do zera.

Jezeli tor punktu M jestkotem, ktére jest krzywag ostatej
krzywiznie, amawarto$¢ statg i stale jestskierowane do
$rodka kofta.

11. RUCH KRZYWOLINIOWY ZMIENNY
W najog0lniejszym przypadku ruchu zmienia sie i kierunek
i wartosé liczbowa predkosci. Przyspieszenie przecietne (rys. 24),
jakiego doznaje punkt materialny M, przechodzac z A do B, wy-
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obraza wektor o kierunku takim, co wektor CE przyrostu pred-
kosci v, i o dlugosci At razy mniejszej, zgodnie ze wzorem (12)

> _4v
ap~ UT

Jezeli w kierunkach Av' i Av" (ust. s) odlozymy odcinki

Voo
JJt M
katnia bedzie miata ten sam kierunek, co przekatnia réwno

. ZjlGujemy na réwnolegtobok (rys. 25), prze-

rys. 25

legtoboku, zbudowanego na odcinikach Av’ i Av", i bedzie krétsza
od niej At razy.
Wynika to bezposrednio z podobienstwa trojkatéw ABC i ADE.
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Mamy wiec
* ] 1
a —a fa —ifvr- Alv
P ] B a0 Alt

Aby znalez¢ przyspieszenie chwilowe w punkcie A, musimy
wyznaczy¢ kierunek i wartos$¢ liczbowa, do jakich dazy a , gdy

—

A i B nieograniczenie sie zblizaja. i posiada zawsze ten sam
kierunek, co predkos¢ v , zachowa wiec go i w giranicy, skia-
dowa ~;"7|7t—,jak wiemy z wywoddw ustepu poprzedniego, staje sie

w granicy prostopadtg do VA, a zatem
ma kierunek przekatni prostokata,
zbudowanego na tych dwu wektorach
(rys. 26). Wartos¢ za$ jej liczbowg
wyznaczamy ze wWzoru

a— \K + (14)

rys. 26 Wartos¢ liczbowa sktadowej as, —
sktadowej stycznej — rowna jest

Jl{rgoa—l\% (ust. 9, wz. 11), warto$¢ liczbowa a,, skladowej n or-

m alnej — wynosi i (ust. 11, wz. 13), mamy zatem

a — . (15)
Si($)*+Ime
Najczesciej jednak do wyznaczania przyspieszenia postugujemy
sie nie tymi sktadowymi, lecz sktadowymi w kierunku osi sp6trzednych
(ust. 5), ktérych wartosci liczbowe oznaczamy przez ax, a , az.

12. KUCHY OKRESOWE (PERIODYCZNE). RUCH DRGAJACY
HARMONIINY PROSTY

Z wielu mozliwych ruchéw punktu materialnego na szcze-
g6lng uwage zastuguje zwitaszcza jedna ich grupa, odgrywajaca
wazng role w niektérych zjawiskach fizycznych. Jest to grupa
ruchbw okresowych (periodycznych), gdy punkt
materialny M powtarza ten sam ruch dowolng ilo$¢ razy,-prze-



49

chodzac co T sek przez ten sam punkt toru z tg samg predkoscia.
Przeciag czasu T nazywamy okresem ruchu.

Najprostszym przyktadem takiego ruchu jest ruch jedno-
stajny po kole. PrzeprowadZzmy w kole (rys. 27), bedagcym torem
punktu M, dwie wzajemnie prostopadte Srednice wyznaczajace
kierunki Ox i Oy. Punkt M, poruszajac sie po torze kotowym

E

rys. 27

(w Kierunku oznaczonym strzatkg), przesuwa sie zardbwno w Kie-
runku Ox, jak i Oy.

Gdybysmy umiescili oko w ptaszczyznie kota i patrzyli w kie-
runku Oy, ruch punktu wydatby sie nam prostoliniowym, o kie-
runku Ox. Przejscie punktu M wzdtuz luku kota AC wydawatoby sie
nam przesunieciem wzdtuz prostej Ox od O do Ci. Podobnie, patrzac
w kierunku Ox, widzielibySmy przesuwanie sie punktu M w Kie-
runku yO. Tak mniej wiecej przedstawia sie obserwatorowi ziem-
skiemu ruch ksiezycow Jowisza, bedacy w rzeczywistosci ruchem, mato
réznigcym sie od ruchu kotowego.

Przyjmijmy punkt A toru (lezacy na osi Oy) za poczatkowy
punkt ruchu kotowego (ust. 2) i przypusémy, ze po uptywie

Wyktady fizyki, t, | 4
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t sek od chwili przejscia przez punkt A punkt materialny M
znalazt sie w punkcie C, przesuwajac sie w kierunku Ox o dtu-
gos¢ x<=0C1 réwng drodze, jakg w ciagu tego czasu przebyt
rzut jego Cxna o$ Ox, oddalajac sie od punktu O, ktéry nazwiemy
potozeniem rownowagi.

Droga, przebyta przez M, sM= vM-t. Oznaczajac przez b

promien kota, mamy v}{= " |, gdzie T — okres ruchu koto-

wego i stad

Z tréjkata OCGx znajdujemy

X —bsin OCCx = bsina, gdzie a=~ — ,

wobec czego a = 6sin’yl. (16)

Gdy punkt M porusza sie od A do B, zuzywajagc na to
T sek, x wzrasta od 0 (gdy i= 0) do &(gdy t= L). Podczas
nastepnej c¢wierci okresu punkt M przechodzi droge BD,
X zmniejsza sie od b (gdy f= %) do zera (gdy t= -g); rzut Cx
punktu M wi*aca do punktu O wzdtuz prostej xO. Punkt M, po-
ruszajac sie dalej, przechodzi w ciggu trzeciej ¢éwierci okresu

tuk kota DE; x zmienia sie od zera (gdy t=-T—) do b (gdy
t—§T); rzut CIt oddalajac sie stopniowo od punktu O, prze-

chodzi wzdtuz prostej OE do punktu E. Wreszcie, gdy punkt M
przechodzi ostatnig, ¢wiartke kota EA, x zmienia sie od — b

(gdy t— 3—T) do zera (gdy t=T), Cxwraca wzdluz drogi EO

do potozenia réwnowagi. Przy dalszym ruchu punktu M po kole
powtarzajg sie okresowo te same fazy ruchu. Ruch taki, jak
punktu Cj, nazywamy ruchem drgajgacym harmonij-
nym prostym, najwieksze odchylenie b obsze rnos$cia

lub amplitudg drgania, kat .n — fazg ruchu.



Odkiadajmy na osi od-
cietych czas, ktory uptynat
od chwili przejscia punktu
Cx przez potozenie réwno-
wagi, w kierunku za$ osi
rzednych — odpowiednie
odchylenia od potozenia
rownowagi. Krzywa prze-
prowadzona przez Kkonce
odcinkéw wyraza zaleznos¢
odchylenia od czasu.

Narysujmy (rys. 28)
koto o promieniu réwnym
b i podzielmy jego obwdd
na 16 np. réwnych czesci.
W chwili i= 0 punkt M
znajduje sie w punkcie ze-
rowym kola, rzut jego —
w potozeniu réwnowagi, od-
chylenie réwne jest zeru.
W chwili o Ib J? pbiniejszej
punkt M znajdzie sie
w punkcie 1, rzut jego
w Ci; x= OCi. Odktadamy
w punkcie osi Ot, odlegtym
od punktu przeciecia sig

osi Ox i Oto IE) T (w przy-

jetej skali), odcinek réwny
2

OCi, w punkcie f\b T — od-

cinek OCz réwny odchyle-

niu x w chwili, gdy punkt

M przechodzi przez punkt 2

obwodu kota itd.

Gdy z jakiegokolwiek
punktu krzywej opuscimy
prostopadig na o$ Ot, diu-
gos¢ odcinka, zawartego
miedzy krzywa i 0sig, zwia-

ol

28

rys.
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zana bedzie z odlegtosciag t spodka prostopadtej od punktu prze-
ciecia sie osi Ox i Ot wzorem

X — bsm 2tcl

bedacym réwnaniem danej krzywej. Stad nazwa sinusoidy,
jaka jej nadajemy.

Liczac czas nie od chwili przejscia punktu M przez punkt A,
lecz od chwili, gdy znajduje sie np. w punkcie B, otrzymamy
wzdr na x w postaci nieco odmiennej. Podobnie jak poprzednio,

znajdziemy (rys. 29), ze OCl= bsin CxCO. Oznaczajac kat
COB przez a, kat BOA przez /?, mamy

OCx — x — bsin (a+ /3
«Ca odpowiada tukowi CB, tj. drodze, ktorg punkt M przeszedt

it
w ciggu i sek po przejsciu przez B. Mamy zatem a—i}r, stad
X = bsin (2 n + Jg) (17)

i3jest fazg poczagtkowa ruchu. Punkt Ct przechodzi¢
bedzie tym razem przez potozenie rbwnowagi nie w chwilach
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ti= 0; t2= ~T; ts= T..., lecz w chwilach wczesniejszych, wtedy

mianowicie, gdy
2 ™
-y-+ P—nn, gdzien= Q1 2, 3., stad
r_  PT, ,_{n-p)T. 2« —
27 “~p T .7 "

(Znak — oznacza, ze przejscie nastapi, zanim punkt M doj-
dzie do punktu B).

Punkty przeciecia sinusoidy z osig odcietych bedg przesu-
niete w kierunku ujemnych odcietych; odlegtosci ich jednak (mie-
rzone wzdtuz osi Ot) pozostang bez zmiany:

t:_ fi=-T-2T+jT=zT =
2n 2 2 1

Rozpatrujgc w ten sam sposob odchylenia w kierunku osi

Oy, znajdziemy bez trudu, ze

y = bo,0s2n~ —06sin(27Ty + (18)

lub y - bsm{*nY +ir+y) (18a)

gdy faza poczatkowa nie jest réwna zeru.

Ruch zatem w kierunku Oy jest rowniez ruchem drgajacym
harmonijnym prostym.

Stad wynika, ze ruch jednostajny po kole mozemy uwazac
za ruch wypadkowy dwu ruchéw drgajgcych harmonijnych pro-
stych o tych samych okresach drgania, co ruch po kole, o kie-

runkach wzajemnie prostopadtych i o réznicy faz % .

Wezmy osi Ox i Oy za osi spétrzednych; x i y wyznaczg jedno-
znacznie potozenie punktu M w dowolnej chwili. Oznaczmy przez r

wektor OC (rys. 27), ktérego warto$¢ liczbowa nie zmienia sie pod-
czas ruchu po kole, zmienia sie jedynie jego kierunek. Sktadowe jego
w kierunku Ox i Oy bedag mialy wartosci odpowiednio réwne

rx=0£A=x=bs\n'2ii™; i ry= OF, = y = £>§in +y) e Te dwie

sktadowe wystarczajg do wyznaczenia wektora r, trzecia bowiem
sktadowa r w kierunku osi z, prostopadiej do ptaszczyzny rysunku,
jest stale rowna zeru.
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> t
r= \[r=T*="becos (r, Oyy = - cos~%1~;

cos (’; Qic) = X = sin2m ! (patrz. nst. 5).

Predkosci ruchow sktadowych sa, jak wiemy (ust. 5), skita-
dowymi predkosci ruchu wypadkowego, ktérej kierunek w da-
nym przypadku wyznacza styczna do kota. Skladowa vx tworzy
zatem zv kat HCG, .réwny katowi a (rys. 30). Mamy wiec

2nt 2nb 2nt
vx = Vim cos T Cos T (19)

rys. 30

Punkt drgajagcy Cl1 ma predko$¢ najwiekszag w chwilach
T 3

przechodzenia przez potozenie réwnowagi, gdy i = o, = A

[
Od O do B porusza sie z predkoscig malejaca od” —-)do zera,

w punkcie B kierunek zmienia sie¢ na odwrotny, warto$¢ bez-
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wzgledna wzrasta od zera doz-;[tf).nastepnie za$ (na odcinku OE)
maleje do zera, aby przy nowej zmianie kierunku (w punkcie E)
znow wzrasta¢ od zera do —

Zalezno$é predkosci od czasu, jaki uptynat od poczatku ru-
chu, wyrazi sie krzywa, podobng do poprzednio wykreslonej si-
nusoidy, lecz przesunietej (w kierunku ujemnych odcietych)
o ¢wier¢ okresu.

W ten sam sposob znajdziemy, ze vy—— i sin"i (gdy

t< L , Vi ma kierunek przeciwny do dodatniego kierunku osi

Oy). Punkt Fxbedzie miat predkos¢ najwieksza, gdyizl,£3 T..,

tzn. wtedy, gdy y bedzie rébwne zeru.

Rozt6zmy wreszcie przyspieszenie avna analogiczne skia-
dowe. Przyspieszenie to, jak wiemy, jest normalne, mamy wiec

rys. 31
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(rys. 31) ax—ausin a i wobec tego, ze au =
4Tks- . 2nt

clx yi SIin rp

. . . . 2nt
a jest zatem proporcjonalne do odchylenia x = b smT, lecz
1

skierowane zawsze do potozenia réwnowagi, a wiec dla x do-
datniego w Kkierunku ujemnych tc-6w. Mozemy wiec napisac

(2°)
i podobnie ay=—~ . (20 Q)

Nazwijmy czestos$cig drgan liczbe n—Lt) wskazu-

jaca, ile drgan wykona punkt Ci (lub Fx) w ciagu jednej se-
kundy; wzory, wyzej wyprowadzone, mozemy przepisa¢c w po-
staci nastepujacej:

X = bsin2nnt- v* =2nb,n,cos2nnt\ a ——4n2x*x (21)

13. RUCH BRYLY SZTYWNEJ. RUCH POSTEPOWY

Nie zawsze jednak jest rzeczg mozliwg sprowadzi¢ wyzna-
czanie ruchu ciata do wyznaczenia ruchu jednego tylko jego
punktu, i wtedy wywody ustepéw poprzednich okazujg sie, oczy-
wiscie, nie wystarczajgcymi. Zatdzmy, ze ciata, ktérych ruch
bedziemy rozpatrywali, sg brytami sztywnymi, tzn. ta-
kimi ciatami, w ktérych wzajemna odlegto$¢ poszczegélnych cze-
§ci pozostaje zawsze ta sama bez wzgledu na to, jakim ruchem
porusza sie dane ciato.

Taka bryta jest, oczywiscie, catkowicie fikcyjna. Nie znamy ani
jednego ciata, ktérego wiasnosci czynityby zado$¢ podanemu wyzej
okresleniu. Co wiecej, mamy prawo przypuszczac, ze istnienie takiego
ciata bytoby,w sprzecznosci ze znanymi nam faktami doswiadczal-
nymi. W pewnych jednak granicach, zaleznych od rodzaju ciata, wa-
runek sztywnosci spetniajg ciata state. Im granice te sg szersze, tym
mniejszy popetniamy biad, uwazajac dane ciato za sztywne. Tak np.
sztabe stalbwkag mozemy uwazaé za cialo sztywniejsze od sztaby z oto-
wiu, te za$ od kawatka gliny itp. Bryfa sztywna stanowi zatem pe-
wien przypadek graniczny, do ktérego mniej lub wiecej zblizajg sie
ciata state.
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rys. 32

Mowimy, ze bryta porusza sierucliem postepowym,
gdy wszystkie jej punkty poruszajg sie stale z jednakowymi
predko$ciami, ktorych wartosci i kierunki moga zresztg co
chwila sie zmienia¢ (rys. 32). Ruch postepowy moze wiec by¢
prostoliniowy lub krzywoliniowy, jednostajny lub zmienny.

Na ostrzu wbitym
w tarcze pionowg (rys.
33), znajduje sie igietka,
mogaca sie obraca¢ dooko-
ta ostrza, prawie bez tar-
cia. lgietka ta pod dzia-
taniem sity ciezkosci usta-
wi sie pionowo. Obracajmy
powoli tarcze ruchem jed-
nostajnym koto osi pozio-
mej, igietka bedzie sie
przesuwala razem z o-
strzem, na ktérym zostata
umieszczona,  pozostajac
jednak ciagle pionowa.
Tory jej punktéw koneo-
wych .4 i £ beda kotami
o tym samym obwodzie.

We wszystkich tych
przypadkach ruch bryty be-
dzie wyznaczony, gdy be-
dziemy znali ruch jednego,
dowolnie wybranego jej
punktu. rys. 33
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14. RUCH OBROTOWY

Gdy punkty bi*yly, lezace na pewnej prostej xx', sa podczas
ruchu bryty stale nieruchome, ruch bryty jestruche m obr o-

rys. 34

towym, dookota pro-
stej XX, hazywanej
0sig obrotu (rys.
34). Kazdy punkt bryty
opisuje wtedy koto, kto-
rego $rodek lezy na osi
obrotu, promien zas$ row-
ny jest odlegtosci od osi.
Ptaszczyzna toru koto-
wego jest prostopadia
do osi obrotu.

Wezmy te plaszczy-
zne za plaszczyzne ry-
sunku (rys. 35). Punkt
O niech bedzie $ladem
osi. Wybierzmy w tej
ptaszczyznie dwa punkty
bryty A i B, lezace na
tej samej prostej, prze-

chodzacej przez O. Na skutek ruchu obrotowego punkty A i B
przejdg do A' i B'. W tym nowym potozeniu bedg nadal lezaty na
prostej, przechodzacej przez O (w przeciwnym razie odlegtosé
ich by sie zmienita). Ruch ich zatem tak bedzie zachodzit, jak
gdyby prosta OAB, na ktorej poczatkowo sie znajdowaty, obro-
cita sie razem z nimi i zajeta potozenia OA'Br. Stosunek wiec
drdg, przebytych przez kazdy z tych punktéw, do odlegtosci ich

rys. 35
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od osi, bedzie dla obydwu punktéw ten sam. Istotnie, oznaczajgc
przez akat (mierzony w radianach) miedzy poczatkowym i kon-
cowym potozeniem prostej OAB, mamy

UAA' = a.rA i KkBB'= a.rgf

skad UAA"  uBB’_

Fa My

Taki sam stosunek znajdziemy, mierzac droge, przebytg
w ciggu tego samego czasu przez jakikolwiek inny punkt np. C
bryty; prosta bowiem OC obrocita sie w ciggu tego czasu o ten
sam kat, co prosta OAB.

Inaczej zmienitaby sie odlegto$¢ miedzy punktami C i A. Punkt

C moze nie leze¢ w tej samej ptaszczyznie, co A i B, proste OC i OC'

bedg wtedy lezaty w ptaszczyznie, réwnolegtej do ptaszczyzny rysunku.

Umowmy sie, ze kat a liczy¢ bedziemy od pewnej, dowolnej
zreszta, prostej Ox, prostopadtej do Oi lezgcej w tej samej pla-
szczyznie, co OAB i OA'B’, za poczatkowa za$ chwile ruchu uwa-
za¢ bedziemychwile, gdy prosta OAB ma kierunek zgodny z kie-
runkiem Ox, gdy wiec a = o.

Wielko$¢, ktéra jest miarg zmiany kata a, odniesionej do
jednostki czasu, nazwiemy predkos$cig katowg w Gdy
kgta wzrasta proporcjonalnie do czasu, wtedy, jak wiemy, (poi*,
ust. 2, wzoér 2, ust. 9, wzér 9), stosunek zmiany kata a do czasu,
w ciggu ktérego zmiana ta nastapita, jest staty, stata Aviec jest
i predko$¢ katowa. Dla takiego ruchu — jednostajnego
obrotowego — mamy

7 a
w= T~7
gdzie k — spo6tczynnik proporcjonalnosci, zalezny od wyboru jed-
nostki predkosci katowej. Kladac k = 1, otrzymujemy

0 » = A (22)

przyjmujac za jednostke predkos$é katowa takiego jednostajnego

ruchu obrotowego, w ktérym dowolna prosta, prostopadta do osi

obrotu i sztywnie zwigzana z obracajaca sie brytg, obroci sie

w ciggu sekundy o kat, rowny jednemu radianowi (okoto 57°,3).
Ze wzoru (22) wynika, ze

o =T-t
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Wymiar kata a jest, jak kazdej liczby, réwny 1, wyraza sie bo-
wiem wzorem L° M° T°= 1.

Bioragc za jednostke czasu sekunde, otrzymujemy

1
M = sek
W przypadku niejednostajnego ruchu obrotowego rozumo-
wanie analogiczne do tego, jakim postugiwalismy sie w ¢ist. s i o,
pozwala nam stwierdzi¢, ze wtedy

. [da
R AL @)
Z jakimkolwiek jednak ruchem obrotowym mielibySmy do
czynienia, predkos$¢ punktu bryty, odlegtego or od osi obrotu —
predkos¢ te dla odréznienia od predkosci katowej czesto nazy-
wamy liniowga — zawsze bedzie réwna
V=a.r. (24)

W ruchu obrotowym jednostajnym v =-r, gdzie s— a mr, stad

V- mom , w ruchu zmiennym v mmfim ES i As= Aa-r. stad
t t->0 At

Aa
v—hm r=om.

>0 At
Wzory (22), (23) i (24) nie wystarczajg do wyznaczenia
ruchu obrotowego, nic nam bowiem nie méwig o0 jego kierunku.
Wzory te uzupetniamy, zaktadajac, ze predkos$é katowa jest, po-
dobnie, jak predkos$¢ liniowa, wektorem, ktérego kierunek wy-
znacza kierunek obrotu.

Wektor w odktadamy na
osi  obrotu, zazwyczaj
w takim kierunku, w kto-
rym patrzagc, widzimy
bryte  obracajgcg  sie
w tym samym kierunku,
co wskazéwki zegara.
Predkos¢ liniowa v do-
wolnego punktu A lezy
w ptaszczyznie prostopad-
tej do osi i przechodzacej
rys. 26 przez ten punkt (rys. 36).
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Zwigzek miedzy predkoscig
punktu bryty v i predkoscig kato-
wa Zb mozna wyrazi¢ wzorem, wy-
znaczajacym zaréwno kierunek, jak

i warto$¢ liczbowg v.
Nazwijmy iloczynem ze-
wnetrznym lub wektoro-

wym dwu wektoréw a i 6 wektor ¢,
prostopadty do obydwu wektorow
(rys. 37), o wartosci liczbowej

o=ab sinp (24a)

Dla wyznaczenia kierunku we-
ktdra c¢ postugujemy sie nastepuja-
cym prawidtem. Zatézmy, ze pierw- T"s'
szy z czynnikow, wektor a, przymocowany jest do jednego ze zwojow

$Sruby prawoskretnej i razem z nim sie¢ obraca. Za kierunek wektora ¢
przyjmujemy ten kierunek w ktérym nalezy wkreca¢ $rube, aby we-

ktor a, obrouwszy su—g 0 kat mniejszy od 180° przybrat kierunek we-
ktéra b ZW|qzek mledzy wektorami c a i b oznaczamy symbolicznie
o= [a, 6] (24b)

Odwrdcenie porzadku czynnikéw zmienia znak iloczynu na prze-
ciwny, gdyz wtedy musimy zatozyé, ze to wektor b obraca sie razem

ze Srubg o kat P < 180° i przybiera kierunek wektora a; Srube zatem
nalezy wkreca¢ w kierunku odwrotnym
- [0, a] (24c)
W przypadku przez nas
rozpatrywanym v jest iloczy-
nem wektorowym r i u, gdzie
r oznacza odlegtos¢ AO osi
obrotu od punktu A
v = [7, «] (24d)

Istotnie, przenieSmy trzy
te wektory do jednego punktu.

Kierunek v czyni zado$¢ wa-
runkom wyzej podanym, war-
tos¢ zas jego liczbowa

u= rwsin P= a.r; sin p= I.
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Wektory, otrzymane z pomnozenia jakiej$ wielkosci a przez od-
legto$¢ punktu, z ktérym zwigzana jest dana wielko$¢, od innego pun-
ktu A lub od jakiej$ osi, noszg nazwe momentu wielkosci a wzgle-
dem punktu A lub wzgledem danej osi. Predkos$¢ v jest zatem momen-
tem predkosci katowej wzgledem punktu A. (Czesto mozna sie spotkac

m . o > > >
z innymi oznaczeniami iloczynu wektorowego, np. Va. b lub a a b).

Wektorowy charakter predkosci katowej sprawia, ze zmie-
nia¢ ona moze nie tylko swojg warto$¢ liczbowa, lecz réwniez
i kierunek. Stad wynika, zei przyspieszenie katowe,
bedace miarg tych zmian, odniesionych do jednostki czasu, jest
wektorem. W przypadku najprostszym, gdy ciato obraca sie stale
koto tej samej osi ruchem jednostajnie zmiennym, przyspiesze-
nie katowe ma kierunek ten sam, co predko$¢ katowa, i wyraza
sie wzorem

W ruchu obrotowym niejednostajnie zmiennym

Wymiar przyspieszenia jkatowego

[yl = T-

Gdy bryfa, obracajac sie z predkoscia katowag w, przesuwa
sie jednoczesnie w kierun-
ku osi ruchem postepo-
wym z predkoscig vp, tor
kazdego z jej punktow
jest linig S$rubowa, pred-
kos¢ za§ — ivypadkowq
predkosci v0 i vp

Zgodnie ze wzorem
(24d) mamy wtedy

rys. 39 W= [r, Z}A-vp,



ROZDZIAL I

ZASADY MECHANIKI — DYNAMIKA PUNKTU
MATERIALNEGO

1. SILA

Wysitek miesniowy, jakiego wymaga od nas wprawienie
w ruch ciata lub zmiana wzajemnego potozenia jego czesci —
jego odksztatcenie — kojarzymy z pojeciem sity, ko-
niecznej do wykonania tych dziatan. Pojecie to, poczatkowo
subiektywne, zwigzane z odczuwanym przez nas wysitkiem, sto-
pniowo uogolniamy, stwierdzajac, ze te same dziatania moga po-
wodowacé i rézne inne ciata, ktérym wobec tego przypisujemy
moznos¢ wywierania sity. Mowimy zatem o sile wiatru, wpra-
wiajgcego w ruch skrzydia wiatraka, o sile magnesu, poruszajg-
cego opitki zelaza, a nawet — przez dalsze uog6lnienie — o sile
ciezkosci, powodujacej ruch ciat w kierunku powierzchni ziemi,
jakkolwiek bezposrednie doswiadczenie nie pozwala nam od razu
powigza¢ tego dziatania z jakim$ okre$lonym ciatem.

Sity te, podobnie zndw, jak i sity naszych miesni, moga nie
tylko poruszy¢ ciato, lecz réwniez w pewnych warunkach ruch
juz istniejacy zahamowac. Stad wyciggamy wniosek, ze sile na-
lezy przypisa¢ pewien kierunek, ktérego zgodnos$¢ lub przeciw-
stawno$é kierunkowi ruchu wptywa na wynik jej dziatania.
Takie hamujace dziatania sity, z ktérymi niejednokrotnie sie
spotykamy, pozwalajg postugiwac sie pojeciem sity i w tych
przypadkach, gdy dziatanie, wywierane przez ciata, sprowadza
sie wylacznie do przeciwdziatania ruchowi, niezaleznie od jego
Kierunku, i przypisa¢ pospolicie obserwowane zjawisko zanika-
nia ruchu ciata, na ktore przestata dziata¢ sita, istnieniu sit, ha-
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mujacycli ruch ciata, tzw. oporéw biernych, wywiera-
nych albo przez srodowisko, w ktérym ciato sie porusza (np. po-
wietrze lub woda), albo przez podstawe, na ktérej ruch zacho-
dzi. Potwierdzenie stusznosci tego przypuszczenia widzimy
w fakcie, ze, odpowiednio zmieniajgc Srodowisko lub podstawe,
mozemy trwanie danego ruchu nieograniczenie przedtuzyc.

2. PIERWSZA ZASADA MECHANIKI

Takie uog6lnienie pojecia sity rownowazne jest zatozeniu, ze
ciato, na ktdre nie dziatajg zadne sity, pozo-
staje albo w spoczynku, albo w ruchu jedno-
stajnym prostoliniowym. Zalozenie to, sformutowane
po raz pierwszy przez Newtona (1642—1727) jako jeden z trzech
»pewnikéw lub praw ruchu*, nazywamy pierwszg zasada
mechaniki lub zasadg bezwtadnoS$ci.

Newton, formutujac te zasade, uog6lnit i pogtebit wniosek, do
jakiego przed nim doszedt Galileusz (Galileo Galilei, 1564—1642),
badajac ruch, spowodowany dziataniem sity ciezkosci. Przytoczymy tu
w schematycznym streszczeniu jedno z rozumowan Galileusza.

rys. 40

Niech A i C (rys. 40) beda dwiema réwniami pochytymi, z kto-
rych C moze mie¢ rézne nachylenia do poziomu. Kula, staczajgca sie
z punktu A pod dziataniem sity ciezkosSci, nie zatrzymuje sie w naj-
nizszym punkcie réwni, lecz porusza sie dalej po réwni C, podno-
szac sie, jak to, ekstrapolujac wyniki swych doswiadczen, przyjat Ga-
lileusz, na wysoko$¢ réwna tej, z jakiej spadta, poruszajac sie wzdtuz
réowni A, w rzeczywistosci za$ dochodzac do punktéw Ci, C2, Cs, C4..,
znajdujacych sie tym blizej punktéw C1, Cn, Cm, CIV... im gtadsza
jest powierzchnia obydwu réwni. W miare wiec zmniejszania sie
kata a nachylenia réwni C'do poziomu zwieksza sie dtugos$¢ przeby-
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wanej przez kule drogi, wolniej zmniejsza sie predkosé jej ruchu. Mo-
zemy zatem oczekiwaé, ze gdy kat a rowny jest zeru, gdy wiec réwnia
C jest pozioma, a przy tym gdy jest doskonale gtadka, kula poru-
sza¢ sie bedzie po niej nieograniczenie dtugo z predkoscia, jakiej na-
byta, spadajac wzdtuz A.

Jest rzeczg oczywistg, ze zasady bezwitadnosci nie mozemy
udowodni¢ bezpos$rednio zadnym doswiadczeniem. Nigdy bowiem
nie mamy do czynienia z ciatem, co do ktérego moglibysmy by¢
pewni, ze nie podlega oddziatywaniu ciat innych, ze wiec nie
dziatajg na nie zadne sity. Pewnos¢, jaka mamy co do jej stusz-
nosci, czerpiemy stad, ze wnioski, jakie z niej wyprowadzamy,
sg na ogot zgodne z wynikami doswiadczen i ze dotychczas nie
znamy ani jednego zjawiska, ktore by byto z nig w sprzecznosci,
nie dajacej sie usunac.

W podanym wyzej sformutowaniu zasady bezwiadnosci nie jest
wskazany uktad odniesienia, wzgledem ktorego predko$¢ ciata, nie pod-
legajacego dziataniu sity, zachowuje warto$¢ statg. Chcac usunac te
niejasnos¢, musimy jakby odwréci¢ zagadnienie, a mianowicie, przyj-
mujac zaréwno te zasade, jak i dwie inne, o ktérych bedzie mowa ni-
zej, za obowigzujace, znalez¢ przez poréwnanie obserwowanych ruchow
cial z wyznaczonymi na podstawie przyjetych zatozen, w jakim z uzy-
wanych przez nas uktadéw odniesienia zadady te pozwalajg otrzymac
wyniki, jak najbardziej zgodne z doswiadczeniem. Przekonamy sie
wtedy, ze uktad odniesienia, sztywnie zwigzany z ziemia, utworzony
np. przez trzy wzajemnie prostopadie pitaszczyzny, przecinajgce sie
w $rodku ziemi, nie czyni zado$s¢ wymaganym warunkom. W uktadzie
tym bowiem tor ciala, poruszajgcego sie w plaszczyznie poziomej, kto-
rego ruchu nie zmienia zatem dziatanie sity ciezkosci, jest wbrew
przypuszczeniom Galileusza, krzywoliniowy; podobnie ciato, spadajace
pod dziataniem sity ciezkosci, majacej staty kierunek, nie porusza sie,
jakby to wynikato z drugiej zasady Newtona, ruchem prostoliniowym,
lecz réwniez ruchem krzywoliniowym (rozdz. 1V, ust. 6). Mozemy te
niezgodno$¢ z zasadami usung¢, nadajac wybranemu uktadowi odnie-
sienia ruch obrotowy o kierunku przeciwnym do ruchu obrotowego
ziemi i o tej samej predkosci katowej, a wiec przyjmujac za ukiad
odniesienia taki ukfad, wzgledem ktérego ziemia si¢ obraca. Ten ukfad
wystarczy catkowicie, o ile bedzie chodzito o ruchy ciat ziemskich,
okaze sie jednak niewystarczajgcym przy wyjasnieniu ruchow ciat
niebieskich. Wtedy trzeba go zastgpi¢ innym ukitadem. Ten nowy
uktad wyznaczony jest przez ptaszczyzne ekliptyki oraz dwie osi, prze-
chodzace przez srodek masy uktadu planetarnego (ust. 15), z ktorych
jedna jest skierowana do punktu przystonecznego, druga za$ jest pro-
stopadta do ptaszczyzny ekliptyki; do tych dwn osi jest prostopadia

Wyktady fizyki, t. |
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0$ trzecia, ktora tym sposobem réwniez jest wyznaczona. Uktad taki
jest, jak wykazujg pomiary astronomiczne, réwnowazny z ukiadem,
wyznaczonym przez wzajemnie prostopadte osi, przecinajgce sie
w $rodku masy uktadu planetarnego i skierowane do odpowiednio do-
branych gwiazd statych. Kazdy z tych dwu ostatnio wymienionych
uktadéw, nazywanych czasami uktadami Kopernika, bardzo
mato sie rozni, jak to udowodnit Seeliger (1906), od tzw. uktadu
inercyjnego (tac. inertia — bezwladnos¢), wzgledem ktdrego
ciato, nie poddane dziataniu zadnej sity, istotnie bedzie pozostawato
w spoczynku lub poruszato si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Jezeli uktady osi Kopernika lub inercyjny zastapimy innym, porusza-
jacym sie wzgledem nich prostoliniowym ruchem jednostajnym, ukitad
taki mozna réwniez uwazaé¢ za czynigcy zado$¢ zasadom mechaniki,
ciato bowiem, poruszajgce sie ze statg (co do wartosci i Kkierunku)
predkoscig wzgledem uktadéw, uzywanych poprzednio, bedzie sie po-
ruszato réwniez ze stalg predkoscig (réznigca sie od poprzedniej kie-
runkiem i wartoscig) wzgledem nowego uktadu (rozdz. I, ust. 6). Tego
rodzaju zesp6t uktadéw' nazywamy uktadami Galileusza.

W znacznej jednak wiekszosci przypadkoéow, z ktérymi mamy do
czynienia, mozemy za uktad odniesienia bra¢ uktad, zwigzany z ziemia.

3. MASA

Z zasady bezwiadnos$ci wynika, ze dziatanie sity na ciato
wyraza sie zmiang jego predkosci. Mozemy zatem za miare war-
tosci sity, dziatajagcej na dane ciato, wzig¢ przyspieszenie, jakiego
ona ciatu udziela, i kierunek przyspieszenia uwazac za kierunek
sity. To zatozenie pozwala nam poréwnywac sity; dwie sity uwa-
zamy za réwne, gdy dziatajac na to samo ciato, udzielajg mu
tych samych przyspieszen. DosSwiadczenie jednak wskazuje, ze
takie dwie rowne sity, dziatajagce kazda na inne ciato, udzielg im
przyspieszen, na ogdt, nieréwnych.

Przymocujmy np. do kuli, zrobionej z drzewa, sprezyne, kté-
rej drugi koniec bedziemy ciggneli reka w ten sposob, aby wydtu-
zenie jej przez caly czas doSwiadczenia pozostawato niezmienne.
Stwierdzimy, ze gdy podstawa, po ktorej kula sie porusza, jest
dostatecznie gtadka, ruch kuli jest mniej wiecej jednostajnie
przyspieszony. Powtarzajac kilkakrotnie ten pomiar, przekona-
my sie, ze, o ile wydtuzenie sprezyny bedzie stale to samo, war-
to$¢ przyspieszenia pozostanie we wszystkich pomiarach jedna-
kowa. Mozemy zatem powiedzie¢, ze temu samemu wydtuzeniu
sprezyny odpowiada ta sama sita, dziatajaca na kule. Jezeli teraz
przymocujemy te sprezyne do kuli otowianej o tym samym pro-
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mieniu, co uzyta poprzednio kula drewniana, znajdziemy, ze
przy tym samym wydtuzeniu sprezyny przyspieszenie kuli oto-
wianej jest mniejsze.

Oznaczmy te przyspieszenia przez % i a2. Doswiadczenie po-
zwoli nam stwierdzi¢, ze stosunek tych dwu wielkosci nie zalezy
ani od wartosci dziatajacych sit (byleby zawsze byly rowne), ani
tez, przynajmniej w tych granicach predkosci, z jakimi spoty-
kamy sie w mechanice, od predkosci, jakg ciata juz posiadaty,
zanim zostaly poddane dziataniu sit. Wobec tego rdznice przy-
spieszen przypisujemy roznicy wiasnosci mechanicznych bada-
nych ciat, méwiac, ze rdznig sie one masami i zakfadajac, ze
masy te sg odwrotnie proporcjonalne do przyspieszen, udzielo-
nych tym ciatom przez réwne sity

a2 - m, m,

Stad wynika, ze gdy mase jednego z ciat badanych przyj-
miemy za jednostke, pomiar masy dowolnego ciata sprowadzi sie
do wyznaczenia stosunku przyspieszen, udzielonych przez te samg
site (lub dwie rowne sity) masie jednostkowej i masie badanego
ciata.

m a, al
-r-— slﬁd m—-—-1.

Liczba wiec, otrzymana z pomiaru na mase m, nie zalezy od
wyboru jednostek przyspieszenia. Taki pomiar masy nazywamy
dynamicznym.

Za jednostke masy przyjmujemy mase wzorca, ze stopu pla-
tyny z irydem, przechowywanego podobnie, jak wzorce metra,
w Miedzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sevres. Mase te na-
zywamy kilogramem (kg). W fizyce jednak najczesciej
uzywamy, jako jednostki, masy tysigc razy mniejszej — gra-
ma, — ktory oznaczamy przez g.

Kilogram, jako jednostka masy, zostat wprowadzony jednocze-
$nie z metrem, jako jednostkag diugosci. Poczagtkowo kilogramem na-
zywano mase jednego decymetra szeSciennego wody chemicznie czy-
stej w temperaturze najwiekszej jej gestosci (bardzo mato roznigcej
sie od 4° skali gazowej), pod cisnieniem normalnym. Pézniejsze jed-
nak pomiary wykazaly, ze prototyp, ktérego masa miata byé réwna
tak okreslonej jednostce, ma w rzeczywistosci mase nieco wiekszg tak,

ze dla otrzymania masy, réwnej masie wzorca kilogramowego, nalezy
wzia¢ nie 1 dem3 wody, lecz 1 litr = 1,000027 dcm3.

5*
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4. DRUGA ZASADA MECHANIKI. JEDNOSTKA SItY

Z rozwazan ustepu poprzedniego wynika, ze przyspieszenie,
udzielane ciatu przez dzialajacg na nie site, jest odwrotnie pro-
porcjonalne do masy ciata i wprost proporcjonalne do wartosci
dziatajgcej sity oraz posiada ten sam, co sita, kierunek. Zwigz-
kowi wiec tych trzech wielkoSci (przyspieszenia, sity i masy)
mozemy nadac posta¢ wzoru

—

7 >
a= k, — lub f= Jema, , (2)
m \
ktéry uwaza¢ bedziemy za wyrazajacy drugg zasade mechaniki.

Wz6r (2) niezupeinie odpowiada sformutowaniu, danemu przez
Newtona (ust. 14).

Ktadgc k= 1, otrzymamy

/= ma, (2 @)

w ktorym za jednostke sity bierzemy site, nadajgcg masie 1 g
przyspieszenie 1 cm/sek-. Site te nazywamy dyng (gr. dyna-
mis — sita). Rownanie wymiaru sity wyrazi si¢ wzorem

[/ =MLT~\
skad dla dyny otrzym ujem;g’g’l;-. Bezwzgledny uktad jednostek

(Wstep, ust. s), w ktorym za jednostke dtugosci bierzemy centy-
metr, za jednostke czasu — sekunde, za jednostke masy — gram,
nazywamy uktadem C. G. S. (cm, g, sek). Dyna zatem jest jed-
nostka sity w ukitadzie C. G. S.

We wzorze (2 a) masa jest, zgodnie z wywodami ustepu poprzed-
niego, wielkoscig stata, charakterystyczng dla danego ciata, stosunek

f
zatem -L.jest rowniez dla danego ciata staly. Doswiadczenie potwier-

dza catkowicie to zatozenie, gdy predkos¢, z jaka ciato sie porusza, nie
przekracza granic, o jakich byta mowa w ust. 6, rozdz. I. Przy pred-
kosciach wiekszych, bliskich predkosci Swiatta, tj. 300 000 km/sek, sto-
sunek ten, jak na to zdajg sie wskazywac¢ doswiadczenia, wykonane
z elektronami ujemnymi, poruszajacymi sie z bardzo wielka predko-
$cig (Kaufmann 1901, Neuman 1914, Guye i Lavanchy 1916, 1921),
sie zwieksza, co by dowodzito wzrostu masy poruszajgcego sie ciata.
Do tego samego wniosku — zwiekszania sie masy w miare wzrostu
predkosci — prowadzi teoria wzglednosci.
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5. NIEZALEZNOSC DZIALANIA Slt. DODAWANIE | ROZKEA-
DANIE SIt, DZIALAJACYCH NA PUNKT MATERIALNY

Przy wyprowadzeniu wzoru (2 a) zakfadaliSmy, ze na ciato
dziala jedna tylko sita; to ograniczenie jednak nie jest bynaj-
mniej konieczne. Taki sam bowiem zwigzek miedzy sitg, masg
i przyspieszeniem zachodzi i w tym przypadku, gdy na ciato
dziata wiecej sit, niz jedna. Kazda z tych sit udzieli ciatu przy-
spieszenia o kierunku zgodnym z jej wiasnym Kierunkiem
i 0 warto$ci wyznaczonej ze wzoru (2 a), a wiec takiego, jakie
by otrzymato ciato, poddane dziataniu jednej tylko sity. To twier-
dzenie nazywamy twierdzeniem o niezaleznos$ci dzia-
tania sit

Twierdzenie to zawarte jest w objasnieniu, jakim Newton za-
opatrzyt swoje sformutowanie drugiej zasady mechaniki.

Zatozmy, ze mamy do czynienia z przypadkiem, oméwionym
w ust. 2, rozdz. I, i niech M bedzie punktem materialnym, w kto-
rym wyobrazamy sobie skupiong catg mase ciata, na ktére dzia-

taja dwie sity fL i f2, udzielajgce mu przyspieszen ax= F

ia2— " (rys. 41). Punkt materialny porusza¢ sie bedzie z przy-

spieszeniem, rownym sumie geometrycznej at i a2, a wiec tak,
jakby dziatata na niego sita f = ma. Sita ta jest wypadkows sit

fi i @ jkk to wynika z podobienstwa trojkatow ACB i AFE
(rys. 41). Do sit zatem, dziatajacych na punkt materialny, mo-
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zemy stosowac ustalone wyzej (rozdz. I, ust. 5) reguty dodawa-
nia geometrycznego.

W przypadku szczeg6lnym, gdy wypadkowa sit rowna jest
zeru, punkt materialny M albo jest w spoczynku, albo porusza
sie ruchem jednostajnym prostoliniowym. Mowimy wtedy, ze
sity sie rGwnowazg.

6. TRZECIA ZASADA MECHANIKI

We wszystkich przypadkach, w ktérych obserwujemy dzia-
fanie jakiego$ ciata B na ciato A, stwierdzamy réwniez dziatanie
ciata A na ciatlo B w kierunku odwrotnym. To przeciwdziata-
nie — reakcja, jak czesto moéwimy — ciata A ujawnia sie, po-
dobnie jak dziatanie — akcja — ciata B, w przyspieszeniu ruchu
ciata B, gdy inne sity, dziatajagce na B, nie rownowazga sity re-
akcji, albo tez w odksztatceniu ciata B, zazwyczaj zas w jednym
i drugim.

Tak np., gdy stojagc na gtadkiej podtodze, ciSniemy reka na

Sciane, jesteSmy od niej odsuwani i to tym bardziej, im silniej na

$ciane cisniemy.

Rozpatrzenie pewnych prostych przypadkéw, o jakich be-
dzie mowa nizej (np. zderzenia sie kul) prowadzi do zatozenia, ze
sity dziatania i przeciwdziatania sg sobie rowne. To zatozenie
stanowi tre$¢ trzeciej zasady mechaniki: gdy ciato B
dziata pewng sitg na ciato A, ciato A dziata na
ciato B sitg rowng i przeciwnie skierowang.

Podobnie jak dwie pierwsze, i txzecia zasada Newtona nie
moze by¢ udowodniona bezpos$rednim doswiadczeniem. O jej

stusznosci wnosimy ze zgodnosci z do-
Swiadczeniem opartych na niej wnio-
yr % skow.

Newton na poparcie tej zasady dat
miedzy innymi nastepujacy przyktad. Ro-
zetnijmy kule ziemskg dowolng ptaszczy-
na na dwie nieréwne czesci A i B (rys.
42). Gdyby dziatanie jednej z tych czesci
na druga nie bylo réwne przeciwdziataniu
czesci drugiej, ziemia, na ktéra dziataja
obydwie te sity, poruszataby sie ruchem
przyspieszonym w kierunku wypadkowej,

czego w rzeczywistosci nie obserwujemy,
rys. 42 Zaznaczmy, ze tg zasadg postugiwalismy
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sie milczaco w przyktadzie ust. 3, gdy zaktadaliSmy, ze wydtuzenie
sprezyny jest miarg dzialajgcej na ciato sity; jest to réwnowazne
zatozeniu, ze wydtuzenie sprezyny jest spowodowane przez site réwng
i przeciwnie skierowang do tej, z jakg sprezyna dziata na ciato.

7. RUCH JEDNOSTAJNY PO KOLE

Rozpatrzmy tytutem przykiadu ruch jednostajny punktu
materialnego po kole. Wiemy, ze w takim ruchu przyspieszenie
skierowane jest do S$rodka
i rowne (rozdz. |, ust. 10),

_ vt’
r

a zatem, zgodnie z drugg za- /
sadg mechaniki, ruch taki za- /
chodzi¢ moze tylko wtedy, gdy /

na punkt materialny M dziata f
sita, skierowana do S$rodka |
toru kotowego, o statej war-
tosci \

/=y &) Y\ a

lub, wprowadzajgc predkosc —
katowg, w promienia wodzg- rys-as
cego OM i uwzgledniajgc, ze v— @r

f —mwPr (3 a)
Site te nazywamy dosSrodkowa. W mysl trzeciej zasady sile
tej odpowiada sita rdwna i przeciwnie skierowana, z jakg punkt
materialny M dziata na ciata, ktére powodujg jego ruch po kole;
jest to sita odsrodkowa.

Niech punkt M bedzie np. kamieniem, umocowanym na
sznurku, ktéry trzymamy mocno w reku. W pierwszej chwili ka-
mien, poruszajac sie w kierunku nadanej mu predkosci, dazy do
oddalenia sie od punktu O (rys. 43), co powoduje niewielkie wy-
dtuzenie sie sznurka i powstania w nim napie¢ sprezystych

(rozdz. V, ust. 2). Gdy napiecia te przybiorg wartoéém\“—, sznu-

rek przestanie sie wydtuzac i kamien zacznie opisywac koto o pro-
mieniu r, poruszajac sie ze statg predkosSciag v. Sitg dosrodkowg
jest tu napiecie sznurka, dziatajgce na kamieA w kierunku od
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M do O. Z takag samg sitg dziata kamien na sznurek w kierunku
od O do M, usitujgc wyrwaé nam sznurek z reki.

Gdy sita dosrodkowa z jakichkolwiek powoddw przestaje
dziata¢, punkt materialny M, nie poddany dziataniu zadnej sity,
porusza sie dalej ruchem jednostajnym prostoliniowym ztg pred-
koscia, jakg miat w chwili, gdy zostat uwolniony od dziatania
sity dosrodkowej, a wiec w Kierunku stycznej do kota.

Tak np., gdy napiecie sznurka przekracza granice wytrzy-
matosci (rozdz. V, ust. ¢), sznurek peka i kamien porusza sie
w Kierunku stycznej do opisywanego kota.

Podobnie krople wody lub btota, porwane z katuzy przez koto
roweru lub samochodu, a ktérych sita przylegania jest mniejsza od
r oddalaja sie wzdituz stycznych do obwodu kota. Na tej zasadzie
oparta jest budowa wirownic do suszenia bielizny. Do naczynia cylin-
drycznego, zaopatrzonego w liczne otwory, wkiada sie mokrg bielizne
i wprawia naczynie w ruch obrotowy dookota jego osi. Przy dosta-
tecznej predkosci katowej woda wycieka przez otwory. Te proste przy-

rys. 44

ktady, ktérych liczbe moglibySmy bez trudu znacznie pomnozy¢, wska-
zujg dowodnie, ze dla utrzymania ciata w ruchu kotowym konieczne
jest dziatanie sity dosrodkowej o wartosci odpowiednio dobranej do
jego masy, predkosci i promienia kota, po ktérym sie porusza.

Tym sie ttumaczy podwyzszanie zewnetrznej szyny toru kolejo-
wego na zakretach; podwyzszenie to dobiera sie w ten sposob;- aby
oddziatywanie szyny na wagon byto do powierzchni toru prostopadie.
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Oznaczajac przez a kat, jaki ptaszczyzna toru tworzy z poziomem,
znajdujemy, ze podwyzszenie szyny zewnetrznej
h= la, gdzie I= TTi — TP (rys. 44)

Sita dosrodkowa jest rowna skladowej poziomej ciezaru Q.tga —
= -'Hr-llf-i-, ktadac tga= a, otrzymujemy h — gl—vr ul

Podwyzszenie to, Scisle biorgc, powinno byé zatem dla kazdej
predkosci inne; jest to, oczywiscie, warunek niemozliwy do spetnienia,
zazwyczaj przeto oblicza sie h dla przecietnej predkosci pociagéw,
poruszajacych sie po danym torze; stagd koniecznos¢ przebudowywania
toréw przy znaczniejszym zwiekszeniu tej predkosci.

8. PRACA

Wynik dziatania sity mozemy rozpatrywaé albo w zwigzku
z przesunieciem punktu materialnego, na ktoéry sita dziata, albo
tez uwzgledniajgc czas jej dziatania. W pierwszym przypadku
miarg tego wyniku jest praca sity dziatajgcej, ktorg przyj-
mujemy za proporcjonalng do warto$ci sity i do wartosci przesu-
niecia punktu materialnego w kierunku sity.

Takie okreslenie pracy niezupetnie odpowiada temu, co rozu-
miemy przez prace w zyciu codziennym. Trzymajac np. w reku przez
czas dtuzszy jakie$ ciezkie ciato, odczuwamy zmeczenie, ktére przy-
pisujemy wykonanej przez nas pracy, jakkolwiek przesuniecie ciata
réwne jest w tym przypadku zeru. W istocie jednak zmeczenie zjawia
sie jako skutek pracy, potrzebnej do utrzymania mie$ni naszej reki
w odpowiednim napieciu.

W przypadku najprostszym, gdy sita dziatajgca jest stata
i gdy punkt materialny przesuwa sie w kierunku sity, praca wy-

raza sie wzorem
V==k.f.s,

gdzie k czynnik proporcjonalnosci, zalezny jedynie od wyboru
jednostek. Ktadac k — 1, a wiec, piszac

&= f.s, 4)

za jednostke pracy przyjmujemy prace statej sity, rownej jed-
nostce, wykonanej przy przesunieciu punktu materialnego w kie-
runku dziatania sity o jednostke diugosci. W uktadzie C. G. S.
jest to praca 1 dyny na drodze 1 cm. Jednostke te nazywamy
ergiem (gr. ergon — praca, dzieto). Wieksza od niej jed-
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nostka tego samego uktadu, dzu: (od nazwiska fizyka angiel-
skiego Joule’a — 1818—1889), réwna jest 10, ergOw.

Rownanie wymiaru pracy ma postaé

[E] - ML*T~\
czemu w uktadzie C. G. S odpowiada
seko
Terminu praca, w znaczeniu zgodnym z podanym wyzej okre-

Sleniem, pierwszy uzyt Poncelet (1826 r.).

Odktadajgc na osi odcietych przesuniecia punktu material-
nego, na osi rzednych site, dziatajgcg na punkt, znajdziemy, sto-
sujgc rozumowanie analogiczne do tego, jakim postugiwaliSmy
sie w rozdz. |, ust. 2, ze praca rowna jest liczbowo polu prosto-
kata, zbudowanego na odcinku / i s (rys. 45).

Gdy sita dziatajgca, zachowujac stale ten sam kierunek, co
przesuniecie punktu materialnego, nie ma wartosci statej, mo-
zemy zawsze droge, przez punkt przebyta, rozbi¢ na tak mate
odcinki, aby podczas przechodzenia punktu materialnego przez
kazdy z nich warto$¢ sity mozna byto uwazac za statg. To zato-
zenie tym lepiej bedzie odpowiadato warunkom rzeczywistym,
im odcinki te bedg krétsze. Oznaczajac przez / chwilowa wartos$¢
sity, przez As — dtugos¢ odpowiedniego odcinka, otrzymamy
na tzw. prace elementarng wzér

limA = lim /. As

Js->0
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Catkowita praca jest sumg tych prac elementarnych

N= 2 = lim2f. Js (4a)
nJs-t-0

Odktadajac na osi odcietych odcinki As, 2 As, ... nAs i wy-
stawiajgc w poczatkowych punktach tych odcinkéw prostopadte
o dtugosci odpowiadajgcej wartosci sity na danym odcinku, otrzy-
mamy, #aczac korice tych prostopadtych, linie tamang, ktora
w granicy, przy stopniowym zmniejszaniu dtugosci odcinkéw
As, przejdzie w pewng linie krzywg (rys. 46). Rozumujac po-

rys. 46

dobnie, jak w ust. 9, rozdz. I, stwierdzimy, ze i tym razem
praca sity i'6wna jest liczbowo polu figury OABC.

Zatbzmy teraz, ze kierunek przesuniecia tworzy stale z kie-
runkiem statej sity kat a (rys. 47). (Kat ten w przypadku krzy-
woliniowego toru jest kgtem miedzy wektorem sity i styczng
do toru w danyr_n»punkcie). Rozié»imy wektor / na dwie skia-

dowe: styczng / i normalng fn do toru. Punkt materialny
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przesuwa sie jedynie

w Kierunku skfado-

wej stycznej; w kie-

runku sktadowej nor-

malnej  przesuniecie

jego roéwne jest zeru.

Praca wiec sity /

rys. 47 sprowadza sie, zgod-

nie z podanym na poczatku tego ustepu okresleniem pracy, do

pracy sktadowej / , rébwna jest zatem

TJ= /. s cos «

Gdy sita / jest wypadkowa dwu lub wiecej sit, praca jej rowna
jest sumie prac sit sktadowych. ’Niech AT (rys. 48) jest kierunkiem

stycznej do toru, sktadowa sity fi w tym kierunku jest A_I:|; sktadowa
sity fi— HF; suma ich réwna jest AF, sktadowej sity./, ktora jest

wypadkowa sit fi i /a.

rys. 48

Stosujac ten wzor rowniez wtedy, gdy a > 90°, a wiec, gdy
Tama warto$¢ ujemng, uog6lniamy podane wyzej okre$lenie pracy
i na przypadki, gdy punkt materialny przesuwa sie w kierunku

przeciwnym do Kierunku sktadowej stycznej fg. Mowimy wtedy
zazwyczaj, ze praca zostata wykonana przeciwko sile f.

Podnoszac jakie$ cialo do gdéry ruchem jednostajnym musimy
dziata¢ na nie silg réwng sile ciezkosci (pomijamy tu op6r powietrza
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lub podstawy, po ktdérej ciato sie porusza, oraz nie uwzgledniamy
chwili poczatkowej, w ktérej sita, z jakg dziatamy, musi by¢ wieksza
od ciezaru Q ciata, aby wypadkowa tych dwu sit mogta nadac¢ ciatu
te predkos¢, z jaka ma sie nadal poruszaé). Niech przesuniecie ciata
w kierunku pionowym do géry wynosi h, wtedy praca przez nas wy-
konana

5= Q.h.

Eo6wnie dobrze mozemy powiedzie¢, ze sita ciezkosci wykonata prace
ujemna

- G——0Q.h

lub ze praca C zostata wykonana przeciwko sile ciezkosci.

Gdy ciato przesuwamy ruchem jednostajnym w kierunku pozio-
mym, praca sity ciezkosci jest zgodnie ze wzorem (5) réwna zeru.
Ten wniosek jest w pozornej sprzecznosci z codziennym doswiadcze-
niem, wiemy bowiem, ze przesuwanie ciat w ptaszczyznie poziomej wy-
maga pracy. Sprzeczno$¢ te mozna jednak tatwo usungé. Praca jest
tym razem wykonana nie przez site ciezkosci, lecz przez site, konieczng
do utrzymania ruchu jednostajnego ciata wbrew hamujgcym ten ruch
oporom tarcia. Znamy jednak sposoby zmniejszenia tych opordw,
i stosujac je, zmniejszamy wykonywang przez nas prace.

W przypadku najogélniejszym, gdy zaréwno wartos$¢ sity,
jak i kat a sg r6zne w réznych punktach toru, praca wyraza sie
suma prac elementarnych

G-= —lim 2f-Js cos (/, Js), (5a)

gdzie symbol (/, as) oznacza kat miedzy kierunkiem sity i kie-
runkiem stycznej do toru, zgodnym z kierunkiem nieogranicze-
nie matego odcinka toru w punkcie stycznosci.

Nazwijmy iloczynem skalarowym Ilub we wnetrz-
ny m dwu wektoréw a i b skalar

——>
c= a.b .cos (a, b).

. - aiing
Wielko$¢ ta ma warto$¢ najwiekszg, gdy wektory a i b sa

réwnolegte (cos (o, b) = 1), rédwng za$ zeru, gdy sg prostopadie
(cos (a, 6)=0). lloczyn skalarowy symbolicznie oznaczamy

—> —>

o= a.h

Gdy tor punktu jest prostoliniowy, przesuniecie punktu mozemy,
jak o tym wiemy z rozwazan ust. 5, rozdz. |, uwazaé¢ za wektor, kto-
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rego kierunek jest kierunkiem ruchu. W przypadku ruchu krzywoli-
niowego krzywa, po Kktorej porusza sie punkt materialny, mozemy
zastgpi¢ linig tamang (rozdz. I, ust. 3), ktéra tym mniej rézni sie
od danej krzywej, im krotsze sa poszczeg6lne jej odcinki; w granicy
réznica ta nieograniczenie zbliza sie do zera. Te elementarne odcinki
ES-%AS' zazwyczaj oznaczane symbolem cis, wyrazajgce prostoliniowe
przesuniecia punktu materialnego w danych punktach toru, mozemy

réwniez uwazaé¢ za wektory ds = gm As. Wtedy i wzor (5a) staje sie
25>0
suma iloczynéw skalarowych

U—lim 2?, As.
Js-*Q

Uwzgledniajagc czas, w ciagu ktorego praca zostata wyko-
nana, dochodzimy do pojecia mocy lub dzielnos$ci albo
sprawnos$ci, ktorej miarg jest praca odniesiona do jedno-
stki czasu. Gdy praca wzrasta proporcjonalnie do czasu, moc
wyraza sie wzorem

P=f, (5b)

gdzie i czas trwania pracy, skad
V=P.t

Za jednostke mocy w uktadzie C. G. S. przyjmujemy moc jednego
erga na sekunde (erg/sek) Ilub jednego dzula na sekunde
(dz/sek). Ta ostatnia jednostka ma nazwe wata (w) od na-
zwiska Jamesa Watta (1736—1825), tworcy jednej z pierw-
szych maszyn parowych.
Tysigc razy wiekszg jednostkg od wata jest kilowat
(kw).
Uzywana czesto jednostka kilowat-godzina (Kwh) jest jedno-
stkg pracy. Jest to praca wykonana w ciggu jednej godziny mocg

jednego kilowata.

Gdy praca wykonana w poszczeg6lnych réwnych odstepach
czasu ma warto$ci r6zne, moc chwilowg otrzymujemy ze wzoru

P == IJItIDO h.ﬂL °
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9. ENERGIA RUCHU PUNKTU MATERIALNEGO

Przypusc¢my, ze sita f, ktérej prace chcemy obliczy¢, jest
wypadkowg wszystkich sit, dziatajagcych na punkt materialny M
0 masie m, i ze jej sktadowa styczna do toru ma wartos$¢ stala.
Wtedy ruch punktu materialnego M, poruszajgcego sie w Kie-
runku tej sktadowej, jest jednostajnie przyspieszony. Droga
wiec, przebyta przez punkt materialny M w ciggu czasu t, jest
réwna

s= vOt + -¢rat’
u

skad po podstawieniu t= Vt—vo ;= L , otrzymujemy

fs.s=%5=y mv*—~mva@ (s)

Wzér ten obowigzuje, oczywiscie, i w przypadku, gdy s jest bar-
dzo mate. Praca zatem elementarna, wykonana na drodze lim As,
wyrazi sie wzorem analogicznym Js_>0
lim A77 = lim. / As= lim A
LN

mv*),

\2
gdzie symbol Aw ostatnim wyrazie oznacza bardzo maty przyrost

wielkosci ~m v 2 na odcinku lim As. Wobec tego na prace zmien-
2 ¢—0

nej sktadowej stycznej fs, rowng, jak wiemy, sumie prac elemen-

tarnych, otrzymamy

77= limSf .As— lim L/.As cos (/, As)= lim LA77=
Js-*0 ~A5*0

= lim LA mvsj= ~ mvi—  muv\, (6 )

gdzie vi oznacza predko$¢ punktu materialnego w koncowym
punkcie drogi.

Przypus¢my teraz, ze ten sam punkt materialny poruszajac
sie z predkoscig vx napotyka opor, powodujagcy zmniejszanie
sie jego predkosci az do wartosci poczatkowej v0. Obliczajac ele-
mentarne prace, wykonane przeciwko sitom oporu, i sumujac je,
stwierdzimy bez wielkiego trudu, ze catkowita praca wyrazi sie

wzorem 1 i
G'——G*=Y mvo—-=2 mvl>
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a wiec rozni¢ sie bedzie jedynie znakiem od pracy, wykonanej
przy zwiekszaniu predkosci punktu materialnego od vO do vt.

Praca %' bedzie wykonana na drodze s', rd6znej na og6t od drogi s,
na ktorej zostata wykonana praca U. W szczegélnym jedynie przy-

padku, gdy sity oporu sa réwne sile ?/ drogi s i s' sg réwne.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze punkt materialny, zwiegk-
szywszy swa predko$¢ do vu powiekszyt swg zdolno$¢ wy-
konywania pracy o%mvi ;—mv\, takg bowiem prace
moze wykonacéprzeciwko sitom oporu,wracajac do pred-
kosci poprzedniej. Zmiany zatem wielkosci & Muz sg miarg
zmian, jakich doznata ta zdolno$¢ punktu materialnego. Tego
rodzaju wielko$¢ nazywamy energiag. Poniewaz w tym przy-
padku zmiany energii ujawniajg sie w zmianie stanu ruchu,

wielkos¢ A mv2 nazywamy energig ruchu lubenergia

kinetyczna punktu materialnego.
Praca zatem sity /

A=t i—Lo (6b)

gdzie L1 i LO oznaczajg koncowe i poczatkowe warto$ci energii
ruchu punktu materialnego M.

Ze wzoru (s b) wynika, ze jednostki energii ruchu sg te
same, co pracy, a wiec erg i dzul.

Jest rzeczg oczywistg, ze energia ta posiada oznaczong war-
tos¢ jedynie w oznaczonym uktadzie odniesienia; przy zmianie
uktadu warto$é jej sie zmienia.

Gdyby $ciana pokoju poruszata sie z tg samag predkoscia, co
miotek, nie moglibySmy uzy¢ jego energii ruchu do whicia w $ciane
gwozdzia, w uktadzie bowiem odniesienia, zwigzanym ze $ciana,
energia ruchu mitotka jest réwna zeru; aby gwo6zdz wbi¢, musimy
nada¢ miotkowi pewng predko$¢ wzgledem S$ciany. W ukitadzie od-
niesienia, zwigzanym z ziemia, energia ruchu ziemi réwna jest zeru;
w planetarnym ukfadzie energia ta posiada warto$¢ bardzo wielka.
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10. UKLADY ZACHOWAWCZE. ENERGIA POTENCJALNA

Gdy wypadkowa / sit, dziatajacych na punkt materialny M,

ma sktadowg styczng do toru fs réwng zeru, energia ruchu
punktu M sie nie zmienia i punkt materialny porusza sie ruchem
jednostajnym.

Gdy poza tym sktadowa normalna do toru jest roéwna zeru,

a wiec gdy wypadkowa />jest réwna zeru, torem punktu material-
nego M jest linia prosta i kierunek ruchu jest wyznaczony przez
kierunek predkosci poczatkowej; w przypadku ogo0lniejszym, przez
nas rozpatrywanym, tor punktu jest dowolng krzywag, ktorej ksztah

wyznaczajg predkos$¢ poczatkowa i sktadowa normalna wypadkowej /.

Oznaczmy wypadkowg wszystkich sit, ktérych sktadowa
styczna ma kierunek zgodny z kierunkiem ruchu, a wiec two-

rzacych z kierunkiem ruchu kat mniejszy od 90°, przez fz,
wypadkowg sit o
skfadowej stycznej
skierowanej prze-
ciwnie do kierunku
ruchu, przezj i u-
wazajmy wszystkie
ciata, dziatajace na
punkt M sitami
oporu (o wypadko-
wej fw), za tworzace z .punktem materialnym wspolny uktad

ciat, sity za$, dziatajagce w kierunku ruchu (o wypadkowej fz),
za sity zewnetrzne, wywierane przez ciata, nie nalezace do uktadu.

Przy przesunieciu punktu materialnego M z potozenia A do
potozenia B wzdtuz drogi s praca sit zewnetrznych wyrazi sie
wzorem

rys. 49

*'=|im2/. as,

Js->0 *
gdzie / oznacza tu sktadowsg sit zewnetrznych; praca ta, zgodnie
z zalozeniem, ze w kazdym punkcie toru/ =8— /', jest réwna
ujemnej pracy sit ukiadu.
Zalozmy teraz, ze w rozpatrywanym przez nas ukladzie
praca, wykonana przez sity zewnetrzne przy przesunieciu punktu

Wyktady fizyki, t, | Q
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rys. 50

-o materialnego M z potozenia A poprzez po-
tozenie B z powrotem do potozenia poczat-
kowego, jrownia jest zeru. Niech 5°, oma-
cza .prace sit zewnetrznych, wykonang na
dirodze od A do B; &nA — prace tychze
sit na drodze od B do A. W mysl zatoze-
nia mamy

lub BA -

Jezeli wiec na drodze od A do B praca
sit zewnetrznych byta dodatnia, na drodze

od B do A bedzie ona ujemna. Mozemy zatem powiedzie¢, ze na
tej ostatniej czesci drogi praca byta wykonana nie przez sity ze-
wnetrzne, lecz przeciwko nim przez sity uktadu. Jest to mozliwe
tylko wtedy, gdy przy zmianie kierunku ruchu punktu material-
nego tak, aby zaczat sie on poruszaé z powrotem od B do A, sity
uktadu zachowujg swoj kierunek poprzedni i stajg sie sitami
poruszajacymi, rownowazacymi opér stawiany temu przesu-
nieciu przez sity zewnetrzne f. Praca sit uktadu, wykonana przy
przesunieciu punktu materialnego M z potozenia B do A, jest
wtedy, zgodnie z zatozeniem, rowna co do wartosci bezwzglednej
pracy, zuzytej poprzednio na przesuniecie tegoz punktu z A do B.

Rownos¢ ta zachodzi bez wzgledu na ksztat
drogi, wzdtuz ktérej nastgpito przesuniecie i co
do ktorej nie czyniliSmy Zzadnych zatozen do-
datkowych; warto$¢é przeto pracy sit zewnetrz-
nych zalezy w tym przypadku jedynie od poto-
zenia poczatkowego i koricowego punktu drogi.
Taki uktad nazywamy uktadem zacho-
wawczym, sity zaS w nim dziatajgce, — si-
tami zachowawczymi.

Niech przez doskonale gtadki blok, mo-
gacy sie obracaé bez tarcia koto osi poziomej,
bedzie przerzucona doskonale gietka, nieroz-
ciggliwa ni¢, na ktérej jednym koncu zawie-
szamy kule, uwazang za punkt materialny (rys.
51). W ukfadzie — kula, ziemia — ciezar kuli
Q jest sitg wewnetrzng uktadu. Nadajmy kuli

rys
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niewielkg predkosé do géry i utrzymujmy kule w ruchu jedno-
stajnym, ciagnac za drugi swobodny koniec nici silg f — Q, lecz
skierowang przeciwnie do kierunku sity ciezkosci. Przy podnie-
sieniu kuli od A do A' na wysokos$¢ h, drugi koniec nici opadnie
na dot o te samag wysoko$¢, ni¢ bowiem jest nierozciggliwa,
praca sity /
V=f.h==—Q.h (a)
Gdy kula znajdzie sie na tej wysokosci, przysunimy do niej
doskonale gtadka réwnie pochytg A'B i nadajmy kuli niewielka
predkos$¢ o kierunku A'B (rys. 52). Aby w tym kierunku poru-

szata sie ona ruchem jednostajnym, musimy do swobodnego
konca sznurka przytozy¢ site fx réwng sile przyspieszajacej
Qs = Qsina, bedacej sktadowg styczng do drogi ciezaru Q,
dziatajgcego w tym samym Kierunku, co przy podnoszeniu kuli.
Praca tej sktadowej, réwna pracy, wykonanej przeciwko sile
zewnetrznej /s., wyniesie Qs' I= Qsina sing Qh= —fh. (b
Gdy kula dojdzie do potozenia B, przesuwamy jg po doskonale
.gtadkiej poziomej podstawie do punktu A. To przesuniecie pro-
stopadte do kierunku sity ciezkosci, nie bedzie wymagato zadnej
pracy. Praca zatem sit zewnetrznych przy przesunieciu kuli
od A do A' iz powrotem do A bedzie rowna
f.h—f.h——Q.h Q.h—0.

6*
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Z zestawienia za$ wzoréw (a) i (b) wynika bezposrednio,,
ze wartosci prac, ktore by trzeba byto wykonaé, azeby kule pod-
nies¢ na wysokos¢ h pionowo i wzdtuz réwni pochyltej, sg wza-
jemnie réwne.

Uklad zatem przez nas rozpatrywany — ziemia, kula —
jest uktadem zachowawczym.

Praca sity zewnetrznej, zuzyta na pokonanie oporu sit
uktadu, powoduje zwiekszenie zdolnosci wykonywania pracy
przez ukfad, ktorego sity, przywracajac poczatkowe potozenie
punktu materialnego M w uktadzie, wykonywaja prace réwng
zuzytej na przesuniecie. | w tym wiec przypadku mamy do czy-
nienia ze zmiang energii. Nie jest to juz jednak energia punktu
materialnego M, lecz energia uktadu, do ktérego punkt M na-
lezy. Energii tej dajemy nazwe energii potozenia lub tez,
bardziej o0g6lng, energii potencjalnej. Ten ostatni
termin podkresla, nieistotng zreszta, réznice miedzy widoczna
dla nas energig ruchu poruszajacego sie ciata i, jak gdyby ukryta,
ujawniajgcg sie dopiero przy wykonywaniu pracy, energia
ukfadu, zmieniajgca sie wraz ze zmiang jego konfiguracji,
tj. wzajemnego potozenia jego cze$ci. Sprezyna napieta, magnes,
i znajdujacy sie w pewnej od niego odlegtosci kawat zelaza, zie-
mia i podniesiony ponad jej powierzchnie kamien — oto proste
przyktady uktadow, w ktérych zmiana konfiguracji powoduje
zmiane energii potencjalnej. Miarg jej zmiany jest praca, zuzyta
na zmiane konfiguracji. Oznaczajac poczatkowg wartos¢ energii
potencjalnej przez EO, koncowg przez Ex, mamy

G=E1—Eq 7)

Wax*to$¢ energii potencjalnej uktadu w danej konfiguracji
bedzie zatem El= EO+ G

gdzie EOjest na ogdt wielkoscig nieoznaczong. Zazwyczaj pewng
konfiguracje przyjmujemy za poczatkowg i warto$¢ odpowiada-
jacej jej energii za EQ. Tak np. w uktadzie — kamien, ziemia —
uwazamy czesto energie potencjalng, ktorg uktad posiada, gdy
kamien lezy na powierzchni ziemi, za EOQ; wtedy warto$¢ E, od-
powiadajgca podniesieniu kamienia na wysokos$¢ h, jest réwna.

E=EO+ Q.h= Q.h+ stala.
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11. ZASADA ZACHOWANIA ENERGII MECHANICZNE]

Wréémy teraz znowu do przypadku, rozpatrywanego
w ust. 9, gdy sktadowa styczna wypadkowej sit, dziatajgcych na
punkt materialny M, nie jest rowna zeru, i zatézmy, ze punkt M
jest czescig uktadu zachowawczego. Oznaczmy, jak poprzednio,
przez fs sktadowg styczng wypadkowej sit zewnetrznych, przez
/' — skiadowg styczng sit ukladu, przy czym, zgodnie z zalo-
zeniem fsrE/".

Praca skladowej stycznej wypadkowej wszystkich sit -wy-
razi sie wzorem (s)

N ==limS (/ —/') As=.~-mv\ — i-nivl

¢S-+0 S S 2 1 2
lub /T= limS/s As— lim Sf As— Lt — L0,
ws-*0 5*-0
oznaczajgc limS/ asprzezi lim %/' As—V , napiszemy
Ji-0 s * Js->0 *

6= C—&w= Ex—LO
Praca f|onie jest niczym innym, jak pracg sit ukladu, réwna
co do wartosci bezwzglednej pracy, potrzebnej do zmiany po-
tozenia punktu M w ukladzie, a wiec rbwng zmianie energii po-
tencjalnej ukiadu.
Mamy zatem
5]: en—EO-\-L1— Lo. (8)

Wz6r ten mozemy bez trudu uogéIni¢ na przypadek, gdy sity
zewnetrzne dziatajg nie na jeden, lecz na n punktow uktadu. We
wzorze (s ) *£/ bedzie -wtedy sumg prac wszystkich sit zewnetrz-
nych; bedzie ona zawsze rowna sumie zmian energii potencjal-
nej uktadu i energii ruchu punktéw materialnych, stanowiagcych
dany uktad. Gdy 9/> 0, suma przyrostdbw obydwu rodzajéw
energii jest réwniez dodatnia: catkowita energia me-
chaniczna uktadu wzrasta; gdy % < o, gdy wiec praca
jest wykonywana przeciwko sitom zewnetrznym, catkowita
energia mechaniczna uktadu maleje. Uktad wtedy nazywamy
motorem lub Zrédtem energii. Gdy wreszcie mamy
do czynienia z uktadem odosobnionym, tzn. takim, ktéry nie
podlega dziataniu cial, nie nalezacych do uktadu, praca sit ze-
wnetrznych jest stale réwna zeru. Wzér (s) wtedy ma postac

Eo—E L .— Lo. (©)]
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W takim uktadzie energia ruchu moze wzrasta¢ tylko ko-
sztem energii potencjalnej, energia potencjalna kosztem energii
ruchu; zmniejszenie jednej réwne jest zwiekszeniu drugiej, suma
ich wiec pozostaje stata

E A- L = stalej. (10)

Podanemu wyzej okresleniu uktadu odosobnionego nie czyni
zado$¢ w istocie zaden ukiad rzeczywisty. Nie znamy i, byé moze,
nigdy nie bedziemy znali sposobu, ktéry by pozwolit uchroni¢ pewng
grupe ciat od dziatania pozostatej czesci wszechswiata. Mozna by na-
wet powiedzie¢, ze coraz doktadniejsza znajomo$¢ Sswiata zewnetrz-
nego prowadzi do ustalenia coraz $cislejszej wspotzaleznosci wszyst-
kich zjawisk w nim zachodzacych. W wielu jednak przypadkach nie
popetniamy znaczniejszego biedu, uwazajgc uktad, podlegajacy pew-
nym oddziatywaniom zewnetrznym, za catkowicie odosobniony. Tak
np. obserwujac spadanie kamienia, mozna czesto uwazaé¢ uktad: ka-
mien, ziemia, za uktad odosobniony, jakkolwiek dziatanie na ten uktad
sit przyciagajacych, wywieranych przez stonice, ksiezyc i inne planety,
nie moze podlegaé najmniejszej watpliwosci. Dziatanie to jednak
w znikomym jedynie stopniu wptywa na wyniki naszych pomiardw.
Podobnie w praktyce najczesciej pomijamy wplyw, jaki na zja-
wiska ziemskie moze wywiera¢ S$wiat gwiazd statych, jakkolwiek
badania nowsze zdajg sie¢ wskazywac, ze wptyw taki w rzeczywisto-
$ci istnieje.

Wzory (s) i (10), stanowigce algebraiczny wyraz zasady
zachowania energii mechanicznej, potwierdzajg
zatozenie, postawione jeszcze przez Galileusza, niemozliwosci
zbudowania mechanicznego perpetuum mobile, tzn. takiego
uktadu ciat, ktéry by mogt dostarczaé nieograniczonej ilosci
pracy, ktéry by wiec byt wiecznie dziatajgcym motorem. Istotnie,
ze wzoru (10) wynika, ze kazdy uktad zachowawczy posiada
ograniczong ilo$¢ energii mechanicznej, ze wzoru za$ (s), ze
praca, przez taki uklad wykonana, zmniejsza ilo$¢ zawartej
w nim energii. W najlepszych przeto nawet warunkach, przy
catkowitym zuzyciu energii ukfadu, praca uktadu bedzie miata
zawsze warto$¢ skonczong. Twierdzenie Galileusza, ktore zwig-
zaliSmy z rozpatrywaniem uktadéw zachowawczych, jest, jak
sie 0 tym pOzniej przekonamy, znacznie ogolniejsze od obowig-
zujacej tylko w ukladach zachowawczych zasady zachowania
energii mechanicznej.
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12. UKLADY ROZPRASZAJACE

Warunek bowiem podstawowy, aby praca sit zewnetrznych
byta niezalezna od ksztattu drogi, wzdtuz ktérej przesuwa sie
punkt materialny M, w ukladach rzeczywistych nigdy nie jest
catkowicie spetniony. Tak np. w rozpatrywanym przez nas pro-
stym ukfadzie — kula, ziemia — mogliSmy ustali¢ niezalezno$¢
pracy wykonanej od rodzaju drogi tylko przy fikcyjnym zato-
zeniu, ze podstawa AB i roéwnia BA' sg doskonale gtadkie oraz ze
blok obraca si¢ koto swej osi bez tarcia. W rzeczywistosci, naj-
doktadniejsze nawet wypolerowamie tych powierzchni, uzycie
mozliwie najlepszych sposob6éw umocowania osi bloku nie usunie
nigdy catkowicie tarcia. Sita zewnetrzna bedzie musiata pokonac
przy przesuwaniu kuli nie tylko opdr sity ciezkosci, lecz réwniez
op6r sit tarcia, ktérych warto$¢ zalezna jest od predkosci poru-
szanego ciata i od skiadowych normalnych sit dziatajgcych,
a wiec od tych wielkosci, ktéresmy w wywodach ust. 9 pomijali.
Ujemna praca sit tarcia wzrasta, na ogot, wraz z dtugoscia drogi
punktu M, jest wiec wieksza przy przesuwaniu kuli wzdiuz
ABA’, niz przy jej podnoszeniu pionowym. Ze zmiang Kierunku
ruchu punktu M sity te rowniez zmieniajg swoj kierunek, pozo-
stajac state sitami hamujacymi. Sa to wiec te sity, ktére w ust. 1
nazwaliSmy oporami biernymi. Praca sit uktadu, wykonywana
podczas powrotu uktadu do konfiguracji poprzedniej, nigdy nie
zuzywa sie catkowicie na pokonanie oporu sit zewnetrznych,
cze$C jej zawsze pochtonieta jest przez opdr tarcia. W naszym
przykfadzie praca spadajgcego ciezaru Q. h jest zawsze wieksza
od pracy /. h. Ubytek wiec energii. mechanicznej uktadu prze-
wyzsza prace, oddang na zewnatrz. Uklad taki, w ktérym nie
wszystkie sity sg zachowawcze, nazywamy uktadem roz-
praszajgcym, oporom za$ biernym czesto daje sie nazwe
sit rozpraszajgcych. W takich ukladach obliczenie
zmiany energii potencjalnej mozliwe jest tylko wtedy, gdy
w pracy sit zewnetrznych potrafimy wyodrebni¢ cze$¢, wykonang
przeciwko sitom zachowawczym, od czesci, zuzytej na pokonanie
oporéw biernych. Zmiany,, jakie wywotuje w uktadach rozpra-
szajgcych praca sit zewnetrznych, sg o wiele bardziej ztozone od
rozpatrywanych dotychczas; bedziemy o nich méwili znacznie
pozniej.
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13. ZASTOSOWANIE ZASADY ZACHOWANIA ENERGII ME-
CHANICZNEJ DO ROZPATRZENIA DRGAN HARMONIJNYCH PRO-
STYCH PUNKTU MATERIALNEGO

Niech na swobodnym koncu sprezyny, ktérej drugi koniec
jest umocowany, wisi ciato M o rozmiarach tak matych, ze mo-
zemy je uwazaé za punkt materialny (rys. 53). Zatézmy, ze bar-

dzo matego ciezaru punktu ma-

0 terialnego M mozemy w naszych

rozwazaniach nie uwzgledniac,

wtedy bedziemy mogli przyjac,

ze zawieszenie punktu material-

nego M na sprezynie nie powo-

duje jej rozciggniecia i, co za

tym idzie, powstania w niej sit

sprezystych, przeciwdziatajgcych

zmianie diugosci sprezyny. Sity

te powstang dopiero wtedy, gdy

punkt materialny M bedziemy

przesuwali z poczatkowego poto-

zenia MOdo innego potozenia ML

Wartos¢ tych sit bedzie wzra-

stata proporcjonalnie do odchy-

lenia x od potozenia MO, ktdre mozemy nazwac potozeniem row-
nowagi (rozdz. V, ust. 2), bedziemy wiec mieli

f = icx

gdzie k czynnik proporcjonalnosci zalezny od dtugosci spre-
zyny w potozeniu MO i od jej wiasnosci sprezystych, i zachowu-
jacy te sama warto$¢ zaréwno przy wydtuzaniu, jak i skracaniu
sprezyny. Chcac wiec ruchem jednostajnym przesung¢ punkt ma-
terialny M z MOdo Mu musimy na niego dziatac sitg zewnetrzng
fx rowng sitom sprezystym, a wiec takze zmieniajgcg sie propor-
cjonalnie do odchylenia od potozenia réwnowagi.

Prace tej sity mozemy wyznaczy¢ w sposob nastepujacy.
Odkfadajmy na osi odcietych (rys. 54) chwilowe odlegtosci
punktu materialnego M od potozenia réwnowagi, na osi rzed-
nych odpowiadajgce im wartosci sity fx. Zaleznos¢ f\ od x wy-
razi sie, jak to tatwo mozna sprawdzié¢, linig prostg OA; praca
wykonana jest zatem liczbowo rowna polu tréjkagta OAB, a wiec'



rys. 54

wobec .tego, ze OB — xx; AB = fx= kxx, gdzie xx odlegtos¢
punktu Mx od MQ,

Praca ta wyraza przyrost energii potencjalnej sprezyny,
spowodowany przesunieciem punktu materialnego M z M0 do M\

AE = ~lcx\. (11)

Gdy sita zewnetrzna fX rownowazaca sity wewnetrzne /,
przestanie dziata¢, punkt materialny M zacznie wraca¢ do poto-
zenia rownowagi i nabyta energia potencjalna bedzie stopniowo
sie zmniejszata. Zmniejszanie sie jej bedzie powodowato, zgodnie
ze wzorem (10), zwiekszanie sie energii ruchu punktu material-
nego M (energie ruchu zwojow sprezyny pomijamy). Energia ta
osiggnie warto$¢ najwiekszg w potozeniu rownowagi, wtedy bo-
wiem AE stanie sie réwng zeru. W punkcie MO energia ruchu
punktu materialnego M

--mv* — -- lcx*.
2 2

Posiadajgc te energie punkt materialny M nie zatrzyma sie
w potozeniu rownowagi, lecz poruszac sie bedzie dalej, powodu-
jac skracanie sie sprezyny. Opor sit sprezystych, powstajgcych
przy tym odksztatceniu, zmniejsza stopniowo energie ruchu
punktu materialnego M, Kktdrej warto$¢ staje sie réwna zeru
w punkcie M2, znajdujagcym sie w tej samej odlegtosci od MO,
co Mx.

W punkcie M2 energia potencjalna wzrosnie znowu o AE
i znowu zacznie sie zmniejsza¢, gdy punkt mateiialny M, wy-
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czerpawszy swa energie ruchu, zacznie sie znéw poruszaé ku po-
tozeniu réwnowagi. Powtdrzy sie zatem ten sam ruch, co po-
przednio, zmieni si¢ jedynie jego kierunek. Przy doj$ciu punktu
materialnego M do potozenia Mt otrzymamy doktadne odtworze-
nie warunkoéw poczatkowych, a wiec znéw ruch punktu material-
nego od Mt do Mc,. Punkt M poruszac sie bedzie tedy periodycz-
nie wzdtuz prostej MIM2. W kazdym punkcie tego toru dziata¢
na niego bedzie sita, proporcjonalna do odchylenia od potozenia
réwnowagi i skierowana ku temu potozeniu. Sita ta, oczywiscie,
udziela¢ mu bedzie przyspieszenia o tym samym kierunku i réw-
niez proporcjonalnego do x. Ruch za$ o takim przyspieszeniu
jest, jak wiemy (rozdz. I, ust. 12), ruchem drgajgcym harmonij-
nym prostym. Mozemy zatem napisac

fz=lcx— ma= m m X,

gdzie m masa punktu materialnego M. Stad

T= 1 m

n (12)

Zatozmy teraz, ze punkt materialny M o ciezarze Q wisi na
gietkiej nierozciggliwej nici, dtugosci | (rys. 55). Jest to tzw.
wahadto matematyczne. Gdy ni¢ wisi pionowo, punkt
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materialny M jest w rownowadze: ciezar Q rbwnowazony jest
oporem nici. W potozeniu Mx op6r nici rownowazy jedynie skita-
dowg MjA ciezaru, druga sktadowa M1B1— Qsina powodowac
bedzie ruch jego w kierunku potozenia poczatkowego. Temu ru-
chowi towarzyszy zmniejszanie sie nabytej przy przejsciu do M1
energii potencjalnej aE=Q .h.

Jednocze$nie wzrasta¢ bedzie energia ruchu punktu mate-
rialnego M, osiggajac warto$¢ najwiekszg w potozeniu M0>gdzie

(13)

Dzieki tej energii punkt materialny M nie zatrzyma sie w po-
fozeniu réwnowagi, lecz.bedzie sie poruszat dalej, przezwycieza-
jac opor sity ciezkosci, az do punktu M[ w ktérym jego energia
ruchu stanie sie réwng zeru. Jezeli w ukfadzie nie ma oporéw
biernych, punkt materialny M podniesie sie na te samg wyso-
kos¢, z jakiej spadat, i znowu pod dziataniem sktadowej M'B,,
zacznie wraca¢ do MO. Taki ruch od Mx do M[ i z powrotem po-
wtarza¢ sie¢ bedzie nieograniczenie diugo. W kazdym, punkcie
toru na punkt materialny M dziata sita Qsina gdzie a jest wiel-
koscig zmienng. Dla katow a matych mozemy przyja¢ sina
= a (znak réwnosci z kropka u gory oznacza, ze wielkosci, zwig-
zane tym znakiem, sg jedynie w przyblizeniu rowne) i zatozyc,
ze tuk MXMO— la rézni sie nieograniczenie mato od cieciwy
M10 1= x. Wtedy sita, dziatajgca na punkt materialny M/wy-
razi sie wzorem X

f=Q .a=
bedzie wiec proporcjonalna do odchylenia od potozenia réwno-
wagi i skierowana stale ku niemu. Przy matych odchyleniach mo-
zemy przeto uwazac ruch wahadta za ruch drgajacy harmonijny

prosty. Ze wzoru X
f=Q. =m.—x

otrzymujemy na okres wahan

(13 a)

14. POPED (IMPULS) 1 ILOSC RUCHU (PED)
W ust. s zaznaczyliSmy, ze wynik dziatania sity mozemy
rozpatrywacé rowniez w zwigzku z czasem, w ktérego ciggu ta
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sita dziata. Rozpatrzmy to dziatanie na prostym przyktadzie po-
jedynczego punktu materialnego M o masie m, do ktoérego przy-
fozona jest zmienna na ogot sita /. Przypusémy, jakeSmy to juz
niejednokrotnie czynili, ze w ciggu bardzo krétkiego czasu
At sek site te mozna uwazaé za statg i ze w ciggu tego czasu

predko$¢ punktu materialnego zmienia sie od wartosci v' do v",
Ze wiec
o f
v =V ajt = — Jt.
m
Odtézmy w kierunkach wektorow v' i v" (rys. 56) wektory
m razy wieksze, mv’ i mv”, ktére nazwiemy iloSciami ru-
chu (pedami) punktu mate-

rialnego M. Z podobienstwa tréj-
katow OAB i OCD wynika, ze
wektor CD jest m razy wiekszy
?d wektora AB, ze wiec rowny

] —»> 3'_ —»

jest my — ma At= fAt. Wektor
ten, nazywany impulsem
(popedem),jest wiec roznicg
geometryczng wektorow obi ot

f,At=mv"—mv'-=A{mv’), (aj

rys. 56 gdzie znak A oznacza tym razem
bardzo maty przyrost geome-

tryczny wektora mv'. Stad na site chwilowg / otrzymujemy

D(mv")
It (14)
lub, przechodzac do granicy i odrzucajgc znaczek przy v,
j'= i PMV) (14a)
yo 1

Sita réwna jest przyrostowi- ilosci ruchu punktu material-
nego, odniesionemu do jednostki czasu, i posiada ten sam, co dany
przyrost, kierunek. Dziatanie sity w ciggu skofczonego czasu t

otrzymamy, sumujac dziatania elementarne I’ At. Ze wzoru (@)
otrzymujemy Jt=
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Oznaczajgc sume geometryczng impulsow przez | i uwzgled-
niajac, ze, jak to fatwo mozna sprawdzi¢, %A(mv) = m v I—mv0>

gdzie v0 oznacza predko$¢ poczatkowg, vt — predkos¢ koncowa
punktu materialnego, mozemy napisac

= mvi—mvO (14 b)
Suma geometryczna impulséw, udzielonych punktowi mate-
rialnemu M, réwna jest przyrostowi jego ilosci ruchu.

Wyprowadzenie wzoru (14) oparliSmy na wzorze f = ma, ktory
w ust. 4 przyjeliSmy za wyraz drugiej zasady mechaniki. Mogli-
bySmy jednak postgpi¢ i odwrotnie i uwazac¢ tak, jak to uczynit New-
ton, Za wyraz drugiej zasady wzér (14). Wtedy, zaktadajac, ze
w ciggu czasu t sita / ma warto$é i kierunek staty, oraz ze masa
punktu materialnego M nie zalezy od predkosci jego ruchu, otrzy-
mamy ze wzoru (14) wzor (2 a). Istotnie, mamy wtedy
—»> >
—+ — — --» Vv, —* —>
f,t= mv{—mva, skad f—m — = ma.
Wzor (14) jest zatem, jak widzimy, ogélniejszy od wzoru (2 a).
Termin ilosci ruchu wprowadzit do fizyki Kartezjusz (Descartes,.
1596—1650), impulsu — Belanger (1847 r.).

15. SRODEK MASY UKLADU PUNKTOW MATERIALNYCH
Wzér (14) mozna, oczywiscie, uogdlni¢ na uktad, ztozony

zwielu punktéw materialnych.

Zanim jednak do tego przysta- >0

pimy, wprowadzimy pewne/”"/

nowe wielkosci, ktére znacz-

nie utatwig nasze rozwazania.

Przypusémy, ze mamy ukitad,

ztozony z dwu punktéw mate-

rialnych, znajdujacych sie w

punktach A i B (rys. 57),

i oznaczmy ich masy przez

nipy i mP  Podzielmy odcinek

AB na dwa odcinki AS i SB,

ktérych dtugosci sg w odwrot-

nym stosunku do mas punktow A i B, tak ze

AS mB
SB~ mA’ (15)
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oraz potagczmy punkty A, B, S z dowolnie wybranym punktem O.

Wektory mA. OA i .OB nazywac bedziemy momentami
mas mA\ mBwzgledem punktu O, punktza§ S — Srodkiem
masy dwu danych punktéw materialnych.

Zatozmy, ze w punkcie 5 skupiliSmy sume mas obydwu
punktow, ze wiec ms = mA + mB, i wyznaczmy sume momen-

tow obydwu mas. Wektor OA mozemy uwaza¢ za sume geome-

tryczng OS i SA, wektor OB — za sume wektorow OS i $B.
Suma zatem momentow masw, i m,

mAOA + mg-. OB = mA(OS + SA) + mB(OS + SB) =
= [mA+ mB) OS + mASA + msSB.

Wektor SB, ktorego wartos¢, wyznaczona ze wzoru (15), wy-

ra >
nosi — SA, ma kierunek przeciwny do kierunku wektora SA,
B
a wiec mBSB= - mASA.
Wobec czego mA. OA + mBOB = (mA+ m;() OS. (154a)

Suma momentéw mas mA i mJ} wzgledem dowolnego punktu O

jest rowna momentowi sumy tych mas, skupionych w $rodku
masy dwu danych punktéw materialnych.

Chcac wyznaczy¢ $rodek masy uktadu, ztozonego z n punk-

tobw materialnych, znajdujemy $rodek masy Sx dwu jakichkol-

wiek punktéw uktadu (rys.

I 58), nastepnie za$, zaktada-

jac, ze w punkcie Sx skupio-

na jest suma mas tych dwu

fm /" \<=——p |/ punktow, znajdujemy srodek
/ r 'Oas masy punktu materialnego Sx
: i innego punktu materialne-
j o\ go ukiadu itd. Mozna bez
/ \ wielkiego trudu udowodnié,
/ \C/777cf ze i tym razem suma momen-
/ . tdw poszczegblnych mas jest
JD /Wj rébwna momentowi ich sumy,

rys. 58 skupionejw ich srodku masy.
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Niech punkt O bed2|e poczatkiem uktadu spéirzednych; skia-

dowe wektora O&/— rj, w kierunku osi spétrzednych roéwne sg NA',

ON i A'A (rys. 59). Odcinek NA" réwny jest odcinkowi A'"A, wyzna-
czajagcemu odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny ZOY, jest to wiec spot-
rzedna xi punktu A (rozdz. I, ust. 2), podobnie odcinek ON réwny

jest odcinkowi A™A, wyznaczajacemu spétrzedng yi punktu A i wre-
szcie A'A=zi. Mamy wiec xi —ricosa, yt= ricosfi, zi—r cos7,
gdzie a, p, y sg katami, jakie wektor n tworzy z osiami Ox, Oy, Oz.

Zgodnie ze wzorem (15a) mamy min + mari + man + ....=*
—-»> —» —»>

=(mi+ ma+ ms...) r—m.r, gdzie przez r oznaczamy wektor O_S>
przez ra, ra... wektory OS, OC.... Stosujac tatwe do udowodnienia
twierdzenie, ze rzut wypadkowej na oznaczony kierunek réwny jest
sumie rzutow sktadowych na tenze kierunek (por. ust. 8, rozdz. I1),
otrzymamy, rzutujac kolejno na kierunki Ox, Oy, Oz.

mi xi + maxi + = mx
miyi + maJa+ = my
mizi + maja+ ....==mz

zastepujac w ten sposéb sume geometryczng przez sumy algebraiczne
sktadowych o tym samym kierunku.

2m,yl m,z

Stad x m ni m V- m m - (15b)
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16. RUCH SRODKA MASY UKLADU. ZASADA ZACHOWANIA
ILOSCI RUCHU
Przypus¢my, ze mamy ukiad z n punktow* materialnych, po-
ruszajacych sie z predkosciami odpowiednio rownymi vl v2.. . vn
(rys. 60). Po uptywie
At sek punkt materialny,
ktory poprzednio znaj-
dowat sie w punkcie A
uktadu, po przejsciu drogi
V1At znajduje sie w punk-
cie A', punkt materialny,
ktéry znajdowat sie w B,

przejdzie droge B B'=v2At
i znajdzie sie w B' itcl,
wreszcie $rodek masy S,
poruszajacy sie z predko-
scig v, przejdzie droge
SS'= VAt i znajdzie sie

w S
Na podstawie wzoru (15a) mozemy napisac
m1O0A -|- to. OB oC

(WM -|- V2 - 173 -j- ==) OS= VI.OS
jak réowniez mxOA' -f nu OB' -j-vi20OC' + ... = m . OS". @
Uwzgledniajac, ze
OA' — OA -\-AA" —OA -\-ViAt) OB'= OB -j- v2At....,
mozemy drugi z wzoréw (a) przepisaé w postaci
1% (OA vt Ai)-fvi2(OB -f- voAi)-j- ... = vi(OS -j- vAtL).
Odejmujac wzdr pierwszy i dzielgc przez At
mivi+ m2v2+ V3+ eee= mv- (16)

Jezeli wiec przeniesiemy wektory ilosci ruchéw wszystkich
punktéw materialnych, stanowigcych dany uktad, do S$rodka-
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masy i zatozymy, ze w Srodku tym skupiona jest cata masa uktadu
m, rowna sumie mas punktéw materialnych, ilos¢ ruchu Srodka
masy bedzie sumg geometryczng ilosci ruchu punktéw ukiadu.
Gdy wiec np. ukfad sktada sie z dwu punktow materialnych, po-
ruszajacych sie w kierunkach przeciwnych z predko$ciami, od-
wrotnie proporcjonalnymi do ich mas, $rodek ich masy pozo-
staje w spoczynku.

Przypusémy teraz, ze na punkty materialne uktadu dziataja

w przeciggu At sek sity /x f2... Predkosci punktéw material-

f 7
nych zwiekszg sie odpowiednio o ~ A't, ¢jt... itd. Stosu-

jac wzor (16) do tego przypadku, otrzymamy

Odejmujac (16)
f[ At-)-f2At-f-__ = mvi—mv. 17)

Zmiane zatem ilosci ruchu srodka masy mozemy wyznaczy¢,
przenoszac do $rodka masy wszystkie impulsy, dziatajace na
punkty uktadu, i «znajdujac ich wypadkowa; wypadkowa ta réwna
jest zmianie ilosci ruchu srodka masy, w ktérym wyobrazamy
sobie skupiong catg mase ukiadu.

W przypadku szczegélnym, gdy ukiad jest odosobniony,

/1, 72 ... sg sitami wewnetrznymi, jakimi dziatajg wzajemnie
na siebie punkty materialne stanowigce dany ukitad; sitom, wy-
wieranym przez punkty materialne AIt A2... An_iukladu na
punkt materialny A n, odpowiadajg w mysl trzeciej zasady me-
chaniki sity réwne i przeciwnie skierowane, jakimi punkt ma-
terialny Au dziata na punkty materialne Alt A2...An v Po-
dobnie sitom, wywieranym na punkt materialny Aa x przez
punkty materialne Av A2... An_2, An, odpowiadajg sity rowne
i przeciwnie skierowane, jakimi punkt materialny An_t dziata
na punkty Av A2... An_2) Anitd. Jezeli wszystkie te sity prze-
niesiemy do $rodka, wypadkowa ich zawsze bedzie réwna zeru.
W uktadzie wiec odosobnionym ilo$§é ruchu

Wyktady fizyki, t. | 7
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Srodka masy jest stata; srodek masy albo jest w spo-
czynku, albo porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.
Wazne to twierdzenie, ktdre nazywamy zasadg zachowa-
nia ilosci ruchu sSrodka masy, stosuje sie zarébwno
do uktadéw zachowawczych, jak i rozpraszajacych; w przyto-
czonym bowiem wyzej rozumowaniu nie uczyniliSmy Zzadnych
zatozen co do rodzaju sit dziatajacych.

Oto pare przyktaddw, wyjasniajgcych stosowanie tej zasady.

Na pocisk, wylatujacy z lufy karabinowej lub armatniej,
dziata cisnienie gazow, ktére wywigzaty sie przy wybuchu na-
boju w lufie. Uwazajac pocisk, nabdj i lufe za jeden ukfad, mu-
simy réwniez uwazac to cisnienie za przejaw sit wewnetrznych,
nie zmieniajacych ilosci ruchu srodka masy uktadu. Wobec tego
wzrost ilosci ruchu jpocisku 0 m1lvimusi pociggna¢ za soba réwng
i przeciwnie skierowang zmiane ilosci ruchu pozostatej czesci
uktadu, w danym przypadku lufy (mase gazéw pomijamy) tak,

zemamy m2v2= —mlvliv2= —ZZVi- Lufa zatem przy wy-

strzale sie cofa. Te samg role, co pocisk w lufach, odgrywajg
gazy wybuchowe w rakietach: ich ruch wsteczny powoduje ruch
naprzdd calej rakiety.

Podobnie, umieszczajac wahadto na lekkim wozku, porusza-
jacym sie po podstawie ze znikomo matym tarciem, stwierdzimy,
ze kazdemu wahnieciu wahadta odpowiada przesuniecie sie
wozka w przeciwnym kierunku. Cziowiek, stojagcy na doskonale
gtadkiej poziomej powierzchni, nie moze mimo wszelkich wysit-
kow posungé sie naprzod, chyba ze np. wyjmie z kieszeni jaki$
przedmiot i rzuci go w kierunku przeciwnym do tego, w jakim
zamierza sie poruszy¢; nabytej przez ten przedmiot, stanowigcy
czes¢ tego samego uktadu, ilosci ruchu towarzyszy¢ bedzie po-
wstanie réwnej i przeciwnie skierowanej ilosci ruchu cztowieka;
$rodek bowiem masy cztowieka i rzuconego przedmiotu zachowa
potozenie poprzednie, a wiec takie, jakie miat wtedy, gdy przed-
miot znajdowat sie w kieszeni.

W pozornej sprzecznosci z zasadg zachowania ilosci ruchu
$rodka masy znajdujg sie znane z codziennego doswiadczenia
fakty, zdajgce sie stwierdza¢ w pewnych przypadkach catkowite
znikanie ilosci ruchu. Tak np. gdy kamien, spadajagc na btotni-
sty grunt, zagtebia sie w nim i zatrzymuje, sktonni jesteSmy przy-
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puszczac, ze ilos¢ ruchu, istniejgca poprzednio w uktadzie — ka-
mien, ziemia, — bezpowrotnie zostata zniszczona; tak jednak
nie jest: stracong przez kamien ilos¢ ruchu zyskata ziemia, wo-
bec jednak olbrzymiej réznicy mas kamienia i ziemi predkosc,
nabyta przez ziemig, jest tak mata, ze nie mozemy jej zmierzy¢
najczulszymi nawet przyrzadami. Podobnie zahamowaniu ruchu
pociggu towarzyszy, wzrost ilosci ruchu ziemi.

17. ZDERZENIA PUNKTOW MATERIALNYCH

Zasady zachowania energii i zachowania ilosci ruchu srodka
masy zastosujemy do rozpatrzenia zjawiska zderzania sie ciat.
Gdy poruszajace sie ciato spotyka
na swej drodze inne ciato, wtedy
nastepuje zderzenie, ktérego kie-
runek wyznacza normalna NN' do
powierzchni obydwu zderzajacych
sie ciat, wystawiona w punkcie
ich zetkniecia. Gdy normalna ta
przechodzi przez $rodek masy
danego ciata, zderzenie nazywa-
my srodkowym (central-
nym); na rys. 61 zderzenie jest
Srodkowe dla ciata A, dla ciata
B — ekscentryczne. Roz-
rézniamy poza tym zderzenia
proste, gdy normalna NN' ma
kierunek predkosci, z jaka ciato rys. 61
sie porusza, i zderzenia sko-
$ne, gdy kierunki normalnej i predkosci sg rozne. Zderzenie
powoduje na ogot nie tylko zmiane predko$ci zderzajgcych sie
ciat, ale réwniez i ich odksztatcenie, ktére, zaleznie od rodzaju
zderzajacych sie cial, moze pozosta¢ trwatym albo tez zniknac,
gdy ciata przestang sie stykaé ze soba. Tak np. kula otowiana,
opuszczona z pewnej wysokosci na nieruchomg ptyte stalowa,
odbije sie od niej nieco sptaszczona, kula z kosci stoniowej za-
chowa po odbiciu swoj ksztatt kulisty tak, ze o jej odksztatceniu
podczas zderzenia mozemy wnioskowa¢ tylko pos$rednio, na
mocy np. nastepujacego doswiadczenia. Posmarujmy ptyte, na
ktorg spada kula, sadzg; po odbiciu zobaczymy na kuli czarna

7*
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plame, tym wieksza z im wiekszej wysokosci kula spadata.
Zetkniecie zatem nastgpito nie w jednym punkcie, lecz na pewnej
powierzchni kuli, co jest niewatpliwym dowodem sptaszczenia sie
jej podczas zderzenia. Przebieg zjawiska mozemy z gruba przed-
stawi¢ sobie w sposob nastepujacy. Odksztatceniu ciata, spowo-
dowanemu przez opor, jaki ptyta stawia ruchowi kuli, towarzyszy
powstanie sit wewnetrznych — sprezystosci — w kuli, przeciw-
dziatajacych odksztatceniu. Gdy predkosci kuli i ptyty sie zrow-
naja (w danym przyktadzie, gdy predko$¢ kuli stanie sie réwna
zeru), odksztatcenie przestanie wzrasta¢; wtedy sity sprezysto-
§ci, dziatajac w dalszym ciggu i przywracajac poprzedni ksztaht
kuli, odpychajg kule i wykonywajg prace, jréwng tej, jaka
byta uzyta na odksztatcenie. W tego rodzaju zderzeniu, ktore
nazwiemy sprezystym, mozemy, zgodnie z okreSleniem,
danym w ust. 10, sity, dziatajgce w uktadzie, uwaza¢ za zacho-
wawcze. Biegunowo przeciwny przypadek zajdzie wtedy, gdy
cialo nie stawia zadnego oporu odksztatceniu; mamy wtedy do
czynienia ze zderzeniem niesprezystym. Zazwyczaj jed-
nak zachodzi przypadek pos$redni: czes¢ tylko odksztatcenia po-
zostaje po zderzeniu, jako odksztatcenie trwale; praca sit spre-
zystych, nie bedac roéwna zeru, jest jednak mniejsza od pracy zu-
zytej przy odksztatceniu.

Rozpatrujac te trzy rodzaje zderzen, ograniczymy sie do
zderzenn Srodkowych i prostych, zachodzacych miedzy ciatami
0 ksztatcie kulistym, tylko wtedy bowiem bedziemy mogli uwa-
za¢ zderzajace sie ciata za punkty materialne.

18. ZDERZENIA NIESPREZYSTE

Przypusémy, ze dwie doskonale niesprezyste kule poruszaja
sie w tym samym Kkierunku z niejednakowymi predko$ciami, przy

rys. 62
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czym predkos$¢ kuli tylnej jest wieksza; wobec tego w pewnej
chwili kule te sie zderzg (rys. 62). 1lo$¢ ruchu Srodka masy tych
kul byta przed zderzeniem wyznaczona, zgodnie ze wzorem (16),
rébwnaniem

mxvt -j- m2v2— (mx-j-m2) v

Po zderzeniu ta ilo$¢ ruchu pozostata bez zmiany, uktad bo-
wiem dwu kul mozemy uwazac za odosobniony, i sity, dziatajace
podczas zderzenia, za wewnetrzne; oznaczajagc wiec przez W\
wspolng predko$¢ obydwu kul po zderzeniu i stosujgc jeszcze
raz wzor (16), bedziemy mieli

(mi f-m2) v\ = (to, -f- m2) v, a przeto
v —v.
Predkos¢ zatem v kul po zderzeniu bedzie réwna

— m, VI+ m2v2
ml-f m:

Gdy kule poruszajg sie w kierunkach przeciwnych, otrzy-
mamy, uwazajac jedng z predkosci, np. vx za dodatnig, druga za
ujemna
mlvx—m:z-u Yo
— 7, =" 18a

ml+ m:2 ( §

Zderzenie kul niesprezystych, ktorych ilosci ruchu sg przed
zderzeniem réwne i przeciwnie skierowane, powoduje catkowite
ich zatrzymanie.

V=

Gdy v2=0 <18b)

Zastosujmy ten wzor do omawianego w poprzednim ustepie
przyktadu ciata, spadajacego na ziemie, i zatézmy, ze ciatem tym jest
meteor. Niech masa jego wynosi 1 tonng = 10® kg = 10° g, pred-
ko$é, z jaka dobiega do ziemi, 100 km/sek = 107 cm/sek (predkosc
meteordw na granicy atmosfery waha sie w granicach od 10 km/sek
do 100 km/sek, w przykiadzie naszym bierzemy zatem goérng granice
predkosci). Masa ziemi réwna jest mniej wiecej 6.10-7 g (rozdz. 1V,
ust. 5). Podstawiajac te dane do wzoru (18 b), otrzymamy na wsp6lng
predkos$¢ ziemi i meteoru w kierunku poczatkowej predkosci meteoru

10,;.107
v~ los+ e.ioz
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i, odrzucajgc w mianowniku liczbe 10° jako bardzo matg w poréw-
naniu z nastepna,

1013
v= -g-JQ2f = eh*15cm/sek —1,3.10— Alsek
a wiec warto$é, ktérej najczulsze przyrzady nie moglyby zmierzy¢.

W przeciwienistwie do ilosci ruchu energia mechaniczna
tego ukiadu rozpraszajgcego, wystepujgca tutaj jako energia
ruchu, nie zachowuje wartosci statej. Zmniejszenie jej wyznacza
wzor

1 1 1
Lo- Lx= V; +-2m*vFE* oy (m, + Waso2 =

Niech np. A i B bedg kulami z wilgotnej gliny, zawieszo-
nymi na niciach jednakowej dtugosci (rys. 63). Kula A, spada-

B

rys. 63
jac z wysokosci h, posiada, zderzajagc sie z kulg B, predkosé

vx= 1/2QA (wzdbr (13), ust. 13). Energia ruchu obydwu kul
I mi
po zderzeniu

, gdy v2- > ml+ mi’
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Jezeli masy obydwu kul sg réwne

=1 .ZQ.A:ZQ.A.

Kule po zderzeniu podniosg sie ma wysoko$¢ — .

Czesto dogodniej jest uzywa¢ zamiast predkosci vi i vs, wyzna-
czanych wzgledem jakiego$ uktadu dowolnego (np. ziemi), predkosci
<A i 98 wyznaczanych wzgledem $rodka masy uktadu, a raczej wzgle-
dem osi spétrzednych, zwigzanych ze Srodkiem masy.

Przed zderzeniem

f=VI—v=vi = e

= v2 v= vz Utnmers_ LA (18c)

mi + ma mi+ ma

Po zderzeniu @3 = gs= 0.

Ubytek zatem energii ruchu, zachodzacy podczas zderzenia,
wyniesie

L'0- £',=y® lti+ j® Ifr (19a)

Podstawiajac zamiast <pi i qm znaczenia ich ze wzoru (18c),
otrzymamy wzér (19).

Suma ilosci ruchu kul wzgledem ich $rodka masy jest zaréwno

przed zderzeniem, jak i po nim.roéwna zeru, $rodek bowiem masy ma
w tym nowym uktadzie zawsze predkos$¢ zero.

19. ZDERZENIE SPREZYSTE

Gdy zderzajagce sie kule sg doskonale sprezyste, predkosci
ich po zderzeniu nie sg rébwne. Stosujgc i tym razem zasade za-
chowania ilosci ruchu $srodka masy, otrzymamy réwnanie

mivi + vi = miv\ + msK ,
gdzie vx i v2 oznaczajg predkosci kul przed zderzeniem, v\
i v\ — predkos$ci kul po zderzeniu. To rébwnanie nie wystarcza
do wyznaczenia dwu wielkosci niewiadomych v\ i v\. W tym
jednak przypadku mozemy zastosowac réwniez i zasade zacho-
wania energii mechanicznej, ten bowiem ukitad jest, jak o tym
byta mowa w ust. 17, ukladem zachowawczym. Mamy zatem

\ mivi+ Y m*vE=\ mA o+ {® Iy
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Przepiszmy te rOwnania w postaci

Wj (vi—V\) = m2(vV2— Vi)

R mt{y%—v*): imZ(vQ—v\)z (@)
stad po  podzieleniu drugiego rbwnania przez pierwsze i po
skroceniu przez —

vX+ v\ = v\ + vt.
Z tego rownania i z pierwszego z rownan (a) otrzymujemy

_ (mi—mi)vi+ 2 m2vs

1 m, + mi
A 2mivk+ (mi—m,) Vs
2 ml + m2

W przypadku, gdy kierunki predkosci kul sa przeciwne, we
wzorach (20) zmieniamy na przeciwny znak tej predkosci, ktérg
uwazamy za ujemna.

Gdy = m
vi=v2 i v2=vl (20 Q)
kule zamieniajg sie predkosciami.
Gdy~2= 0
ViTmi s mrY s VoS i SZOb)

Niech m1 ((m2. (Znak podwdjnej nierébwnosci oznacza, ze
m1 jest znacznie mniejsze od m2). Dzielgc licznik i mianownik
. oo .
(20 b) przez m: i przyjmujac, ze — = o, otrzymujemy

VW= “ vts K ~o. (20 C)
Kula o masie mniejszej odskakuje z tg samg predkoscia, jaka
miata przed zderzeniem, zmienia si¢ jedynie kierunek predkosci
na odwrotny; masa wieksza pozostaje w spoczynku.

Jest to przypadek, rozpatrywany w ust. 17: kula z kosci sto-
niowej, spadajac na ptyte stalowa, odbija sie od niej, i gdyby istotnie
obydwa ciata byly doskonale sprezyste, podniostaby sie na te sama
wysokos¢, z jakiej spadta. W rzeczywistosci podnosi sie na wyso-
kos¢ mniejszg. Gdy ciatem, na ktére spada, jest plyta marmurowa,
wysoko$¢ po odbiciu jest, jak to stwierdzit doswiadczalnie Dupre, dla
niewielkich wartosci h (do 20 cm) réwna 0,8 h.
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Gdy odwrotnie mx )) m2, otrzymujemy, dzielagc (20 b)
przez mx i przyjmujac, ze "=

v\ =vl vVt ==2vl. (20 d)

Najwieksza zatem predkos$¢, jaka moze ciato o wielkiej
masie udzieli¢ przez zderzenie ciatu o masie matej, réwna jest
podwaojnej predkosci ciata uderzajacego.

Bioracza uktad odniesienia uktad, zwigzany ze $rodkiem masy,
i oznaczajac  przezopi i @ predkosci kulwzgledems$rodka masy przed

zderzeniem, przez qt' i @ — po zderzeniu, mamy (patrz. ust. 18)
mlip+mi@=10 (@)
», P+ m, gt —o0 (b)
i wobec tego, ze uktad jest zachowawczy
. N, . Nl '2
=i RTEM 2 2 st m, @2 2

Podstawiajgc do réwnania (c) wartosci g8 i 99 z réwnan (a)
i (b), znajdujemy, ze 9 = + @ . Znak + odpowiada przypadkowi,
gdy kule poruszajg sie stale z tg sama predkoscia, gdy wiec nie ma
zderzenia; gdy zderzenie zachodzi, mamy @ = — ™ Podobnie znaj-
dziemy 9%= - 95.

20. ZDERZENIA NIEDOSKONALE SPREZYSTE

Rozpatrywane przez nas przypadki sg przypadkami gra-
nicznymi. Jak o tym byta juz mowa w ust. 17, pospolicie nie
mamy do czynienia ani z ciatami doskonale sprezystymi, ani
z ciatami doskonale niesprezystymi. Predko$¢ wzgledna jednej
kuli wzgledem drugiej, ktéra w przypadku zderzenia niesprezy-
stego staje sie po zderzeniu rowng zeru (kule poruszajg sie
z jednakowg predkoscig), w przypadku za$ zderzenia sprezy-
stego zachowuje te samg warto$é, copoprzednio, zmieniajac jedy-
nie swoéj kierunek (przed zderzeniem ij~ vt —v2, po zderzeniu

-V _ V>_ (w.- m2d + 2w8v% 2w,t5- (m, - v2

1 2 W, -j- W j 1
w przypadkach, z jakimi sie spotykamy w rzeczywistosci,
zachowuje po zderzeniu pewien utamek poprzedniej wartosci.
Mamy zatem

X0

-\ - v\ = - eip= - e(v, —V2,
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gdzie 0< £< 1 Z zasady zachowania ilosci ruchu wynika
mivx+ —mIwW + v\,
Z tych dwu réwnan znajdujemy

Wl — Sml) + (1 + £) vt
1 m. + m,
_ ) (21)
v>_ (mi—-enijv3+ (L + symyvx
2 + m2

ktadagc £= o, otrzymujemy wzory (18), kiadac £= 1, wzory
(20). Sti-ate energii ruchu znajdziemy, obliczajgc réznice

A—A=Aw, vi+ Awav\ —A m+2—A w22

Po podstawieniu zamiast W i 22 wartosci, wyznaczonych
przez wzory (21 ), i po dokonaniu odpowiednich przerdbek, otrzy-
mamy

A—A=4"-A—A (11— —vy . (22)

Oznaczajgc strate energii w zderzeniu niesprezystym przez
4L n, mozemy napisa¢ na mocy wzoru (19)

A—A =01—£JLn lub 4Ln—(A —A) = e*4Ln.

Te same wzory mozemy réwniez stosowac, jak to wykazat Voigt,
i w przypadku, gdy ciatami zderzajagcymi sie sa walce z jednakowego
materiatu, o jednakowej dtugosci i jednakowym przekroju, oczywiscie,
przy zachowaniu podstawowego warunku, aby zderzenia byly $rod-
kowe i proste. Gdy rozmiary walcéw sag rozne, zjawisko staje sie
0 wiele bardziej zawite, predkos$¢ ciata uderzonego zalezy wtedy od
stosunku dtugosci tego ciata do dtugosci ciata uderzajgcego.

20a) PRZYPADKI SZCZEGOLNE

1. Przypusémy, ze kula druga, bedgca poczagtkowo w spoczynku,
po wprawieniu jej w ruch przez kule pierwsza, zderza si¢ nastepnie
z nieruchomg poczatkowo kulg trzecig, ktéra znow zderza sie z kulg
czwartg itd. Zakladajac, ze kule sg doskonale sprezyste i ze posia-
dajg jednakowe masy, znajdujemy, stosujgc kolejno do wszystkich
kul wzor (20b), w ktorym predkos¢ kuli uderzonej stale przyjmu-
jemy za rowng zeru, ze predko$¢ ostatniej z uderzonych kul réwna
jest predkosci pierwszej kuli uderzajacej i ze wszystkie kule z wy-
jatkiem ostatniej pozostang po zderzeniu w spoczynku.

Ten wniosek mozna sprawdzi¢ przy pomocy przyrzadu Mariotte'a
(rys. 64). Gdy kula A, spadajac z wysokosci h, uderzy kule B, ta za$
kule C, ktora znoéw zderzy sie z kulg D itd., ostatnia kula G odskoczy
na wysoko$¢ réwng mniej wiecej h, wszystkie za$ pozostate kule, nie
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rys. 64

wytaczajgc pierwszej, pozostang bez ruchu. Gdy spadng dwie kule A
i B, odskocza dwie ostatnie kule F i G itd.

2. Przypusémy teraz, ze mamy trzy kule o masach niejednako-
wych i niech np. masa kuli pierwszej mi jest wigksza od masy kuli
ostatniej »13. Gdy masa kuli srodkowej ma, znajdujacej sie przed zde-
rzeniem, podobnie jak i kula trzecia, w spoczynku, zawarta jest w gra-
nicach mi i ms tak, ze mamy

i > mt > mt,
predkos¢, jaka otrzymuje po zderzeniu kula trzecia, jest wieksza od
tej, jaka by jej nadata kula pierwsza, uderzajac jg bezposrednio z tg
samg predkoscig. Oznaczmy przez ui predko$¢ kuli pierwszej przed

zderzeniem, przez v' — predko$¢ kuli drugiej po zderzeniu, przez
— predkos¢, jakiej nabywa kula trzecia, uderzona bezposrednio

przez kule pierwszg, przez v — predko$é, jakiej nabywa za posred-

nictwem kuli drugiej. Ze wzoréw (20b) otrzymujemy:

V, = 2mxv, v, J 2mivi N o= 2w,v\ A 4m m.,p,

3 W, +m3 2 mi+mt m,m+ (mtA-nu) (m, + ma

skad otrzymujemy

. 4mlm,V, 2mlvt

V¥~ V3~ (m,+m32 (w, + m3dml+ ms

am, (W, —7n) (ni, - ms) yQ
(m, + ni,) (m,+ mg (m3-fm,) 1

gdyz mianownik jest wielkoscig zawsze dodatnig, w liczniku za$ wo-
bec zatozenia, ze 2«<a< ml im, < m,, wszystkie trzy czynniki sg dodat-
nie. Mozna dowies$¢, ze najwiekszg réznice predkosci otrzymamy, gdy

;{ C\IJ Niech np. mi= 8 g, md= 4 g, «13= 2 g, vi = 10 cm/sek,

v3= 139)}0= 16 cm/sek i v” = 12810 _ 160 1@ cm/sek.
3. Odwrotny przypadek zachodzi, gdy masa ms jestwieksza od
mi i ms.Przyjmijmy, ze mi= 1 g, mj= 100 g, m3= 20g, vi=20

cm/sek. Mamy wtedy 2.20 —1,9 cm/sek ; w'= 0,67 cm/sek. Tym
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sie czesciowo ttumaczy znana sztuka cyrkowa: atleta dZzwiga na sobie
kowadto o bardzo duzej masie, — uderzenia mtota, ktérego masa nie
jest zbyt wielka, sg prawie nie odczuwane przez atlete.

4. Niech na kule uderzajaca dziata stata sita, np. sita ciezko-
§ci, o kierunku zgodnym z kierunkiem predkosci uderzajacego ciata,
ktére oznaczymy przez A. Predko$¢ doskonale sprezystej kuli A wzgle-
dem uderzanego ciata B zachowa po zderzeniu swag warto$¢ poprzed-
nig, zmieni jedynie kierunek na odwrotny (ust. 20). Jezeli wiec przed
zderzeniem kula przyblizata sie do i? z predkoscig i po zderzeniu od-
dala¢ sie bedzie z tg samg predkoscia. Temu oddaleniu przeciwdziata
sita F, powodujaca op6znienie <Z:WFia’W chwili, gdy predkos¢ A sta-
wac sie bedzie réwna zeru, co nastgpi, gdy y>— ati= 0, a wiec, gdy

ti— W, oddalenie bedzie najwieksze i wyniesie si= ipHl —Cith—

= -i?q; Sita F zacznie wtedy przybliza¢ ruchem jednostajnie przy-

spieszonym kule A do B ; zderzenie nastgpi, gdy droga przebyta réwna
bedzie si. Jak tatwo sie przekonaé, nastapi to po uptywie i» = ti sek.
Predko$¢ wzgledna ciata A bedzie w chwili tego drugiego zderzenia
taka sama, jak w chwili zderzenia pierwszego, zjawisko zatem sie po-

wtérzy i powtarza¢ bedzie periodycznie co T= ti+ t«— 2'V\éek.

W przypadku ciat niedoskonale sprezystych predkos¢ wzgledna kuli A
bedzie po zderzeniu réwna — stp, gdzie 0 < e< 1. Najwieksze .oddale-

nie kuli A do B po pierwszym odbiciu réwne bedzie %@CLIT czas mie-

dzy pierwszym i drugim zderzeniem >po drugim odbiciu — s>=

- Ta a

wiec bedg coraz czestsze, kula A bedzie coraz to mniej oddalata sie od B.

5. Z zagadnieniami, rozpatrywanymi w ustepach poprzednich,
wigze sie réwniez i zagadnienie nastepujace.

Do zwinietej liny, w jednym kohcu przymocowanej, przywia-
zane jest na drugim koncu ciato o ciezarze Q. Ciato to i lina lezg na
podstawie, znajdujacej sie na pewnej wysokosci h nad ziemig. W pew-
nej chwili podstawe usuwamy i cialo zaczyna spadaé, pociggajac za
sobg ling, ktoérej ciezar uwazamy za maly wT poréwnaniu z cieza-
rem Q. Dopdki lina sie nie wyprostuje, ciato spada tak, jak gdyby
byto catkowicie swobodne. Od chwili jednak wyprostowania sie liny
dalsze jego spadanie mozliwe jest tylko przy rozciaganiu sie liny,
powodujacym powstawanie w linie sit sprezystych, przeciwdziatajg-
cych dalszemu ruchowi. Gdy nabyta wskutek spadania energia ruchu
ciata zuzyje sie catkowicie na pokonanie oporu sit sprezystosci, wzra-
stajgcych proporcjonalnie do wzrostu dtugosci liny, wtedy, o ile' na-

, czas miedzy drugim i trzecim zderzeniem , zderzenia
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piecie liny nie bedzie tak wielkie, ze spowoduje jej odksztatcenie
trwate (rozdz. V, ust. 6), nastgpi, na ogét, odwrocenie kierunku
ruchu; ciato pod dziataniem sit sprezystych, wiekszych, jak sie o tym
zaraz przekonamy, od ciezaru Q, zacznie podnosi¢ sie do gory do-
poty, dopdki ciezar Q sit tych nie zréwnowazy. Najwiekszy zatem
wzrost diugosci liny s bedzie zwigzany z energig spadajacego ciata
wzorem

y mv-= Qi + s) = ks\

gdzie h droga, przebyta pionowo przez ciatlo podczas spadania do
chwili wyprostowania sie liny; -i- ks~ — praca przeciwko oporowi sit
u

sprezystych (patrz ust. 13).
Wtedy sity sprezyste F osiagng warto$¢ najwieksza

Q(th+ s)= ~lcs.s=y F.s istad F=2Q ™ ~ .

Im bardziej zatem wzrasta dtugos¢ liny w pordéwnaniu z wyso-
koscia h, tym F, réwne napieciu liny, jest mniejsze. Mozna to osiagnag¢,
albo uzywajac liny o mozliwie matym spétczynniku k (np. kauczuko-
wej), albo biorac liny dostatecznie diugie, wzrost bowiem diugosci
jest, jak o tym po6zniej bedzie mowa (rozdz. V, ust. 2), proporcjonalny
do dtugosci poczatkowej. Najmniejsze napiecie otrzymamy, gdy h= 0,
tzn. gdy lina od poczatku jest wyprostowana i tylko ciato Q umie-
szczone jest na podstawie; wtedy F — 2Q.

21. RUCH PUNKTU MATERIALNEGO WZGLEDEM PORUSZA-
JACEGO SIE UKELADU

a) RUCH UKLADU JEDNOSTAINY PROSTOLINIOWY

Z wywoddw ust. s, rozdz. | wynika, ze punkt materialny, po-
ruszajacy sie ze statg predkoscig wzgledem pewnego uktadu od-
niesienia A, poruszac sie bedzie réwniez ruchem prostoliniowym
jednostajnym (z inng, oczywiscie, predkoScig) wzgledem uktadu
B, wzgledem ktérego A porusza sie z predkoscig niezmienng co
do kierunku i warto$ci. Uktady A i B bedag zatem mechanicznie
rownowazne. Przyspieszenie, jakie dowolna sita udzieli danemu
punktowi, bedzie miato te sama warto$¢ zarowno w jednym, jak
i drugim ukfadzie odniesienia. Istotnie, niech stata predkos¢

uktadu A wzgledem B bedzie réwna vv predko$é poczatkowa
punktu materialnego wzgledem A — vO0, predko$¢ poczatkowg vo
wzgledem uktadu B, znajdziemy ze wzoru (rozdz. I, ust. s)

vO—VO0 + (a)
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Sita/ udziela punktowi materialnemu przyspieszenia wzgle-

dem A réwnego a— ~ po uptywie wiec At sek predkos¢ jego

wzrosnie 0 a At = AL Predkos$¢ jego wzgledem uktadu B bedzie

stad przyrost predkosci wzgledem uktadu B wyniesie

>
\,B_Vu: m ’

a wiec réwny bedzie przyrostowi predkosci wzgledem uktadu A.

Obserwator przeto, zwigzany stale z uktadem A, otrzyma z po-

miaru przyspieszenia te samag wartos¢ sity dziatajacej na dany

punkt materialny, co obserwator, zwigzany stale z uktadem B.

Ten wniosek jest stuszny o tyle, o ile stuszny jest wzor (a),

a wiec o ile predkosci nie przekraczajg granic, o ktorych byta mowa
w ust. 6, rozdz. I.

b) RUCH UKLADU PROSTOLINIOWY NIEJEDNOSTAINY

Inaczej jednak bedzie, gdy ukiad A porusza sie wzgledem
ukfadu B ruchem niejednostajnym. Przypus¢my, ze na wozku
o doskonate gtadkiej powierzchni lezy kula, bedaca wzgledem
wbzka w spoczynku. Nadajmy woézkowi (uktad A) przyspiesze-
nie a wzgledem ziemi (ukfad B), dziatajgc na niego pewng sita.
Kula, lezgca na wozku, zadnego przyspieszenia nie dozna, gdyz
wobec tego, ze sity tarcia sg, zgodnie z zatozeniem, réwne zeru,
dziatanie sit zewnetrznych nie bedzie mogto by¢ na nig przenie-

sione, zachowa wiec wzgledem ziemi to samo potozenie, co po-
przednio, wzgledem wozka jednak: poruszy sie z przyspiesze-
niem —a (rys. 65). Dla obserwatora, zwigzanego z wdzkiem
(uktadem A), kula bedzie sie tak poruszata, jak gdyby dziatata na
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nig sita f — — gdzie m —masa kuli, o kierunku przeciwnym

do kierunku sity zewnetrznej, dziatajgcej na wozek. Site te, ktorg

nazwiemy sitg bezwtadnos$ci, bedzie mogt obserwator A

zmierzy¢ w ten sam sposéb, w jaki zazwyczaj mierzy sie site.

Nazwa sity bezwitadnosci, jaka nadaliSmy tej sile, nie jest ogol-

nie przyjeta; w roznych podrecznikach fizyki termin: ,sita bezwitad-
nosci* posiada rézne na ogdét znaczenia.

A wiec obserwator chcac site te zrownowazy¢, tzn. utrzymac
kule w spoczynku wzgledem wodzka, bedzie musiat dziata¢ na nig
sitg rbwng i przeciwnie skierowang, co z punktu widzenia obser-
watora, stojgcego na ziemi (juklad B), nie bedzie bynajmniej
zrownowazeniem nieistniejgcej wedtug niego sity, lecz nadaniem
kuli tego samego przyspieszenia, jakie ma wozek. Podobnie
cidnienie, jakie kula bedzie wywierata na umocowang na wozku
Scianke C, bedzie dla obserwatora A dowodem istnienia sity,
z jakg kula cisnie na C, dla obserwatora za$ B stwierdza¢ bedzie
przenoszenie na kule przez te $cianke dziatania sity zewnetrznej.
Gdy na wolzku lezy wiecej kul o masach mt, m2 m.., kazda

z nich dozna wzgledem wdézka tego samego przyspieszenia — a,
ruch zatem tych kul wzgledem uktadu A zachodzi¢ bedzie tak,
jak gdyby na nie dziataty sity proporcjonalne do ich mas.

Tym sie ttumaczg zjawiska takie np., jak wzrost cisnienia, wy-
wieranego na podtoge windy przez znajdujgce sie¢ w niej ciata, przy
ruszaniu Wlndy w gére. Wtedy bomem procz ciezaru dzialta na
podtoge Wlndy sHa bezw#adnosm /— — ma, gdzie ?przyspleszenle
windy, skierowane do gory. Odwrotnie, gdy winda rusza na dot, ci-
$nienie na poditoge zmniejsza sie o wielkos¢ ma, jak gdyby ciezar
ciata ulegt zmniejszeniu. Gdyby winda spadata z przyspieszeniem ¢
(rozdz. 1V, ust. 4), ciata w niej sie znajdujace nie cisnetyby wcale
na podtoge tak, ze obserwator A, znajdujacy sie w windzie, mogtby
stagd wnioskowa¢ o chwilowym zniknieciu sity ciezkosci. Obserwator
B, wzgledem ktérego winda posiada przyspieszenie g, wyciggnie stad
wazny wniosek, o ktérym bedzie mowa w rozdz. IV, ze zaréwno winda,
jak i znajdujagce sie w niej ciata, spadajg pod dziataniem sity ciez-
kosci z jednakowym przyspieszeniem.

Potwierdzeniem tych wnioskéw mogg by¢ dwa nastepujace do-
Swiadczenia. W duzej, hermetycznie zamknietej skrzyni umieszczamy
zapalong Swiece; podczas swobodnego spadku z pewnej wysokosci na
miekka podstawe Swieca gasnie; ustaje bowiem podczas spadania
kragzenie powietrza w skrzyni, konieczne dla odnowienia zapasu tlenu
w warstwie, bezposrednio otaczajgcej Swiece.
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Gdy rurke ksztattu litery U napetnimy wodg tak, aby poziom
jej w obydwu ramionach nie byt jednakowy (co mozna osiagnaé, za-
tykajgc palcem podczas nalewania jeden z gérnych otworéw rurki),
i pozwolimy jej swobodnie spadaé¢ (odkrywajac jednocze$nie przykryty
poprzednio otwdr), réznica pozioméw pozostanie podczas spadania
bez zmiany (Diesselhorst).

c) RUCH OBROTOWY UKLADU: 1. PUNKT MATERIALNY W SPOCZYNKU
WZGLEDEM DANEGO UKtADU

W przypadku, gdy uktad znajduje sie w jednostajnym ruchu
obrotowym, przyspieszenia réznych jego punktéw sg na ogot
rozne. Warto$¢ i kierunek sity bezwladnos$ci zalezne bedg zatem
od chwilowego potozenia ciata w ukladzie. W punkcie, odlegtym
0 r od osi obrotu i poruszajgcym sie wzgledem uktadu nierUChO-

mego z przyspieszeniem dosrodkowym == w~r, Sita bezwlad-

nosci, dziatajgca na umieszczong tam kule, rGwna bedzie rm*r
1skierowana od osi ku zewnatrz; stad nazwa odSrodkowej
sity bezwtadno$ci, jaka jej nadajemy. Obserwator zwig-
zany z obracajgcym sie uktadem i chcacy utrzymac dane ciato
w spoczynku wzgledem ukifadu, bedzie musiat dziataé na nie sitg
rowng i przeciwnie skierowanag.

2. PUNKT MATERIALNY, PORUSZAJACY SIE WZGLEDEM UKtLADU
Gdy ciato porusza sie wzgledem uktadu, oprocz sity odsrod-
kowej nalezy uwzgledni¢ jeszcze jedng site bezwiadnosci, ktorej
wielkos¢ otrzymujemy z nastepujacych rozwazan. Przypusémy,
Ze na tarczy, obracajacej sie ruchem jednostajnym, znajduje sie
kula, poruszajgca sie ze statg predko-

$cig v, prostopadta do osi obrotu. Gdy-

by tarcza byta nieruchoma, kula po
\Y%

uptywie At sek = — doszlaby z punk-

tu O do punktu A tarczy, odlegtego
or od osi (rys. ss). Na skutek jednak
ruchu obrotowego punkt A przeszedt
do A lt przebywajac droge

rys- 66 ! rco. At = vcuAt2

kula wiec, dochodzgc do miejsca, gdzie poczatkowo znajdowat sie
punkt A, pozornie odchyla sie od poczatkowego kierunku swego
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ruchu. W odniesieniu wiec do tarczy ruch kuli zachodzi tak, jak
gdyby na kule dziatata sita, skierowana przeciwnie do kierunku

ruchu obrotowego tarczy i prostopadta do wektora v. Poniewaz
droga, przebyta pod dziataniem tej sity, wynosi v'A. At2, przy-
spieszenie udzielone przez nig kuli, rowne jest

ac=% = 2voj- (23>

Przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem Corio-
1isa, site za$ bezwiadnosci fc= ma —2mva> sitgCorio-
lisa od nazwiska fizyka, ktory pierwszy wyprowadzit (1835 r.)
wzér (23).

Gdybysmy chcieli, aby predko$¢ v poruszajacej sie kuli za-
chowata stale ten sam kierunek w poruszajagcym sie ukiadzie,
musielibySmy dziata¢ na nig sitg, rébwng i przeciwnie skiero-
wang do sity fc Przypusémy np., ze kula porusza sie wzdhuz
deseczki, majacej kierunek OA i obracajgcej sie razem z tarczg.
Deseczka podlega ze strony kuli dziataniu sity / , skierowanej
w strone przeciwng do obrotu tarczy; dla obserwatora nierucho-
mego dziatanie to jest przeciwdziataniem ze strony kuli, ktorej
obracajgca sie deseczka udziela przyspieszenia 2vo; W tym sa-
mym kierunku, w jakim obraca sie tarcza.

Gdy predko$¢ punktu materialnego tworzy z osig obrotu
nie kat prosty, lecz jakikolwiek dowolny kat a, przyspieszenie
Coriolisa wyraza sie wzorem 2vu> sina. Przyspieszenie to jest
prostopadte do ptaszczyzny, réwnolegtej do osi obrotu i przecho-

dzacej przez wektor predkosci v, i skierowane tak, aby $ruba,
wkrecana w tym samym kierunku i zigczona sztywnie z wekto-

rem v, doprowadzata go przy obrocie o kat mniejszy (lub réwny)

od 180° do zetkniecia sie z wektorem \Tv odtozonym (rozdz. I,
ust. 14) na osi obrotu.

Uzywajac znakowania rachunku wektorowego, mozemy na-

pisac, ze
fc= 2vi[va).

Z rozwazan powyzszych wynika, ze przy wyznaczaniu ruchow
punktéw materialnych wzgledem uktadéw, poruszajgcych sie ruchem
niejednostajnym wzgledem innego uktadu B (ktdrym jest zazwyczaj
uktad inercyjny), musimy do wzoréw wprowadzi¢ oprocz tych sit,

Wyktady fizyki, t. | 8-



ktére wyznaczaty ruch danego punktu wzgledem uktadu B, jeszcze
sity dodatkowe, nazwane przez nas sitami bezwtadnosci. Sity te w przy-
padku uktadu, poruszajgcego sie przyspieszonym ruchem prostolinio-
wym, sg proporcjonalne do mas ciat, na ktére wedtug zatozenia dzia-
taja i ktérym udzielajg przyspieszenia réwnego i przeciwnie skiero-
wanego do przyspieszenia uktadu; w przypadku ruchu obrotowego
wyrazajg sie wyprowadzonymi wyzej wzorami i noszg nazwy sily
odsrodkowej i sity Coriolisa.



ROZDZIAL m

DYNAMIKA BRYLY SZTYWNEJ]

1 SKLADANIE SIt, DZIALAJACYCH NA BRYLE SZTYWNA.
MOMENT SILY

Twierdzenia dotyczace ruchu uktadu punktéw materialnych,
stosujg sie rowniez i do ruchu dowolnej bryty, ktérg wyobrazamy
sobie wtedy podzielong na tak mate elementy objetosci, aby
mozna je byto uwazaé za punkty materialne. W przypadku jed-
nak, gdy otrzymany w ten sposéb uktad punktéw materialnych
poddamy warunkowi dodatkowemu, aby odlegtosé miedzy punk-
tami uktadu byta, bez wzgledu na wielkos$¢ dziatajacych sit, stata,
gdy wiec zatozymy, podobnie jak w ostatnich ustepach roz-
dziatu 1, ze bryta jest sztywna, twierdzenia powyzsze mozna
znacznie uproscic.

Niech do punktu A takiej bryty bedzie przytozona sita /
(rys. 67). Przytézmy do punktu C, lezacego na prostej AB, wy-

znaczajacej kierunek dziatania tej sity, dwie sity rowne /, o kie-
runkach wzajemnie przeciwnych. Wypadkowa tych sit, dziata-
jacych na ten sam punkt materialny, jest, oczywiscie, réwna

8*
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zeru, wobec czego przytozenie ich do bryty w niczym nie zmienia
stanu jej ruchu, Z trzech sit AB, CD i CE, dziatajagcych obecnie

na bryte, si.+y AB i CI:? wzajemnie sie rownowazg, gdyz wobec
sztywnosci bryty odlegtosci punktéw A i Cnie mogg ulec zmianie;
nie zrownowazong pozostaje jedynie sita CD i jej dziatanie wy-
znacza ruch bryty, ktéry, w mys$l wywoddéw poprzednich, jest
taki sam, jak pod dziataniem sity AB. Przeniesienie wiec sity,
dziatajgcej na bryle sztywng, do dowolnego punktu, lezacego na
prostej, wyznaczajacej jej kierunek, nie zmienia w niczym jej
dziatania. To twierdzenie podstawowe pozwala rozwigza¢ bar-
dziej ztozone zagadnienie, a mianowicie wyznaczy¢ ruch bryty,
na ktérg dziataja dwie lub wiecej sit.

Przypus¢my, ze do punktow A i B bryly przylozone sg
sity fiif2 (rys. s8), lezace w jednej plaszczyznie, ktorych Kie-
runki przecinajg sie w punkcie C, lezagcym w skornczonej odle-
gtosci od punktow przytozenia sit. PrzenieSmy obydwie sity do
punktu C i zastosujmy do nich regute dodawania geometrycz-
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nego sit, dziatajgcych na ten sam punkt materialny; otrzymamy
wypadkowg / = CO.

Gdy punkt przecigcia lezy poza brytg, mozemy przyjaé, ze jest
on w jakikolwiek sposob sztywnie zwigzany z brytg; takie zatozenie
nie ostabi w niczym ogo6lnosci wywodow; z poprzedniego bowiem
twierdzenia wynika, ze punkt przylozenia wypadkowej mozemy wy-
bra¢ gdziekolwiek na prostej, wyznaczajacej kierunek jej dziatania,
a wiec z punktu C przenie$¢ do dowolnego punktu bryly, lezacego na
odcinku CO lub jego przedtuzeniu.

ACA'0 jest rowny ACB'0; jezeli z punktu O opuscimy pro-
stopadte na CA' i CB’, iloczyny EO X CA' i OF X GB', wyraza-
jace podwojone pola tych tréjkatow, tez beda réwne. Bedziemy
mieli zatem

EO X A = OF X /o. (1)

Wybierzmy na odcinku CO lub na jego przedtuzeniu do-
wolny punkt G i opus¢my z niego prostopadte GH i Gl na Kie-

runki sitf[ iU A CGIli ACOE oraz ACGHi ACOFsg podobne

HOE - QF «HF- CH OE

GI CG 1GH 'CG* a GI GH Gl
Po podstawieniu do wzoru (1) otrzymujemy
EO.fi = OE *GH

i ostatecznie
Gl .f1= GH .f2.

Wz6r (1) spetnia sie zatem dla kazdego punktu, lezacego na pro-

stej, wyznaczajacej kierunek wypadkowej /.
Zatozmy, ze przez punkt O (lub G) przechodzi nieruchoma

0$, prostopadta do ptaszczyzny, wyznaczonej przez wektor fy
i prostopadtg {OE lub GI), opuszczong z punktu O (lub G) na
kierunek sity i nazywang ramieniem sity. Dziatanie sa-

mej tylko sity f} wprawitoby bryte w ruch obrotowy dookota tej
osi w pewnym oznaczonym kierunku, zaleznym od kierunku dzia-
tania sity. Nazwiemy momentem sity wzgledem
punktu O (lub G) wektor, ktérego warto$¢ liczbowa przyj-
miemy za rowng iloczynowi z wartosci tej sity i dtugosci jej ra-
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mienia, kierunek za$ za zgodny z kierunkiem, w ktérym patrzac,

widzimy ruch obrotowy bryty spowodowany dziataniem sity fu
jako zachodzacy w kierunku ruchu wskazowek zegara. W przy-
padku zatem, przedstawionym na rysunku, moment M1 sity fx
wzgledem dowolnego punktu, wzietego na prostej CO, jest skie-
rowany przed piaszczyzne rysunku, moment za$ M2 sity f2 —
za ptaszczyzne rysunku. Momenty te sg wiec skierowane przeciw-
nie, wobec czego wzdér (1) przybiera postac

Mi -j- ikfo= o (1 @)

(Wzgledem punktu C kazdy z tych momentéw réwny jest zeru,
wobec czego wzdbr (1 a) spetnia sie i dla tego punktu).

Niech O (rys. 69) jest punktem, wzgledem ktérego wyznaczamy
moment sity f, przytozonej w punkcie A. Moment

“m M mozemy wyrazi¢ wzorem (rozdz. I, ust. 14)
M = [r f\ (Ib)

gdzie za dodatni kierunek r bierzemy tym razem
kierunek OA. Istotnie: warto$¢ liczbowa tego ilo-

—>—>
czynu wektorowego rowna jest r/sin (r,/).
Opus¢my z O prostopadtg na kierunek sity f; od-
cinek OC — ramie sity — jest rowny
= —p
I= rsina= rsin (r, /),
rys. 69. a zatem rfsin (r, f) —rl—M.

Kierunek za$ tego iloczynu wektorowego jest, jak tatwo sie

0 tym mozna przekona¢, zgodny z wyzej okres$lonym kierunkiem M.

Wz6r (la) odpowiada szczegélnemu przypadkowi twierdze-
nia ogolniejszego: moment sity wypadkowej wzgledem dowol-
nego punktu jest sumg momentow sit sktadowych wzgledem tego
samego punktu. W przypadku przez nas rozpatrywanym punkt,
wzgledem ktérego obliczamy momenty sit sktadowych, lezy na
prostej, wyznaczajgcej kierunek wypadkowej, wobec czego mo-
ment wypadkowej wzgledem tego punktu jest réwny zeru.

Twierdzenie to mozna udowodni¢, podstawiajgc do wzoru (1 b)

zamiast / sume sktadowych fi i fi, tak, ze

A=0-(A+/)].
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Nie wchodzac w szczeg6ty rachunku, ktére wymagatyby uzupet-
nienia podanych wyzej twierdzen rachunku wektorowego, poprzesta-
niemy jedynie na stwierdzeniu, ze wyznaczenie sktadowych mo-

mentu M w Kkierunku osi sp6trzednych doprowadza do nastepujacych
réwnosci

Mx= [?£],.+ [r/T],; My= f, /], + [rft\g i Mz=[r /], + [2Z],,
gdzie [r /i] oznacza skltadowg w kierunku osi & momentu sity
fi, [r /il — w kierunku osi Y itd. Stad wynika

M=[r [+ [r [=Mi+ mi
Pod dziataniem wypadkowej / bryta porusza sie ruchem po-

stepowym, 0 przyspieszeniu réwnym a——f , gdzie m — masa
bryty. Dla zréwnowazenia wiec sit, dziatajacych na bryte, nale-
zatoby do bryty przytozyc site /', rowng i przeciwnie skierowang
do wypadkowej / i dziatajgcg wzdtuz prostej, ktorej wszystkie
punkty czynig zado$¢ réwnaniu (la), a wiec majagcg moment M’
wzgledem dowolnego punktu réwny i przeciwnie skierowany do

momentu M wypadkowej /. Sity zatem wtedy tylko bedg sie
rownowazyty, gdy spetnione bedg dwa warunki

¢+72+/ =0 i Mx+ Mt+ M =0. 2

Speknienie pierwszego tylko warunku spowoduje spoczynek
lub ruch jednostajny S$rodka masy bryty (patrz. ust. 16,
rozdz. 1), nie bedzie mogto jednak zapobiec powstaniu ruchu
punktéw bryty wzgledem ukiadu odniesienia, zwigzanego ze
$rodkiem masy.

Do podobnych wnioskéw dojdziemy, rozpatrujgc przypadki,
gdy sity, dziatajagce na bryte, sa rownolegte i skierowane w te
samg strone. Punkt przeciecia kierunkéw tych sit znajduje sie
w nieskonczonos$ci; wypadkowa ich jest zatem réwna ich sumie
arytmetycznej. Punkty prostej, wyznaczajacej jej Kkierunek,
i tym razem czynig zado$¢ rownaniu (la).

PrzenieSmy punkt przytozenia wypadkowej do punthu O, leza-

mcego na prostej AB, faczacej punkty przytozenia sit /?i la (rys. 70).

Zgodnie ze wzorem (1) mamy

lub » =YI-
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rys.

Podobne trojkaty AOC
i DOB daja nam proporcje

Punkt O dzieli wiec
odcinek AB na czesci od-
wrotnie proporcjonalne do
wartosci sit, przytozonych
w koncowych punktach od-
cinka; nie zmieni on swego
potozenia na prostej AB, gdy
bedziemy zmieniali kierunek
sit dziatajacych, tak jednak,
aby sity te pozostawiaty stale

rownolegltymi. Dlatego punkt O bywa czesto nazywany $rodkiem

sit rownolegtych.

Wywody nasze niewielkiej ulegng zmianie, gdy jedna z sit
dziatajgcych zmieni swdj kierunek na przeciwny, pozostajgc
jednak mniejszg lub wiekszg od drugiej sity dziatajgcej. Jak
i w dwu przypadkach poprzednich, ruch bryty bedzie ruchem
postepowym, ktérego przyspieszenie wyznaczy wypadkowa f,
skierowana w strone sity wiekszej i rowna réznicy arytmetycz-
nej sit fx i f2. Przenoszagc punkt przytozenia wypadkowej do
punktu O, lezgcego na prostej AB (rys. 71), przekonamy sie,
ze punkt ten musi leze¢ nie na odcinku AB, lecz na jego przedtu-

zeniu, momenty bowiem sit f\ i f2 wzgledem dowolnego punktu,

lezgcego na pro-
stej AB miedzy
punktami A i B,
majg zawsze Kkie-
runki zgodne, su-
ma wiec ich nie
mogtaby  nigdy
by¢ réwna zeru.
Gdy wreszcie
sity fi i f2 maja
kierunki przeciw-
ne i wartosci réw-

rys. 71
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ne, wypadkowa ich jest rowna zeru, punkt za$ jej przytozenia
oddala sie do nieskonczonosci.

Dziatania takich dwu sit, nazywanych parg sit, nie mo-
zemy wiec zastapi¢ jedng wypadkowsa; spowodujg one ruch
obrotowy bryty dookota osi prostopadtej do ptaszczyzny, wy-
znaczonej przez kierunki obydwu sit.

Pojecie pary sit wprowadzit do fizyki Poinsot (1808 r.). Pare
sit oznaczamy czesto symbolem (/, —/).

Suma momentéw sit, stanowigcych pare, jest niezalezna od
wyboru punktu, wzgledem ktérego je wyznaczamy. Zatdzmy
dla uproszczenia, ze
punkt O lezy w tej
samej  plaszczyznie,
co dana para sit (rys.

72). Dhugosci prosto-
padtych, opuszczo-
nych z punktu O na

kierunki sit /, niech

bedg odpowiednio ro-

wne ly i U, przy czym

U jest w przypadku,

przedstawionym na

rysunku, sumg lyi I, gdziel —ramie pary sit—wyznacza
najkrotsza wzajemng ich odlegto$¢. Moment Mt sity, przytozo-
nej w A, rowny flx jest skierowany przeciwnie do momentu M2
sity/, przytozonej w B, rownego fI2= f ih + 0- Moment wigc
wypadkowy

Moment ten ma kierunek taki, jak moment sity, przytozonej
do punktu bardziej odlegtego od O, jest wiec w danym przy-
padku skierowany przed ptaszczyzne rysunku; warto$¢ jego jest
catkowicie wyznaczona przez warto$¢ jednej z sit pary i ich
wzajemng odlegtosé. Obliczajagc w ten sam spos6b sume mo-
mentéw sit pary wzgledem punktu o 1 lezgcego miedzy punktami
A i B, sprawdzimy bez trudu, ze moment wypadkowy bedzie
migt wzgledem tego punktu te samg warto$¢ i ten sam kierunek,



co wzgledem punktu O. Ten staty moment nazywamy m om € u-
tem pary sit.

Pare sit mozna zréwnowazy¢ jedynie inng parg o momen-
cie rbwnym i przeciwnie skierowanym, tylko wtedy bowiem
suma momentow wzgledem dowolnego punktu sit dziatajgcych
na ciato bedzie réwna zeru.

Do tych prostych przypadkéw mozna sprowadzi¢ wszelkie
inne. Jakiekolwiek sity dziatatyby na bryte, zawsze mozemy je
zastapié uktadem sit, ztozonym z jednej wypadkowej i z jednej
pary sit. Dla zrbwnowazenia tych sit nalezy przytozy¢ do bryty
site rdbwng i przeciwnie skierowang do wypadkowej i przy tym
dziatajgcg wzdtuz tej samej prostej, oraz pare sit o momencie
réwnym i skierowanym przeciwnie do momentu pary dziataja-
cej. Wtedy bedziemy mieli spetnione obydwa warunki réwno-
wagi, wyznaczone wzorem (2)

if=0 1 M= . (>a)

2. ZASADA ZACHOWANIA MOMENTU ILOSCI RUCHU
Zwigzek pomiedzy momentem sity a predkoscig punktu
materialnego, na ktory sita dziata, mozemy wyprowadzi¢ w spo-
s6b nastepujacy. Niech A (rys. 73) jest jednym z punktéw ma-
terialnych uktadu, o masie mA, poruszajgcym sie z predkoscig VA;
nazwijmy momentem ilosci ruchu

Ha punktu materialnego A wzgle-
dem punktu O wektor, ktérego

warto$¢ otrzymamy, mnozac mAVA

przez dtugos¢ prostopadtej, opu-

D< szczonej z ipunktu O na kierunek
wektora 'my, kierunek zas wyzna-

czymy w sposéb analogiczny do

tego, w jaki wyznaczalismy kieru-

nek momentu sity, a mianowicie,

odktadajgc na prostopadtej do pta-

0 szczyzny, przesunietej przez pro-

rys. 73 stg OC i wektor mv, odcinek

rowny H i skierowany \y te strone, w ktérg patrzac, widzimy'
punkt materialny A, poruszajacy sie przy obrocie dookota osi
przechodzacej przez O w Kierunku ruchu wskazéwek zegara.
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Sily, dziatajace na punkt materialny A, ktérych wypad-
kowa niech bedzie rdwna f A spowodujg w ciggu At sek zmiane
ilosci ruchu mv' — mv = A{mv) tak, ze bedziemy mieli

fAAL= A(mv)

Moment wzgledem punktu O wektora f At réwny jest mo-
mentowi wzgledem tego samego punktu przyrostu ilosci ruchu
punktu materialnego A. Mamy zatem

4H.
mam =jha lub I* =

. . — i jha

I w granicy M, = Jt|_rpo...d-.t W
Wypadkowa / mktérej moment wyznacza wzér (3), otrzy-

maliSmy, dodajagc geometrycznie wszystkie sity, dziatajace na

punkt materialny A, nie odrézniajac sit zewnetrznych, wywie-

ranych przez ciata, do uktadu nie nalezace, od sit wewnetrz-

nych, jakimi na punkt materialny A dzialajg pozostate punkty

materialne tego samego uktadu. Oznaczajgc przez fz wypadkowsg
sit zewnetrznych i przezf wypadkowa sit wewnetrznych, mamy

fA=Z+1i, oraz m=M z+ Mw.

Wykonywajac ten rachunek dla wszystkich punktow ma-
terialnych uktadu i dodajac geometrycznie zarébwno momenty
sit dziatajgcych na poszczegdlne punkty, jak i momenty ich ilo-
§ci ruchu, ktore wyobrazimy sobie przeniesione do jednego pun-
ktu (np. punktu O), otrzymamy

) 2/, ozl
M= 2M,=2M,+ 2Mp= All[‘no2 T3t :jf_[%xr;r_z HA.
Sity wewnetrzne, ktérych sume momentéw oznaczyliSmy

przez w, wystepujg zawsze, zgodnie z trzecig zasadg mecha-
niki, parami. Gdy sity te dziatajg wzdluz prostych, taczacych
dane punkty materialne, gdy wiec sg to tzw. sity $rod-
kowe, suma geometryczna ich momentéw wzgledem dowol-
nego punktu O jest zawsze réwna zeru (rys. 74), wobec czego
i %Mw tez jest zerem. Temu warunkowi czyni zado$¢ bryta
sztywna, z warunku bowiem niezmiennej odlegtosci miedzy po-
szczegblnymi elementami jej objetosci wynika, czego tu dowo-
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dzi¢ nie bedziemy, ze sity, z ja-
kimi te elementy wzajemnie na
siebie dziatajg, sg sitami $rod-
kowymi. Mamy zatem

M =SMX= lim4iSH.. ()

Suma momentéw wzgledem
danego punktu O sit zewnetrz-
nych, dziatajgcych na Dbryle
sztywng (lub na ukiad, w Kkté-
rym sity wewnetrzne sg sitami

rys 72 Srodkowymi), rowna jest zmianie

sumy geometrycznej momentow
ilosci ruchu wzgledem tego samego punktu elementéw objetosci
bryty (lub punktow uktadu), odniesionej do jednostki czasu.
Gdy M — 0, a wiec gdy na bryte (lub ukiad) dziatajg tylko sity
wewnetrzne, albo oprdcz' nich, takie sity zewnetrzne, ktérych
kierunki przecinajg sie w punkcie O, wzgledem ktoérego wyzna-
czamy momenty, suma momentéw ilosci ruchu elementéw obje-
tosci bryty (lub punktow uktadu) jest stata. Twierdzenie to na-
zwiemy zasadg zaclfowania momentu iloSci
ruch u.

Moment wypadkowy M, a co za tym idzie, i zmiana wypad-
kowego momentu ilosci ruchu, sg na og6t zalezne od wyboru
punktu O. Jedynie w przypadku szczeg6lnym, gdy wypadkowa

wszystkich sit zewnetrznych %z réwna jest zeru, gdy wiec $ro-
dek masy bryty (lub ukiadu) jest w spoczynku (albo porusza

sie jednostajnym ruchem prostoliniowym), moment M arie zalezy
od wyboru punktu odniesienia, wtedy bowiem sity zewnetrzne
sprowadzajg sie, jak wiemy, do pary sit, ktérych moment ma
wartos¢ statg, niezalezng od potozenia punktu, wzgledem ktérego
go wyznaczamy.

3. MOMENT ILOSCI RUCHU BRYLY OBRACAJACEJ SIE DO-
OKOLA STALEJ OSI

Przypus¢my, ze bryta obraca sie z predkoScig katowa
okoto statej osi ZZ, lezacej w plaszczyznie rysunku (rys. 75).
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Przetnijmy bryte plaszczyzng, prostopadig
do osi i przechodzgcg przez punkt A bryty
(a wiasciwie przez element objetosci bryty,
ktéry przyjmujemy za punkt materialny),
ktorego moment ilosci ruchu chcemy wy-
znaczy¢. Niech punkt O bedzie punktem
przeciecia tej ptaszczyzny z osig ZZ'. Pro-
sta, OA = rl jest prostopadtg zaréwno do

osi ZZ’, jak i do wektora Am lv1 (gdzie Amx
oznacza bardzo matg mase elementu A),
jest bowiem promieniem kota, opisywanego
przez punkt A w jego ruchu obrotowym
dookota osi ZZ'. Moment ilosci ruchu punk-
tu materialnego wzgledem tak wybranego 2
punktu O na osi hazwiemy momentem rys. 75
ilosci ruchu wzgledem osi ZZ'.
Wartos$¢ liczbowa ilosci ruchu punktu materialnego A réwna
jest, jak wiadomo,
Am.vli= Am)' o,
skad warto$¢ momentu ilosci ruchu
AH — Amr|(D.

Momenty ilosci ruchu wszystkich punktow (elementéw ob-
jetosci bryty) maja kierunki zgodne, takie, jak wektor predkosci
katowej w(rozdz. I, ust. 14), (w przypadku, przedstawionym na
rysunku, leza w ptaszczyznie rysunku i sg skierowane ku gérze),
wobec czego wypadkowa ich jest ich sumg arytmetyczng

H= SAH = SAnr\ ®= «SArar:

lub, uwzgledniajac kierunek wektoréw H i ®
H — wSAmr2. ®)

Wielko$¢ skalarowa SAmfj, wyrazajagca sume iloczynow
z mas nieograniczenie matych elementéw objetosci bryty przez
kwadrat ich odlegtosci od osi, nazywamy momentem bez-
wtadnos$ci bryly wzgledem danej osi. W bryle sztywnej war-
to$¢ momentu bezwladnosci zalezy jedynie od wyboru osi odnie-
sienia i nie zmienia swej wartosci na skutek ruchu. Oznaczajgc



126

moment bezwtadnosci przez B, otrzymujemy wzor (5) w postaci

H — Bw. (5a)
Gdy na bryte dziatajg wzdtuz prostych, nie przecinajacych osi
obrotu, sity zewnetrzne, moment ich wzgledem danej statej osi
jest rowny

M=\hn"i=BAm ~ =BIS. 6)

Jt->o0 d ¢ Jt->Q d t

Przyspieszenie kgtowe ma, wobec statego kierunku osi, kie-
runek zawsze ten sam, co predko$¢ katowa; moment wiec sit ze-

wnetrznych zmienia jedynie warto$¢ wektora o, pozostawiajac
bez zmiany jego kierunek. Gdy M = 0, w zachowuje warto$é
stata.

Zatozmy, ze mamy ukitad, ztozony z pewnej ilosci bryt sztyw-
nych, zwigzanych ze sobg sitami wewnetrznymi ukiadu. Niech to beda
np. dwie tarcze metalowe (rys. 76), zawieszone na niesprezystej nici

0A i potaczone ze sobg drutem AB. Skrecajac
ten drut, odchylmy jedng z tarcz, np. Ti o kat a
1 pozostawmy uktad samemu sobie. Pod dziata-
niem sit sprezystosci drutu, bedgcych w tym
przypadku sitami wewnetrznymi uktadu, tar-
cza Ti zacznie sie wahac okoto osi AB, jako osi
obrotu. Sity zewnetrzne, dziatajgce na ukiad,
sprowadzaja sie do sity ciezkosci, ktérej mo-
ment wzgledem osi obrotu réwny jest zeru, je-
zeli tylko ni¢ OA i drut AB maja kierunek pio-
nowy i przechodzg przez $rodek masy kazdej
z tarcz (ust. 7). Zatézmy, ze w chwili, gdy od-
chylona tarcza zaczeta sie wahaé, predkosc jej
byta réwna zeru, a wiec, ze suma momentéw ilosci ruchu byta poczat-
kowo réwna zeru. Wobec M =0 te samg warto$¢ musi suma ta za-
chowaé i podczas wahania sie tarczy Ti. Jest to mozliwe tylko wtedy,
gdy jednocze$nie druga tarcza waha¢ sie bedzie w strone przeciwng
z predkoscia katowg taka, abySmy w kazdej chwili mieli
Bi|), + B, oi, = O,
gdzie Bi i Bi momenty bezwiadnosci tarcz wzgledem osi obrotu.

Katy, na jakie tarcze te sie odchyla w przeciggu czasu t, beda,

jak tatwo sie o tym mozna przekona¢, zwigzane wzorem analogicznym
B,a, + Btgj= O.

Odchylenie zatem kazdej z tarcz bedzie zalezne od stosunku ich mo-

mentéw bezwiadnosci (Bruhat).

Podobnie, gdyby w pewnej chwili pata ludno$¢ ziemi zaczeta sie
porusza¢ w kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu obrotowego ziemi
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a wiec np. wzdtuz réwnika z zachodu na wschoéd, predkos$¢ katowa
ziemi musiataby ulec zmniejszeniu. (Zaktadamy tutaj, ze ziemia nie
podlega dziataniu zadnych sit zewnetrznych i ze o$ jej obrotu jest
stata (por. ust. 8)).

W analogiczny sposéb mozna mwyjasni¢ znane doswiadczenie z tzw.

miynkiem Segnera, ktory w najprostszym przypadku sktada sie z pio-
nowego walca, mogacego obraca¢ sie dookota swej osi, i dwu pozio-
mych, potgczonych z nim rur, zaopa-
trzonych w boczne otwory (rys. 77).
Gdy woda, ktérg napetniamy walec,
zacznie wyptywac przez otwory, rury
zaczynaja sie obraca¢ w kierunku
przeciwnym.

Gdy uktad jest tego rodzaju,
ze jego moment bezwladnosci mo-
zemy dowolnie zmieniaé, zwigkszeniu
momentu  bezwiadnosci  towarzyszy
zmniejszenie predkosci katowej ukta-
du, na Kktory dziatajg sity zewnetrz-
ne o tgcznym momencie M = 0. Tak
np. czlowiek, siedzacy na stotku,
umieszczonym na obracajgcej sie tar-
czy, moze do pewnego stopnia regu-
lowa¢ predko$¢ katowg obrotu, wy-
ciggajac rece w ten sposéb, aby zwiek-
szy¢ swlj moment bezwitadnosci, lub
przeciwnie, przyciskajac je do ciata
i zmniejszajagc moment bezwiadnosci.

Dziatanie to bedzie tym wydatniejsze, ryg. 77

im wieksze bedg zmiany momentu bez-

witadnosci, a wiec np., gdy cztowiek bedzie trzymat w reku znaczne
masy.

Energie ruchu obrotowego bryty dookota danej osi otrzy-
mamy, wyznaczajac energie ruchu poszczeg6lnych elementow
bryty i sumujac otrzymane wartosci

&

Z poréwnania tych wzoréw z odpowiednimi wzorami, jakie
uprzednio otrzymaliSmy dla ruchu postepowego bryt (lub, co na
jedno wychodzi, dla ruchu punktu materialnego) wynika, ze te
sama role, jakg w ruchu postepowym odgrywajg sita, masa, pred-
kos¢ i przyspieszenie liniowe, w ruchu obrotowym spetniajg mo-
ment sity, moment bezwladnosci, predko$¢ i przyspieszenie
katowe.

Z., = =l-24m.rs(a* = Jm.r* = ©)
2 2 2
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4. WYZNACZENIE MOMENTU BEZWLADNOSCI. MOMENT
BEZWLADNOSCI WZGLEDEM 0SI, PRZECHODZACEJ PRZEZ $RO-
DEK MASY

Gdy chodzi o bryty prawidtowe, mozemy wyznaczy¢ ich mo-
ment bezwiadnosci, postugujac sie metodami rachunku nieskon-
czonos$ciowego.

Zagadnienie sprowadza si¢ wtedy do wyznaczenia masy nieskon-
czenie wielu nieograniczenie matych wyrazéw r2pdv, gdzie p oznacza
gesto$¢ danego elementu o objetosci dv, r — najmniejszg odlegtos¢
tego elementu od osi, wzgledem ktérej wyznaczamy moment bezwtad-
nosci. Stosujgc znakowanie rachunku catkowego, mozemy napisac, ze

B —J r~pdy;
sumowanie obejmuje wszystkie elementy dv danej bryty.

Najczesciej jednak moment bezwtadnosci wyznaczany jest
doswiadczalnie (ust. 5).

Przypusémy np., ze mamy dwa walce o jednakowej masie i jed-

nakowym promieniu: jeden z nich — drewniany — jest peiny, drugi —

metalowy — jest wy-

drazony, i ze walce te

staczajg  sie wzdtuz

réwni  pochytej  (rys.

78). Z gruba ujmujac

zjawisko, mozemy po-

wiedzie¢, ze w pewnych

warunkach ruch stacza-

jacych sie walcéw mo-

zemy rozpatrywac jako

szereg ruchoéw obroto-

wych dookota tych two-

rzacych walca, wzdtuz

rys. 78 ktérych walec styka sie

w danej chwili z po-

wierzchnig réwni. Momenty bezwiadnosci walcdw wzgledem tych osi

chwilowych sg stale te same; rozmieszczenie bowiem mas wzgledem

kazdej tworzgcej walca jest identyczne; podobnie moment sity ze-

wnetrznej, ktorg w danym przypadku jest sita ciezko$ci, rowniez za-

chowuje warto$¢ stata Q,r— Q.R sina, gdzie R jest promieniem

walca, a— nachyleniem réwni do poziomu. Stosujac wzér (6), otrzy-
mamy

Q.Rsina= Qy, skad y = Q_I_?_sma.
Przyspieszenie katowe bedzie wigc tym mniejsze, im wiekszy jest
moment bezwtadnosci walca. Walec zatem petny — drewniany —
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0 mniejszym momencie bezwtadnosci predzej stoczy sie z rowni, niz
wydrazony walec metalowy. Gdyby walce te spadaty, $lizgajac sie po
réwni, doszlyby do podstawy réwni w tym samym czasie (Pohl).

Warto$¢ momentu bezwiadnosci zalezy, jak o tym byta juz
wyzej mowa, od wyboru osi, wzgledem ktorej go wyznaczamy.

Tak np. moment bezwiadnosci
walca jest mniejszy wzgledem osi,
bedacej jego osig geometryczna,
niz wzgledem osi prostopadtej do
osi geometrycznej (rys. 79). Na
og6t jednak wystarcza wyznacze-
nie momentu bezwiadnos$ci wzgle-
dem osi, przechodzacej przez $ro-
dek masy bryly; znajgc go, mo-
zemy obliczy¢ moment bezwiad-
nosci wzgledem kazdej osi réwno-
legtej i przechodzacej przez do-
wolny punkt bryly, ze wzoru, wy-
razajgcego tzw. twierdzenie
Steinera

B= Bs+ mdt, (&)

rys. 79

gdzie B oznacza moment bezwadnosci wzgledem osi 00', prze-
chodzacej przez dany punkt bryty, Bs — moment bezwiadnosci
wzgledem osi, przechodzacej przez srodek masy i rownolegtej do
osi 00', m — mase bryty, d — najkrétsza odlegtos¢ miedzy tymi

osiami.

Niech 0§ 00" bedzie prostopadta do ptaszczyzny rysunku (rys.
80) i niech S bedzie srodkiem masy bryty. OS= d jest wtedy najkrot-
szg odlegtoscig miedzy osig 00" i réwnolegtg do niej osig przechodzaca
przez S. Bs—SAm.r-, gdzie r odlegto$¢ osi przechodzacej przez Srodek
masy od poszczeg6lnych elementéw A objetosci bryty; B = 2A?«.r*i

Wyktady fizyki, t. |

9
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gdzie n odlegtos¢ osi 00" od elementéow A. Miedzy r i n istnieje na-
stepujacy zwigzek
r- = 724-cll— 2rclcos a.
Mamy zatem
B—IAmM.r2--SJm .d- — .rd cos a. (8 a)
Wezmy $rodek masy za poczatek uktadu spétrzednych i o$ g po-
prowadzmy w kierunku prostej SO. Wtedy r cosa= x. Ostatni wyraz
mozemy zatem przepisa¢ w postaci

d24m.x.
W ust. 15, rozdz. Il ustaliliSmy, ze
X
~ X*
gdzie ds jest sp6trzedng Srodka masy.
W danym przypadku xs jest rowne zeru, gdyz srodek masy jest
poczatkiem uktadu spétrzednych. Mamy wiec

2AmM ,x = Q
Wzér zatem (8 a) przechodzi w nastepujacy
B= 2Am.r2 -f-ASAm
i ostatecznie B= BS+mcP.
Poniewaz mdr jest zawsze wielko$cig dodatnig, B jest zawsze
wieksze od B,.. Moment bezwiadnosci wzgledem osi, przechodzacej

przez $rodek masy, jest najmniejszy ze wszystkich momentéw bezwtad-
nosci bryly wzgledem prostych, rownolegtych do danej osi.

5. WAHADLO FIZYCZNE. DOSWIADCZALNE WYZNACZENIE

MOMENTU BEZWLADNOSCI
Zastosujemy twierdzenia uste-

poéw poprzednich do wyznaczenia
ruchu tzw. wahadta fizycz-
nego (rys. 81). Nazwg tg ozna-
czamy bryte, wahajgcg sie pod
dziataniem sity ciezkosci dookota
0si poziomej, nie przechodzacej
przez $rodek masy bryty. Wypad-
kowa sit ciezkosci, dziatajacych na
poszczegblne elementarne masy,
z ktorych bryta sie skiada, jest,
jak o tym bedzie mowa nizej
(rozdz. IV, wust. 9), przytozona
w $rodku masy bryty, skierowana
rys. 81 pionowo na dét i rowna ich sumie Q.
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Bryfa jest w rdwnowadze, gdy moment sity ciezkosci wzgledem
osi obrotu réwny jest zeru, a wiec gdy prosta, wyznaczajgca
kierunek sity ciezkosci, przecina 0§ O. Gdy wahadto odchylimy
o kata, moment ciezaru staje sie rowny Qd' — Q.d sina. Rozu-
mowanie identyczne z tym, jakim postugiwaliSmy sie przy roz-
patrywaniu waharn wahadta matematycznego (rozdz. 11, ust. 13),
doprowadzi nas do wniosku, ze wahadto fizyczne, wytrgcone
z potozenia rownowagi, wahac sie bedzie, o ile sity tarcia beda
znikomo mate, nieograniczenie dtugo, odchylajac sie za kazdym
wahnieciem o ten sam kat a.

Stosujac wzér (s ) otrzymujemy

Qdsina= By, (a)

gdzie B moment bezwiadnosci wahadta wzgledem osi O.

Wartos¢ chwilowej predkosci katowej wahadta otrzymujemy
ze wzoru Vv

gdzie d jest wartoscia statg, v — predkoscig liniowg Srodka masy,
wobec czego

1. dv a
ol o
Zatozmy, ze podobnie, jak w przypadku wahadta matema-
tycznego, kat a jest dostatecznie maty, aby$Smy mogli przyjaé
sin a za réwne a. Wtedy, jak wierny, sMadowg sity ciezkosci,
dziatajgcg w kierunku ruchu, mozemy uwaza¢ za proporcjonalng
do odchylenia s od potozenia réwnowagi, przyspieszenie wiec

przez nig udzielane — za identyczne z przyspieszeniem ruchu
drgajacego punktu. Bedziemy mieli zatem

a_a4Te S

n~-~Ti""d"’

Podstawiajgc to wyrazenie do wzoru (a), gdzie sina zaste-
pujemy przez a, otrzymamy
Q.d.a—By =8B AT S

. .. S
i z uwagi, ze
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skad
T= 2rt 9)

Przypus¢my, ze cata masa bryty skupiona jest w jednym
punkcie; moment bezwtadnosci wzgledem osi O zachowa te sama
wartos¢, co poprzednio, gdy masa ta znajdzie sie w takiej odle-

gtosci k od osi O, ze m/c.:= B, a wieck = 1[¢J?_.; k nazywamy
«l

ramieniem bezwtadnos$ci bryly wzgledem danej osi.
Wz6r (9) mozemy zatem przepisa¢ w postaci

©a)

Wahadto matematyczne o tym samym okresie wahania mia-
toby dtugos¢ (rozdz. II, ust. 13)

Diugos¢ ta nosi nazwe dtugos$ci zredukowanej
wahadta. Odtézmy na pionie, przechodzacym przez o$ O, odcinek
réwny i; jkoAcowy punkt Ox tego odcinka jest Srodkiem
wahan wahadia.

Moment bezwtadno$ci B wzgledem osi O mozemy wyrazic,
zgodnie ze wzoi*em (s ), w spos6b nastepujacy

B= B, 4 md2
lub, oznaczajac przez kO ramie bezwtadnosci bryty wzgledem po-
ziomej osi, rownolegtej do osi O i przechodzacej przez $rodek
masy
B = mkl= 7nk%t+ md (b)
skad dtugos¢ zredukowana wahadta

Dtugo$¢ ta jest jednakowa dla wszystkich osi poziomych,
rownolegtych do osi O i przechodzacych przez punkty bryly,
lezace w tej samej odlegtosci d od Srodka masy, a wiec leza-
cych na obwodzie kota, opisanego ze $rodka masy promieniem
rownym d.
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Okresy wiec wahan okoto osi poziomych, prostopadtych do
ptaszczyzny rysunku i przechodzacych przez punkty O, O, O" ...
beda miaty wartosci jednakowe (rys. 80).

Okres ten nie zmieni sie réwniez i wtedy, gdy pozioma
i rownolegta do osi O 0$ obrotu przechodzié¢ bedzie przez srodek
wahan Ot. Istotnie, oznaczmy ramie bezwiadnosci bryty wzgle-
dem tej osi przez kv Mamy wtedy

skad dtugos$¢ zredukowana, odpowiadajgca wahaniu koto tej osi

lub zuwagi, zel=d--cti =1—d= ~ ©

(d)

A wiec okres wahan bedzie ten sam. Réwnolegte osi O i Ox sg
osiami sprzezonymi.

Na tej wiasnosci wahadta fizycznego oparta jest budowa
wahadta rewersyjnego (Kater 1818).

Wahadto to stanowi sztaba metalowa, zaopatrzona w dwa
ostrza, umieszczone w statej odlegtosci jedno od drugiego. Nad
jednym z ostrzy umieszczona jest masa mlt ktorej potozenie
podczas pomiaru jest na og6t state, miedzy ostrzami znajduje sie
druga masa ra2, ktorej odlegto$¢ od ostrzy tak zmieniamy, aby
okres wahania okoto obydwu ostrzy byt jednakowy. Wtedy od-
legtos¢ wzajemna ostrzy s = d Jr d1réwna jest dtugosci zredu-
kowanej wahadta.

Na osi odcietych odktadajmy od poczatku spétrzednych odlegtosci
masy ma od osi O, na osi rzednych odpowiednie okresy wahan. Otrzy-
mamy w ten sposob krzywag AB.

Odwréémy wahadto i wyznaczajmy okresy wahan okoto osi Oi,
zmieniajgc stopniowo odlegto$¢ masy ma. Od punktu Oi, na osi odcie-
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tych, odlegtego o s od punk-
tu O, odkiadajmy w strone
x ujemnych odlegtosci ma
od Oi i w kierunku osi rzed-
nych odpowiednie okresy wa-
han. Odcieta punktu przecie-
cia sie D krzywych AB i CD
wyznaczy to potozenie masy
mQ, przy ktérym odlegtosé¢
ostrzy rowna jest diugosci
zredukowanej wahadta (Bou-
asse).

Wzér (9) stosuje sie
rébwniez i do przypad-
li o, koéw, gdy sitg dziatajaca
rys. 82 jest nie ciezar, lecz jaka-
kolwiek inna sita, byleby
spetniajagca warunek zasadniczy, ze warto$¢ jej jest proporcjo-
nalna do odchylenia od potozenia rownowagi. Temu warunkowi
czynig zado$¢ wahania, zachodzace pod dziataniem sit sprezysto-
§ci (rozdz. V, ust. 4), gdy bryta zawieszona jest na drucie spre-
zystym, ktdry skrecamy o pewien kat tak, aby nie przekroczyé
granicy sprezystosci drutu, i nastepnie pozostawiamy samemu
sobie, lub, gdy na nici zawieszamy magnes, ktory odchylamy
o niewielki kat od potozenia réwnowagi, jakie przybiera pod
dziataniem magnetyzmu ziemskiego. W obydwu przypadkach tak
zawieszamy ciato, aby pionowa 0$ obrotu przechodzita przez $ro-
dek masy bryty i byta jedng z gtownych osi jej obrotu (ust. 7),
wtedy bowiem moment ciezaru bryty réwny jest zeru i wahania
zachodzg w pfaszczyZznie poziomej koto statej osi. W tych przy-
padkach stosujemy ogo6lniejsza posta¢ wzoru (9) ; oznaczajac
przez D tzw. moment kierujgcy, otrzymujemy

T=2*jIA . (12)

Znajac D i mierzac okres wahan, mozemy wyznaczy¢ B mo-
ment bezwtadnosci bryty wzgledem osi obrotu. Gdy warto$ci mo-
mentu Kierujgcego nie znamy, mozemy go wyrugowac ze wzoru,
mierzac dwa razy okres wahan T: raz, gdy waha sie sama tylko
bryta, drugi raz, gdy na bryle umocujemy dodatkowe masy, kto6-
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rych moment bezwiadnosci wzgledem danej osi umiemy obliczyé
i ktérych dotgczenie nie zmienia wartosci momentu Kierujacego.
(W przypadku zatem magnesu masy dodatkowe sg z mosigdzu
lub z innego metalu, co do ktérego mozemy zatozy¢, ze prawie
nie podlega dziataniom magnetyzmu ziemskiego). Niech ten do-
datkowy moment bezwladnosci wynosi Bx. Okres wahan bryty
z dodatkowymi masami

stad
r2 b
T\ B + B,
(12 a)
6. SRODEK UDERZEN. WAHADLO BALISTYCZNE

Rozwazania ustepu poprzedniego pozwolg nam ustali¢
jeszcze jedng wazng wiasnos$é srodka wahan, te mianowicie, ze
sity chwilowe, przytozone w tym punkcie i dziatajgce prostopadle
do ptaszczyzny, przechodzacej przez o$ i Srodek masy, nie wy-
wierajg zadnego dziatania na o$ obrotu.

Zatozmy, ze na punkt Ox dziatajg w pr-zeciggu czasu At sity

f, stanowigce impuls %fAt— 1. Jezeli dziatanie tych sit nie prze-
nosi sie na o0$, o ktorej zaktadamy w dalszym ciggu, ze jest stala,
0$ nie wywiera rowniez zadnej sity reakcji na bryte; na Srodek
masy dziatajg wtedy jedynie sity impulsu I. Stad przyrost jego
ilosci ruchu, w przypuszczeniu, ze bryta poczatkowo byta w spo-
czynku

mv= |
gdzie m — masa bryty, v — predkos¢ $srodka masy, nabyta na

skutek uderzenia. Predkos$¢ ta zwigzana jest z predkoscig ka-
towga obrotu $rodka masy okoto osi O wzorem

v= cod, a wiec | = miod (e)
skadingd jednak wiemy (wzor )
MAt= | .r= By .At= Bo) (f)

gdzie r oznacza odlegtos¢ prostej, wzdtuz ktorej dziata impuls
od osi obrotu, w— predko$¢ katowa, nabytg wskutek uderzenia.
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Podstawiajgc wyznaczong przez wzor (f) warto$¢ to do wzoru
(e), otrzymujemy

r:md

lub, zgodnie ze wzorem (s)

A
md +d
oraz z uwagi, ie B —mk2

r=£f—fdzl.

Taki wiec ruch srodka masy mozliwy jest tylko wtedy, gdy
uderzenie przechodzi przez $rodek wahan. Z tego tez powodu
nazywamy ten punkt bryty srodkiem uderzen.

Przypus$émy, ze gruby i sztywny drut O (rys. 83), whity w drew-
niany walec, wspiera sie na dwu poziomych klockach tak, ze
walec moze sie waha¢ okoto osi
poziomej. Uderzajac lekko walec
mv punkcie B prostopadle do pta-
szczyzny, przechodzacej przez o$
i Srodek masy walca, w danym
wiec przypadku poziomo, spowodu-
jemy przesuniecie sie osi w kie-
runku b, uderzajac w punkcie E,
przesuniemy 0§ 0 w kierunku e.
Mozemy jednak zawsze znalez¢
taki punkt Oi, w ktérym uderzenie
nie zmieni potozenia osi O (Bou-
asse). Rachunek, ktérego tu nie
bedziemy przytaczali, wykaze, ze
punkt Oi jest istotnie $rodkiem
wahan.
Podobnie, uderzajac drazkiem
w jaki$ twardy przedmiot, prze-
konamy sie, ze zaleznie od tego,
w  ktorym  miejscu  trzymamy
rys. 83 reka drazek, odczujemy uderzenie
drazka albo w tej czeSci ditoni,
ktora obejmuje drazek od spodu, albo w tej, ktéra go obejmuje
od gory, albo wreszcie nie odczujemy go wecale.

Na tej zasadzie oparta jest budowa tzw. wahadta ba-
listycznego, przyrzadu, ktéry dawniej byt w powszech-



nym uzyciu przy wyznaczaniu pred-

kosci pociskow. Nie wdajgc sie A
w szczegOtowy opis tego wahadta,

zaznaczmy, ze gtdwng jego czes¢ /
stanowi walec (rys. 84), napet- /

niony piaskiem i zawieszony na

mocnych sztabach metalowych, po- ""Hs
zwalajgcych mu wahac¢ sie w pta- / X.

szczyznie pionowej dookofa po- y

ziomej osi. O$ walca znajduje sie /

w odlegtosci |, wyznaczonej wzorem

(11), od osi obrotu. Kierunek ruchu

pocisku jest tak dobrany, aby pocisk rys. 84

trafiat walec wzdluz jego osi. Ude-

rzenie jest w tym przypadku catkowicie niesprezyste: pocisk,
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Za-

nurzony w piasku, porusza sie nadal z tg samg predkoScia, jakg

nadat wahadtu.

Niech vo bedzie predkosciag poczatkowa pocisku, m jego masa.
Strata momentu ilosci ruchu, jakiej doznat podczas zderzenia, réwna
jest przyrostowi momentu ilosci ruchu wahadta. Mamy zatem, kfadac,

jak poprzednio, o= 0
B to— lin (i>0—al),

al jest predkoscig pocisku po zderzeniu. Stad

mval
¢~ B+mP”’
Energia wiec ruchu wahadta i pocisku po zderzeniu
i |2 S i m-v2l|
= -+- =-
L ¥ Ba +1 42 »» 2 Beml- *

Na skutek nabytej w ten sposéb energii wahadlo wraz z poci-
skiem odchyli sie o kat a, wykonywajac przeciwko sile ciezkosci prace,

réwng L. Praca ta wynosi
(Qd + gl) (1 — cosa),

gdzie Q ciezar wahadta, q ciezar pocisku, d (1 — cosa) — wysokos¢,
na jaka zostat podniesiony Srodek ciezkosci wahadta, | (1 — cosa) —

wysokos¢, na jakag zostat podniesiony pocisk. Mamy zatem

(Qd + gl) (1—cosa)= (Qd -hql) 2 sin’-g-:"ﬁ‘ m’\-y(z)B +1ml-’

z ktérego mozna wyznaczy¢ vo-
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7. SILY DZIALAJACE NA 0SS OBROTU. OSI SWOBODNE

Rozpatrzmy prosty przypadek, gdy dwie kule A i B 0 znacz-
nych masach, -umocowane na koncach sztywnego preta, ktoérego
mase, jako matg w po-
) rownaniu z masami kul,
w rachunku pominiemy,
obracajg sie ruchem jed-
nostajnym koto piono-
wej osi OE, tworzacej
dowolny kat a z pretem
A AB i przechodzacej przez
$rodek masy kul A i B
(rys. 85). Przyjmujac
kule za punkty material-
ne, znajdziemy, ze sity
odsrodkowe, ktdrymi ku-
le A i Adziatajg podczas
ruchu na o$ OE, réw-

najg sie odpowiednio
2%%wW2rl= mxam: Ix sin a

i wio @2r2—
— wi2 o2 U sin a.

Wobec tego, ze, zgodnie

z okreSleniem $rodka

masy, mx Ix— m: U, sity

te sg rdwne; tworza one
pare sit, powodujacg obrdt osi OE dookota osi poziomej. Jezeli
momentu tego nie zréwnowazy para 0 momencie réwnym
i przeciwnie skierowanym, powstajgca na skutek oporu,
jaki tozyska stawiajg obrotowi osi, 0§ nie zachowa statego Kie-
runku.

Ten nacisk, jakiemu podlega 0$, przenoszaca go na podtrzy-
mujace ja tozyska, zniknie dopiero wtedy, gdy 0§, przechodzac
przez $rodek masy, bedzie prostopadta do sztaby AB (rys. ss).
Sity odsrodkowe réwne i przeciwnie skierowane, przytozone do
tego samego punktu S, wzajemnie sie wtedy réwnowaza. O$ 0 {S
w tym przypadku nie wywiera na tozyska zadnego dziatania,
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ktore by byto wywotane przez ruch obracajacych sie kul. Te
wiasno$¢ posiada, oczywiscie, kazda o$ prostopadta do AB i prze-
chodzaca przez S, jak n/p. 0$ 0\S.

Podobnie i w przypadku, gdy kule obracajg sie koto preta
AB, nacisk osi na fozyska réwny jest zeru (rys. 87).

JIiL

® A

ts

<t>»
I
rys. 87

Obliczmy momenty bezwiadno$ci kut: B wzgledem osi OE
(rys. 85), Bx wzgledem osi 0+S (rys. ss), B2 wzgledem osi 02S
(rys. 87).

B = r\ + " —mIlN\sinza + mal\ sinza
i, przyjmujgc dla uproszczenia rachunku, ze m1= m2>a wiec
= U
B—.2m Zsinza
Bt= :mz i Bo= 0.
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Kule zatem, obracajgc sie kolo osi 01S posiadajg wiekszy mo-
ment bezwladnosci, niz przy obrocie koto jakiejkolwiek innegj
osi, przechodzacej przez srodek masy, obracajac sie za$ koto osi
0OoS, majag moment najmniejszy.

W podobny sposéb, ale przy uzyciu o wiele bardziej ztozo-
nego rachunku, mogliby$my stwierdzi¢ istnienie w kazdej bryle
tzw. gtéwnych osi bezwtadnos$ci o wiasnoSciach
takich, jak osie OtS i 02S rozpatrywanego przez nas uktadu kul.

Tego rodzaju osi, ktére nazywa¢ bedziemy osiami swo-
bodnymi lub trwatymi, jestw kazdej bryle na og6ttrzy;
sg one wzajemnie prostopadte i przecinajg sie w Srodku masy
bryty. Momenty bezwtadnosci bryty wzgledem tych osi zazwyczaj
nie sa rdbwne. Oznaczajac je przez Ba, Bb, Bc, mamy

np.i™ = Bblub Bh—Bc. Wtedy wyznaczone jest doktadnie poto-
zenie jednej tylko osi gtéwnej (osi ¢, gdy Ba = Bb, osi a, gdy
Bb = Br). Kazda prosta, do niej prostopadta i przechodzaca
przez $rodek masy bryly, bedzie miata wiasnosci osi gtdwnej.
Ta wyrdzniona 0§ czesto nazywana jest osig bryty. Tak
np. w rozpatrywanym przez nas
przyktadzie osig bryty jest o$ c
(025 na rys. 87), dla ktorej
Bg= 0; za oS a lub b mozemy
3 wzigé dowolng prostg OxS lub 0,5.
Gdy Ba= Bb~ Bc, gdy np. bryla
/ jest jednorodng kulg, wiasnosci osi
/ gtébwnej posiada kazda prosta,
/ przechodzaca przez $rodek masy;
kazdy wiec uktad trzech wzajemnie
prostopadtych prostych, przecina-
jacych sie w $rodku masy, jest

uktadem osi gtéwnych.

Tag roznicg wartosci momen-
tow bezwiladnosci tlumaczy sie
fakt, ze bryla wprawiona w ruch
obrotowy i mogaca zmienia¢ kie-

rys. 88 runek swej osi obrotu, przechodzg-
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cej przez jej $rodek masy, ustawia sie na skutek chwilowych
stabych oddziatywan zewnetrznych tak, aby osi jej obrotu od-
powiadat najwiekszy moment bezwadnosci.

Niech AB bedzie walcem drewnianym, umocowanym na cienkim
drucie metalowym, zawieszonym na haczyku wirowniey (rys. 88).
Walec, wprawiony w szybki ruch obro-
towy, ustawi sie prawie doktadnie po-
ziomo tak, ze o0$ jego obrotu (rys. 88)
bedzie prostopadta wzgledem jego osi
geometrycznej, tej bowiem osi obrotu od-
powiada najwiekszy ze wszystkich mo-
mentéw bezwtadnosci, obliczanych wzgle-
dem osi, przechodzacych przez S$rodek
masy. Podobnie tarcza kotowa ustawi sie
ostatecznie tak, ze o$ obrotu bedzie pro-
stopadta do jej powierzchni (rys. 89).
Gdy na wirowniey zawiesimy tancuch,
zacznie on w miare wzrostu predkosci
katowej rozcigga¢ sie, przybierajgc osta-
tecznie posta¢ kota (wtedy tylko bowiem
sity, z jakimi dziatajg wzajemnie na sie-
bie ogniwa, bedg dostatecznie wielkie,'aby
wytworzy¢ sity dosrodkowe, potrzebne do
utrzymania poszczegdlnych ogniw w nie- rys. 89
zmiennej odlegtosci od osi obrotu) i réow-
niez ustawi sie tak, aby jego ptaszczyzna
byta ptaszczyzng pozioma.
Gdy na bryte, wprawiong w ruch
obrotowy koto ktdrejkolwiek z osi swo-
bodnych, nie dziatajg zadne sity ze-
wnetrzne (lub tez takie jedynie, ktérych
wypadkowa przechodzi przez S$rodek
masy), bryta trwac¢ bedzie w tym ruchu N
nieograniczenie dlugo. Te wiasnos$¢ po-
siadaja jedynie osi swobodne; ruch
obrotowy bowiem koto jakiejkolwiek
innej osi powoduje, jak o tym wyzej
byta mowa, powstanie sit, dziatajgcych
na o$ i zmieniajacych jej potozenie, wo-
bec czego dla zachowania niezmiennego
kierunku ruchu obrotowego musza na 0$
dziata¢ roéwnoczes$nie sity zewnetrzne,
wywierane przez tozyska.
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O tych wiasnosciach osi swobodnych
mozemy sie'przekona¢ przy pomocy przy-
rzadu, zbudowanego przez Bohnbergera
(1817 r.). Jednorodna metalowa kula D
(rys. 91) moze sie obraca¢ koto osi CC,
przechodzacej przez jej $rodek geometrycz-
ny i opartej na pierscieniu C, mogacym sie
obraca¢ koto osi poziomej C'C". O$ ta
oparta jest na pionowym pierscieniu B,
obracajgcym sie w plaszczyznie pionowej
koto osi B'B"™, ktéra umocowana jest
w pierscieniu A, mogacym rowniez sie obra-
ca¢ koto osi pionowej. W ten sposéb 0$
obrotu kuli, bedaca, jak wynika z rozwa-
zahn poprzednich, jej osig swobodna, moze
przyjmowa¢ dowolne potozenie w prze-
strzeni (tzw. zawieszenie Cardana). Gdy
wprawimy kule w szybki ruch obrotowy
(np. przez nagte odwiniecie sznurka, nawi-
nietego wielokrotnie na osi) przy oznaczo-
nym, dowolnym zresztg potozeniu osi CC,
kula, jakkolwiek przesuwalibySmy przyrzad,
zachowa stale niezmienny kierunek obrotu.

91 Nawet jezeli zaczniemy obraca¢ pierscien

zewnetrzny, o$ CC nie zmieni swego Kie-

runku. Sity bowiem zewnetrzne, dziatajagce na kule, sprowadzajag

sie w tym przypadku do sity ciezkosci, ktérej moment wzgledem
Srodka masy réwny jest zeru.

8. RUCHY PRECESYJNE. GIROSKOP

Rozpatrujgc dziatanie sit zewnetrznych na bryle, mogaca
sie obraca¢ dookota dowolnej osi, postugujemy sie tymi samymi
wzorami, co w ustepie 3, wyprowadzonymi w zatozeniu, ze bryta
obraca sie dookota statej osi. Réznica polega¢ bedzie jedynie na
tym, ze obecnie musimy uwzglednia¢ mozno$¢ zmiany nie tylko
predkos$ci katowej bryty, lecz rowniez i kierunku osi obrotu.

Przyktadem takiego ruchu moze by¢ ruch obracajgcego sie
baka (rys. 92). Gdy ostrze bgka umiescimy w odpowiedniej pod-
stawce tak, aby o$ jego obrotu 00’ tworzaca z pionem kat
przechodzita stale przez punkt O, drugi koniec osi O' opisze do-
okota osi pionowej OZ koto, poruszajgc sie w tym Kierunku,
w jakim zachodzi ruch obrotowy dookota osi 00'. Tego rodzaju
ruchy nazywamy precesyjnymi, zapozyczajgc termin ten
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z astronomii, ktéra uzywa go przy opisywaniu ruchu ziemi (fac.
praececlere — wyprzedzaé, iS¢ naprzod).

rys. 92

Momentem zewnetrznym, powodujagcym obr6t baka koto
osi OZ, jest moment ciezaru bgka wzgledem statego punktu O.
Moment ten jest w danym
przypadku prostopadty do
ptaszczyzny rysunku i skiero-
wany poza nig. Zatozmy, ze
o$ obrotu 00" jest jedng z osi
swobodnych baka i ze pred-
kos¢ katowa ruchu obroto-
wego baka dookota tej osi jest
bardzo wielka w poréwnaniu
z predkoscia katowg jego ru-
chu precesyjnego. Wtedy be-
dziemy mogli uwazac, ze kie-
runek momentu iloSci ruchu
bgka jest zgodny z kierunkiem osi obrotu 00'; przyrost wiec
wektora H o kierunku zgodnym z kierunkiem momentu sity ze-
wnetrznej bedzie powodowat przesuwanie sie osi w kierunku
prostopadtym do ptaszczyzny, przechodzacej przez wektor sity
ciezkosci i chwilowg o0$ obrotu, a wiec obrdét dookota osi OZ.
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W ostatecznym wiec wyniku otrzymamy przesuwanie sie srodka
masy w kierunku prostopadtym do dziatajgcej na niego sity.

Zazwyczaj przebieg zjawiska jest bardziej ztozony. Oprécz wy-
zej opisanego ruchu precesyjnego osi 00" obserwujemy jeszcze tzw.
nutacjeosi, polegajaca na tym, ze kat odchylenia a osi 00" od
pionowej osi OZ waha sie periodycznie miedzy dwiema granicznymi
wartosciami no i « (rys. 88); nutacje te mozna zmniejszy¢, zwiek-
szajac predkos¢ katowa ruchu bagka dookota osi 00', a nawet usungc
catkowicie, wybierajac za o0$ obrotu jedng z gtéwnych osi bezwitad-
nosci bgka. Termin nutacja (tac. nutare — chwia¢ sig) jest, po-
dobnie jak precesja, wziety z astronomii, gdzie jednak jest uzywany
w nieco odmiennym znaczeniu.

Zjawisko precesji mozna o wiele dogodniej bada¢ przy po-
mocy giroskopu Fessela (gyros — koto). Zasadniczg cze-
§cig tego przyrzadu (rys. 94) jest dos¢ ciezki krazek meta-

rys. 94

lowy, mogacy sie obraca¢ dookota osi, prostopadiej do jego pta-
szczyzny i przechodzacej przez $rodek masy; 0§ ta jest jedng
z osi swobodnych kragzka. O$ umocowana jest w pierscieniu,
osadzonym na drazku metalowym, mogacym sie obracaé za-
réwno koto osi pionowej, jak i poziomej. Drazek zaopatrzony
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jest w przeciwwage, ktérg mozna przesuwaé wzdtuz drgzka.
W przypadku, gdy punkt podparcia drazka przypada na $rodek
masy ukiadu (co mozna osiggna¢, przesuwajgc odpowiednio
przeciwwage), drgzek ustawia sie poziomo. Wprawienie krazka
w szybki ruch obrotowy nie naruszy tego potozenia. Jezeli jed-
nak obcigzymy drazek po stronie przeciwwagi dodatkowym cie-
zarem (lub, co na jedno wychodzi, przesuniemy przeciwwage
ku koncowi drazka), drazek zacznie opisywaé w plaszczyznie
poziomej koto, poruszajac sie z predkoscig tym wiekszg, im
wiekszy jest moment wzgledem punktu podparcia przywieszo-
nego ciezaru (lub réznica momentdw ciezaréw obydwu czesci
drgzka).

Poprzestajagc na przyblizonej teorii zjawiska, mozemy pred-
kos¢ katowg ap ruchu precesyjnego wyznaczy¢ w sposéb naste-
pujacy. N .

Niech M jest momentem ciezaru dodatkowego, wektor H ,
majacy kierunek ten sam, co o$ obrotu krazka, doznaje przy-

rostu AH, wobec czego przybiera on wartos¢ Hv Mamy
M = hm—y. @

Przypuszczajac, ze na skutek dziatania momentu zewnetrz-
nego zmienit si¢ jedynie kierunek momentu ilosci ruchu, nie za$
jego wartos¢ liczbowa (co jest rownowazne z zalozeniem, ze
predkos¢ katowaw ruchu obrotowego krgzka jest owiele wigk-
sza odpredkoscikatowej to ruchu precesyjnego),  mozemy
wzOr (a) przepisa¢ w postaci

gdyz AH — H . Aa, gdzie a kat miedzy H i HIt skad

W= H * ﬁ(ﬁ' fia)
Im wiekszy jest moment bezwiadnos$ci krazka wzgledem jego osi
obrotu i im wieksza jest jego predkos$¢ katowa, tym mniejsza
jest predkos¢ katowa precesiji.

"Wyktady fizyki, t. | 10
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Podobnie mozna wyjasni¢, dlaczego szybki ruch obrotowy
kot roweru uniemozliwia przewrécenie sie cyklisty, ktory by
na nieruchomym rowerze nie mogt nawet na chwile utrzymac
rownowagi. Sita ciezkosSci powoduje precesyjny ruch két rowe-
rowych tak, ze Srodek masy ukiadu porusza sie i w tym
przypadku prostopadte do kierunku dziatajacej sity, nie za$
w kierunku tej sity, jakby to bylo przy nieobracajgcych sie
kofach.

Teoria ruchow precesyjnych pozwala wyjasni¢ wazne zjawisko
astronomiczne, o ktérym byta mowa wyzej. Tym zjawiskiem jest co-
fanie si¢ punktéw réwnonocnych, to znaczy punktéw przeciecia sig
pozornej drogi storica po sklepieniu niebieskim (ekliptyki) z réwni-
kiem niebieskim. Zatézmy dla uproszczenia, ze ziemia jest bryig
sztywng, obracajaca sie dookota jednej ze swoich osi gidwnych, tej
mianowicie, ktérej odpowiada najwiekszy moment bezwtadnosci Ba.
Gdyby moment wzgledem s$rodka masy sit przyciggajacych, jakimi

storice dziata na ziemie,

byt réwny zeru, o$ ziemi

zachowywataby niezmien-

ny kierunek w przestrze-

ni. W rzeczywistosci jed-

nak tak nie jest. Ziemie

bowiem mozemy sobie wy-

obrazi¢ jako kule, na kto-

rag natozona jest powtoka

0 grubosci, wzrastajacej

od bieguna do réwnika

(rys. 95). Natezenie pola

grawitacyjnego stohAca

(patrz, rozdz. 1V) ma

w punktach czesci powto-

rys. 95 ki, zwréconej do stonca,

warto$¢  wiekszg, niz

w $rodku ziemi, wobec czego punkty materialne, stanowigce te po-

witoke, doznajg wzgledem S$rodka ziemi przyspieszen w Kkierunku

stonca, wyznaczonych przez réznice natezen w srodku ziemi i w danych

punktach powtoki. Wypadkowa wzbudzonych w ten sposob sit przyto-

zona jest do $rodka masy tej czesci powtoki, a poniewaz ten Srodek

masy nie lezy na ogét na prostej taczacej Srodek ziemi ze $rodkiem

stonca, moment tej -wypadkowej wzgledem $rodka masy ziemi nie jest

réwny zeru. Analogiczne rozwazanie zastosowane do tej czesci powtoki,

ktora jest odwrécona od stonca, doprowadzi nas do wniosku, ze do

jej Srodka masy przytozona jest sita, skierowana w strone prze-
ciwna.
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Wobec tego dziatanie stofica na pierscien rownowazne jest parze
sit, ktéorej moment jest prostopadly do piaszczyzny, przechodzacej
przez $rodek masy storica i chwilowg 0§ obrotu ziemi, co powoduje
ruch preeesyjny osi obrotu ziemi dookota osi prostopadtej do pta-
szczyzny ekliptyki. Punkt przeciecia osi ziemskiej ze sklepieniem nie-
bios, tzw. biegun niebieski B, opisuje dookota bieguna ekliptyki EE,
znajdujacego sie w gwiazdozbiorze Smoka, koto B (rys. 96).
Predko$¢ tej precesji
nie jest stata, gdyz mo- E
ment sity zewnetrznej
zmienia sie od wartosci
najwiekszej, jakg ma
w  chwilach letniego
i zimowego przesilenia,
do wartosci zero w cza-
sie wiosennego i jesien-
nego poréwnania dnia £
z noca, gdy para sit
przechodzi w dwie sity
réwne, przeciwnie skie-
rowane i dzialajace
wzdiuz tej samej pro-
stej. Wahania wiec
predkosci ruchu prece-
syjnego, wywotanego
przez dziatanie stonca,
majg okres pétroczny. rys- 96

W tym samym kie-
runku, lecz o wiele silniej, dziata ksiezyc. (Precesja wywotana przez
stonce, wynosi w ciggu roku okoto 16", przez ksiezyc — 34"). Po-
dobnie jak dziatanie storica, i to dziatanie podlega okresowym waha-
niom, a to na skutek przesuwania sie punktéw przeciecia drogi ksie-
zyca z ekliptyka (tzw. weztéw ksiezyca), spowodowanego ruchem pre-
cesyjnym osi obrotu ksiezyca. Okres tych wahan wynosi okoto 18,6 lat,
jest wiec bardzo maty w poréwnaniu z okresem 25700 lat, w ciagu
ktérego biegun ziemski opisuje koto precesyjne. Wahania te sprawiaja,
ze droga, opisywana przez biegun, nie jest doktadnie kotowa, lecz przy-
pomina raczej zamknietg i mato od kota sie roznigca linie wezykowata
(rys. 97). Te odchylenia, nazywane przez astronoméw nutacjami
(w znaczeniu odmiennym od tego, jakie nadawalismy temu stowu na
str. 144), s w poréwnaniu z promieniem kola precesyjnego bardzo
mate, kat bowiem, jaki 0§ ziemska tworzy z osig ekliptyki, jest rowny
23° 27', odchylenia za$ nutacyjne osi ziemskiej nie przekraczaja 10".

Poza tym o$ ziemska podlega jeszcze nutacjom wiasciwym, zmie-
niajgcym potozenie bieguna na powierzchni ziemi i powstajacym stad,
ze ziemia nie jest brytg sztywna i ze o0$ jej obrotu nie jest, Scisle

10*
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rys- 97

biorac, jej osig swobodng. Wa-
hania stad powstajace, zaobser-
wowane po raz pierwszy przez
Chandlera, wynoszg + 0,3",
okres za$ ich przeszto 400 dni.
Wahania te powodujg zmiany
szerokosci geograficznej.
GdybySmy podobnie, jak
to zrobit Gauss (1777—1855)
przy wyznaczaniu ruchu ksie-
zyca, zastgpili kazdg z planet
pierscieniem sztywnym o tej sa-
mej masie, co dana planeta,
i 0 promieniu rownym promie-
niowi jej orbity, oraz zatozyli,
ze pierscien ten wykonywa je-
den catkowity obrot w ciggu
czasu, jaki zuzywa planeta na
obieg dookota storica, mogliby-

$my zastosowac prawa ruchu obrotowego do uktadu planetarnego i wy-
znaczy¢ moment jego ilosci ruchu. Uktad ten mozna uwazaé¢ za cat-

kowicie odosobniony, moment wiec jego H zachowuje stale niezmienny
kierunek i warto$¢. Niezmienne wiec bedzie, jak t6 pierwszy stwier-
dzit Laplace (1749—1827), i potozenie prostopadtej do niego pta-
szczyzny, tzw. ptaszczyzny niezmiennej.



ROZDZIAL IV

GRAWITACJA — POLE SILY CIEZKOSCI
W POBLIZU ZIEMI

1. PRAWA KEPLERA. TEORIA CIAZENIA POWSZECHNEGO

Newton zasady mechaniki zastosowal do wyznaczenia sit,
utrzymujacych planety w ruchu dookota stonca, dochodzac
(1687 r.) w wyniku swoich rozwazan do prawa cigzenia po-
wszechnego, jednego z najwiekszych odkry¢, jakie zna historia
nauki.

Wedtug Keplera (1570—1630), opierajacego sie czesciowo
na wiasnych obserwacjach, gtéwnie jednak na obserwacjach
Tychona de Brahe (1546—1601), ruchy planet podlegajg na-
stepujacym prawom.

Prawo pierwsze: wszystkie planety poruszajg sie po
elipsach, w ktérych wspolnym ognisku znajduje sie storce.

Prawo drugie: promien wodzacy planety (tzn. prosta, 13-
czaca planete ze storicem) zakie$la w ciggu réwnych odstepow
czasu rowne pola (innymi stowy, pole to wzrasta proporcjonalnie
do czasu).

Prawo trzecie: kwadraty czaséw obiegu dookota storica dwu
jakichkolwiek planet majg sie do siebie, jak trzecie potegi sred-
nich odlegtosci tych planet od stonica.

Przypu$émy, ze w ciggu czasu At planeta przebyta droge
AB — vAt (rys. 98). Pole, opisane w ciggu tego czasu przez pro-

mien wodzacy SA, rowne jest ~ABXSC, gdzie SC jest prosto-

padty, opuszczong z S na kierunek predkosci (wobec tego, ze At
jest bardzo mate, uwazamy odcinek AB za prostoliniowy).

Mamy zatem pole SAB = L|J v .SC . At



Wedtug prawa drugiego
stosunek pola SAB do czasu,
w ciggu ktorego pole to zo-
statlo opisane, jest staly,
a wiec

v . SC — statej.

Witedy jednak staty jest réw-
niez iloczyn mv .SC, (tzn.
moment ilosci ruchu planety
wzgledem stonca), moment

rys. 98 zatem wzgledem stonca sity,
dziatajacej na planete, réw-
ny jest zeru (rozdz. I, ust. 3). A poniewaz sita ta nie jest

rébwna zeru, planeta bowiem porusza sie po torze krzywolinio-
wym, prosta, wyznaczajgca jej kierunek, musi przechodzi¢ przez
storice. Dla wyznaczenia wartosci sity zatdzmy, ze tor planety
jest kotem, w ktorego $Srodku znajduje sie stonce. To zatozenie
nie bedzie zbyt odbiegato od rzeczywistosci, gdyz eliptyczne tory
planet s na og6t mato sptaszczone, tak np. dla ziemi stosunek
wielkiej osi elipsy do matej rowny jest mniej wiecej stosunkowi
1 do 0,9998. (Dla innych planet, z wyjatkiem Wenus i Neptuna,
stosunek ten jest wiekszy).

. Ruch planety bedzie wtedy ruchem jednostajnym, gdyz pro-
mienie wodzace bedg mialy te samg diugo$¢ we wszystkich
punktach toru. Niech r bedzie promieniem toru planety P. Sita
dosrodkowa, utrzymujaca planete w ruchu kotowym, réwna jest

gdzie T — czas obiegu planety dookota stonnca, m — jej masa.
Z trzeciego prawa Keplera wynika, ze

rs r.r*

gdzie C ma te samg warto$¢ dla wszystkich planet. Stad mamy
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i po podstawieniu do wzoru (a)

/= 42t CA~ ~ Ci-~

Sita zatem, dzialajgca na planete, jest wprost proporcjonalna
do jej masy, odwrotnie za$ proporcjonalna do kwadratu jej od-
legtosci od stonca.

Niech O bedzie srodkiem geometrycznym toru planety, S i S' —
jej ogniskami i niech w S znajduje sie stonce (rys. 99).

rys. 99

Przyspieszenie normalne w punkcie P toru jest réwne, jak wia-
domo (rozdz. I, ust. 10),

v-
__07
gdzie p jest promieniem krzywizny w danym punkcie toru. To przy-

spieszenie jest skltadowg w kierunku promienia krzywizny przyspie-
szenia w kierunku prostej PS, mamy zatem

Promien krzywizny elipsy jest réwny, czego tu dowodzi¢ nie bedziemy,

Q B
Acos-*1'

gdzie B — mata, A — wielka o$ elipsy. Stad

a= M2 - cosze. (@)
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Oznaczmy przez ¢ warto$¢ pola, opisanego w ciggu jednostki
czasu przez promien wodzacy SP = r. Zgodnie z drugim prawem
Keplera c jest wielko$cig dla danej planety stala.

Ze wzoru
cdt= ~v.SA ,dt= .r cos ipdt
znajdujemy
2 C
Vs (®)
W ciggu czasu T promien opisuje pole elipsy réwne rr.A.B, wobec
a.A.B
czego c— -

Podstawiajgc do wzoru (a) v ze wzoru (b), otrzymujemy
_ 4¢1 A _ 4nl A3
"~ r- "~W~ ~rp’

i wobec tego, ze wedtug trzeciego prawa Keplera, A3 _ C

a= 4n2.C 'H: C,}4r[

skad sita, dziatajgca na planete,
f—7p.a= Ct . (la)

Przyjmijmy zaNewtonem, ze zrddtem sity,utrzymujacej
planete w ruchu krzywoliniowym, jeststonce;wtedy, w mysl
trzeciej zasady Newtona, sile tej towarzyszy sita rowna i prze-
ciwnie skierowana, z jaka planeta dziata na storice. Zaktadajac,
ze i ona réwniez jest proporcjonalna do masy ciata, podlegaja-
cego jej dziataniu, otrzymamy

Lw) T
@] A c —i_t_,
gdzie ms jest masg stonca. Ta rowno$¢ moze by¢ spetniona tylko
wtedy, gdy C2— Cmp i Cx= Cms, gdy wiec mamy
m m

f= c~rlL; (2)

Z wzajemnosci dziatan stonca i planety wynika, ze w uktadzie
odosobnionym, ztozonym z planety i stonca, zaréwno jedno, jak
i drugie cialo porusza sie wzgledem wspdlnego $rodka masy, ktéry
zgodnie z zasadg zachowania ilosci ruchu (rozdz. 11, ust. 16) jest albo
w spoczynku, albo w prostoliniowym ruchu jednostajnym. Niech
P i St oznaczajg chwilowe potozenia planety i stonca (rys. 100).
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Z warunku, ze $rodek masy musi zawsze leze¢ na prostej, taczacej
dwa dane punkty materialne, dzielac jg na odcinki, odwrotnie propor-
cjonalne do mas, wynika, ze kat, o jaki w ciggu dowolnego czasu
odchyli sie od pierwotnego potozenia prosta SP, jest réwny katowi,
0 jaki w tym samym czasie odchyli sie w Kierunku przeciwnym pro-
sta SiS tak, ze gdy planeta

porusza sie dookofa $rodka

masy S po torze kotowym,

a wiec gdy odcinek SP ma

dtugos¢ statg, storice réow-

niez opisze koto, przebiega-

jac je w ciggu tego samego

czasu. (Jest to oczywiste

w przypadku, gdy S$rodek

masy jest w spoczynku,

gdy za$ porusza sie ruchem

prostoliniowym  jednostaj-

nym, kazdy z punktow

uktadu posiada oprécz pred-

kosci wzgledem $rodka ma-

sy jeszcze predkos¢ ruchu

prostoliniowego te sama, co

$rodek masy; warto$¢ wiec

1 kierunek tej predkosci sg rys. 100

dla wszystkich . punktow

uktadu jednakowe; ten wspolny ruch prostoliniowy jednostajny w ni-
czym nie zmienia potozenia punktéow ukitadu wzgledem $rodka masy).

Promien toréw planety i storica wyznaczymy ze wzoréw

rr'—r,
skad mamy
ms+mD "0 map W

Wz6r (2) mozemy zatem przepisa¢ w postaci

2
focmump ch My, p'} (2 a)

Planeta wiec porusza sie tak, jak gdyby dziatat na nig sitg przycia-
gajaca Srodek masy, w ktérym bytaby skupiona masa

M \ms+m 1 s

Masa m mato na og6t rézni sie od ma, masa bowiem storica jest wiele-
kro¢ wieksza od masy poszczeg6lnej planety. Ktadagc mase ziemi réwng
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jednostce, otrzymujemy na mase storica liczbe 333432. Dla tych wiec
dwu ciat niebieskich mamy

m_ (£ s r n*=0>"67ws
Obserwowany przez nas ruch planety jest jednak ruchem nie wzgle-
dem $rodka masy uktadu, lecz wzgledem storica. Niech v i vs beda

predkosciami ziemi i stonca wzgledem $rodka masy, predko$¢ v ziemi
wzgledem storica jest wtedy

V=VZ~VS
i przyspieszenie wzgledne
4vz Jvs
lim =+~ = lim —r---—--lim — 7-

* Jt>0d 1 Jt-+0 d +

lub, uzywajac znakowania rachunku nieskoriczono$ciowego

dv ® dvs

dt dt dt

Przyspieszenia ruchu ziemi i storica sa spowodowane przez sity /
(patrz wzér 2a) rowne i przeciwnie skierowane. Mamy zatem

dv f f m, + tnzy.
dt mz ms mzms

Napiszmy, ze -§ =

m,
m niz
oraz z uwagi, ze / = C —5—
(m+m)m
f =C (2 b)

Ruch ziemi wzgledem storica zachodzi zatem tak, jak gdyby na ziemie
dziatata nie masa ms, lecz masa ms + mz. We wzorze (1) i (la)
wielko$¢ Ci jest réwna nie Cms, lecz C (ms + mz), jest wiec zalezna

od masy przycigganej planety. Stad wynika, ze i stosunek Al nie
jest doktadnie ten sam dla wszystkich planet i ze przeto trzecie prawo
Keplera jedynie w przyblizeniu wyraza istotne ruchy planet i obowig-
zywatoby $cisle tylko wtedy, gdyby masa stofca byta nieskonhczenie
wielka w pordwnaniu z masami planet.
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Wzér (2) jest, wedtug Newtona, szczegdlnym przypadkiem
prawa ogolniejszego, wedtug ktérego wszystkie ciata przyciagaja
sie wzajemnie sitami, ktére dla punktéw materialnych o masach
ml i m2 mozna wyrazi¢ wzorem

- M, Too

f= k-T>i/. ©)

gdzie k — spétczynnik staty, nazywamy statg grawitaciji
(fac. gravitas — ciezkosc), rowny liczbowo sile, z jakg przycia-
gaja sie dwa punkty materialne o masach réwnych jednostce
z odlegtosci réwnej jednostce. Wymiar staty grawitacji réwny
jest, wedtug wzoru (3)
[K]=M~IL:sT~%
. . cm3

czemu w uktadzie C. G. S. odpowiada ~ —.

g sek:

Temu powszechnemu ciazeniu nalezy przypisaé,
wedtug Newtona, nie tylko istnienie sit, utrzymujgcych planety
w ruchu dookota stonca, lecz réwniez site, powodujgcg ruch
krzywoliniowy ksiezyca dookota ziemi, oraz sity ciezkosci, dzia-
fajgce na ciata znajdujgce sie w poblizu ziemi.

2. PRZYCIAGANIE, WYWIERANE NA PUNKT MATERIALNY
PRZEZ WARSTWE KULISTA | KULE

We wszystkich tych przypadkach obserwowana przez nas
sita jest wypadkows sit, z jakimi dziatajg na siebie wzajemnie
elementarne masy, na ktére moglibySmy podzieli¢ przyciggajace
sie ciata.

Niech m bedzie niewielkg masa, skupiong w punkcie material-
nym, na ktory dziata dane ciato. Rozbijmy ciato na tak mate elementy
objetosci dv, abySmy kazdy z nich mogli uwaza¢ za punkt materialny,
i oznaczmy gesto$¢ ich przez p, wtedy masa kazdego z nich wynosi
pdv i sita przyciggajaca, jakg dziata na punkt materialny m, jest,

zgodnie ze wzorem (3), rowna k —'y, — i skierowana wzdtuz prostej,

taczacej dany element objetosci z punktem materialnym. Oznaczmy
katy, jakie ta prosta tworzy z osiami spotrzednych, przez a, (3 y. Na
wartosci sktadowych w kierunku osi otrzymamy wtedy wzory

'y 7m.Q(lv m.odv CAf gdv
dfx= k -y i— 003 «; df,, = k — — cOSE£> df* k ~p > cos
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Sumujagc sktadowe o tym samym kierunku, otrzymamy na wartosci
sktadowych sity /, z jaka cialo dziata na punkt materialny, wzor>

fx = km fgglycosa;f’g = km f9-8¥ cosg;f’zz hm fgd" cos Yy,

skad

f=V/-v+/"+]|
i katy a,b, c, jakie tworzy z osiami sp6trzednych
cosa= -fi; cosbh= {3;//-; cos ¢ = /—Z}

W przypadku, gdy cialo ma ksztaht kulisty, wyznaczenie
wypadkowej elementarnych sit przyciggania nie przedstawia
szczegolnych trudnosci. Podzielmy ciato to kulami, opisanymi ze
$rodka, na wspoétsrodkowe warstwy o bardzo matej grubosci AR
(rys. 101) i wyznaczmy sity, jakimi kazda z tych warstw przy-

rys. 101

ciaga zewnetrzny punkt materialny A, odlegty o r od srodka kuli.
Na prostej OA, tgczacej Srodek kuli z punktem A, obierzmy taki
punkt C, abysmy mieli

R 0OC’ w

gdzie R promien kuli. Przez punkt C przeprowadZzmy w dowol-
nym kierunku bardzo cienki stozek BCD, ktéry wytnie w roz-
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patrywanej przez nas warstwie (niech nig bedzie np. zewnetrzna
warstwa kuli) bardzo mate elementy objetosci Avx= aSx.AR
i Av2— AS2. AR, gdzie ASj i AS2 sg elementami powierzchni
warstwy, wycietymi przez stozek. Masy tych elementéw sg od-
powiednio rowne gASxaR i 0AS2aR, gdzie n— gestos¢ warstwy,
sity zatem, jakimi dziatajg na mase m punktu materialnego A
.. , P4S,4R N q<4So4 R
4f\ ~ ¢ 5 m 1 =l pa— (b)
11 ?s

Opiszmy z punktu C, jako ze $rodika kule o promieniach
It— CB i 12— CD. Stozek i3CD wytnie z tych kul powierzchnie
Aoj i Ac*. Jezeli przez Awoznaczymy powierzchnig, ktorg stozek
wycina w kuli, opisanej z C promieniem réwnym jedno$ci —
powierzchnia ta jest miarg tzw. kagta brytowego, odpo-
wiadajgcego danemu stozkowi — powierzchnie Aa, i a<t bedg
odpowiednio réwne

da, = Ndw i da,, = I\ doi.

Powierzchnie te tworzg z elementarnymi powierzchniami
warstwy ASXi AS2 katy jednakowe. Trojkat bowiem BOD jest
rownoramienny, kat zatem OBD = a réwny jest katowi ODB,
a poniewaz BD jest prostopadie do Aa, i a<i2 OB za$ — do ASIt
OD — do AS2 katy miedzy Aaxi ASx oraz miedzy Aa2i AS2 sg
rowne katom OBD i ODB, a wiec kazdy z nich réwny jest a.
Mozemy przeto napisac

dax=dSxcosa i dat= JSi cos a
stad

cosa cos a
Podstawiajgc te wartosci do wzoréw (b), otrzymamy

. ,o_dB_._l_) dw . r_ .adEI.\_g_yy__
dfx=k—gmt, M T db =k Sl m {9
Z podobienstwa trojkagtow OBC i OBA, posiadajgcych
wspdlny kat BOA i boki (wzér a) wzajemnie proporcjonalne,
wynika, ze
CB _ OB

li
BA T OA o

lub

—=I:U

o
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Podobnie z podobienstwa trjkagtéw ODC i ODA otrzymamy
=R

ra r
Wzory (c) bedziemy mogli zatem przepisa¢ w postaci

jf =k JR-RIJcom i z,2=]cSIR -Riz/lw m
r2cos a r* cos a

Sity te sg wiec réwne i kierunki ich tworzg z prostg OA jedna-

kowe katy a, jak to wynika bezposrednio z rownosci stosunkéw

OC _ OB
OB OA e

Wypadkowa ich zatem ma kierunek prostej OA i rOéwna jest
sumie rzutéw sit nfli a/2 na te prosta

Rj=Rh cosa+ ¢/f2cosa —lc-QRR-R2.

Warto$¢ i kierunek tej wypadkowej nie zalezy zupetnie od
kierunku stozka, przeprowadzonego przez punkt C. Jezeli wiec
w podobny sposéb podzielimy cata warstwe kulistg na elementy
objetosci, kazda ich para dziata¢ bedzie na mase m sitg o tej
samej wartosSci i tak samo skierowang. Dziatanie wiec warstwy
wyrazi sie ich sumg arytmetyczng

f= —gR2.2Z1R22Jw.

2 2 Aw jest sumg wszystkich katéw brytowych, jakie mozemy
przeprowadzi¢ z punktu C. Suma ta réwna jest 4n, takg bo-
wiem warto$¢ ma powierzchnia kuli, opisana z C promieniem
réwnym jednostce. Mamy przeto

w
/= k—"TiR2,IR .q

i wobec tego, ze 4ti R2AR jest objetoscig v' warstwy, ov' — jej
masa ¢Im_
m jm

f —k (e)
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Warstwa zatem przycigga punkt materialny A tak, jak
gdyby cata jej masa ¢kupiona byta w jej srodku geometrycznym.
Stosujgc analogiczne rozumowanie do wszystkich warstw, na
jakie podzielilismy kule, znajdziemy, ze sita, z jakg kula dziata
na punkt materialny A, jest skierowana wzdiuz prostej OA
i rébwna

j— f— mCm
F=2f=k— C-k-Ar2 )

J 9-2

a wiec rowna sile, z jakg by dziatata masa mc, skupiona
w $rodku geometrycznym kuli.

Z takg samg sitg, lecz przeciwnie skierowang, dziata punkt
materialny A na kule. Sita ta przytozona jest do Srodka geome-
trycznego kuli. Stad wynika, ze gdy punkt ten stanowic¢ bedzie
elementarng cze$¢ drugiego ciata kulistego, wypadkowa wszyst-
kich sit, jakimi druga kula dziata na pierwszg, bedzie miata
kierunek prostej, tagczacej ich Srodki, i bedzie rowna

Fi =k )

gdzie TG i m2sg masami kul.

Whniosek ten obowigzywac¢ bedzie zaréwno w przypadku kul
jednorodnych o gestosci statej, jak i w przypadku, gdy gestos¢
ich zmienia sie wraz z odle-
glosciag od srodka, a wiec, gdy
ma warto$¢ staltg w kazdej
z warstw wspotsrodkowych,
na ktdre dzielimy kule.

Zatbézmy teraz, ze punkt
materialny A znajduje sie
gdziekolwiek wewnatrz war- W
stwy kulistej. Podobnie jak
poprzednio, przeprowadZzmy
przez punkt A stozek, ktory
wytnie z warstwy elementy
powierzchni ASXi AS2 o obje-
tosciach

ASXx.AR I AS.AS, rys. 102
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gdzie AR grubos$¢ warstwy (nie oznaczona na rys. 102). Rozu-
mowanie identyczne z tym, jakim postugiwalismy sie wyzej, po-
zwoli nam stwierdzi¢, ze powierzchnie Aa, i Aa2 jakie w kulach,
opisanych z A promieniami Ix i 12, wytnie stozek, przechodzacy
przez A, sg odpowiednio rowne

= ASicosa i Aa2— aS2mcosa.

Sity, wywierane na mase m, umieszczong w punkcie A, przez
te dwa elementy warstwy, sg skierowane w strony przeciwne,
przy czym

m
lub m i Jf,=h
I, cos @ K cos a
oiaz z uwagi, ze Ja, = NJw i Ja., —N\Jw
3 = kn WIRIO i pgdRIB oy 5 oo JRICO
I, cos a cos a cos a

Sity te sg réwne, wypadkowa wiec ich réwna jest zeru.
A poniewaz catg warstwe kulista mozemy podzieli¢ na pary
takich elementarnych objetosci, ktérych
dziatania na mase m wzajemnie sie réw-
nowazg, stwierdzamy, ze warstwa kuli-
sta nie wywiera zadnego dziatania na
mase, znajdujgcg sie wewnatrz niej.
Jezeli wiec punkt materialny A
umiescimy wewnatrz kuli, dziatanie jej
sprowadzi sie do dziatania tych jej
warstw, wzgledem ktérych punkt A jest
rys. 103 punktem zewnetrznym. Niech r jest od-
legtoscia A od O (rys. 103). Dziatanie
przyciagajgce wywiera jedynie masa, skupiona w kuli, opisanej
z O promieniem réwnym r. Zaktadajac, ze mamy do czynienia
z kulg jednorodng o gestosci statej  mozemy napisa¢, ze masa

przyciagajaca m 4 nr$,



161
skad

i nrS* 4

Sita przyciggania bedzie w tym przypadku proporcjonalna do
odlegtosci przyciagganej masy od geometrycznego srodka kuli.

3. POLE GRAWITACYJINE. NATEZENIE POLA. POTENCJAL

GRAWITACYJINY

Jak wynika z zatozen teorii cigzenia powszechnego, dziata-
nie przyciggajace, wywierane przez dany uktad punktéw mate-
rialnych na niewielkag w poréwnaniu z masg uktadu przycigga-
jacego mase m punktu materialnego, ktdrego dziatanie na przy-
ciggajacy uktad mozna pomingé, wyraza Sie zawsze w postaci
iloczynu

/==<?. m, (4)

gdzie G jest wielkoScig, zalezng jedynie od konfiguracji przy-
ciggajacego uktadu i od potozenia punktu przycigganego wzgle-
dem danego uktadu, niezalezng za$ od wartosci masy m. Przy
niezmiennej konfiguracji uktadu wektor G ma w kazdym punk-
cie otaczajgcej uktad przestrzeni oznaczong niezmienng wartos¢.

Tak np. w przypadku poprzednio przez nas rozpatrywanymi, gdy

uktadem przyciggajacym jest jednorodna kula, wektor G ma w punk-
cie A, odlegtym o r od $rodka kuli, warto$é

m,
G=k—y

(patrz, wzor / ust. 2). Oznaczmy przez n wektor o dtugosci réownej
jednostce, skierowany ku S$rodkowi kuli wzdiuz prostej, taczacej
punkt A z O. Tego rodzaju wektory, o wartosci roéwnej jednostce,

nazywamy wektorami jednostkowymi. Mnozac /'CDBP przez F],

otrzymamy wektor o wartosci takiej, jakg ma skalarowy czynnik ilo-
czynu, i o kierunku zgodnym z kierunkiem wektora jednostkowego,
a wiec z kierunkiem sity przyciggajacej. Mozemy zatem napisac

G= k (Ja)

"Wyktady fizyki, t. | i
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Gdy znamy warto$¢ i kierunek G we wszystkich punktach
otaczajacej uklad przyciggajacy przestrzeni, site, z jaka ukiad
przycigga mase m punktu materialnego, umieszczonego w do-
wolnym punkcie tej przestrzeni, znajdziemy bezposrednio ze

wzoru (4). Przestrzen, w ktérej wektor gposiada warto$¢ rézng
od zera, .nazywamy polem sit grawitacyjnych Ilub

prosciej polem grawitacyjnym, wektor zas G— na-
tezeniem pola. *

Temu wytgcznie formalnemu pojeciu pola, wprowadzonemu jedy-
nie dla utatwienia rachunku, mozna by przeciwstawi¢ inne, zaktada-

jac, ze wektor G charakteryzuje te zmiany fizycznych wasnosci prze-
strzeni, jakie spowodowalo umieszczenie w niej ukiladu przyciggaja-
cego. Masa w stuzytaby jedynie do ujawnienia, pod postacig dziatah
mechanicznych, doznawanych przez mase to, tych zmian wiasnosci
fizycznych, jakich doznato pole i jakie istniejg niezaleznie od tego,
czy masa to znajduje sie, czy tez nie znajduje sie w polu. Wprowa-
dzenie tej masy do pola moze, co najwyzej, utrudni¢ nieco badanie
pola poczatkowego. Masa ta bowiem, dziatajac réwniez sitami przy-
ciggajacymi, wytwarza wtasne pole grawitacyjne, a wiec, zgodnie
z zatozeniem, na swoj sposob zmienia wiasnosci fizyczne otaczajgcej
ja przestrzeni. Tej trudnos$ci mozna uniknaé, uzywajac tak, jak uczy-
nilismy wyzej, do badania pola masy dostatecznie matej, abysmy
mogli poming¢ jej dziatanie grawitacyjne. Przy takim rozumieniu
pola sity grawitacyjne stajg sie funkcjami zmian jego wiasnosci
fizycznych; masy za$ przyciggajace jedynie czynnikami, powodujg-
cymi te zmiany. Zatozenia Newtona, dotyczace cigzenia powszechnego,
nie usprawiedliwiajg jednak takiej interpretacji, dlatego tez w dal-
szym rozumowaniu poprzestaniemy na tym okre$leniu pola, jakie po-
dane zostatlo w tekscie.

Wymiar natezenia znajdziemy ze wzoru (4)
[C] — /IM—1= LT— (5)
jako réwny wymiarowi przyspieszenia.
Niech X, y, s oznaczajg sp6trzedne punktu przestrzeni, dla kté-
rego wyznaczamy G. Przy niezmiennej konfiguracji uktadu -wartosé

i kierunek G sa zalezne jedynie od sp6trzednych punktu tak, ze skia-

dowe wektora G w Kkierunku osi spotrzednych mozna przedstawic
w postaci

Gx=1/, (x,y,2); Gy=f (Xy,9, Gz=7/3(xY,12).

Tego rodzaju wielkosci nazywamy funkcjami punktu.
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Przypus¢my, ze punkt materialny, umieszczony w polu gra-
witacyjnym, jest catkowicie swobodny, tzn. nie podlega dziata-
niu'zadnych innych sit poza sitami pola i ze poczatkowa jego
predko$¢ rowna jest zeru. Punkt ten, poruszajac sie pod dzia-
taniem sit grawitacyjnych, opisze droge, ktdrej kierunek bedzie
zawsze zgodny z kierunkiem natezenia pola. Tor takiego punktu
wyznacza nam tzw. linie sit. W przypadku, gdy pole jest
wytworzone przez punkt materialny (lub jednorodng kule, lub
wreszcie kule, ktorej gestos¢ zmienia sie z odlegtoscia od
Srodka — patrz. ust. 2 ), linie sit sg liniami prostymi tak, ze na-
tezenie we wszystkich punktach pola, lezgcych na ktérejkolwiek
z tych prostych, ma ten sam kierunek. W przypadku ogélniej-
szym, gdy linia sit jest linig krzywa, kierunek natezenia w do-
wolnym punkcie pola wyznaczony jest przez kierunek stycznej
w tym punkcie do linii sit, przechodzacej przez punkt. Kierunek
natezenia jest w ten sposob $cisle oznaczony, gdyz przez dany
punkt pola moze przechodzi¢ tylko jedna linia sit, w przeciw-
nym bowiem razie masa m, umieszczona w punkcie przeciecia
sie linij sit, mogtaby sie porusza¢ pod dziataniem sit grawita-
cyjnych w roznych kierunkach, co jest, oczywiscie, niemozliwe.

Gdy predko$¢ poczatkowa punktu materialnego nie jest réwna
zeru, tor punktu w najprostszym przypadku pola, wytworzonego przez
jednorodng kule, jest jednym z przecie¢ stozkowych. Torem tym jest
elipsa, gdy poczatkowa energia ruchu punktu ma warto$¢ mniejsza
od pracy, potrzebnej do przesuniecia punktu poza granice pola (patrz,
nizej), — parabola, gdy energia réwna jest tej pracy, hiperbola, gdy
jest od tej pracy wieksza.

Niech AB O bedzie jedng z linij sit pola, wytworzonego przez
punkt materialny o ma-
siem (rys. 104) iniech
sity pola przesuwajg
mase m wzdtuz dowolnej
drogi APB z punktu A,
odlegtego o r' od O, do
punktu B, odlegtego od
O o r". Wobec tego, ze
sita grawitacyjna posia-
da w réznych punktach
tej drogi rézne wartosci,
praca jej jest sumag prac rys. 104

11%
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elementarnych, wykonanych na bardzo matych odcinkach As,
na jakie te droge dzielimy. Niech jednym z tych odcinkéw jest
odcinek Pgq = as. Opiszmy z punktu O kota promieniami OP i Oq
i niech a, b bedg punktami przeciecia sie¢ tych kot z prostg AB.
Promien OP przetnie koto, przechodzace przez g, w punkcie P',
odlegtym 0 OP — OP'= Oa— Ob = ab od punktu P. Przyjmu-
jac, ze element drogi As jest dostatecznie maty, aby$Smy mogli
go uwazac za odcinek linii prostej, znajdziemy, ze

I'Si=1.Jq .cos (/, 4s)
lub z uwagi, ze sita grawitacyjna w punkcie P ma kierunek pro-
stej PO, bedacej linig sit, przechodzacag przez dany punkt drogi

j &= f PP = f.ab. (a)

Warto$¢ sity, zalezna od odlegtosci danego punktu od punktu O,
jest ta sama w punkcie P, co w punkcie a, i w punkcie P', co
w punkcie b, praca zatem elementarna, wykonana wzdtuz ele-
mentu krzywej As, jest rowna pracy, wykonanej na odcinku
linii sit miedzy punktami, lezacymi' w tej samej odlegtosci od O,
co poczatkowy i koncowy punkt elementu As. Prace te wyzna-
czymy, zaktadajac, ze sita dziatajgca ma na odcinku ab warto$é
statg, rdbwna Sredniej geometrycznej wartosci w punktach a i b,
ktérych odlegtosci od punktu O niech bedg rowner ir .

Postepujac w ten sam sposéb z pozostatymi elementami
drogi, znajdziemy, ze praca, wykonana przez sity grawitacyjne
przy przesunieciu wzdtuz dowolnej drogi APB, réwna jest pracy,
wykonanej przez te sity wzdtuz prostoliniowej drogi AB. Jezeli
przez rx, r2,... rnoznaczymy odlegtosci od O poszczeg6lnych ele-
mentow drogi, na jakie rozbiliSmy prostoliniowy odcinek AB,

()

Praca zatem zalezy jedynie od odlegtosci od punktu O kon-
cowego i poczatkowego punktu drogi, nie zalezy za$ od ksztattu
drogi, wzdtuz ktérej przesuwata sie masa m.



165

To rozumowanie wtedy tylko jest catkowicie $ciste, gdy ele-
menty drogi dr sg nieograniczenie mate. Dziatanie sity przyciagajacej
powoduje zmniejszanie sie odlegtosci r masy m od punktu O. Pracy
dodatniej, wykonanej przez site grawitacyjng, odpowiada ujanna war-
tos¢ dr. Nieograniczenie mata praca, wykonana na tym odcinku,
réwna jest zatem

mcm
d'C= —/lc—J-dry

praca za$ catkowita

W przypadku, gdy uktad przyciggajgcy sktada sie z n punk-
tow materialnych, prace, wykonang przez wypadkowsg sit grawi-
tacyjnych przy przesunigciu punktu materialnego m z punktu
pola, odlegtego odpowiednio o rly r2 ...rn od poszczegblnych
mas, wytwarzajacych pole, do punktu, dla ktérego analogiczne
odlegtoscisg r'} ., E, wyznaczymy, biorgc, zgodnie z twier-
dzeniem ust. s rozdz. 11, sume prac sit sktadowych

gdzie mL m2, ... mnsa masami poszczegdlnych punktéw uktadu.
I w tym wiec przypadku praca zalezy jedynie od koncowego i po-
czatkowego potozenia masy przycigganej wzgledem mas przycia-
gajacych. Tak bedzie rowniez i wtedy, gdy ukfad przyciggajacy
sktadac sie bedzie z nieograniczenie wielu punktéw materialnych,
gdy wiec jest np. bryta; sity pola grawitacyjnego sg zatem sitami
zachowawczymi (rozdz. I, ust. 10), uktad za$ grawitacyjny —
uktadem zachowawczym.
Wz6r (s a) przepiszmy w nieco odmiennej postaci

Praca ta zachodzi kosztem energii potencjalnej uktadu, ktorej
zmniejszenie réwne jest co do wartosci bezwzglednej pracy sit
pola. Oznaczajac przez E x energie potencjalng uktadu, gdy masa
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m zajmowata potozenie poczatkowe, przez E2 — energie poten-
cjalng, gdy masa m znalazta sie w potozeniu koncowym, otrzy-
mujemy

=m{X(" T
L m mni
lub kiadac
V;:-*(A+A+A) iF,—
" “ n 1 2 fi
<E=W(7Tt—T72)=£7t—E2 (s)

gdzie 7j i Fo sa wielkoSciami, majagcymi dla danej konfiguracji
uktadu przyciggajgcego w kazdym punkcie pola warto$¢ doktad-
nie oznaczong, niezalezng od wartos$ci przycigganej masy m, sg

wiec podobnie, jak natezenie pola G, wielkosciami, charaktery-
zujacymi dane pole. Zwigzkiem miedzy tymi wielkosciami,
a energig potencjalng ttumaczy sie nazwa potencj atu, jaka
nadajemy wielko$ciom V.

Jak wynika z okreslenia potencjatu, w punktach pola, dla

ktorych suma — H= E+ ...-(—7— ma te samg wartos¢, po-
1 1l
tencjaty sg rowne. Powierzchnie, bedace miejscem geometrycz-

nym punktéw o jednakowym potencjale, noszag nazwe p o-
wierzchni ekwipotencj alnych lub powierzch-
ni poziomu. W prostym przypadku jednego punktu przycia-
gajacego (lub takich bryt kulistych, ktérych dziatanie mozemy
zastapi¢ dziataniem jednego punktu) powierzchnie poziomu sg
kulami o wspolnym $rodku w punkcie przyciggajagcym.

Gdy uktad przyciagajacy sktada sie z nieograniczenie wielu nie-

ograniczenie matych mas (gdy wiec uktadem tym jest np. jakas$ bryta),
potencjat danego punktu pola znajdujemy ze wzoru

V-

gdzie r odlegto$¢ danego punktu pola od elementu dv bryty, o — ge-
sto$¢ tego elementu. Powierzchnia ekwipotencjalna wyrazi sie réwna-
niem V — statej.

Pojecie potencjatu wprowadzit do mechaniki w 1773 r. Lagrange,
nazwe potencjatu nadat wielkosci V w 1828 r. Green (1793—1841).
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Wz6br (s ) pozwala nam w bezposrednim pomiarze wyznaczy¢
jedynie réznice potencjatow dwu punktéw pola. Warto$é kazdego
z tych potencjatow oddzielnie znajdziemy, zaktadajac, ze przycia-
gana masa m znajdowata sie poczgtkowo w dostatecznie wielkiej
odlegtosci od punktow uktadu przyciggajgcego, aby dziatanie gra-
witacyjne nie mogto by¢ wykryte przy pomocy jakichkolwiek
przyrzadow. Mowimy wtedy, ze masa m znajduje si¢ poza gra-
nicami pola. Potencjat V1 réwny jest tym razem zeru,
jak to wynika bezposrednio ze wzoru (7), gdzie kiadziemy

rl—r2= ... = rn= o0 (co jest rownowazne zatozeniu, ze kazda

ze sktadowych sit przyciagajacych f. — k 2R = 0). Mamy wiec
Li

— =-4v2 (&)

m

Potencjat zatem danego punktu pola rowny jest liczbowo co
do wartosci bezwzglednej pracy pola przy przeniesieniu jed-
nostki masy spoza granic pola do danego punktu. Wymiar po-
tencjatu otrzymujemy ze wzoru (7) lub (s b)

[F] = =L*T-2 0)
cm:
sekz”

Potencjat i natezenie pola sg wiec zwigzane w ten sam spo-
sOb, jak praca i sita.

Znajac ksztatt i rozmieszczenie powierzchni poziomu, mo-
zemy bez trudu wykresli¢ linie sit pola. Niech masa m przesuwa
sie wzdtuz jednej z powierzchni ekwipotencjalnych; praca sit
pola jest, jak to wynika ze wzoru (s), zawsze rdwna zeru bez
wzgledu na dtugos¢ i kierunek przebytej przez mase drogi. Jest
to mozliwe tylko wtedy, gdy sity pola sg w kazdym punkcie drogi
do niej prostopadte, gdy wiec linie sit sg prostopadie do po-
wierzchni poziomu. Jezeli poza tym znamy warto$ci potencjatow
na kazdej z tych powierzchni, mozemy wyznaczy¢ rowniez i na-
tezenie pola.

Niech powierzchnie AB i CD (rys. 105) sa powierzchniami
poziomu o wartosci potencjatu, rownej odpowiednio C i C -f- AC.
Przypus¢my, ze sity grawitacyjne przesuwajg mase m z punktu
E jednej powierzchni do punktu F na powierzchni drugiej, leza-

czemu w ukiadzie C. G. S. odpowiada
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cego na tej samej linii sit. Oznaczajgc odcinek EF, stanowigcy
najkrotszg odlegtos¢ miedzy tymi powierzchniami (jako prosto-
padlty do obydwu) przez an, otrzymamy na prace sit grawita-
cyjnych

(CT=f-z/n=m. G-z/n=m(C—C~ zIC) ~ —mJC

z1C

skad ==~ A <10>

Praca A”jest dodatnia, gdy AC jest ujemne, potencjat za-

tem powierzchni AB, na ktorej lezy
punkt F, musi by¢ mniejszy Od po-
tencjatu C. (Poniewaz C ma zawsze
znak ujemny, mamy, ktadac

= — Cu — C1—\z1C)<— Ci).
Natezenie pola ma zatem kie-
runek potencjatdw malejacych.

Wielkos¢ — bedgcg miarg zmniej-
rys. 105 . . .
szama sie potencjatu, odniesionego

do przesuniecia o jednostke dtugosci w kierunku prostopadtym
do powierzchni ekwipotencjalnej, nazywamy spadem po-
tencjatu.

Oznaczmy przez dV zmiane potencjatu na odcinku dn normalnej

do powierzchni ekwipotencjalnej w kierunku natezenia pola. Mamy

wtedy, zgodnie z (10), G dv Nazwijmy wektor o wartosci row-

nej spadowi potencjatu i o kierunku, w ktérym potencjat najszyb-

ciej wzrasta, gradientem potencjalu (tac. gradiens — poste-
pujacy) i oznaczmy go przez grad. Bedziemy mieli
G——gradP. (10 a)

Jest rzeczg oczywista, ze stosunek zwiekszania sie potencjatu do
dtugosci drogi, na ktérej zwiekszanie to nastepuje, ma warto$¢ naj-
wiekszg w kierunku normalnej do powierzchni ekwipotencjalnej; odci-
nek bowiem dn jest najkrotszg odlegtoscia miedzy dwiema powierzch-
niami ekwipotencjalnymi.

4. SPRAWDZENIE DOSWIADCZALNE ZALOZEN TEORII
NEWTONA

Potwierdzenie zatozenia, ze sita ciezkoSci, ktorg ziemia
dziata na otaczajgce ciala, jest identyczna z sitg, ktéra utrzymuje
planety w ich ruchu krzywodroznym dookofa stonca, Newton
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widzial w zgodnosci liczb, otrzymanych przy obliczeniu wedtug
wzordw, ustalonych przez prawo grawitacji, przyspieszenia, ja-
kie ziemia udziela ksiezycowi, z liczbami, jakie dajg pomiary bez-
posrednie.

Przecietna odlegto$¢ ksiezyca od ziemi réwna jest mniej
wiecej 60 pi‘omieniom ziemskim. Przyspieszenie, jakiego ziemia
udziela ksiezycowi, powinno by¢, zgodnie z prawem grawitacji,
60* razy mniejsze od przyspieszenia, jakiego doznajg ciala,
znajdujace sie w poblizu ziemi. Przyjmujac, ze przyspieszenie
to rowne jest 981 cm/sek2, otrzymujemy na przyspieszenie ksie-
zyca ak

ah—981:602= 0,2725 cm/sek2 @

Wielko$¢ ak mozemy wyznaczy¢ z obserwacyj astronomicznych.
Niech rk oznacza promieri orbity ksiezyca, o ktdrej zaktadamy
dla uproszczenia, ze jest kotowg (w rzeczywistosci, stosunek naj-
wiekszej do najmniejszej odlegtosci ksiezyca od ziemi jest taki,
jak 1000 :896). Przyspieszenie dosrodkowe, jakiego doznaje
ksiezyc,
V2 4n*
°n- -JT _ >h'

gdzie T czas tzw. obiegu gwiazdowego ksiezyca (to jest czas,
w ciagu ktorego ksiezyc wrécitby do swego potozenia poczatko-
wego wzgledem ziemi, gdyby ziemia byfa nieruchoma wzgledem
storfica); czas ten réwny jest 2,3606 .10° sek; r réwne jest, jak
byta mowa wyzej, 60 R; przyjmujac za Helmertem na wartos$¢
promienia ziemi warto$¢ promienia kuli o tej samej objetosci,
co ziemia, mamy R = 6,371.10s cm; stad

ak = 0,2719 cm/sek 2, (b)

co, jak na bardzo uproszczony rachunek, jest w wystarczajgcej
zgodnosci z otrzymang poprzednio liczbg (a).

Jezeli tak, to i przyspieszenie, udzielane ciatom, znajdujg-
cym sie w poblizu ziemi, powinno zmniejszaé sie wraz z ich od-
dalaniem sie od jej powierzchni. Wniosek ten, sprzeczny z wyni-
kami obserwacyj Galileusza, wedtug ktoérego ciata spadajg na
ziemie ruchem jednostajnie przyspieszonym, zostat po raz pierw-
szy stwierdzony z dostateczng $cistoscig przez Jolly’ego (1878 r.
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rys. 106

i 1883 r.). Do szalek czutej wagi przy-
czepiona jest na dtugich drutach (o dtu-
gosci przeszto 5 m w jednej serii po-
miarbw, 21 m — w drugiej) druga
para szalek. Przycigganie dwu moz-
liwie rowinych mas mt i m2 poréw-
nywano w ten sposéb, ze poczatkowo
mase ktadziono na dolnej szalce,
m2 — na gornej i réznice przyciaggan,
doznawanych przez te dwie masy,
rownowazono dodatkowymi odwazni-
kami, kladzionymi na gdrnej szalce;
nastepnie przenoszono m: na szalke
dolng, mx — na gorng i zndéw réwno-
wazono.

Dla usuniecia poprawki na strate wagi
w powietrzu nie uzywano zwykiych szalek,
lecz na kazdym ramieniu wagi zawieszano po

dwie kule szklane o tej samej objetosci; jed-
na z tych kul byta wypetniona rtecig, druga

za$ pusta (rys. 106); masy mi i «12 sg zatem masami rteci wypet-

niajagcymi kule Mi i Mn. Wtedy, jakkolwiek bysmy przewieszali kule,

parcie do gdry z obydwu stron jest zawsze jednakowe.

Zaktadajac, ze ziemia jest nieruchomg kulg jednorodng lub
tez takg, ktorej gestos¢ zmienia sie proporcjonalnie do odlegto-
§ci od jej srodka, znajdziemy, ze sita, z jaka ziemia dziata na
ciato 0 masie m, umieszczone w odlegtosci h od jej powierzchni,
jest do silty, wywieranej na to samo ciato, lezagce na jej po-

wierzchni, w stosunku

stad

mé& _ R2
=m~G0= (R+ A*

5. <c)

gdy h jest, jak w pomiarach Jolly’ego, mate w poréwnaniu z R.
Stad stosunkowe zmniejszenie ciezaru, przypadajagce na jed-

nostke wzniesienia

qo0 2
h Co R



co, po podstawieniu R = 6,371.10®@ m, daje na 1 m wzniesienia

310.10-9ﬁ .

Jolly otrzymat ze swych pomiaréw warto$¢ nieco mniejsza:
301 . 10-9 - (w pierwszej serii 285 . 10- ¢ HI)-Oko’ro tej war-

tosci wahajg sie liczby, otrzymane w analogiczny sposéb przez
pbzniejszych badaczy, jak Thiesen (1890 i\), Richarz i Krigar-
Menzel (1894 r.) oraz inni. Najblizszg warto$ci teoretycznej jest

liczba, otrzymana przez Thiesena 309 . 10-9 i

Wzér (c) stosuje sie jedynie do przypadkéw, gdy h oznacza
wzniesienie ciata przycigganego ponad powierzchnig ciata przyciaga-
jacego, ktérg uwazamy za powierzchnie poziomu, nie obowigzuje wiec
w przypadku, gdy h jest wysokosciag géry lub ptaskowzgérza ponad
poziomem morza; wtedy bowiem nalezy réwniez uwzglednié¢ przycia-
ganie, wywierane przez mase danego wzniesienia. Z podanych wyzej
danych liczbowych wynika, ze ciato podniesione 0 100 m w powietrzu
ponad powierzchnie ziemi, doznaje przyspieszenia o 310. 10~7 Go
mniejszego niz na powierzchni ziemi, w szerokosci wiec geograficz-
nej 45° przyspieszenie jego wynosi 980,64— 0,03 = 980,61 cm/sek2.
Réznica, jak widzimy, jest tak mata, ze catkowicie usprawiedliwia
przytoczone wyzej zatozenie Galileusza.

Podobnie zostato potwierdzone w dos$wiadczeniach, wyko-
nanych na ziemi, drugie zatozenie teorii cigzenia powszechnego,
a mianowicie proporcjonalno$¢ sity przyciggajacej do przycigga-
nej masy. Za pierwsze doSwiadczalne potwierdzenie tego nie-
zmiernie waznego faktu mozna uwaza¢ wyniki, otrzymane przez
Galileusza przy badaniu ruchu ciat, spadajgcych pod dziataniem
sity ciezkosci. Galileusz stwierdzit, ze wszystkie ciata, spadajgce
jednocze$nie z tej samej wysokosci z predkoscig poczatkowg
rowng zeru, przebiegaty te samg droge w ciggu tego samego
czasu. Zatozmy za Galileuszem, ze przyspieszenie kazdego z tych
ciat miato we wszystkich punktach drogi warto$¢ niezmienna.
Oznaczajgc przyspieszenie dwu dowolnych ciat odpowiednio
przez aL i a2, otrzymujemy
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skad, wobec tego, ze sx= sz i, jak to wynika z pomiaru, tx— t2,
ax— a2= d. Przyspieszenia zatem tych ciat sg jednakowe. Stad
wynika, ze sity, na nie dziatajace,

fx= mxa 1 f2= m2a

sg do mas tych ciat proporcjonalne. To niezalezne od rodzaju
ciata przyspieszenie bedziemy oznaczali w przypadku swobod-
nego spadku ciat literg g.

Newton potwierdzit ten wynik do$wiadczen Galileusza, mie-
rzac z wieksza o wiele, niz Galileusz, doktadnoscig, okres waha-
nia wahadta, w ktérym wahajagcym sie punktem materialnym
(patrz, rozda. Il, ust. 13) byty ciata, znacznie r6znigce sie swymi
wiasnosciami fizycznymi.

Newton na nici dtugosci okoto 3,3 m zawieszat okragte drew-
niane naczynie, wypetniajac je Kkolejno zlotem, srebrem, otowiem,
szktem, piaskiem, solg, wodg i pszenica.

Okazato sie, ze okres wahan tych wahadet aide zalezat zu-
petnie od rodzaju zawieszanej masy, lecz jedynie od dtugosci
wahadta, zgodnie ze wzorem (13 a) ust. 13 rozdz. Il, w ktérym
po podstawieniu Q— mg, otrzymamy

T=2<<|/CE. (11)

Bessel w doswiadczeniach, wykonanych tg sama metoda, lecz
jeszcze znacznie dokfadniejszych, ustalit (1830 r.), ze okresy wa-
han wahadet otej samej dtugosci zredukowanej (patrz rozdz. Ill,
ust. 5), zbudowanych z réznych materiatdbw, réznig sie w tym
samym miejscu ziemi mniej niz o - . Jeszcze dalej do-

i.Z\j uuu
ktadno$¢ pomiaréw posunagt Eotvos (1909 r.), positkujac sie me-
toda, odmienna od poprzednich, a ktéra pozwolita mu stwier-
dzi¢, ze rdéznica sit, z jakimi ziemia dziata na ciata o rownych
masach, lecz poza tym rdznigce sie swymi wiasnosciami fizycz-

nymi, na pewno nie przewyzsza ”“qqqgqqgq wartosci ich mas.

Innymi stowy, mierzac mase 1 kg metodg dynamiczng (rozdz. 11,
ust. 3), a nastepnie przy uzyciu wagi, mozemy by¢ pewni, ze
réznica otrzymanych wartosci nie przekracza o.01 mg.
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Zgodnos¢ tych pomiaréw, wykonywanych z coraz to wiek-
szg doktadnoscia, dochodzacg juz, jak sie zdaje, do kresu tego,
co mozna osiggnaé przy uzyciu znanych nam dotychczas przy-
rzadow, pozwala stwierdzi¢, ze istotnie w tym samym miejscu
na powierzchni ziemi sita ciezko$ci udziela wszystkim ciatom
tego samego przyspieszenia, ze zatem ciezar ciata jest do masy
jego proporcjonalny

Q~mg. (12)

Tego wniosku nie moga ostabi¢ wyniki doswiadczen Brusha,
ktéry, opierajac sie na zatozeniach stworzonej przez siebie teorii gra-
witacji, prébowat wykazaé¢ zalezno$¢ przyspieszenia grawitacyjnego
od magnetycznych witasnosci ciat (1921 r., 1922—1923 r., 1925 r.).
Pomiary Brusha zostaly zakwestionowane przez Pottera (1922 r.,
1927 r.) i Wilsona (1922 r.), ktorzy jego doswiadczenia powtorzyli.
Podobnie nie zostato potwierdzone przypuszczenie, wypowiedziane
przez Richardsona, o zaleznosci przyciaggania od elementarnych skiad-
nikéw atomu przycigganego ciata (Potter 1923 r.). Wcze$niejsze
(1910 r.) od wyzej przytoczonych pomiary Southema, wykonane
z ciatami promieniotwdrczymi, réwniez nie wykazaly zadnych, daja-
cych sie wykaza¢ doswiadczalnie, odstepstw od zatozenia proporcjo-
nalnosci ciezaru i masy.

Nie znalazty tez dotychczas nalezytego potwierdzenia hipotezy,
dotyczace wpitywu Srodowiska, znajdujgcego sie miedzy przycigga-
nymi masami, na warto$¢ i kierunek sity przyciggania. Nieliczne do-
Swiadczenia, z ktérych by wynikato, ze wptyw taki istnieje (Cremieu
1908 r., Schlomka — 1927 r., a zwtaszcza Mayorana — 1919 r., 1921 r.,
1930) sg odosobnione i zdajg sie¢ by¢ w sprzecznosci z danymi, otrzy-
manymi przez innych badaczy (Eotvos— 1922 r.).

5. WYZNACZENIE STALEJ GRAWITACJI

Z zatozenia proporcjonalnosci miedzy sitg grawitacyjna
i masg wynika, ze stata grawitacji k jest niezalezna zaréwno
od wielkosci, jak i od wiasnosci fizycznych przycigganej masy.
Whiosek ten zostat potwierdzony przy wyznaczaniu tej wielkosci.

Metody uzytych w tym celu pomiardbw mozna podzieli¢ na
dwie grupy: w jednej z nich pomiary polegajg na wyznaczeniu
zmian, zachodzacych w normalnym przycigganiu, wywieranym
przez ziemie, przy zmianie rozmieszczenia mas przyciggajacych
w poblizu ciata przyciaganego, w drugiej wyznaczane sg bezpo-
$rednio sity cigzenia, z jakimi dziatajg na siebie wzajemnie
dwie masy.
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Za pierwowzOr pomiarow pierwszej grupy mozna uwaza¢ me-
tode, zastosowanag po raz pierwszy przez Bouguera (1750 r.). Niech
w punktach O i O po dwu stronach gdry znajdujg sie wahadia OA
i OA' (rys. 107). Pod dziataniem sity ciezkosci, nie zakidconym przez

rys. 107

przycigganie gory, wahadfa byltyby w réwnowadze w potozeniu OAo
i OA", proste ZoAo i Z0A'o wyznaczatyby wtedy kierunek pionéw
w miejscach zawieszenia wahadet. Gdy punkty O nie sg zbyt od
siebie odlegte, mozemy piony te uwaza¢ za réwnolegte (ust. 9),
i katy, jakie tworzg z prostymi OG, wskazujacymi kierunek, w jakim
widzimy te samg gwiazde stala, patrzac na nig z punktéw O, za réwne.
Przycigganie gory spowoduje odchylenie punktéw materialnych
Ani Ao, kierunek nici wahadet AZ+ i A'Zi wyznaczy kierunek wy-
padkowej ciezaru wahadet i sity przyciagania, z jaka gora na nie
dziata. Oznaczajac przez ai kat ZiOG, przez «2 — analogiczny kat dla
drugiego wahadta znajdziemy w przypadku, gdy sity, z jakimi géra
dziata na wahadto, sg réwne, ze odchylenie fi pionu od Kierunku nor-
malnego 1
@2 (at
stad przyspieszenie, jakiego udziela wahadtu sita przyciggajaca gory,
réwne jest g .tgfi. Pordwnywajgc otrzymang w ten sposob wartos¢
z obliczong ze wzordw, podanych w ust. 3, mozemy wyznaczy¢ k.
Jest to mozliwe, oczywiscie, tylko wtedy, gdy dana gora ma ksztat
zblizony do bryty prawidiowej i gdy znamy doktadnie jej gestosc.
Totez pomiary Bouguera i nastepne dokladniejsze pomiary Ma-
skelyne’a i Huttona (1776 r.) maja dzisiaj tylko historyczne znaczenie.

W grupie pierwszej nalezy przede wszystkim wymieni¢ po-
miary Jolly’ego, wykonane (w .1880 r.) przy uzyciu wagi, opi-
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sanej w ustepie poprzednim. Pod ciatem znajdujgcym sie na
szalce dolnej, ktérego nadwyzka ciezaru nad ciatem, umieszczo-
nym w szalce gérnej, byta zrébwnowazona przez ciezary dodat-
kowe, umieszczano duzg kule otowiang tak, aby Srodki mas kuli
i ciata, lezacego na szalce, znajdowaty sie na tym samym pionie.
Przycigganie kuli otowianej, dziatajgc w tym samym Kkierunku,
co ciezar, powoduje naruszenie rownowagi; ciezar odwazni-
kéw, jakie nalezato dodaé, aby réwnowage przywrdcié, réwny
jest sile przyciggajacej kuli otowianej.

Inne metody, ktére by mozna do tej grupy zaliczy¢, jak
np. metoda Airy’ego (1853 r.), polegajgca na wyznaczeniu
zmian okresu wahan wahadfa, przeniesionego z powierzchni
ziemi na dno szybu kopalni wegla (o gtebokosci 383 m), na
0got nie pozwalajg osiggnac takiej doktadnosci, jaka uzyskali,
stosujgc metode Jolly’ego, Poynting (1894 r.), a zwiaszcza Ri-
charz i Krigar-Menzel (1898). Otrzymana przez nich warto$¢

cms

* = 668 .10 38 [( bardzo mato sie rézni od wartosci, uwa-
gsek:

zanej obecnie za najprawdopodobniejszg, a wyznaczong przy

uzyciu metod drugiej grupy.

Z metod, analogicznych do metody Jolly’ego, zastuguje na wspo-
mnienie metoda Bergeta (1893 r.). Stata prezno$¢ pewnej objetosci
gazu réwnowazyta ciezar stupa rteci w manometrze, umieszczonym
nad powierzchnie, stawu. Berget wyznaczat, przy uzyciu metod op-
tycznych, zmiane wysokosci tego stupa, gdy spuszczano wwode ze
stawu, zmniejszajagc w ten sposdb site przyciggajaca, dziatajagcg na

rte¢. Berget otrzymat na K liczbe 6,80 .10« 8

Druga grupa pomiaréw polega na uzyciu do wyznaczenia
sity cigzenia tzw. wagi skrecen, przyrzadu, zbudowanego
w 1750 r. przez Michella i zastosowanego nieco pézniej (1785 r.)
przez Coulomba do pomiaréw sit elektrycznych i magnetycz-
nych oraz przez Cavendisha (1798 r.) do wyznaczenia statej
grawitacji.

Na koncach lekkiej belki poziomej, zawieszonej w swym
$rodku masy na sprezystej nici, umocowane sg mate rowne
masy A, B. W poblizu tych mas umieszczone sg dwie duze



rébwne masy 1 i = w ten sposoéb, aby ich. dziatania grawitacyjne
miaty wzgledem osi 00' momenty jednakowe (rys. 108). Obrét
belki dookota osi 00" pod dziataniem sit przyciggajacych powo-
duje skrecanie .nici i powstanie sit sprezystosci, przeciwdzia-
tajacych obrotowi belki. Belka obréci sie o taki kat a, przy kto-
rym moment sit sprezystosci bedzie rowny i przeciwnie skiero-

rys. 108

wany do momentu sit cigzenia. Oznaczajgc moment sit sprezy-
stoSci w tym potozeniu przez Da, masy przyciggajacych sie
ciat przez mci to, dtugos¢ belki, bedacg przy odpowiednim umie-
szczeniu mas 1 i 2 ramieniem sity grawitacyjnej, przez | (linie
faczace srodki kul 1 i 2 z punktami materialnymi A i B, sg pro-
stopadte do ptaszczyzny rysunku), mamy

km .m

gdzie wszystkie wielkosci z wyjatkiem k moga by¢ wyznaczone
przez bezposredni pomiar. (Wielko$¢ D znajdujemy, mierzac
okres wahan belki, rozda. 111, ust. 5). Stad
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Metode te znakomicie udoskonalit Boys (1895 r.), zmniej-
szajac rozmiary przyrzadu i zawieszajgc belke na cienkiej nici
kwarcowej. W ten sposob zostata znacznie zwiekszona czutos¢
pomiaru i usunieta jedna z gtdwnych przyczyn bledu, a mia-
nowicie, powolne ustalanie sie potozenia zerowego wagi, tzn. tego
potozenia, jakie belka zajmuje przy nieskreconej nici, kwarc
bowiem po usunieciu sit dziatajgcych prawie natychmiast cat-
kowicie sie rozkreca.

Braun (1896 r.), uzywajac przyrzadu Boysa, zastgpit mie-
rzenie odchylen pomiarem okresu wahan belki wagi. Niech
masy 1 i 2 znajdujg sie na przedtuzeniu belki, ktérg odchylamy

rys. 109

o niewielki kat a (rys. 109). Na belke w potozeniu A'B' dziataja,
opr6cz momentow sit sprezystosci, momenty sit grawitacyjnych.
) km.m lem Vi ) ]
Momenty te sg rowne .Jxri' 0'Ci jﬁ] 0'D. Umieszczajgc
masy 1i 2w jednakowych odlegtosciach od A i B tak, aby 0°C =
— 0'D, oraz pomijajac bardzo matg w poréwnaniu z poczatkowg
wartoscig zmiane odlegtosci srodkéw kul 1i 2 od A i B, moment
sit grawitacyjnych mozemy wyrazi¢ wzorem

VS — -0'C, gdzie 0'C= (i +r)sin/S.=("+ r)p.

'‘Wyktady fizyki, t. | J.2
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Dla matych katéw a i /2 mamy

po UAAT s UART S ad § =

2 km .m
M = - (I+ ¥l — DArct.

taczny moment kierujgcy jest zatem rowny

2 km -m
D+Dx=D+ -f— (I-¥n)l,
skad okres wahan
Ti —2n
J+A"
Oznaczajac okres wahan belki pod dziataniem jedynie sit spre-
zystosci przez T, mamy

r=.,y-f.

Z tych dwu réwnan otrzymujemy

TI T 4Te5
i ostatecznie
2 km, . m /i i\
= — =g €TW. 4mes(n—7pj
Te metode wahnig¢, zastosowat ostatnio Heyl (1927
i 1930 r.), umieszczajac wage skrecen w préZni W pierwszej

serii pomiarc’)w otrzymat na k liczbe 6,664. 10"“3 Ir<2’W drugiej

sek*'
raz potwierdzit proporcjonalnos¢ sity'grawitacyjnej do masy,
wykazujac, ze k nie zalezy od rodzaju przyciggajacych sie ciat.
Zestawiajagc wyniki pomiaréw Heyla z wynikami, otrzyma-
nymi poprzednio, za najbardziej prawdopodobng wartosé statej
grawitacji mozemy uwazac

6.670.10-89C ,Uzywajac ciat z ré6znego materla’ru Heyl jeszcze

g @t -

m .m
mg —k ]

Ze wzoru

gdzie mz masa ziemi, r — odlegto$¢ przycigganego ciata od jej
$rodka, mozna, znajac k, wyznaczyé m .
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Ktadac g<= 98%-9?(-' R = Q371 .108 Cm--(patrz. ust. 4)
2

cms . . . . .
1 €= 6,66.10-8-—=-= —, znajdujemy, Ze masa ziemi
gsek:

mz= 5,979.10" g.
Uwzgledniajgc istotny ksztatt ziemi, znajdujemy
mz — 5,997.102T g.
Stad przecietna gestos¢ ziemi

m
d=jj = 5,52 g/cms

3 N
Gestos¢ ta jest prawie dwukrotnie wieksza od przecietnej gesto-
§ci warstw powierzchniowych, rownej mniej wiecej 2,9 g/cm3.
W roéznych punktach kuli ziemskiej gesto$¢ ta ma wartos¢ na
og6t rdézna, zmieniajac sie, jak to wynika z zestawienia, podanego
przez Washingtona (1922 r.), od wartosci 2,77 g/cm3 do 3,09 g/cm3
zaleznie od wysokos$ci ponad poziomem morza.

Ziemia zatem nie jest brytg jednorodna: jej warstwy we-
wnetrzne posiadajg gesto$¢, znacznie przewyzszajacg gestosc
ciat, tworzacych jej skorupe, dostepng bezposrednim pomiarom.

Znajac mase ziemi, mozna wyznaczy¢ mase storica ze wzoru

(2b), gdzie /' = lll_CZLZr mT (T — czas obiegu ziemi dookota stonca,
v — odlegtos¢ ziemi od stonca), C— k; wzdr ten przepiszmy w postaci

4 n2 ' . 4 3
y? ram = '"{.si I ms — tnili z'

Znajac za$ mase stonca, mozna w analogiczny sposéb wyznaczy¢
masy innych planet.

6. WPLYW RUCHU OBROTOWEGO ZIEMI NA WARTOSC | KIE-
RUNEK PRZYSPIESZENIA g ORAZ NA RUCH CIAL ZIEMSKICH
Gdyby ziemia byta nieobracajaeg sie kula, wartosé przyspie-
szenia g, wyznaczonego czy to z okresu wahan wahadta odwra-
calnego o znanej dtugosci zredukowanej (rozdz. I, ust. 5) czy
tez z pomiaru przyspieszenia swobodnie spadajgcego ciata, mia-
taby we wszystkich punktach powierzchni ziemi warto$¢ te sama,
réwng wartosci G natezenia pola grawitacyjnego, wytworzonego
przez kule o masie, réwnej masie ziemi, w punkcie odleglym o R

m .

od jej $rodka, a wiec wyrazong wzorem G— Kk 2, Wektor ¢
22

12



180

bytby skierowany wzdtuz promienia kuli ziemskiej ku jej $rod-
kowi ; taki kierunek miatyby wszystkie piony, wystawione w do-
wolnym punkcie powierzchni ziemi, w tym kierunku spadatoby
pod dziataniem sity ciezkosci kazde swobodne ciato, umieszczone
w poblizu ziemi. Ziemia jednak nie jest kulg nieruchomg, lecz
obraca sie dookota osi, przechodzgcej przez jej bieguny i ten jej
ruch sprawia, ze przyspieszenie g nie jest bynajmniej rowne
natezeniu G pola grawitacyjnego ziemi kulistej.

Przypus¢my, ze obserwowane przez nas ciato znajduje sie
w punkcie A kuli ziemskiej, potozonym pod szerokoscig geogra-

rys. 110

ficzng (p. Ciato to, obracajac sie razem z ziemig wzgledem uk#adu,
zwigzanego z gwiazdami staltymi, opisuje w ciggu doby koto
0 promieniu R cos @ (rys. 110). Sitg dosrodkowa, utrzymujaca
ciato w tym ruchu obrotowym, jest sktadowa fd w kierunku pro-
mienia kota AO' sity grawitacyjnej mG. Sktadowa druga mg,

réowna mG—fd, jest tg wielkoscig, ktérg wyznaczamy bezpo-
$rednio z pomiaréw, mierzac np. napiecie nici, na ktorej zawie-
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szone jest ciato m, lub tez cis$nienie, jakie ciato wywiera na pod-
stawe. Skladowa ta twoi-zy z kierunkiem promienia ziemskiego
kata, ktory mozemy wyznaczy¢ w sposéb nastepujacy (rys. 111).

rys. 111

Opusémy z punktéw B i D prostopadte na kierunek sktadowej
AC. Mamy DF = mG sin a i, przyjmujac kat BAH za rowny @
BH — f sin gzskad wobec tego, ze DF = BH

mG sina— fd sin (@)
mamy réwniez AH = CF, skad CF= / cos ¢pi
viG cosa= mgf+ fd cosq (b)
Dzielgc rownanie (a) przez (b), znajdujemy
¢ fdsin 9 13
ga mg9+ fdcos (p (133)
lub z uwagi, ze / ¢ Mw'IR cos (b
uZ2R sin grcos (p
tga g A wWZR cos2¢> (13b)
Odchylenie to jest najwieksze dla = 45c Kladac
w 8511:3:4 (86164 sek jest to czas trwania doby gwiazdowej,

mierzony w $rednich sekundach stonecznych),
R—56,371.108 cm, gi5— 980,6 cm/sek2,
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znajdujemy, ze cosa= 0,9998 i a= 5 56". Kierunki wiec
piondw, wystawionych w réznych punktach kuli ziemskiej, nie
przecinajg sie na ogét w jednym punkcie. Przyjmujac cosct= 1,
co, jak widzieliSmy, w matym stopniu wptynie na wynik, otrzy-
mujemy ze wzoru (b)

gtf= Gcos a— W2R c0S2 0= G— W*R c0S2 9 (14)
Na rowniku @ réwne jest zeru, mamy zatem

G=g"" R
i po podstawieniu do wzoru (14)

<g,= flo+ rfR sinas>= po (1 + yo sins<g) = gO(1 + Psin2?) (14a)

gdzie fi—y/0 g - 0,00343. Helmert (1901 +*.), stosujac rachu-
nek doktadniejszy, przyjmuje u za réwne 0,0034677, a wiec za
prawie réwne . Stad

G=90[l+-~) (14 b)

lub, pomijajac drugg i wyzsze potegi utamka 1;‘*

%=g[ — - (14¢)

Gdyby wiec predkos$¢ katowa ziemi wzrosta 17 razy, przyspie-
szenie Po na réwniku réwne bytoby zeru.

Do tych samych wnioskéw mogliby$Smy dojs¢ i na innej
jeszcze drodze. Biorgc za ukiad odniesienia ziemie, musimy,
zgodnie z wywodami ust. 21 rozdz. Il, zatozy¢, ze na dane ciato
oprécz sity grawitacyjnej dziatajag jeszcze sity bezwiadnosci,
sprowadzajace sie w przypadku, gdy ciato nie zmienia swego
potozenia wzgledem ziemi, do sity odsrodkowej. Ciezar ciata
jest wypadkowa sity grawitacyjnej mG i sity odsrodkowej
mcoR cos q@ Te wiasnie wypadkowg otrzymujemy z pomiaréw
przyciggania ziemskiego, nie znamy bowiem zadnego sposobu,
ktéry by pozwolit na wyznaczenie kazdej z tych sktadowych od-
dzielnie.

Gdy ciato porusza sie wzgledem ziemi z predkoscia v, oprocz
sity odsrodkowej wystepuje jeszcze sita Coriolisa (rozdz. I,
ust. 21). Poniewaz ziemia obraca sie z zachodu na wschod, wektor
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predkosci katowej w skierowany jest z potudnia na pdtnoc
(rys. 112), wobec czego sita Ooriolisa odchyla ciata, poruszajgce
sie w plaszczyZznie poziomej, na potkula pétnocnej w prawo, na
potudniowej w lewo od obserwatora, patrzagcego w kierunku ru-
chu ciata. Warto$¢ przyspieszenia, udzielonego przez te site, mo-

zemy wyznaczy¢ stosunkowo dos$¢ tatwo, positkujac sie dowo-
dzeniem, danym przez Diesselhorsta.

Niech punkt kuli ziemskiej M, o szerokosci geograficznej i
bedzie poczatkowym potozeniem ciata, poruszajgcego sie z pred-
koscig v w kierunku MR wzdtuz plaszczyzny poziomej. Prze-
prowadzmy w punkcie M styczng do potudnika M N ; ptaszczyzna
NMR jest wtedy plaszczyzng poziomg, przechodzacg przez
punkt M. Kat, jaki predkos$¢ v tworzy z kierunkiem dodatnim
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osi, rowny jest katowi AMR, gdzie AM fi ON. Przyspieszenie
Coriolisa jest zatem réwne

a, — 2vw sin AMR

Przyspieszenie to jest prostopadie do ptaszczyzny AMR i tworzy
z pionem kat e, rowny katowi, jaki tworzy ptaszczyzna AMR
z ptaszczyzng poziomg NMR; skfadowa jej pionowa

a = 2viosin (AMR) cos e (@)
sktadowa za$ pozioma
ach= 2vw sin (AMR) sine (b)

Dla wyznaczenia kata e opuszczamy z A prostopadig na MN, ze
spodka za$ B tej prostopadtej prostopadig BC na prosta MR.
Ptaszczyzna ABC jest prostopadta do ptaszczyzny poziomej NMR.

Z trojkatow ABC i AMC znajdujemy: coss = EQ, sin (AMR) =

AC BC AC
~MA’ St cos = ma“ ™ trojkata MBC mamy:
BC = MB siné= MA cos @sin ¢, gdzie dkat, jaki predko$¢ po-
ruszajacego sie ciata tworzy z kierunkiem pétnocnym w danym
miejscu ziemi. Ostatecznie wiec mamy

sin (AMR) cos e—cos (psin 6 i agp— 2vw cos @sin 6 (15 a)
sktadowa ta, rowna zeru na biegunie, ma najwiekszg wartos¢
wtedy, gdy ciato porusza sie wzdtuz rownika (= o, 6= 90°
lub 270°). Sktadowa ta jest skierowana do gory, gdy 6> o,
a wiec, gdy ciato porusza sie z zachodu na wschéd, wtedy przy-
spieszenie Coriolisa zmniejsza ciezar ciata; jest za$ skierowana
na dot i zwieksza ciezar, gdy ciato porusza sie ze wschodu na
zachod.

O wielkosci tego dziatania moze nam daé¢ pojecie przykiad, po-
dany przez Eotvosa, w ktéorym zmienilismy tylko dane liczbowe.
Czlowiek, wazacy 75 kg i idacy w okolicach Warszawy (= 52° 14")
z zachodu na wschéd z predkoscia 5 km/godz, traci na ciezarze’
okoto 0,9 g; idac w Kkierunku przeciwnym tylez zyskuje, jest wiec
ciezszy, niz poprzednio, o0 mniej wiecej 1,8 g.

Podobnie znajdziemy, ze

sins = skad sin (AMR) sin . = lub z uwagi,
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ze singp = sin (AMR) sine = siny i
ah= 2v sin o. (15 b)

Przypus¢my, ze na poruszajacym sie z predkoScig v okrecie
umieszczony jest pion; skfadowa pozioma przyspieszenia Corio-
lisa spowoduje odchylenie pionu od tego kierunku, jaki pion
wyznacza, gdy okret jest nieruchomy. Odchylenie to, wzrasta-
jace wraz z predkosciag, najwieksze jest na biegunie, spada za$
do wartosci zero na rowniku. Ta sktadowa powoduje zboczenie
ciata od poczatkowego kierunku ruchu lub tez cisnienie na prze-
szkode, uniemozliwiajgcg to zbaczanie. W okolicach Warszawy
(@ — 52° 14") warto$¢ tej sktadowej, dziatajgcej na ciato, po-
ruszajace sie z predkoscia 1 m/sek, wynosi mniej wiecej

cm
0116
o sek:

Wptyw tej sktadowej najwyrazniej wystepuje w ruchach atmo-
sfery, ktorej prady maja na og6t znaczng predkos¢ i w ktorej dziata-
nie sity Coriolisa nie napotyka na wieksze opory. Tak np. passaty
potkuli potnocnej odchylajg sie w prawo od swego poczatkowego Kie-
runku z poéinocy na potudnie, przybierajagc Kkierunek po6tnocno-
wschodni; passaty za$ poétkuli potudniowej, odchylajgc sie w lewo,
maja kierunek potudniowo-wschodni. W cyklonach potkuli po6tnocnej
powietrze, dazace ku miejscu o minimum cisnienia, odchyla sie w prawo
i optywa to miejsce w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wska-
z6wek zegara. Podobny jakkolwiek znacznie mniejszy wptyw wywiera
ta sktadowa na kierunek pradow oceanicznych. W rzekach dziatanie
to ujawnia si¢ w roéznicy pozioméw wody przy prawym i lewym
brzegu rzeki. Poziom ten, prostopadty do wypadkowej ach i g, tworzy
z poziomem wody stojacej kat, ktéory w przyblizeniu mozemy uwazac

za réwny a°h. a wiec dla okolic Warszawy, w rzece, ptynacej z pred-
J

koscig 1 m/sek, okoto WO ; stad przy szerokosci rzeki, réwnej 10 m,

réznica poziomow przy prawym i lewym brzegu wyniesie cm =

= 0,012 cm, a wiec okoto 0,1 mm. Do prawego brzegu (na potkuli
poinocnej) spychane sa te strugi w rzece, ktdre ptyng z predkoscig
wiekszg, przede wszystkim wiec warstwy powierzchniowe, doznajace
znacznie mniejszego tarcia, niz warstwy giebinowe, stykajace sie bez-
posrednio z dnem. Powstaje tedy state krgzenie warstw powierzchnio-
wych wody od lewego brzegu do prawego, warstw za$ dolnych w kie-
runku odwrotnym. Tym by sie ttumaczyto wedtug Baera, ktdry pierw-
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szy (1860 r.) postawit te hipoteze, silniejsze podmywanie prawych brze-
gow rzek potkuli pétnocnej i przesuwanie sie koryt rzecznych w prawo.
Nie jest to jednak ogo6lnym prawidiem: oprocz przyspieszenia Corio-
lisa dziataja jeszcze inne o wiele potezniejsze czynniki, wyznaczajace
bieg rzeki. (Przyktadem rzeki, na ktorej biegu wyraznie si¢ zaznacza
dziatanie sity Coriolisa, jest, jak na to wskazali Brunhes i Calciati, Sa-
rine, ptynaca pod Fryburgiem szwajcarskim).

Pociag, idacy w szerokosci Warszawy z predkoscig 90 km/godz
i wazacy 100 ton, dziatatby na prawg szyne z sitg okoto 29000000 dyn
tzn. mniej wiecej 29 kgc.

Dziatanie sity Coriolisa ujawnia sie w odchyleniu na wschod

od pionu swobodnie spadajacych ciat. Zatozmy, ze z punktu M,
znajdujacego sie na niewiel-

kiej stosunkowo wysokosci h

(0o} ponad ziemig, spada swobod-
nie cialo z przyspieszeniem
pionowym g (rys. 113; na ry-

sunku punkt M znajduje sie

na powierzchni ziemi). Na

ciato to dziata sita Coriolisa,
udzielajgc mu przyspieszenia
prostopadtego do ptaszczyzny,
przechodzacej przez o$ obrotu

i pion, wystawiony w punk-

cie M. Przyjmujac (Kierunek
predkosci v, z jaka ciato spa-

da, za staty, co wobec niewiel-

kiej wartosci przyspieszenia
Coriolisa nie pocigga za sobg
wazniejszych bledéw, oraz
zaktadajgc, ze pion ma kierunek promienia ziemskiego, mamy

rys. 113

odpowiednich rachunkéw, ze odchylenie od pionu w kierunku
wschodnim wyniesie

(16)
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Niech o= dx oznacza predkos¢ ruchu ciata, nabytg pod dziata-

niem sity Coriolisa,
_ dc_ _ : _ ,
ac= -JJ- = 2vo>cos @= 20>coscp.gt i dc= 2a cosqigtdt.

Predkos$¢ ¢ po uptywie i sek od poczatku ruchu otrzymamy, sumujgc
nieskonczenie mate przyrosty, jakich predko$¢ doznata w ciggu tego
czasu; biorgc pod uwage, ze dlat= 0,c= 0

f

0]
Odchylenie wiec w ciggu kazdych dt sek wzrastato o

dx.= acos e gt2dt;

u

Tor spadajacego punktu jest parabolag. Ten sam wynik otrzy-
mamy, odnoszac ruch spadajgcego ciata do uktadu, zwigzanego ze
Srodkiem ziemi, lecz nie obracajgcego sie wzgledem ukfadu, zwigza-
nego ze $rodkiem masy uktadu planetarnego (rozdz. Il, ust. 2). Uzy-
wajac tych samych uproszczen rachunkowych, stwierdzilibySmy, ze
i w tym ukladzie tor punktu jest parabolg. Dokladniejszy jednak
rachunek wykazatby (ust. 3), ze jest on czescig elipsy, w ktérej ogni-
sku znajduje sie Srodek ziemi.

Znajac odchylenie x, ‘wysokos$¢ spadku h i przyspieszenie ¢
w danym miejscu kuli ziemskiej, moznaby byto ze wzoru (16)
wyznaczy¢ predkos¢ katowg ziemi. Pomiar taki bytby jednak
bardzo niedoktadny, a to z powodu trudnosci, z jakimi sie. spo-
tykamy, chcac doktadnie wyznaczy¢ bardzo mate odchylenie x.
Za najdoktadniejsze uchodzity, do niedawna, pomiary, wyko-
nane przez Reicha (1832 r.) w szybie kopalni pod Freibergiem.
Przy wysokosci spadku 158,5 m otrzymat on na x warto$¢ prze-
cietng 28,4 mm, wiekszg od obliczonej ze wzoru o 0,8 mm.
Wiekszg prawie trzykrotnie dokfadnos¢ otrzymat (1912 r.j kie-
rownik obserwatorium watykanskiego Hagen, zmniejszajac
przyspieszenie spadania przy pomocy urzadzenia, ktére schema-
tycznie mozna sobie wystawi¢ jako pofaczenie ciata spadajgcego
nicig, przerzucong przez blok, z innym cialem, o masie nieco
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mniejszej, podnoszacym sie do gory podczas spadania ciata
pierwszego. Przyspieszenie spadku réwne jest wtedy
{mx— m2) g — (?% -f- m2) a,

gdzie mx masa spadajgcego ciata, m2 — przeciwciezaru. Pod-
vz —
mil+m2 ™
otrzymujemy przy tej samej wysokosci spadku wieksze odchy-
lenie Xx.

stawiajgc do wzoru (16) zamiast g warto$¢ a=

rys. 114

O wiele jednak dokfadniej mozna wyznaczy¢ predkos¢ ka-
towg a przy uzyciu sposobu, na ktéry pierwszy wskazat Fou-
cault (1850 r.). Zatézmy, ze wahadto, zawieszone na biegunie
ziemskim, zostato odchylone od potozenia réwnowagi o kat do-
statecznie maty, abysmy mogli uwazac¢ ruch drgajacy za zacho-
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dzacy w plaszczyznie poziomej. Kierunek ptaszczyzny wahan
wzgledem uktadu odniesienia, zwigzanego z gwiazdami statymi,
pozostawac bedzie bez zmiany, kierunek bowiem sity ciezkosci,
jedynej sity, dziatajgcej na wahadto, lezy w plaszczyZznie wa-
han. Gdyby wiec ziemia byta nieruchoma, wahadto, wprawione
w ruch w plaszczyznie jakiegokolwiek potudnika, wahatoby sie
stale w tej samej plaszczyznie. W rzeczywistosci jednak pta-
szczyzna potudnika obraca sie z zachodu na wschod, wobec czego
kat, jaki tworzy z nig ptaszczyzna wahan zmienia sie z pred-
kosScig o tak, jak gdyby wahadto z tg wiasnie predkoscig obra-
cato sie ze wschodu na zachdd, a wiec zgodnie z pozornym ru-
chem stonca. Jezeli teraz umieScimy wahadto w punkcie M
o0 szerokosci geograficznej @ (rys. 114), punkt zawieszenia wa-
hadta przejdzie w ciggu czasu At sek na skutek ruchu obroto-
wego ziemi do punktu M', jednocze$nie kierunek pionu zmieni
sie z OM na OM', pozostajac ciggle w plaszczyznie wahan
(rys. 114); ptaszczyzna wahan zachowa kierunek rownolegty do
poprzedniego tak, ze gdy poprzednio lezata w ptaszczyznie po-
tudnika, obecnie utworzy z nig kat 3, rowny katowi, jaki two-
rzg styczne MN i M'N do potudnika w jego poczatkowym i kon-
cowym potozeniu.

Przyjmijmy, ze u MM' = a.r = 3. MN, gdzie a— wAt, r
za$ promien tuku, opisanego przez punkt M. Mamy:

r =MN sin cp,
stad
3= asing= 0sincp. At

Na rowniku zatem ptaszczyzna wahan nie zmienia swego poto-
zenia wzgledem potudnika.

7. POLE GRAWITACYJNE ZIEMI

Ze wzoru (14) i (14a) wynika, ze przyspieszenie ziemskie
na biegunie, réwne G, jest o0 3,358 cm/sek. wieksze od przyspie-
szenia na réwniku g0. Na warto$¢ g0 pomiary dajg liczbe
978,046 cm/sek2, wobec czego g0 = G powinno by¢ réwne
981,404 cm/sek2. Warto$¢ ta jest, niewatpliwie, o wiele mniej-
sza od wartosci rzeczywistej; pomiary bowiem wykazujg o wiele
szybsze zwigkszanie sie przyspieszenia ze wzrostem szerokosci
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geograficznej miejsca pomiaru tak, ze juz dla punktéw poto-
zonych pod 64° 47'22" szerokosci pétnocnej (Alaska) g na wy-
sokosci 170 m ponad poziomem morza wynosi 982,182 cm/sek:.
Niezgodnos$¢ ta pochodzi przede wszystkim stad, ze w dotych-
czasowych rozwazaniach przyjmowaliSmy ziemie za bryte do-
skonale sztywng i pomijalismy wptyw ruchu obrotowego ma jej
ksztatt. Tymczasem wplyw ten jest znaczny; sita od$rodkowa,
majac w punktach o réznej szerokosci geograficznej rézne war-
tosci, nie dziata jednakowo na wszystkie czeSci powierzchni
ziemi. To nierbwnomierne dziatanie, wzrastajgce od bieguna
ku rownikowi, powoduje zwiekszenie sie promiehia ziemi na
rowniku i sptaszczenie jej na biegunach, nadajac ziemi ksztat
elipsoidy obrotowej, ktérej osig obrotu jest 0§ ziemska. W polu
grawitacyjnym, wytworzonym, przez tego rodzaju bryle, nate-

zenie pola G nie ma jednakowej wartosci we wszystkich punk-
tach tej powierzchni, co wiecej, kierunki tego natezenia nie prze-
cinaja sie w $rodku bryty.

W szerokosci 45° odchylenie kierunku natezenia od kierunku
promienia wynosi okoio 5'40”, odchylenie zatem g wynosi, zgodnie
z danymi przytoczonymi w ust. 6, 11' 36".

Oznaczajac przez g0 przyspieszenie na réwniku, przez gif —
przyspieszenie ziemi w punkcie o szerokosci geograficznejy,

i0*R . o L
przez g — --—-- , gdzie R promien ziemi na rowniku i wre-
szcie przez 80 tzw. sptaszczenie ziemi rowne K—~|-<rR—h,

gdzie R b — promien ziemi, przechodzacy przez biegun, znaj-
dujemy rachunkiem, ktérego tu przytacza¢ nie bedziemy, ze
wzor (14a) nalezy zastgpi¢ innym, majacym po odrzuceniu ilo-
czynu i drugich poteg wielkosci g i e postaé

17)

ktadac <= L znajdujemy dla przyspieszenia na biegunie
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skad otrzymujemy stynny wzor, wyprowadzony w 1743 r. przez
czternastoletniego Clairault’a

"% o - <18)
pozwalajacy wyznaczy¢ ksztatt ziemi z pomiardw sity ciezkosci.
Najczesciej jednak niewiadome e i R znajdowane sg przy

pomocy pomiarow geodezyjnych. Na it — . mozemy przy-
0

ja¢ podang wyzej (ust. ) warto$¢ 0,0034677, na e za$ war-
tosé , Wyznaczong przez Bessela (1841 r.) i mato réz-
nigca sie od otrzymanej przez Helmerta (1901 r.) z pomiarow
przyspieszenia g wartosci 29* . Te wielkosSci oraz dtugosS¢ po-
0,0
towy mniejszej osi elipsoidy (Rb) charakteryzujg elipsoide
ziemska, bryte, mozliwie mato réznigcg sie ksztattem, wy-
miarami i objetoScig od istotnego ksztattu, wymiaréw i objetosci
ziemi. W istocie bowiem ziemia nie jest brytg prawidtowg; po-
sta¢ jej ksztattowaty poza sitg odSrodkowa jeszcze i inne czyn-
niki. Nie wchodzac w ich rozpatrywanie, poprzestaniemy na

zaznaczeniu, ze ze wzoru (17), a jeszcze lepiej z doktadniejszego
wzoru Helmerta

gv= g0 + 0,005302 sin™ tp— 0,000007 shrt 2 <), (17 a)

gdzie Po= 978,046, mozna z wystarczajagcg doktadnoscig obli-
czy¢ gif na poziomie morza.

Stwierdzone w niektérych miejscach ziemi réznice miedzy obli-
czonymi ze wzoru (17 a) i otrzymanymi z bezposrednich pomiaréw
wartosciami g pozwalajg wyznaczy¢ ro6znice, zachodzace w danym
miejscu ziemi miedzy istotnym jej ksztattem, a tym, jaki jej przy-
pisaliSmy przy wyprowadzeniu wzoru (17 a), oraz zda¢ sobie sprawe
Z rozmieszczenia mas przyciagajacych w jej wnetrzu. Te tzw. ano-
malie sg najwieksze w goérach, gdzie, jak np. w Himalajach, do-
chodzg do 0,52 cm/sek2 (w Karpatach, wedtug Rudzkiego, wynoszag
przecietnie 0,06 cm/sek2), najmniejsze, z wyjatkiem nielicznych sto-
sunkowo miejsc, na oceanach.

8. WPLYW SILY GRAWITACYJINEJ KSIEZYCA | SLONCA NA
WARTOSC | KIERUNEK PRZYSPIESZENIA g

W ustepach poprzednich rozumowalismy tak, jak gdyby zie-
mia wraz ze znajdujagcymi sie na niej ciatami byta uktadem odo-
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sobnionym. W rzeczywistosci jednak, na rowni z ziemig wszystkie
ciata ziemskie podlegajg grawitacyjnemu dziataniu ksiezyca
i stonca. Uwazajmy przyciaggajace ciato niebieskie za punkt ma-
terialny, co nawet w przypadku ksiezyca, znajdujgcego sie
0 wiele blizej ziemi, niz storice, nie pociggnie za sobg znaczniej-
szego btedu. Niech prosta CO, tgczaca Srodek .ziemi z danym

rys. 115

ciatem niebieskim, przecina kule ziemska w punktach Z i N.
Natezenie pola grawitacyjnego ciata C ma w punkcie Z warto$¢
wieksza, niz w punkcie o, wobec czego punkt materialny,
umieszczony w Z, porusza sie wzgledem ukfadu, zwigzanego
sztywnie ze srodkiem masy ziemi o , z przyspieszeniem, réwnym
réznicy przyspieszen, udzielanych przez cialo przyciggajace
$rodkowi masy i punktowi Z, a wiec rownemu

m
k- ¢

Przyspieszenie to, ktére nazwiemy przyspieszeniem
przyptywowym, skierowane jest ku ciatu C, wzdtuz pro-
stej OC. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze g rowne jest G, nate-
zeniu pola nieruchomej ziemi kulistej. Wtedy przyspieszenie
przyptywowe bedzie miato kierunek przeciwny do g. Spadek swo-
bodny ciat, umieszczonych w punkcie Z, zachodzi¢ bedzie z przy-
spieszeniem g'— g—g . W punkcie N sita przyciggajaca jest
mniejsza, niz.w'punkcie O; przyspieszenie przyptywowe skiero-
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wane jest na zewnatrz wzdtuz prostej OC. | w tym wiec punkcie
przyspieszenie swobodnego spadania jest mniejsze od g o war-
to$¢ przyspieszenia przyptywowego w punkcie N.

Wz6r (a) mozemy przepisa¢ w postaci

p—1 W —Ry  nj’

gdzie r oznacza odlegtos¢ punktu O od C, R — promien ziemi,
stad

Me s i —icMed;
n To 11 r)
(>-4 F
odrzucajgc drugg i wyzsze potegi matego utamka 3, otrzy-
mamy
a —k VIC 2 R
b n r
e gt=G M.
, 28 gt= o
masa ziemi, otrzymamy

Gdy ciatem przyciggajacym jest ksiezyc, r= 60 R, mc—i-

a
p 8lL0)9 & 7480007

at jest zatem wielko$cig, ktorej przy tej doktadnosci, jaka
obecnie posiadajg pomiary g, nie mozna wyznaczy¢ bezpos$rednio
w doswiadczeniu. Analogiczny rachunek wykonany dla przy-
padku, gdy ciatem przyciaggajagcym jest stofice o masie 333432
razy wiekszej od masy ziemi i odlegtej od $rodka masy ziemi
0 mniej wiecej 23400 R, wykaze, ze dziatanie stonica jest prawie
2 razy mniejsze od dziatania ksiezyca.

W punktach Z i N przyspieszenie przyptywowe ma Kieru-
nek pionowy, w punkcie M, gdzie kierunki przyspieszen, nada-
wanych przez ciato przyciggajgce punktom M i O, nie lezg na tej
samej prostej, mozna je roztozy¢ na dwie sktadown, z ktorych

Wyktady fizyki, t. 1 13
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pionowa wpltywa na zmiane wartosci przyspieszenia swobodnego
spadku ciat, pozioma za$ powoduje zmiane kierunku pionu. Ta
wiasnie sktadowa przesuwa w kierunku swego dziatania masy
wod, pokrywajgcych znaczng cze$¢ powierzchni ziemi, przy czym
ruch ten na potkuli, zwrdconej do ciata przyciggajacego, zachodzi
ku punktowi Z (zenit wzgledem ciata przyciggajagcego), na
potkuli drugiej w Kkierunku punktu N (nadir wzgledem ciata
przyciggajacego) (rys. 115). W punktach, lezacych w tej samej
odlegtoSci od ciata przyciggajacego, co S$rodek ziemi, a wiec
w punktach, dla ktérych kat o
(tzw. geocentryczna odlegtosé
wierzchotkowa danego ciata nie-
bieskiego C) jest mniej wiecej
réowny 90°, przyspieszenie przy-
ptywowe, a wiec i jego skiado-
wa pozioma sg rowne zeru. Naj-
wiekszg warto$¢ sktadowa po-
zioma posiada w punktach, dla
ktorych kat o réwny jest okoto
45°. Ruch wiec wdd, zachodzacy
pod dziataniem tej skladowej
i stanowiacy zjawisko przy-
ptywu i odptywu mozna
schematycznie przedstawié¢ tak, jak na rys. 116. | w tym przy-
padku dziatanie ksiezyca jest wieksze, niz dziatanie stonca; tak,
ze w pierwszym przyblizeniu okresowos¢ zjawisk przyptywu i od-
ptywu jest wyznaczona przez okresowe zmiany potozenia ksie-
zyca wzgledem ziemi (albo innymi stowy, przez zmiany potozenia
punktow Z i N na powierzchni ziemi).

rys. 116

W rzeczywistosci zjawisko to jest o wiele bardziej ztozone, niz
mogto by sie wydawac¢ na podstawie wyzej przytoczonych rozwazan.
Na ruch wéd wptywa i sktadowa pionowa przyspieszenia przyptywo-
wego, powodujac w tych miejscach, w ktorych warto$¢ jej jest
wieksza, pewng nadwyzke ci$nienia, wywotujgcg ruch wody do miejsc
o ci$nieniu mniejszym. W zbiornikach zamknietych, jak wielkie jeziora
lub morza $rddlagdowe czy tez taczace sie z oceanami jedynie przez
waskie cie$niny, odgrywa role takze konfiguracja wybrzeza, wobec
czego rdznice najwyzszego i najnizszego stanu wody przybierajg naj-
rozmaitsze w roéznych punktach ziemi wartosci. Tytutem przykiadu
przytoczymy, ze gdy na wyspach oceanicznych roznica ta wyraza sie
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liczba kilkudziesieciu centymetrow, w kretych zatokach potnocnej
Europy moze dochodzi¢ do kilkunastu metrow.

Pierwsza teorie przyptywoéw, opartg na grawitacji, dat Newton;
ale ani on ani jego bezposredni nastepcy Euler, Maclaurin i Daniel
Bemoulli (1740 r.) nie uwzglednili w swych wywodach ruchu obro-
towego ziemi. Luke te wypetnita dopiero tzw. dynamiczna teoria,
opracowana przez Laplace’a (1774 r.), w nastepstwie wielokrotnie
uzupetniana i pogtebiana.

Podobnym przyptywom, jakkolwiek o znacznie mniejszym nate-
zeniu, podlega cata skorupa ziemska, jak na to wskazujg choéby po-
miary, wykonane przez Heckera (1911 r.).

9. SRODEK CIEZKOSCI CIAL. CIEZAROWY UKLAD JED-

NOSTEK

Na niewielkim obszarze ziemi mozemy, gdy nie chodzi o po-
miary zbyt dokladne, uwaza przyspieszenie ziemskie za state
i kierunki pionowe za réwnolegte. Sity ciezkosci, dziatajace na
poszczegOlne elementy ciata o niewielkich rozmiarach, beda
miaty, jako i*6éwnolegle i proporcjonalne do mas, na ktdre dzia-
taja, wypadkowa, przechodzacag przez $rodek masy, jak to wy-
nika z okreslenia tego punktu oraz z twierdzen rozdz. 111, ust. 1.
Z tego tez powodu punkt ten bywa nazywany Srodkiem
ciezkosci ciata.

Ciezar oznaczonego ciata w danym miejscu ziemi jest czesto
dogodnym wzorcem sity, ktdrg w tym przypadku mozna uwazac
za wielko$¢ podstawowg (patrz. Wstep, ust. s). Jednostkg masy
w tym ciezarowym uktadzie jednostek jest masa,
ktorej jednostka ciezaru udziela przyspieszenia réwnego jed-
nostce. Przyjmujac za jednostke sity ciezar 1 kg, ktéry oznaczac
bedziemy przez 1 kgc, za jednostke diugosci — 1 metr, za jed-
nostke wiec przyspieszenia 1 m/sek2, otrzymujemy ze wzoru,
wyrazajgcego drugg zasade Newtona

1 kgc= 1 jedn. ciez. masy X 1 m/sek2;

po podstawieniu jednostek C. G. S i przyjeciu na g zaokraglonej
wartosci, jakg ma w 45° szerokosci geograficznej na poziomie
morza (ps — 980,64 cm/sek2), znajdujemy

1000.981 dyn= 1 jedn. ciez. masy X 100 cm/sek2,

stad 1j. ciez. masy= 9810g= 9,81 kg.

13t
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Takiej ciezarowej jednostki masy nalezy uzywa¢ we wszystkich
wzorach poprzednio wyprowadzonych, gdy dyne zastepujemy
1 kgc i centymetr — metrem.

Jednostkg pracy w tym ukifadzie jest 1 Kkilogi-amometr
(« kgm): praca, wykonana przez site 1 kgc przy pz-zesuwaniu
punktu pi-zytozeniia sity w kiezmnku jej dziatania na drodze 1 m;
jednostka mocy (dzielnosci) — 1 kilogramometr na sekunde
(1 kgm/sek) lub czesciej 1 kon mechaniczny (1 KM) <=75
kgm/sek.

W tym nowym uktadzie wymiar masy jest rowny

[m] = F.L-1T%

gdzie F jest symbolem jednostki sity.
Wymiar pracy
p?] = F.L.



ROZDZIAL V
WEASNOSCI SPREZYSTE CIAL — CIALA STALE

1 ODKSZTALCENIE CIAL. CISNIENIE. KLASYFIKACJA CIAL
WEDLUG ICH WEASNOSCI SPREZYSTYCH
Jak o tym wspominaliSmy w ust. 1 rozdz. Il, dziatanie sit

ujawnia sie nie tylko w zmianie predkos$ci ruchu ciata, podda-
nego tym sitom, lecz réwniez i w spowodowanych przez nie od-
ksztatceniach. Tym terminem oznaczamy og0lnie wszelka
zmiane wzajemnego potozenia poszczegblnych czesci danego
ciata, a wiec to zjawisko, ktdre, zakladajgc, ze rozpatrywane
przez nas ciata sg brytami sztywnymi, pomijaliémy dotychczas
w naszych rozwazaniach. Zazwyczaj zmiana predko$ci ruchu
i odksztatcenie wystepujag jednocze$nie; niejednokrotnie jednak
mamy do czynienia tylko z odksztatceniami, wtedy mianowicie,
gdy zarowno wypadkowa jak i suma momentéw wszystkich sit,
dziatajacych na ciato, sg réwne zeru, gdy zatem w przypadku
ciata o wiasnosciach bryty sztywnej dziatania sit wzajemnie by
sie rownowazyty. Tak np. ciezar Q zawieszony na koncu preta
pionowego, ktérego gorny koniec jest umocowany, oraz ciezar q
samego preta rownowazy sie oporem, jaki stawia umocowanie,
tak ze jedynym skutkiem dziatania sit jest w tym przypadku
wydtuzenie preta w kierunku przytozonych sit Q, q i réwnowaz-
nego im oporu. Do wyznaczenia jednak wielkosci zachodzgcego
wtedy odksztatcenia, ktérego miarg w danym przypadku jest
przyrost wzgledny dtugosci, nie wystarczy juz podanie wartosci
dziatajgcej sity.

Wyobrazmy sobie, ze pret o przekroju S cm: sklada sie

z -wigzki n bardzo cienkich pretdw o przekrdju gz AS cm2

i 0 dtugosci 10-wtedy, gdy pret nie byt jeszcze obcigzony (ciezar g
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preta uwazamy .za bardzo maty w poréwnaniu z ciezarem Q).
Diugo$¢ preta po obcigzeniu wzrosta do Ix, tak samo wzrosta
dtugos¢ kazdego z pretdw elementarnych, jakkolwiek na kazdy

z nich przypadato nie obcigzenie Q, lecz n razy mniejsze —.

Mozna zatem sadzi¢, ze odksztatcajace dziatanie sity zalezy od
stosunku jej wartos$ci do powierzchni, poddanej temu dziataniu,

wielko$¢ bowiem —0— = ma te samg warto$¢ dla catego

preta, co i dla kazdego z pretéw elementarnych.

Wielko$¢ te nazywamy cisnieniem, rozrdzniajgc cze-
sto dwa rodzaje cisnienia: napiecie, gdy Kierunek cisnienia,
zgodny z kierunkiem dziatajagcej na dang powierzchnie sity,
tworzy kat mniejszy od prostego z normalng do danej po-
wierzchni, skierowang na zewnatrz objetosci, ograniczonej ta
powierzchniag, i ci$nienie, w S$cislejszym tego stowa znacze-
niu, gdy tworzy z tag normalng kat rozwarty. Wymiar cisnienia p
jest rowny

[P]= Y,g\=ML~iT~ (1)

Jednostka ci$nienia jest w uktadzie C.G .S . dyma na cm2, ozna-
czana czesto nazwg bar (greek, baros — ciezar, waga),
i 10sdyn/cm. — megabar (gr. megas — wielki). W ukfadzie
ciezarowym kilogram na om2, tzw. atmosfera tech-
niczna — : at lub kilogram na mm: (kgc/mm:z réwny mniej
wiecej 10s dym/cm2, dokfadnie 9,806.107 dyn/cm2). Poza tym
jest w uzyciu tzw. atmosfera (Atm), o ktdérej bedzie mowa
nizej (rozdz. VI, ust. 4), rowna 1013260 dyn/cm2, a wiec mniej
wiecej 1 megabarowi.

Ciato, doznajace odksztatcen, podlega zazwyczaj zar6wno
zmianie objetosci, jak i ksztattu. W szczegdlnych jednak przy-
padkach moze zachodzi¢ tylko jeden z tych dwu rodzajow od-
ksztatcen podstawowych.

Doswiadczenie wskazuje, ze zmiana objetoSci zachodzi je-
dynie wtedy, gdy na ciato dziata cisnienie, ktérego wartos¢, za-
lezna na og6t od rodzaju ciata, musi by¢é wieksza od zera,
o ile za$ chodzi o zmiane ksztattu, to w pewnej grupie ciat
zmiange te mozna spowodowac dziataniem cisnienia dowolnie
matego, jezeli ciato odksztatcamy dostatecznie wolno. Olata, na-
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lezace do tej grupy, nazywamy ptynami, wyodrebniajac je
od ciat pozostatych, ktdre nazywac bedziemy ciatami sta-
tymi. Podziat, na tej wiasnosci oparty, daleki jest od Scistosci,
zaktada bowiem, ze kazde ciato zaliczone do jednej z tych dwu
grup, stale w niej pozostaje, bez wzgledu na warunki, w jakich
sie znajduje, co nie odpowiada rzeczywistemu stanowi rzeczy
(ust. 6 ), tak, ze raczej nalezato by méwic o stanach ptynnym i sta-
tym, w jakich moze sie znajdowac dane ciato; nie jest réwniez
dostatecznie wyczerpujacy, gdyz, jak o tym bedzie mowa nizej,
w plynach bedziemy musieli rozréznia¢é ciecze i gazy,
pozwoli nam jednak zda¢ sobie sprawe z pewnych typowych
zjawisk, do ktérych z wiekszym lub mniejszym przyblizeniem
mozna sprowadzi¢ obserwowane przez nas zjawiska.

2. WYDLUZANIE CIAL. SILY SPREZYSTOSCI. MODUL
YOUNGA

Najprostszym przypadkiem odksztatcenia ciata statego jest
wspomniane wyzej odksztalcenie, zachodzace przy rozcigganiu
lub zgniataniu preta lub sztaby. Zatézmy dla uproszczenia, ze
badane ciato jest nie tylko jednorodne, tzn. takie, ktérego
wszystkie czesci (na jakie, uzywajac sposobéw mechanicznych,
mozemy je podzieli¢) posiadajg te same wiasnosci, lecz rdwniez
i izotropowe (réwnokierunkowe, grec. izos — rowny, tro-
pos — sposdb, kierunek), tzn. takie, ktérego wiasnosci sg we
wszystkich kierunkach, jakie w nim sobie wyobrazamy, te same.
Tym warunkom — jednorodnosci i rownokierunkowosci — czy-
nig zado$¢ wszystkie metale, mozemy wiec przyja¢, ze badana
sztaba wycieta jest z bryty metalu.

$cisle biorgc, metale sg cialami pozornie réwnokierunkowymi
(pseudoizotropowymi), budowa ich bowiem jest krystaliczna;
krysztaty te jednak sg bardzo mate, i jak tego dowodzi badanie mi-
kroskopowe przekrojow, w dowolnie wycietej sztabie jest ich tak
wiele, utozonych w najrozmaitszy sposob, ze z pomiaréw, ktére w po-
jedynczym krysztale datyby nam roézne wyniki zaleznie od kierunku,
w jakim dane wielkosci mierzymy, w tym przypadku otrzymujemy
wartosci przecietne, niezalezne w granicach btedu doswiadczenia od
kierunku.

Wielokrotne staranne pomiary wydtuzen, jakich doznawaty
sztaby lub prety metalowe, o przekroju na catej dtugosci jedna-
kowym, poddawane coraz to wiekszym obcigzeniom, ustality,
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ze 1. przy niewielkich obcigzeniach wydtuzenie wzgledne

1—n~ jest proporcjonalne do napiecia wydtuzajacego

6 , wielko$¢ za$ wydtuzenia przy danym napieciu zalezy od ro-

dzaju badanego ciata; ze .. w tych granicach proporcjonalnosci
z usunieciem obcigzenia znika réwniez i wydtuzenie; pret przy-
biera z powrotem te samg dtugos¢, jakg miat przed odksztatce-
niem; i wreszcie, ze 3. poddawanie preta cisnieniom, zawartym
w tych samych granicach, w jakich poprzednio zawarte byto na-
piecie, powoduje skrécenie wzgledne preta, bedgce w takim sa-
mym stosunku do wielkosci ci$nienia, jak poprzednio wydtuzenie
wzgledne x do wielko$ci napiegcia.

Te wyniki pomiardw mozemy schematycznie wyjasnié sobie
w sposOb nastepujacy. Gdy pret, obcigzony ciezarem Q, zwiekszy
swg dtugosé od 10 do It wydtuzenie, jakiego doznat, odpowiada
stanowi rownowagi miedzy zewnetrznymi sitami odksztatcaja-
cymi, a sitami wewnetrznymi, powstajagcymi w ciele na skutek
zmiany wzajemnego potozenia jego czeSci. Z proporcjonalnosci
miedzy sitami zewnetrznymil! wydtuzeniem danego preta wynika,
ze powstajgce przy takim odksztatceniu sity wewnetrzne sg
rowniez do wielko$ci odksztatcenia proporcjonalne. One to spra-
wiajg, ze po usunieciu sit zewnetrznych ciato wraca do swej po-
przedniej dtugosci. Jezeli wydtuzenie preta bedzie zachodzito tak,
aby w kazdej chwili sity zewnetrzne byly réwnowazone przez
sity wewnetrzne (mozna to osiggnaé zwiekszajac obcigzenie bar-
dzo powoli i stopniowo), praca, wykonana przy odksztatceniu
przez sity zewnetrzne, jest rbwna pracy, wykonanej przez sity
wewnetrzne przy usuwaniu odksztatcenia, sity zatem wewnetrzne
sg sitami zachowawczymi (rozdz. Il, ust. 10). Sity wewnetrzne,
czynigce zado$¢ tym warunkom, nazywamy sitami spre-
zystos$ci, odksztatcenia za$, znikajgce po usunieciu dziata-
jacej sity, sprezystymi (patrz. ust. ).

Niech Q oznacza site, dziatajaca na odksztatcane ciato, i niech
Q wzrasta w sposéb wyzej wskazany; zwiazek miedzy Q i X wyrazi
sie na ogot funkcjg Q =f (X), ktorej odpowiada pewna linia krzywa;
gdy przy zmniejszaniu Q punkty, odpowiadajgce tym samym warto-
sciom Q, beda lezaty na tej samej krzywej, odksztatcenie bedzie do-
skonale sprezyste. W rozpatrywanym przez nas przypadku
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wydtuzen niewielkich /(X) jest linig
prosta; punkty, wyznaczajace zalez-
no$¢ odksztatcenia od obcigzenia, lezg
zarowno  przy  zwigkszaniu, jak
i zmniejszaniu napiecia zewnetrznego
na tej samej prostej.

Mozemy zatem powiedzie¢: przy
niewielkich obcigzeniach odksztatcenia
sg sprezyste i wielkos¢ ich, zalezna od
rodzaju odksztatcanego ciata, jest pro-
porcjonalna do odksztatcajgcego ci-
$nienia lub napiecia, zmieniajac ra-
zem z nim swoj znak.

To prawo, ustalone przez Hoo-
ke’a w 1679 r. dla wszelkiego rodzaju
odksztatcen sprezystych, sprawdzit do-
ktadnie pierwszy Wertheim (1844 r.),
uzywajac przyrzadu (rys. 117), ktory
Z pewnymi zmianami, majacymi na celu
osiggniecie wiekszej doktadnosci po-
miaru, byt uzywany i przez poézniej-
szych badaczy. Ciezary, wydtuzajgce
drut, umieszczano na szalce, zaopa-
trzonej w S$ruby. Przed rozpocze-
ciem pomiaru $ruby te sg tak wykre-
cone, aby szalka spoczywata na pod-
stawie nieruchomo. Dopiero po natoze-
niu ciezaré6w wkreca sie $sruby mozli- rys 117
wie powoli; w ten sposéb unika sie
uderzen, ktére by mogty powsta¢ przy szybkim naktadaniu ciezaréw
i znieksztatci¢ wyniki pomiarow (patrz, rozdz. Il, ust. 20 a).

Oznaczajac o Przez p, mamy
p= E\ (2)

gdzie E — spébiczynnik proporcjonalnosci, zalezny jedynie od
rodzaju badanego ciata i nazywany modutem Younga
(fac. modulus — miara, ilo§¢) od nazwiska fizyka Tomasza
Younga, ktory pierwszy (1807 r.) wyznaczat te wielko$¢, lub
spoétczynnikiem sprezysto$ci przy wydtuza-
niu.
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Wymiar tego spotczynnika je.st, jak to wynika ze wzoru (2 ),
gdzie Ajest wielkoscig o wymiarze rdwnym jednosci, taki sam,
jak wymiar cisnienia; warto$¢ za$ jego mozemy okresli¢, jako
warto$¢ takiego napiecia zewnetrznego, ktore by mogto dwu-
krotnie zwiekszy¢ diugos¢ danej sztaby, o ile, oczywiscie, tak
wielkie odksztatcenie byloby jeszcze odksztatceniem sprezystym.

Tytutem przyktadu podajemy tutaj warto$¢ E w dyn/cm:
dla kilku wazniejszych metali. Ot6w — 1700.10“ dyn/cm2; sre-
bro — 7500.10" dyn/cm2; stal i nikiel — 22000.10“ dyn/cm2.

Liczby te musimy jednak uwaza¢ za odpowiadajgce w przybli-
zeniu jedynie wartosciom spoétczynnika E; wynik bowiem pomiardéw
zalezy w wysokim stopniu od czynnikdéw, czesto trudnych do uwzgled-
nienia, jak np. od poprzednich odksztatcen, doznanych przez dane
ciato, przypadkowych zanieczyszczen itd. (patrz. ust. 6).

W ciatach r6znokierunkowych (anizotropo-
w y ch) warto$é E jest zalezna od kierunku wydtuzania; tak np.
w gipsie zmienia sie od 3000.109 dyn/cm2 do 9000.10“dyn/cm2,
w turmalinie od 16330.108 do 25570.10“ dyn/cm2, zaleznie od
kata, jaki tworzy kierunek wydtuzania z osiami krystalo-
graficznymi; dla sosny przy wydtuzaniu réwnolegtym do wié-
kien E réwne jest okoto 560.10“ dyn/cm2, przy wydtuzaniu pro-
stopadtym do widékien — okoto 95.10“ dyn/cm2.

3. ZMIANA OBJETOSCI PRZY WYDLUZANIU. SPOLCZYNNIKI:
POISSONA, SCISLIWOSCI | SZTYWNOSCI

Wydtuzaniu w kierunku dziatajacej sity wewnetrznej to-
warzyszy zmniejszanie sie przekroju wydtuzanego ciata. To zja-
wisko doswiadczalnie stwierdzit Cagniard de Latour (1827 r.)
przy pomocy przyrzadu, wyobrazonego na rys. 118. Gérny ko-
niec pionowego preta metalowego, umocowanego w nieruchomej
podstawce, byt przySrubowany do ramienia dzwigni L. Pret
umieszczony byt w waskiej rurce, wypetnionej prawie po brzegi
woda. Przy obcigzaniu drugiego ramienia dzwigni L pret sie
wydtuzat, jednocze$nie poziom wody AB w rurce opadat, jakkol-
wiek dtugos¢ czesci preta, znajdujacego sie w rurce, pozostawata
bez zmiany.

Zatozmy, ze pret ma przekroj kwadratowy o dtugosci bokow
a cm. Wydtuzenie \ preta spowoduje, jak to mozna wykazac do-



rys. 118

$wiadczalnie, skrdcenie wymiaréw poprzecznych a=— , pro-
porcjonalne do X Bedziemy wiec mieli
a= aXx (2a)
gdzie a jest spdlczynnikiem proporcjonalnosci, ktdry nazywamy
spotczynnikiem Poissona.
Jezeli zatem poczatkowa objeto$¢ preta wynosita la2, to po
mwydtuzeniu stata sie ona réwna (I + dl) (a—d(if albo, po

odrzuceniu kwadratéw i iloczynéw bardzo matych wielkosci
dX iz/a, laz—2 alda + a'-dl. Stad wzgledna zmiana objetosci

dv dv dl da
~ =1 N —~ 2 — :é-z((:A(l-z.O). (Zb)

Poisson (1781—1840), opierajac sie na zatozeniach teore-
tycznych, przypuszczat, ze a ma te samg warto$¢ dla wszystkich
ciat jednorodnych i rownokierunkowych réwng 0,25. Pdzniejsze
jednak pomiary wykazaty, ze a ma dla réznych ciat wartosci
rozne, zawarte w granicach od 0,21 dla zahartowanego cynku
do 0,446 dla otowiu.



204

Wydtuzenie wiec ciata zawsze zwigksza jego objetos¢. Whnio-
sek ten potwierdzit doswiadczalnie Wertheim (1848 r.), postu-
gujac sie przyrzadem, analogicznym do uzytego przez Cagniard
de Latoura: rozciggana rura mosiezna, potgczona powyzej miej-
sca umocowania z rurkg szklang, wypetniona byta wodg; przy
rozcigganiu rury woda w rurce szklanej opadata.

Warto$¢ spdtczynnika Poissona mozna wyznaczy¢ albo posred-
nio z pomiaru innych spétczynnikdéw sprezystosci (patrz, nizej), albo
przy uzyciu metod, analogicznych do metody Cagniard de Latoura.
Roéntgen (1876 r.) wyznaczat o dla kauczuku, odciskajgc odpowiednim
stemplem koto na jednej ze $cian bocznych rozciggnietego preta i mie-
rzac nastepnie wielkg i matg o$ elipsy, w jaka przeksztatcato sie to
koto, gdy pret wracal do pierwotnej diugosci. Dla szkta Kowalski
(1889 r.) znalazt a—0,226; dla wosku i parafiny Smoluchowski
(1894 r.) okoto 0,4. Dla ciat anizotropowych o, podobnie jak E, ma
w roznych kierunkach wartosci rozne.

Znajomo$é spoOtczynnika Poissona pozwala wyznaczy¢
zmiane objetosci, jakiej doznaje ciato wszechstronnie i réwno-

miernie $ciskane lub rozciggane. Niech fv 1?2 1‘4?3 bedg sitami,
prostopadtymi do bokdw réwnolegtoscianu, wycietego z badanego
ciata, i dziatajacymina te powierzchnie rGwnomiernie (rys. 119).
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Kazda z tych sit spowoduje wydtuzenie bokéw prostopadtoscianu,
réwnolegtych do kierunku swego dziatania, i kurczenie sie bo-
kow do tego kierunku prostopadtych. Oznaczajac przez px, p2, p3

iamia _rd . fL fi L fi . A )
napiecia, -rowne odpowiednio S¢St S gdzie SuS”"Sa sag po
lami bocznych powierzchni prostopadto$cianu, przez )u

.3 wydluzenia w kierunku dziatajagcych sit, przez al = alu
a2z = 0z2 as= ffz odpowiednie skrdcenia, znajdziemy, ze w kie-

runku sity fi zmiana poczatkowej dtugosci Ix prostopadtoscianu
jest rébwna

4 U= U(ii—ah, — a).t)

lub, podstawiajgc, zgodnie ze wzorem (2 ), L —% L = \é ,

Analogicznie w kierunku dziatania sity /2
= u (_axl+ ;a- fiB= -J-(— oPi + Pt — apt)
i w kierunku sity /3
¢ li=h{—olx—fflj + 23 = (— + Pa).

Na zmiane za$ objetosci Av=(Ix+ Alx) (I12+ Al2) (Z3+ AI3)
— IxU U otrzymamy, po odrzuceniu iloczynéw bardzo matych
wielkosci Alx, AU, AU,

V= uu~r d 8UANU d- u
i na zmiane wzgledng

+ (-2fP)ps}= 1 - (Pi + Pi + Pa). (3)
W przypadku rozciggania rownomiernego, gdy Pi=P2=P3—P>

skad (3a)
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dzie ¢ =

g c 3(1_: 0) nosi nazwe modutu, Scisliwos$ci Ilub
spétczyunika sprezystosci objetosSciowej,
wielko$¢ zas y = ~ —sipoOtczynnika $Scisliwos$ci. Jak

wynika ze wzoru (3 a), ¢ ma wymiar cisnienia.

Pomiar tego spotczynnika nastrecza duze trudnosci, a to z uwagi
na zasadniczy warunek, aby ci$nienie zewnetrzne bylo we wszystkich

punktach powierzchni

badanego ciata do niej prostopadie i miato

wszedzie warto$¢ jednakowg. Mozna to osiggnac jedynie wtedy, gdy
umiescimy badane cialo w cieczy, w ktérej ci$nienie, wywotane przez
dziatanie sit zewnetrznych, czyni zado$¢ temu warunkowi (rozdz. VI,
ust. 1). W ten witasnie sposdb postepowat Regnault (1848 r.), ktd-
remu zawdzieczamy pierwsze pomiary spotczynnika Scisliwosci ciat

rys. 120

statych. Przyrzad, przez niego uzy-
wany, tzw. piezometr (gr. pie-
dzein — cisng¢, gnie$¢) (rys. 120),
sktada sie z zanurzonego w wodzie
zbiornika BB', szczelnie wypetnio-
nego woda. Do tego zbiornika za-
nurza sie badane ciato A, w $rodku
wydrazone i wypetnione woda, sie-
gajacg do pewnej wysokosci C
w szklanej rurce wtoskowatej, z ja-
ka potaczone jest ciatlo A. Rurka F
prowadzi do zbiornika ze zgeszczo-
nym powietrzem. Przy otwartych
kranach G i E ci$nienia, wywiera-
ne na wode w zbiorniku BB' i na
wode w badanym ciele A sg jedna-
kowe. Zmniejszenie objetosci wy-
dragzonego ciata A jest takie samo,
jak ciata petnego; to ci$nienie bo-
wiem, jakiego doznawatyby S$ciany
ciata A od sasiednich przylegaja-
cych warstw, jest zastgpione przez
cisnienie p, z jakim woda dziata na
te Sciany. Gdyby woda byta niesci-
$liwa, podniesienie sie poziomu
w rurce wioskowatej bezposrednio
by wyznaczyto zmiane objetosci
ciata A, skad, znajac objeto$¢ po-
czatkowa, mozna wyznaczy¢ 6 i c.
Scisliwos$¢ jednak wody (rozdz. VI,
ust. 3) zmusza do wprowadzenia
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przy obliczaniu odpowiednich poprawek, ktére Regnault wyznaczat,
zamykajac kran E lub G i otwierajac kran D lub fi i w ten sposéb
poddajac badane ciato r6znym ci$nieniom zewnetrznym i wewnetrznym.

W analogiczny sposob wykonywat pomiary S$cisliwosci Amagat
(1889 r.), stwierdzajagc na przyktadzie szkta stusznos$¢ wzoru (3a).
Amagat nadawat badanym ciatom ksztatt wydtuzonych walcéw, o pro-
mieniu matym w stosunku do dtugosci, tak, ze zmiana objetosci wy-
wolywana byta przede wszystkim przez zmiane dtugosci ciata, bedacg
w tym przypadku miarg tzw. $cisliwos$ci liniowej. W po-
dobny sposob wykonywat pézniej pomiary Richards i Brink (1908 r.)
oraz Bridgman (1909 r. i pdézniej), w ktérego pomiarach cisnienie ze-
wnetrzne dochodzito do 12000 Atm. Griineisen (1910 r.) badat rozsze-
rzalno$¢ rur, poddawanych od wewnatrz znacznemu cisnieniu, nie
przekraczajagcemu jednak 150 Atm.

O wielkosci zachodzacych w tych warunkach odksztatcen
moga da¢ pojecie wyniki, otrzymane przez Regnaulta i Amagata,
wedtug ktorych zwiekszenie ci$nienia 'zewnetrznego o 1 Atm,
a wiec prawie o megabar, zmniejsza objetos¢ miedzi o mnigj
wiecej 10 G (doktadnie, wedtug Regnaulta, o 1,23 .10-6),
szkta zas 0 2.10 e (doktadnie o 2,197 . 10-6, wedtug Amagata)
poczatkowej objetosci, otowiu za$, jednego iznajbardziej Scdsliw-
szych metali o 2,761 . 1Q-S (Amagat). W tym ostatnim przy-

padku c=--m=-mg:”/ jp-ijAtm wynosi okoto 3600 . 10edyn/cm2,

skad po podstawieniu do wzoru (3 a) otrzymujemy a— 0,42, co
jest w nieztej zgodzie z podang wyzej liczbg 0,446, otrzymang
z p6zniejszych, w inny sposoéb wykonanych pomiarow.

W przypadku réwnomiernego wszechstronnego $ciskania
lub rozciggania ciata réwnokierunkowego ksztatt ciata zadnej
zmianie nie ulega: szesScian pozostaje szescianem, kula — kulg
itd., zmienia sie jedynie objeto$¢ ciata. Inaczej jest przy jedno-
stronnym. rozcigganiu lub zgniataniu ciata. Niech ABCD" bedzie
przekrojem sze$cianu wycietego z ciata izotropowego, podda-
nego napieciu w kierunku réwnolegtym do boku AB (rys. 121).
Na skutek wydiuzenia i towarzyszagcego mu skurczenia po-
przecznego szeScian przejdzie w prostopadtoscian A'B'C'D'.
Punkty materialne warstw' rébwnolegtych do BC, ktére poprzed-
nio lezaty na prostej AD', prostopadtej do BC, po odksztatceniu
lezg na prostej A'D', tworzacej kat @z AD' i kat ip—2pz pro-
stopadtg do nowej przekatnej B'C. O ten kat, nazywany ka-
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tern przesuniecia, przesunety sie wiec wzajemnie dane
warstwy ciata; otrzymalibySmy bowiem te samg zmiane wzaje-
mnego potozenia punktow matei-ialnych danych warstw, wywo-
tang przez zmiane ksztattu, gdybySmy przyjeli, ze warstwa BC
jest nieruchoma, wszystkie za$ inne do niej réwnolegte prze-
sunely sie o kat ip.

To przesuniecie spowodowane jest tym, ze sktadowa napie-
cia zewnetrznego styczna do warstw rownolegtych do BC nie
jest rowna zeru. Niech mn bedzie jedng z tych warstw, skia-
dowa styczna sity, dziatajacej na pole nD" i rownej p x pole nD’,
rébwna jest p X pole nD’ X sin (m?iD'), skad napiecie styczne
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pole nD' .
P*=P polenm sm (pin D)= P cosasm
gdzie a==Az mnD'.
Dla matych odksztatcen, z jakimi mamy tutaj do czynienia,

mozemy przyjac, ze « = C'B'D' bardzo mato sie rézni od
45°, 7ze wiec cos a sin a— -i-, stad
P
pO = Y ]

Zaktadajac, ze napiecie jest proporcjonalne do kata prze-
suniecia ip mamy
Ps - 4

gdzie kat ipwyrazony jest w radtiamach, spotczynnik za$ /< ma-
jacy wymiar cisnienia, jest spétczynnik iem sztyw-
nosci.

Opusémy z punktu Srodkowego O prostopadia na podstawe
B’D'. Kat i3 jaki ona utworzy z przekatng A'D', réwny jest

i) , jest on bowiem potowa kata B'OD', ktéry wynosi

~ — ip. Dlugos¢ tej prostopadtej wynosi I(I+A), potowa
&

boku B'D", ktory ulegt skroceniu, ! (1 — a).), mamy zatem
71 Ip

In *\ 2 1-4a,.

Kladac tg;_ = ~- i zachowujac tylko pierwsze potegi ipi /,
2

otrzymujemy

i- (»-fil-1) - tw **

1—XP=1— —a).
=11+ a) - -E-(1+ a).

Wyktady fizyki, t. | 14
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Podstawiajac do wzoru (4), znajdziemy
E
2 (1 + a) (5)

Przepiszmy wzor p = E\, wyrazajacy zwigzek miedzy napie-
ciem zewnetrznym i wydtuzeniem wzglednym X w postaci naste-

pujacej
p=E2= T e B
1-+0 1--0
o : v
skad, uwzgledniajac, ze zgodnie ze wzorem (2 b) =\ (1—2an),
otrzymujemy

fi i E i
P~@1+a@- 24d 1+ a

Mozemy zatem odksztatcenie, zachodzace w tym przypadku, wyobra-
zi¢ sobie, jako ztozone z dwu odksztatcen: jednego, polegajacego na
zmianie objetosci ciata, drugiego za§ — na jego wydtuzeniu. Napie-
cia, powodujace kazde z tych odksztatcen i ktérych suma roéwna jest p,
beda odpowiednio réwne

A. (1+7 ¢ _ 2q)0 1 (5a)

. o Eo . E
spotczynniki A—r(1—+0) 1 —20) i N= T+ o
czynnikow Lame'go, od nazwiska fizyka, ktory je wprowadzit
(1866 r.) do teorii sprezystosci. Spdtczynnik N jest, jak wynika z po-
réwnania wzoréw (5) i (5a), rowny dwa razy wzietemu spoétczyn-
nikowi sztywnosci.

nosza nazwy spoét-

4. SKRECANIE

Spotczynnik sztywnos$ci mozemy wyznaczy¢, mierzac skre-
canie, jakiemu ulega drut lub pret, umocowany w jednym koncu,
na drugim za$ poddany dziataniu pary sit.

Pierwsze badania tego rodzaju odksztatcen zawdzieczamy
Coulombowi (1784 r.). Przyrzad, ktorym sie Coulomb postugi-
wat, sktadat sie z drutu, o przekroju kotowym, obcigzonego kula,
zaopatrzong we wskazéwke, pod ktérg umieszczona byta pozioma
tarcza o podziatce katowej (rys. 122). Gdy drut skrecano do-
okota osi pionowej o kat 4 ktdrego wielkos¢ mozna byto odczy-
ta¢ z potozenia wskazéwki, i nastepnie pozostawiano samemu
sobie, drut rozkrecat sie, wracat do stanu, w jakim byt przed
odksztatceniem, skrecat sie w strone przeciwng o ten sam mnigj
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wiecej kat, na jaki byt poprzed-
nio skrecony, wracat znéw do
potozenia rownowagi itd., wy-
konywajac w ten sposéb waha-
nia w plaszczyznie poziome;j.
Wahania te zachodzity pod
dziataniem sit sprezystych, po-
wstajgcych w drucie na skutek
skrecenia. Coulomb stwierdzit,
ze okres wahan byt niezalezny
od kata skrecenia <p ze wiec
wzbudzone sity sprezystosci
byty do tego kata proporcjonal-
ne (rozdz. Ill, ust. 5), same za$
odksztatcenia, znikajgce po usu-
nieciu sity odksztatcajgcej, —
odksztatceniami  sprezystymi.
Oznaczajac przez M moment
zewnetrznej pary sit, ktdrg mu-
sielibySmy dziata¢ na skrecany
koniec drutu, aby zréwnowa-
zy¢ sume momentow sit spre-
zystosci wzgledem osi obrotu,
mamy

M= D.@

gdzie D spo6tczynnik proporcjo-
nalnosci, zalezny od dtugosci, grubosci i rodzaju drutu. Okres
wahan rowny jest (rozdz. Ill, ust. 5)

=2 N

Biorac druty rozmaitej dtugosci i grubosci i mierzac okresy ich
wahan Coulomb znalazt, ze
7
CT-

gdzie r jest promieniem, |— dtugoscig drutu, C wielkoscig, za-
lezng jedynie od materiatu drutu i nazywang czasami sp 01

D.

14*
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czynnikiem Coulomba. Badania pézniejsze (Savart —
1829 r., Wertheim — 1857 i\), wykonywane w nieco odmienny
sposob — Wertheim mierzyt bezposrednio pare sit, potrzebng do
skrecenia drutu o dany kat p— nie tylko jpotwierdzity wzor (s)
Coulomba, lecz wykazaty, ze stosuje sie on réwniez i do pretow
o przekréju kotowym; jednoczesnie jednak ustality granice,
w ktorych wzér ten mozna stosowaé. Okazato sie, ze dla pew-
nych metali granice te sg bardzo cia-
sne; taknp. Warburg (1880 r.) znalazt,
ze w drucie miedzianym juz przy skre-
ceniu o 7° wystepuje wyraznie zalez-
nos¢ okresu wahan od kata skrecenia.
Podobnie wiec, jak i przy wydtuzaniu,
i w tym przypadku proporcjonalno$é
sit wewnetrznych do odksztatcenia obo-
wigzuje na ogét tylko dla odksztatcen
niewielkich.

Ograniczajac sie do rozpatrywania
jedynie tego rodzaju odksztatcen, mo-
zemy zuzytkowa¢ wzér Coulomba do
wyznaczenia spotczynnika sztywnosci.
Zatézmy, ze koniec AB cylindrycznego
preta zostat skrecony o kat mp (rys. 123).
Skrecenie to nie zmienia ksztattu prze-
krojow kotowych preta, obraca jedynie
kazdy z nich w jego wilasnej plaszczy-
Znie o pewien kat dookota osi walca.
Tworzaca walca CD lub jakakolwiek

rys. 123 do niej rownolegta staje sie linig
Srubowg. Wyobrazmy sobie, zeSmy
podzielili pret na walce spotsrodkowe o nieograniczenie mato
réznigcych sie promieniach i niech walec o tworzacej AB
bedzie jednym z tych walcow. Przy skrecaniu swobodnego konca
drutu o kat mp pierScien, zawarty miedzy podstawg tego walca
i podstawa walca nastepnego (na rysunku jest tylko jeden wa-
lec), przesunie sie wzgledem warstwy gornej okat
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gdzie g— promien danego walca, | = AB — CD. Takie przesu-
niecie mozliwe jest tylko wtedy, gdy na przesuwang warstwe
dziata napiecie styczne do jej powierzchni i rowne (4)

Pg= = 1-.

Sita wiec, dziatajgca na dany pierscien o polu 2 wm.i/q gdzie
¢io jest gruboscig pierScienia, musi by¢ réwna

Af—pg,2tiq. =fi-j-q.2nq.

moment za$ jej wzgledem osi obrotu, ktorg jest w tym przy-
padku o$ walca

Suma tych momentéw réwna jest momentowi zewnetrznej pary
sit, powodujacej dane skrecenie. Mamy zatem

M—2z/M = ,2ne.Jq ,

gdzie sumowanie obejmuje pola wszystkich elementarnych pier-
Scieni, na jakie podzielilismy pole skrecanego kornca preta.
Ostatecznie otrzymujemy

71 1'1

M—= . @)

Oznaczajgc grubo$¢ warstwy przez dQ mamy na pole elemen-
tarne 2 Tyclq i stad
;
M —n 2™ dQ = N wWXx-~ri, (7 @)
0]
gdzie granicami catkowania sgp=01i 0= r.

Z poroéwnania wzoru (s) ze wzorem (7) wynika, ze

C~=liiA. (s)

Spotczynnik sztywno$ci mozemy zatem wyznaczy¢ albo mierzac

okres wahan, zachodzacych pod dziataniem sit sprezystych,

wzbudzonych przez skrecanie preta (sposéb dynamiczny) albo,

mierzge kat o o jaki skreci dany pret znany nam moment ze-
wnetrznej pary sit (sposéb statyczny).

Ze spotczynnikiem sztywnosci spotykamy sie rowniez i wtedy,

gdy obcigzamy drut, nawiniety na walec i stanowiacy sprezyne. Obcia-
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zenie takiego drutu powoduje zwiekszenie odstepu miedzy poszczegol-
nymi zwojami i skrecenie drutu. Zaktadajac, ze zwoje sa ptaskie i ze
lezag bardzo blisko jeden drugiego, otrzymujemy na wydtuzenie h
niewielkie w poréwnaniu z dtugosciag | drutu — wzor, ktéry podajemy
bez wyprowadzenia

gdzie / — sita wydtuzajgca sprezyne, r — promien drutu, R-r — pro-
mien walca, na ktory drut jest nawiniety. Stad wynika, ze chcac, aby
dana sita spowodowata mozliwie wielkie wydtuzenie, nalezy uzy¢ drutu
cienkiego i nawingé¢ go na walec o duzym promieniu; gdy za$ chodzi
0 sprezyny, stawiajace znaczny opo6r odksztatceniu, nalezy braé¢ druty
grube i nawija¢ je na walec o promieniu niewielkim.

Z metali najwiekszy spoétczynnik sztywnosci ma stal i ni-
kiel: okoto 8000.10” dyn/cm: (te dwa metale majg réwniez zbli-
zone wartosci modutu Younga i spotczynnika Podssona); z ciat
niemetalicznych wyrd6znia sie kwarc ciggniony o ji — 3000.108
dyn/cm2 o ktérego zastosowaniu w wadze skrecen byta mowa
w rozdziale poprzednim (ust. 5).

W przypadku, gdy przekréj preta nie jest kotowy, wzér (7) na-
lezy zastgpi¢ innym. Stosujgc rozumowanie analogiczne do uzytego
wyzej, otrzymujemy

(7c>

gdzie dS oznacza pole elementu, odlegtego o o od osi obrotu. Podobnie
jak wzér (7), i ten wzér stosuje sie tylko o tyle, o ile mozemy zatozy¢,
ze podczas skrecania ksztatt przekrojoéw prostopadtych do osi pozostat
niezmieniony. Ten warunek spetnia sie na ogoét jedynie przy niewiel-
kich katach skrecen.

Dla pretdw o przekroju prostokagtnym mamy w przyblizeniu

gdzie k' jest mniej wiecej réwne 0,3, a i b oznaczajg grubos¢ i szero-
ko$¢ preta. Gdy a i b sg male, przy czym jednak a jest znacznie wigk-
sze niz b tak, ze drut ma ksztatt waskiej wstgzki, stosunkowo znaczne
skrecenie 9 moze by¢ spowodowane przez o wiele mniejszg pare sit,
niz w przypadku drutu, ktérego przekrdj o tej samej powierzchni
(a wiec i o tym samym ciezarze jednostki dtugosci) bytby kwadratem.
Istotnie, oznaczmy przez S powierzchnie przekroju i przypusémy,

ze w przypadku pierwszym b — — Y¢?, a— 10 w drugim za$
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a= b= j'i" . Otrzymujemy wtedy dla tego samego kata skrecenia

5a=0,01/c'ySz2ill/z2= P-C-y = 051dJ- S\

Ogoblng teorie skrecania pretéw o przekroju dowolnym oplacowat
de Saint-Venant (1855 r.).

5. ZGIECIE

Przypu$émy, ze belke pozioma, umocowang w jednym koncu,
ktérej ciezaru nie uwzgledniamy w rachunku, obcigzamy na
koncu swobodnym coraz to wiekszymi ciezarami (rys. 124).

rys. 124

Odlegtos¢ pionowa BC miedzy poczatkowym i pdzniejszym, od-
powiadajagcym danemu obcigzeniu, potozeniem obcigzonego konca
bedzie w miare wzrostu obcigzenia stopniowo wzrastata. Ta, jak
jg nazywamy, strzatka zgiecia jest miarg wywotanego
w tym przypadku odksztatcenia. Dopoki obcigzenie nie przekro-
czy pewnej granicy, zaleznej od dtugosci belki, jej przekroju
i materiatu, z jakiego jest zrobiona, strzatka zgiecia jest po-
dobnie, jak wydtuzenie wzgledne | i kat skrecenia cp, proporcjo-
nalna do obcigzenia i znika catkowicie po usunigciu sity odksztat-
cajacej. Mozemy wiec i tym razem uwazac sity sprezystosci,
wywotane przez odksztatcenie i réwnowazace sity zewnetrzne,
za proporcjonalne do wielkoSci odksztatcenia, same za$, zacho-
dzace w tych warunkach odksztatcenia za catkowicie sprezyste.

Przy tego typu odksztatceniach gérna warstwa belki ulega
wydtuzeniu, dolna skréceniu; wewnatrz zatem belki musi znaj-
dowac sie warstwa, ktérej dtugo$¢ nie ulega zadnej zmianie.
Niech tg warstwg obojetng (patrz. Wstep, ust. 9) jest
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warstwa MN (rys. 125). Rozpatrzmy dwa prostopadie do dtu-
gosci belki przekroje pqg i rs, odlegte od miejsca zamocowania
0 x ix -)-ax. Przed odksztatceniem byty one wzajemnie réwno-
legle, jpo odksztatceniu tworza kat o= Przeprowadzmy przez
punkt, w ktérym prosta rs przecina linie obojetng MN, prosta

rys. 125

p'q’, rownolegty do -pq. Odksztatcenia, spowodowane przez ob-
cigzenie swobodnego konca belki, mozemy sobie wystawi¢ jako
obrot o kat pprzekroju p'g dookota osi poziomej, przechodza-
cej przez punkt jego przeciecia z warstwg obojetng prostopadle
do ptaszczyzny rysunku.

To upraszczajace zatozenie wtedy tylko, $cisle biorgc, nie po-
cigga za sobg znaczniejszych btedéw w obliczeniu, gdy belka jest do-
statecznie cienka, tzn. gdy grubos¢ jej i szeroko$¢ sa mate w pordw-
naniu z dtugoscia.

Na skutek tego obrotu warstwa tv belki, zawarta miedzy
przekrojami pq i rs i zmajdujaca sie w odlegtosci y od warstwy
obojetnej, ulegta wydtuzeniu, réwnemu ycp. Niech Ay bedzie
gruboscia warstwy, z — jej szerokoscig, mierzong w Kierunku
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prostopadtymi do ptaszczyzny rysunku, powierzchnia zatem war-
stwy — z&y. Sita, powodujgca jej wydtuzenie lub, co na jedno
wychodzi, sity sprezystosci, rbwnowazace site zewnetrzng, sa
rowne

EJ1.4S = E-~-y-zd
end 28

gdzie Ax jest poczatkowg dtugoscig warstwy. Stagd moment tych
sit wzgledem poziomej osi obrotu

¢Ix

Analogiczne wyrazenie znalezliby$my dla dowolnej warstwy
t'v', znajdujacej sie ponizej warstwy obojetnej. Sity jednak,
dziatajace na te warstwe, bedg skierowane w strone przeciwna,
warstwa ta bowiem ulega nie wydtuzeniu, lecz skroceniu, za-

miast napie¢ wystepujg w niej ci$nienia.
Z zatozenia, przyjetego przez nas, ze odksztatcenie, zachodzace
w rozwazanym przypadku, sprowadza sie do obrotu dookota osi po-

ziomej, wynika, ze wypadkowa wszystkich sil, dziatajgcych na prze-
kréj rs, réwna jest zeru; mamy zatem

EINlyzAy = o
lub, uzywajac znakowania rachunku nieskonczonosciowego,
E ~\yzdy =0 skadjysdy = o. @

Odlegtos¢ pionowa Srodka masy przekroju rs od punktu przeciecia
z warstwg obojetng, wzietego za poczatek uktadu spétrzednych, wy-

raza si¢ wzorem podanym w ust. 15, rozdz. Il, ktéry przepiszemy
w postaci _Cydm
yO____ J m 7

gdzie dm — masa elementu tego przekroju, réwna ozdy. Zaktadajac,
ze belka jest jednorodna, ze wiec masa jednostki przekroju ma wsze-
dzie wartos¢ stata, znajdujemy, uwzgledniajgc warunek (a)

Srodek masy przekroju lezy wiec na warstwie obojetnej, dla ktérej
wszystkich punktéw y = 0. Poniewaz tak jest dla kazdego przekroju
pionowego, mozemy powiedzie¢, ze warstwa obojetna przechodzi przez
$rodek masy belki.

Moment sit sprezystosci, dziatajgcych na wszystkie war-
stwy, zawarte miedzy przekrojami pq i rs, otrzymamy, sumujac
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znalezione wyzej wartosci momentéw elementarnych. Bedziemy
mieli
M= EZ3~X2y*sz.

Nazwijmy %y~zky momentem bezwiadnosSci Bp danego
przekroju wzgledem danej osi, prostopadtej do ptaszczyzny ry-
sunku, takie bowiem otrzymaliby$Smy wyrazenie, obliczajgc te
wielkos¢ dla nieograniczenie cienkiej ptytki, majgcej ksztatt
rozpatrywanego przekroju, a ktorej masa, przypadajaca na
jednostke powierzchni, bytaby réwna jednosci. Mozemy wiec
napisac

M= ET)ZBp
Dla belek o przekroju prostokgtnym B, — gdzie bok a jest
12
prostopadty, b — réwnolegly do ciezaru odksztatcajgcego; dla
n Ri
belek o przekroju kotowym — |, gdzie R — promien belki.

Dla przekroju prostokgtnego z= a, y zmienia swg wartosé
od — 1 do + I (w belce jednorodnej warstwa obojetna jest w tej

samej odlegtosci od goérnej, co i od dolnej warstwy belki), mamy zatem

rys. 126

Moment bezwtadnosci przekroju kotowego wzgledem osi, bedacej
jedna z jego $rednic, mozemy wyznaczy¢ w sposéb nastepujacy.
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Opiszmy z punktu O dwa kola o promieniach p i o-f rfoi prze-
prowadzmy dwa promienie OA i OB, tworzace z osig Oi Oi katy #
i # + di}. Pole ABCD, w ten sposob utworzone, réowne jest AB,AD —
= p&.do, odlegtos¢ zas jego od osi Oi O2 réwna jest g sin } Moment
bezwtadnosci tego elementu wynosi przeto 03 sin-10dOdg, moment za$
catego kota, réwny sumie momentéw elementarnych

R 2
Bp = j p’dg j sin2# dtf =
0 0
Moment sit sprezystosci réwnowazony jest przez moment
sity odksztatcajacej, rowny [Z— (x -j- Ax)]f lub, po odrzuceniu
bardzo matej diugosci Ax, (I—x)f, gdzie | — dtugos¢ belki.
Mamy zatem

M =E-"Bp=(l-x)f. (b)

Przeprowadzmy w punktach p i r styczne do belki (rys. 125);
styczne te wytng ze strzatki zgiecia s — B'B odcinek uw = As.
Poniewaz kat, ktdry one tworzg, réwny jest katowi y, jaki two-
rzg promienie Cp i Cr, do nich prostopadte

/3
Js =(—x)% skad 9 = f %

Po podstawieniu do wzoru (b) otrzymujemy

Js = — (©

Caty strzatke zgiecia otrzymamy, wykonywajac analo-

giczne obliczenia dla wszystkich przekrojéow belki i sumujac
otrzymane wyrazenia. Bedziemy mieli

©)

Niech dx jest odlegtoscig rozpatrywanych przekrojéow

= = 4 C.aft-.*

W przypadku zatem sztaby o przekroju kolowym

S= 3nR*'~E'f A
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0 przekroju za$ prostokatnym

= Li! f
s”ab*E (9b)
Z tego ostatniego wzoru wynika, ze ta sama belka, obcig-
zona tym samym ciezarem, bedzie miata przy umocowaniu jej
»na ptask“ znacznie wiekszg strzatke zgiecia, niz gdy umoco-
wana jest ,,na kant*®.
Niech boki przekroju prostokagtnego belki drewnianej o dtugosci
1 m, obcigzonej ciezarem 1-kgc, bedg odpowiednio réwne 1 cm i 10 cm.
Gdy a—10, 6= 1 (rys. 127), otrzymamy, kiadac E =500.10®
dyn/cm2= 500 kgc/mm2,
s = 4 (1000)*. 1
' 100.1000 500
Gdy a=1 cm; 6—10 cm
4 (1000)3
_ 10 . (too)* 500

—80mm = 8cm.

= 08mm'= 0,08 cm.

rys. 127 /

Wz6r (9) mozemy bez trudu uog6Ini¢ na przypadek, gdy
zginana belka, obcigzona w potowie swej dtugosci, jest podparta
na obydwu koncach. Zat6zmy podobnie, jak poprzednio, ze belka
przed odksztatlceniem jest pozioma i ze wielko$é odksztatcaja-

f
cego ciezaru wynosi /. Wtedy na kazdg z podpo6r dziata sita AA
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Z takg sama sitg dziata kazda z podpoér na belke, zjawisko zatem
zachodzi w ten sposéb, jak gdyby Srodek belki byt umocowany,

f
na kazdy za$ jej koniec dziatata sita

7 skierowana pionowo do

gory. Strzatke zgiecia, réwng roznicy wysokosci $rodkowego
i podpartych punktéw sztaby, otrzymujemy ze wzoru (9), ktadac

W nim AA zamiast / i N zamiast I. Otrzymamy zatem

S=4 8 (9C)
Podparcie wiec belki na drugim koncu zmniejsza strzatke zgie-
cia szesnastokrotnie.

6. ODKSZTALCENIA POD DZIALANIEM WIEKSZYCH SIt ZE-
WNETRZNYCH. TARCIE WEWNETRZNE

Wyprowadzone w ustepach poprzednich stosunkowo proste
zwigzki miedzy sitami zewnetrznymi i wywolanymi przez nie
odksztatceniami sprawdzajg sie jedynie w bardzo ciasnych gra-
nicach. Juz w przypadku najprostszego odksztatcenia, jakim jest
wydtuzanie sie preta lub sztaby, zwiekszenie obcigzenia powo-
duje zmiany dtugosci, nie czynigce zado$¢ rownaniu (2).

Przypus¢my, ze badang sztabg jest sztaba stalowa; wtedy
zjawisko wydtuzania bedzie miato przebieg nastepujacy. Przy
niewielkich obcigzeniach, nie przekraczajgcych 20 kgc na mm:
przekroju poprzecznego sztaby, wydtuzenia, zgodnie z tym, coSmy
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mowili w ust. 2, bedg do obcigzen proporcjonalne. Zalezno$¢ mie-
dzy obcigzeniem i wydtuzeniem wyrazac bedzie na wykresie pro-
sta OA (rys. 129), tym bardziej stroma, im wiekszy jest modut
Younga badanego ciata. Punkty tej prostej bedg jednoznacznie
wyznaczaty wydtuzenie, zachodzace przy danym obcigzeniu, bez

rys. 129

wzgledu na to, czy zaszto ono przy zwiekszaniu obcigzen od o do
danej wartoS$ci czy tez odwrotnie — przy zmniejszaniu od wiek-
szego obcigzenia do zera. Po przekroczeniu jednak pewnego
napiecia, ktdre nazywamy granicg proporcjonalno-
§ci (na rysunku — AB), wydtuzenie przestaje byé proporcjo-
nalne do sity odksztatcajgcej; linia, wyrazajgca zwigzek miedzy
Vi A staje sie linig jkrzywa, mniej stromo wznoszacg sie do gory,
niz prosta OA : te same przyrosty obcigzen powodujg wieksze,
niz poprzednio, 'wydtuzenia. Odksztatcenia mogg mimo to (jak
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np, w rozpatrywanym przez nas przypadku) pozostaé sprezy-
stymi. Dopiero przy wiekszych obcigzeniach (dla sztaby z tzw.
stali bardzo miekkiej okoto 24 kgc/mm2) odksztatcenia nie zni-
kajg catkowicie po usunieciu sit odksztatcajacych; w sztabie nie-
obcigzonej pozostajg tzw. odksztatcenia trwate Ilub
plastyczne.

Po przekroczeniu granicy sprezystos$ci (na wy-
kresie napiecie CD) wydtuzenia wzrastajg bardzo znacznie ze
wzrostem obcigzen, przy czym jednak ciggle na calej diugosci
sztaby wydtuzenia wzgledne (a co za tym idzie i kurczenia po-
przeczne) sa jednakowe. Gdy jednak napiecie zewnetrzne prze-
kroczy granice tzw. wytrzymatos$ci doraznej (rzedna
EF na wykresie; dla stali bardzo miekkiej okoto 40 kgc/mm2),
w pewnym miejscu sztaby, ktérego potozenie zalezne jest czesto
od przypadkowych réznic budowy materiatu, zmniejszajacych
wytrzymatos¢ w danym miejscu, nastepuje znaczniejsze, niz
gdzie indziej, skurczenie sie przekroju poprzecznego, CO powo-
duje przy dalszym wzroscie obcigzenia rozerwanie sztaby w tym
zwezonym miejscu (tzw. szyjce). Wydtuzenie wzgledne sztaby
bezposrednio przed rozerwaniem moze by¢ do$¢ znaczne, np. dla
stali miekkiej wynosi okoto 0,3; sztaba dtugosci : m wydtuzy sie
zatem o0 30 cm.

Przy zgniataniu sztaby otrzymujemy na ogdt wykres analo-
giczny; jedyng rdéznice stanowig obszerniejsze zazwyczaj gra-
nice plastycznosci. Plastyczno$¢, zarébwno przy rozcigganiu, jak
I zgniataniu, wystepuje jednak nie we wszystkich ciatach sta-
tych, a nawet nie we wszystkich metalach. Tak np. sztaba z ze-
laza lanego rozrywa sie przy stosunkowo niewielkim wydtuzeniu
(mniej wiecej 0 o.01 poczatkowej dtugosci, sztaba zatem o diu-
gosci 1 m ma w chwili rozerwania dtugo$¢ 101 cm), przy czym
rozerwania nie poprzedza powstanie szyjki. Podobnie zachowuje
sie stal krzemowa (0,005 C, 0,015Si), uzywana na sprezyny;
granica sprezystosci jest dla niej prawie réwna granicy wytrzy-
matosci; wydtuzenie wzgledne przy rozerwaniu wynosi o,oz.
Z tego powodu rozréznia sie czesto ciata state lepkie i ciala
state kruche. Do pierwszej grupy nalezg metale takie, jak
stal, miedZ, nikiel, do drugiej szkto, stal krzemowa, zelazo lane,
rézne rodzaje skat itd. Réznica miedzy ciatami lepkimi i kru-
chymi zmniejsza sie na ogo6t ze wzrostem temperatury, plastycz-
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no$¢ bowiem wszystkich ciat jednorodnych wzrasta przy ich na-
grzewaniu, zmniejsza sie¢ bowiem wtedy zaréwno spo6tczynnik
sztywnosci, jak i modut Younga.

To zmniejszanie sie nie jest jednak dla obydwu spétczynnikow
jednakowe. Wedtug Kowalskiego dla szkia, w ktérym zalezno$¢ od
temperatury jest o wiele wyrazniejsza, niz w metalach, mzmniejsza
sie szybciej, niz E. Dla kwarcu topionego Lees, Andrews i Shave zna-
lezli (1924 r.), ze w granicach od 0°—800° modut Younga zachowuje
wartos$é stata.

Za oddzielng grupe mozna uwazac ciata, ktére juz w tempe-
raturze normalnej wykazuja pod dziataniem niewielkich cis$nien
znaczng plastyczno$¢, jak: np. glina. Ciata takie nazywamy p la-
stycznymi.

| tego podziatlu nie mozna uwaza¢ za dostatecznie $cisty. Nie-
jedno bowiem z ciat, majgcych pod wielkim i krotkotrwatym cisnie-
niem cechy ciata kruchego, wykazuje pod ci$nieniem mniejszym, lecz
dziatajagcym przez czas dtuzszy, znaczng plastycznos¢ (np. szkto). Je-
dynym racjonalnym podziatem jest, jak sie zdaje, podziat ciat statych
na postaciowe (krystaliczne) i bezpostaciowe (amorfne); ciata, na-
lezace do drugiej grupy, ze wzrostem temperatury zmieniajg stop-
niowo swe wiasnosci sprezyste, przechodzac w sposéb ciggty w stan
ciekty (por. ust. 1, rozdz. X1). Metale jedynie pozornie, jak o tym
byta wyzej mowa, wykazuja w temperaturach normalnych cechy po-
dobne do cech ciat bezpostaciowych. Badanie ich wtasnosci jest utrud-
niane przez to, ze krysztaty ich sg bardzo mate. Dopiero ostatnio

Czochralskiemu (1918 r.), Bridgmanowi (1925 r.) i innym udato sie

otrzymac krysztaly wieksze, umozliwiajgce bezposrednie badanie ich

wiasnosci sprezystych. Na tej drodze uda sig, by¢ moze, wyjasnic
zwigzek miedzy wiasnosciami sprezystymi ciat i ich budowa we-
wnetrzng (por. nizej).

Pod wielkim ci$nieniem metale mogg stac sie niezwykle pla-
stycznymi, jak tego dowodzg doswiadczenia, ktore wykonat Tre-
sca (1864 r.). Metal, umieszczony w naczyniu, zaopatrzonym na
dnie w niewielki otwdr, poddany ci$nieniu pary tysiecy atmo-
sfer, wyptywa przez otwor, zachowujac sie tak, jak lepka ciecz,
poddana cis$nieniu niewielkiemu. Metal, w ten sposéb odksztat-
cony, posiada zgota inne wiasnosci, niz przed odksztatceniem,
tak np. otrzymane tg droga pateczki bizmutu sg tak gietkie, ze
mozna skrecaé je w wezel, nie obawiajac sie ich przetamania.

Spring (1878 r.) stwierdzit, ze wosk pod ci$nieniem 700 Atm
i parafina pod ci$nieniem 2000 Atm stajg sie tak ciekle, jak woda.
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W ciatach kruchych i plastycznych pojecia takie, jak gra-
nica proporcjonalnosci lub sprezystosci, tracg prawie catkowi-
cie swoje znaczenie. Z wyjatkiem kruchych metali i szkia inne
ciata, nalezace do tej grupy, jak marmur, beton, albo wcale nie
podlegajg prawu proporcjonalnosci, albo co najwyzej podlegaja
mu w bardzo ciasnych granicach i tylko dla odksztatcen jednego
znaku. Ale nawet w przypadku ciat lepkich wyznaczenie cisnien
lub napie¢ granicznych przedstawia duze trudnosci, wyniki bo-
wiem pomiaréw sg w bardzo znacznym stopniu zalezne od
odksztatcen, jakim
poprzednio podle-
gato badane cialo.

Zatdzmy, ze po
przekroczeniu  w
punkcie A x granicy
sprezystosci sztaby
stalowej i dojsciu
do punktu A2 wy-
kresu (rys. 130)
zmniejszamy stop-
niowo obcigzenie.

Linig, odtwarzajg-

cg wtedy przebieg

zjawiska, jest linia o 0,B,

prosta OjAo, mniej

wiecej réwnolegta

do prostoliniowej czesci poczatkowej krzywej OAIA 2. Przy ob-
cigzeniu rownym zeru otrzymamy wydtuzenie trwate 0.0x. Jezeli
teraz bedziemy znowu powiekszali obcigzenia, odksztatcenia bedg
wzrastaty proporcjonalnie do napieé, dopdki napiecia nie dojda
do wartosci A2B2 Przez takie mechaniczne hartowa-
liie metalu granica proporcjonalnosci moze by¢ znacznie prze-
sunieta.

Ogrzewajac do wysokiej temperatury i nastepnie powolnie ochta-
dzajac, mozemy ciatu przywroci¢ jego poczatkowe wiasnosci.

Temu hartowaniu towarzyszg niewatpliwie zmiany we-
wnetrznej budowy ciata, jak na to wskazujg badania mikrosko-
powe przekrojéw sztab hartowanych, stwierdzajgce wydtuzenie

"Wyktady fizyki, t. | 15
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krysztatkow metali, w kierunku dziatania sity odksztatcajacej,
i jak to wnika z faktu, potwierdzonego ostatnio przez William-
sona (1922 r.), ze wszystkie prawie wiasnosci fizyczne metali
(np. przewodnictwo elektryczne) ulegajg zmianie na skutek har-
towania.

Na zmiany w budowie ciata pod dziataniem wielkich ci$nien
wskazujg réwniez doswiadczenia Springa. Spring stwierdzit (1878 r.),
ze opitki cynkowe przeksztatcajg sie w jednorodne ciato pod cisnie-
niem 5000 Atm, opitki otowiu pod ci$nieniem 2000 Atm. Czerwony
bezpostaciowy fosfor przechodzi pod cisnieniem w fosfor metaliczny.
Kahlbaum (1903), a nastepnie Spring (1907 r.) stwierdzili, ze gesto$¢
metali, wzrastajgca na ogdt ze wzrostem cisnienia, pod bardzo wiel-
kimi ci$nieniami, przekraczajagcymi 10000 Atm, maleje dla wszyst-
kich metali z wyjatkiem bizmutu, co jest tym bardziej zastanawiajace,
ze bizmut jest metalem, ktérego gesto$¢, podobnie jak wody, jest
wieksza w stanie cieklym, niz statym.

Czynnikiem, utrudniajgcym doktadne wyznaczenie granicy
sprezystosci, jest tzw. opd6Zznienie sprezyste. Zjawisko
to, zauwazone po raz pierwszy przez W. Webera (1835 r.) przy
badaniu wydtuzania sie nici jedwabnych, polega na tym, ze od-
ksztatcenie nie odrazu dochodzi do wartosci, odpowiadajacej sta-
nowi rownowagi miedzy sitami odksztatcajgcymi i wzbudzanymi
przez odksztatcenie sitami sprezystosci, lecz zbliza si¢ do niej
stopniowo. Wyniki pomiaréw moga by¢ zgota inne przy szybkich
zmianach wartosci sity odksztatcajacej, niz przy powolnych.

W pomiarach, o ktérych byta mowa wyzej, zaktadaliSmy mil-
czaco, ze mierzone odksztatcenie odpowiada warunkowi réwnowagi,
ze wiec przy niezmiennej sile odksztatcajacej zachowuje wartos$¢ statg
bez wzgledu na czas trwania pomiaru.

OpoOzZnienie to ujawnia sie zarowno przy zwiekszaniu, jak
i przy zmniejszaniu sit odksztatcajgcych i w wysokim stopniu
utrudnia stwierdzenie, czy odksztalcenie, wywotane przez dane
ci$nienie lub napiecie, znika po usunieciu sit odksztatcajgcych,
czy wiec jest odksztatceniem sprezystym. Czas dojscia do stanu
rébwnowagi jest na ogdt zalezny od czasu, w ciggu ktorego ciato
bylo odksztatcane. W doswiadczeniach Kohlrauseha (1863 r.)
drut srebrny, skrecany przez : min. o 180°, wykazywat, w 10
min. po usunieciu sit odksztatcajacych, skrecenie o 27-, po 20
minutach — o 5'; gdy skrecanie trwato 10 min., kgt skrecenia
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zmniejszyt sie po 10 sek od chwili usuniecia sit zewnetrznych
do 52', po 5 min. — do 27" i po 80 min. — do s".

Wplyw czasu, w ciggu ktérego dziatajg sity odksztatcajace,
ujawnia sie réwniez i w odksztatceniach ciat, ktére pod krotko-
trwatym dziataniem sit znaczniejszych zachowujg sie jak ciala
kruche. Tak nop. cienka laska laku, podparta na dwu koncach,
wygina sie z biegiem czasu pod dziataniem wiasnego ciezaru,
doznajac odksztacen, ktére na prézno usitowalibySmy wywotaé
dziataniem wiekszej sity, dziatajgcej -przez czas krotki.

Zjawisko opOZnienia sprezystego nasuneto przypuszczenie,
ze przy odksztatcaniu ciata wystepujg, oprocz sit sprezystosci,
jeszcze dodatkowe sity oporu-. Sity te, przeciwdziatajgce odksztat-
ceniom, spowodowanym przez sity zewnetrzne, przeciwdziatajg
inwniez i powrotowi ciata do dawnego stanu, a wiec zmieniaja
kierunek swego dziatania przy zmianie kierunku, w jakim za-
chodza zmiany wzajemnego potozenia czesci ciata odksztatcanego,
sg zatem, zgodnie z okre$leniem ust. 12 rozdz. Il, sitami roz-
praszajacymi.

Wyrazny wpltyw tego tarcia wewnetrznego ujaw-
nia sie w zjawisku stopniowego zanikania drgan skreconego
i nastepnie pozostawionego samemu sobie drutu (patrz. ust. 4),
zanikania o wiele szybszego, nizby mozna byto oczekiwac,
uwzgledniajgc jedynie opory zewnetrzne. Suma energii poten-
cjalnej, jakiej drut nabywa przy skrecaniu, i energii ruchu,
ktorg posiada, rozkrecajac sie, nie jest wtedy wielkoscig stata;
energia mechaniczna ulega rozproszeniu.

Niech @n~\ i en oznaczajg katy, o jakie skreca sie drut

w (n—I)-ym wahnieciu i w n—tym wahnieciu i jakie mozemy wy-

znaczy¢ przy pomocy chocby przyrzadu Coulomba (rys. 122). Wiel-

kos¢ — W (gdzie znak lg oznacza logarytm naturalny czyli

przy zasadzie e= 1+ y -f j-y-g + rYS"l + eee = 2718...),

nazywana logarytmicznym dekrementem (tac. decremen-
tum — ubywanie), jest najczesciej uzywang miarg tarcia wewnetrz-
nego. Otrzymane bezposrednio z pomiaréw wartosci X wyrazaja jed-
nak tgczne dziatanie wszystkich oporéw rozpraszajgcych, a wiec
i otaczajgcego powietrza i tarcia w punkcie zamocowania. Obliczy¢
i wyrugowaé wptyw tych oporéw jest rzecza niezmiernie trudng, to
tez pomiary sprowadzajg sie raczej do wyznaczenia zmian, jakim
ulega X przy zmianie wielkosci odksztatcen ciata.

15*
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7. TARCIE CIAL STALYCH

Podobne sity rozpraszajgce, przeciwstawiajgce sie ruchowi
bez wzgledu na jego Kierunek, ujawniajg sie rowniez wtedy, gdy
dwa rézne, stykajace sie ze sobg ciata state poruszajg sie wzgle-
dem siebie.

Niech aa bedzie rdwnig pochytg, ktorej kat a nachylenia
do poziomu mozna dowolnie zmienia¢ i na ktorej lezy ciato

0 ciezarze Q. Jak wiemy z codziennego do$wiadczenia, przy
niewielkich wartosciach a ciato nie bedzie sie zsuwato z réwni
pod dziataniem swego ciezaru. Buch rozpocznie sie dopiero
wtedy, gdy kat ten osiggnie pewna warto$¢ a0; wtedy skia-
dowa styczna ciezaru stanie sie réwna Q sin a0. Zjawisko zatem
zachodzi tak, jak gdyby spadaniu ciata przeciwdziatata sita, skie-
rowana przeciwnie do Qs i posiadajgca w chwili rozpoczecia
ruchu te sama, co Qs, warto$é. Site te FOnazwiemy sitg tarcia
zewnetrznego lub prosciej sitg tarcia.

Doswiadczenia, wykonane przez Coulomba (1781 r.) i na-
stepnie przez Morin’a (1883 r.) udowodnity, ze sita ta jest pro-
porcjonalna do skfadowej normalnej N sity poruszajacej, w da-
nym wiec przypadku do Qn. Mozemy zatem napisaé

FO= KoQn= KON, (10)

gdzie KO spdétczynnik, zalezny jedynie od rodzaju tragcych sie
powierzchni, jest sp6tczynnikiem tarcia w spo-
czynku lub tarcia statycznego; wymiar jego rowny
jest jednosci. Wielkos¢ KO mozemy wyrazi¢ nieco inaczej.



229

W chwili rozpoczynaniaruchu FO= Qsiho:0; Qn— Q cosag, stad
Ko="-tgal,

gdzie @ jest tzw. kgtem spoczynku.

Znaczenie tej wielkosci wyjasni mann nastepujacy przyktad.
Przypusémy, ze na poziomej powierzchni AA spoczywa ciato
tak lekkie, iz ciezar jego mozemy poming¢, i ze ciato to chcemy
wprawi¢ w ruch, dziatajagc na nie dowolnie przytozong sitg /
(rys. 132). Dopoki sita / bedzie tworzyta z normalng n do po-
wierzchni kat a < a0, dopOty ciato sie nie poruszy, tak, ze zwigk-
szajagc wartos¢ sity, mozemy, co najwyzej, odksztatci¢ ciato

lub podstawe, na ktérej spoczywa, sktadowa bowiem styczna /
bedzie stale mniejsza od sity tarcia, wystepujacej w chwili roz-
poczynania ruchu

FO=KJn—tga0./cosa.>/sinao > /sin a—fR
(gdy 0 a0 CB@ QCBAp.

Ruch ciata, ktory sie rozpocznie z chwilg, gdy / stanie sie
rowna KO/ n, nie bedzie ruchem jednostajnym, lecz ruchem,
ktory w pewnych granicach predkosci jest jednostajnie przyspie-
szony. Wyznaczy¢ to przyspieszenie mozna, postugujac sie me-
toda, obmyslong przez Coulomba. Na ptytce (rys. 133) umie-
szczona jest skrzynka, ktorg mozemy dowolnie obcigzaé, wkia-
dajgc do niej ciezary. Skrzynka pofaczona jest przerzuconym
przez blok sznurem z szalka, na ktérg ktadziemy tyle odwazni-
kéw, aby ciezar ich byt mozliwie rowny FO = KO0Q, gdzie Q
ciezar skrzynki, prostopadty do ptytki. (Przypuszczamy, ze spot-
czynriik KO — tarcia miedzy skrzynka i ptytkg — zostat po-
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przednio wyznaczony z pomiaréw, wykonanych przy uzyciu
rowni pochytej). Mierzac droge s i czas t, w ciggu ktérego zo-
stata przebyta, obliczamy przyspieszenie a ruchu ciata. Jest ono

mniejsze od przyspieszenia a', ktérego bysmy oczekiwali, opie-
rajac sie na wzorze fs= mca', gdzie mc — masa poruszanych
cial. Zaktadajac, ze i tym razem zmniejszenie to spowodowata
sita tarcia, przeciwdziatajgca ruchowi, obliczamy jg ze wzoru

2« Ff-F
t* ms+mo0 m. (@)
gdzie mg — masa skrzynki, mo — masa szalki i odwaznikdw.
Zmieniajgc obcigzenie skrzynki (a wiec i site tarcia FOw chwili
rozpoczynania ruchu), mozna stwierdzi¢, ze sita F jest, podob-
nie, jak i FO, proporcjonalna do sity, z jakg cisng na siebie trace
sie powierzchnie, ze zatem mozemy, analogicznie do wzoru (10),

a —

napisac F = KN (11)
Uwzgledniajac, ze fg= FO= KON, otrzymujemy
» _ {KO-K )N
m 7

C

skad wynika, ze K — spoétczynnik tarcia w ruchu Ilub
tarcia kinetycznego, jest mniejszy od KO. Wartos¢ jego
zalezy nie tylko od rodzaju tragcych sie powierzchni, lecz row-
niez i od predkosci, z jaka wzgledem siebie sie poruszaja.
W przypadku tarcia zelaza o stal zaleznos$¢ K od predkosci wyra-
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zajg wedtug Sommerfelda i Kleina (1903 r.), — ktorzy opierali
sie na pomiarach inzynieréw, pracujacych w firmie Westing-
house Compagnie, — krzywe, przedstawione na rys. 134. Krzywe
kropkowane odpowiadajg najwiekszym ii najmniejszym warto-

H

rys. 134

§ciom, otrzymanym z pomiaréw, krzywa ciggta — wartosciom
przecietnym. Spoétczynnik tarcia w spoczynku KO (v— 0) réwny
jest, wedtug tych danych, 0,33; przy predkosci okoto 17 m/sek
(61,2 km/godz.) tarcie spada do potowy: Z = 0,15, przy pred-
kosci 25 m/sek (90 km/godz.) do jednej trzeciej: K=0,11.

Z tablicy, podanej przez Poschla w ,,Lehrbuch der Physik*
Muller—Pouilleta, przytaczamy pare liczb, mogacych da¢ pewne
pojecie o wielkoSci sit tarcia, z jakimi czeSciej sie spotykamy.

Ko K
stal o stal 0,15 0,09—0,03
metal o drzewo 0,6—0,5 0,5—0,2
drzewo o drzewo 0,65 0,4—0,2
drzewo o kamien do 0,7 0,3

stat o lod 0,027 0,014
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T+dT

rys. 135

2:Tsm”=2tfa;

Obliczmy tarcie mig-
dzy dowolng powierzchnia
cylindryczng i nawinie-
tym na nig sznurkiem lub
rzemieniem (rys. 135).
Niech /i i fi beda sitami,
dziatajagcymi na konce
sznura, o diugosci i,
przerzuconego przez wa-
lec o promieniu R, i niech
dziatanie nadwyzki sity fi
nad fi bedzie zréwnowa-
zone oporem tarcia. Roz-
patrzmy element AB = dI
sznura, poddany dzia-
taniu  dwu przeciwnie
skierowanych sit napiecia
T i T+ dT. Skiadowa
normalna dN tych sit
przyciskajgca sznur do
walca, réwna jest

(12)

wypadkowg skladowych stycznych mozemy przyja¢ za réwng dT.
Przesuwanie sie sznura po walcu rozpocznie sie dopiero -wtedy, gdy

dT — KoTdz
lub

clT d_
—Tr = KO0.da = KO R

Catkujac, otrzymamy

IgT — Kiya + stata— Ko H + stata.

Uwzgledniajac, ze dla a= 0, T= fe, dla a= alt T—fi, mamy
Igfi — lIgte - Koai— Ko ﬁ

i ostatecznie

skad sita /a, potrzebna do zréwnowazenia wiekszej sity fi

fi= fie~K°a'".
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Jednokrotne wiec nawiniecie (ai —2 7r) sznurka konopianego na drew-
nianym kotku (Ko —0,5) pozwoli site, dziatajgca na jeden z jego kon-
cow, zrownowazy¢ sitg 23,1 razy mniejszg, dwukrotne — sitg 534 razy
mniejsza.

Tarcie zmniejsza sie znacznie, gdy S$lizganie ciat zastepu-
jemy toczeniem. Miarg tarcia jest wtedy moment pary sit, po-
trzebny do wprawienia w ruch ciata. Podobnie jak przy $lizga-
niu, moment ten jest proporcjonalny do sity, z jakg toczace sie
ciato cisnie na powierzchnie, po ktorej sie toczy. Mamy zatem

MAK'N, (12)

gdzie K!, o wymiarze rownym wymiarowi dtugosci, jest
spétczynnikiem tarcia przy toczeniu. Dla kota
z zelaza lanego, toczgcego sie po zelazie, K = 0,35 cm, dla kota
gumowego, toczacego sie po tace, od 1 do 1,5 cm.

Przytoczone wyzej wartosci spotozynnikow tarcia, jak row-
niez krzywa rys. 134, wskazujg dowodnie, jak dalece r6znig sie
wyniki pomiaréw nawet wtedy, gdy sa wykonywane przez tych
samych badaczy. Wartos$ci bowiem K i KOw wysokim stopniu za-
lezg od szorstkos$ci tragcych sie powierzchni oraz od rodzaju war-
stewek cieczy lub gazu, do nich przylegajacych. Tak np. dla kot
lokomotywy i dla szyn zazwyczaj uzywanych warto$¢ KO wy-
nosi: przy pogodzie bardzo suchej 0,2, przy silnym deszczu 0,14,
podczas mgty 0,125. Na ogét warstwy cieczy, znajdujgce sie
miedzy tragcymi sie powierzchniami, zmniejszajg ich tarcie.
Wazna role odgrywaja réwniez i wlasnosci powierzchniowe ciat:
Dow (1929 r.) stwierdzit, ze utlenienie powierzchni zwieksza
tarcie. Niewatpliwie jednak znaczenie najwieksze majg nieréw-
nosci tracych sie powierzchni i zachodzace przy tym odksztat-
cenia. W miare coraz wiekszego wygtadzania ciat tarcie sie
zmniejsza, ale, jak to zdaje sie wynika¢ z pomiaréw Fichtera
(1924 r.), tylko do pewnej granicy, powyzej ktérej bardzo
szybko wzrasta. Nalezy przypuszczaé, ze wystepujg tu nowe
sity, ujawniajgce sie dopiero wtedy, gdy odlegto$¢ miedzy tra-
cymi sie powierzchniami spada do mozliwie najnizszej granicy.
W dzisiejszym jednak stanie badan nic o nich powiedzie¢ nie
mozemy; o istocie bowiem tarcia ciat statych, zjawiska tak po-
powszechnego i tak zwigzanego z najzwyklejszymi naszymi
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czynno$ciami, bez ktdrego nie mozemy sobie wyobrazi¢ otacza-
jacego nas Swiata, wiemy niewiele wiecej od Coulomba. Fizyka
jest wiec, jak dotychczas, zmuszona do poprzestania w tej dzie-
dzinie na gromadzeniu faktow doswiadczalnych, ktére z bie-
giem czasu postuzg za podstawe do nieistniejgcej jeszcze dzisiaj
teorii tarcia.



ROZDZIAL VI

CIECZE | GAZY

1. OGOLNE UWAGI O PLYNACH

Okreslenie ptynéw jako ciat, mogacych dowolnie zmieniaé
swoj ksztatt pod dziataniem dowolnie matych sit, odpowiada rze-
czywistym wiasnosciom ciat, ktére do tej grupy zaliczamy, tylko
wtedy, gdy, jak to zaznaczyliSmy (rozdz. V, ust. 1), odksztatce-
nia zachodzg dostatecznie powoli. Przy szybkich zmianach
ksztattu i w tym przypadku spotykamy sie z oporami rozprasza-
jacymi, przeciwdziatajagcymi zmianie wzajemnego potozenia cze-
§ci danego ciata. Te sity tarcia wewnetrznego ptynéw lub ich
lepkos$ci, powodujgce, podobnie jak to stwierdziliSmy
w przypadku ciat statych (rozdz. V, ust. ), opOznienie w doj-
$ciu do stanu réwnowagi, moga zaleznie od rodzaju ptynu przy-
biera¢ w tych samych warunkach znacznie rdznigce sie warto-
§ci. Wystarczy poréwnaé ciato takie, jak asfalt, na ktérego wy-
ptyniecie z przewrdconej beczki mozemy czekaé kilka dni, a nie-
raz kilka tygodni, z wodg, alkoholem lub rtecig, natychmiast
prawie przybierajagcymi ksztalt naczynia, do ktérego zostaty
przelane, i wreszcie z powietrzem, w ktérym tarcie wewnetrzne
moze by¢ ujawnione dopiero przy uzyciu czutej stosunkowo me-
tody pomiaréw. Mimo jednak tak olbrzymiej réznicy w oporze,
stawianym zmianom 'ksztattu, wszystkie te ciata musimy zgodnie
z okresleniem zaliczy¢ do tej samej kategorii ptynéw; faczy je
bowiem wspoélna cecha, ze w stanie rownowagi, jak rdwniez przy
bardzo powolnych zmianach ksztattu, opér ten staje sie rowny
zeru tak, ze wtedy znika roznica miedzy ptynami lepkimi,
jak nazywamy ptyny o duzym tarciu wewnetrznym', i ptynami
ruchliwymi otarciu wewnetrznym matym. Wtedy zaréwno
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jedna, jak i druga grupe ptynéw mozemy uwaza¢ za ptyn
doskonaty, o tarciu wewnetrznym réwnym zeru. Stad wy-
nika, ze w stanie réwnowagi lub w stanie bardzo bliskim do
stanu réwnowagi sita, dziatajaca na dowolny element objetosci
ptynu, jest zawsze prostopadta do powierzchni, na ktorg dziata;
istnienie bowiem skladowej stycznej spowodowatoby przesu-
niecie sie tego elementu wzgledem innych elementéw objetosci
ptynu i tym samym zakidcitoby réwnowage.

Wyodrebnijmy koto dowolnie wybranego punktu M cylin-
dryczny element Av objetosci ptynu, o dtugosci znacznej w po-
rownaniu z jego przekrojem (rys. 136), i zatézmy, ze na element

ten nie dziatajg zadne sity zewnetrzne, proporcjonalne do masy,
a wiec tego rodzaju, co sity ciezkosci. Z warunku réwnowagi
wynika, ze wypadkowa w kierunku osi walca musi byé réwna
zeru. Temu warunkowi czynig zados¢ cisnienia, dziatajgce na
boczng Sciane walca, i w my$l zatozenia do niej prostopadte,
sktadowe ich bowiem w kierunku 00' sg rowne zera. Pozostajg
zatem sity, dziatajgce na podstawe walca. Niech normalna do
jednej z nich ASx tworzy z osig walca kat a, druga za$ AS2niech
bedzie do osi prostopadta. Sktadowe w kierunku osi sit A f1==p1ASi
i A/lo=Jp2AS2 muszg spetnia¢ warunek

AliCOSa = p x ASXCOSa= A/2==po aS2j
skad, wobec réwnosci aSxcos a= aS2,
Vi= Pz @
Rownos¢ ta obowigzuje bez wzgledu na potozenie w ptynie
elementu Av, co do ktérego nie czyniliSmy zadnych szczegélnych

zalozen, jak rowniez na warto$¢ kata a, jaki tworzy normalna do
podstawy z osig walca. W ptynie zatem, nie poddanym dziataniu
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sit, proporcjonalnych do masy, ci$nienie ma we wszystkich pun-
ktach i we wszystkich kierunkach warto$¢ te sama.

Jest rzecza oczywistg, ze twierdzenie to dotyczy réwniez ci-
$nienia, wywieranego przez ptyn, znajdujacy sie w naczyniu, na
te $ciany naczynia, z ktérymi sie styka, oraz réwnego mu ci-
$nienia, z jakim $ciany naczynia dziatajg na ptyn. Jezeli zatem
w jakikolwiek spos6b zwiekszymy w jednym miejscu cisnienie,
wywierane na ptyn (dzialajgc np. sitg zewnetrzng na ruchoma
$ciane naczynia, stanowigcg wtedy ttok), o te samg wartos$¢
wzrosnie zaréwno ci$nienie w kazdym punkcie wewnatrz ptynu,
jak i cisnienie, wywierane przez ptyn na $ciany naczynia.

2, ROWNOWAGA PLYNU, PODDANEGO DZIALANIU SILY
CIEZKOSCI

Whnioski ustepu poprzedniego oparte byty na zatozeniu, ze
ptyn nie podlega dziataniu sity ciezkosci (ani innych sit analo-
gicznych). W rzeczywistosci jednak warunek ten nigdy nie jest
spetniony. Czasami’, co prawda, mozemy poming¢ w rozwaza-
niach dziatanie ciezaru, gdy ciSnienie zewnetrzne, jakiemu ptyn
jest poddany, jest wielkie w poréwnaniu z ci$nieniem, spowodo-
wanym przez ciezar ptynu.

Taki przypadek zachodzi np. w prasie hydraulicznej, gdzie
Zz uwagi na znaczne ci$nienie zewnetrzne i niewielkg stosunkowo gru-
bo$¢ warstwy ptynu pomijamy za-
zwyczaj dziatanie sity ciezkosci.

Na ogo6t jednak ustalone
uprzednio warunki  réwnowagi
musimy uzupetnié przez uwzgled-
nienie dziatania sit ciezkosci.

Podobnie jak poprzednio, wy-
odrebnijmy z ptynu cylindryczny
element objetosci Au, o dtugosci Al
(rys. 137). Oprocz sit ci$nienia na
podstawy walca, na element ten
dziata jeszcze ciezar jego AQ, ktb-
rego sktadowa w kierunku osi wal-
ca rowna jest AQ cos a. Warunek,
aby element nie przesuwat sie
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w kierunku osi 001; wyraza sie wzorem
p'AS -~ cosa—p" AS

lub, po uwzglednieniu, ze AQ = g.g.Av = q.g Al. AS, gdzie
g— gestosé ptynu, ktdrg w obrebie walca przyjmujemy za statg,

p*—p' '+ qg.g.Al cosa
Oznaczmy przez Ah pionowg odlegto$é miedzy gérng i dolng pod-
stawg walca. Alt= Al cosa,

mamy zatem p"=,p'+QgAb (2)

Gdy Ali= o, gdy wiec walec elementarny jest poziomy,
p" =-p'- Na tym samym poziomie cisnienie w ptynach, podda-
nych dziataniu sity ciezko$ci, ma warto$¢ jednakowg. Powierzch-
nie poziome sg jednali, jak wiemy, powierzchniami ekwipoten-
cjalnymi sity ciezkosci; ptyn zatem poddany dziataniu sity ciez-
kosci, jest w rownowadze -wtedy, gdy powierzchnie, jna ktérych
cisnienie ma warto$¢ jednakowa, sa powierzchniami ekwipoten-
cjalnymi sity ciezkosci.

To twierdzenie mozna bez trudu uogélni¢ na przypadek, gdy
ptyn znajduje sie pod dziataniem dowolnej sity, posiadajgcej podob-
nie, jak sita ciezkosci, potencjat. Piyn bedzie w réwnowadze tylko
wtedy, gdy powierzchnie P = statej bedg jednoczesnie powierzchniami
ekwipotencjalnymi danej sity. Sktadowa bowiem w kierunku osi na-
tezenia danego pola wtedy tylko bedzie réwna zeru, gdy o$ elemen-

tarnego walca bedzie do niej prostopadta, gdy wiec element leze¢ be-
dzie na powierzchni ekwipotencjalne;j.

Niech A i B (rys. 138) bedg powierzchniami poziomu, odle-
glymi o A/i jedna od drugiej. Wyodrebnijmy z ptynu dwa pio-
3 nowe walce elementarne, zawar-
te miedzy tymi powierzchniami,
& i oznaczmy gestosci zawartego
w nich plynu przez ql i o2

B Z réwnania (=) otrzymujemy

mrys' 138 m p"— p'=Q i gAh = g2 ¢/ali,
réwne jest zatem 02 Zmniejszajac nieograniczenie odlegtosé
Ab, stwierdzimy, ze w plynie, znajdujagcym sie w rownowadze
pod dziataniem sit ciezkosci, powierzchnie réwnego ci$nienia sa

rowniez powierzchniami tej samej gestosci.
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Roznica cisnien na powierzchniach poziomu, odlegtych o h
jedna od drugiej, wyrazi si¢ wzorem

h
Pi—Pi =g2qJh, ©)
A=0

gdzie p2 oznacza ci$nienie na poziomie nizszym.

W przypadku, gdy mamy do czynienia z dwoma stykajg-
cymi sie, lecz nie mieszajgcymi sie ptynami o réznych gesto-
$ciach, z ustalonych wyzej warunkéw roéwnowagi wynika, ze
powierzchnia rozdziatu tych ptynoéw jest jpozioma; przy czym
rbwnowaga jest stata, gdy ptyn rzadszy znajduje sie wyzej;
w przeciwnym bowiem razie
drobne naruszenie rownowagi f
wywotatoby, — jak o tym fa-
two mozna si¢ przekonac, za-
ktadajagc, ze powierzchnia *
rozdziatu tworzy z poziomem
kat Aa, — ruch plynu, trwa-
jacy dopoty, dopoki ptyn lzej-
szy nie ulozy sie wyzej od
ciezszego. rys. 139

Wyodrebnijmy z ptynu
pewng skoriczong jego objeto$¢ i podzielmy ja na elementarne
pionowe walce (rys. 139). Roéznica cisnien na gorng i dolng
powierzchnie walca ab, o wysokos$ci h, wynosi

4p - %st.z/h.

Wypadkowa za$ sit, dziatajacych na ten walec, skierowana pio-
nowo do gory (ciSnienie bowiem na dolng powierzchnie jest
wieksze, niz na gorng), jest réwne

h
jf=dp.JS= q;%Q.-Jh.JSz g2edv = gJvi,

gdzie AS jest przekrojem walca, Am — jego masg. Analogiczne
wyrazenia znajdziemy dla pozostatych walcéw elementarnych;
wypadkowa wszystkich tych sit, dziatajgcych na dang obje-
tos¢ v w tym samym Kkierunku, bedzie zatem réwna

/ = =gAzim=mg= P.
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To parcie do goéry P, zrownowazone przez ciezar ptynu
w danej objetosci v, przylozone jest do Srodka masy S tego
ptynu, wyodrebniona bowiem masa cieczy jest w kazdym poto-
zeniu w réwnowadze.

Przypu$émy teraz, ze, nie zmieniajagc w niczym rozktadu
cisnien, zastgpiliSmy rozpatrywana czes¢ ptynu ciatem o tej
samej powierzchni, co objeto$é v, utrzymujac je jakimkolwiek

rys. 140 a rys. 140 b

sposobem w réwnowadze (np. zawieszajgc na nici). Ciato to
doznawac bedzie tego samego parcia, co poprzednio objeto$é v
ptynu, wypadkowa jednak jego wiasnego ciezaru i parcia do gory

f'=Q-P=Qc~Qp, (4)
gdzie Qc oznacza ciezar ciata, Qp — ciezar ptynu w tej samej
objetosci, nie bedzie tym razem na og6t rowna zeru. Podobnie
i punkty przytozenia ciezaru Qc i parcia P na ogot bedg rozne.
Rownowaga ciata zanurzonego bedzie stata, gdy punkt przyto-
zenia parcia, tzw. Srodek parcia, bedzie lezat na tym sa-
mym pionie, co srodek masy, wyzej od niego. Wtedy przy drob-
nym zaktéceniu réwnowagi powstajgca para sit (P, Qc) bedzie
przywracata potozenie poprzednie (rys. 140a). Gdy punkt P
lezy nizej od S, rownowaga, jak na to wskazuje rys. 140 b, jest
niestata.

Prawo, wyrazone wzorem (4), zostato po raz pierwszy sformu-
towane przez Archimedesa z Syrakuz (287—212 przed nar. Chr.),
stad tez czesto nazywane jest prawem Archimedesa.
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3. PODZIAL PLYNOW NA CIECZE | GAZY. SCISLIWOSC
CIECZY

Obliczenie ze wzoru (3) rdznicy ciSnien w ptynie na dwu
réznych poziomach mozliwe jest tylko wtedy, gdy mozemy wy-
znaczy¢ zmiany, jakich doznaje w miare wzrostu gebokosci ge-
sto$¢ « ptynu. W plynach o statej temperaturze zmiana qzalezy
jedynie od zmian cisnienia. Pewne ptyny majg pod tym wzgle-
dem wiasnosci zblizone do wilasnos$ci ciat statych; spétczynnik
Scisliwosci (rozdz. V, ust. 3), zalezny od rodzaju danego ciata,
ma dla wszystkich ciat tej grupy wartosé niewielkg tak, ze
znaczniejsze zmniejszenie ich objetoSci wymaga uzycia stosun-
kowo wielkich ci$nien zewnetrznych. W ciatach tych wystepuja
réwniez sity spojnosci (kohezji), przeciwdziatajace
zwiekszeniu objetosci. Ptyny o takich wiasnos$ciach, nazywane
cieczami, moga zatem nie wypetnia¢ catkowicie naczynia,
w ktorym sie znajdujg, tworzac wtedy tzw. powierzchnie
swobodng, odgraniczajgcg ciecz od pozostatej, przez ciecz
nie wypetnionej czesci naczynia. Inng grupe ptyndéw stanowig
gazy, o0 spotczynniku Scisliwosci znacznie wiekszym, w bardzo
matym stopniu zaleznym od rodzaju gazu, i o sitach spdjnosci
znikomo matych.

Z wigkszg jeszcze moze stuszno$cia, niz przy omawianiu
podziatu ciat na state i ptynne, nalezy stwierdzi¢, ze Scistego
rozgraniczenia miedzy cieczami i gazami jnie ma. Jak o tym
nizej bedzie mowa (rozdz. XlI, ust. 7), mozna ptyn przeprowa-
dzi¢ ze stanu gazowego w ciekly lub odwrotnie tak, aby wtia-
snosci jego w dwu sasiednich stanach rdznity sie nieogranicze-
nie mato, zblizajac sie nieograniczenie powoli do wiasnosci tego
stanu, w jakim chcemy, aby sie ostatecznie znalazt. Mozemy
jednak wyobrazi¢ sobie pewne stany graniczne plynow
w postaci cieczy doskonatej, catkowicie niescisliwej,
i gazu doskonatego, o sitach sp6jnosci rownych zeru
i spotczynniku Scisliwosci, niezaleznym od rodzaju gazu, i za-
licza¢ badane ptyny do cieczy lub gazéw w zalezno$ci od stopnia
réznicy miedzy ich wiasno$ciami i wiasnosciami, cechujgcymi
te stany.

Spoétczynnik Scisliwos$ci cieczy byt po raz pierwszy wyznaczony
przez Cantona (1761 r.), ktory otrzymat dla wody o temperaturze

Wyktady fizyki, t. | 16
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pokojowej warto$¢ Y roéwna 0,000046m, mato roéznigcg sie od

wartosci, jaka dzi§ przyjmujemy. Pierwsze dokladniejsze pomiary
zawdzieczamy Oerstedowi (1822 r.), ktéry naczynie, zawierajgce
ciecz, poddawat z zewnatrz i od wewnatrz jednakowemu ci$nieniu,
nie uwzgledniajac jednak wptywu, jaki na wynik pomiaru miata
zmiana pojemnosci naczynia. Dopiero Regnault, stosujgc opisany wy-
zej piezometr (rozdz. V, ust. 3), wskazat na poprawki, wynika-
jace ze Scisliwosci ciat statych. Niech vi bedzie objetoscig naczynia,
wypetnionego catkowicie badang cieczag pod ci$nieniem pi, h zmianag
mwysokosci stupka cieczy w rurce wioskowatej o przekroju S, gdy ciecz
i naczynie sa poddane wszechstronnemu ci$nieniu ps. Gdyby materiat
naczynia byt catkowicie niescisliwy, wtedy h.S — Ay wyznaczatoby
zmiane objetosci cieczy; w rzeczywistosci jednak pojemno$é naczynia
réwniez ulega zmianie tak, ze Au wyznacza jedynie pozorna
zmiane objetosci cieczy, réwng roznicy zmian objetosci cieczy i po-
jemnosci naczynia.

Ze wzoru (3) i (3 a), rozdz. V, ust. 3 znajdujemy, ze zmiana
objetosci naczynia

VI =7V (pa Pi),

gdzie v2 — objetos¢ koncowa, yn — spotczynnik Scisliwosci naczy-
nia, stad

vz= vi [1 — YN (pa— pi)] (a)
Analogicznie objeto$¢ cieczy pod cisnieniem p2 wynosi
vi = vli[t —yc(pt- p)). (b)

Objetos¢ ta rozni sie o Ay od objetosci W2, przy czym, jak wykazuja
pomiary, jest zawsze od U2 mniejsza, gdy pe > pi, tak ze

Av=v, —Vi=v,(yc—yn)(p, —pj, (©

skad, znajac Au i yn , mozna wyznaczyé¢ yc,

Amagat, o ktoérego badaniach S$cisliwosci ciat mowilisSmy juz
wyzej (rozdz. V, ust. 3), zmienit nieco piezometr Regnaulta. Stalowy
gruboscienny walec wypetniony byt gliceryng, w dolnej czesci rtecia,
ktéra czesciowo wypetniata rurke witoskowaty, wychodzaca (inaczej,
niz u Regnaulta) z dolnej czesci whasciwego piezometru, zawierajg-
cego badang ciecz. W boczne $ciany tej rurki wlutowane byty w pew-
nych odstepach druciki platynowe, pofgczone ze sobg na zewnatrz
rurki (wglicerynie), spiralkami platynowymi, z ktérych kazda miata
opor 2 oméw. Najnizsza ze spiralek byta potgczona z rtecia, najwyzsza
za$ z drutem, wychodzacym na zewnatrz stalowego whlca i potaczo-
nego z jednym biegunem baterii elektrycznej, ktérej drugi biegun byt
potaczony drutem z rtecia, wypetniajaca dno walca. Obwod wiec elek-
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tryczny byt stale zamkniety; natezenie przeptywajacego pradu mozna
byto odczyta¢ na wigczonym w obwod galwanometrze. Gdy rte¢ pod-
nosita sie do tego miejsca rurki, gdzie byt wtopiony pierwszy drucik
platynowy, natezenie pradu nagle wzrastato, prad bowiem nie ptynat
juz przez najnizszg spiralke, lecz przez rte¢ w rurce i spiralki pozo-
state. Podobnie przy dojsciu rteci do drucika nastepnego prad znow
skokiem wzrastat. W ten sposéb, znajac odlegtosci, w jakich byty roz-
mieszczone druciki, mozna byto ze zmian natezenia pragdu wywniosko-
wac o podnoszeniu sie rteci w rurce i wyznaczy¢ pozorne zmniejsze-
nie sie Ay objetosci cieczy.

Analogiczne urzadzenie stosowat p6zniej (od 1904 r.) Richards
Piezometr do bardzo wielkich cisnien zbudowat Bridgman (1911).

Cisnienie w ~/cm L*40'3
rys. 141
Opierajac sie nawynikach pomiaréw spotczynnika scisliwosci,

mozemy do cieczy zaliczy¢ takie ciata, jak woda, dla ktorej w tem-
peraturze 20° y w granicach od 25 do 50 Atm ma, wedtug Ama-

gata, wartos¢ 0,0000476 ——, rte¢ (y= 0,00000392 — —), alko-
Atm Atm

16~
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= N
hol (7 0’0001118Atm

i inne. W miare, jak ci$nienie zewnetrzne wzrasta, y maleje. Za-
leznos¢ te dla wody o temperaturze o ° przedstawia wykres rys.
141, ktory podajemy za Jellinekiem. Ze wzrostem temperatury
spotczynnmk y jna og6t wzrasta (patrz, rozdz. VIII, ust. 3).

i = 7N
), eter siarczany (7 0,000170 Zﬁ\tm

4. CISNIENIE W CIECZACH

Z twierdzen ustepu 2 wynika, ze powierzchnia swobodna
cieczy w spoczynku, poddanej jednostajnemu cisnieniu zewnetrz-
nemu i dziataniu sity ciezkosci, jest powierzchnig pozioma, wtedy
tylko bowiem cis$nienie we wszystkich jej punktach ma wartos$¢
statg. W warstwach potozonych nizej ciSnienie w miare wzrostu
gtebokos$ci wzrasta, zgodnie ze wzorem (3). Zaktadajac, ze ge-
sto$¢ cieczy we wszystkich warstwach jest ta sama, co dla niezbyt
grubych warstw cieczy znajduje swe usprawiedliwienié w bar-
dzo matej Scisliwosci cieczy, i ozmaczajac przez pO ci$nienie na
powierzchnie swobodng, otrzymujemy na warto$¢ cisnienia
w warstwie, lezacej o h cm giebiej, wzor

V =po+ Qdh ()
Niech A i B bedg naczyniami dowolnego ksztattu, napetnio-
nymi ta sama jednorodna ciecza do tej samej wysokosci h ponad

rys. 142

poziomym dnem (rys. 142). Ze wzoru (5) wynika, ze ci$nienie
na dno jest w obydwu naczyniach to samo tak, ze w przypadku,
gdy podstawy tych naczyn maja powierzchnie réwne, parcie na
dno f = pS ma w obydwu naczyniach warto$¢ te samg, jakkol-
wiek ciezar cieczy w naczyniu A jest wiekszy niz w B.
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Na ten tzw. paradoks hydrostatyczny zwrécit pierwszy uwage
Pascal (1623—1662).

Jezeli wiec obydwa naczynia ustawimy taik, aby dna ich le-
zaty na tym samym poziomie, i potagczymy je rurg aa', ciecz be-
dzie w rownowadze, gdy poziom powierzchni swobodnych
w utworzonych w ten sposéb naczyniach potaczo-
nych bedzie jednakowy.

Gdy naczynia wypetnione sg roznymi cieczami o gestosciach
@ i @, cisnienia na dno (przy tym samym cis$nieniu zewnetrz-
nym Po) bedg rowne przy spetnieniu warunku

Q' K ::Q (5 a)

Po pofaczeniu tych naczyn rurg (rys. 143) wysokosci stu-
pow cieczy ponad powierzch-
nig ich rozdziatu bedg odwrot-
nie proporcjonalne do gesto-
§ci cieczy; cisnienie bowiem
na poziomie rr' nie zmieni
sie, gdy usuniemy rurke
i umieScimy na tym pozio-
mie dno state.

Prawa cisnienia hydrosta-
tycznego znalazty zastosowanie
witzw.manometrach (gr.
manos — cienki, nie gesty). rys. 143
W najprostszej postaci jest to
rurka w ksztatcie litery U (rys. 144), wypetniona zazwyczaj
jednorodng cieczg. Gdy ci$nienia zewnetrzne na kazdg z po-
wierzchni swobodnych majg te samg wartos¢, powierzchnie te
w obydwu ramionach znajdujg sie na jednakowym poziomie;
gdy cisnienia te sg rézne, wtedy, jak to bezposrednio wynika ze
wzoru (5)

Vi=V2-A-eg.&h lub Vi—p2— Q.g.Ah. (5b)

Ro6znica 'zatem cisnien, dziatajagcych na dane powierzchnie
swobodne, jest proporcjonalna do réznicy poziomdéw tych po-
wierzchni. Biorac za jednostke ci$nienia tzw. jednostke
manometryczng, rowng ciSnieniu, wywieranemu w ozna-
czonych warunkach przez oznaczonej wysokosci stup wybranej
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rys. 144

cieczy, z pomiaru Ah otrzy-
mujemy od razu roznice ci-
$nien. Najczesciej za jedno-
stke cisnienia manometrycz-
nego bierze sie cisnienie,
jakie wywiera stup rteci
o wysokosci 76 cm, umie-
szczony na poziomie morza,
w szerokosci 45° (g — 980,62
cm/sek2) i utrzymywany
w temperaturze o° skali' ga-
zowej. Jednostka ta, nazy-
wana atmosferg (Atm)
(patrz, rozdz. V, ust. 1), row-
na jest 1018,26 . 103 dym/cm2

Cisnienie 1 Atm niewiele sie rézni od przecietnego ci$nienia po-
wietrza w $rednich szeroko$ciach geograficznych na poziomie morza.

W szeroko$ci geogra-
ficznej Warszawy prze-
cietha ta w styczniu
wynosi okoto 762,3 mm
rteci, w lipcu 759,0;
przecietna roczna okoto
760,7.

Do mierzenia nie-
wielkiej réznicy ci$nien
uzywa sie czasami ma-
nometru Kretza o dwu
cieczach. Dwa szerokie
naczynia o jednako-
wych przekrojach S po-
taczone sa rurka w
ksztatcie litery U o
przekroju s (rys. 145).
Jedno z tych naczyn
(np. A) napetnione jest
cieczg o0 gestosci pi,
drugie — cieczg o ge-
stosci p2. Gdy cisnienia
na kazdg z powierzch-
ni swobodnych sg jed-
nakowe, wysokosci stu-
poéw cieczy ponad po-



247

wierzchnig ich rozdziatu cc sg w stosunku odwrotnym do ich gestosci
n ci$nienie, wywierane na Ai wzrasta, powierzchnia roz-
dziatu obniza sie¢ 0 Ah od cc do c'c', jednoczesnie powierzchnia swo-
bodng AA opada o Ah .i, powierzchnia za$ BB' o tylez sie podnosi.
Oznaczajgc przyrost ci$nienia przez Ap, otrzymujemy na cisnienie
w przekroju dc!

2Ve-= P>+ Ap + (a, + Ah —Ah Qlg =

= Po+ (@, Y Ah+ Ah— |dig,
gdzie po — cisnienie poczatkowe. Uwzgledniajac, ze htpt— kstpa,
znajdujemy
dp = [(?3— o] + (is+ £)]Ah.g.
Nalewajgc wiec np. do naczynia A terpentyny (pi= 0,869), do na-
czynia B nieco ciezszego wodnego roztworu alkoholu (pa= 0,899)
i zaktadajac, 2e—6= 0,01, otrzymujemy na warto$¢ przesuniecia sie

powierzchni rozdziatu Ah przy wzroscie ci$nienia Ap, rdwnym cisnie-
niu 1 mm rteci

0,1.13,596
0,03 + 0,01.1,768
a wiec taka zmiang poziomu, jakag bySmy otrzymali, uzywajac cieczy
przeszto 20 razy lzejszej od wody.
Znajac cisnienie w cieczy na dowolnej gtebokosci, mozna

Ah 28 cm,

obliczy¢ site, z jaka ciecz cisnie
na boczng $ciane naczynia.
Odktadajmy we wszystkich
punktach $ciany, poczynajac od
swobodnej powierzchni cieczy,
odcinki réwne ci$nieniom na da-
nym poziomie (rys. 146). Otrzy-
mamy bryte, ktorej przekroje po-
ziome sg prostokagtami, gdyz ci-
$nienia na tym samym poziomie
we wszystkich punktach S$ciany
majg te samg wartos¢, przekroje
za$ pionowe — trapezami, cisnie-
nie bowiem wzrasta proporcjo-

nalnie do glebokosci. Wytnijmy w bryle dwiema poziomymi

ptaszczyznami element objetosci

p.Ah .1l Jest on

liczbowo
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rowny sile elementarnej, z jaka ciecz ciSnie na element
Ah .1— a S Sciany. Wypadkowa tych sit rownolegtych jest ich
sumg arytmetyczng, a wiec jest liczbowo réwna objetosci rozwa-
zanej bryly. Sita wiec F, z jakg ciecz cisnie na boczng $ciane
0 powierzchni S— hxl (hxjest tu wysokoscig cieczy w naczyniu),

F=pOl +y qgh\l=poS +y qgh”.S.

Zazwyczaj na S$ciane dziata z zewnatrz to samo cisnienie pQ,
jakie dziata na swobodng powierzchnie cieczy. Wypadkowa wiec
sit, przytozonych do $ciany,

F1=\ q9K.S. )

Gdyby Sciana byta ruchoma, musielibysmy dla utrzymania
jej w spoczynku dziataé na nig sitg rowna, przeciwnie skierowang
1 przytozong w takim punkcie $ciany, aby suma momentéw
wzgledem dowolnej osi sit Fx i — Fx byfa rowna zeru (rozdz.
I11, ust. 1). Punkt ten, jak to wynika z warunkéw symetrii, lezy
na pionie, dzielagcym powierzchnie $ciany na dwie réwne czesci.
Chodzi wiec tylko o wyznaczenie gtebokosci hn pod poziomem
cieczy, ktoérg znajdziemy, obliczajagc momenty sit wzgledem osi
poziomej, lezgcej na powierzchni swobodnej. Sktadowe momenty
elementarne rébwne s3 pAS .h= hqg.AS.h, gdzie h — gle-
bokos¢, na jakiej znajduje sie dany element powierzchni AS.
Warunek rownowagi wyraza sie wzorem

ghx.S.h0=eg2h*JS,

skad po wykonaniu sumowania

K —
Punkt przytozenia wypadkowej FLlezy zatem na glebokosci
% hx pod poziomem swobodnej powierzchni cieczy.

Sume momentéw elementarnych znajdujemy, catkujac wyrazenie

ggjh~dS = ogl ’h*dh——ggh?.1=y epAl .S.
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4a. POWIERZCHNIA SWOBODNA CIECZY W NACZYNIU,
OBRACAJACYM SIE RUCHEM JEDNOSTAJNYM

Przypus¢my, ze ciecz, umieszczona w naczyniu, obracajgcym sie
ruchem jednostajnym dookota osi pionowej, przechodzacej przez jego
$rodek, jest wzgledem S$cian tego naczynia
w spoczynku. Kazdy element objetosci tej
$ciany bedzie poza sitg ciezkosci podlegat
dziataniu sity od$rodkowej (za ukiad od-
niesienia bierzemy ukiad zwigzany sztywnie
z naczyniem; patrz rozdz. Il, ust. 20), kto-
rej warto$¢ m.u?2.r zalezy jedynie od od-
legtosci od osi obrotu, a wiec zgodnie z okre-
$leniem ust. 3 rozdz. IV jest funkcja
punktu. Mozemy zatem uwazaé przestrzen,
w ktorej znajduje sie ciecz, za pole dwu sit:
grawitacyjnej i odsrodkowej. Przyjmujac,
ze pionowa 0$ Z skierowana jest do géry
(rys. 147) i oznaczajac potencjat sity gra-
witacyjnej na dnie naczynia przez Vo, znaj-
dziemy na warto$¢ potencjalu na wyso-
kosci z

VZ= V0+ gz. (a)
Potencjat sity odsrodkowej w punkcie, od-
legtym o r od osi obrotu, znajdziemy cat-

(IVod rys. 147
kujagc — ®m— <or, gdzie u2r jest nateze-

niem pola sity odsrodkowej, - spadem potencjatu w Kkierunku

linii sit tego pola. Uwzgledniajgc, ze na osi Vod — 0, znajdujemy
r
Vod= J roi-dr —— r\ (b)

(0]
taczny potencjat obydwu pol jest suma potencjatéw (a) i (b)

7= K + "od= vO+ 9* + Y airK
Powierzchnie jednakowego ciSnienia sg, zgodnie z twierdzeniami
ust. 2, powierzchniami statego potencjatu, czynig wiec zado$¢ réwnaniu

gs + i- «?e-= statej,
u

wyrazajagcemu paraboloide obrotowg. Taki zatem ksztalt
przybierze powierzchnia swobodna cieczy.

Przeprowadzmy przez punkt M na osi obrotu powierzchnie ekwi-
potencjalng; cisnienie we wszystkich jej punktach jest takie samo,
jak w punkcie M, gdzie réwne jest ciezarowi stupa cieczy o wysoko-
§ci h, réwnej odlegtosci punktu M od swobodnej powierzchni cieczy.
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A poniewaz w danym przypadku powierzchnie ekwipotencjalne sa
réwnolegte, w takiej samej odlegtosci h (mierzonej prostopadle do
powierzchni swobodnej) znajduje sie i kazdy inny punkt Mi tej samej
powierzchni. Cis$nienie zatem w danym punkcie cieczy wzrasta pro-
porcjonalnie do mierzonej w podany wyzej sposéb odlegtosci danego
punktu od powierzchni swobodnej.

5. ROWNOWAGA CIAL, ZANURZONYCH CALKOWICIE LUB
CZESCIOWO W CIECZY

Ciato, zanurzone w cieczy, wtedy tylko znajduje sie w row-
nowadze, gdy, jak to wynika z rozwazan ust. 3, gesto$¢ jego
réwna jest gestosci cieczy. Jezeli objetos¢ ciata mato zmienia sie
ze wzrostem cisnienia, ciato znajduje sie w spoczynku na dowol-
nym poziomie cieczy; zmiany ci$nienia zewnetrznego nie beda
na ogot rownowagi tej zaktdcaty. W przypadku za$, gdy zmiany
objetosci, spowodowane zmiang cis$nienia, sg znaczne, ciato be-
dzie w rownowadze tylko na pewnym o0znaczonym poziomie,
a wiec pod pewnym oznaczonym cisnieniem. Réwnowaga bedzie
niestata, drobny wzrost ci$nienia zewnetrznego spowoduje spa-
danie ciata na dno, drobne zmniejszenie ci$nienia — podnoszenie
sie ciata do gory.

W tego rodzaju réwnowadze znajduje sie tzw. nurek Kartezjusza.

Jest to lekkie wydrgzone ciato z matym otworem w dolnej czesci,

wypetnione powietrzem (rys. 148). Ciato to zanurzone jest w wodzie,

nalanej do stoja, zamknietego szczelnie pecherzem lub btong gumowsa.
Lekkie zwiekszenie ci$nienia (wywotane przez
naciskanie btony) powoduje zmniejszenie sie
objetosci powietrza, wypetniajacego ciato, wobec
czego gestos¢ jego sie zwigksza i ciato spada na
dét; przy zmniejszeniu ci$nienia (przez zwolnie-
nie btony od nacisku) — ciato podnosi sie do
gory.

Ciata o gestoSci wiekszej opadajg na
dno, ciata za$ o gestosci mniejszej wy-
ptywajg na powierzchnie, zanurzajac sie
w cieczy na tyle tylko, aby ciezar wy-
pchnietej przez nie cieczy byt réwny ich
wiasnemu ciezarowi.

Na tej zasadzie oparta jest budowa tzw.
aredmetro w (gr. araios — lekki), stuzacych
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do mierzenia gestosci ciat statych (tzw. areometr Nicholsona
lub areometr o statej objetosci) i cieczy (areometr o statym
ciezarze). Areometr Nicholsona sktada sie z préznego walca
metalowego A, zakonczonego u gory pretem, dzwigajgcym
szalke B i zaopatrzonym w znaczek (rys. 149 a), u dolu
za$ dzwigajacego ciezki koszyczek C. Obcigzamy szalke od-
waznikami tak, aby areometr za-
nurzyt sie do znaczka, nastepnie
ktadziemy na szalke badane ciato
i dokfadamy tyle odwaznikéw g,
aby areometr znéw zanurzyt sie do
znaczka. Roéznica ciezaréw Q—q
jest ciezarem badanego ciata. Ciato
nastepnie ktadziemy do koszyczka
C i obcigzajac areometr odwazni-
kami q', doprowadzamy go do po-
przedniego potozenia.  Stosunek

R—J wyznaczy stosunek gestosci

danego ciata do gestosci cieczy,
w ktérej areometr jest zanurzony.

Areometr o statym ciezarze
jest wydtuzonym szklanym wal-
cem, zakonczonym u gdry cienka
rurka, zaopatrzong w podziatki
(rys. 149 b). Walec obcigzony jest
rtecig, wypetniajacg dolng jego
cze$¢. Im ciecz jest gestsza, tym
areometr glebiej sie zanurzy.

Warunki réwnowagi ciat
ptywajgcych réznig sie nieco rys-149b
od poprzednio ustalonych (w ust. 3) warunkéw réwnowagi ciat
zanurzonych. Niech AB bedzie pionowym przekrojem ciata
ptywajacego (np. statku, rys. 150), S — srodkiem jego ciezkosci,
P — S$rodkiem parcia. Ciato jest w rownowadze, gdy obydwa te
punkty lezg na tym samym pionie. Gdy ciato przechyli sie o katy,
$rodek parcia zmieni na ogot swe potozenie, przechodzac do P’.
Powstanie w ten sposéb para sit o momencie Q.a; para ta przy-
wréci poprzednie potozenie ciata, jezeli pion, wystawiony w no-
wym $rodku parcia P’, przecina prostg SP powyzej Srodka ciez-
kosci S. Punkt przeciecia M nazywany jest metacentrum.
Oznaczajac przez h odlegtos¢ SM, znajdujemy a—/i.siny lub przy
matych katach nachylenia h .y. Im wyzej zatem lezy metacen-

rys. 149 a
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rys. 150

trum, tym wiekszy jest moment pary sit, tym predzej ciato wraca
do potozenia poprzednego i wahania jego koto potozenia réwno-
wagi majg mniejszy okres.

6. NAPIECIE POWIERZCHNIOWE
Sity spdjnosci, dziatajagce miedzy elementarnymi objeto-
$ciami cieczy (ust. 3) ujawniajg sie jedynie na powierzchni jej
zetkniecia z otaczajgcymi jg ciatami, tylko tam bowiem sity, ja-
kimi na dany element cieczy dziatajg elementy sasiednie, nie
rownowazg sie wzajemnie. Sity te sktadajg sie na wypadkowa,
powodujagcg ci$nienie warstwy powierzchniowej na lezagce pod
nig warstwy cieczy, tak, ze przeniesienie elementu cieczy z we-
wnatrz na jej powierzchnie, — czemu, oczywiscie, towarzyszy
zwiekszenie tej powierzchni, — wymaga pewnej pracy.
Szczegdlne wiasnoséci warstwy powierzchniowej mozemy wyka-

zac¢ chocby nastepujacym prostym doswiadczeniem. Zanurzmy pod po-
wierzchnie wody areometr o statym ciezarze (ust. 5), do Kktérego
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gérnego konca przymocowany jest poziomo niewielki kawatek siatki
drucianej. Pozostawiony samemu sobie areometr zacznie podnosi¢ sie
do géry, lecz z chwilg, gdy siatka dojdzie do poziomu cieczy, areometr
zatrzyma sie, jak gdyby parcie do gory, jakiego doznaje, nie wystar-
czato do pokonania oporu warstwy powierzchniowej. Dopiero gdy
areometr nieco wyciggniemy z wody, tak, aby siatka znalazta sie¢ po-
nad jej powierzchnig, podniesie sie on na te wysokos$¢, jaka odpo-
wiada gestosci wody.

Wyobrazmy sobie na powierzchni cieczy dowolng krzywa 2
i zatlozmy, ze przesuwamy czastki cieczy, znajdujgce sie na tej
krzywej w ten sposab,
aby krzywa, na ktorej
lezg, pozostawata za-

wsze do 2 réwnolegly 7
(rys. 151). Przyjmie-

my za Gaussem, ze YA
praca, wykonana pod- rys. 151

czas tego przesunie-
cia, jest proporcjonalna do zwiekszenia powierzchni

z/fT—a.z/S —o0.s .¢/ly
gdzie s — jest dtugoscig krzywej 2, a wiec, ze zjawisko zachodzi
tak, jak gdyby na czastki, lezace na krzywej -, dziatata sita,
skierowana przeciwnie do kierunku ruchu i ktorej wartos$¢, od-
niesiona do jednostki dtugosci krzywej 2, réwna jest a Wiel-
kos¢ a, bedaca miarg tej sity, nazywamy napieciem po-
wierzchniowym. Wymiar a jest rowny

[ff=LA=MT-\ @)

czemu w uktadzie C. G. S. odpowiada dyn/cm, kierunek za$ na-
piecia jest w kazdym punkcie krzywej 2 do niej prostopadty.

Zgodnie z zatozeniem Gaussa wielkos$¢ ta jest miarg pracy, jaka
trzeba wykonaé sitami zewnetrznymi, aby powierzchnie cieczy zwiek-
szy¢ o jednostke, lub tez, jaka wykonywajg sity sp6jnosci przy zmniej-
szeniu powierzchni o jednostke. Wprowadzenie wiec tej wielkosci jest
réwnowazne zatozeniu, ze istnieje potencjalna energia powierzch-
niowa cieczy, ktorej miarg na jednostke powierzchni jest napiecie po-
wierzchniowe. Warstwa powierzchniowa jest w rownowadze, gdy jej
energia powierzchniowa posiada warto$¢ w danych warunkach mozli-
wie najmniejszg.
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Warto$¢ a mozna wyznaczyg,
stosujgc metode, uzytg po raz pierw-
szy przez Duprégo i van der Mens-
brugghego (1866 r.), a ktérg po-
damy w postaci, jaka jej nadat Max-
well (1831—1879 r.). WeZmy ramke
druciang ABCD, ktérej jeden z bo-
kow poziomych CD o diugosci | jest
ruchomy i obcigzony ciezarkiem P
(rys. 152). Ramke te zanurzamy
pionowo do badanej cieczy (np. do
wodnego roztwom myd{a). Przy od-
powiednio dobranej wartosci PO cie-

zarka P w czworoboku ABCD utworzy sie warstewka cieczy.
Zgodnie z zatozeniem przyjmiemy, ze z kazdej strony warstewki

na czastki, lezace na proste

j CD, dziatajg sity al, ktérych wypad-

kowa 2 al rownowazy ciezar PO, tak ze mamy

PO— 24, )

skad mozna obliczy¢ a Zwiekszenie ciezaru P powoduje rozry-
wanie sie warstewki, zmniejszenie — podnoszenie sie boku CD

do gory i zmniejszanie sie
niecia warstewki.

Wyznaczanie na tej
nych wynikéw, a to z uw

powierzchni az do catkowitego znik-

drodze wartosci a nie daje jednak doktad-
agi na sity tarcia, ktérych nie mozemy po-

ming¢. Zazwyczaj tez uzywa sie pewnej odmiany metody Duprego,
polegajacej na tym, ze mierzy sie site, potrzebng do oderwania po-
ziomego pierScienia od powierzchni cieczy, z ktorg piersScien byt ze-

tkniety. Prostg odmiane

rys. 153

metody Duprego dat Terguem.

Czworobok ABCD
jest utworzony przez
dwie pateczki szklane,
zawieszone jedna pod
druga na cienkich ni-
ciach (rys. 153). Po-
wstanie warstewki cie-
czy powoduje niewiel-
kie podniesienie sie
dolnej pateczki szkla-
nej, przy czym nici

D tworza tutd kota o pro-
mieniu r. Ciezar P pa-
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leczki CD réwnowazony jest przez sity napiecia powierzchniowego 2al
oraz przez sktadowa pionowa Tcosoc sity napiecia nici. Site te obli-
czamy z warunku réwnowagi, jaka powinna zachodzi¢ miedzy skita-
dowa normalng do nici sity T i sitami 2ods, dziatajgcymi w prze-
ciwnym kierunku prostopadle do nici. Ze wzoru (12) w rozdz. V,

ust. 7 znajdujemy, ze T=T.a=T s Mamy zatem

T—r —2as lub T—2a.r.

Ostatecznie wiec 2a (l + r cosa)=P.
Te witasnosci warstewki cieczy upodobniajg jg poniekad do napietej
btonki kauczukowej. Napigcie powierzchniowe jest jednak zgota czym
innym, niz napiecie btonki. Zmniejszenie powierzchni btonki powoduje
zmniejszenie sie jej napiecia, podczas gdy napiecie powierzchniowe
zachowuje wartos$¢ statg bez wzgledu na wielko$¢ powierzchni cieczy;
zmniejsza si¢ dopiero wtedy, gdy grubo$¢ warstewki stanie sie tak
mata, ze obydwie jej powierzchnie zblizajg sie do siebie az do zetkniecia.
Z wyzej przytoczonych rozwazan wynika, ze ci$nienie, jakie

warstwa powierzchniowa wywiera na nizej potozone warstwy

cieczy, zwieksza sie, gdy powierzchnia z ptaskiej staje sie wy-

pukta, zmniejsza sig, gdy staje sie wklestg. W pierwszym

bowiem przypadku sktadowa

normalna napiecia powierzch-

niowego skierowana jest do

wewnatrz cieczy, w drugim —

na zewnatrz. Niech ABCD be-

dzie elementem powierzchni

cieczy (rys. 154); przepro-

wadzmy przez Srodek G ele-

mentu dwie wzajemnie pro-

stopadte plaszczyzny, ktére

przetng element wzdtuz krzy-

wych EE, o promieniu krzy-

wizny rt, i FF, o promieniu

krzywizny r2. Oznaczmy przez

p ciSnienie, ktére byloby

w cieczy, gdyby powierzchnia

jej byta ptaska, przez p — ci-

$nienie przy danym ksztatcie

powierzchni. Laplace udowo-

dnit, Ze rys. 154
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y_i=»(i+i), ©

gdzie rx d r. uwazamy za dodatnie, gdy sg skierowane do we-
wnatrz cieczy.

Poprzestajagc na przyblizonym udowodnieniu wzoru Laplace’a,
zatozymy, ze sity, z jakimi sgsiednie czesci warstwy powierzchniowej
dziatajg na boki AD i CB o dtugosci dli, wytwarzajg napiecie T'=crdli
wzdtuz tuku kota krzywizny EE styczne do tuku. Sktadowa normalna

T’ BW:

T',, wyniesie, zgodnie ze wzorem (12) w rozdz. V, ust. 7,
— T'—(:_Ji\-, gdzie din— dtugos¢ EE — AB. Analogicznie sity, dziatajace
na boki AB i CD, wytworzg wzdtuz tuku kota FF napiecie T" — adh,
ktérego sktadowa normalna réwna jest T'= T" . Sita zatem, dzia-

tajaca normalnie do elementu powierzchni dli dh, wyrazi sie wzorem

dF~a(~ + ~jdldl,

nadwyzka za$ cisnienia, spowodowana krzywizng powierzchni
dF /1, 1\
P P~ 0,01, ~ O\/t+ rj o

Mozemy zawsze wyznaczy¢ takie dwie wzajemnie prostopadite
i prostopadte do danego elementu ptaszczyzny, aby ich przeciecie z ele-
mentem dato dwie krzywe, z ktérych jedna bedzie miata mozliwie naj-
wiekszg, druga — najmniejsza krzywizne spos$réd wszystkich krzy-
wych, jakie otrzymamy, przecinajac element powierzchni w réznych
kierunkach prostopadtymi do niego ptaszczyznami. Promienie krzy-
wizny tych dwu krzywych nazywamy promieniami gtow-

nymi iii i Rn. Euler udowodnit, ze
J +J)J = L+ .
Rt R 71t~ r,—

Wzor Laplace’a przybierze zatem posta¢ nastepujaca
p'-p=o(-%+=). (%)

Ciecz, nie podlegajgca dziataniu sit zewnetrznych, proporcjo-
nalnych do masy (ust. 1), jest w rGwnowadze wtedy, gdy cisnie-
nie we wszystkich punktach jej powierzchni jest jednakowe,
gdy przeto

JL + JL = statej. (o b)
71 72
Taki przypadek zachodzi, gdy mamy do czynienia np. z barka
mydlang, ktérej ciezaru wobec bardzo matej grubosci warstewki
cieczy mozemy nie bra¢ pod uwage. Banka taka, puszczona swa-
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bodni«, przybiera ksztatt kuli,
wtedy bowiem powierzchnia jej
posiada przy danej objetosci
warto$¢  najmniejszg.  Niech
w punkcie A (rys. 155), leza-
cym na zewnatrz banki w bez-
posrednim jej sasiedztwie, ci-
$nienie atmosferyczne wynosi p0,
w punkcie C, lezagcym wewnatrz
warstewki ciektej p':

PI"'PO — AAr +/\j
lub, z uwagi, ze dla powierzchni kulistej rx— r2= r, gdzier —
promien banki

. 2 a
P-P°=— (a)

Podobnie rdznica cisnien w punktach C i A’, lezagcym wewnatrz
banki

/ i 2 a
P —Pi= (6)

gdyz promien wewnetrzny r, ktory przyjmujemy za réwny ze-
wnetrznemu, jest skierowany na zewnatrz cieczy, ma przeto,
zgodnie z umowag, znak ujemny.

Ostatecznie wiec, odejmujgc (b) od (a)

Pi—Po=— e © o)

Te nadwyzke cisnienia powietrza, zamknietego w barice mydla-
nej, nad cisnieniem zewnetrznym mozna wykaza¢ przy pomocy
czutego manometru.

Zwiekszanie sie tej nadwyzki w miare wzrostu krzywizny
powierzchni cieczy (r — malejagce) wykaze nastepujace do-
Swiadczenie. Rozgateziong na koncu rurke CAB (rys. 156)
zanurzmy do roztworu wodnego mydta i wydmuchajmy dwie
banki o niejednakowym promieniu. Po zamknieciu kranu C
stwierdzimy, ze banka o promieniu mniejszym, z ktdrej po-

Wyktady fizyki, t. | 17
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wietrze, znajdujace sie pod wiekszym cisnieniem, uchodzi do B,
zacznie sie stopniowo zmniejszaé, aby wikrétce znikngé zupetnie.

Wz6r (9 c) wyprowadziliSmy, zaktadajac, ze cisnienie, jakie by
dziatato w cieczy o ptaskiej powierzchni, jest réwne ci$nieniu atmo-
sferycznemu w punkcie A. Takie zatozenie jest jednak w sprzecznosci
z tym, coSmy mowili na poczatku tego ustepu o sitach spdjnosci, kto-
rych wypadkowa, skierowana do wewnatrz cieczy, normalnie do jej
powierzchni, rowniez i przy ptaskiej powierzchni nie jest réwna zeru.
Nazwijmy za Laplace’m -wywierane przez te sity cisnienie — cid$nie-
niem spojnosci Il. Cisnienie w punkcie C bedzie tedy rowne

P_77+i.+ o(i+i). ©

gdzie wielkos¢ o -~ j = pw czesto nazywajg Cisnieniem

witoskowatym.
Dla punktu A1l bedziemy mieli:

Pi= Il+pi

40
stad Pt~ Po= m

W przypadku, gdy warstewka nie jest ograniczona po-
wierzchnig zamknietg, j)1= p o i warunek réwnowagi wyraza
sie wzorem

4 +4 =, (9d)
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Tak ixp. warstewka, utworzona na czworokatnej ramce takiej,
jak na rys. 152 (bok CD jest tym razem nieruchomy), ograni-
czona jest powierzchniami plaskimi, ktérych promienie krzy-
wizny rx= r2= ooczynig zado$¢ warunkowi (9d).

Wzér (9 b) sprawdzit w licznych doswiadczeniach (1843—1863)
Plateau. Mieszajac odpowiednie ilosci alkoholu i wody, otrzymat on
roztwér o gestosci, rownej gestosci oliwy. Kropla oliwy, wpuszczona
do takiego roztworu, doznaje parcia, rownego jej wtasnemu ciezarowi,
wobec czego ci$nienie we wszystkich punktach jej powierzchni ma
wartos$é jednakowa. W tych warunkach kropla przybiera ksztatt kuli.
Wprowadzajgc jag w zetknieciu z drutami, powyginanymi w najroz-
maitszy sposéb, mozna odksztatci¢ powierzchnie kropli, zawsze jednak
ksztatt jej czyni¢ bedzie zado$¢ warunkowi (9b).

7. ZALEZNOSC NAPIECIA POWIERZCHNIOWEGO OD
DZAJU STYKAJACYCH SIE SRODOWISK. ZJAWISKA WtLOSKO-
WATOSCI

W rozpatrywanych przez nas wyzej przypadkach zakita-
daliSmy milczaco, ze powierzchnia badanej cieczy styka sie
z powietrzem, a raczej z mieszaning powietrza i pary danego
ciata. Zazwyczaj w tych wia-
$nie  warunkach mierzong
warto$¢ napiecia powierzch-
niowego przyjmujemy za
wielkos¢  charakterystyczng
dla danej cieczy, ze wielko$¢
ta, istotnie, ma dla roznych
cieczy rézng warto$¢, moze
nas przekona¢ nastepujace
doswiadczenie. Na powierzch-
nie wody rzuémy niewielka rys- 157
petle, zrobiong z cienkiej nici.

Petli tej na ogdt mozemy nada¢ ksztatt dowolny (rys. 157 a),
na kazdy bowiem element dlugosci jej obwodu dziata¢ beda
z wewnatrz i z zewnatrz sity napiecia rowne a przeciwnie skie-
rowane. Gdy jednak wpuscimy ostroznie do jej srodka krople
eteru siarczanego, petla przybierze ksztalt kota; napiecie po-
wierzchniowe czystej wody, wieksze od napiecia powierzchnio-
wego eteru, rozcigga¢ bedzie petle rownomiernie we wszystkie
strony dopoOty, dopdki napiecie nici nie zrbwnowazy tej nadwyzKi.

17

RO-
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Podobnie w przytoczonym wyzej (ust. 6) doswiadczeniu z areo-
nietrem wpuszczenie kilku kropel eteru siarczanego na powierzchnie
wody, ponad zanurzonym areometrem, zmniejszy opdr, stawiany przez

napiecie powierzchniowe i pozwoli areometrowi wznie$¢ sie ponad
powierzchnie cieczy.

W tym prostym przypadku, gdy obwdd nici rozdziela po-
wierzchnie cieczy na dwa niestykajgce sie ze sobg obszary, mo-
zemy przyjac, ze wypadkowa napie¢ wynosi G — 02, gdzie ot
oznacza napiecie powierzchniowe wody na powierzchni, styka-
jacej sie z powietrzem, o — analogiczne napiecie powierzch-
niowe eteru. Jezeli jednak ciecze stykajg sie ze sobg bezposred-
nio, zjawisko staje sie bardziej ztozone, na powierzchniach bo-
wiem zetkniecia cieczy napiecie powierzchniowe nie jest bynaj-
mniej rowne roznicy napieé, ktore ciecze posiadajg w zetknieciu
Z powietrzem.

Niech BC bedzie kroplg cieczy 2 (rys. 158), opuszczong na
powierzchnie¢ AD cieczy 1; Srodowiskiem 3 niech bedzie powie-

trze. Na kazdy element dtugosci obwodu kropli BC dziatajg sity
napie¢ powierzchniowych G, 0. i Gi2. Réwnowaga kropli wy-
maga, aby trzy te sity wzajemnie sie rownowazyty lub, innymi
stowy, aby kazda z nich byta réwna wypadkowej dwu innych.
Musi by¢ zatem

fil <

lub w przypadku, gdy kat g=jest bardzo maty,

U~ @°h Ge.

Gdy g jest wieksza od o2 + (ji2, kropla rozptywa sie po po-
wierzchni cieczy, (oliwa na wodzie, woda na czystej rteci).
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Zmiang napiecia powierzch-
niowego przy zmianie Srodowiska,
z ktorym dana powierzchnia gra-
niczy, mozna roéwniez wyjasnic
zjawiska, zachodzace przy zetknie- N
ciu sie cieczy z ciatem statym.
Niech AB (rys. 159) bedzie po-
wierzchnig ciata statego, MN —
przekrojem powierzchni cieczy.
Na kazdy element dlugosci krzy-
wej, wzdluz ktérej powierzchnia
MN styka sie z ciatem statym,
dziatajg prostopadle do tego ele-
mentu sity napiecia powierzch-
niowego au3, réwnego napieciu,
ktore _poprzednio- _ozngczal_iémy rys. 150
przez oj, oraz napiecie oj=a cieczy
na powierzchni zetkniecia z ciatem statym. Zaktadamy, ze
pi 6cz tych dwu napieé dziata jeszcze trzecie fkjzs na powierzchni
zetkniecia sie ciata statego z powietrzem.

To zatozenie usprawiedliwione jest przez fakt, ze roéwniez
i rysztaly przybierajg posta¢, odpowiadajaca mozliwie najmniejszej
wartosci energii powierzchniowej, ktérej miarg jest iloczyn z napie-
cia powierzchniowego i powierzchni (P. Curie, 1885 r., Wulff 1901 r.).
Do wniosku o istnieniu napiecia powierzchniowego ciat statych prowa-
dzg réwniez wspotczesne teorie budowy materii (Bom i Stern 1919 r.).

Oznaczmy pizez o Kkat, jaki powierzchnia cieczy MN tworzy
z powierzchnig ciata statego; jest to tzw. kgt zetkniecia.
Warunek réownowagi wyraza sie¢ wzorem

<52 '<53

$2=<%3+ <53c0s0 i cos©=
<5,3

Gdy €5 < €., cos O jest wiekszy od zera, kat zetkniecia
jest katem ostrym (rte¢ — szkio). Gdy s s>cs ., cos 0<O, kat
zetkniecia jest katem rozwartym (woda, niezupeinie czysta po-
wierzchnia szkia), ciecz zwilza ciato state (rys. 160 b) ; gdy
<2 —<,3 > <Bs -"ta zetkniecia nie ma; ciecz catkowicie
zwilza cialo state (rys. 160a), pokrywajgc cienkg warstewka
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calg jego powierzchnie (woda i czysta powierzchnia szkta, nafta
i szkto). Wielko$¢ ffi. —<i3 czesto nazywana jest napie-

ciem przylegania (adhezji).

RoOznice poziomow cieczy, spowodowang przez zetkniecie
sie jej z ciatami statymi, najlepiej mozna zaobserwowaé, zanu-

rys. 160

rzajac pionowo do szerokiego naczynia z cieczg rurke cylin-
dryczng, o matym promieniu wewnetrznym r (rurka wto-
skowata). Gdy ciecz catkowicie lub czesciowo zwilza rurke,
mswobodna jej powierzchnia lezy ponad poziomem cieczy w po-

- U

\
— -r~"zr-_-n_jrr-_

rys. 161

zostatej czesci na-
czynia. Uzywajac
rurek bardzo wa-
skich i cieczy cal-
kowicie zwilzaja-
cych, mozemy przy-
ja¢, ze utworzony
w rurce wklestej
menisk (fac. me-
nis — maly Kksie-
zyc) ma Kksztalt
potkuli o promie-
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niu r, rownym promieniowi rurki. Cisnienie w punkcie A (rys.
161) jest, zgodnie z ustalonymi poprzednio prawami réwno-
wagi cieczy, rowne cisnieniu, jakie panuje na tym samym po-
ziomie w cieczy, znajdujacej sie poza runka. Wybierajac punkt
A tak, aby lezal on na poziomie swobodnej (ptaskiej) po-
wierzchni cieczy w naczyniu, i przyjmujac, ze cisnienie ze-
wnetrzne ma nad powierzchnig cieczy w rurce te samg wartosc,
co i nad powierzchnig cieczy w naczyniu, otrzymamy, ozna-
czajac ¢, s przez a na warunek réwnowagi

Po=Po + egh— —
lub
, 2 a . 1
skad jgi 1 a=-~2r™ k- 49
Wielko$¢ — = «2 jest czesto nazywana statg witosko-
watosci.

Biorgc za h odlegto$¢ najnizej lezacego punktu meniska B, po-
mijamy ciezar cieczy, zawartej miedzy meniskiem i rurka. Ciezar ten,

rowny y irr3pg, mozemy w przypadku rurek bardzo waskich uwa-

za¢ za maly w poréwnaniu z ciezarem stupa cieczy wr2 .h. pg. W rur-
kach szerszych ciezar ten jednak nalezy uwzgledniaé, jak rowniez
nalezy uwzgledni¢, ze menisk nie jest wtedy pdétkula. Dla takich rurek
Poisson wyprowadzit (1831 r.) wz6r na-

stepujacy fi

Ciecz niezwilzajgca opada w rurce
wiloskowatej ponizej poziomu cieczy
w naczyniu. Roznica pozioméw h i w tym rys. 162
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jednak przypadku wyraza sie wzo-
lem (10 b), jak to mozna bez trudu
sprawdzi¢, positkujac sie analogicz-
nym rozumowaniem.

W podobny sposéb mozemy wy-
jasni¢ zjawisko podnoszenia sie (lub
opadania) poziomu cieczy miedzy
dwiema bardzo bliskimi réwnolegty-

rys. 163 mi ptytkami (rys. 163). Przecinajac
powierzchnie cieczy miedzy plytka-
znami z ktoéw ™ e | ] dwiema Prostopadtymi plaszczy-

STlikk ™ if-1 JeSt +1'pst>a« a. <*"*« **S roGmolegL
P »a wartos¢ promieni is.y we wlL

ize (9) w przypadku cieczy catkowicie zwilzajgcej: r: = ii

gdzie d — odlegto$¢ miedzy ptytkami, r2=co , skad
2a : 1
W 'h -% = ".egdh’
: a=_-¢&d (10 C)

Wzor (10) daje mozno$¢ wyznaczenia w tatwy stosunkowo spo-
sob napiecia powierzchniowego, jest tez najczesciej uzywana
metoda pomiaru tej wielkosci, szczeg6lniej, gdy chodzi o ciecze
catkowicie zwilzajgce dane ciato state. Z innych
metod wymienimy jeszcze metode, uzyta po raz
pierwszy przez Tate’a (1864 r.). Ciecz, wypeinia-
jaca calkowicie otwartg na dole rurke wioskowata,
poddana dodatkowemu niewielkiemu ci$nieniu nie
odrazu wyptywa z rurki, lecz tworzy wiszace
'lople, odrywajace sie od rurki i spadajace na dot
dopiero wtedy, gdy ciezar ich zrbwnowazy sity na-
piecia powierzchniowego. Tate zatozyt, ze sity na-
piecia, utrzymujace krople w réwnowadze, dzia-
taja wzdtuz obwodu kota, wzdtuz ktérego zwezona
w ym miejscu kropla styka sie z rurkg. W chwili zatem spadania
(11)

rys. 164

mg=2nr.(r,
gdzie m - masa kropli, ktérg po oderwaniu sie jej mozemy wy-
*e« *» j s

jak na rys., 164, prdmief jej "d8lfegd otworu.
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W rzeczywistosci zatozenie, ze cata wiszaca kropla odrywa sie

i spada, nie jest dostatecznie uzasadnione. Lohnstein (1906 r.) udo-

wodnit jednak, ze przy odpowiednio dobranym do rodzaju cieczy pro-

mieniu rurki wtoskowatej zatozenie to nie prowadzi do znaczniejszych
btedéw, szczegdlniej, gdy idzie o pomiary wzgledne.

Przytoczymy tytutem przykladu dane, otrzymane przez
Duclaux (1872 r.). Z kroplomierza o pojemnos$ci 5 cms wyptywa
100 kropel wody, 145 kropel 10% alkoholu i 259 — 100% al-
koholu.

Quincke (1868 r.) postugiwat sie metoda Tate’a dla wyzna-
czenia napiecia powierzchniowego metali. Dolny koniec piono-
wego preta metalowego, o $rednicy, .nie przekraczajacej s mm,
byt ogrzewany waskim ptomieniem, dopdki nie oderwata sie od
niego kropla. Podstawiajgc warto$¢ jej masy do wzoru (11),
mozna wyznaczy¢ a

Dane otrzymane przy uzyciu réznych metod, nie sg na ogét
zgodne, roznigc sie nieraz, jak np. gdy .idzie o wode, 0 9%. War-
tosci a, ktdre tu podajemy dla paru wazniejszych cieczy, nalezy
przeto uwazaé za wartosci przecietne. Dla wody a okoto 73
dyn/cm, dla rteci okoto 470 dyn/cm, dla alkoholu okoto 22 dyn/cm,
dla eteru okoto 19 dyn/cm. Ze wzrostem temperatury a maleje.

8. SCISLIWOSC GAZOW

W przeciwstawieniu do cieczy ciata gazowe nie posiadaja
powierzchni swobodnej. W statej temperaturze objetos¢ ich jest
zalezna catkowicie od ci$nienia zewnetrznego tak, ze, umieszczajgc
gaz w naczyniu, zaopatrzonym w ttok, mozemy nieograniczenie
prawie zmienia¢ objeto$¢ gazu odpowiednio zmieniajgc obcigzenie
ttoka. Jezeli tlok porusza sie bez tarcia, kazdej wielkosci obcig-
zenia odpowiada pewne potozenie rownowagi ttoka, w ktorym
ci$nienie, jakie ttok wywiera na gaz, rowne jest preznosci,
jaka gaz przeciwdziata opadaniu ttoka (rozdz. X, ust. 1). Wobec
matej gestoSci gazu wzrost preznosci w Kierunku pionowym,
spowodowany przez site ciezkosci, jest zazwyczaj tak maty, ze
w przypadku niezbyt grubych warstw gazu mozemy zupetnie
go poming¢ i uwazac, ze prezno$¢ gazu w réwnowadze jest
w catej jego masie jednakowa i rowna ci$nieniu zewnetrznemu.

Zalezno$¢ pomiedzy preznoscia (lub cisnieniem zewnetrz-
nym) i objeto$cig danej masy gazu, znajdujacego sie stale w tej



samej temperaturze, ustalili niezaleznie, jak sie zdaje, jeden od
drugiego, Boyle (1662 r.) i Mariotte (1679 r.), stwierdzajac,
ze w statej temperaturze iloczyn preznosci danej masy gazu
przez jej objetos¢ jest wielkoscig statg. Oznaczajac przez p prez-
no$¢ gazu, przez v — jego objeto$¢, prawo Boyle’a-Mariotte’a
mozemy wyrazi¢ wzorem
pv = statej (12)
Odktadajmy na osi rzednych ci$nienia, wywierane przez
ttok w réznych jego potozeniach rownowagi (tub réwne tym ci-

$nieniom preznos$ci gazu), na osi odcietych — odpowiednie obje-
tosci. Krzywa (rys. 165), 'Wyrazajgca zalezno$¢ miedzy p i v
w stalej temperaturze, tzw. izoterma gazu (gr. izos —
rowny, thermos — ciepty), przy wzrastajgcych wartosciach
p i v nieograniczenie zbliza sie do odpowiednich osi, lecz przecina
je dopiero w nieskonczonosci, warto$ci bowiem v = o odpowiada
wedtug rownania (12) p— cc, wartosci zaSp— o, v— 00.
Krzywa ta jest hiperbolg réwnobocznag, osi za$ pi® jej asympto-
tami. Obr6¢my osi spétrzednych dookota osi, prostopadiej do pta-
szczyzny rysunku i przechodzacej przez poczatek uktadu, o kat 45°;
zwigzek miedzy spétrzednymi p i v punktu A i nowymi jego wspot-
rzednymi x i y wyraza sie, jak wiadomo, wzorem

X , V X V
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Oznaczajac Y2 C przez a, otrzymujemy ostatecznie
1

«2 «2

Z prawa Boyle’a-Mariotte’a wynika, ze gdy ci$nienie ze-
wnetrzne zwigkszy sie o Ap, objeto$¢ v— Av gazu, jakg gaz
zajmie pod tym nowym ciSnieniem, czyni zado$¢ rownaniu

(p -f-Ap) (Vv—AV) = pv,

skad, po odrzuceniu iloczynu Ap .AV, jako wielkosci bardzo
matej w poréwnaniu z innymi, otrzymamy

VAp—pau= 0

i
Ap= p— —pd—76 (12 a)
Spétczynnik wiec y nie jest zalezny od rodzaju gazu, lecz jedynie
od jego preznosci; im preznos¢ jest wieksza, a wiec im wieksze
jest cisnienie, pod ktérym gaz sie znajduje, tym Scisliwos¢ jego
jest mniejsza.

Ten wniosek, a przeto i zatozenia, na jakich sie opierat, zo-
stat obalony przez doswiadczenia Despretza, ktory, poddajac
rozne gaziy o tych samych poczatkowych objetosciach i prezno-
$ciach jednakowym przyrostom cisnienia, stwierdzit (1827 r.),
ze zmniejszenia objetosci nie sg bynajmniej roéwne: amoniak
i siarkowodor zmniejszaty swa objetos¢ bardziej, niz wodor i po-
wietrze. Wyniki doswiadczern Despretza zostaty nastepnie po-
twierdzone przez Regnaulta (1847 r.). Okazato sie, ze dla tego
samego gazu iloczyn pv w miare wzrostu cis$nienia zewnetrznego
nie zachowuje wartos$ci statej, i ze zmiany tej wartosci sg dla
réznych gazéw na ogot rézne. Tak np. dla zmniejszenia objetosci

do b wartosci poczatkowej nalezato cisnienie zwiekszy¢ nie

s razy, jakby to wynikato z prawa Boyle’a-Mariotte’a, lecz
w przypadku, gdy badany gaz byt powietrzem, 7,9456, gdy byt
azotem — 7,9641, dwutlenkiem wegla — 7,5193, wodorem —
8,0339.

Na podstawie tych badan, jak i pézniejszych, wykonanych
przez Natterera (1854 r.), Cailleteta (1870 r.), a zwilaszcza
Amagata (od 1878 r.), ktérzy poddawali gaz bardzo wielkim ci-
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$nieniom, mozna z catg pewnoscig twierdzi¢, ze prawo Boyle’a-
Mariotte’a nie wyraza istotnych wiasnosci gazéw. Odktadajac
na osi odcietych cisnienia, na osi rzednych iloczyny pv, odpowia-
dajace tym ci$nieniom, nie otrzymamy linii prostej, rownolegtej
do osi p, jakby to byto w przypadku statosci iloczynu pv, lecz

2.V

linie krzywg (rys. 166), ktorej przebieg wskazuje, ze pv poczat-
kowo ze wzrostem cisnienia maleje, przechodzi przez minimum
i nastepnie nieograniczenie wzrasta. Cisnienie p , pod ktdrym
pv ma warto$¢ najmniejsza, jest w tej samej temperaturze dla
roznych gazéw rozne, dla tego za$ samego gazu zmienia sie
w zaleznosci od temperatury.

Tak np. dla powietrza pm, wedtug Witkowskiego (1891 r.) po-
siada wartosci nastepujace
t = 16» 0» -35» -78,5» -103,5» -130»
Pm= 79 Atm 95 Atm H5 Atm 123 Atm 106 Atm 66 Atm

Dla niektérych gazéw, np. dla wodoru w temperaturach pokojowych,
iloczyn pv nie posiada wcale minimum, tak ze krzywa pv wodoru
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lezy stale powyzej prostej, wyrazajacej prawo Boyle’a-Mariotte’a.
Dopiero w temperaturach nizszych krzywa ta, jak to pierwszy wy-
kazat Wréblewski, ma i dla wodoru ten sam ksztatt, co i dla innych
gazow (rys. 167). Wyznaczajac iloczyny tej samej masy gazu w réz-
nych temperaturach i taczac punkty, odpowiadajace na kazdej izo-
termie najmniejszej wartosci pv, otrzymamy tzw. krzywg Boyl e’a

Pi/

P BLm

rys. 167 (wedtug Kamerlingh Onnesa i Braaka dla wodoru)

(rys. 166 i 167), ksztattem zblizong do paraboli. W punktach tych,
nazywanych punktami Boyl e’a, styczna do krzywej jest réowno-

legta do osi p, jest wiec réwnia zeru. W poblizu tego punktu

iloczyn pv przy niewielkich zmianach cisnienia zachowuje zatem war-

tos¢ statg, rézng jednak od wartosci, jakg ma pod cisnieniem mato

réznigcym sie od zera.

Jezeli jednak badany gaz znajduje sie w wysokiej tempera-
turze i pod niewielkim ciSnieniem, mozemy zawsze bez dostrze-
galnego btedu zatozyé, ze podlega on prawu Boyle’a-Mariotte’a.
Gaz rzeczywisty zbliza sie w tych warunkach do gazu doskona-
fego, bedacego, jak o tym byta juz wyzej mowa (ust. s), dla
gazéw pojeciem analogicznym do tego, jakim jest bryta sztywna
dla ciat statych i ciecz doskonata dla ciat ciektych.
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Wartos¢ zatem iloczynu pv dla gazu doskonatego w danej tem-
peraturze bedzie réwna wartosci tegoz iloczynu dla gazu rzeczywistego
pod bardzo matym ci$nieniem. Warto$¢ te¢ mozemy wyznaczyé, przyj-
mujac, ze dla niewielkich cisnien od 0 do 2 Atm (Berthelot 1903 r.)
krzywa ta dla wszystkich gazow mato rézni sie, jak to wida¢ na wy-
kresie, od prostej, tak, ze

pv—A + Bp. (12 b)
gdzie A i B, wielkosci charakterystyczne dla danego gazu, sg funk-
cjami temperatury. Gdy chodzi o znaczniejszy zakres ci$nien, to wa-
runki, w jakich gaz rzeczywisty zachowywatby sie, jak gaz doskonaty,
zalezg od rodzaju gazu, a przede wszystkim od jego temperatury kry-
tycznej i cisnienia krytycznego (rozdz. XI, ust. 7). Wedtug Witkow-
skiego (1905 r.), wartos$¢ iloczynu pv dla wodoru, ktérego preznosé
wzrasta od 1 do 20 Atm, zmienia si¢ w temperaturze m-212° skali ga-
zowej 0 6,3%, w temperaturze —147° o 1%. Na podstawie badan, prze-
prowadzonych przez Kamerlingh Onnesa (1910 r.) i innych, mozna
przypuszczaé, ze istnieje pewna temperatura, dla kazdego gazu inna,
w ktérej gaz nawet przy znacznych zmianach cisnienia podlega prawu
Boyle’a-Mariotte’a. Taka temperaturg (temperaturg Boyle’a)
jest dla azotu np. temperatura 50° skali gazowej; w tej temperaturze
wzrost ciSnienia o 19 Atm zmienia warto$¢ iloczynu pv mniej, niz
0 1% 0 (Holbom i Otto 1924 r.). Dla wodoru temperatura ta bytaby,
wedtug Kamerlingh Onnesa i Braaka (1907 r.), rébwna —167° skali
gazowej (rys. 167).

9. ROWNOWAGA GAZU, PODDANEGO DZIALANIU SILY
CIEZKOSCI
Gdy mamy do czynienia z wielkimi masami gazu, tworzg-
cymi grubag warstwe, musimy uwzgledni¢ réwniez i dziatanie
sity ciezkosci. Warunki rownowagi takiej masy wyznacza wzor
(3) ust. 2
V2— Pi= 9% QAN,

gdzie i p2preznosci gazu w dwu punktach, ktérych odlegtos¢
pionowa réwna jest h, g— gestos¢ gazu. Jest rzeczg oczywista,
ze wobec wielkiej Scisliwosci gaz6w nie mozemy nawet w przy-
blizeniu zaktada¢, ze gestos¢ gazu jest na wszystkich poziomach
jednakowa. Przypu$émy, ze badany gaz o statej temperaturze
jest gazem doskonatym. Ze wzoru Boyle’a-Mariotte’a wynika
bezposrednio, ze gestos$é takiego gazu jest wprost proporcjonalna

do jego preznosci q_gi gdzie C, = E, m— masa gazu. E6z-
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nica wiec cisnien na dwu bardzo bliskich, siebie poziomach, od-
legtych o Ah, wyniesie

z/p ™™ zlh, (13)
b
stad roznice p2— V\ otrzymujemy, sumujac te elementarne roz-
nice cisnien
Pi—Pi = ~2pzlh,
co da nam ostatecznie wz6r

logp2— logpi = 0,4343~ . (13 a)

Wz6r (13) mozemy przepisa¢ w postaci nastepujagcej

skad

[ f »f /"
Pt 0

i ostatecznie
. __ fth
lgp* — Igpi= -¢,
gdzie znak lg oznacza logarytmy naturalne o zasadzie e— 1 -f- — +

4- -f- -i- + L (patrz, rozdz. V, ust. 6),
¢
e,

biorgc logarytmy o zasadzie 10, otrzymujemy wzér (13 a)

P2= pi

log0 — logP, = fE loge = °>43437"

Wartos$¢ statej Cx zalezy od rodzaju i od temperatury gazu.
Znajac ja, mogliby$my z r6znicy cisnien, panujacych na dwu roz-
nych poziomach warstwy gazowej o statej temperaturze, wyzna-
czy¢ grubos¢ tej warstwy, z wartos$ci zatem cisnienia, wywiera-
nego przez powietrze atmosferyczne na poziomie morza, obliczy¢,
po wprowadzeniu poprawki na zmiane g ze wzrostem wysokosci,
wysokos¢ otaczajgcej ziemie warstwy powietrza (pl bytoby
mwtedy réwne zeru). Rachunek taki datby jednak catkowicie fat-
szywe wyniki: ani bowiem temperatura atmosfery ziemskiej,
ani jej sktad chemiczny nie sg bynajmniej we wszystkich war-
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stwach atmosfery jednakowe. Zazwyczaj przeto wzér (13 a)
znajduje swe zastosowanie tylko przy obliczaniu réznicy cisnien
w punktach, ktérych odlegtos¢ pionowa jest dostatecznie mata,
aby$Smy mogli przyjac, ze temperatura poszczeg6lnych warstw
powietrza miedzy dwoma danymi poziomami nie odbiega znacz-
nie od pewnej wartosci przecietnej.

Uwzgledniajac zalezno$¢ Ci od temperatury, otrzymamy po pod-
stawieniu odpowiednich liczb tzw. wzér barometryczny

h— 18400 (1 + 0,00366 t ) (log B — log b) (13b)

gdzie tp jest temperaturg przecietng warstwy w stopniach skali ga-
zowej, B — cisnienie w nizej potozonym punkcie. B i b moga by¢
mierzone w jednostkach dowolnych, byle jednakowych. W wielu przy-
padkach wystarcza wzo6r uproszczony

h= 16010 (1 + 0,004tp) |~ |. (13¢)

Baiometrycznym stopniem wysokos$ci nazywamy
wysokos$¢, na jaka nalezato by sie podnies¢, aby cisnienie zmniejszyto
sie 0 1 mm rteci. Podstawiajac do wzoru (13¢c) B— 6= 1 mm i kia-
dac B + b= 2B, oraz B= 760 mm rt. otrzymujemy w temperaturze
t— 0° na h warto$¢ okoto 10,6 m.

Za granice atmosfery ziemskiej moglibySmy uwazaé¢ odlegtosc,
w ktérej sita odSrodkowa réwnowazy site ciezkosci; gaz, znajdujacy
sie ponizej tej granicy, uczestniczytby w ruchu obrotowym ziemi.
M tej odlegtosci jednak (42000 km w ptaszczyznie rownika) rozrze-
dzenie gazu jest tak wielkie, ze stwierdzenie jego obecnosci bytoby,
jak sie zdaje, rzecza niemozliwg. Nalezy raczej przyjac, ze zadna wy-
razna granica atmosfery nie istnieje i ze igczy sie ona stopniowo
z niezwykle rozrzedzonymi gazami, wypetniajgcymi przestrzen mie-
dzyplanetarng. Te jej warstwy, w ktorych zachodzg zjawiska (np.
zorza poinocna), ktére mozemy jeszcze obserwowaé, lezg prawdopo-
dobnie nie wyzej ponad 600 km.

Zaktadajac, ze gestos¢ atmosfery jest stata i réwna w tempe-
raturze 0° — 0,001293 g/cm3, mozemy ze wzoru (5) ust. 4, kiadac
Ph~ m:nl- rteci i po= 0 i przyjmujac, ze g ma wartos$¢ stala,
obliczy¢ wysokos$¢ tzw. jednorodnej atmosfery, ktoraby wy-
wierata takie samo ci$nienie, jak rzeczywista; wysoko$¢ ta wynosi
mniej wiecej 8000 m; stad wynika, ze masa atmosfery ziemskiej
réwna jest w przyblizeniu 5,2 . 1021 g , a wiec jest mniejsza od jednej
milionowej masy ziemi.



ROZDZIAL VII

RUCH CIECZY | GAZOW

T f
1. EUCH CIECZY DOSKONALEJ. TWIERDZENIE BERNOUL-

LI’EGO.

Rozpatrujac ruch ptynéw nie mozemy poprzesta¢ na braniu
pod uwage jedynie réznic ci$nienia oraz sity ciezkosci (lub in-
nych sit analogicznych, rozdz. VI, ust. 1). Odksztatcenia bo-
wiem, jakich doznaje ptyn podczas ruchu, powodujg powstanie
sit tarcia wewnetrznego, ktorych nie uwzglednialiSmy w rozwa-
zaniach rozdziatu poprzedniego. Mimo to i tym razem bedziemy
poczatkowo zaktadali, ze ptyny, z ktorymi mamy do czynienia,
sg catkowicie pozbawione lepkosci, i dopiero nastepnie do wzo-
row, otrzymanych dla tych, niewatpliwie w znacznym stopniu
fikcyjnych przypadkéw, wprowadzimy odpowiednie poprawki,
jakich beda wymagaty rzeczywiste whasnosci ptyndéw. Co wiecej,
zatozymy, ze ptyn badany jest réwniez niescisliwy, ze wiec jest
tym ciatem, ktore poprzednio nazwaliSmy cieczg doskonals.
Ostatnie zatozenie znajduje swoje usprawiedliwienie w fakcie, ze
zmiany gestosci, jakich podczas ruchu doznaje ptyn, nawet, gdy
jest ciatem gazowym, sg w wielu przypadkach tak mate, ze mo-
zemy je w pierwszym przyblizeniu catkowicie pominag.

Przypusémy, ze predkos$¢, z jaka czastka poruszajacej sie
cieczy przechodzi przez dany punkt przestrzeni, zalezna jest je-
dynie od potozenia tego punktu, tak, ze kazda czastka, przecho-
dzgca przez ten punkt, posiada w tym punkcie predko$¢ te sama.
Niech krzywa Mx M2 Mn (rys. 168) bedzie torem dowolnej
czastki M ; czastki cieczy, lezace w pewnej chwili na torze tej
czastki, bedg poruszaty sie stale po tym samym torze, co M,
w kazdym bowiem punkcie tej krzywej bedg miaty te samg pred-

Wyktady fizyki, t. | 18
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kos¢, jakg w tym punkcie posiadata czastka M. Tego rodzaju

ruch cieczy nazywamy trwatym (statecznym), tor za$

czastki — linig pradu. WeZmy w przestrzeni', wypetnionej

przez ciecz, bardzo maty element powierzchni AS i przepro-

wadzmy przez wszystkie punkty jego

obwodu linie pradu; otrzymamy wte-

dy pewng powierzchnie, odgranicza-

jaca od reszty cieczy tzw. struge

pradu, wewnatrz ktorej ciecz phy-

na¢ bedzie tak, jak przez rurke o $cia-

nach, nieprzenikliwych dla cieczy.

Przez kazdy przekrdj strugi przepty-

wa”\zatem w ciggu tego samego czasu

ta sama masa cieczy. Gdyby bowiem

bylo inaczej, gdyby np. masa cieczy,

wptywajgca do elementu strugi AC

(rys. 168) przez przekr6j ASt prosto-

padty do osi strugi i rGwnia glvIASt . At,

rys. 168 gdzie vt — predko$¢ cieczy w tym

przekroju, nie byta réwna masie, wy-

ptywajacej przez przekroj AS2 d réwnej o2v2 AS2 mAt, masa

w elemencie strugi AC z biegiem czasu nieograniczenie by wzra-

stata lub malata i ruch cieczy nie mégtby byé trwaty. Musimy

zatem mieé R

Vi ASi=" Q2vo - &<2. (1

Z tego warunku ciggtos$ci wynika, ze wewnatrz cieczy,

znajdujacej sie w ruchu trwatym, struga nie moze sie ani kon-

czy¢ ani zaczyna¢; musi sie ona rozcigga¢ az do granic prze-

strzeni, zajmowanej przez dang ciecz albo tworzy¢ powierzchnie

zamknietg. W przypadku, przez nas rozpatrywanym, cieczy nie-
SciSliwej, ot = i warunek (1) sprowadza sie do warunku

Vi ASx = v2aS2= statej, (1 Q)

objetos$¢ cieczy, przeptywajacej w ciggu jednostki czasu przez
dowolny przekroj strugi, prostopadty do jej osi, jest wielkoScig
statg. Predkos$¢ wiec przeptywu jest odwrotnie proporcjonalna
do przekroju; gdy struga sie zweza, predko$¢ przeptywu wzrasta.
Podzielmy calg mase cieczy na strugi, oznaczajgc potozenie kaz-
dej z nich przez osiowg linie pradu; ze zgeszczenia lub rozrze-
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dzenia linij pradu w danym miejscu przestrzeni bedziemy mogli
sadzi¢ o wzroscie lub zmniejszeniu sie predkosci ruchu cieczy.

Przypusémy, ze w rozpatrywanych przez nas przekrojach
strugi predkosci vx i v2 nie sg rowne, tak, ze ciecz, wychodzaca
z elementu AC (rys. 168) posiada¢ bedzie energie ruchu rdzna
od tej, jakg miata, wchodzac do tego elementu. Jezeli w ciagu
Ai sek wplyneta masa Am — evxASxAt o predkosci vx i wyply-
neta taka sama masa z predkoscig v2, zmiana energii ruchu, ja-
kiej doznat stup cieczy, zawarty poczatkowo miedzy przekrojami

A i C, rowna jest -i- Am {V\\ — v2), Zmiana ta zostata doko-

nana kosztem pracy, wykonanej przez sity zewnetrzne wzgledem
elementu strugi, zawartego miedzy tymi przekrojami. Oznaczmy
przez pxi p2 cisnienie w przekrojach A i C. Z sit pxASx i p2AS2,
prostopadtych do tych przekrojow, pierwsza dziata w kierunku
ruchu, druga — w kierunku przeciwnym. Wobec tego praca wy-
padkowa tych dwu sit wynosi X o0 A

Pi ASX.VX.At — p2AS2.v2 . At= (Pi— P2) —. (a)

Do tego dochodzi praca sity ciezkosci. Niech hL i h2 bedg wyso-
koSciami przekrojéw A i C ponad pewnym wspdlnym, dowolnie
zreszta wybranym poziomem. RO6znica energii potencjalnej
masy, wptywajacej do danego elementu strugi, i wyptywajgcej
Z niego, réwna pracy sit ciezkosci, wykonanej podczas przesunie-
cia sie stupa cieczy od AC do AXCX wynosi Am. < (hx— h2) (b)
energia bowiem potencjalna stupa, zawartego miedzy Ax i C
zmianie zadnej nie ulegta. Jezeli poza tymi sitami zadne inne
sity na ciecz nie dziatajg, suma prac (a) i (b) rowna jest zmia-
nie energii ruchu, gdyz w cieczy, pozbawionej lepkosci, opory
rozpraszajace sg rowne zeru. Mamy zatem dla danej strugi

(Pi—Vs) o \Arrig (th—h2)= — Am(V\ — W)}

lub, skracajac przez Am, dzielgc przez g i porzqdkujqc wyrazy

A +ht+if =i+ vw =sin >
To réwnanie wyraza twierdzenie Bernoulliego.

Od nazwiska matematyka Daniela Bernoulli’ego, ktéry je udo-
wodnit w 1738 r.

18*



Wielko$¢ % oznacza wysokos¢ stupa cieczy, ktory by wywie-

rat ci$nienie pl, mozemy wiec jag nazwa¢ wysokos$cig ci-
Snienia; wielkos¢ 9 oznacza wysokos¢, z jakiej ciato mu-

siato by spada¢, aby n(ébyé pod dziataniem sity ciezkosci pred-
kos¢ v, bedziemy jg nazywali wysokos$cig predkosci,
wreszcie h jest wysokosciag ponad poziomem. Mozemy wiec
twierdzenie Bernoulli’ego wyrazi¢ w sposob nastepujacy: w kaz-
dej strudze pradu cieczy doskonatej, znajdujgcej sie w ruchu
trwatym, suma wysokosci cisnienia, wysokosci ponad poziomem
oraz wysokosci predkosci jest wielkoScig statg. Wartos$¢ tej sta-
tej jest na ogot dla kazdej strugi inna, jezeli jednak w pewnym
wspolnym dla nich przekroju stata ta ma dla wszystkich strug
wartos¢ te samg, wtedy, zgodnie ze wzorem (2 ), warto$¢ te zacho-
wa i w kazdym innym przekroju i wzér Bernoulli’ego stosowaé
sie bedzie do calej masy cieczy w prze-
kroju prostopadtym do strug pradu.

Taki przypadek zachodzi, miedzy
innymi, wtedy, gdy pod dziataniem sit
ciezkosci ciecz wypltywa przez otwor,
znajdujgcy sie na dnie lub z boku na-
czynia (rys. 169). Strugi wyptywajacej
cieczy majg swoj poczatek na powierzch-
ni AB, Kktérej wzniesienie pionowe
(hl — h2) ponad otworem wyptywo-
wym, a raczej ponad miejscem, gdzie
przekrdj strugi juz sie nie zweza (p. ni-
zej), oznaczymy przez h. Stosujgc row-
nanie Bemoulli’ego do przekrojéow AB i A'B’ i uwzgledniajac,
ze ci$nienia zewnetrzne w obydwu przekrojach sg jednakowe
i rowne cis$nieniu otaczajacego powietrza p0, znajdujemy

rys. 169

h +
20 29 (C)

Gdy przekroj AB jest o wiele wiekszy od przekroju A'B’,
predko$¢ opadania swobodnej powierzchni jest bardzo mata
w poréwnaniu z predko$cig wyptywu v2; pomijajac zatem w ra-
chunku wielko$¢ v\ (przy stosunku przekrojow AB i A'B'
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rownym 1o, v\ jest 100 razy mniejsza od v\), otrzymujemy
ze wzoru (c)

V2= 2fh  lub v =\l2gh. (3)

Ciecz wiec wyptywa z taka predkoscia, jaka by posiadata,
spadajac z poziomu cieczy swobodnej. Ten wniosek z twierdze-
nia Bemoullkego czesto nazywany jest:twierdzeniem
Torrdcelli'ego (1644r.).

Stuszno$é tego twierdzenia mozna sprawdzi¢ przy pomocy tzw.
butelki Mariotte’a Jest to szczelnie zamkniete naczynie, przez
ktérego przykrywe przechodzi otwarta z obydwu stron rurka AB
(rys. 170). Naczynie to do pewnej wysokosci wypetnione jest ciecza.
Gdy ciecz wyptywa, powietrze w naczyniu sie rozrzedza i w pewnej

mchwili ci$nienie cieczy i znajdujacego sie nad nig powietrza staje sie
na poziomie dolnego otworu rurki AB réwne ci$nieniu powietrza ze-
wnetrznego, ktore wchodzi do rurki i wypetnia jg catkowicie. W miare

rys. 170

dalszego wyptywu cieczy powietrze z rurki przechodzi do naczynia,
tak, ze ci$nienie na poziomie B stale pozostaje réwne ci$nieniu atmo-
sferycznemu. We wzorze zatem (3) odlegto$¢ pionowa h poziomu, na
ktdrym panuje cisSnienie atmosferyczne po, od otworu jest ciggle jed-
nakowa.

Ciecz, wyptywajgca przez boczny otwor, porusza sie w kierunku
poziomym z predkoscia jednostajna (o ile pominiemy opdr powietrza),
réwng tej, jaka posiada w chwili przechodzenia przez otwo6r. W ciagu
zatem t sek droga x przebyta w kierunku poziomym, wyniesie
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X —vt— y2'gh.t Jednocze$nie pod dziataniem sity ciezkosci czastki
cieczy poruszajg sie pionowo na dot ruchem jednostajnie przyspie-

szonym, przechodzac w ciggu czasu t sek. drogey = gt2. Rugujac

z tych réwnan t, otrzymujemy na tor czastki cieczy réwnanie para-

boli y — x~. Niech a bedzie odlegtosciag otworu od poziomej po-
wierzchni, na ktérg spada strumien wyplywajacej cieczy. Zasieg

(doniosto$¢ rzutu) strumienia jest rowny x — <j4-ha= 2 \ftia.
Jezeli nie zmieniajac odlegtosci a, bedziemy umieszczali koniec rurki B
na réznych wysokosciach h ponad otworem, otrzymamy zasiegi, be-
dace do siebie w stosunku mniej wiecej takim, jak pierwiastki kwa-
dratowe z wysokosci.

Strugi wyptywajgce nie wypetniajg catego przekroju otworu.
W przypadku najprostszym — otworu kotowego w poziomym
dnie naczynia — stwieidzi¢ mozna gwattowne zwezanie sie stru-
mienia, ktory dopiero w pewnej, niewielkiej zresztg od otworu
odlegtosci przybiera posta¢ mniej wiecej cylindryczng. To tzsw.
dtawienie strumienia ma, niewatpliwie, swe Zrodto w tym,
ze ciecz, sptywajaca ze wszystkich stron do otworu nie od razu
zmienia kierunek swej predkosci na réwnolegty do osi strumie-
nia (rys. 169). Oznaczajac przez S pole otworu, na przekroj
strumienia w tym miejscu, w ktéorym przybiera ksztatt walca,
otrzymujemy warto$¢ aS, gdzie a— spotczynnik dta-
wienia, majacy w przypadku otworéw kotowych i cienkich
$cian naczynia warto$¢, rowng mniej wiecej 0,6. Przekrdj ten
nie pozostaje staty, lecz, zgodnie z twierdzeniem Bernoullkego,
zmniejsza sie w miare wzrostu predkosci cieczy, spadajacej, jak
wiemy, ruchem jednostajnie przyspieszonym. W odlegtosci h} i h2
od otworu, przekroje strumienia sg do siebie w stosunku
Vh2 : ghx. Strumien ten zresztg wkrétce zamienia sie w ciag
oddzielnych kropli, ktéry, jak to wykazat Magnus (1862 r.),
tylko dzieki znacznej predkos$ci ruchu kropel sprawia na nas
wrazenie strugi cigglej. Jest rzeczg oczywistg, ze wtedy zasad-
niczy warunek ciggtosci spetniony nie jest i ze do takiego stru-
mienia nie mozna stosowaé twierdzenia Bernoulli’ego. Gdy
ciecz wyptywa przez rure, diawienie staje sie mniejsze, a na-
wet przy odpowiednio dobranej rurze moze by¢ zupetnie usu-
niete.
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W cieczach niedoskonatych spélczynnik diawienia jest
wtasciwie iloczynem dwu spoétczynnikéw: a, uwarunkowa-
nego przez nieréwnolegtos¢ wyptywajacych strug, i € uwa-
runkowanego przez tarcie wewnetrzne i zewnetrzne o $ciany
naczynia. Dla wiekszych otworéw wyptywowych < jest
bliskie 1.

W wyptywajacym strumieniu Savart zauwazyt perio-
dyczne zmiany ksztattu, zachodzace w pewnej odlegtosci od
otworu. Ksztatt strumienia, wychodzacego z otworu koto-
wego, przedstawia schematycznie rys. 171, ktoéry podajemy
tu za Magnusem. Ponizej weztdw i strzatek, jak Savart na-
zwatl zwezenia i rozszerzenia strumienia, zachodzi rozpad
strumienia na krople, ktorych, jak o tym wyzej byta mowa,
na ogo6t rozrézni¢ nie mozemy. Magnus obserwowat je, pa-
trzac na strumien przez waska szczeling, wycieta w kierunku
promienia w szybko obracajgcej sie tarczy. Kropla, wi-
dziana przez bardzo krotki czas, wydawata sie nieruchoma.
Krople te zmieniaja periodycznie swoj ksztatt, drgajgc koto
kulistego ksztattu rownowagi. Drgania te wywotane sg przez
napiecia powierzchniowe, -wywierajace, jak wiemy (rozdz. VI,
ust. 6), wieksze cisnienie na elementy powierzchni o krzywi-
Znie wiekszej, wobec czego ciecz przeptywa do miejsc o krzy- /»'
wisnie mniejszej i powoduje tam zwiekszenie krzywizny. Le- /i
nard (1887 r.) wyznaczat warto$¢ napiecia powierzchnio- 10 1

Wego ze wzoru a = ?c’)%r gdzie Q — ciezar kropli, T — okres /1\

drgania. Najdogodniejszym sposobem pomiaru T okazato sie m '
fotografowanie spadajgcych kropel. \1%1
Podobne periodyczne zmiany ksztattu, na og6t o wiele |»f

bardziej ztozone, wykazujg strumienie, wyptywajgce z elip-

tycznych i prostokatnych otworéw. Teorie tego zjawiska dat «

lord Rayleigh (1879 r. i 1892 r.).

Mowilismy -wyzej, ze wzory, wyprowadzone z zato- rys 171
zenig niescisliwosci cieczy, stosuja sie rdbwniez w bardzo
stosunkowo szerokich granicach predkosci i do gazéw. W tym
jednak przypadku wzor (. ) mozemy uprosci¢, pomijajac roznice
poziomoéw rozpatrywanych przekrojow; zmiany bowiem cisnie-
nia, wywotane przez niejednakowe wzniesienia ponad poziomem,
sg wobec matej gestosci gazéw zazwyczaj nieznaczne, chyba ze
masy gazu rozciggajg sie, jak sie to zdarza np. w zagadnieniach
meteorologicznych, na bardzo znaczng wysokos$¢, wtedy jednak
zatozenie niezmiennej gestoSci gazu nie sprawdza sie nawet
w przyblizeniu. Przypus¢my, ze gaz wyptywa do otaczajgcego
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powietrza z naczynia, w ktérym panuje cisnienie mi. Przyjmujac,
ze predko$¢ ruchu gazu w naczyniu jest mata w pordéwnaniu
z predkoscig wyptywu i ze cisSnienie w wyptywajgcym strumieniu
réwne jest ciSnieniu zewnetrznemu, otrzymujemy, kfadac hi~ h 2

Pi _ Po, vi
q q+ 2’
gdzie v predko$¢ wyptywu. Stad

I*<tp P j.. (4)

Predkos$¢ wyptywu jest odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka
kwadratowego gestosci.

Obliczmy, z jakg najwieksza predkosciag moze wyptywaé gaz, aby
zmiany jego gestosci nie przekraczaty 1%. Zaktadajac, co na pewno
nie odpowiada rzeczywistosci, ze temperatura gazu podczas wyptywu
nie ulega zmianie i positkujac si¢ wobec tego prawem Boylea - Ma-
riotte’a, znajdujemy ze wzoru

_C_c
P= 7= #Q—CQ
ze rbznice cisnienia, odpowiadajgce danej zmianie gestosci, sg roéwne
<Jp= C\¢lo, skad = ]

Ktadac —0,0101i P—po= 1 Atm = 1013,3.103 dyn/cm2, mamy
dla powietrza w temperaturze 0°, o gestosci 0,001293 g/cm3

" /2.0,01.1013,3.10* . o
= | T =V OUBAG = 40CRk= Dk

Dopiero przy takiej réznicy cisnien i takiej predkosci gesto$¢ ucho-

dzacego powietrza zmniejszytaby sie do wartosci 0,001293 g/cm3.

Gdybysmy uwzglednili zachodzacg przy wyptywie zmiane temperatury,

otrzymalibySmy jeszcze wieksza warto$¢ predkosci granicznej i ko-

niecznej do jej wytworzenia réznicy cisnien.

Wzoru (4) uzyt Bunsen (1857 r.) do wyznaczania gestosci
wzglednej gazéw, mierzac czasy wyptywu tych samych objetoSci
réznych gazéw, znajdujgcych sie pod tym samym ci$nieniem po-
czatkowym. Ze wzoru (4) wynika

t: Ifi
h .

Ta metoda pomiaru, tatwa w uzyciu, nie moze jednak stuzy¢ do
pomiaréw precyzyjnych.
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2. EUCH CIECZY W RURACH POZIOMYCH O DOWOLNYM
PRZEKROJU
Zastosujmy wzor Bernoutli’ego do dwu przekrojow strumie-
nia, ptynacego przez poziomg rure. Przyjmujac hl= h2, otrzy-
mamy, mnozac obiedwie czesci rdwnania przez qg
' P2 +~2Qu\ @)
Niech w oznacza tzw. wydatek przewodu rurowego,
to znaczy objetos¢ cieczy, przeptywajacej w ciggu 1 sek przez
dowolny przekrdj rury; predkosci v+i v2bedg odpowiednio réwne

gl i-évz gdzie Sx i S20znaczajg pola przekrojow. Wzor (a) przy-
bi¢rze postac

. w2 w*
Pit . P+-TQ-ST (b)

Gdy S1= S2 Pi= p2 W cieczy doskonatej, przeptywajacej
przez rure poziomg o przekroju statym, cis$nienie ma we wszyst-
kich punktach, lezagcych na tym samym poziomie, te samg war-
tos¢. Jezeli jednak S2 jest mniejsze od (rys. 172), w miejscu

rys. 172

zwezenia nastepuje zageszczenie linij pradu, predkos$é v2 jest
wieksza od vx i p2 mniejsze od pL W przypadku zatem, gdy ci-
$nienie px rowne jest cisnieniu atmosferycznemu, p2 jest od
tego cisnienia mniejsze. GdybySmy zatem wycieli w rurze okoto
punktu A otwdr, ciecz nie wyptywataby na zewnatrz, lecz prze-
ciwnie wsysataby powietrze otaczajgce. Tym zjawiskiem, nazy-
wanym czesto zjawaskiem Venturi’ego, ttumaczy sie
dziatanie pomp wodnych, stuzacych do rozrzedzania gazow.
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P Pompa wodna najcze$ciej ma ksztatt taki,
jak na rys. 173. Woda ze zbiornika wptywa do
rury pionowej W, silnie zwezonej przy E, a na-
stepnie znéw sie rozszerzajacej w cylindrycznag
rure R. W najwezszym miejscu E znajduje sie
niewielkie zgrubienie i w nim otwo6r. Ta czes¢
ostonieta jest szczelnym plaszczem MM, potaczo-
nym z rurka S, prowadzaca do naczynia, zawie-
rajacego gaz. Czesto w rurce tej umieszczony jest
wentyl V, przerywajgcy potgczenie z naczyniem,
gdy ci$nienie w E z jakichkolwiek powodoéw sta-
nie si¢ wieksze od ci$nienia gazu. Niech Si be-
dzie przekrojem rury R, Sn — przekrojem w miej-
scu zwezenia, hi i 2 odlegtoscig pionowag od tego
samego poziomu dolnego otworu rury i przekroju
przy E. Stosujgc wzo6r Bernoulli’ego, bedziemy
mieli

Pt + KQO + y —Pi + hiQff+Y

lub, z uwagi, ze pi= po ci$nieniu atmosferycznemu, Vi

i Vi— 30 oraz htt— hi  h,

Vo=

skad Pi=Po—hqg-

Biorgc np. S2= 0,1 Si, otrzymujemy
1 W
Pi =Pa — fiOff— Y "' 998 '#*"
Gdyby przekroje rury byly jednakowe (Si= Sa), mielibySmy
pa= po—hng,

a wiec na tej samej wysokosci ponad otworem wyptywowym cisnie-
nie bytoby wigksze, niz wtedy, gdy rura jest zwezona.

1 1

Nazwijmy wielko$¢ p Pi+y qu' = Ih*y qV* stala

we wszystkich punktach rury poziomej, bez wzgledu na zmiane
jej przekroju, cisnieniem catkowitym cieczy; ciSnie-

nie

to mozemy wyznaczy¢ w nastepujacy sposob. Umies¢my

w badanym strumieniu rurke, zgietag pod katem prostym
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i polaczong z manometrem (rys. 174). Predko$¢ strugi wpa-
dajacej przez otwor rurjca staje sie w rurce réwna zeru, wobec
czego cisnienie, jakie ciecz
wywiiera, réwne jest ci- - A
$nieniu catkowitemu, ktére = --------- n
w ten sposéb mozemy
zmierzy¢ przy pomocy ma-
nometru.  Wprowadzajac
do wzoru Bernoullkego
ci$nienie catkowite, otrzy-
mujemy wzdr ten w postaci

Pc+ Q9%==statej, (5)

a wiec w przypadku przez do manometru
nas rozwazanym, gdy za- rys. 174

ktadamy, ze wartos$¢ statej

jest dla wszystkich strug jednakowa, wzér analogiczny do
wzoru na cisnienie cieczy w spoczynku.

h jest tu liczone od statego dolnego poziomu, nie tak, jak w roz-
dziale Vi< gdzie h byto liczone od pewnego poziomu gérnego.

Pomiar tego rodzaju rurkag, nazywang rurkag Pitota
(Pitot, 1695 r.—1771ir.), pozwala jedynie na wyznaczenie ci$nie-
nia pc, bedacego sumg cisnien: px— ci$nienia statycz-

nego i“J"*—ciénienia dynamicznego lub ci-

$nienia predkos$ci. Do wyznaczenia pl dochodzimy na
drodze nastepujgcego rozumowania. Wytnijmy w bocznej $cianie
rury waska, o zupetnie réwnych

) brzegach szczeline AB (rys. 175),
- prostopadle do osi rury. Ciecz,
wypetniajgca te szczeling i nie

uczestniczagca w ruchu cieczy,

znajduje sie pod tym samym

A cisnieniem plt co ciecz przepty-
------------------- ->e wajgca przez rure. Jezeli wiec
> umiescimy w szczelinie otwartg

rurke, ciecz podniesie sie w niej

rys. 175 na wysoko$¢ réwna wysokosci



cisnienia px Na tym oparta jest budowa rurki Prandtla
(rys. 176), pozwalajacej zmierzy¢ roznice ciSnienia catkowitego
i ciSnienia statycznego i w ten sposéb wyznaczy¢ cis$nienie pred-
kosSci. W rurce Prandtla rurka Pitota otoczona jest ptaszczem

do manometru
rys. 176

o kilku bocznych otworach, odgrywajacych role szczelin, o kto-
rych byta mowa wyzej. taczac r*urke Pitota z jednym ramie-
niem manometru, ptaszcz zewnetrzny z drugim, z roznicy po-
zioméw cieczy manometrycznej odczytujemy rdznice pc — pu
skad, znajagc g mozemy wyznaczy¢ predkos¢ cieczy.
Gdy do przewodu rurowego witaczymy tzw. wodomiar Ven-
turi’ego, stanowigcy jakby podwojny stozek uciety (rys. 177),

A

rys. 177

i zmierzymy cis$nienie statyczne w przekroju normalnym A i w zwe-
zonym B, z réznicy cisnien bedziemy mogli obliczy¢ wydatek prze-
wodu. Istotnie, ze wzoru Bemoulli’ego mamy, ktadac hi— hi,
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co z uwagi, ze vi—-— i v2= L | mozemy przepisaé w postaci

skad

3. TARCIE WEWNETRZNE. RUCH WARSTWOWY

Opierajac sie na twierdzeniu Bernoulli’ego doszlismy do
wniosku, ze w rurze poziomej o jednakowym przekroju cisnie-
nie ma we wszystkich, przekrojach, te samg warto$¢. Whniosek
ten jest catkowicie sprzeczny z wynikami doswiadczen. W rze-
czywistosci' bowiem w takiej rurze obserwujemy spadek cisnie-
nia w kierunku ruchu, cieczy, — co wskazuje, ze utrzymanie
cieczy w ruchu jednostajnym wymaga istnienia roznicy cisnien
w dwu przekrojach, ograniczajagcych wyodrebniong przez nas
mase cieczy. Sprzeczno$¢ ta wynika z pominiecia w naszych
dotychczasowych rozwazaniach tarcia wewnetrznego, powodu-
jacego powstawanie miedzy dwiema sgsiednimi warstwami,
poruszajagcymi sie z niejednakowa predkoscia, sit stycznych do
powierzchni tych warstw i skierowanych odwrotnie do ich
predkosci wzglednej. Sity te przyspieszajg ruch warstwy wol-
niejszej i opézniaja ruch warstwy szybszej.

Przypusémy, ze ciecz zawarta jest miedzy dwiema piyt-
kami, z ktérych gorna porusza sie (we wiasnej plaszczyznie)

ir

A B

C D
rys. 178

wzgledem dolnej ze statg, niewielkg zreszty, predkoscig v. Gdy
ciecz przylega do ptytek, ustala sie wkrotce w cieczy rozkiad
predkosci, schematycznie przedstawiony na rys. 178: warstwa
gorna, przylegajaca do plytki AB, porusza sie z ta sama,
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co ptytka, predkoscig v, warstwy nizsze posiadajg predkosci,
zmniejszajace sie stopniowo i dochodzace do warto$ci zero
w warstwie, przylegajacej do dolnej nieruchomej ptytki CD
tak, ze predkos¢ w warstwie odlegtej o & od CD mozemy uwa-

za¢ za rOwng vy= v -;—f}. W tym prostym przypadku predkos$¢

wzgledna dwu jakichkolwiek warstw, znajdujgcych sie w tej
samej wzglednej odlegtosci jest, oczywiscie, ta sama i na jed-

/1l
nostke odlegtosci wynosi — = E Zat6zmy, ze sily

.7 cc cc0

styczne sg do tego spadu predkos$ci proporcjonalne tak,
ze na jednostke powierzchni danej warstwy dziata napiecie
styczne

v fiv

p- = (6>

i przyjmijmy, ze zwigzek ten zachodzi réwniez w przypadku,
gdy spad predkos$ci nie jest staty, tak, ze wzor (s) moze miec
posta¢ ogdlniejsza

<6a>

Wielkosé charakterystyczng dla danego piynu, nazywamy
spétczynnikiem tarcia wewnetrznego lub lep-
kosci. Wymiar jej wynosi

''=- D L=ML-"T~,

czemu w jednostkach C.G.S odpowiada
cm sek.

W technice spoétczynnik lepkosci oznaczany jest zazwyczaj
przez /£

Stusznos¢ naszego zatozenia mozemy sprawdzi¢ doswiad-
czalnie, stosujgc wzor (s a) do wyznaczenia ilosci cieczy, prze-
ptywajacej w ciaggu danego czasu przez rure ruchem tzw. war-
stwowym (laminarnym, f{ac. lamina — plytka, warstwa),
w ktérym warstwy cieczy $lizgaja sie wzajemnie jedna po dru-
giej. Gdy ciecz badana przylega do $cian rury, gdy wiec war-
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siwa graniczaca ze $ciang znajduje sie w spoczynku, siJy
styczne do poruszajgcych sie warstw nie zalezg zupetnie od
spétczynnika tarcia zewnetrznego miedzy ciecza a materiatem
rurki, $lizganie bowiem zachodzi jedynie miedzy warstwami
cieczy.

Taki ruch istotnie powstaje w pewnych oznaczonych wa-
runkach, o ktérych bedzie mowa w ust. 4, przy przeptywie cie-
czy przez prostg rure o przekroju kolowym. Wyodrebnijmy
z masy cieczy walec (rys. 179), ktérego o$ bytaby osig rui-y,

P> <
rys. 179

i oznaczmy promien jego przez r, dtugos¢ zas, réwna dlugosci
rury, przez . Przypusémy, ze ci$nienia, dziatajagce na podstawy
tego walca, sg odpowiednio réwne px i p2, tak, ze wypadkowa
sit, dziatajgcych na walec w Kkierunku jego ruchu, wynosi
(Pi—p2) 7Ir2- Gdy ciecz porusza sie ruchem jednostajnym,
wypadkowa ta jest zrbwnowazona przez sity lepkosci, dziata-
jace na powierzchnie walca w kierunku przeciwnym. Mamy
zatem
>’j|r|r-10"52 nr.l- (px—p~nr*,

stad na spad predkosci w kierunku prostopadtym do osi otrzy-
mujemy

IIm» =3 pR

jrrozfr 2>H

Uwzgledniajac, ze w warstwie, odlegtej od osi o ru gdzie rx —
promien rury, i przylegajacej do S$ciany, v— 0, znajdujemy
po wykonaniu odpowiednich rachunkéw dla predkosci w war-
stwie odlegtej o r od osi

()
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Rozktad zatem predkosci w rurze wyobrazi nam parabola
(rys. 180).

Podzielmy przekrdj rury, prostopadty do osi, kotami wspot-
Srodkowymi na pierScienie o dostatecznie matej grubosci, aby-

rys. 180

$my mogli uwaza¢ predko$¢ cieczy w obrebie pierScienia za
statg. W ciggu 1 sekundy przeptynie przez pierScien ilos¢ cieczy

4Q = QV.2nr.4r = q r* —r2.2nr.4r.
4 f]* ( )

Sumujac otrzymane w ten sposéb wyrazenia, otrzymamy na
ilos¢ cieczy, przeptywajacej przez rure w jednostce czasu

gn i ®)

lub, oznaczajgc — przez v, gdzie v — jest kinematycz-
n

nym spétczyunikiem lepkoSci

\Y 71 8lv

* | oo
rys. 181
Wezmy za o$ X, o kierunku zgodnym z kierunkiem ruchu cieczy,

0$ rury i opiszmy koto niej dwa walce spdtosiowe o promieniach r
i r+dr i dhlugosci I (rys. 181). Na ciecz zawarta w warstwie
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pierscienia walcowatego o grubosci dr, warstwa, przylegajaca od
wewnatrz, dziata sitag przyspieszajgcg, rowng

/t - 9‘ AT dV_
Przylegajaca warstwa zewnetrzna dziataé bedzie sitg opo6zniajaca,
réwna
/12=1++ # "~ -
Wypadkowa tych sit wyniesie zatem
==A - - N oodr = - 2 (rg) dr.

Na pierscien dziatajg poza tym sity, wywierane przez ci$nienia w prze-
krojach 1 i 2. Niech pi bedzie cisnieniem w przekroju 1, ci$nienie pi

bedzie réwne pi + dix I. Sita zatem wypadkowa, dziatajaca na pod-
stawy pierscienia, wyrazi si¢ wzorem
f — (pi—j@ 2wrdr= —2v rl ao)dr
Sity / i /' dzialajace wzdtuz tej samej prostej, muszg sie w przypadku
ruchu jednostajnego réwnowazy¢. Mamy zatem
Torfert/rt
lub

Al=-Afllg)' w
Prawa strona réwnania od x nie zalezy, wobec czego i lewa musi
fi

o
by¢ od x niezalezna. A wigec — = C jest wielkoscig statg. Stad

znajdujemy p= — Cx + D. Uméwmy sie liczy¢ odlegtosci od po-
czatku rury i niech pi bedzie cisnieniem, odpowiadajacym odlegtosci

x — 0, pi — odlegtosci x —I. A zatem D — pi, C= N~ i ci$nienie

w odlegtosci x od poczatku rury
Px= Pi~ Pl i Vy'x’ (b)

Podstawiajgc do wzoru (a) C zamiast — , otrzymujemy

rdr\ drl
lub

Wyktady fizyki, t. | 19
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nia

Catkujac, znajdujemy

lub dv 1 B

Catkujac jeszcze raz
W+ — Cr*= BIffr+ K,

skad = —A--Cr-+ mgr + K.

Stata catkowania B' musi byé réwna zeru, inaczej na osi rury (r= 0)
predkos¢ bytaby réwna nieskoriczonos$ci; poza tym wiemy, ze przy
Scianach rury (r—n) w warstwie przylegajacej v= 0, K' zatem jest

47y Ony-
Mamy wiec ostatecznie
(7a)

na mase za$ przeptywajacej cieczy

0
Taka samg zalezno$¢ masy przeptywajacej cieczy ocl promie-
i dhugosci rury oraz od réznicy cisnien otrzymali Hagen

(1839 x.) i zwihaszcza Poiseuille (1841 r.) w licznych i starannie
wykonanych doswiadczeniach.

O stopniu zgodnosci obliczonych ze wzoru (8 a) i wyznaczonych
na drodze doswiadczalnej wartosci Q $wiadczg dane, otrzymane przez
Poiseuille'a, a ktére przytaczamy tu za Wiillnerem.

Poiseuille mierzyt zalezno$¢ czasu, w ciggu ktérego wyptywata
pewna objetos¢ cieczy, od réznicy ciSnien

pi—p2w mm st wody $rednica rurki 0,135 mm
czas wyptywu w sek
zmierzony obliczony

1984 5664 5664

10501 1069 1070

20561 546 546

30845 365 364

41381 273 271
réznica cisnien (pi— pa) stata, $rednica rurki 0,252 mm

réwna ci$nieniu st. wody 1472,15 mm, czas wyptywu w sek

zmieniana dtugo$¢ rurki, w mm zmierzony obliczony

108,24 633 633

84,52 492 492

54,00 314 314
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Mozemy zatem nie tylko wzo6r (8), nazywany zazwyczaj
wzorem Poiseuill ea, lecz rowniez i podstawowe zato-
zenie, dotyczace tarcia wewnetrznego d wyrazone wzorem
(6 a), uwaza¢ za potwierdzone doswiadczalnie i wyznaczac
spotczynnik jj lub v, mierzac nadwyzke cisnienia p+— p2,
dtugo$¢ rurki, jej promierr oraz mase (lub objetosc) wy-
ptywajgcej w ciaggu danego czasu cieczy. Jest to tez naj-
czeSciej uzywana metoda pomiaru lepkosci, ktéra, zgodnie
z tym, codSmy moéwili w ust. 1, mozna stosowac' do wszystkich
ptynéw, a wiec i do gazdw. Dla dieczy = ma warto$¢ na ogot
o wiele wiekszg, niz dla gazéw. Tak np. dla oleju maszynowego
2= 154 glcmsek, dla oliwy = 0,99 g/cmsek, dla rteci
= 0,0159 g/cmsek, dla wody tj= 0,0100 g/cmsek, podczas
gdy w tej samej temperaturze 20° dla powietrza tj— 0,000188
g/cmsek, dla helu 3= 0,0001891 g/cmsek, dla wodoru
ij = 0,000097 g/cmsek. W miare wzrostu temperatury wartos¢
3 dla cieczy zmniejsza sie do$¢ szybko: dla gliceryny np.
3w temperaturze 2,8° réwna jest 42 g/cmsek, w temperaturze
20,9° — tylko 7,8 g/cmsek, dla wody w temperaturze 0° —
0,0178 g/cmsek, w temperaturze 90° — zaledwie 0,0032
g/lcmsek. Ze wzrostem cisnienia 1j dla wszystkich prawie cieczy
nieco wzrasta (na ogoét o drobny utamek procentu przy wzroscie
ci$nienia 0 1 Atm) ; wyjatek w pewnych temperaturach stanowi,
jak sie zdaje, woda. W gazach ij wraz z temperaturg wzrasta,
wzrost za$ cisnienia, az do bardzo wielkich wartosci, nié powo-
duje zadnych zmian lepkosci.

Zalezno$¢ V gazéw od temperatury wyraza do$¢ dobrze empi-

ryczny wzor Sutherlanda (1893 r.)

C

(8b)

gdzie T — temperatura w skali bezwzglednej, C — wielko$¢ stata,
zalezna od rodzaju gazu.

Przy wyprowadzeniu wzoru (8 a) zakladaliSmy, Zze warstwa
cieczy, znajdujaca sie w zetknieciu ze $ciang rury, jest catkowicie
nieruchoma, innymi stowy, ze spo6iczynnik tarcia zewnetrznego jest
nieskornczenie wielki. MoglibySmy w wynikach dos$wiadczeri nad prze-
ptywem cieczy w rurkach witoskowatych widzie¢ potwierdzenie row-
niez i tego zatozenia, tak tez to jest og6lnie przyjete ‘w rozwazaniach

19-
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hydrodynamicznych. W pewnej jednak sprzecznosci z takim zatozeniem
znajduja sie wyniki pomiaréw Helmholtza i Piotrowskiego (1860 r.),
ktorzy, obserwujac zanikanie wahan kuli, wypetnionej badang ciecza
i zawieszonej na pionowym, skrecanym o pewien kat drucie, znalezli,
ze spoOtczynnik tarcia zewnetrznego jest jedynie 5 razy wiekszy od v.

Pewna odmiane metod, uzywanych do wyznaczania v gazéw,
dat Piwnikiewicz (1913 r.).

Teorie ruchu cieczy, uwzgledniajgca tarcie wewnetrzne, zapoczat-
kowat Navier (1826 r.), opierajac sie na zatozeniu, wyrazonym wzo-
rem (6a) i postawionym juz przez Newtona.

4. RUCH BURZLIWY. ZASADA PODOBIENSTWA MECHA-
NICZNEGO

Wz6r PoiseuiUe’a przestaje jednak wyraza¢ wyniki pomia-
row, gdy predkos¢ przeptywu wzrosnie do pewnej wartosci kry-
tycznej, zaleznej od $rednicy rurki i rodzaju przeptywajacej cie-
czy. Moze nas o tym przekonaé nastepujace proste do$wiadczenie.
Ze zbiornika Zx, bedacego butelkg Mariotte’a, ciecz badana wy-

ptywa przez rure R2, na ktérej kofAcu umieszczony jest kran lex,
stuzacy do regulowania wyptywu cieczy. Do rury R2 wsunieta
jest na niewielka gtebokosé cienszarurka Rif prowadzaca do dru-
giej, mniejszej, butelki Mariotte’a Z2, napetnionej cieczg za-
barwiong. Gdy predkos¢ wyptywu jest niewielka, ciecz za-
barwiona, wyptywajaca z rurki Rit tworzy w cieczy, ptynacej
rurg R2, prostg barwng struge, wyraznie odcinajaca sie od bez-
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barwnej cieczy i nie mieszajacg sie z nig (rys. 182a). W miare
wzrastania predkosci struga barwna zaczyna sie rozszerzac,
traci stopniowo swoj ksztatt prostoliniowy i wreszcie miesza sie
z otaczajgca cieczg, tworzgc nieregularne, beztadne wiry (rys.
182 b). Ruch cieczy przestaje by¢ ruchem warstwowym i staje
sie  ruchem burzli-

wym (turbulentnym). */HHTHHIHTTZW TN
Wtedy, jak tego dowiodty

gtéwnie pomiary Sorkau’a

(1911 2* 1 nast) 21p7

nos¢ ilosci wyptywajagcej WM/MMM/mMMM/mmmm,.
cieczy od rdéznicy cisnien rys. 182 b

nie wyraza sie juz wzo-

rem Poiseuille’a. Mozna z wystarczajagcym przyblizeniem przy-
jaé, ze Q jest w tym przypadku proporcjonalne do pierwiastka
kwadratowego z réznicy cisnien.

Przy predkosciach niewiele przewyzszajgcych predko$é Kkry-
tyczna, Q jest, jak sie zdaje, proporcjonalne do (pi— pz) 0,66.

Dla wyznaczenia predkosci krytycznej, przy ktorej ruch
warstwowy przechodzi w burzliwy, postuzymy sie rozumowa-
niem, uzytym przy badaniu tego zjawiska i zjawisk pokrewnych
przez Reynoldsa, ktéremu zawdzieczamy pierwsze badania
(1884 r.) z tej dziedziny. Rozumowanie to opiera sie na zasadzie
tzw. podobienstwa mechanicznego.

Przypusémy, ze dwie rézne ciecze znajdujg sie w analo-
gicznych geometrycznie warunkach, np. w rurach o podobnym
ksztatcie, lecz roznych wymiarach, lub w zetknieciu z ciatami
podobnymi geometrycznie itp. Stawiamy sobie pytanie, jakie
powinny by¢ spetnione warunki, aby i ruch tych cieczy byt geo-
metrycznie podobny, a wiec np., jak w rozpatrywanym przez nas
przypadku, byt dla dwu réznych cieczy, przeptywajacych przez
dwie rézne rury, ruchem warstwowym lub tez, przeciwnie, sta-
wat sie ruchem burzliwym. Mozemy na to od razu odpowiedziec,
ze warunkiem niezbednym jest, aby w odpowiadajgcych sobie
wzajemnie punktach cieczy, czynniki, wyznaczajgce ruch, byty
w tym samym stosunku. Ot6z, jak widzieliSmy, ruch cieczy wy-
znaczony jest przez roznice ci$nien oraz przez sity tarcia, wynik
za$ ich dziatania zalezny jest, oczywiscie, od rodzaju cieczy i wa-
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runkow, w jakich ciecz sie znajduje. Przyjmijmy za miare tego
dziatania prace, wykonang przez kazdg z tych dwu rodzajow sit.
Niech v bedzie predko$cig, nabytg przez ciecz, m — jej masa,
praca sit, uwarunkowanych istnieniem réznicy cisnief, wyrazi
sie wzorem \

Sp=—mv\ @
Praca ta nie ulegnie -zmianie, gdy bedziemy zmieniali mase lub
predkos¢ cieczy tak, aby iloczyn mv- zachowywat warto$¢ statq.
Masa jednak cieczy zalezna jest od gestosci cieczy i od zajmowa-
nej przez nig objetosci i bedzie miata warto$¢ te sama, gdy
zmianie gestosci cieczy towarzyszy¢ bedzie taka zmiana objeto-
$ci, ze iloczyn gl\ gdzie | — wymiar liniowy objetosci, bedzie
pozostawat bez zmiany. Mozemy zatem powiedzie¢, ze statos¢
wielkosci &p jest uwarunkowana przez stato$¢ iloczynu ql‘v\

Praca przeciwko sitom tarcia wewnetrznego wyraza sie

wzorem /tv
At=Ps.S.I=71\im— .S.I,

gdzie S jest powierzchnig, na ktdi’g dziatajg sity tarcia, | —
droga, przebyta przez trace sie wzajemnie warstwy. Podobnie,
jak poprzednio, stwierdzimy, ze &t pozostanie bez zmiany, gdy
np. S wzrosnie, | zmniejszy sig, ale ich iloczyn S .1 lub, innymi
stowy, iloczyn I3wymiardw liniowych zachowa te sama wartos¢,
co poprzednio, albo gdy wzrosnie wielko$¢ Av, lecz w tym sa-

. .. ; 7 . . V. . .
mym stosunku zmieni sie i wartos¢ A x, tak, ze iloraz -j sie nie
zmieni (gdzie | oznacza tu odpowiedni wymiar liniowy). Warun-
kiem zatem statosci 5) jest stato$¢ wyrazenia ~ mP = v\

Ruch cieczy bedzie zalezat od stosunku wielkosci &n i &n
a wiec od vl vl

7jvl- 1]

T
Gdy dla dwu réznych cieczy, znajdujacych sie w analogicz-
nych geometrycznych warunkach, stosunek ten bedzie miat te
samg wartos¢, ruchy cieczy beda geometrycznie podobne.
Liczbe R, o wymiarze réwnym jedno$ci, nazywamy liczbg
Reynoldsa. Mata jej warto$¢ oznacza przewage sit lepkosci,
znaczna — px-zewage sit réznicy cisnien. W rozpatrywanym przez
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nas przypadku cieczy, przeptywajacej przez rure, wymiarem li-
niowym, warunkujagcym przeptyw cieczy, jest Srednica rury.
Wyznaczmy doswiadczalnie predko$é krytyczng vK, przy ktorej
ruch warstwowy cieczy o kinematycznym spotczynniku lepkosci
pu przeptywajacej przez rure o $rednicy dx, staje sie ruchem
burzliwym, i obliczmy odpowiadajagcg temu zjawisku warto$¢
liczby Reynoldsa C
R =-¢L—
M

Taka samag warto$¢ Rx powinnismy otrzymaé¢ z pomiarow
z jakaskolwiek inng ciecza, o spotczynniku vi} przeptywajaca
przez rure o $rednicy d2. Bedziemy mieli zatem

Z pomiaréw otrzymujemy na RL warto$¢ rowng mniej wiecej
1900. Ostatecznie wiec predkos$¢ krytyczna wyrazi sie wzorem

vK =mo-~. (10)

5. POWSTAWANIE WIROW

Mowiagc o ruchu burzliwym, wspomnieliSmy, ze cechuje go
powstawanie beztadnych i nieregularnych wiréw. Przez ruch
wirowy rozumiemy ruch obrotowy pewnej ograniczonej masy
Cieczy, obracajacej sie tak, jak ciato state, z oznaczong predko-
$cig katowga okoto pewnej osi obrotu.

W szczegélnym przypadku, gdy czastki, znajdujace sie w tym
ruchu, odgraniczone sg od niewirujacych elementéw cieczy po-
wierzchnig cylindryczng i utworzona w ten sposéb rurka, wypetniona
ciecza wirujaca, posiada przekroj niewielki, mamy do czynienia
z wtoknem wirowym (nicig wirowga). Czastki cieczy,
przynalezne do danego wiokna i tworzace wir, poruszaja sie po ko-
tach, ktérych plaszczyzny sa prostopadie do osi widkna i ktérych
$rodki lezg na tej osi. O$ wiokna wyznacza potozenie i kierunek osi
obrotu w danym przekroju. Gdy o$ widkna — czesto nazywana linia
wirowa — jest linig krzywa, osi obrotu, ktérych kierunek zmienia
sie wtedy od punktu do punktu, sa styczne do tej krzywej. Wiokno
wirowe sktada sie zawsze z tych samych czastek cieczy, tak, ze czastki,
tworzace wir, przesuwaja sie razem z nim w kierunku ruchu cieczy.
Predkos$¢ katowa w poszczeg6lnych przekrojach zmienia sie odwrotnie
proporcjonalnie do przekroju widkna: gdy widkno sie rozszerza, pred-
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kos¢ katowa maleje, iloczyn jednak tych dwu wielko$ci pozostaje dla

danego wiru wielko$cig stalg i moze by¢ wziety za miare natezenia

wiru. (Zazwyczaj jednak przez natezenie wiru rozumiemy podwojny

iloczyn predkosci katowej i przekroju wiékna). Stad wynika, ze

wiokno wirowe nie moze ani konczy¢ sie, ani zaczyna¢ w cieczy; linie

wirowe sg zatem zawsze liniami zamknietymi (piersécienie wirowe).

Od tego ruchu wirowego, ktérego gtéwne wiasnosci, ustalone

przez Helmholtza (1858 r.), przytoczyliSmy wyzej bez udowodnienia,

nalezy odrozni¢ tzw. krazenie

ptynu, przy ktérym tory czastek

sg rowniez krzywymi zamknietymi.

Krazenie to zachodzi dookota tzw.

jadra, ktéorym moze by¢ jakie$ ciato

state, lub wir tej samej cieczy, lub

wreszcie inny ptyn lzejszy. Takie

krazenie zachodzi np. przy wypty-

wie wody z wanny: czastki cieczy,

ktorej powierzchnia  przybiera

ksztatt leja, krazg tu koto jadra,

utworzonego przez powietrze (rys.

183). Krazenie to w przeciwien-

stwie do ruchu wirowego nie jest

ograniczone do pewnej czesci ptly-

nu, lecz pospolicie obejmuje catg

jego mase, przy czym predko$é czastek w miare wzrostu odlegtosci od

jadra maleje, a wiec zmienia sie inaczej, niz w wirze, w ktérym pred-
kosci v= u.r wraz z odlegtoscig wzrasta.

W piynie doskonatym, gdzie sity tarcia wewnetrznego sg
réwne zeru, wir trwatby nieograaiiczenie dtugo. W ptynie rzeczy-
wistymi, w ktérym zachodzi rozpraszanie energii ruchu, obserwu-
jemy zaréwno powstawanie, jak i zanikanie wirow. Dokfadne
wyznaczenie warunkéw, w jakich powstajg wiry, nastrecza na
ogot bardzo wielkie trudnosSci. Poprzestaniemy tutaj na schema-
tycznym i og6lnikowym dch -ujeciu, opierajac sie gtéwnie na teorii
Prandtla(1929 r.), ktora, jak sie zdaje, najlepiej odtwarza rze-
czywisty przebieg zjawisk.

Przypusémy, ze dwa réznego pochodzenia strumienie cieczy,
optywajac jakie$ ostro zakonczone ciato, spotykajg sie poza nim.
Zaréwno wartos$¢, jak i kierunek predkosci moga by¢ w kazdym
strumieniu inne, tak, ze przejSciu przez powierzchnie, rozdziela-
jaca te strumienie, towarzyszy skoriczona zmiana predkosci. Ta
powierzchnia rozdzialu nie zachowuje na ogdt postaci statej.
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Drobne zakidcenia, jakie moga przypadkowo zmieni¢ jej ksztah,
prowadzg nie do wyrdéwnania predkosci strumieni, ale do zwiek-
szenia sie ich wartosci w jednym miejscu, do zmniejszenia —
w drugim. Jezeli np. powierzchnia ta wygnie si¢ do gory tak, ze
przekroj (rys. 184 A) strugi dolnej zwiekszy sie w danym miej-
scu, predkos¢ za$ przeptywu sie zmniej- — _
szy, cisSnienie dolnej warstwy w tym S Nl C
miejscu sie zwiekszy, gornej za$ strugi
sie zmniejszy. Przeptyw ptynu od miejsc
wiekszego ci$nienia do miejsc ci$nienia
niniejszego spowoduje jeszcze wigksze
sfalowanie powierzchni rozdziatu, (rys.
184B) powodujgc, ostatecznie, powstanie
na niej wiréw (rys. 184 C). Te samg role, co zetkniecie sie zdru-
gim strumieniem, moze odegrac tarcie wewnetrzne. Przypusé¢my,
ze w poruszajagcym sie ptynie znajduje sie walec. W przypadku
cieczy doskonatej struga, bezposrednio stykajgca sie z powierzch-
nig walca i zbaczajgca ze swej drogi pierwotnej, miataby pred-
kos¢ w wygietych czesciach toru wiekszg, niz w dalszych prosto-
liniowych, i ci$nienie mniejsze, niz panujace poza walcem. Na-
byta jednak energia ruchu pozwolitaby czastce przezwyciezy¢
ten przeciwstawiajgcy sie ru-
chowi cieczy spad cisnienia;
czgstka poza walcem porusza-
taby sie z tg sama predkoscia,
co i przed nim (rys. 185a).
W ptynie rzeczywistym zjawi-
r lgga sko zachodzi inaczej. Struga
na skutek tarcia wewnetrzne-
go doznaje oporu ze strony warstewki cieczy, ktéra przylega do
walca, wzrost jej energii ruchu, ktéry nastapit na skutek zmniej-
szenia sie przekroju (przez
wygiecie strugi), jest mniej-
szy, niz poprzednio, i moze nie
wystarczy¢ do pokonania opo-
ru spadu cisnienia. Czastki
tej strugi sie zatrzymuja,
a nawet mogg zacza¢ ptynaé rys. 185 b

rys. 184
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w kierunku odwrotnym.. Wobec tego struga sasiednia doznaje
tym silniejszego dziatania hamujacego, .prad o kierunku wstecz-
nym obejmuje coraz grubsze warstwy ptynu, oddzielajagc coraz
bardziej ciato od poruszajacego sie ptynu, ktéry wreszcie ,,0d-
rywa sie“ od ciala. Powstaje w ten spos6b powierzchnia roz-
dziatu, ktéra podobnie, jak poprzednio, powoduje tworzenie sie
wiréw stopniowo wzrastajgcych i wreszcie odrywajacych sie od
ciata (rys. 185 b).

Podobne zjawisko mozna zaobserwowa¢ przy badaniu ruchu
burzliwego. Gdy struga cieczy barwnej (rys. 182 a) jest dostatecznie
gruba, przy pewnej predkosci, niniejszej od predkosci krytycznej, roz-
szerza si¢ i wtedy powstajg w niej dos¢ regularne wiry. Powierzchniag
rozdziatu jest tu powierzchnia, odcinajaca struge zabarwiong od
reszty cieczy.

Ten schematyczny obraz, w ktérym zachowalismy tylko naj-
gtéwniejsze zarysy teorii Prandtla, pozwoli nam zrozumie¢ zja-
wisko nastepujace.

Wprawmy walec, umieszczony w poruszajgcym sie plynie,
w tak szybki ruch obrotowy, aby predko$¢ jego na obwodzie byta

wieksza lub co najmniej rdwna naj-
wiekszej predkosci pradu. Czastki
ptynu, stykajace sie z tg czeScig
walca, ktora porusza sie¢ w tym sa-
mym kierunku, co ptyn, nie tylko
nie bedg zmniejszaty swej predko-
§ci, lecz, przeciwnie, beda jg na
skutek dziatania walca zwiekszaty ;
ptyn z tej strony od walca sie nie
oderwie. Za to po stronie przeciw-
nej, gdzie predkos¢ obwodowa wal-
ca skierowana jest av strone prze-
ciwng, hamowanie bedzie tym gwat-
towniejsze; tam tez nastgpi ode-
rwanie sie ptynu i powstang wiry.
Ostatecznie wiec rozktad linii pra-
du bedzie mozna przedstawi¢ schematycznie tak, jak na rys. 186.
Mniejszej predkosci po stronie dolnej walca odpowiada wigksze
ci$nienie; cialo doznaje parcia w kierunku prostopadtym do
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predkosci optywajacego ciato ptynu. Zjawisko to, odkryte przez
Magnusa (1852 r.), .nosi nazwe zjawiska Magnusa.

W ostatnich latach Flettner prébowat wyzyskac¢ zjawisko Ma-

gnusa do poruszania okretéw sitg -wiatru. Zagle na statku Flettnera

zastgpione byty przez szybko obracajacy sie walec (rotor Flettnera).
Wyniki jednak nie odpowiedziaty, jak sie zdaje, oczekiwaniom.

6. OPOR STAWIANY PRZEZ PLYNY PORUSZAJACYM
W NICH CIALOM

Jak wynilka z tych rozwazan, w ptynie doskonatym, porusza-
jacym sie z predkoscig statg lub, co na jedno wychodzi, optywa-
jacym poruszajace sie z tg samg predkoscia, lecz w przeciwnym
kierunku, ciiato state, linie pradu przybierajg poza cialem ten
sam ksztalt, jaki miaty przed nim, wobec czego i rozktad cisnien
na przedniej i tylnej powierzchni data jest jednakowy. Opér za-
tem stawiany ruchowi ciata rowny jest zeru. W ptynach rzeczy-
wistych jednak warunki sg zgota odmienne: w pewnych punk-
tach powierzchni ciata nastepuje, jak widzieliSmy, oderwanie sie
pragdu od powierzchni i powsta-
nie poza cialem przestrzeni
~martwej“, bedacej siedliskiem
wiréw i gdzie predkos$¢ ptynu
wzgledem ciata mozna przyjac
za rébwng zeru (rys. 187), tak,
ze réznica cisnien przed i poza
ciatem staje sie réwna ds$nie- rys. 187
niu dynamicznemu pd= -i- qv% (ust. 2). Oznaczmy pole rzutu

data na ptaszczyzne, prostopadig do kierunku ruchu, przez S.
Site oporu, spowodowanego przez roznice cisnied, mozna wyra-
zi¢ wzorem

F=C.S.p,,=C.S.i", (V)

analogicznym do wzoru, wyprowadzonego przez Newtona na pod-
stawie odmiennych zatozen.

Do tego oporu dotacza sie jeszcze opdr sit tarcia, najczesciej
w poréwnaniu z nim bardzo maty. Przypus¢my, ze mamy do czy-
nienia z ciatami geometrycznie podobnymi, poruszajgcymi sie
z roznymi predkosciami w roznych ptynach. Z zasady mechanicz-

SIE
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nego podobienstwa (ust. 4) wynika, ze w przypadkach, ktdrym
odpowiada ta sama wartos$¢ liczby Reynoldsa, stosunek dziatania
roznicy ci$nien do dziatania sit tarcia bedzie miat rowniez war-
to$¢ jednakowa, opér wiec tarcia zmieniac sie bedzie proporcjo-
nalnie do roznicy cisnien, a zatem proporcjonalnie do pd. Mo-
zemy zatem przyjac, ze wzér (11) wyraza catkowity op6r, dozna-
wany przez ciato, z tym jednak zastrzezeniem, ze sp6tczynnik C,
0 wymiarze réwnym jednosci, nie jest wielkoscig statg, lecz
funkcjg R

CR/(B)=|Q, (U a)

gdzie | oznacza odpowiednio wybrany wymiar ciata. Dla tej sa-
mej wartosci R, spdtczynnik C, a wiec posta¢ funkcji f, zalezy,
jak to tatwo mozna z géry przewidzie¢, od ksztattu ciata. Tak
np. opory, jakich doznajg przy swobodnym spadaniu w powietrzu
tarcza metalowa, walec o tym samym przekroju i o dtugosci row-
nej Srednicy przekroju oraz walec o dtugosci pdttora razy wiek-
szej, sg do siebie w stosunku takim, jak 1,12, 1,10, 0,80 (Eiffel,
1907 r.).

Gdy réznica ci$nien jest bardzo mata, tak, ze opor tarcia prze-
wyzsza o wiele opér, wynikajacy z roéznicy ci$nien, jak np. w przy-
padku piytki, poruszajacej sie w swojej wiasnej ptaszczyznie, wzoér
newtonowski nawet w przyblizeniu nie odpowiada danym doswiadcze-
nia. Opierajac sie na rozwazaniach teoretycznych, mozna dowies¢, ze
dla ptytki nieskonczenie cienkiej op6r wzrasta proporcjonalnie do

1fv3 (Blasius 1908 r.).

Dobierajgc odpowiednio ksztatt ciata tak, aby strugi pradu
nie odrywaty sie od ciata zupetnie lub tez w punkcie mozliwie
najbardziej odlegtym od przedniej jego czesci, mozna warto$¢

rys. 188

spotczynnika C bardzo znacznie obnizy¢. Dla ciata o ksztatcie
takim, jak np. na rys. 188, zblizonym do ksztattu, zazwyczaj na-
dawanego sterowcom, warto$¢ spdétczynnika C jest 28 razy mniej-
sza od wartosci, jakg przy poruszaniu sie w tym samym phynie,
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z tg sama predkoscig posiada kula o tej samej Srednicy, co Sred-
nica pola rzutu danego ciata.

Zaleznos¢ C od liczby Reynoldsa zostata szczegdlnie dobrze
zbadana dla ciat kulistych i walcowatych. Podajemy za Prandtlem
dane, dotyczace ciat kulistych

r
r = Vv = 01 1 10 102 108 104 105 10®
C = 120 14 2,6 0,75 042 045 044 018
Przy R matym, nie wiekszym od 0,2, mozemy przyjaé

CEr=

Podstawiajgc te warto$¢ do wzoru (11) i kfadac S — nr2, znaj-
dujemy _
F —67ivrqv
lub z uwagi, ze v= —
Q f =6n?jrvt (12)

tzw. wzor Stokesa, wyprowadzony przez Stokesa (1845 r.)
z 0og6Inych réwnan ruchu cieczy lepkiej.

Wyznaczmy ze wzoru (12) predkos$¢ ruchu jednostajnego, jaka
osiggnie kula spadajgca pod dziataniem sity ciezkosci w $rodowisku
lepkim, gdy sita poruszajgca (wypadkowa ciezaru i parcia do gory)
zostanie zréwnowazona przez opor $Srodowiska. Wtedy zachodzi¢ be-
dzie réwnosé 4

—nr3(, —p3g= 6nnrv,

gdzie pi — gestos¢ kuli, p>— gestos¢ Srodowiska, skad

SN GRS R @

Wzér ten jednak obowigzywaé bedzie dopoty, dopdki liczba Rey-
. I 1A
noldsa nie przekroczy 0,2, dopdéki wiec —  0,2.

Gdy znamy materiat, z ktérego zrobiona jest kula, i lepkos¢ $ro-
dowiska, mozemy z tego warunku oraz ze wzoru (a) wyznaczy¢ naj-
wiekszg warto$é¢ promienia kuli, do ktérej mozna stosowaé wzor Sto-
kesa. Dla kropli wody, spadajacej w powietrzu (v= 0,000173,
y= 0,133 w temp. 0°, pod cisnieniem 760 mm rt.), otrzymamy, pomi-
jajac strate na ciezarze,

u= 1,3.10“.r3

wobec czego
vr 1,3.10r.r 3

v~ 0138 ir 1

r><20.10-9 i r < 0,0027cm.



302

Promien zatem nie moze przekracza¢ 0,027 mm. Temu warunkowi czy-
nig zado$¢ kropelki magty.
Dla kulki szklanej, spadajgcej w glicerynie o temperaturze 20°

(pi= 2,6 g/lem:, p2= 1,26 g/cm3, v= 7,8 g/lcm sek, v== — = 6,2)
v — 37,4

skad
r3 < 33.10—*

i r C 0,3 cm

w tym przypadku zatem wz6r Stokesa mozna stosowac¢ do kul o pro-
mieniu znacznie wiekszym.

Jest rzecza oczywisty, ze cate to rozumowanie dotyczy takich
tylko przypadkéw, w ktérych spetnione sa podstawowe zatozenia,
a wiec przede wszystkim zatozenie ciggtosci Srodowiska, stawiajgcego
.opor. Jezeli tak nie jest, jak np. wtedy, gdy mamy do czynienia z ga-
zami rozrzedzonymi lub kulkami o wymiarach mikroskopowych, wzgle-
dem ktérych $rodowiska nie mozemy uwazac za ciagte, wzor Stokesa
musi ulec daleko idgcym przeksztatceniom. Wzory, jakie nalezy sto-
sowa¢ w tych przypadkach, dali Cunningham (1910 r.) i Millikan
(1911 r. i po6Zniej). Obszerne rozpatrzenie z tego punktu widzenia
warunkéw, w jakich mozna postugiwac sie wzorem Stokesa, zawiera
praca Weyssenhoffa (1920 r.).

W rozpatrywanych przez nas przypadkach opor, wywierany
przez srodowisko, byt przeciwnie skierowany do predkosci. Nie

rys. 189

jest to jednak zasada og6lna. Niech AB (rys. 189) bedzie cienkga

ptytka prostokatng, poruszajgca sie z predkoscig v, ktorej kie-
runek tworzy z ptaszczyzng ptytki kat a.
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W lotnictwie analogiczny kat nosi nazwe kata natarcia;
jest to kat, jaki tworzy cieciwa profilu piata samolotu z kierunkiem
predkosci (rys. 190).

Wypadkowa sit oporu, w ktérych, jak otym byta juz mowa,
przewaza opor, powodowany przez réznice ci$nien, jest mniej
wiecej prostopadta do ptaszczyzny AB. Punkt jej przytozenia jest

rys. 190 (wedtug Misesa)

nieco pizesuniety ku przodowi ptytki. Site te mozemy roztozy¢
na dwie sktadowe: prostopadta ii rownolegty do kierunku pred-
kosci. Pierwsza z nich (przy ruchu poziomym) przeciwdziata
sile ciezkosci, stad nazwa jej — sity nos$nej, druga za$__
opér czotowy — przeciwdziata ruchowi ptytki. Przy odpo-
wiednio dobranym ksztatcie poruszajgcej sie powierzchni i pred-
kosci jej ruchu sita nosna moze zréwnowazy¢ site ciezkosci, a na-
wet jg przewyzszyc¢.

I w tym, podobnie, jak i we wszystkich innych rozpatrywa-
nych w tym ustepie przypadkach, przyjmowali$my, ze zjawiska
zachodzit w ten sam sposob, gdy ptyn porusza sie wzgledem ciata
z piedkoscig v lub tez gdy ciato porusza sie wzgledem piynu

z predkoscig — v, ze wiiec opdr zalezy jedynie od predkosci
wzglednej ciata i ptynu. Zatozenie to jest stuszne, dopdki ptyn
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porusza sie wzgledem ciata ruchem jednostajnym; przestaje jed-
nak obowigzywaé, gdy ruch piynu jest ruchem burzliwym.
W tym przypadku postugiwanie sie danymi, otrzymanymi
z pomiaru oporu, doznawanego przez ciato, poruszajgce sie
w nieruchomym ptynie, moze prowadzié do znacznych nieraz
bteddw.
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ROZDZIAL VIII

TERMOMETRIA — ROZSZERZALNOSC CIAL

1. PODSTAWY TERMOMETRII. SKALE TERMOMETRYCZNE

Bezposrednio doznawane przez nas wrazenia ciepta i zimna
<gdla nas podstawg do wyrdznienia wsréd zachodzacych w ota-
czajacym nas Swiecie zjawisk fizycznych — grupy zjawisk
cieplnych. Z roznicy wrazen, doznawanych czy to przy dotknie-
ciu ciat badanych, czy tez przy zblizeniu sie do nich, wniosku-
jemy o réznicy ich stanu cieplnego, okreslajac go stowami: go-
racy, ciepty, letni, chtodny itp. Stany te wigzemy iz pojeciem
temperatury, przypisujagc jednakowg temperature tym
ciatom, od ktérych doznajemy jednakowych wrazen cieplnych.
To okreslenie rownosci temperatur, jakkolwiek czesto zawodne
| prowadzace do sprzecznosci w ocenach, pozwala w pewnych
prostych przypadkach stwierdzi¢, ze dwa ciata, nie dziatajgce
na siebie chemicznie i odosobnione od reszty ciat otaczajacych,
z biegiem czasu wyréwnywajg swoje temperatury i ze wyrow-
nywaniu temu towarzyszg zazwyczaj zmiany wielkosci, takich
np-i jak objeto$¢ lub preznos¢, a ktdre zaleznie od punktu widze-
nia nazywamy albo parametrami, wyznaczajgcymi stan
fizyczny ciala, albo funkcjami jego stanu. Obserwacja
tego rodzaju zmian, zachodzacych jedynie na skutek ogrzewania
sie lub ochtadzania sie ciat podczas wyréwnywania temperatur,
daje nam mozno$¢ uogolni¢ powyzsze twierdzenie na przypadki,'
gdy bezposrednie poréwnywanie doznawanych przez nas wra-
zen albo jest niemozliwe (gdy np. mamy do czynienia z ciatami
bardzo gorgcymi albo bardzo zimnymi), albo prowadzi do wnio-

Wyktady fizyki, t. | on
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skdw, na pozor sprzecznych z tym twierdzeniem (jak np. przy
dotykaniu zimnego kawatka zelaza ii zimnego kawatka drzewa,
ktdie, w ten sam sposob ozigbiane, co zelajzo, wydaje sie nam
cieplejsze), i uwaza¢ za ciata o jednakowej temperaturze takie,
ktérych parametry w warunkach wyzej podanych zmianie nie
ulegaja. Oiata takie uwazamy za znajdujace siew r 6wn ow a-
dze termicznej, twierdzenie zaS o wyréwnywaniu tempe-
ratur — za pierwsze prawo termometrii.
Rownowaga termiczna uktadu danych ciat jest warunkiem ko-
niecznym, ale nie wystarczajacym, ich ré6wnowagi termody-

namicznej (rozdz. XI, ust. 1).

Te zatozenia podstawowe prowadzg do bardziej obiektywnej
klasyfikacji temperatur ciat, niz ta, ktdrg bySmy mogli osiagnaé,
opierajac sie na bezposrednich wrazeniach cieplnych.

Wezmy dowolne ciato T i wybierzmy spomiedzy wszystkich
wielkosSci, charakteryzujacych jego stan fizyczny, taka, ktora
pizy ogizewaniu stale zmienia swa warto$¢ w oznaczonym Kie-
runku, przeciwnym, niz przy ochfadzaniu (np. przy ogrzewaniu
wzrasta, przy oziebianiu maleje). Notujmy Kkierunek zmiany,
jaka zachodzi¢ bedzie w wybranej przez nas wielkosci, ktorg na-
zwiemy wielko$cig termometryczng, gdy cialo T
znajdzie sie, przy zachowaniu podanych wyzej warunkow, w kto6-
rych obowigzuje pierwsze prawo termometrii, przez ’bardzo
krotki czas w zetknieciu lub w poblizu ciat, ktérych temperatury
poddajemy badaniu. W wyniku otrzymamy podziat badanych
ciat na trzy grupy : grupe A, ktéra powodowaé bedzie wzrost da-
nej wielkosci, grupe B, ktdra nie bedzie wcale zmieniata jej war-
tosci i ktdrg zatem mozemy uwazaé za utworzong z ciat o tej sa-
mej temperaturze, co T, i wreszcie grupe C, ktéra bedzie zmniej-
szata wielko$¢ termometryczng. Podziat ten, jak to stwierdza
dosdwiadczenie, jest niezalezny od wyboru ciata T. Jezeli ciato to
zastgpimy jakimkolwiek innym, nalezagcym do grupy B, otrzy-
mamy podziat identyczny: te same ciata naleze¢ beda ,i tym ra-
zem do tych samych grup temperatur. Wynikato z drugiego
prawa termometrii, udowodnionego przez codzienne na-
sze doswiadczenia: jezeli ciata B1i B3 oraz B2i B3sg w rowno-
wadze termicznej, B+ i B2 sg tez w rownowadze termicznej.

, To drugic Prawo termometrii nie jest bynajmniej, jak na to
zwrocit uwage Maxwell, jakg$ samg przez sie zrozumialg prawda,
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lecz stwierdzeniem faktu, ze gdy np. sztaba zelazna, zanurzona do
oliwy lub wody, jest z tymi cieczami w réwnowadze termicznej, woda
i oliwa, umieszczone w tym samym naczyniu, bedg takze w réwno-
wadze termicznej.

Podobnie podziat ten sie nie zmieni, gdy damg wielko$¢ we-
Zmiemy za wielko$¢ termometryczng, gdy np. zamiast zmian ob-
jetosci ciata T bedziemy badali zmiany jego oporu elektrycznego,
byleby ta nowa wielko$¢ czynita zados¢ wyzej podanemu warun-
kowi, jakiemu powinna odpowiada¢ kazda wielko$¢ tenmome-
tryczna.

Z ustalonej w ten sposob jednoznacznie grupy ciat A wybie-
ramy jakiekolwiek ciato A', o tych samych wiasnosciach wielko-
$ci termometrycznej, co ciato T, i postepujemy z nim tak, jak
poprzednio z ciatem T. Grupa A rozpadnie sie wtedy, na ogot,
zn6w na trzy grupy: grupe A2 powodujacg wzrost wielkosSci
teimometrycznej ciata A , grupe Aj, bedaca z tym ciatem w row-
nowadze termicznej, i wreszcie grupe A0, powodujgcg zmniejsze-
nie wielko$ci teimometrycznej ciata A'. Postepujac tak dalej,
otrzymamy ostatecznie uktad nastepujacy:

Al

Aln—l An—l
B’ B>

CA—l n—1
Ch . ... cs

gdzie wszystkie ciata, stojace w tym samym szeregu poziomym,
sg w réwnowadze termicznej, w zetknieciu zas lub przy zblizeniu
do ciat, stojacych w szeregu wyzszym, zmieniajg swg wielkos$¢
termometryczng w kierunku przeciwnym, niz w zetknieciu lub
przy zblizeniu do ciat, stojacych nizej.

Wybierzemy z kazdego szeregu poziomego po jednym ciele
takim, o ktorym mozemy przypuszczaé, ze zawsze ma tempera-
ture stata, innymi stowy, ze zajmuje zawsze to samo miejsce
w podanej wyzej tablicy. Temu warunkowi, odpowiadajg, mie-
dizy innymi, krzepnace lub topniejace ciata. Tak np. ciato T, znaj-
dujace sie w réwnowadze termicznej z topniejagcym lodem, be-
dzie zawsze zmieniato swg wielko$¢ termometryczng w tym sa-

20*
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mym kierunku przy zetknieciu z krzepnagcym glinem lub cyn-
kiem, w kierunku za$ przeciwnym — z krzepnacg rtecig. W ta-
blicy ciaia te wystepowatyby zawsze w nastepujacej kolejnosci:

krzepnacy glin

krzepnacy cynk

topniejacy lod.

krzepngca rtec.
Ta klasyfikacja .pozostataby stuszng i wtedy, gdybysmy tablice
obrécili o 180° tak, aby krzepnaca rte¢ znalazta sie u gory,
krzepngcy glin u dolu. Dla unikniecia tej nieoznaczonosci
umowmy sie uwazaC <a temperature wyzsza temperature
tego ciata, ktére przy wyréwnywaniu sie temperatur ostyga, za
nizsza — tego ciata, ktore sie ogrzewa, i utézmy tablice tak, aby
wyzej umieszczonym ciatom odpowiadata temperatura wyzsza.
Otrzymamy w ten spos6b podstawowag skale tempe-
ratu r, ktéra pozwala nam zaklasyfikowac temperature dowol-
nego ciata albo jako réwng temperaturze jednego z ciat skali,
albo jako zawartg miedzy temperaturami dwu sasiednich sze-
regowl).

Taki jednak sposéb klasyfikacji temperatur jest w praktyce
niedogodny. Przede wszystkim, jakkolwiek bySmy zwiiekszali
ilos¢ grup temperatur, tworzacych dang skale, nie bedzsie ona
nigdy czynita zado$¢ warunkowi ciggtosci, tak, ze zawsze znajdg
sie takie ciata, ktorych temperatury nie bedg rowne zadnej
z temperatur skali, nastepnie sam spos6b poréwnywania tempe-
ratur nastreczatby znaczne trudnos$ci, z ktérych nie najmniejszg
stanowitaby zmiana podczas doSwiadczenia temperatury bada-
nego ciata, wprowadzanego w zetkniecie kolejno z ré6znymi cia-
tami skali. To tez ten spos6b wyznaczania temperatur jest obec-
nie uzywany w wyjatkowych tylko przypadkach i skala ta stuzy,
na ogdt, jedynie jako podstawa innych, dogodniejszych w uzy-
ciu, skal termometrycznych.

Ze skal, odpowiadajacych pewnemu zakresowi temperatur skali
podstawowej, moze najczesciej uzywana jest dzisiaj skala Segera

(1885 r.), stuzaca do wyznaczania temperatury piecow, w Kktorych

') Rozumowanie, uzyte przez nas do ustalenia skali podstawowej,
jest w znacznym stopniu oparte na wyktadzie Langevina, przytoczonym
przez Perrina w ksigzce ,,Les principes®.
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wypala sie wyroby ceramiczne. Ciata, zazwyczaj w ksztatcie stozkow,
tak sg co do swego skiadu chemicznego dobrane, ze temperatury,
w ktorych stajg sie one plastycznymi, co ujawnia sie w rozptywaniu
sie wierzchotkéw stozkéw, zawarte sg w granicach temperatur, z ja-
kimi ma sie zazwyczaj do czynienia. Czasami tez uzywa sie skali
Piinsepa (1828 r.), w ktdérej temperaturami odniesienia sg tempera-
tury topnienia nie utleniajacych sie metali (srebro, ztoto, pallad, pla-
tyna)® lub stopéw. Do wyznaczania temperatur ponizej 0° C moze
stuzy¢ skala Colemana (1884 r.), utworzona z temperatur zamarzania
réznoprocentowych mieszanin wody z gliceryna; temperatury te lezg
w granicach od —37° do 0° skali gazowej (p. nizej).
Zazwyczaj przeto postepuje sie inaczej. Wprowadzajac
w zetkniecie z kolejnymi ciatami skali, wybrane, dowolnie zresztg,
ciato T, ktére nazywal bedziemy ciatem termometrycz-
ny m, wyznaczamy wartosci, jakie przybiera po dojsciu do stanu
rownowagi termicznej wielko$¢ termometryczna lub jakakol-
wiek jej funkcja, zmieniajgca sie ze wzrostem temperatury
w tym samym kierunku. Jezeli przy zetknieciu z ciatem, ktdrego
temperature chcemy wyznaczyé, wielko$¢ termometryczna do-
chodzi do wartosci a, takiej samej, jakg miata w temperaturze
ciata A skali podstawowej, uwazamy, opierajagc sie na drugim
prawie termometrii, temperature danego ciata za rowng tempe-
raturze ciata A.

Whniosek ten jest stuszny jedynie wtedy, gdy 1. ciatlo termome-
tiyczne jest tak wybrane, ze zetkniecie z badanym ciatem nie
zmienia w znaczniejszym stopniu temperatury danego ciata, gdy
wiec, o ile dane ciato nie jest zrodtem ciepta (rozdz. IX, ust. 1), po-
jemno$¢ cieplna ciata termometrycznego (rozdz. IX, ust. 4) jest mata
w poréwnaniu z pojemnoscig danego ciata i gdy poczatkowa roéznica
temperatur nie jest zbyt wielka, i 2. gdy warunki, w jakich zachodzi
Wyréwnywanie temperatur ciata 2’ i ciat skali oraz ciata badanego,
a ktorych zmiana mogtaby spowodowa¢ zmiane wartosci wielkosci
termometrycznej, sg w obydwu przypadkach identyczne.

Otrzymany na tej drodze uktad wartosci wielkosci termo-
metrycznej (lub jej funkcji) stanowi nowg skale termome-
tryezng, przyrzady zas, przy ktérych pomocy mozemy poréwny-
wacé temperatury badanych ciat z temperaturami skali, nazy-
wamy termometrami.

Wybor ciata i wielkosci termometrycznych jest, jak byta
juz o tym mowa wyzej, catkowicie dowolny, najbardziej jednak
celowe bytoby wybranie takiej wielkosci (lub takiej jej funkcji),
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ktoérej zmiana wraz ze zmiang temperatury bytaby dla wszyst-
kich ciat jednakowa, wtedy bowiem uktad jej wartosci, przypo-
rzagdkowany temperaturom skali podstawowej, bytby catkowicie
niezalezny od wyboru ciata temiometrycznego. Warunkowi temu
czyni zado$¢ tzw. skala bezwzgledna lub termody-
namiczna temperatur (rozdz. X, ust. 3), ktérg mozemy od-
tworzy¢ przy pomocy skali gazowej (nazywanej obecnie
rowniez teoretyczng skalg Avogadro). Amontons
(1702 r.), Charles (1787 r.) i Gay-Lussae (1802 r.) stwierdzili,
ze wszystkie gazy, bez wzgledu na réznice swych wiasnosci che-
micznych, ogrzane do tej samej temperatury pod statym cisnie-
niem, zwiekszajg w tym samym stosunku swa objeto$¢, ogrze-
wane za$ w statej objetoSci, zwiekszajg w tym samym stosunku
swg preznos¢, .innymi stowy,, ze masy roznych gazow, posiada-
jace w pewnej temperaturze te samg objetos¢ (preznos$é), beda
miaty pod tym samym ci$nieniem (w tej samej objetosci)
i w kazdej innej temperaturze objetosci (preznosci) jednakowre.

Niech v0 bedzie objetoscig pod statym ciSnieniem pewniegj
masy gazu, znajdujacej sie w zetknieciu z oznaczonym ciatem
podstawowej skali temperatur, np. z topniejgcym lodem; sty-
kajac te mase kolejno z réznymi ciatami skali, znajdziemy dla
*kazdej temperatury oznaczong warto$¢ objetosci gazu tak, ze
o rownosci lub réznicy temperatur moglibySmy wnioskowac
z rownosci lub réznicy objetosci v, jakg dana masa gazu zaj-
muje po dojSciu do rébwnowagi termicznej z tymi ciatami. Ten
sposOb wyznaczania temperatur mozna znacznie uprosci¢, bio-
ragc pod uwage nie wartosé v objetoSci gazu, lecz jej zmiane

wzgledng —-—2 i przyjmujac pewng oznaczong jej wartos¢
0

za miare zmiany temperatury ciata. Niech vx bedzie objetoscia
danej masy gazu w pewnej statej temperaturze, wyzszej od
temperatury topnienia lodu. Nazwiemy stopniem zmiany
temperatury +{ub poprostu stopniem tempera-
tury takg jej jzmiang, ktora spowoduje zmiane wzgledng
N
W praktyce przyjeto za temperature, odpowiadajgcg objeto-
§ci vx, bra¢ temperature wrzenia wody pod ci$nieniem 1 Atm,
liczbe za$ n za réwng 100. Jesli wiec objetos¢ gazu przy

objetosci gazu, pozostajgcego pod statym cisnieniem, o V'nv
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zetknieciu z badanym ciatem przybrata warto$¢ v, temperature
danego ciata uwaza¢ bedziemy za wyzszg (lub nizsza, gdy
v < v0 od temperatury topnienia lodu o Iiczbe stopni
V—V v m—v )
T ~% \Z'JEO'I'\'/'()' ] @
Tego rodzaju okre$lenie stopnia wprowadzit Fahrenheit
(1724 r.). Wielkoscig termometryczng byta w skali Fahrenheita ob-
jetos¢ rteci, ktérej zmiany, a wiasciwie nadwyzka tych zmian ponad
zmianami objetosci zbiornika, wypetnionego rtecia, wyznaczaty zmiany
temperatury. Temperaturami stalymi w termometrze Fahrenheita
byty temperatury krzepniecia wodnego roztworu salmiaku i topnienia
lodu, n za$ réwne 32. Niech hi i ho bedg wysokosciami stupka rteci
w dwu danych temperaturach, h — w temperaturze badanej. Gdy
promien rurki termometru jest staty, hi— ho i h— ho sa propor-
cjonalne do pozornej zmiany objetosci rteci. Badana temperatura
jest wyzsza od temperatury krzepniecia roztworu salmiaku o liczbe
stopifi

Reaumur (1730 r.) i Celsius (1742 r.) za temperatury podstawowe
wzieli temperatury topnienia lodu i wrzenia wody pod ci$nieniem
1 Atm, za n za$ przyjeli: Reaumur — 80, Celsius — 100.

Wprowadzenie pojecia stopnia jest rdwnowazne zastgpieniu
skali podstawowej przez skale fikcyjng, utworzong z ciat o tak do-
branych réznicach temperatur, ze zetknigcie termometru o tempera-
turze jednego z ciat tej skali z ciatem, stojacym bezposrednio wyzej,
wywotuje zmiane wielkosci temiometrycznej o najmniejsza, mozliwg
jeszcze do zmierzenia wartosc.

Znaczne zazwyczaj zmiany objetosci, jakich gaz doznaje
przy ogrzewaniu lub ochfadzaniu, utrudniajg jednak zachowa-
nie podstawowego warunku, aby cata masa gazu byla stale
w zetknieciu z badanym ciatem. Z tego tez powodu obecnie za
wielko$¢ termometryczng przyjmuje sie nie objetos¢ gazu pod
statym cisnieniem, lecz prezno$¢ gazu w statej objetosci. Zacho-
wujac znakowanie analogiczne do poprzedniego, otrzymamy na
liczbe stopni, liczonych od temperatury topnienia lodu

t= . 100. (1a)
PIOO Po

Stopnie te, jak tego dowiodly wspomniane wyzej pomiary,
gtdwnie Gay-Lussaca, sg identyczne ze stopniami skali, opartej
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na zmianach objetosci, przy czym w obydwu przypadkach
wzgledna zmiana wielkosci termometrycznej, odniesiona do
wartosci w temperaturze topniejgcego lodu i przypadajgca
na jeden stopien, wynosi, bez wzgledu na rodzaj gazu,
0,0036609= 27316 (Henning i Heuse, 1929 r.).

Stopnie te bedziemy oznaczali symbolem ¢°C (lac. centi-
gradus — setna cze$¢ stopnia). Skala bezwzgledna (termody-
namiczna), oparta na zatozeniach odmiennych (rozdz. X, ust. 3),
rézni sie od skali gazowej wyborem punktu zerowego tempe-
ratur: w skali tej stopnie liczy sie od temperatury, lezgcej
0 273,16 °C ponizej temperatury topniejacego lodu. Stopnie
skali bezwzglednej bedziemy oznaczali przez T lub tez doda-
wali przy liczbie stopni litere K (od nazwiska W. Thomsona,
lorda Kelvina, tworcy tej skali). Bedziemy zatem mieli

T= t+ 273,16
T1—T|= + 273,16 —U —273,16= —U.

Réznice wiec temperatur w obydwu skalach wyrazajg sie tg
samg liczbg stopni.

P6zZniejsze pomiary (ust. 4) wykazaly jednak, ze gazy po-
siadajg przypisywane im przez Gay-Lussaoa wiasnosci jedynie
pod bardzo matymi ci$nieniami, a wiec wtedy, gdy je mozemy
uwazac¢ za gazy doskonate, na og6t bowiem temu samemu wzro-
stowi temperatury odpowiadajg rézne zmiany wzgledne wiel-
kosci termometrycznej, zaleznie nie tylko od rodzaju gazu, lecz
rowniez i poczatkowego ci$nienia oraz temperatury. Dla urze-
czywistnienia wiec termometru gazowego nalezatoby postugiwaé
sie gazami o bardzo matym cisnieniu, co nastreczatoby jednak
duze trudno$ci pomiarowe, gdyz zmiany preznosci, wyrazajace
sie, jak widzieliSmy, utamkiem preznosci w temperaturze 0°,
bytyby przy matych zmianach temperatury zbyt mate, aby mo-
gty by¢ doktadnie wyznaczone. Wobec tego zjawia sie koniecz-
nos¢ uzywania termometréw pomocniczych, do ktdrych wskazan
wyprowadza sie odpowiednie poprawki (por. ust. 4), i z ktérych
kazdy uzywany jest tylko w pewnych granicach temperatur
skali gazowej.
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Najwazniejszym z tych termometrow jest termometr wo-
dorowy (rys. 191), ktérego mozna uzywa¢ w szerokich grani-
cach temperatur, od — 240° C do -f- 300° C. Prezno$¢ wodoru,

zawartego w zbiorniku, mierzy sie
réznicg pozioméw rteci w rurkach
manometru, przy czym rte¢ w rur-
ce, faczgcej sie ze zbiornikiem, do-
prowadzamy przez opuszczanie lub
podnoszenie drugiej rurki mano-
metru zawsze do tego samego po-
ziomu, wyznaczonego przez ostrze,
ktore powinno dotykaé powierzchni
rteci. Pomijajac w pierwszym
przyblizeniu rozszerzalno$¢ naczy-
nia i przyjmujac, ze objetos¢ gazu
zachowata ipodczas pomiaru war-
to$¢ stata, wyznaczamy tempera-
ture w stopniach skali wodorowej
ze wzoru

Pf— Po
Pioo—PO

rys 191

100, @)

gdzie p0 — preznos¢ wodoru w temperaturze topniejagcego lodu,
Pioo — w temperaturze wrzgcej wody, pt — w temperaturze t

Ktadagc pO— Im stupa rteci, otrzymamy skale, ktéra do nie-
dawna byta, na mocy uchwaty z 1887 r., powzietej przez Mie-
dzynarodowg Komisje Miar i Wag, skalg obowigzujagcg. W po-
danym wyzej zakresie temperatur skala ta bardzo mato rézni

sie od skali gazowej: najwieksza

roznica (w temperaturze

— 240° C) nie przekracza 0,135° C, w temperaturach od
0° do 100° praktycznie réwna jest zeru.

W podanym wyzej okresleniu

temperatury wodorowej nie

uwzglednialiSmy ani rozszerzalnosci naczynia, ani tez tego, ze czes¢
gazu, wypetniajgca rurke, tgczacg zbiornik z manometrem, tzw. prze-
strzen szkodliwa, posiada pospolicie inng temperature, niz gaz
w zbiorniku. Wprowadzenie odpowiednich poprawek doprowadza do

bardziej ztozonego wzoru

Pt -wP0 | + \Y

El '
H «PoO - a'ptLl yT 1+ cf p* (a)
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gdzie a— “4f° , &' — spotczynnik rozszerzalnosci zbiornika,
1UU3)q

v — pojemno$¢ przestrzeni szkodliwej, VO — pojemnos$¢ zbiornika

w temperaturze 0° i' — temperatura przestrzeni szkodliwej.

Chappuis w 1888 r. zbudowat termometr wodorowy, stuzacy do
cechowania innych termometréw podstawowych, w ktéorym pojemnosé

. L .V
przestrzeni szkodliwej jest tak mata, ze ':6 < 0,001.

W temperaturach wyzszych ponad 300° C woddr przenika
przez S$ciany zbiornika i uchodzi na zewnatrz, wobec czego
w tych temperaturach uzywany jest, jako ciato termometryczne,
azot, ktorego wskazania w temperaturze 1000° r6znig sie za-
ledwie 0 0,77° C (wedtug Berthelota, 1903 r.) od wskazan, jakie
by$Smy otrzymali, positkujgc sie skalg gazowa. W temperatu-
rach ponad 1600° C trudnoSci, jakie nastrecza budowa zbior-
nika, dostatecznie odpornego na ogrzewanie do wysokich tem-
peratur, sg tak wielkie, ze uniemozliwiajg uzywanie termome-
trow gazowych; powyzej wiec tej granicy stosuje sie do wyzna-
czania temperatur metody optyczne, oparte na prawach, rzg-
dzacych promieniowaniem ciat. Przy wyznaczaniu temperatur
niskich (ponizej — 200° C) uzywany jest termometr, wypet-
niony helem. Wskazania tego termometru wykazujg w niskich
temperaturach bardzo niewielkie odchylenia od skali gazowej:
w temperaturach od — 250° C do — 100° C nie przekraczaja
one 0,02° C wedtug Kamerlingh Onnesa i Braaka (1911 r.).

Termometry gazowe sg jednak niedogodne w uzyciu i stuzg
najczesciej jedynie do cechowania termometrow uzytkowych.
Takim termometrem, pozwalajagcym z dostateczng doktadnoscia
wyznacza¢ temperatury od — 40° C do + 630° C, jest opo-
rowy termometr platynowy, w ktorym wielkoScig termome-
tryczng jest opor elektryczny drutu platynowego. Niech r0 be-
dzie oporem drutu w temperaturze 0° C, opor rf w tempera-
turze thk wyraza sie wzorem

rt=ro(1 + atp + btp), (9)]

gdzie wielkoSci state rQ, a, b, wyznacza sie przez pomiar oporu
w trzech temperaturach skali podstawowej: topnienia lodu,
wrzenia wody i wrzenia siarki (wszystkie trzy pomiary pod
ciSnieniem 1 Atm) i przez podstawienie do wzoru (b) liczby
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stopni skali gazowej, odpowiadajgcych tym trzem temperatu-
rom (0° C, 100° C, 444,55° C). RoOznice pomiedzy tg skalg
i skalg gazowg sg na ogdt niewielkie: poprawki w granicach
od 0° do 100° C nie przekraczajg 0,01°.

Termometru tego mozna réwniez uzywaé¢ w temperaturach niz-
szych: od — 40° C do mniej wiecej — 193° C. Wtedy jednak zalez-
no$¢ oporu od temperatury jest o wiele bardziej ztozona. Wedtug
Henninga i Heuse’go (1924 r.) wyraza sie ona wzorem

r(= r0@ + ci+ cm+ et'), (b"

gdzie state ¢, d, e, wyznacza si¢ z pomiaru oporéw w tempera-
turach krzepniecia rteci (— 38,87° C), wrzenia dwutlenku wegla
(— 78,51° C) i wrzenia tlenu (— 183,00° C) pod ci$nieniem nor-
malnym.

Powyzej temperatury -f- 630° C (temperatury topnienia
antymonu) za wielko$¢ termometryczng przyjmuje sie site elek-
trobodzcza (elektromotoryczng) ogniwa termoelektrycznego, zbu-
dowanego z platyny i z 10%-wej platyny rodowej. Odchylenia
od skali gazowej wynoszg ponizej temperatury 1200° C nie
wiecej, niz 1° C, powyzej moga dochodzi¢ do 5° C.

Oprocz tych gtownych termometréw pomocniczych sa w co-
dziennym uzyciu termometry, w ktérych temperatury wyznacza
sie ze zmian objetoSci cieczy, a raczej z nadwyzki tych zmian
nad zmianami objetosci naczynia. Najpospolitszym typem takich
termometrow jest termometr rteciowy.

Skale tych termometréw, oparte na pozornej rozszerzalnosci
(ust. 3) cieczy, wtedy tylko sg poréwnywalne, gdy zbiorniki ter-
mometrow zrobione sg z tego samego materiatu. Zaleznie od
gatunku uzytego szkta wskazania takich termometréw moga réz-
ni¢ sie w temperaturze okoto 50° C o blisko 0,1° C.

Przy uzyciu odpowiedniego gatunku szkia mozna rdznice
miedzy skalg rteciowa i gazowg doprowadzi¢, w granicach tem-
peratur od 0° C do 100° C, do wartosci nie wiekszej od
0,03° C, w temperaturach jednak wyzszych roznica ta szybko
wzrasta, dochodzgc w temperaturze 300° C do przeszio 4° C.

Zakres temperatur, w ktérych mozna uzywaé termometru rte-
ciowego i ktérych gdrnag granice stanowi temperatura wrzenia rteci
(357° C), jest znacznie rozszerzony przez zastgpienie szkta kwarcem
i mwypelnienie rurki wioskowatej azotem pod ci$nieniem dochodzacym
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do 50 Atm. Pod takim ci$nieniem, wzrastajagcym w miare podnoszenia
sie stupka rteci, rte¢ wrze w temperaturze o wiele wyzszej.

Dla wyznaczania temperatur nizszych od temperatury krzepnie-
cia rteci (— 38,87° C) uzywa sie termometrow, wypetnionych cie-
czami krzepnacymi w nizszych temperaturach, jak np. alkoholem
(do — 100° C), lub pentanem (do — 190° C). Termometry te sg za-
zwyczaj cechowane przez pordwnanie ze wskazaniami termometru
gazowego.

2. SPOLCZYNNIK ROZSZERZALNOSCI. ROZSZERZALNOSC
CIAL STALYCH

W rozwazaniach ustepu poprzedniego wspomnieliSmy, ze
zmiany objetosci, jakich doznajg ciata, ogrzewane do tej samej
temperatury, zalezg przede wszystkim od rodzaju badanego
ciata.

Niech vO bedzie objetoscia w temperaturze 0° C ciala,
ogrzewanego pod statym cisnieniem do coraz to wyzszej tem-
peratury. Odkfadajmy na osi odcietych temperatury (w skali
gazowej), na osi rzednych odpowiadajace im objetosci (rys. 192).

(f)
|
A
A*
0 SAZ A~ _
ti
rys. 192

Otrzymamy na ogdt pewng krzywg AB, wyrazajgca zaleznos¢
objetosci v od temperatury t. Oznaczajac przez vv objeto$¢ ciata
w temperaturze tx, przez v2 objeto$¢ w temperaturze t2, na-
zwiemy Srednim spoétczynnikiem rozszerzal-
nosci objetoSciowej w granicach tempera-
tur txi t2, wielkos¢
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Z ADCE, gdzie CE— v2—vll DE = t2— tu znajdujemy, ze

tffy—yZp]'_y *a wiSc ze alp = l—atgcp. Zaktadajac, ze objetos¢ po-
V

-
czatkowa, przez ktdrg rozumieé¢ bedziemy objeto$¢ w tempera-
turze 0° C, rdbwna jest jednosci, znajdziemy, ze

a,l2= tff(p ;

$redni spotczynnik rozszerzalno$ci jest zatem réwny liczbowo
tangensowi kata, jaki tworzy z osig t prosta, faczaca punkty
krzywej, odpowiadajgce temperaturom granicznym.

Gdy rdznice temperatur bedziemy stopniowo zmniejszali,
cieciwa DC bedzie przyblizata sie coraz bardziej do stycznej,
tak, ze w granicy kat <stanie sie rowny katowi, jaki tworzy
z osig t styczna do krzywej w punkcie D (lub w nieograniczenie
bliskim punkcie C). Bedziemy mieli wtedy

1 zlv 1 dv
= -rt=T,,iu< La>

gdzie at jest spotczynnikiem rozszerzalnoS$ci
objetosciowej w temperaturze t Kladac, po-
dobnie, jak poprzednio, v0==1, otrzymamy

a, = tffTf

Zaleznie zatem od temperatury, w ktérej wykonywany jest po-

miar, otrzymamy r6zne na og6t wartosci spétczynnikdw

@2 iat;majg one warto$¢ statg tylko w przypadkuszczegol-

nym, gdy linia AB jest linig prostg, gdy wiecobjeto$¢zmienia
sie proporcjonalnie do temperatury. Wtedy zalezno$¢ objetosci

od temperatury wyraza sie wzorem

vt= Vq(l - at). (2 b)

Pospolicie jednak zalezno$¢ ta wyraza sie wzorem bardziej zto-
zonym, ktdremu zazwyczaj mozemy nadaé postac

v(= r0 (1 A-AtA-Bt* + Ct*), (2¢)

gdzie A, B, C sg spotczynnikami statymi, wyznaczanymi z po-
miarow objetosci w dowolnie wybranych temperaturach i5 t2, t3.
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Ustalenie wartosci spélczynnikow A, B, C pozwala wyznaczyé
spotczynnik rozszerzalnosci at. RoOzniczkujac rownanie (2c), otrzy-
mujemy

dvt —vo (Adt + 2Btdt + 3 Ct-dt)

at= g = A\l BLAZCL @ d)

W przypadku ciat statych poprzestajemy najczesciej na po-
miarze rozszerzalnosci liniowej, tzn. na pomiarze zwiekszania
sie dtugosci ciata w pewnym wybranym przez nas Kkierunku.
Niech 10 bedzie dtugoscig w temperaturze 0° G\ i 12— dugo-
$ciami w temperaturach t+i t2 Srednim spoétczynni-

leiem rozszerzalnos$ci liniowej w granicach
temperatur tli nazwiemy wielkos¢

n. 1.2 h

P12~ :6 i ~r w

i analogicznie spdétczynnikiem rozszerzalnoS$ci
liniowej w temperaturze i

._ 1w \ dl
8§ o h dt e (3a)
Przypusémy, ze badane ciato jest ciatem izotropowym, ma-
jacym ksztatt szeScianu o bokach, réwnych w temperaturze
topniejacego lodu 10, i zatozmy, co w niewielkim zakresie tempe-
ratur mozna zawsze zrobi¢ bez popetnienia wiekszego btedu, ze
spotczynniki « i i3 podczas pomiaru zachowujg warto$¢ stata.
Po ogrzaniu do temperatury t objeto$¢ szeScianu
vi=v0(l + at)
kazdy za$ z bokow
It=lo(1 + fit),
tak, ze
vt= wo(l + «0 = Zo(l +PW-
Otwierajgc nawias, skracajac przez va i przez t oraz od-
rzucajac wyrazy, zawierajgce drugie i trzecie potegi i3 jako bar-
dzo mate w poréwnaniu z innymi, gdyz {3ma na ogdt warto$¢
niewielka, znajdziemy
a= 333 4
Ciata anizotropowe, a wiec przede wszystkim Kkrysztaty, z wy-
jatkiem nalezacych do uktadu szeSciennego (réwnoosiowego),
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posiadaja, jak to pierwszy wykazat Mitscherlich (1824 r), w réz-
nych kierunkach rozne spétczynniki rozszerzalnosci.

Te niejednakowg rozszerzalno$¢ w roznych kierunkach mozna
w prosty sposob stwierdzi¢ na bryle gipsu, majacej w temperaturze
pokojowej ksztatt Kkulisty; przy ogrzewaniu kula ta przechodzi
w elipsoid.

Wytnijmy z badanego ciata szescian, o bokach dtugosci 10
w temperaturze 0° C. Po ogrzaniu sze$cian ten zamienia sie na
ogdot w prostopadtoscian, o bokach odpowiednio réwnych

h=1 + I*= o1+ At) i h = o1+ A*)
vi=VvO(l + at) = (1 + )L+ A*)tt + A9

Odrzucajgc wyrazy, zawierajgce iloczyny AA>JIpsjAA i AAA>
otrzymamy

« —ft+ A + A- (4a)
Dla wyznaczenia zatem spoOtczynnika rozszerzalnosci objetoScio-
wej takich ciat wystarczy zmierzy¢ spotczynniki rozszerzalnosci
liniowej w trzech wzajemnie prostopadtych kierunkach.

Wynik, wyrazony wzorem (4 a), nie zalezy od wyboru kierun-
kéw, w ktdrych mierzymy P. Wybierzmy w krysztale trzy wzajemnie
prostopadte kierunki, po-
siadajgce te witasnosé, ze
elementy objetosci, lezace
na prostych, wyznaczajg-
cych te kierunki lub réw-
nolegtych do nich, beda
przy ogrzewaniu pozosta-
waty stale na tych sa-
mych prostych. Proste te
wezmy za osie spoétrzed-
nych (rys. 193) i nazwij-
my spotczynniki Pi, Pa,

Paw tych kierunkach spo6t-
czynnikami gtéwnymi.
Niech Mo bedzie elemen-
tem objetosci krysztatu,
lezacym w odlegtosci ro od O, na prostej OMo, tworzacej z osiami

katy oM, ipM, Qm tak, ze mamy x0= rocos M, 0= U cos ipM,
z = r0cosQM. Po ogrzaniu ciata spoOtrzedne te przybierajg wartosci

Xt = @+ ftt)y; yt= 2,0+ flit)y; z,= zo(! + &%), ()



320

skad, wobec tego, ze spotczynniki /?,, /?,, & posiadajg wartosci rdzne,
wynika, ze nie tylko dtugos¢, lecz i kierunek odcinka OM ulega zmia-
nie. Oznaczmy dtugo$¢ OMt przez rt i napiszmy, ze

rt=r0(1+Pjf.t), (b)
gdzie przez fiM bedziemy rozumieli spdtczynnik rozszerzalnosci liniowej

w kierunku, tworzacym katy ¢if, 3M i om z osiami x, y, z. Ze wzo-
réow (a) mamy

TF=x\+y\+ 2 = x\(1+ ty+vli@l+" "ty +28(1+A02=
= rlra + fiity cos2eM-t @+ A O2cos2  + @ +.fi,ty cos20K];
po odrzuceniu za$ wyrazéw, zawierajacych drugie potegi P
rt —rl + 2rl (fii cos2 Vbu+ fiicos2tpM + c0s2 GM) . t (c)
Podnoszac rownanie (b) do potegi drugiej i podstawiajagc do wzoru
(c) zamiast r2 otrzymane w ten sposéb wyrazenie, znajdziemy
rl+ 270fiM-t = rl + 2r?.<(ft cossejW+ cos2y u -i- cos20jU) -
i ostatecznie
® — A cos2<fn+ & cos2 + jBcos20jV. (d)

Przeprowadzmy w krysztale jeszcze dwie proste ON i OP, wza-
jemnie prostopadte i prostopadte do OMo i zastosujmy powyzsze rozu-
mowanie do elementéw objetosci N i P, lezacych na tych prostych.
Otrzymamy analogicznie

fiir, = Pi COS2<N + [?,C0S2vn + & COS20N
pip — Pi COS2ipp + C0S2y>p 4 fii COS20FP .

Dodajac , PN i , znajdziemy

Au-+ Av+ A>=A (cos' + cos2fPy4- cos2yP) 4-
4 4 (cos2y»M + cos2Vjy4- cos20P) 4 0, (cos20” 4- cos20A+ cos26p) =
=0i 4 &4-A
Suma wigc spotczynnikéw, mierzonych w trzech dowolnych wzajemnie

prostopadtych kierunkach, jest zawsze réwna sumie spétczynnikéw
gtownych.

rys. 194

Stosunkowo najprostszym sposobem wyznaczenia spotczyn-

nika rozszerzalnosci objetosciowej ciat statych jest sposéb Du-
longa i Petita (1816 r.) Badane ciato umieszczamy w zamknietej
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z jednego konca rurce szklanej, ktérej drugi koniec wyciggamy
w cienka rurke (rys. 194). Przestrzen swobodng wypetniamy
catkowicie rtecig. Oznaczamy gesto$¢ badanego ciata w tempera-
turze 0° C przez o0, gestos$¢ rteci w tej samej temperaturze przez
0',, mase ciala przez to, mase rteci, znajdujacej sie w naczyniu
0 temperaturze 0° C, przez to; pojemnos$¢ naczynia jest w tej
temperaturze réwna:

‘O TO

Po ogrzaniu naczynia do temperatury t czes$¢ rteci o masie on™
sie wyleje, w naczyniu pozostanie masa to'— o™ = t0", o ge-
stosci Q—rlr§m>—I gdzie a. $redni spolczynnik rozszerzalnosci
objetosciowej rteci. Niech anbedzie Srednim spotczynnikiem roz-
szerzalnosci objetosciowej naczynia, a— analogicznym spotczyn-
nikiem badanego ciata, pojemno$¢ naczynia w temperaturze t
wyrazi sie wzorem

O + at)L+ TO"(I+or .}) _

SO \O
Chcac z tego wzoru obliczy¢ a musimy uprzednio wyznaczy¢ spét-
czynniki an i «

Podobnie jest i z innymi metodami, jak np. Mathiessena
(1866 r.), polegajacej na mierzeniu zmiany gestosci ciata przy
ogrzewaniu. Wszystkie one wymagajg uprzedniego wyznaczenia
spotczynnika rozszerzalnosci jakiej$, uzytej w doswiadczeniu,
cieczy (w pomiarach Mathiessena — wody).

Z tego tez powodu zazwyczaj wyznacza sie spoétczynnik roz-
szerzalnosci i3 Rézne metody, z jakimi sie tu spotykamy, mozna
sprowadzi¢ do dwu zasadniczych typow: metody Lavoisiera
1 Laplace’a i metody Fizeau (1864 r.). W przyrzadach typu
pierwszego pret z badanego materiatu, umocowany w jednym
koncu, zanurzony jest do cieczy, ogrzewanej do wskazanej tem-
peratury. Koniec swobodny zwykle opiera sie o krdtsze ramie
dzwigni dwuramiennej, ktérej drugie ramie jest albo wska-
z0wka, poruszajacg sie po odpowiednio wycechowanej skali, albo
tez dzwiga lusterko, ktérego odchylenie wyznaczamy przy po-
mocy lunety i skali.

Wyktady fizyki, t. | 21

V= W1 + ant) = (5)
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Niech Z0 bedzie poczatkowym potozeniem lusterka; w lunecie,
ustawionej poziomo, widzimy (rys. 195) odbicie podziatki m skali SS.
Gdy na skutek wydtuzenia preta lusterko przybierze potozenie Zi,
odchylajac sie o kat 9 w lunecie zobaczymy podziatke w'. Promien

0z, ktéry poprzednio byt normalny do lusterka, obecnie tworzy z nor-
malng do niego kat v, taki sam przeto kat z normalng tworzy odpo-
wiadajgcy mu promien m'0, wobec czego kat ZOm' réwny jest 2
Z AZOm’ znajdujemy: mm’— Om .tg 2 plub w przypadku, gdy kat ¢

jest maty, mm’=0m.2 ¢ skad 9= e Gdy wiemy, jakie

wydtuzenie preta odpowiada odchyleniu lusterka o jednostke Kata,
mozemy stad wyznaczy¢ wydtuzenie.

Metoda ta nie daje jednak wynikdéw dostatecznie doktad-
nych, i najczesciej, gdy chodzi o pomiary precyzyjne, uzywa sie
jej jedynie do poréwnywania rozszerzalnosci liniowej danego
ciata z rozszerzalnoscig ciata, ktdrego spotczynnik 3jest znany.

Jednym z doktadniejszych sposobéw takiego pomiaru jest spo-
s6b nastepujacy. Badane ciato w ksztatcie walca, o podstawach mozli-
wie réwnych, umieszczone jest w pionowej rurze szklanej, opierajac
sie dolng swa powierzchnig na dos$¢ tepym ostrzu szklanym, spojonym
z dnem rury. Na goérng powierzchnie kiadzie sie walec szklany, row-
niez zakonczony ostrzem i mogacy sie swodobnie przesuwa¢ w rurze.
Na walcu tym, jak i na otaczajacej go czesci rury szklanej, znajduja



323

sie podziatki. Notuje sie wzajemne potozenie tych podziatek w poczat-
kowej temperaturze cieczy, do ktdrej przyrzad jest zanurzony, a na-
stepnie, gdy przy rozszerzaniu sie badanego ciata stykajacy sie z nim
walec podnosi sie do gdry, ich potozenie koricowe, wyznaczajgc w ten
sposéb przesuniecie wzgledne. Po wycechowaniu przyrzadu (przez
wyznaczenie przesuniecia wzglednego przy umieszczeniu w rurze ciata
0 znanym spotczynniku rozszerzalnosci liniowej) mozna uzywaé go
do pomiaru P dowolnego ciata. Podobng metoda postugiwali sie Ka-
merlingh Onnes i van Agt (1925 r.) przy wyznaczaniu spétczynnika
rozszerzalnosci szklta w niskich temperaturach. Wewnetrzng po-
wierzchnie rury szklanej o podwojnych $cianach, miedzy ktérymi