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Streszczenie. W pracy przedstawiono metodę znaj­
dowania współczynników skali zmiennych modelu 
opartą na znajdowaniu obszarów w przestrzeni sta4 
nu, w których pozostają rozwiązania badanego rów­
nania różniczkowego,

Do tego celu posłużono się drugą metodą Lapu- 
nowa badania stabilności. Problem rozwiązano do 
końca dla przypadku stacjonarnych liniowych rów­
nań różniczkowych.

Wykorzystując kryterium stabilności Hermite,a 
do budowy funkcji Lapunowa znaleziono ogranicze­
nia obszaru, w którym pozostają rozwiązania rów­
nania n-tego rzędu, podając wzór na ograniczenie 
od góry wartości maksymalnej zmiennej oraz jej 
n-1 pochodnych.

I. Wstęp
Dobór współczynnika skali zmiennych powinien być taki, by spełniona 

była następująca nierówność1

(1)

gdzie:
IM - oznacza wartość jednostki maszynowej dla danej maszyny ana­

logowej
xmax ~ warto ć̂ maksymalna rzeczywistej zmiennej x.
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Określenie współczynników skali modelu sprowadza się więc do znale­
zienia xmaY lub ograniczenia na tę wielkość, co zapewni poprawną pra-' 
cę elementów modelujących równanie.

Jeżeli ograniczenie to jest zbyt ostre wystarczy proste przeskalo- 
wanio modelu dla tej zmiennej, której wartości napięó modelu są zbyt 
małe w stosunku do jednostki maszynowej.'

ï dalszym ciągu zajmiemy się określeniemograniozeń na wartości ma- 
ymalne zac 

ziczkowego;
kaymalne zmiennych y, y^", y » ...... y^n~‘1'̂ dla równania róż-

«“ ♦ i i ' * 1 1 ..................................... <2>

przy warunkach początkowych

y(o) = y„

y^2 (̂0) » y^2^

(n-l)/_\ (n-l)y (o) = y£

gdzie symbolem a^ oznaczono liczby stałe, rzeczywiste.
W literaturze jjlj, [2], [3] podaje się metodę (metodę tę Jackson 

nasrał "zasadą równych współczynników") szacowania'wartości

ymmr, y ^ ,   dla równania (2 ) przy założeniu
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a więc w przypadku szczególnym, gdy warunki początkowe są zerowe. W 
dalszym ciągu nie będziemy przyjmować tego upraszczającego założenia i 
rozpatrzyłby przypadek ogólny.

V lZauważny, że zmiana zmiennej y = x +   prowadzi do równania
an

+ av,x̂ n’”̂  + ...... a  ̂+ a x » 0  (3 )x' ' + a.jX' ' + ......

przy warunkach początkowych

x(o) - y - ■ - o x' . Jo an o

n

^ k\o) - x ^  k = 1,2,...n-l

Poszukiwać więc będziemy ograniczeń na wartości maksymalne równania 
(3 ) a więc:

^  k -  0,1,2 n-l (4 )

Ograniczymy się do wartości (4) dla równań typu (3 ) posiadających
punkt równowagi asymptotycznie stabilny. W dalszej części pracy znaj­
dziemy obszar D przestrzeni fazowej równania (3)» w którym pozostaje 
trajektoria dla 0 <  t Punkt początkowy trajektorii określony wa­
runkami początkowymi, znajduje się na granicy obszaru D. Taka metoda
szacowania wartości maksymalnych rozwiązania równania różniozkowego mo­
że być wykorzystana dla układów równań i równań nieliniowych, my jed­
nak ograniczymy się w dalszym ciągu do równania (3 )» ponieważ tylko w 
tym przypadku można otrzymać ogólne formuły.

Warunki stabilności rozwiązania równania (3) wynikają z badania 
pierwiastków wielomianu charakterystycznego:

f(z) - z11 + â z*1“1 + ....... an_1 z + a^ - 0 • (5)

Wykorzystany tu kryterium stabilności Hermite,a [4].
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Ha to, aby pierwiastki równania (3) miały części rzeczywiste ujemne 
konieczne Jest i wystarczające, aby symetryczna macierz n x n wymia­
rowa H, była istotnie dodatnio określona:

... -a7+a1a6-a2a5+a3a4 0 - V a1a4

• »• 0 â -â a.Ą+â &2 0

... -a^+a1a4 0 -ay-a^

... 0 a^ 0

Zapiszemy równanie (3) w postaci macierzowej:

x =

0
0

1

0
0
1

0 0 
-aL-ah n~1 "an-2

0'
0

1

®3

0

a1_

(6)

(7)

gdzie:

X X Xjr rX =  I X

przy warunkach początkowych

,(n-l
T - 1 * , *2*3

• ^ ( o )  “  ^  k " 1 »2 .................................



Jeśli macierz H jest istotnie dodatnio określona, to forma kwadra­
towa!

V(x) = xT H x  (8)

jest również Istotnie dodatnio określona.
Pochodna funkcji (a) podług czasu wzdłuż trajektorii równania (3) wy­
raża się wzorem [4] x

ł " f  “ ft OłT Sx )  - - 2(a,xn + S3 xn_2 + ....... f  (9)

Metoda znajdowania współczynników skali zmiennych.,._______________Ijj

Ponieważ forma ta jest ujemnie określona, funkcja v(x) je3t więc funk­
cją Lapunowa. Ponadto: V ̂ 0  £4], ponieważ det H j* 0 więc V b 0 tylko 
dla x = 0, Rozwiązanie trywialne x « 0 układu równań (7 ) jest więc 
stabilne asymptotycznie.

XI. Wartości mak3;yma1ne zmiennych w obszarze D
Dla chwili t ■ 0 funkcja v(x(o)J » xT(o) H x,(o) - V , Zbiór Dq

punktów przestrzeni X opisany nierównością?

V(x) <  Vq (10)

jest zbiorem wypukłym [7], zawierającym punkt x « 0,
Rozważmy nierówność?

v ( x ) < T 1, (11)

która przedstawia zbiór przestrzeni X o tych samych własnoś­
ciach.
Załóżmy, że

=2. - k2 > 1. (k >  0). • (12)
• V1 .
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Dokonajmy zmiany układu współrzędnych według relacji

x' = k x (1 3 )

Uwzględniając (13) w równaniu (11) możemy napisać:

v(2E0 < V o (14 )

a więc otrzymujemy nierówność opisującą zbiór D w układzie współ-
rzędnych x ‘.

Jeżeli punkt x « 0 układu X pokryje się z punktem 0 układu 
X', to ponieważ równanie (14) przedstawia zbiór w układzie X i 
k >  1, więc C  Dq. Ponieważ v(x) ^  0, dla x y 0, zatem dalsze 
badanie obszaru D można ograniczyć do badania wartości największych
xkmax ̂  V
Przy wyznaczaniu x-klnax ®ożna kolejno traktować równanie:

U(x1tx2...... xn ) - V(x1tx2 .... xD) ~ Vq = 0 (15)

jako równanie opisujące funkcję uwikłaną:

*k " f(*1»*2 ’W  Xk+1 *n)ł <16)

Oznaczmy współrzędne punktu x^ przestrzeni X, w którym funkcja 
opisana równaniem (16) osiąga ekstremum lokalne przez:

x]d i « 1,2, ..... n (1 7 )

gdzie dla i - k xkk - xtoa3c.
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Ha to, aby w pewnym otoczeniu punktu istniała funkcja uwikłana
(16) opisana równaniem (15), musi być spełniony warunek [5] i

t  0 (18)

—k 

gdzie:

k *» 1 f2, • • • • • u«
Można łatwo dowieść , że dla funkcji u(x) danej równaniem (15) 

wymaganie to jest zawsze spełnione.
Warunki konieczne istnienia ekstremum lokalnego funkcji (i 6 ) są

następującej

0x
0“  13 0 1 = 1#2...... k-1 , k+1 , ..... n (19)

Z zależności (15) wynika, że dla ujx^, x^(x^)J przy ustalonych war­
tościach pozostałych zmiennych

¿ P  n——  n Odx.i
a zatem

dU 0U 9xk 0U n 
fei “ 0xk * «*1 + 0xi "

Można więc napis aćs



18 Lech Znamirowski

Ponieważ zachodzi (18), więc ekstremum lokalne każdej funkcji (16) wy­
stąpi wtedy, gdy:

dy
dx. (21)

-k

i m 1,2, ••••• k—1, k+1, ••••« n.

Następnie wykażemy, że jest spełniony warunek wystarczający istnienia 
maksimum lokalnego funkcji (16) w punkcie °)* Korzystając
z pojęcia różniczki funkcji (16) możeny znaleźć po bezpośrednich obli­
czeniach, że pochodna cząstkowa drugiego rzędu w punkcie wynosi:

9 \
_sfu_

e>u

1 “ 1»2» 
m *» 1,2f

k+1) • • • • xi 
k—lf k+1| • ••• u*

(22)

Jak wynika ze wzoru (38)

011 2x U
■ X T Z j  ^  "łl ■ A =“ °- (23)

natomiast

więc

d^  
dxj9xm - 2h^ gdzie jest elementem macierzy H,

d2*,._________
d x f a  " A
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Oznaczmy

ć>2Xk
” ylm

i rozpatrziąy formę kwadratową
n

y ” 2 / l m 4 x l 4 V  ( 2 5 )

1-1
m-1
ljtk
m^k

Aby funkcja (16) posiadała w punkcie maksimum lokalne warunkiem wy­
starczającym jest, aby forma kwadratowa (25) była istotnie ujemnie 
określona [5j.

Zauważmy, że wobec dowolności Ax^ można formę (25) traktować jako 
szczególny przypadek formy kwadratowej:

n
x <=^y^ylm4x;idxE1 dla Axk - 0 (26)

1-1
m=1

Widać więc, że

x a  -  i y ^ h ± i A x ± A x i  ( 2 ? )
i=1
j-1

jest formą istotnie ujemnie określoną, gdyż macierz H jest istotnie 
dodatnio określona.
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Spełniony więc jest i warunek wystarczający Istnienia maksimum funk­
cji (16) w punkcie x^ <
Zakładając nadal, że x,. > 0 możemy zauważyć, że płaszczyzna o rów-

jest styczna do powierzchni U w punkcie •
Z drugiej strony wiadomo [Y], że przez punkt brzegowy zbioru wypu­

kłego przechodzi płaszczyzna podpierająca. Ponieważ zero jest zawarte 
w zbiorze E>Q, to wartość jest wartością największą zmiennej
Podobnie można wykazać, że - x^k jest najmniejszą wartością Za­
chodzi więc zawsze«

Wartość można obliczyć z równania (i5) oraz (21). Rozwiązaniem
powyższego układu równań są współrzędne punktów .
Rozpisując równanie (21) otrzymamy«

nanius

* k a X kk (28)

(29)

(30)

i “ 1f2j •••• f •••• n#

gdzie

i-ta kolumna.
Mamy ponadto równanie brzegu zbioru Do w postaci«

,T
o
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Biorąc pod uwagę że:

otrzymujemy n równam

TH o H

5T H j: » V o (31)

1 » 1,2, ..... k-1, k+1, ..... n

Układ n~1 równań liniowych (32) można przedstawić w postaci:

[xM \ xk2» •”  Xkk-1* °* xkk+1 * *** xkn] -  ~ *kk -k -  %  ^

i 10 1 j.2p • •« k-lf kf*l ••• n

Ozmczmy przez:
H^(i#k) jak wynika z (33), minor macierzy _H . powstały przez

skreślenie k-tego wiersza i zastąpienie i-tej kolumny 
przez k-tą kolumnę (pomnożoną przez ~l) i skreślenie 
k-tej kolumny, (i)

H^iiak) minor główny rzędu n-1 macierzy H. (li)
Ponieważ macierz H jest istotnie dodatnio określona, więc £6].
Zatem rozwiązanie układu równań (33) jest następujące:



22 Lech ZnsmirowakL

Podstawiając uzyskany wynik do równania (31 ) otrzymanyt

i ę ; I V H*2’ ••••■ “J -
«k2

«kn

Ponieważ zachodzi (32), więc rozwiązanie równania (39) jest następu­
jące:

xkk (35)

+  , . _ V k
xkk “  ■' T (36)

^ « k i
i=1

Jeśli wykorzystamy zależności (7), (29) i (36), otrzymany ostatecznie*

£(k-D
max (37)

gdzie:

Wzór (37) pozwala oszacować wartości ekstremalne rozwiązań równania
(3 ) w oparciu o warunki początkowe x(o) oraz współczynniki równania. 
W wypadku, gdy ograniczenia na zmienne są zbyt ostre wystarczy prze- 
skalowanie modelu dla tej zmiennej, której wartości rozwiązań są zbyt
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małe w porównaniu z jednostką maszynową. Należy dodać, że ograniczenia 
te mogą być zbyt ostre od góry, a więc w modelu na wyjściach wzmacnia­
czy nigdy nie będzie przekroczona wartość jednostki maszynowej.

W tablicy przedstawiono ograniczenia na zmienne dla równań do rzędu 
piątego po wstawieniu do wzoru (37) odpowiednich wartości h ^  oraz
Hki*
*' Pochodna funkcji U podług z^ jest następująca:

T ■ T „ T „

Wartość pochodnej w punkcie wynosi:

8xk
i-1

Wstawiając (36) do (38) otrzymujemy:

¡i 0 ponieważ macierz H jest istotniś dodatnio
określona.

III. Dwa przykłady 

Przykład 1
Obliczmy ograniczenia na wartości maksymalne rozwiązania równania:
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ei la warunków początkowych

c(0)

x'(0) (39)

c"(0)

W badanym przypadku macierz H jest następująca:

3 2 ' 0  **3

0  - a 3+ a i  0

Lf3 0 ai.
(40)

Zakładany, że rozwiązanie jest asymptotycznie stabilne tzn., macierz H 
jest istotnie dodatnio określona.
Zgodnie z określeniami (i) i (u) otrzymujemy:

11

a ^  a 2 ~ a 3  0

0 â
a^a^-a^)

H1 2 “

H13 “

"a3 a1 

ala2_a3 C

21

*2*3

*3

-a3

0

(41)
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22

23

*31

«32

33

a2a3 *3 

«3 *1

a2a3 f 

*3 

-a^ 0

0 a1 a2~a^

a ^  -a3 

0 0

*,83 0

o a1a2-a3

-a3(a1a2-a3)

= a2a3(̂  a2-a3 )

lía podstawie (40), (41 ) i (37) otrzymujemy więc:
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gdzieś
7 • fi x' x*l H o L o o oj — o

Przykład 2 
Załóżny

xo " xó " xo “ 110 *1 “ “2 " 1 ®3 " 0,5

Z równania (4 2) obliczany ograniczenia, które wynoszą:

lxmax I<  381

I W I  < 2 7 °

<270.

Stąd obliczany współczynniki skali (bez zaokrąglenia oraz dla IM « 
- 100)

B 0,26 a^( *» 0,37 8 ^ “ 0,37

Równanie (39) można przedstawić w postaci (7 ). Uwzględniając współczyn­
niki skali zmiennych otrzymuj ery układ równań maszynowych:

1̂ - (0,26 z,) - 0,7 (0,37 Zg)

^  (0,37 *g) - (0,37 Xj) (43)

1̂ - (0,37 Z3 ) - - (0,37 Zj) - (0,37 Zg) - 0,71 (0,26 z,)
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Rys. 1
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przy v,raruhkach początkowych

(0,26 X,)Q = 28,6

(0,37 x2)q = 40,7 

(0,37 x3 )q = 40,7

Aby umożliwić porównanie amplitud otrzymanych rozwiązań z jednostką 
maszynową na rys. 1 przedstawiono rozwiązanie układu równań (43).

Widać więc, że metoda zapewnia poprawny dobór współczynników skali, 
ponieważ wartości zmiennych w modelu nie przekraczają IM i wynoszą:

(°<26x1 >max = 0,65 IM’ i0»37^ ^ '  = °*52 ™ *  (0*37x3^ax = 0,48 ™ -

W wypadku, gdyby otrzymano ostre ograniczenia na wartości ekstre­
malne, można dokonać prostego przeskalowania tych zmiennych, które re­
prezentowane są w modelu zbyt małymi (w porównaniu z IM) wartościami 
zmiennych modelu.

IV. Tablica ograniczeń na wielkości maksymalne rozwiązań stacjonarnych
liniowych równań różniczkowych:

Rząd
równania

Wielomian 
charakterystyczny 

f(z) =
Ograniczenia Mi

1 2 3 4

V
n 2z + a, z + a2 IX1maxl^

0
ai^

\ V
lX2maxN^
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cd. tablicy
1 2 . . .  ............  3  ..................... .. 4

i n 3  2z  + a ^  z  + a 2 Zri-a^

| x 2 m a x l ^  

] x 3 m a x |

K v

I 8 *

f

K v o  
I * 3

a 2 “ a 3

I V 4  3  2  z  + a ^ z  + a g Z  + a ^ z +

+ a 4

| x 1 m a x l ^ ^

| x 2m ax ! ^

| X3 m a x l

, \

| ( a 1 a 2 - a 3 )V o  

a 4  M4

f a l o
i t r

f a f a
r \

M ^ ^  ( a 2 a 3 -

'i 2
"® 1 a 4  '_ a 3

( a 2 a 3 - a 1a 4 )V o
1^ 4108x 1 "  \ M , * 4

V 5  4  3  2  s  + a ^ z  + a g Z  + a ^ z  +

+ a Ąz + a 5

. \ l K ’ a l V a 2 a 3 )T o
M5 ° i a 3 a 4 “

-  a * . )  .  
( a 1 a 2 - a 3 ) -

- ( a 1 a 4 - a 5 ) 2

1 1 m a x l  ^
“ 5  * S

( a 1 a 2 - a 3 )V o

“ 5

| X3 f f l a x | ^
i a 1 a 4 - a 5 )V fc

" 5  •
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cd. tablicy
1 2 3 4 .

|x |< \|(a2.aila I 4maxl y M?

I pmaxl^ y M5

[ 1 y Ł o\

m 5
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METOfl onPiflEJIEilKn KOtHMiMWiEHTOB kACIuTAEA AUIUUiTJJU nEPEWEHHUX CT Abb OH APHHX AkHIMHUX yPABHtHJlM p H  AHAJIOrOBOrO (u0kk®iP03AHVi>i

C o a e p x a H H e

B cTarte npexcxaBJieHO ueTOA onpeseaeHna KoaixfcnMHeHTOB uacmTaCa aunBM- 
Tyju nepetieHHHX, onnpaacb Ha onpejjejieHHe Taicoit oOJiaCTH (jpasoBoro npocTpaa- 
CTBa, b kotopom ootauT pemeHna naKHoro swixpepeHmiaiibHoro ypaBHeHHac 

K peoeHHB 3aRanH npnueHeH BTopott MeTOA BnnyHOBa.
J l p o C J i e u a  p e m e H a  a o  K o a u a  a j i b .  c T a m i o H a p H t o c  J iH H eiiHb ix  AH<i4>epeHmiaJi . 'bHHX y -  

p a B H e H H f i  .  I I p n  n o c T p o e i u m  ( p y H K i n m  J l a n y H O B a  H 3 n o B B 3 0 B a H  x p H T e p H i i  y c r o i j v H -  
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THE METHOD OP DETERMINING THE SCALE FACTORS OP THE MODEL 
OP STATIONARY LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR ANALOG SIMJLATION

S u m m a r y

The method of determining the scale factors of the model differen­
tial equations for analog computers was "been presented. The method is 
based on determining the space state area in which the solutions of 
the examined equation remain.

For this purpose the second Liapunov's method was been used.
The problem was solved to the end for the stationary, linear diffe­

rential equations. Using the Hermite's stability criterion to con­
struct Liapunov’s function, the restrictions of space state mentio­
ned above were found.
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At the end the formula for the restrictions of maximum value of va­
riables and their derivatives (1,2,......n-1 ) of the solution of sta­
tionary linear differential equation was presented.


