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METODA ZNAJDOWANIA WSPOLCZYNNIKOW SKALE ZMEEHHYCH
DLA MODELI STACJONARNYCH, LINIOWYCH ROWNAN-ROZNICZKOWYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono metode znaj-
dowania wspodczynnikow skal i zmiennych modelu
opartg na znajdowaniu obszardw w przestrzeni stad
nu, w ktorych pozostaja rozwigzania badanego réw-
nania rozniczkowego,

Do tego celu postuzono sie drugag metodg Lapu-
nowa badania stabilnosci. Problem rozwigzano do
konca dla przypadku stacjonarnych liniowych row-
nan rézniczkowych.

Wykorzystujac kryterium stabilnosci Hermite,a
do budowy funkcji Lapunowa znaleziono ogranicze-
nia obszaru, w ktérym pozostajg rozwigzania row-
nania n-tego rzedu, podajgc wzor na ograniczenie
od gory wartosci maksymalnej zmiennej oraz jej
n-1 pochodnych.

1. Wstep

Dobor wspétczynnika skali zmiennych powinien by¢ taki, by spedniona

byta nastepujaca nieréwnoscl

@D

gdzie:
IM - oznacza wartos¢ jednostki maszynowej dla danej maszyny ana-
logowej

xmax ~ warto”¢ maksymalna rzeczywistej zmiennej X.
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Okreslenie wspotczynnikéw skali modelu sprowadza sie wiec do znale-
zienia xmaY lub ograniczenia na te wielkosS¢, co zapewni poprawng pra-"
ce elementéw modelujacych réwnanie.

Jezeli ograniczenie to jest zbyt ostre wystarczy proste przeskalo-
wanio modelu dla tej zmiennej, ktorej wartosci napied modelu sg zbyt
mate w stosunku do jednostki maszynowej.*

T dalszym ciggu zajmiemy sie okresleniemograniozen na wartosci ma-
kaymalne Eﬁennych Y, YA,y » Lo y*n~T™ dla roéwnania roz-
ziczkowego;

przy warunkach poczatkowych

y(©) =Y,

yA2N0) » yn2n

SO =y

gdzie symbolem a" oznaczono liczby state, rzeczywiste.
W literaturze jjlj, [21. [3] podaje sie metode (metode te Jackson

nasrat "'zasadg réwnych wspoédczynnikow'') szacowania®wartosci

ymmr, y~, dla réwnania (2) przy zatozeniu
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a wiec w przypadku szczegélnym, gdy warunki poczatkowe sg zerowe. W
dalszym ciagu nie bedziemy przyjmowa¢ tego upraszczajacego zatozenia i
rozpatrzytby przypadek ogélny.

. . B _ _ A | - . -
Zauwazny, ze zmiana zmiennej y = X + prowadzi do réwnania
X" T+ afnTnN T+ L a "N+ ax »0 G3)

przy warunkach poczatkowych

x(o)_— }fo - lan -0 x0

~k\o) -x”™ k =1,2,...n-1

Poszukiwa¢ wiec bedziemy ograniczen na wartosci  maksymalne roéwnania

(3) a wiec:

A k-0,1,2 n-1 @)

Ograniczymy sie do wartosci (4) dla réwnan typu (3 )posiadajacych
punkt réwnowagi asymptotycznie stabilny. W dalszej czesSci pracy znaj-
dziemy obszar D przestrzeni fazowej réwnania (3)» w ktérym pozostaje
trajektoria dla O0< t Punkt poczatkowy trajektoriiokreslony wa-
runkami poczgtkowymi, znajduje sie na granicyobszaru D. Taka metoda
szacowania wartosci maksymalnych rozwigzania réwnania rézniozkowego mo-
ze by¢ wykorzystana dla uktadow réownan i réwnan nieliniowych, my jed-
nak ograniczymy sie w dalszym ciggu do réwnania (@) poniewaz tylko w
tym przypadku mozna otrzyma¢ og6lne formuty.

Warunki stabilnosci rozwigzania réwnania (3) wynikajag z badania
pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego:

f(2) - zZ1+ a1+ ....... anlz+a*-0 - )

Wykorzystany tu kryterium stabilnosci Hermite,a [4].
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Ha to, aby pierwiastki réwnania (3) miaty czesci rzeczywiste ujemne

konieczne Jest i wystarczajace, aby symetryczna macierz n x n wymia-

rowa H, byka istotnie dodatnio okreslona:

... -—ar+alab-a2a5+a3a4 0 -V ala4

o 0 an-ana.Aran&2 0
... —a™ala4d 0 -ay-a”n
- 0 an 0

Zapiszemy rownanie (3) w postaci macierzowej:

0o 1 0 o"
0 o0 0
X =
0 o0 1
Lah “n1 "an-2
gdzie:
Ir=rx x x -(n-1
T-1%, =2%3

przy warunkach poczgtkowych

WAg) ¢ K ™ 192

al_



Metoda znajdowania wspotczynnikéw skali zmiennych., . 7]

Jesli macierz H jest istotnie dodatnio okreslona, to forma kwadra-

towal

V(X) = xT Hx ®

jest rowniez Istotnie dodatnio okreslona.
Pochodna funkcji (@) poddug czasu wzdduz trajektorii réwnania Q) wy-

raza sie wzorem [4] x

" Ff “Ft OFT Sx) - - 2(@,xn + S3 xn_2 + -...... f ®

Poniewaz forma ta jest ujemnie okreslona, funkcja v(x) je3t wiec funk-
cja Lapunowa. Ponadto: V ~0 £4], poniewaz det H § 0 wiec V b 0 tylko
dla x = 0, Rozwigzanie trywialne x « O ukkadu réwnan (7) jest wiec

stabilne asymptotycznie.

XI. Wartosci mak3;ymalne zmiennych w obszarze D

Dla chwili t m 0 funkcja v(x(0)J » xT(0) Hx,(0) -V , Zbidr Dq
punktow przestrzeni X opisany nieréwnoscig?

V(X)) < Vg 10)

jest zbiorem wypukdym [7], zawierajacym punkt x « O,

Rozwazmy nieréwnosc?

v(x)<T1, ayn
ktoéra przedstawia zbior przestrzeni X o tych samych whkasnos-
ciach.
Zakozmy, ze
2. - k2> 1.(k> 0). - (%)

- Vi .
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Dokonajmy zmiany ukdadu wspédrzednych weddug relacji

X = kx as)
Uwzgledniajac (13) wroéwnaniu (11) mozemy napisac:

v(®<Vo a4

a wiec otrzymujemy nieréwnosc¢opisujaca zbiér D wuktadzie wspot-

rzednych X:.

Jezeli punkt X « 0 ukdadu X pokryje sie z punktem 0 ukdadu
X', to poniewaz réwnanie (14) przedstawia zbiér w uktadzie X i
k> 1, wiec C Dg-. Poniewaz v(x) ~ 0, dla xy O, zatem dalsze

badanie obszaru D mozna ograniczy¢ do badania wartosci najwiekszych

xkmax NV
Przy wyznaczaniu xklnax ®ozna kolejno traktowa¢ réwnanie:

Uxtx2 ... .. Xn)- V(x1tx2 .... xD)~Vq = 0 as)

Jako réwnanie opisujace funkcje uwiklana:

* " F(FL*2 W Xk+l *n )k <16)

Oznaczmy wspotrzedne punktu x”~  przestrzeni X, w ktorym funkcja

opisana réwnaniem (16) osigga ekstremum lokalne przez:
x]d i «1,2, ... n an)

gdzie dla 1 - Kk xkk - xtoa3c.
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Ha to, aby w pewnym otoczeniu punktu istniata funkcja uwik#ana

(16) opisana réwnaniem (15), musi by¢ spedniony warunek [5]i

to @18)

gdzie:

K112, eeeee U«
Mozna datwo dowies¢ , ze dla funkcji u(x) danej réwnaniem (15)
wymaganie to jest zawsze spednione.
Warunki konieczne istnienia ekstremum lokalnego Tfunkcji (i6) Sg

nastepujacej

Ox
0« BO 1 =1#2...... k-1, k+l, ..... n 9

Z zaleznosci (15) wynika, ze dla ujx®, xX*(x")J przy ustalonych war-
tosciach pozostakych zmiennych

nb

2F

a zatem

du ou 9xk OU n

fei “ Oxk *«*1 + Oxi "

Mozna wiec napisacs
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Poniewaz zachodzi (18), wiec ekstremum lokalne kazdej funkcji (16) wy-
stgpi wtedy, gdy:

dy

. Q1)

-k

iml,2, eeeee k-1, kt+l, eeee« nN.

Nastepnie wykazemy, ze jest spedniony warunek wystarczajacy istnienia
maksimum lokalnego funkcji (16) w punkcie °)* Korzystajac
z pojecia rozniczki funkcji (16) mozeny znalez¢ po bezposrednich obli-

czeniach, ze pochodna czgstkowa drugiego rzedu w punkcie Wynosi :

_sfu_

9\ o (22)

1 13 1»2» k+1) eocoe Xi

m¥*»1 ,2f k—=1f k+1| eoee ¥
Jak wynika ze wzoru (38)

2 U
X T Zj A "HomA = - @

N
. _ A _ - -
natomiast dxjoxm 2h gdzie jest elementem macierzy H,

wiec




Metoda znajdowania wspdtczynnikéw skali zmiennych 19

Oznaczmy

E2Xk

yim

i rozpatrzigy forme kwadratowg

y "2 Iim 4 xl4v

1-1

m-1

Ijtk
m~k

(25)

Aby funkcja (16) posiadata w punkcie maksimum lokalne warunkiem wy-

starczajacym jest, aby forma kwadratowa (25) byta istotnie ujemnie
okreslona [5j-

Zauwazmy, ze wobec dowolnosci Ax” mozna forme (25) traktowaé¢ jako
szczegblny przypadek formy kwadratowej:

n
x <="y?yImdx @ixEl dla Axk - O 6)
11
m=1
Wida¢ wiec, ze
xa - iy " htiAxzAxi (27)
i1

J-1

jest formg istotnie ujemnie okreslong, gdyz macierz H jest istotnie
dodatnio okreslona.
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Spedniony wiec jest i1 warunek wystarczajacy Istnienia maksimum funk-
cji (16) w punkcie x© <
Zakkadajac nadal, ze x,. > 0 mozemy zauwazy¢, ze pkaszczyzna o row-

nanius
* Ik a X kk @8

jest styczna do powierzchni U w punkcie -

Z drugiej strony wiadomo [Y], Zze przez punkt brzegowy zbioru wypu-
k#ego przechodzi ptaszczyzna podpierajgca. Poniewaz zero jest zawarte
w zbiorze Ef, to wartosc¢ Jest wartoscig najwiekszg zmiennej
Podobnie mozna wykaza¢, ze - x~k jest najmniejsza wartoscig Za-

chodzi wiec zawsze«

@9
Wartosc¢ mozna obliczy¢ z réwnania (i5) oraz (21). Rozwigzaniem
powyzszego ukdadu réwnan sa wspétrzedne punktow -
Rozpisujac réwnanie (21) otrzymamy«

0

i 1f2j ecce T eeee N#

gdzie

i-ta kolumna.

Mamy ponadto réwnanie brzegu zbioru Do w postaci«

T
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Biorac pod uwage ze:
Ho HT
otrzymujemy n rownam
5T Hj:»Vo @D
1» 1,2, ..... k-1, k+1, ..... n

Uktad n~1 réwnan liniowych (32) mozna przedstawi¢ w postaci:
DM \ xk2» <7 Xkk-1* °* xkk+l* *** xkn] - ~ *kk -k - % n

i D1j2p oo« k-1f kPl e== n
Ozmczmy przez:

HACi#Kk)  jak wynika z (33), minor macierzy H . powstaty przez
skreslenie k-tego wiersza i zastgpienie i-tej kolumny

przez k-tg kolumne (pomnozong przez ~I) i skreslenie
k-tej kolumny, (i)

H~Niiak)  minor gkéwny rzedu n-1 macierzy H. (Ii)

Poniewaz macierz H jest istotnie dodatnio okreslona, wiec £6].
Zatem rozwigzanie ukdadu réwnan (33) jest nastepujace:
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Podstawiajac uzyskany wynik do réwnania (31 ) otrzymanyt

xkk

i€ 1V H*2" eecem “J - SO

«k2

«kn

Poniewaz zachodzi (32), wiec rozwigzanie rownania (39) jest nastepu-

Jace:

o VK 6)

Jesli wykorzystamy zaleznosci (7), (29) i (36), otrzymany ostatecznie*

£(k-D
é%x (€))

gdzie:

Wzoér (37) pozwala oszacowa¢ wartosci ekstremalne rozwigzan réwnania
(B) w oparciu o warunki poczatkowe x(0) oraz wspékczynniki réwnania.
W wypadku, gdy ograniczenia na zmienne sg zbyt ostre wystarczy prze-

skalowanie modelu dla tej zmiennej, ktorej wartosci rozwigzan sa zbyt
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mate w poréwnaniu z jednostkg maszynowa. Nalezy doda¢, ze ograniczenia
te mogg by¢ zbyt ostre od goéry, a wiec w modelu na wyjsSciach wzmacnia-
czy nigdy nie bedzie przekroczona wartos¢ jednostki maszynowej .

W tablicy przedstawiono ograniczenia na zmienne dla réwnan do rzedu

piatego po wstawieniu do wzoru (37) odpowiednich wartosci h~" oraz

HKki*
*Pochodna funkcji U poddug 2z~ Jest nastepujaca:

Wartos¢ pochodnej w punkcie wynosi :

8Xk

Wstawiajac (36) do (38) otrzymujemy:

it 0 poniewaz macierz H jest istotni$ dodatnio

okreslona.

111. Dwa przyktady

Przyktad 1

Obliczmy ograniczenia na wartosci maksymalne rozwigzania réwnania:
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dla warunkéw poczatkowych

c©®

x"(0) €Y
CII(O)

W badanym przypadku macierz H jest nastepujaca:

32 "0 **3
0 -a3tai 0 “40)
L3 0 ai.

Zak¥adany, ze rozwigzanie jest asymptotycznie stabilne tzn., macierz H
jest istotnie dodatnio okreslona.

Zgodnie z okresleniami (i) i (u) otrzymujemy:

a*a2~a3 0
N N _ N
1 a~an-an)
0 a
H12
a3 al
ala2 a3 C
Hi3 - 4D
-a3
*2*3 0
2
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aza3 *3
22
«3 *1
az2a3 F
23
*3
-an 0
*31 -a3(ala2-a3)
0 alaz-a®
an -a3
«32
0 0
* 83 0
33 = a2a3(/\ a2_a3)
o ala2-a3

lia podstawie (40), (41) i (37) otrzymujemy wiec:
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gdzies
7 - Ei X® x*1 H
o] 0”0 o) —
o
Przyk#ad 2
Zak6zny

x0 " x6 " xo “ 110 * “ “2 "™ 1 ®3 " 0,5

Z réwnania (42) obliczany ograniczenia, ktére wynosza:

< 381
Ixmax |
ITwWil <27°
<270.

Stad obliczany wspotczynniki skali (bez zaokraglenia oraz dla IM «
- 100)

B 0,26 a~( 0,37 8~ 0,37

Réwnanie (39) mozna przedstawi¢ w postaci (7). Uwzgledniajac wspétczyn-
niki skali zmiennych otrzymujery ukdad réwnan maszynowych:

1" (0,26 z,) - 0,7 (0,37 Zg)
A (0,37 *g) - (0,37 Xi) @3)

1™~ (0,37 23) - - (0,37 Zj) - (0,37 Zg) - 0,71(0,26 z,)
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przy varuhkach poczatkowych

(0,26 X,)Q = 28,6
(0,37 x2) = 40,7
(0,37 x3) = 40,7

Aby umozliwi¢ pordéwnanie amplitud otrzymanych rozwigzan z jednostka
maszynowg na rys. 1 przedstawiono rozwigzanie ukdadu réwnan (43).

Wida¢ wiec, ze metoda zapewnia poprawny dobdér wspédczynnikow skali,
poniewaz wartosci zmiennych w modelu nie przekraczaja IM 1 wynosza:

(°<26x1l>max = 0,65 IM” i0»37" ~ * = °*52 ™m* (0*37x3”ax = 0,48 ™ -

W wypadku, gdyby otrzymano ostre ograniczenia na wartosci ekstre-
malne, mozna dokona¢ prostego przeskalowania tych zmiennych, ktore re-
prezentowane sg w modelu zbyt makymi (w poréwnaniu z IM) wartosciami
zmiennych modelu.

IV. Tablica ograniczen na wielkosci maksymalne rozwigzan stacjonarnych
liniowych réwnan rézniczkowych:

Rzad Wielomian
nzad. charakterystyczny Ograniczenia _
rownania _ Mi
@ =
1 2 3 4
\Y
n 22 + a,z + a2 0

XimaxI™ ai~

\ v
K2maxN»™
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1 2 3 o
Kv
in 23+aAzz+aZZri-aA
[8*
A

[x2m ax| :
K vo

Jx3max| | %3

[(ala2-a3)Vo

4 3 2
v 1'tatzv+agl +atzt AR
[x1max| il M
+ad
falo
| A
[x2max! itr
fafa
[X3max! 0
(a2a3-alad Vo
1M 4108x 1" M,
ALK Talvooa2 T
v sraretragzlranshs 1 1maxI\A i5 *: o
taAz+ab

(ala2-a3)Vo
U5
ialad-a5 Ve

A
[X3fflax| T
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cd. tablicy
4

a2“al

M AN (a2a3-

P2
"®lad "_a3

M5°ia3ad"
-arl) .
(ala2-a3)-

-(alad-ab5)2
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cd. tablicy
1 2 3 4

\|@2aila
Famaal )} @221 13
I pmaxi”™y MS
L 7
“ 2N odo
m5
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VETOfl orPifIEJIEIIKn KOtHMAMWIEHTOB KACIUTAEA AUIUUITIIU
NEPEWEHHUX CT AbbOHAPHHX AKHIMHUX yPABHEHIIM
pH AHAJIOrOBOrO (@Okk®iPO3AVES

CoaepxaHHe

B cTarte npexcxaBJieHO ueTOA onpeseaeHna KoaixfcVHeHTOB uacmTaCa aunBM-
Tyju nepetieHHHX, onnpaacb Ha onpejjejietHe Taimit o0JiaCTH (JpescBoro npocTpaa-—
CTBa, b kotopom ootauT pemeHna naKHoro swixpepeHniaiibHoro ypaBHeHHac

K peoeHHB 3aRanH npnueHeH Blopott MeTOA BnnyHOBa.

JlpoClieua pemeHa ao Koaua ajib. cTamioHapHtoc JiHHeiiHbix AH<i4>epeHmiali.'bHHX -
paBHeHHfi . llpn nocTpoeium (pyHKinm JlanyHOBa H3noBB30BaH xpHTepHii ycroijvH-
BOCTH repMHTa. B pafiOTC HaXOfIWJIbCH orpaHHHCHHH 0CaaCTHjB XOTOpOii 00TaoTCH
TpaeKTopwH pemeHHH. B xcmne npexcTaBHUJiH iopwyaH Ha orpaHvtaensie osepxy ua-
HCHMaAbKoii BejiHHHHU nepeueHHofi v. eg npoH3BOXHIE (nopaiKa 1,2, . n-1

THE METHOD OP DETERMINING THE SCALE FACTORS OP THE MODEL
OP STATIONARY LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR ANALOG SIMJLATION

Summary

The method of determining the scale factors of the model differen-
tial equations for analog computers was "been presented. The method is
based on determining the space state area in which the solutions of
the examined equation remain.

For this purpose the second Liapunov®s method was been used.

The problem was solved to the end for the stationary, linear diffe-
rential equations. Using the Hermite"s stability criterion to con-
struct Liapunov’s function, the restrictions of space state mentio-

ned above were found.
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At the end the formula for the restrictions of maximum value of va-
riables and their derivatives (1,2,...... n-1) of the solution of sta-

tionary linear differential equation was presented.



