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s k i e m u , który dopomagał mi w rysowaniu figur i obliczaniu 
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WSTĘP.
Opracowując Podręcznik Statyki Budowli, wyłączyliśmy ze 

statyki budowli obliczenie mostów, które z powodu odmiennego 
sposobu obciążenia jest przedmiotem osobnej nauki, tak zwanej 
t e o r y i  m o s t ó w  (n .Theorie der Brüchen), którą obecnie zamy­
ślamy wyłożyć.

Zadaniem teoryi mostów jest obliczenie sił, działających 
w każdej'części mostu, odkształceń, spowodowanych temi siłami 
i wyznaczenie potrzebnego przekroju każdej części mostu.

Wyznaczymy więc najpierw :
a) s i ł y  z e w n ę t r z n e  (n. äussere Kraft, fr. force exté­

rieure, a. outer force, stress, cz. sily gevnitfni).
b) s i ł y  w e w n ę t r z n e  (n. innere Kraft, fr. force intérieure, 

a. inner force, strain), potem
c) n a j k o r z y s t n i e j s z y  u s t r ó j  m o s t  u ze względu na 

koszta i ilość potrzebnego materyału i
d) o d k s z t a ł c e n i e  m o s t u  (n. Formänderung, fr. defor­

mation, ä. deformation).
Częściami składowemi mostu są:
1. p r z y c z ó ł k i  i f i l a r y  (n. Widerlager, Pfeiler, fr. culée, 

pile, a. pier, cz. pilir).
2. ł o ż y s k a  (n. Lager, f. support, coussinet, a. support 

bearing, cz. lu ¿ko, loêisko), służące do przeniesienia sił z belek 
mostowych na przyczółki i filary,

3. b e l k i  czyli d ź w i g a r y  (n. Träger, fr. poutre, a. truss),
4. p o m o s t  (n. Brückenbahn, fr. tablier, a. planking).
5. t ę ż n i k i  p i o n o w e  i p o z i o m e  (n. Querverbindungen, 

cz. savétrovdni).
Obliczenie filarów, łożysk, pomostu i tężników podamy 

w części ustrojowej budowy mostów ; w części teoretycznej mó­
wić będziemy tylko o belkach, których jest kilka rodzajów.

T eorya m ostów  I .  1
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Rozróżniamy mianowicie b e l k i  g ł ó w n e . ( n .  Hauptträger, 
fr. poutre principale, cz, hlavni nosnik) m m (rys. 1), spoczywa­
jące za pośrednictwem łożysk na filaraoh i przyczółkach, b e l k i  
p o p r z e c z n e ,  czyli p o p r z e c z n i  ce*(n. Querträger, fr .pièce  
du pont, a. cross girder, floor beam, cz. pricniJc) n n, spoczywające

rys. 1.
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na belkach głównych i b e l k i  p o d ł  uż  ne  czyli p o d ł u ż n i c e  
(n. Nebenträger, secundare Längsträger, fr. longeron, a. stringer, 
cz. podelnik) p. p.

Belki główne dzielą się znów ze względu na łożyska na 
8 rodzaje. Jeżeli belka obciążona jest tylko siłami pionowemi, 
a oddziaływania są także pionowe, nazywamy belkę b e l k ą  
p r o s t ą  (n. gerader Träger, JBalJcenträger, fr. poutre droite, a. 
straight girder, beam, oz. nosnllc tramovy) (rys. 2). Drugim rodza­
jem belki jest w i e s z a r  (n. Hängwerksträger, fr. poutre suspén­
dante, a. suspension girder, hanging girder, cz. nośnik visuty),

\ cf A1*"«-***» ^ ; ‘ * ¿

4-Us¡tj

który działa nawet przy obciążeniu piono­
wym na podpory w kierunku ukośnym, dą­
żąc do ich zbliżenia (rys. 3.) n, p. przy 
moście wiszącym. Nareszcie r o z p o r n i c ą ,  
b e l k ą r o z p o r o w ą  (n. Sprengwerkstrager, 
fr. poutre a jambettes, poutre de chassis, a.
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strat framed girder, cz. nosñík vzepfeny) nazywamy belkę, która 
działa nawet przy obciążeniu pionowem na podpory w kierunku 
ukośnym, dążąc do ich oddalenia (rys. 4). Jeżeli belka taka ma 
kształt łuku, to nazywamy ją  b e l k ą  ł u k o w ą  lub ł u k i e m 
(n. Bogenträger, fr. poutre en are, arc, a. arch, arched girder, 
cz. nośnik obloukovy).

Oprócz tego używamy często belek układu złożonego, n. p. 
połączenia belki prostej z wiszącą, wieszaru z łukiem , belki 
prostej z łukiem.

Ze względu na m ateryał i cel rozróżniamy dalej mosty 
drewniane, żelazne, stalowe, kamienne, betonowe i żelaznobeto- 
nowe, dalej mosty kolejowe, drogowe, mosty dla pieszych, wo­
dociągowe i kanałowe.

Według poprzedniego podzielimy nasz przedmiot, t. j. te- 
oryę mostów, w następujący sposób:

I. Belki proste.
II. Rozpornice, wieszary, łuki i układy złożone.
Obliczenie mostów sklepionych i filarów podamy przy 

opisie ustroju mostów.
Część pierwsza teoryi mostów zawierać będzie tylko teoryę 

belek prostych, którą podzielimy w ten sposób, że najprzód bę­
dziemy mówić o siłach zewnętrznych, działających na belki, 
potem o siłach wewnętrznych, a nakoniec o ugięciu belek. Przy 
wykładzie o siłach zewnętrznych rozróżniamy b e l k i  p r o s t e  
j e d n o p r z ę s ł o w e  zwykłe (n. einfacher Träger, cz. nośnik 
prosty), spoczywające na dwóch podporach, i b e l k i  c i ą g ł e  
(n. continuirlicher Träger, fr. poutre continué, a. continuous beam, 
cz. nośnik spojity), podparte w więcej niż dwu punktach. Przy 
belkach ciągłych urządzamy niekiedy p r z e g u b y  (n. Gelenk, 
fr. charni'cre, a. joint, cz. kloub) i  nazywamy je wtedy b e l k a m i  
c i ą g ł e m i  p r z e g u b o w e m i  (n. continuirlicher Gelenkträ­
ger), a gdy belki są wieloboczne b e l k a m i  w s p o r n i k o ­
we  m i (n. Consolträger, a. cantilever).

Ponieważ obliczenie przekroju belek blaszanych i drewnia­
nych podaliśmy w statyce budowli, więc będziemy tu mówić 
tylko o siłach wewnętrznych w belkach kratowych. Z powodu 
zaś, że do obliczenia sił zewnętrznych bezprzegubowych belek 
ciągłych potrzebna jest znajomość sił wewnętrznych, mówić bę-

*
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dziemy o bezprzegubowych belkach, ciągłych w jednym z pó­
źniejszych rozdziałów.

Stąd wynika następny podział przedmiotu:
A, Siły, działające na mosty.
B. Belka prosta jednoprzęsłowa zwykła. '^¿71¿¿jud***.)
G. Belka kratowa równoległa.
D. Belka kratowa wieloboczna.
E. Belka ciągła bezprzegubowa.
F. Belki kratowe statycznie, niewyznaczalne.
G. Natężenia drugorzędne.
Cztery pierwsze działy stanowią tom pierwszy, następne 

podajemy w tomie drugim.

— >«-)<B(«( •

A . Siły działające na mosty.
I. S iły  z ew n ętr zn e . 

§. 1. ltodzaje s ił zewnętrznych.

Na mosty działają rozmaitego rodzaju siły zewnętrzne^ 
a mianowicie:

1. C i ę ż a r  w ł a s n y ,  s t a ł y  (n. Eigengewicht, ruhende B e­
lastung, fr. charge permanente, a. dead load, cz. obtizeni stale), 
ciężar belek, pomostu i w ogóle całego ustroju mostu.

2. C i ę ż a r  r u c h o m y ,  z m i e n n y  (n. veränderliche, rol­
lende Last, Verkehrslast, fr. charge roulante, variable, surchargeT 
a. live load, rolling load, cz. obtizeni hyblive, promenlive, h. carga 
movile), zależny od celu m ostu, a więc ciężar parowozów, wo­
zów, tłum u ludzi lub wody.

3. S i ł y  p o z i o m e  (n. Horizontalkräfte), powstające wsku­
tek parcia wiatru, chwiania się parowozów i wozów i wskutek 
siły odśrodkowej.

4. O d d z i a ł y w a n i e  p o d p ó r  (n. Pfeilerdruck, f. reaction 
des appuis, a. supporting force), które się oblicza na podstkwie 
danych ciężarów.
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§. 2. Ciężar własny.

Gdy mamy mosfc jaki projektować, ciężar własny jego jest 
nieznany, dlatego przy obliczaniu sił zewnętrznych przyjmujemy 
go w przybliżeniu i na tej podstawie obliczamy wymiary wszy­
s tk ic h  części mostu. Mając teraz plan mostu, możemy dokładnie 
obliczyć cały jego ciężar, który z przyjętym porównujemy. Je- 
-żeli ciężar, do obliczenia przyjęty, różni się znacznie od obli­
czonego, musimy powtórnie obliczyć wymiary belek mostowych 
na podstawie obliczonego ciężaru. Rozumie się, że wymiary te 
po części się zm ienią, a więc i ciężar, obliczony na podstawie 
nowego projektu, będzie się znów różnił od przyjętego. Jeżeli 
ta  różnica jest znaczna, musielibyśmy rachunek jeszcze raz po­
wtórzyć. Widzimy stąd, jak ważnem jest, aby przy pierwszem 
obliczeniu przyjąć ciężar własny trafnie, gdyż w takim razie 
oszczędzimy sobie powtarzania obliczeń.

Aby otrzymać potrzebne wzory dla ciężaru stałego, zasta­
nowimy się najprzód, od czego ciężar własny zależy. Otóż cię­
żar własny jest zależny od materyału, a mianowicie od natęże­
nia dopuszczalnego i ciężaru gatunkowego materyału, od ciężaru 
ruchomego, od rozpiętości i od ustroju mostu. W zory dokładne 
musiałyby uwzględnić wszystkie te czynniki. Uwzględnienie ma­
teryału i ciężaru ruchomego nie sprawiałoby wielkich trudno­
ści , ale ustrój mostów jest tak rozmaity, że trzebaby bardzo 
wiele wzorów ustawiać, aby najrozmaitsze ustroje mostów 
uwzględnić. W  części ustrojowej budowy mostów podamy takie 
szczegółowe wzory, tu musimy się ograniczyć na wzory ogól­
niejsze, które do rozmaitych ustrojów mostów się stosując, nie 
mogą być zbyt dokładnymi.

W ogóle możemy postępować tu w dwojaki sposób. Licząc 
w przybliżony sposób, używamy wzorów, które podają odrazu 
ciężar całego mostu. Licząc dokładniej, obliczamy poszczególne 
części mostu i tak najprzód pomost, potem obliczamy ciężar 
pomostu dokładnie i dalej przystępujemy do obliczenia podłuż­
nie, przyczem znamy dokładnie ciężar pomostu, działający na 
podłużnice i przyjmujemy tylko ciężar podłużnie wedle wzorów. 
Obliczywszy podłużnice, wykreślamy je i obliczamy dokładnie 
ich ciężar, co nam posłuży do obliczenia wymiarów poprzecznio, 
a nareszcie w ten sam sposób i belek głównych.
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Licząc tak, zrobimy przy ciężarze własnym tem mniejszy 
błąd, im mniejszy jest ciężar belek głównych w stosunku do- 
ciężaru całkowitego, a zatem mniejszy przy mostach drogo­
wych, niż kolejowych, mniejszy przy małych mostach, niż przy 
wielkich. L a n d s b e r g  udowadnia, że jeżeli ciężar pomo­
stu, podłużnie i poprzecznio obliczymy dokładnie a przyjmując 
ciężar belek głównych, robimy błąd o 25°/0, to przez to zmie­
niają się siły wewnętrzne w pasach:

dla 1= 10 20 80 40 50 60 70 80 m
o 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 5,7 6,7 7,4%

a w kracie jeszcze mniej. Z tego widzimy, że nawet znaczniej­
szy błąd w przyjęciu ciężaru własnego belek głównych dla 
mniejszych rozpiętości jest bez znaczenia. P rzjr większych roz- 
piętościach potrzebna jest większa dokładność.

Według W a d d e l a  potrzeba drugi raz liczyć, jeżeli ciężar 
całkowity różni się od przyjętego

dla l <  30 m o 8%
„ l <  60 „ o 6%
n l <Z. 90 „ o 4 °/q .

i <C\ Podamy tu najprzód wzory ogólne dla ciężaru całego mo­
stu i to dla ż e l a z n y c h  m o s t ó w  k o l e j o w y c h  na m etr 
bieżący mostu według rozmaitych autorów, którzy otrzymali je 
na podstawie ciężarów wykonanych mostów. Wzory te mają 
kształt funkcyi rozpiętości l, od której zależy moment sił ze­
wnętrznych, przyczem przydana jest pewna stała ilość, gdyż cię­
żar poprzecznio, podłużnie i pomostu nie jest zależny od roz­
piętości. Jeżeli więc g nazwiemy ciężar mostu w leg na metr 
bieżący, l rozpiętość w metrach, a i ¡3 spółczynniki, to ogólnie 
możemy napisać:

g = a l+ p  kgjm .......................... , .  . 1)
Ponieważ we wzorze tym ustrój mostu nie jest uwzglę­

dniony, nie może on więc być dokładny, a różni autorowie po­
dają rozmaite wartości dla spółczynników a i /}. I  tak W e i s s  
podaje:

dla mostów jednotorowych . . . <7=450+33 Z lcgjm
„ „ dwutorowych ¿7= 1 8 0 0  +  11,1 Z+0,4 4 12 „

Według i s i m o n t a  i F r a u e n h o l z a
dla mostów jednotorowych r/=31,4Z+700 Jcgjm
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2)

"Według O t t a  dla mostów jednotorowych £/=302-j-800 Jcgjm 
„ „ dwutorowych # = 6 7  2+900 „

„ H e i n z e r l i n g a  dla most. jednot. #= 302+ 800  „
W edług C a r t a  i P o r t h e s a

dla mostów jednotorowych # =  602+ 600 Jcgjm 
„ „ dwutorowych g =1102+1100 „

W edług E n g e s s e r a  dla most. jednot. ¿7=650+24,52+0,11 Z2.
Możemy polecić następne w zory: 

dla mostów jednot. kol. główn. g =  351 +800 Jcglm
„ dwutor. „ „ g= 0 ,4912+ 121+1800 „

„ „ jednot. kol. drugorz. g =  301 +750 „

L a n d s b e r g  podaje wzory więcej szczegółowe i przyj­
muje dla kolei głównych i belek równoległych

bez żwirówki pomost żw irow any

dla 2<; 40 ?» # = 6 6 0 + 3 7  2 <7=3240+46 2 Jcglm 
„ 2 > 4 0 m  <7=660+392 <7=3240+502 „ 

dla belek wielobocznych
dla 2 ̂  80 m <7=660+35 Z <7=2830+412 „

Dla kolei miejscowych przyjmuje on dalej dla rozpiętości 
od 10 do 50«i

pomost górą . . . .  <7=292 +  312 Jcglm
„ wgłębiony . . #= 462 +  32 2 „

Dla kolei o szerokości toru Im
pomost górą . . . . # = 3 0 5 + 2 6  2 „

„ wgłębiony . . #= 425  +  27 2 „
Dla kolei wąskotorowych o szerokości toru 0,75 w otrzy­

mał L u c a s
dla 2 <T 10 m # = 5 0 + 2 9  2 Jcgjm.

Dla 2 od 10 do 30m
pomost w głębiony pomost góra

bez zwirowki żw irow any v b

# = 3 9 0 +  ^ l 8 + ~ 2 ^  1390+(20+0,42)2 250+(18,7+0,52)2 Jcgjm.

Ciężar b e l e k  g ł ó w n y c h  możemy przyjąć dla mostów 
jednotorowych kolei głównych:



-  8 -

dla dróg ki. II. g = 2 1 5 + 2 ,3 1 + 0 ,0 2 12, g '= 6 0 + 2 ,3 1  kgjm2'

} • 4 >

pomost 
zw ykły żw irow any

dla belek równoległych. 33? 452 kg Im
„ „ wielobocznych 30 Z 412 „

-U .) Dla ż e l a z n y c h  m o s t ó w  d r o g o  w y  e h  ciężar jest także 
zależny od szerokości mostu. Tu więc liczymy ciężar stały na 
l m 2 pomostu.

Możemy przyjąć przy użyciu na pomost p o d w ó j n e j  dy-  

l i n y  dla mostów od 2=10 do 2=100 »i, -y-— dla 2=10,t o  l 10
dla 2=100m, według E n g e s s e r a  dla pomostu d r e w n i a n e g o  
(dylina 100 kg ¡m2)

ciężar cliodn. zewu.

„ „ „ I. g= '295+  2,71+0,0211?, g '—80+2,71 „ } V  3)
dla pomostu ż w i r o w a n e g o  (żw ir480kgjm2) 
dla dróg kl. II. g = 590+ 2,81+ 0,02512, g '= 6 0 + 2 ,3 1  „
* „ „ I. g =  730 +  3,21+0,02812,g '= 8 0 + 2 ,71 „

dla pomostu b r u k o w a n e g o  (bruk lOOkgjm2)
g =  960+ 3 ,71+ 0 ,02912, g '= 8 0 + 2 ,7 1  „  . . 5)

Przy małych mostach bez poprzecznio i podłużnie możemy 
przyjąć w rów. 3) zamiast 215 tylko 125, zamiast 295 tylko 
170, w rów. 4) zamiast 590 tylko 380, a zamiast 730 tylko 500, 
nareście w rów. 5) zamiast 960 tylko 700.

Jako ciężar belek głównych możemy przyjąć wedle L a n d s -  
b e r g a  na m2 pomostu

belki
równol. wielobocz.

Mosty na drogach II. kl. pomost drew. 3,452 3,122
„ „ „ II. „ żwirówka na

pom. Żelazn. 5,52 5,02
„ „ „ I. „ żwirówka na

pom. Żelazn. 6 ,11 5,52
„ „ „ I. „ bruk kam. na

pom. Żelazn. 6,771 6,1 Z.
Chodniki (belki główne na m 2 chodn.) 3,842 3,452

2.] Dla m o s t ó w  d r e w n i a n y c h  możemy przyjąć następne 
wartości dla ciężaru całkowitego *):

6)

*) Dokładniejsze wzory podane są w  „Mostach drew n.“, cz. I . i  I I .



a) m o s t y  k o l e j o w e ,  jednotorowe z zastrzałami na dłu­
gość 0,21 na metr bieżący mostu

tymczasowego ^=50Z+7B0^/'m 'l _
stałego ¿r=62£+625

Dla belek kratowych H o w e’a przyjmujemy
przy moście tymczasowym <7=54 £+490) .

„ ' „ stałym ¿7=72 Z+650J

b) m o s t y  d r o g o w e  na Im^pomostu:
dylowanego o gr. 15 cm ^= 8 ,25Z + 230 i^ /» i2|
żwirowanego „ 15 „ g =  201+400 „ j . 9)

n n 26 » .<7=* • 25 Z+540 „ j
Jeżeli nam chodzi o dokładniejsze wyznaczenie ciężaru 

mostu, to, jak  już wspomnieliśmy, zaczynamy od obliczenia pod­
kładów lub dyliny i wyznaczamy ich ciężar; na tej podstawie 
znowu obliczamy bezpośrednio dźwigające części mostu, podłu- 
inice, poprzecznice i tak kolejno postępujemy, aż nareszcie obli­
czamy belki główne.

Poniżej podajemy ciężar własny poprzecznie i podłużnie:
1. M o s t y  k o l e j o w e .
a) P  o d ł u ż n i c  e. Niechaj g oznacza ciężar podłużnie na 

m. bieżący toru w Jcg, a (rys. 1) odstęp poprzecznio w m , to 
mamy g d la :

kształtów ki belki blaszane 

kolei drugorz. o norm. szer. toru 2 6 + 4 4 a  40 + 2 2 «
g łó w n y o h .....................................  62 a 44+25,6 a.
b) P o p r z e c z n i c e .  Niechaj G będzie ciężar jednej po- 

przecznicy blaszanej, P  ciśnienie koła parowozu w i, b długość 
poprzecznicy, c odstęp podłużnie (rys. 1), to możemy przyjąć:

dla kolei jednotor. główn. . G =  29 (b — 0,83 c) (a+4,3) leg 
„ „ „ drugorz. G =  25 (b — 0,83 c) (a+4,3) „
„ „ dwutor. głównych G =  50 (a — 5,7) (b—1,96 c) „

L a n d s b e r g  podaje następne przeciętne ciężary pokładu 
mostu kolejowego na m bieżący toru w Jcg, jeżeli a oznacza od­
stęp poprzecznio.
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Koleje główne,

M o s t

c
po­

przecznie

i ę ź a 

podłużnie

r
pokładu

(poprzeczai. 
i podłużnio)

kg

240 82 272
jednotorowy, pomost u góry b — 3.0 m 24 +  ^T 32 +  — 1 a B6+ ^ r

450 32 482
„ „ u dołu 6  =  4,5;» 4B+  — 32 +  T 77 +  —

325 32 357
dwutorowy, „ u góry b =  5,5 m 32 32 +  — 

1 a 64 + ---
1 a

6 6 S 32 700„ „ u_dołu b =  8 , 0  m 66 +  — 32 +  — ‘ a 98 +  —
1 a

Dla kolei drugorzędnych możemy przyjąć:
433 .■ kg/mdla pomostu u dołu 67- 

u góry 45-

a
200

an D

2. M o s t y  d r o g o w e :
aj P o d ł u ż n i e e .  Niechaj gt będzie ciężar w kg na Im  b. 

jednej podłużnicy, a odstęp poprzecznio, c odstęp podłużnie w m, 
to możemy przyjąć następne w artości:

Mosty dla
r—iCJ-NO»
'3

belki
kształtów ki , belki blaszane

w kg i  m

pieszych . . . . . . fli 24+0,39 ac
drogi J 1 I k l.................... !h 2 4 + (0 ,2 + l,3 C)a 4.4(1+0,44 a) (1+0,53 c)

» I I  k l.................... fh 24+ (1 .5+ l,9c)« 8 ,ą i+ 0 .3 6  a) (1+0,31 c,
w I  k l.................... ffi 2 4 + 3 ,3 o (l+ c ) 12,5(1+0,36 a) (1+0,27 c)

przecznicy, b szerokość mostu, a odstęp poprzecznio w m, to mo­
żemy przyjąć dla poprzecznie blaszanych :

G ciężar jednej poprzecznicy kg

Mosty dla pieszych . . . .

„ „ drogi III k l. . .

„ » H kl. .

Tl V n I kl.

2,30 (o — 1,68) ^1+ - ^ )  b2 

l , | ) ( a  +  3,3) ( l  +  ° | i j j 2  

1,33 ( a + 6 , l ) ( l  +  - ° | ^ P  

1,11 (a 4- 9.6) ^  +



Nakoniec podamy ciężar pomostu i jego pokrycia wedle 
" W i n k l e r a .

Ciężar pom ostu m ostów kolejowych.

C i ę ż a r  p o m o s t u

— 11 —

szerokość to ru  zwy- koleje
czajna s =  l,5»n w ąskotorowe

Część pomostu koleje
główne

cięż.
koła=6,5i

kg}m

koleje
drugorz.

cięż. 
koła =  5 1

kgjm

s = l m
ciężar

koła=3,8i
iff/nt

s=0,75»?i
ciężar

koła=2,5/
kg/m

Szyny żelazne z drobnem że- 
laziwem . .......................... 84 71 51 34

Szyny stalow e z drobnem że- 
laziwem . . . . . . . 74 61 45 30

Podkłady . . . . . . . . 160 160 S8 48
D y l in a ............................... 224 224 150 1 1 2

Pcidkłady jeden obok drugiego 510 480 300 2 0 0

Podkłady w żwirze . . . . SO SO 36 2 2

Ż w ir ............................................... 2 0 0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 760
Żelazny p o m o s t ..................... 2 0 0 2 0 0 1 1 0 76
Cały pomost dla podkładów 

zw yczajnych w  przecięciu 460 450 290 190

Poręcze z obu stron . . . . 50 50 50 50

-3.Ciężar pom ostu m ostów drogowych.'
C i ę ż a r  p o m o s t u

Część pomostu kładki
m ostu dla drogi

3 kl. 2  kl. 1  kl.
kg/m 2

I. Pokrycie pomostu.
D y l in a .......................................... ' 80 130 160 190
B ruk drew niany na żwirze . — 240 250 260
Beton i a s f a l t .......................... 150 300 340 380
B ruk drew niany na betonie . — 340 350 360
Ż w iró w k a..................................... 150 340 380 420
B ruk kam ienny .....................

11. Pomost właścimj.

350 600 640 680

K s z ta łtó w k i............................... 30 40 60 80
D y l in a .......................................... ' 60 1 0 0 130 160
P ły ty  z żelaza lanego . . . 80 1 2 0 150 180
Sklepienia ceglane . . . . — 500 600 700
P ły ty  k a m i e n n e ..................... ISO 250 300 350
Pom ost z kształtów ek w raz

z pokryciem przeciętnie . 
Poręcze z obu stron 150 leg

ISO
n a m  b.

340
mostu.

3S0 420



— 12 -

§. 3. Ciężar ruchomy mostów drogowych.
■'U Największe obciążenie mostów drogowych jest tłum ludzi 

lub wozów. W  Austryi, Anglii i Niemczech przyjmowano da­
wniej obciążenie t ł u m e m  l u d z i  (n. Menschengedrdnge, a. croicd 
of people, ez. tlacenice lidi) na 1 sążeń kw. 25 do 30 centnarów, 
czyli 390 do 467 kg/m"1, w Bawaryi 360 kg ¡ni2. W  Ameryce przyj­
mują od 220 do 441 Jcgjm2, dla większych mostów m niej, mia­
nowicie w miastach dla rozpiętości 91 m 260 Jcgjm2, dla Z=15 m 
ŁAlJcgjm2, dla pośrednich rozpiętości wartości pośrednie, na wsi 
220 do 397 hg\mr. We Francyi przyjmują 400kgjm2, który to 
ciężar odpowiada już takiemu natłokowi, że się ruszać nie można.

W  Austryi należy przyjmować wedle rozp. ministeryalnego 
z dnia 15/9. 1887 (odnoszącego się jednak tylko do mostów na 
drogach dojazdowych i przejazdów nad koleją) wedle ważności 
drogi dla mostów na drodze

I. klasy (w miastach) 460Jcgjm2
II. „ (gościńce) 400 „ . . . 10)

H I  „ (drogi gminne) 340 „
Dla mostów dla pieszych przyjąć należy jedną z tych w ar­

tości 340 do 460Jcgjm2 wedle tego, czy most ten znajduje się na
w si, w pobliżu zakładów przemysłowych lub też w większem 
mieście.

Poszczególne części mostu mogą być jeszcze więcej obcią­
żone n, p. dyle pomostu, bo na jednym dylu może stać więcej 
ludzi, zaś na sąsiednich dylach nikt, więc dlatego liczyć bę­
dziemy obciążenie dylów pomostu na 1?» b. 160 leg. Według 
rozporządzenia ministerstwa saskiego, bawarskiego i rosyjskiego 
liczyć należy części chodników dla ciężaru 560 Jcgjm2.

-------- --------------- j1,9 - im
■ - IZ • t • 1

l.i> 1,6' t
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Z jDla obliozenia obciążenia t ł u m e m  w o z ó w  potrzebne 
nam są ciężary i wymiary wozów. Według wyżej wspomnia­
nego rozporządzenia austryackiego przyjmować należy dla dróg 
I. klasy (w większych, miastach lub miejscowościach fabrycz­
nych) wóz wedle rys. 5., dla dróg II. klasy (na gościńcach) w e­
dle rys. 6., dla dróg U l. klasy (gminnych) wedle rys. 7.

ó . t
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•• ~3/l~  
5

-  — -> n i  
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» toru Iri  -

Wozy dla kolei konnych drogowych możemy przyjąć 
wedle rys. 8).

Jeżeli po umieszczeniu wozów zostanie jeszcze wolne miej­
sce, to przyjmujemy dla reszty mostu i dla chodników obcią­
żenie tłumem ludzi.

Z tych dwóch rodzajów obciążenia tłumem ludzi lub wo­
zów należy w każdym poszczególnym wypadku i dla każdej

poszczególnej części mostu 
rys. 8. uwzględnić obciążenie nie>

korzystniejsze.
L e b e r oblicza, że tłum 

łudzi jest dla belek głów­
nych niekorzystniejszy przy 
użyciu dwu belek głównych, 
jeżeli

dla klasy I  I I  IU
Z >  19,68 10,39 3,84 m

W  ogóle dla belek głównych tłum ludzi jest niekorzyst­
niejszy dla klasy I  dla l >  20 rn, dla drugiej dla Z> 10 do 15?», 
dla trzeciej dla l >  5 do 10 m. Poprzecznice, podłużnice i po­
most obliczać należy wedle ciężarów skupionych. Tylko dla



należy przyjąć, resztę mostu wtedy obciążyć tłumem ludzi. 
H t i t t e  przyjmuje ciężar wałka parowego 231.

trzeciej klasy może być w pewnych wypadkach tłum ludzi, nie­
korzystniejszy.

Gdzie można przypuścić obciążenie wałkiem konnym i pa­
rowym, należałoby tę okoliczność przy obliczeniu także uwzglę­

dnić. Rys. 9 przed­
stawia wałek dro­
gowy średnich wy­
miarów, ciężar ta ­
kiego wałka napeł­
nionego wynosi 4 
do 6 1. Ciężki wa­
łek drogowy wi­
dzimy na rys. 10., 
szerokość jego wy­

nosi 1,3 to, na metr szerokości waży on obciążony 8i. Rys. 11. 
przedstawia nam wałek parowy, ważący 16 t. Jeden taki wałek

■ i .-s

/•a

¿«5= iOi

ry s .  11
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W  innych krajach obciążenie mostów drogowych jest bar­
dzo rozmaite. Niektóre .kraje nie rozróżniają wcale rozmaitych 
klas dróg (Alzacja), w wielu przyjmują wóz 24-tonowy (Bawa- 
rya), 2 0 -tonowy (Szwajcarya, Alzacya, Badeńskie), 18-tonowy 
(Rosya) lub 16 tonowy (Francya), gdzieindziej przyjmują wóz 
bez koni (Bawarya, Szwajcarya), co jest niekorzystniejszem dla 
belek.

§. 4. Ciężar ruchomy mostów kolejowych.
Ciężar ruchomy mostów kolejowych składa się z parowo­

zów i wozów kolejowych. Przyjmujemy zatem pociąg, składa­
jący się z 2*) parowozów z jaszczykami (tendrami) i wozów 
kolejowych. Często przyjmują trzy parowozy**) na czele po­
ciągu, a niektórzy chcą nawet przyjmować pociąg, składający 
się z samych parowozów. Jednak to nie jest uzasadnionem, bo 
wypadki obciążenia mostów w ten sposób są nadzwyczaj rzad­
kie, a pojedyncze większe nieco natężenia w takim razie nie 
szkodzą jeszcze materyałowi, jeżeli nie przekraczają granicy 
sprężystości. A że granica sprężystości leży w przybliżeniu przy | 
natężeniu dwa razy większem, niż natężenie dopuszczalne, więc t 
obawy przekroczenia tej granicy w takich razach ,niem a. Te 
same uwagi stosują się i do przyjmowania parowozów, zwróco­
nych do siebie kominami ***). Przyjmowaćby więc należało po­
ciąg o 2 parowozach na czele, zwróconych kominami naprzód. 
Ciężar jednej osi parowozu jest ograniczony, bo wedle norm 
Tow. niemieckich kolei nie może przenosić dla kolei głównych 
161 . Zresztą jednak parowozy każdej kolei mają inny cię­
żar, ale z powodu, że parowozy nie przechodzą zwykle na inne 
koleje, obliczaćbyśmy powinni mosty na podstawie danych dla 
pewnej kolei parowozów. Lecz w obec zwiększającego się cią­
gle ru ch u , okazuje się potrzeba ciągłego powiększania ciężaru 
osi parowozów a zmniejszania ich rozstępu, wskutek tego, gdy­
byśmy ' mosty obliczali na podstawie istniejących parowozów

*) Tak przyjm ują we F rancy i, Baw aryi, Saksonii,Prusiech, W ęgrzech 
i  Ameryce.

**) W  A ustryi.
***) W irtem bergia w yklucza w yraźnie tak ie  położenie, to  samo A.lza- 

cya i A m eryka. A ustrya, P rusy, Baw arya, Saksonia i  Szw ajcarya przyjm ują 
parowozy także kom inam i zwrócone.



— 16 -

danej kolei, przy wprowadzeniu nowych parowozów mosty oka­
załyby się za słabe. Ażeby temu zapobiec, ustanowiono w wielu 
państwach pewne granice dla ciężaru parowozów. Mianowicie 
przyjęto pociąg urojony t. z. normalny, według którego należy 
mosty obliczać, a z drugiej strony parowozy, niekorzystniej na 
mosty działające, nie będą dozwolone.

Pociąg normalny austryacki, który jednak wedle wspo­
mnianego rozporządzenia z r. 1887 §. 2. d należy brać za pod­
stawę obliczenia tylko przy belkach łukowych, wiszących i sy­
stemach niezwykłych*), składa się z trzeoh parowozów wraz 
z jaszczykami wedle rys. 12. i wozów ciężarowych (rys. 13).

r y s .  1 2

— u ---------------

sz t .............. ...... ....71
i i  O t

- j
h J k X V T )

L V
* - - - 2 , 9 - — - - I Ą - - u -

I  1 V  '
- 1, 2 - - k r -  -  - 3 Ą  - - - - - i -  -  u -  ' 1j $ - ■ t , 3  - • 1, s  - l-  m

9 ,5 ,

t13 13 13 13 ¡o 10 !0

Dla mniejszych rozpiętości (do 1 Oto?) przyjmować należy ci­
śnienie osi 141 zamiast 131, zaś dla bardzo wielkich rozpiętości

(wyżej 100 to?) zmniejszyć (do
12 t ?) ze względu na prawdo­
podobieństwo, że nie wszyst­
kie ciężary osi i rozstępy będą 
naj niekorzystniej sze.

Gdzieindziej przyjmują te ­
raz już większe obciążenie, 
w Saksonii ciężar ów wynosi 

15 do 201, na Węgrzech 16 t, w Szwajcaryi 15 do 19,21, wAl -  
zacyi 18 t, w Prusiech 17 t.

Poniżej podajemy schematy obciążeń pociągiem normal­
nym rosyjskim i kilku parowozami:

*) Dla .belek prostych należy wedle rozporządzenia liczyć n a  pod­
staw ie ciężaru jednostajnie rozłożonego, o czem później będziemy mówić.

rys. 13.
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a) Pociąg normalny rosyjski:
Odstępy osi: 2,7 1,3 1,3 1,3 4,5 1,6 1,6 4,5 1,3 m

ciężar osi: 15 15. i5  15 12,5 12,5 12,5 15 15 151
13 13 4,5 1,6 8,7 3,8 3,8 3,8 m

15 1,25 12,5 12,5 12,5 10 10 10 t.
Parowozy mogą też być zwrócone do siebie kominami. 

Przy małych rozpiętościach, a także dla poprzecznio i podłużnie 
należy też przyjmować, że po moście przebiega jedna oś, wy­
wierająca ciśnienie 20-i. Niekorzystniejsze z tych dwu «obciążeń 
należy zatrzymać.

Dla obliczenia mostów drewnianych przyjmować należy 
następujący pociąg norm alny:’
Odstępy osi: 3,86 3,66 3,86 3.66 3,76 1,68 1,68 4,42 1,32.1,32 m 

ciężar osi: 8,2 8,2 8,2 8,2 10,7 10,7 10,7 12,5 12,5 12,5 i
1.32 5,49 1,32 1,32 1,32 4,42 1,68 1,68 4,57 1,32 1,32 m

12.5 12,5 12,5 12,5 12,5 10,7 10,7 10,7 12,5 12,5 12,5 t
1.32 4,42 1,68 1,68 3,76 3,66 3,86 m

12.5 10,7 10,7 10,7 8,2 8,2 t
l)  Normalny parowóz ciężarowy państwowych kolei pru­

skich (1901). Dwa parowozy:
Odstępy: 3 1,5 1,5 1,5 1,5 4,5 1,5 1,5 m
ciężary osi: 17 17 17 17 17 18 13 1 3 1

W ozy: odstępy: 1,5 3 1,5 m 
ciężary osi: 13 13 t.

Dla małych mostów i pokładu, jeżeli 4 osie wchodzą na 
belkę, należy przyjmować ciężar osi po 18 t, jeżeli 3 po 19 t, 
jeśli 2 po 20 t.

e) Parowóz kolei szwajcarskich (1892), 3 parowozy: 
Odstępy osi: 2,8 1,3 1,3 1,3 4,4 2,8 1,6m
ciężary osi: 15 15 15 15 13,5 13,5 t.

W ozy: odstępy osi: 2 3,5 2 m 
ciężary osi: 10 10 t.

Dla małych mostów do 15 m ciężary osi parowozu należy 
zwiększyć o 2(15 — 2) °/0 -

d) Parowóz normalny francuski. (2 parowozy), (1891): 
Odstępy osi: 2,6 1,2 1,2 1,2 2,6 [ 12,0 2,5 2 ,0m
ciężary osi: 14 14 14 14 12 12 t

¡̂gessats. Wozy: odstępy osi: 1,5 3 1,5 m
ciężary osi: 8 S t.

i itlUilStóyibwostów I- “
v o tt& it'4*“ ŻT//
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e) Parowóz normalny związku niemieckich kolei (1900),
2 parowozy: ■

Odstępy osi 3 1.6 1,4 1,4 1,4 4 1,6 1,6 1,3 m
ciężary osi: 14 16 16 16 16 13 13 13 t
dla małych mostów odstępy o s i: 1,4 1,4 1,4 m

ciężary osi: 16 18 16 t
f)  Normalny austryacki parowóz kolei drugorzędnych:

Odstępy: 2,66 1,2 1,2 2,66 | 1,55 1,5 1,5 1,65 m
ciężary o^i: 12 12 12 8,33 8,33 8,33 t.

g) Normalny austryacki parowóz jaszczykowy kolei miej­
scowych :

Odstępy: 2,5 1,1 1,1 2,6 m
ciźary o s i: 8,5 8,5 8,5 t.

li) Koleje francuskie o szerokości toru 1,0m:
parowóz jaszczyk wóz

Odstępy osi: 2,6 1,2 1,2 1,2 2.6 1,5 3,0 1,5 1,5 3,0 1 ,5m
8 8 8 8 tciężary osi: 10 10 10 10

i) Koleje saskie państwowe o szerokości toru 1,0 m : 
Odstępy osi: 1,85 1,35 2,95 1,35 1,65?»
ciężary o si: 7,25 7,25 7,25 7,25 t.

Jeżeli jedna oś tylko działa na ozęści mostu, przyjąć na­
leży jej ciężar 101.

j)  Koleje saskie wąskotorowe o szerokości toru =  0,75 to: 
parowóz wóz

Odstępy osi: 1,8 0,9 0,9 2,35 m  1,05 2,0 1,05 m 
ciężary osi: 5 5 5 t 3,8 3,8 t.
Dla kolei wąskotorowych nie mamy przepisanych normal­

nych parowozów. Ponieważ na kolej taką nie mogą przechodzić 
z powodu różnicy szerokości toru inne parowozy, więc mosty 
obliczać należy wedle parowozów danej kolei.

Zamiast rzeczywistych ciężarów przyjmują często zastępczy 
ciężar urojony, jednostajnie rozłożony, wywołujący te same siły 
zewnętrzne, t. j. momenty i siły poprzeczne.

^Rozporządzenie m ini stery  alne austryackie z 16/9 1887 zaw iera nastę­
pujące postanowienia co do ciężaru zastępczego przy obliczaniu momentów 
d la m ostów żelaznych i  drew nianych:

§. 3 a. Obciążenie służące za podstawę obliczenia pasów, pokrywające 
całe przęsło, wyznaoza się przy zeskładach zw ykłych, swobodnie leżących 
(przy belkach w  dwu punktach podpartych) n a  każdy tor n a  m etr bieżący 
równo rozdzielone w edług rozpiętości, mierzonej od środka do środka łoży­
ska w  następny sposób:
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Skala a,

Rozpiętości 
teoretyczne 

w m
Ciężar ru ­
chomy w  t

Rozpiętości 
teoretyczne 

w  m
Ciężar ru ­
chomy w t

Rozpiętości 
teoretyczne 

w m
Ciężar ru ­

chomy w  t

1 , 0 30 5 11,5 40 5,6
1,5 2 0 1 0 8,5 SO 4,4
2 , 0 15 15 • 7,0 1 2 0 3,8
2,5 13,5 2 0 6,5 160 3,4

Dla rozpiętości pośrednich należy w staw iać wedle praw a linii prostej.
§. 3 b W  celu obliczenia poprzecznicy pośredniej nałoży przyjąć jako 

ciężar ruchom y połowę całkowitego, w edług skali a w ynikającego, obcią­
żenia mostu, którego rozpiętością je s t odległość od najbliższej lewej do n a j­
bliższej praw ej poprzecznicy.

Końcowe poprzecznice należy wedle ich ustroju w  każdym  w ypadku 
obliczać, przyczem należy w  myśl poprzedniej reguły przyjm ować zam iast- 
brakującej sąsiedniej poprzecznicy odpowiednio odległą teo re ty czn ą  pod­
porę toru.

Podłużnice należy obliczać jako belki główne, oparte n a  poprzecz­
n ia c h .

§. 3 h. D la takich  kolei drugorzędnych i  m iejscowych o zwykłej sze­
rokości toru, na k tórych nie jeżdżą ciężkie czteroosiowe parowozy, należy 
zmniejszyć odpowiednio obciążenie norm alne w  ustępach a) i  b). I  ta k :

1 ) o 2 0  procent dla tak ich  kolei, k tórych m osty nie wiozą w iększych 
ciężarów, niż parow ozy trzyosiowe, w edług schem atu / )  ;

2) o 40 procent dla takich kolei, k tórych m osty nie wiozą większych 
ciężarów, niż trzyosiowe parowozy jaszczykowe, w edług schem atu g).

Podobne rozporządzenie rosyjskie podamy poniżej (§. 23).
W e F rancy i przepisany został, ja k  wiadomo, pociąg norm alny dla 

obliczenia belek mostowych. Obliczanie sił zew nętrznych mostów o w ięk­
szej rozpiętości n a  podstaw ie układu ciężarów skupionych, je s t z powodu 
wielkiej ilości tych ciężarów nadzwyczaj żmudne. Dlatego też inżynier 
C o l l i g n o n  proponuje w  (Ann. d. ponts et chaussées 1895/11 str. 5) użycie 
d la  mostów powyżej 30?» rozpiętości dw u ciężarów zastępczych, z których 
pierwszy 5,32 t/m przyjąć należy na długości dw u parowozów t. j. 30 m, 
d rug i przedstaw iający wozy ciężarowe 2,66 i/w na reszcie przęsła. A utor 
przekonał się, że dw a te ciężary bardzo dobrze zastępują pociąg norm alny 
francuski. Sposób ten ma także tę  dogodność, że ciężary te  są sta łe  i  n ie­
zależne od wielkości przęsła.

§. 5. Obciążenie śniegiem.

Dalszym ciężarem działającym na mosty jesfc śnieg. Ciężar 
warstwy śniegu 80 cm wysokiej na w 2 pomostu wynosi około 
100 kg. Rozporządzenie ministeryalne bawarskie każe też uwzglę­
dniać obciążenie śniegiem, wynoszące 100 Kgjiw2, saskie 70 kg\m \
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ale ponieważ śnieg zmiata się z mostów, więc się go zwykle 
nie uwzględnia w obliczeniu zwłaszcza, że, jeżeli śnieg jest na 
moście, to ruch jest po części zatamowany. Nie możemy więc 
przypuścić równoczesńego obciążenia śniegiem i wielkim cięża­
rem ruchomym.

§. 6. Ciśnienie poziome, powstające wskutek chwiania 
się parowozów i wozów.

Ciśnienie poziome, powstające wskutek chwiania się paro­
wozów i wozów, jest tem większe, im większy ciężar i chyżość 
pociągu. Z doświadczeń W e b e r a  przekonano się, że mogą 
dojść te siły do 2/3 ciężaru pionowego. Jednak ciśnienia te po 
części się znoszą, gdyż jedne koła działają na jeden tok szyn, 
a drugie równocześnie na drugi w przeciwnym kierunku. Przy 
obliczeniu mostów kolejowych przyjmujemy siłę poziomą, równą
0,08 ciśnienia pionowego u każdego koła parowozu, dla więk­
szych rozpiętości zaś (od 10 m) jedną siłę =  0,08 części ciężaru 
parowozu, więc dla kolei głównych 3,6 t, działającą u pierwszej 
osi parowozu. L e b e r  przyjmuje tę siłę dla kolei głównych 
równ. 5 t, dla drugorzędnych 4 t i 3 t.

Dla m o s t ó w  d r o g o w y c h  i k ł a d e k  możemy przyjąć 
jako siłę poziomą 100 Icgjm2. Ponieważ jednak podczas wielkiego 
wiatru ruch na mostach drogowych jest mniejszy i powolniej­
szy, a przy wielkim wichrze ustaje, więc zwykle, uwzględniając 
parcie wiatru wedle następnego paragrafu , nie uwzględniamy 
już wstrząśnień poziomych, powstałych wskutek ciężaru ru ­
chomego.

§. 7. Parcie wiatru.

Parcie wiatru w na płaszczyznę prostopadłą do kierunku 
wiatru wynosi*) to—0,1B -y2, przyczem chyżość v przyjmujemy 
w metrach na sekundę, a w w Jcglm2. Otrzymamy więc:

chyżość parcie 
w ia tru  » w ia tru  to

dla silnej bu rzy ........................................ 30 m 117 kgjm1
„ w i c h r u ........................................ .....  40 „ 208 „
„ najsilniejszego wichru w Europie . 50 „ 325 „

*) p. S ta tyka Budowli', w yd. I I .  śtri 336.
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W  Wiedniu spostrzegano -y= 36  w, w Hamburgu v= 42 m, 
w  Ameryce nawet parcie 500 Jcgjni2, w Australii 570 kg Im 2, 
w Anglii w r. 1884 parcie większe, niż 560 Jeffjm2, lecz parcie 
to było tylko na małej przestrzeni tak wielkie, obok zaś było 
mniejsze, tak, że na większą płaszczyznę licząc, możemy je przy­
jąć średnio znacznie mniejsze. Doświadczenia B a k e r  a wyka­
zały, że dla płyty o płaszczyźnie 28 m2 było parcie równe tylko 
2/3 parcia na małą płaszczyznę ( < T m 2).

Przy obliczeniu mostów musimy zważać na tę okoliczność, 
że gdy parcie wiatru wynosi 170 kg/m2, to wozy osobowe słabo 
obsadzone mogą się wywrócić, próżne zaś już przy w = l3 7  kgjm2, 
a zresztą z powodu wielkiego tarcia między szynami a kołami 
ruch pociągów staje się niemożebnym. W  rzeczy samej zasta­
nawia się ruch pociągów podczas silnych wichrów, dlatego 
przyjmujemy parcie wiatru dla mostu obciążonego w = 0,170 t/m2 
dla kolei o torze normalnym. Takie parcie przyjmują w Austryi 
i Francyi, w Prusiech, Alzacyi, Saksonii i Bawaryi 150 kgjm2, 
w Szwajcaryi naw et 100 kg/m2. Wozy kolei -wąskotorowych są 
więcej wywrotne, dlatego przyjmujemy dla obciążonego mostu 
kolei wąskotorowych «0=0,125 Z/»i2 -a dla mostów drogowych 
i  kładek ««=0,100 tjm2

Nieobciążony most musimy obliczać na największe parcie 
wiatru, które w naszych stronach możemy przyjąć już bardzo 
wysoko «>=0,27 tjm \ W  okolicach mniej wystawionych na dzia­
łanie w iatru , zasłoniętych góram i, w dolinach prostopadle do 
ich długości możemy przyjąć mniejsze parcie. Takież parcie 
przyjmują w Austryi i Francyi, 300 kgjm'2 w Bawaryi, 273 kgjm2- 
w Anglii, 250 Tcgjcm2 w Prusiech, Saksonii i Alzacyi, 150 kgjm2 
w Szwajcaryi, 235 kgjm2 w Rosyi.

Dla mostu obciążonego jest wprawdzie parcie na m 2 mniej­
sze, ale powierzchnia, wystawiona na parcie, większa. W  każ­
dym więc szczególnym wypadku wyznaczamy parcie wiatru dla 
mostu obciążonego i nieobciążonego i obliczamy siły zewnętrzne 
na podstawie większego parcia. Przytem przyjąć możemy jako 
wysokość wozów drogowych 2,5 m, kolejowych 3,0 m, a tłumu 
łudzi 2,0 m. Dla mostów kolejowych parcie wiatru dla mostu 
nieobciążonego przy w =  270 kg /m 2 daje większe wyniki od 
parcia na most nieobciążony tylko przy bardzo wielkich roz- 
piętościach. Jeżeli liczymy parcie w iatru dla belki o ściance 
pełnej, to powierzchnia, wystawiona na parcie, jest M, jeżeli h
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oznacza wysokość a l długość belki. Dla belek kratowych mu­
simy dokładnie wyznaczyć powierzchnię pasów i kraty, w przy­
bliżeniu wynosi ona A  *); jeżeli A  oznacza pełną powierzch­
nię belki. Wiatr, przechodząc jednak przez kratę,, uderza jeszcze
o drugą belkę z mniejszą już siłą , która zależy ^od gęstości 
kraty pierwszej i od oddalenia obu belek. Pierwszą okoliczność 
uwzględnia rozporządzenie austryackie, zmniejszając powierzch­
nię belki kratowej tem bardziej, im gęstszą jest krata (p. ta ­
bliczka poniżej). Oo do drugiej okoliczności okazały doświad­
czenia B a k e r a ,  że parcie na drugą belkę jest tem większe, 
im dalej ona leży od belki pierwszej. Dla braku dokładniejszych 
doświadczeń nie "możemy jeszcze uwzględnić tej okoliczności.

Odnośne ustępy r o z p o r z ą d z e n i a  a u s t r y a c k i e g o  naini sfc.  
l i a n d l u  z r. 1887 brzm ią:

§. S f.  Działanie w ia tru  należy wyznaczyć, przyjąw szy parcie boczne 
270Jcgjm- na m ost .nieobciążony i  170fc<7/j»2 n a  m ost obciążony pociągiem, 
względnie w ziąć w rachubę niekorzystniejsze z tych dwu d z ia ła ń , a to, 
ja k  następuje:

1. P rzy  nieobciążonym moście należy wziąć w  rachubę jednę ze 
.ścian niosących z pow ierzchnią, rzeczywiście n a  działanie w ia tru  w ysta­
w ioną, drugą zaś z powierzchnią, w  ten  sam  sposób zmierzyć się m ającą) 
lecz zmniejszoną w edług poniżej podanej skali.

P rzy  moście obciążonym należy uw ażać pociąg jako 2,5 pi wysoki,
0,5 m  nad  szynam i znajdujący się, postępujący pełny prostokąt. Jako płasz­
czyznę, w ystaw ioną na. działanie w ia tru , należy wziąć w rachunek  po- 
%vierzchnię pociągu i części jednej ściany, w ystającej poza zarys poęiągu, 
jakoteż i  zm niejszoną wedle skali powierzchnię tych  części drugiej ściany.

Skala dla zmniejszenia wystawionej na parcie, wiatru powierzchni drugiej
ściany niosącej.

Stosunek próżnej powierzchni 
k ra ty  do całkowitej powierzchni za­
rysu  w  pierwszej ścianie niosącej

-ti

Spółczynnik zm niejszający dla 
w ystaw ionej powierzchni drugiej 

ściany niosącej '■

przy 0,40 
„ 0,G0
» 0,80

0,2
0,4
1,0

Dla w artości pośrednich należy w staw iać wedle praw a linii prostej *).

*) Dla k ra ty  pojedynczej 0,25 A , dla k ra ty  złożonej jednokrotnej
0,4.0 A, dw ukrotnej 0,50 A.

**) W yznaczenie powierzchni, n a  k tó rą  działa w iatr, n ie je s t zupełnie 
jasnem  wedle rozporządzenia. Zdaje nam  się, że pow inno się ją  obliczać 
w  następny sposób:
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M o s t y  d r o g o w e .  §. l i c .  W pływ  parcia w ia tru  m a się uwzglę­
dnić w  sposób, przepisany w  §. 3. lit. / ,  przyczem uw ażać należy tłum  lu ­
dzi .lub wozów jako postępujący pełny prostokąt o 2 m wysokości.

O k ó l n i k  r o s y j s k i e g o  t  e c l i  n i  c z n  o - i  n s p e k  t  o r  s k i e g  o 
k o m i t e t u  k o l e i  ż e l a z n y c h  z 5. stycznia 1884. — I II .  Siły w e­
w nętrzne, zależne od parcia  w ia tru  n a  boczną powierzchnię m ostu należy 
obliczać w  dwóch przypuszczeniach, w ybierając niepom yślniejsze:

a) bez pociągu n a  moście, przyjm ując parcie w ia tru  l */3 puda na st~ 
(235 kg/m2) bocznej powierzchni,

b) z pociągiem n a  moście, parcie w ia tru  przyjm ując % puda n a  sC- 
(132 kg/m-) powierzchni.

Uwaga I. W  pierwszym  w ypadku jako boczną pow ierzchnię, w y sta ­
w ioną n a  działanie w iatru , należy przyjm ować oprócz rzeczywistej bocznej 
pow ierzchni jednej belki jeszcze części pow ierzchni drugiej belki, ponieważ 
przy pochyłym  kierunku w ia tru  obie belki nie będą się nakryw ały . W y­
staw ioną n a  działanie w ia tru  powierzchnię dwóch belek o tej s$.mej roz­
piętości można przyjąć w  przybliżeniu dla belek o kracie przedziałowej

N azw ijm y powierzchnię pasów i k ra ty  belki pierwszej 4i* powierz­
chnię pomostu P  (rys. 14), części k ra ty , zakrytych przez pomost Z, to po­

w ierzchnia pierwszej bel- 
i-y S. J4-. k i i  pomostu je st A,

P  — Z. Przy wyznaczeniu 
spółczynnika gęstości k ra ­
ty  ;j. nie uw zględniam y 
powierzchni pomostu, bo 
ona przedstaw ia płaszczy­
znę pełną. Mamy więc: 

\ h l —F)—(Ai —Z)
hl—P U)

parcia
zatem

• 12) 

. 13)

W yszukawszy z powyższej tabliczki odpowiedni spółczynnik 
na drugą belkę v, otrzym am y powierzchnię drugiej belki (.4, — Z)'/, 
powierzchnię, w ystaw ioną na parcie w iatru , obu belek i  pom ostu :

A ^ A ,  + P - - Z + ( Ą  - Z ) v  =  (At -  Z ) ( l  +  v ) + P  . .
Dla m ostu nieobciążonego otrzym am y parcie w iatru  n a  m  b.:

i7„ =  .2.‘0j(J1_ ^ ( l + v) +  p} . . kg/m . . .

Jeżeli m ost je s t obciążony, to parcie n a  pociąg uw ażam y jako cię­
żar ruchom y pw, gdy  parcie n a  m ost jako ciężar s ta ły  g‘w. O trzym am y 
w tedy, nazwawszy powierzchnię pociągu C a powierzchnię pociągu, za­
k ry tą  przez belkę pierwszą, B,

* V = ^ ° { ( 4  - ; Z )  (1 +  v) +  p }  . . kg/m . . . .  14)

!«, — Q - ;33(1 +  v)]  . . k g / m ...........................15)

Przykład. Dla mostu układu Schiffkorna o rozpiętości l =  16,09?« je st 
powierzchnia pasów =  3,1 m- a  k ra ty  =  5,1 w 2, więc Al — 8.2 w 2. Dalej m amy
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rów ną 0,50 ogólnej powierzchni, ograniczonej przez pasy belki, a  dla belek
o kracie równoram iennej rów ną 0,60 tej powierzchni, przyjm ując przytem, 
iż pomost znajduje się między pasami. Parcie w ia tru  n a  boczną powierz­
chnię belki rozdziela się w  takim  razie równo między górnym i i  dolnymi 
tężnikam i poziomymi. Jeżeli zaś pomost znajduje się nie między pasam i 
belek, lecz nad pasami, to należy jeszcze przyjąć w rachubę parcie w iatru  
n a  zupełną, boczną powierzchnię pomostu, odnosząc owe dodatkowe parcie 
w  zupełności do górnych lub dolnych tężników stosownie do umieszczenia 
pomostu.

Uwaga 2. W  drugim  w ypadku, gdy pociąg znajduje się n a  moście, 
zupełna powierzchnia boczna, poddana d iia łan iu  w ia tru , otrzym uje się 
przez dodanie do wyżej obliczonej: a) 1 0  st- na każdą stopę bieżącą (8 ,O5 » » 5/ ? ,0  

w m ostach z jazdą w górze, odnosząc przytem  po % parcia w ia tru  na 
górne i  n a  dolno tężniki poziome, b) w  m ostach z jazdą na dole od 1 0  do 
7 ,5s i2 na stopę bieżącą (od 3,05«i2 do 2,29ni2 na Im )  stosownie do wysoko­
ści belek, zmieniającej się od 0,5 sąż. do 3 sąż. (od 1,07 do 6,4?») i więcej, 
przyczem’ całe parcie n a  ową dodatkow ą powierzchnię należy odnieść do 
tężników dolnych.

W artości dodatkowe 10 i 7,5 s t \  (3,05 i 2,29 m-jm) o trzym ane zostały 
przez odjęcie od zupełne j, bocznej powierzchni pociągu na jednostkę d łu­
gości m ostu odstępów pomiędzy sąsiednim i wozami, tudzież pomiędzy głów ką 
szyny i  podłogą wozu, przyczem pierwsza liczba stosuje się do w ypadku, 
gdy powierzchnia pociągu nie je s t zasłonięta belk%, d ruga , gdy cały 
pociąg je s t zasłonięty belką, co się zdarza w  mostach z jazdą n a  dole 
przy wysokości belki większej, niż 3 sążnie (6,4«i);

P = , 6 ,l?» !, Z  =  2 ,4m'1. Wysokość belki 7i.= l,26 f» , w ięc lii =  20,27 m-, 

a stąd  wedle rów. 11) p .=  ( 2 0 . 2 7  -  <>4) ~  ^  ~  =  0,59, którem uto
¿jUju » bjl

spółczynnikowi odpowiada wedle tab liczk i, podanej w rozporządzeniu, 
v =  0,39.

Mamy zatem dla mostu nieobciążoncgo :

f f w = i m  { ( 8 j 2  ~  2 ’ 4 )  ( 1 + ° ’ 3 9 ) + 6 »1 } = 2 3 9

W tym  w ypadku tężniki znajdują się tylko u pa'su dolnego, więc siła 
ffw działa cała n a  pas dolny, w przeciwnym  razie trzeba ją  rozdzielić na 
pas dolny i górny.

Dla m ostu obciążonego m amy powierzchnię pociągu :
C =  16,09. 2,5 =  40,221»2, a  zak ry ta  przez pociąg powierzchnia belki 

B  =  1,8 to*. O trzym am y więc w edług rów. 14) i 15):

1(8’2 “  24) (1 +  °’89) +  6,11 =  160 %/m’
{^0,22 -  1.8 (1 +  0,39)} =  3 9 8 1 L

W idzim y więc, że dla m ostu obciążonego w tym  w ypadku parcie 
w ia tru  je s t większe, to też parcie służy tu  za podstawę obliczenia tężników.
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§. 8. Siła odśrodkowa.
Jeżeli kolej jest w łu k u , to podczas przejazdu pociągu 

powstaje s i ł a  o d ś r o d k o w a  (n. Fliehkraft, cz. silą odstfediva), 
działająca poziomo na szyny, która przenosi się za pośredni­
ctwem szyn na most i jest zależną od chyżości i  ciężaru po­
ciągu i promienia łuku. Jeżeli p  oznacza ciężar ruchomy na l ą  
c chyżość pociąga w mjselc, r promień łuku a <7=9,81 m przyr 
spieszenie ciężkości, to wiemy z fizyki, że siła odśrodkowa

................................. , • ■ 16)gr
Ponieważ w tym wzorze c jest w drugiej potędze, więc 

chcąc otrzymać najw z , musimy zastosować ten wzór dla po­
ciągów pośpiesznych, dla których jednak p jest mniejsze, niż 
dla towarowych, a mianowicie możemy pz-zyjąć w przybliżeniu 
P — zltP i’ ciężaru na jednostkę długości pociągów towarowych, 
(§. 4). Wstawmy w rów. 16) dla pociągów pospiesznych: 

c=20m /s, ¿7=9,81 m,
/  'J /A- h  ... . 41 31to otrzymamy: z = —p=~~  Pir v

ji , 91 G8dla c= 30  mjsitty*™) z = —p = — pd
t j m ................................17)

r j A . . / O S " .

zie dla c= 10  mjs « v *
r  r

Dla pociągów ciężarowych będz

z = Y  P i ...................................18)

Jeżeli chcemy liczyć dokładniej, to możemy przyjąć siłę, 
działającą przy każdej osi parowozu. Wtedy w poprzednich 
wzoraoh należy przyjąć za j), w zg lę d n ie j, ciężar osi, resztę po­
ciągu możemy uważać jako ciężar jednostajnie rozdzielony p =  
=  1,5 tjm dla pociągów osobowych a p —3,6 tjm dla pociągów 
pospiesznych. Przy większych mostach możemy przyjąć jedną 
siłę zamiast wszystkich osi parowozu, działającą w osi pierwszej.

II. N a tę ż e n ie  d o p u s z e z a ln e .
§. 9. Natężenie dopuszezalne dla mostów żelaznych 

i  stalowych.

W §§. 23 , 24. i 25. Podręcznika Statyki budowli (drugie 
wydanie) podaliśmy wzory do obliczenia wymiarów na podstawie
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doświadczeń W o h l e r a .  Przy obliczaniu mostów wzorów tych 
tern bardziej używać należy, że tu zmiany natężeń są z powodu 
ciężaru ruchomego większe, niż dla innych zeskładów. Tu mu­
simy też uwzględnić wstrząśnienia, a źe dokładne obliczenie 
ich wpływu i wielkości nie jest możliwem, więc uwzględniamy 
je, przyjmując wedle wielkości wstrząśnień mniejsze natężenie 
dopuszczalne; inny spółczynnik wstrząśnień przyjmujemy więc 
dla mostów kolejowych, inny dla drogowych a inny dla kładek.

Licząc sposobem W i n k l e r a  używamy następnych wzo­
rów*), przyczem A  oznacza przekrój, P0 siłę zew nętrzną z po­
wodu ciężaru własnego, Pt z powodu ciężaru ruchomego a P2 
takąż siłę o odwrotnym znaku.

Dla m o s t ó w  k o l e j o w y c h  ż e l a z n y c h ,  jeżeli prze­
waża ciągnienie:

jeżeli przeważa ciśnienie, 19)

1200 1 550 1 1380 ”
Dla m o s t ó w  d r o g o w y c h  ż e l a z n y c h :  

dla przeważającego ciągnienia:

A  r P i  |
1400 610 1400

dla przeważającego ciśnienia:

A  1200+ "600 + 1500 .....................21)
Dla k ł a d e k  ż e l a z n y c h :  

dla przeważającego ciągnienia:
A P o  , 2

1400+  700 1550 Cm
dla przeważającego ciśnienia

Po i  P, +  V ,

22)

1200 (550 ‘ 1(!40
Licząc wedle wzorów W e y r a u c h a  mamy:  

dla żelaza natężenie dopuszczalne t =  700(1d= % £) hg/cm2 . 23)
„ stali miękkiej „ t=  9 0 0 (1 + § £ )  „ . 24)
n .» średnio twardej „ -¡:=1000 (1 +  t) „ . 25)

*) p. Podr. S ta ty k i Budowli II . wyd. str. 64 i nast.
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a dla zmiennych natężeń: 
dla stali miękkiej t =  900 (1— *£') „ . 26)

„ „ średnio twardej ^= 1000(1— n£') „ . 27)

przyczem g' =  nai mn\—Ł -== | a spółczynnik wslrząśnień a
71Q>JW» J. t  q "f- CC jl  ^

jest dla mostów kolei głównych 1,3, kolei drugorzędnych 1,25, 
dla drogowj^ch 1,2, dla kładek 1,1. Jeżeli najw P  i najmn P  
mają przeciwne znaki, wtedy używamy dla żelaza rów. 23) ze 
znakiem dolnym, dla stali rów. 26) i 27).

Na podstawie najnowszych doświadczeń B a u s c h i n g e r a  
możemy przyjąć wedle T e t m a j e r a  następne wzory: 

dla żelaza spawalnego :
t= 7 0 0 ± 3 5 0  £ + 13  kg jon2 ...................28)

dla żelaza zlewnego:
t= 8 0 0 ± 4 5 0  £+120 f 2 kg ¡cm2 .................. 29)

dla stali miękkiej
t=900+;500 £+280 £2 legi cm2................... 30)

dla stali średnio twardej
t= 1 0 0 0 ± 7 0 0  ę+2b0,ę2 kgjcm2 . . . .  31)

"W tych częściach mostu, które obliozamy z uwzględnie­
niem parcia w iatru , możemy przyjąć większe natężenie do­
puszczalne ze względu na tę okoliczność, że tak wielkie parcia 
w iatru, jakie w obliczeniu przypuszczamy, trafiają się bardzo 
rzadko. Możemy więc przyjąć:

natężenie dopuszczalne 

dla żelaza spawalnego . . . 1000 kgjcm2
„ „ zlewnego . . . 1150 „
„ stali zlewnej . . . . 1400 „

Zwrócić tu  musimy uw agę, źe natężenie dopuszczalne na­
leży przyjmować większe lub mniejsze, wedle tego, czy sposób
obliczenia jest w ięce j, czy mniej ścisły. Polecamy dlatego przy i 
obliczeniu przybliżonem belek statycznie niewyznaczalnych przyj - 
mować natężenie dopuszczalne mniejsze, a mianowicie dla belek j 
kratowych równoległych o kracie wielokrotnej zmniejszyć na­
tężenie dopuszczalne o 3%, a dla takichże belek wielobocznych ; 
o 10%.

Poniżej podajemy wycia.gi z rozporządzeń austryackich  i rosyjskich, 
w  których po części uwzględniono zm ienność natężenia dopuszczalnego.
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«$ R o z p o r z ą d z e n i e  a u s t r .  m i n .  z r. 1887. -^M osty k o l e j o w e .  
§ . 4 .  P r a c a  m a t e r y a l u .  P rzy  uw zględnieniu obciążeń i  wpływów, okre­
ślonych w  §. 3. u st. a, b, c, d, e, g, h, jakotaż i ciężaru własnego zeskładu 
nie powinno przekraczać obliczone największe natężenie m ateryalu  n a  cm2 

użytecznej powierzchni przekroju (t. j. po odciągnięciu dziur n a  n ity , jako 
też części nie w spółdziałających przekroju pełnego) następnych gran ic :

a) P rzy  żelazie spawalnem  na ciągnienie, ciśnienie i ścinanie:
1. dia rozpiętości niżej 40,n m  700 kg w raz z dodatkiem  2 leg za każdy 

m etr rozpiętości;
2. dla rozpiętości od 40,o m wyżej, a  to :

dla 40,o m ................................................... , 780 kg
„ 80,o „ . . . . . . . . .  8 4 0 ,,
»; 1 2 0 , 0  „ . . ...................................SS0  „
„ 160,o „ i w y ż e j ......................................  900 „ ,

przyczem dla pośrednich rozpiętości należy w staw ić wedle praw a lin ii.p ro ­
stej, a dla poprzecznio i podłużnie brać tę wartość, k tóra odpowiada ich 
rozpiętości ;

3. dla obliczenia nitów  na ścinanie w  jednym  tylko kierunku GOOkgjcm2, 
względnie w kilku kierunkach 500 kg/cm1, przyczem należy na  to zważać, 
że rz u t ścianki dziury n itu  nie powinien pracować więcej nad 1400kg'cm2;

4. dla obliczenia opora przeciw ścinaniu  w kierunku walcow ania 
500kg/cm2 ;

5. żelazo spaw alne m usi mieć przy w ytrzym ałości 3600 kgkm- na zła­
manie i wyższej przynajm niej 1 2  procent przedłużenia.

P rzy mniejszej w ytrzym ałości na złam anie musi być stosunkowo 
większe przedłużenie, które m a wynosić przy najniższej jeszcze dozwolonej 
w ytrzym ałości na złam anie 3300leg/cm- najmniej 20%.

Przedłużenie należy mierzyć na  pręcie próbriym o przekroju 5 cm3 

przy oddaleniu znaczków 20 cm. Jeżeli nie można uniknąć użycia pręta 
próbnego o innym  przekroju, niż powyższy, to należy ze względu na pręt 
norm alny w ten sposób wyznaczyć odległość znaczków, aby kw adraty  od­
stępów m iały się, jak powierzchnie przekroi.

b) P rzy żelazie łanem , 'k tó ry to  m ateryał nie powinien tworzyć ża­
dnych głównych części składowych konstrukcyi niosącej, ustanaw ia się po­
wyżej wzmiankowane granice: 700kgjcm- na ciśnienie, 200kg/cm2 na zwy­
kłe ciągnienie, a 300 kg/cm- na ciągnienie przy zginaniu.

c) Dla drzewa 80 kgjcm3 n a  zwykłe ciągnienie w kierunku włókien.
d) P rzy wszystkich częściach ustroju, pracujących na  ciśnienie, należy 

zważać na potrzebny opór przeciw wyboczeniu.
c) Największe natężenie, które w ynika z działania w ia tru , określo­

nego w §. 3, ust. / ,  wraz z natężeniam i poprzednio omawian Cmi według 
części konstrukcyi, o k tórą chodzi, nie powinno przekraczać następnej granicy : 

do §. 4. ust. a punkt 1. i 2. . . . 1000 kgjcm2
7) 3i &  , ,  3. . . . . «00 „

,. „ a ,, 4 .  . . . 600 ..

râ  r/p) -fid ¿u
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.2.) M o s t y  d r o g o w e  §. IG. N a t ę ż e n i e .  Gdy przyjm ujem y za podstawę 
omówione w §.15. lit. a, b i  d. obciążenia i w pływ y, jakoteź w łasny ciężar 
zeskładu, nie może przekraczać rachunkiem  wyznaczone najw iększe n a tę ­
żenie m ateryału  na cm 2 użytecznego przekroju (t. j. po odciągnięciu dziur 
n a  n ity , jakoteż nie w spółdziałających części pełnego przekroju) następu­
jących. g ra n ic :

a) d la żelaza spaw alnago ja k  w § .4. lit. a 1. 5. przepisano: 750kg/cm* 
w raz z dodatkiem  2 kg/cm2 na każdy m etr rozpiętości teoretycznej, a n a j ­
wyżej razem iJOO./i^/cw2, przyczem poprzecznice, podłużnice i sk ładnik i po­
średnie obliczać należy podług, ich rozpiętości.

b) Dla żelaza lanego obow iązują pod względem dopuszczalnego n a tę ­
żenia granice, ustanow ione w  ,§. 4. lit. b.

c) W  końcu m ają być zastosowane także dla mostów drogowych po­
stanow ienia w  §. 4. lit. a. 1. S. i  4. lit. c, d i  e (względnie §. 6 . lit. b), od­
noszące się dó mostów kolejowych.

R o z p o r z ą d z e n i e  m i n i s t e r s t w a  h a n d l u  z 'd n ia  29. stycznia 
1892 co do użycia z a  s a d o w.e g o ż e 1 a z a z l e w n e g o  M artina dla ze- 
składów' mostowych na kolejach.

1 . Żelazo zlewne, m ające być uży te d o . jakiegokolwiek zeskładu 
dźwigającego, m usi posiadać przy w k ierunku w alcow ania mierzonej -wytrzy­
małości 3500 do 4500 kg/cm- najm niej tak ą  ciągliwość, k tó ra  w ypada 
z w staw ienia prostolinijnego dla niższej g ranicy  2S% a dla wyższej 2 2 %.

Dalej., może w ytrzym ałość przy każdym  moście we w szystkich jego 
częściach ■wahać się tylko w granicy  700 Tcg/cni".

2. Żelazo nitowe, m ające być użyte, m usi w ykazyw ać przy 3500 do 
4000 kg/cm2 w ytrzym ałości najm niej 32% do' 26% ciągliwości.

3. P rzy  próbach, przedsięwziętych dla kierunku prostopadłego do kie­
ru n k u  w alcow ania, m ają ważność te same granice w ytrzym ałości i  pro­
centy ciągliwości o 2  zmniejszone.

Ciągliwość należy mierzyć w  sposób przepisany rozp. z d. 15. wrże- 
śn ia 1887 w §. 4. lit. a, w 5. 4. M ateryał należy badać już przy w ytw a­
rzan iu  ze względu n a  kruchość i hartow ność i należy z nim  przeprowa­
dzić zw ykłe próby zginania w stan ie  nieuszkodzonym i uszkodzonym. Bliż­
sze ich określenia są przedmiotem osobnych w arunków  dostawczych, które 
m ają być zatwierdzone przez w ładzę nadzorczą.

5. D la zestaw ionych części mostu należy zachować co do obliczo­
nego natężenia m ateryału  na cm2 tymczasem granice, przepisane dla żelaza 
spawalnego w §. 4. rozporządzenia z d. 15. w rześnia 1887.

6 . W ybijanie dziur na n ity , dotychczas używane, dozwolone je s t tylko 
do 1, stycznia 1894 i to  tylko pod tym  w arunkiem , że średnica dziury zwy­
k łe j , k tórą należy w ziąć zawsze najm niej 3 mm m niejszą, powiększy się 
przez późniejsze środkowe w iercenia do średnicy potrzebnej.

Po 1. stycznia 1S94 należy bez w y jątku  dziury n a  n ity  wiercić, 
przebijanie dziur je s t bezwarunkowo zakazane.

7. P rzy  obrabianiu i sk ładaniu  części m ostowych należy o ile moż­
ności używ ać maszynowego nitow ania.

Rozporządzenie niniejsze wchodzi w  życie z dniem ogłoszenia.
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6 kfflmm2_ 
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7,25 „ 
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7.5 „

3 * ) n  o z p o r z ą d z e n i a  r o s y j s k i e .  Tablica spółczynników w y trzy ­
małości s p a  w a l n e g o  ż e l a z a  przy projektach mostów m in isterstw a 
kom unikacyj. (Zbiór postanow ień obowiązujących z r. 1900).

a) Mosty o rozpiętości do 15 m  i pokład mostów w szystkich rozpię­
tości (podłużnice i  poprzecznice):

Ciągnienie i  ciśnienie (przekr. użyteczny) . 
ścinanie w  nitach  . . . . . . . .

„ ' „ łączących podłużnice z poprzecznicam
i te  osta tn ie  z belkami głównem i ...............................................

Ścinanie ścianki p i o n o w e j ...............................................
b) Mosty o rozpiętości większej, niż 15m:
Ciągnienie (przekrój użyteczny) . .
ciśnienie (przekrój półużyteczny t. j. z odciągnięciem po

łowy przekroju dziur na nity)
c) Mosty kratow e:
Ciągnienie (przekrój użyteczny) . .
ciśnienie (przekrój pó łuży teczny)......................................
w  blachach pionowych ścinanie podłużne . . .
ścinanie w n i t a c h ..................................................................
d) W  poziomych i pionowych tężnikach mostów:
Ciągnienie (przekrój u ż y te c z n y ) ......................................
ciśnienie (przekrój półużyteczny) . . . . .
ścinanie w  n i t a c h ...................................... .........
P rzy tem  spółczynniki n a  ciśnienie należy zmniejszyć zależnie od sto­

sunku długości części ściskanych do najm niejszego przekroju ze względu 
n a  wyboczenie.

R o z p o r z ą d z e n i e  m i n i s t r a  k o m u n i k a c y i  w  kw estyi 
używ ania z l e w n e g o  ż e l a z a  przy budowie m ostów (Zbiór postanowień 
z r. 1900) (wyciąg).

Natężenia dopuszczalne przy projektowaniu wierzchniej budowy mo­
stów  z zlewnego żelaza:

a) Mosty o rozpiętości mniej niż 7 sąż. (15 m), a także poprzecznice 
i  podłużnice m ostów wszelkich rozpiętości:

Na ciągnienie i  ciśnienie (przekrój użyteczny) 
n a  ścinanie w  ściance belek pełnych . . . .
b) Mosty od 7 do 15 sąż. (15 do 32 m) rozpiętości, belki 

g łów ne:
Na ciągnienie i  ciśnienie (przekrój użyteczny) 
n a  ścinanie w  ściance belek pełnych . , ...
c) Mosty ó rozpiętości wyżej 15 sąż. (32 m) belki główne:
Na ciągnienie (przekrój użyteczny) . . . .
n a  ciśnienie (przekrój półużyteczny) w  pasach

w  krzyżulcach 
na ścinanie w ściance, belek pełnych . . . .
d) W tężnikach poziomych i pionowych m ostów aż do 32m rozpiętości:
N a ciągnienie (przekrój użyteczny) . . .  . . 9  kgjmm'1
na ciśnienie (przekrój półużyteczny) . . . . . 8  „

6,5 Tcg/tnm2 

3,75 „

7.25
4.25

7.75
7.75 
7,5
4.75
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e) W tężnikach poziomych i pionowych mostów o większej rozpię­
tości, niż 32 m:

N a ciągnienie (przekrój u ż y te c z n y ) ......................................9,5 hgjinm'1
na  ciśnienie (przekrój pó łuży teczny)......................................8,5 „
W  razie jednoczesnego stosowania w  tej samej "budowli żelaza spa- 

walnego i  zlewnego, oddzielne części danej budowli w inny  być w ykonane 
całkowicie z jednego gatu n k u  żelaza t. j. w yłącznie ze zlewnego lub spa- 
walnego.

Do takich  oddzielnych części należą pasy górne i dolne, krzyżulce 
i  słupy, poprzecznice i podłużnice pomostu i  tężniki poziome i  pionowe.

O k ó l n i k  t e c h n i c z n o  i n s p e k t o r s k i e g o  k o m i t e t u  kolei że­
laznych z 5. stycznia 1884 r. N. 60. (Zbiór postanow ień z r. 1900).

IV. Poprzeczne przekroje pasów belek głów nych i  belek poprzecz­
nych (jeżeli służą jednocześnie jako tężniki poziome) pow inny być obliczone 
na podstaw ie następujących wzorów:

P + 0 . 6 P '  
dla pasów r =  — ——— .............aj

, Me i °>5 P " zidla poprzecznie =  —  -j— —— .............o)u A j

przyczem t  i  oznaczają natężenia dopuszczalne dla pasów i poprzecznio, 
P  siłę w ew nętrzną, w yw ołaną w pasie przez obciążenie pionowe, P ‘ siłę 
w ew nętrzną, w yw ołaną w pasie przez obciążenie w iatrem , A przekrój pasu, 

■M m om ent sił zew nętrznych z powodu obciążenia pionowego, P" siłę w e­

wnętrzną, w yw ołaną w iatrem , ~  moment oporu przekroju poprzecznicy,

A t przekrój poprzecznicy. Jeżeli działa tylko obciążenie pionowe, to t  nie 
powinno być większe od natężenia dopuszczalnego (wskazanego w ustępie 
poprzednim) a  przy działaniu równoczesnem obciążenia pionowego i parcia 
w ia tru  t  nip powinno być większe, aniżeli 760 Taj/cm2 dla żelaza spawalnego.

Uwaga. Spółczynniki liczbowe 0,6 i  0,5 w a) i  b) są stosunkam i

i  t. j. stosunkam i natężeń dopuszczalnych w pasie belki głównej

i w poprzecznicy dla obciążenia pionowego i w iatru .
V. Dla części belki poddanych ciśnieniu natężenie dopuszczalne 

z r. 1875 powinno być zmienione stosunkowo do ilorazów długości części 
ciśnionych przez promień bezwładności, przyczem przekątnie i  słupy, na 
które działa obciążenie mniejsze od ciężaru dw u przedziałów, należy obli­
czać wedle obciążeń, przeniesionych przez poprzecznice. W  ciśnionych czę­
ściach belki przekroje obliczają się nie całkowite, lecz półużyteczne, a w  cią­
gnionych częściach przekroje użyteczne (bez dziur na nity).

§. 10. Natężenie dopuszczalne dla mostów drewnianych.

Doświadczenia Wohlera ograniczały się tylko na żelazo 
i stal. Drzewa nie badano w ten sposób, jednak analogicznie 
przypuszczać możemy, że zmiany w natężeniu będą miały po­
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dobny wpływ także na wytrzymałość drzewa. Przy mostach, 
drewnianyeh uwzględniać więc należy także wpływ zmiany na­
tężeń wskutek ciężaru ruchomego.

Nazwijmy P 0 siłę, działającą wskutek ciężaru stałego, a P± 
wskutek ciężaru ruchomego, to ponieważ ciężar ruchomy jest 
przyczyną wstrząśnień i zmian w natężeniu, pomnożymy ciężar 
ruchomy spółczynnikiem y, większym od jedności, który przyj­
miemy dla kładek rj=-1,1 do 1,2, dla mostów drogowych rj= 
1,2 do 1,3, dla kolejowych 7]=1,3 do 1,4, przyczem większe 
spółczynniki odnoszą się do części bezpośrednio obciążonych, 
zaś mniejsze do części pośrednio obciążonyeh. Zatem:

A  = - 5-+ - ^ . .......................... ......  . . 32)
H

Zamiast tego obliczać możemy wymiary według dawnej 
metody, jeżeli odpowiednio przyjmiemy natężenia dopuszczalne 
i l , więc:

■ ¿ J & i Ś L t e Ą  stąd

”4 ° ;

. 33)

Natężenie dopuszczalne możemy przyjąć według nastę­
pnej tabliczki:

Na

m osty sta łe m osty tymczasowe

drzewo drzewo
miękkie tw arde miękkie tw arde

kg [cm2 kg jem2

c i ą g n i e n i e ............................... 105 1 2 0 1 2 0 140
c i ś n ie n ie ..................................... 70 80 80 95
z g i n a n i e ..................................... 90 105 105 1 2 0

Rozp. austryackie m inistervalne nie uwzględnia zmienności natężeń 
p. §. 9.

R o z p o r z ą d z e n i e  r o s y j s k i e  z r. 1900.
1 . Natężenie dopuszczalne drzewa. P rzy  projektow aniu mostów drew ­

nianych kolejowych przyjm ować należy następne natężenia dopuszczalne:
a) dla drzew a iglastego g a tunku  zw ykłego: n a  ciągnienie (bezpo­

średnie) 1 0 0  kglcni1, n a  ciśnienio (bezpośrednie) 50 kg/cm2, n a  ciśnienie pro­
stopadłe do włókien 15 kg/cm'1, n a  zginanie 65 kg/cm-.

b) dla dębu (którego w ytrzym ałość n a  ciągnienie je s t nie mniejszą, 
niż 965 kg/cm1) n a  ciągnienie (bezpośrednie) 14.0 kg/cm2, n a  ciśnienie (bezpo-'
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średnie) 75 kg/cm2 na ciśnienie prostopadle do włókien 38 k g jcm \ na zgina­
nie 1 0 0  kgjcm1.

c) dla drzew a ig lastego lepszego (którego w ytrzym ałość na ciągnienie 
je s t nie mniejszą, niż 812 kg/cm.2) n a  ciągnienie bezpośrednie 115 kgjcm1, na 
ciśnienie bezpośrednie 65 Icg/cm-, na ciśnienie prostopadle do włókien
20 kg/cm2, n a  zginanie 75 kgjcm2.

d) P rzy  sp raw dzaniu  w ytrzym ałości pasów w  belkacli kratow ych 
należy uwzględnić także zginanie miejscowe, jeśli ono zachodzi. P rzy  spraw ­
dzaniu  n a  działanie w ia tru  i obciążenia pionowego w belkach kratow ych, 
w szystkie natężen ia powyższe należy zwiększyć o 12,5 kgjcm2.

e) Przy obliczaniu mostów drew nianych c z a s o w y c h  wszystkie 
podane powyżej pod a), &),'c) i i )  natężenia można zmniejszyć o 25%, .

B . Belka prosta jednoprzęslowa zwykła.
III. D z ia ła n ie  c i ę ż a r ó w  s k u p io n y c h  

§. 11. Linie wpływowe s ił  poprzecznych.
W Statyce Budowli wyłożyliśmy, jak  się wyznacza siły 

poprzeczne i momenty dla belki w dwu punktach podpartej*) 
dla darrego obciążenia. Teraz mamy wyznaczyć momenty i siły 
poprzeczne, które sprawia ciężar ruchomy. W tym celu zasta­

nowimy się najpierw 
nad terń, jakie siły 
poprzeczne w danym 
punkcie C (rys. 15), 
odległym o s  od A, 
sprawia ciężar P, gdy 
posuwa się od A  do B.

Załóżmy, że na 
A  B  działa siła P  
w punkcie E  w odle­
głości u od lewej pod­
pory A, to oddziały-

,  l— uwame 0 1= P —. .t
rozróżnić

y" ^

c

r y s .15 . 
P

tr-¡C--J
li-------------------y

dw
W  celu wyznaczenia siły poprzecznej musimy

X-;/a wypadki: -
a) l^> u >. x, l u b :  b)  a ; >  u ^ >  0 . 

*) p. Podr. S ta ty k i Budowli, I I  wyd. str. 19. i 21.
Teorya m ostów  I . 3‘



^
Dla wypadku a) jest Q— 0 \= P — —̂

l _ u u ......................34)
zaś dla b) Q—0 1 — P = P —¡— —P = — P -y

o , o
Gdy ciężar porusza się po belceY-4 do B, to wraz z u 

zmienia się Q, bo, jak widzimy, (¡) jest funkcyą u. A że Q jest 
funkcyą pierwszego stopnia zmiennej u, więc siła poprzeczna 
zmienia się dla zmiennej u według prawa linii prostej.

Wykreślmy w p u n k c i e ,  w k t ó r y m  s i ł a  d z i a ł a ,  t. j.
J,__ ^

w E, rzędną ee‘ w podziałce sił równą Q = P—̂—, to rzędna ta

będzie przedstawiała siłę poprzeczną w C, gdy P  działa w JE. 
Gdy zrobimy to samo dla rozmaitych położeń siły P, t. j. gdy 
wykreślimy w punktach zaczepienia siły P  rzędne, równe sile 
poprzecznej w punkcie G, to końce tych rzędnych będą leżały 
według poprzedniego na linii prostej bc‘.

L i n i ę ,  k t ó r a  w y r a ż a  w p ł y w z m i a n y  p o ł o ż e n i a  
'Kn. s k u p i o n e g o  c i ę ż a r u  r u c h o m e g o  n a pe wną ,  i l o ś ć  me-

c h a n i o z n ą  n. p. siłę poprzeczną, moment, oddziaływanie, siłę 
wewnętrzną, n a z y w a m y  l i n i ą  w p ł y w o w ą  (n. Einflussli- 
me> fr- M&ne d’influence, cz. obrazec influenćny). W  tym wypadku 
jest tu linia wpływowa be' prostą, a aby wykreślić tę linię 
prostą dla wypadku b), dość będzie wyznaczyć dwa jej punkty. 
Przypuszczamy więc najpierw, że « = 0 , to z rów. 34) otrzy­
mamy: <3=0, a odnośny punkt linii wpływowej będzie a. Za­
łóżmy te raz , że u — l,  to Q =  — P, zatem robimy bb' =  — P, 
i otrzymujemy b' drugi punkt linii wpływowej ab'. Ta linia jest 
jednak tylko ważną od a do c", więc ac" t. j. dla x  >  u >  0.

I __u
Dla wypadku aj t. j. gdy l^> u^> x, m amy: Q—P  —

v
Podstawiwszy tu  w=0, otrzymamy: Q = P , robimy więc: aa‘=  
= P ,  a a '  jest punktem linii wpływowej. Drugi punkt b‘ otrzy­
mamy, wstawiwszy w 34) u = l,  wtedy <2=0. Łączymy teraz 
punkt a' z & i otrzymujemy drugą prostą, która jest ważną 
od c' do b. Linia wpływowa sił poprzecznych w C składa się 
więc z dwu równoległych prostych ac“ i c‘b. Wykreśliwszy tę 
lin ią, możemy wynaleść siłę poprzeczną w punkcie C dla któ­
regokolwiek położenia siły P, jeżeli tylko wykreślimy rzędną 
w punkcie zaczepienia siły i odczytamy ją  w podziałce sił.

— 34 —
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Jeżeli zamiast siły P  działa siła P ', to chcąc użyć tej samej
Plinii wpływowej, musimy rzędną y  pomnożyć przez -p  1 więc 

a dla będzie: Q = P ‘y.

Jeżeli kilka ciężarów działa na belkę w rozmaitych pun-
P V  P 'V ' P " V "  

ktach, to: « = 1 + 1  ’ J ’P  ‘ P  1 P  1 ' ‘ '

=  ^ ( p y + P " 2 / " + P " y " + . . - ) = y - S P y  • • 35)

a dla P =  1, to jest, jeśli wykreślając linią wpływową, zrobimy 
■aa‘=bb‘= 1, otrzymamy:

Q = P 'y‘ Jr P"y"Ą-P“‘y '“ + . . .  = - 2 P y . . . .  36) 
■Następnie będziemy zawsze przypuszczać, żeśmy wykreślili 

linię wpływową dla P = l ,  w przeciwnym razie podzielić jeszcze 
musimy wynik przez P  (według rów. 35).

§. 12. Linie wpływowe momentów.
Aby wyznaczyć linią wpływową momentów, przypuśćmy 

znowu, źe siła P =  1, działa na belkę A B  w punkcie E: W tedy 
zachodzą te same dwa wypadki: a) l w >  x  i b) Mp> 0. 

Dla wypadku a) jest moment ze względu na punkt C

M  — Ojx, więc — = 0 1. Nazwijmy ~  — M', to M '—Ou  a chcącOD CO
■otrzymać M, trzeba pomnożyć M ' przez x.

Podstawmy za wartość, to

ili'==G1== p f e - ^  ........................ 3?)

a dla wypadku b) M = O tx — P (x  — u), zatem :

M '= O l -  P ^ 1 - ™ J  ......... ......... 88)

Równanie 37) jest zupełnie takie samo, jak  pierwsze rów­
nanie 34); więc w ten sam sposób kreślimy prostą a'b, jak  dla 
sił poprzecznych, z którejto prostej tylko część ci b jest ważną.

Według równ. 38) M! składa się z różnicy, której pierw­
szy wyraz 0X przedstawia się wykreślnie prostą a'b, względnie
na długości x  prostą a'Cj. Od rzędnych tej linii musimy odjąć

rzędne linii, wyrażonej i'ównaniem P ^ l — ~ j ,  równaniem także
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linii prostej. Różnica M '— Ój—P ^ l —— j  przedstawia równanie 

linii prostej, do wyznaczenia której, wystarczają dwa punkty. 

Jeżeli w tem równaniu zrobimy M=0, to P ^ l — ^ j==P. Odcią­

gnąwszy więc od rzędnej aa' rzędną P = a a ', otrzymamy rzędną 
linii M' równą zeru, a zatem a jako punkt linii wpływowej-

Jeżeli zaś u = x , to P ^ l ----w ty™ Punkcie ni® mamy

więc nic do odciągania, zatem cci jest rzędną linii wpływowej. 
Ponieważ ta linia jest prostą, więc jeśli połączymy punkt a z cir 
to acjj jest linią wpływową dla momentów w punkcie C.

Dla innego punktu D, oddalonego od punktu A o xu  otrzy­
mamy inną linię wpływową, której rzędne trzeba będzie po­
mnożyć przez xi . Abyśmy mogli linie wpływowe dla rozmai­
tych przekrojów porównywać, musimy je sprowadzić do wspól­
nej-podstawy.1'Otóż wiemy, że moment w punkcie Z>, gdy siła

oc
P — 1 stoi w tymże punkcie, jest M = dd1 ,x1—dd1-^-x. Popro­

wadźmy z punktu d̂  poziomą d j\  to cf=dd i , połączmy punkt 
a z punktem /, aż prosta af przetnie się*pionową dd2, a otrzy­
mamy prostą ad2. Z rysunku widzimy, że dd2 ■ ddi —x l :x, czyli:

CCdd.2= ddi Punkt dt jest więc punktem linii wpływowej mo- 
CC

mentów w D  dla tej samej podstawy x. Połączmy punkt d,x
z punktem b, a otrzy­
mamy linię wpływową 
ad2b dla podstawy x. 

rys. 16. . "i s Zamiast mnożyć
Tzędne linii wpływo­
wej przez stałą pod­
stawę x, możemy zmie­
nić odpowiednio po- 
działkę tak, żeby od- 

razu odczytywać momenty. W  takim razie trzeba jednak, aby 
wszystkie linie wpływowe były wykreślone ze względu na jednę 
podstawę. Aby się dowiedzieć na jakiejto linii będą leżały 
wierzchołki trójkątów wpływowych, załóżmy, że u= x, to otrzy-
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f . , ,  p ą - x )  . , ,  P ( i — %)% TTr.mamy z rown, 37) M ‘—— a więc M =  —-— j----:—. W i­

dzimy więc, źe linia ta  jest parabolą (rys. 16). Jeżeli siła P =  1 
stoi w środku belki, to moment w tym punkcie jest Mg =  {P l. 
Wykreślmy wedle przyjętej podziałki momentu ggx=Mg, to gx 
jest wierzchołkiem szukanej paraboli o osi pionowej. W ykre­
ślenie tej paraboli nie przedstawia już trudności.

§. 13. Najniekorzystntąjsze obciążenie ze względu 
na siły  poprzeczne.

Wykreśliwszy dla punktu C i siły P =  1 linię wpływową 
s ił poprzecznych (rys. 17), widzimy, źe każdy ciężar, który stoi

po prawej stronie 
przekroju C spra­
wia dodatnią silę 
poprzeczną, zaś cię­
żar po lewej stro­
nie tego przekroju 
ujemną. Jeżeli chce­
my znaleść najwięk­
szą siłę poprzeczną 
dodatnią, obciąża­
n y , o ile możności, 

długość CB, długości zaś A C  nie obciążamy wcale. Ponieważ 
rzędne od i? do C wzrastają, więc przesuwamy w tym kie­
runku układ ciężarów, rozmieszczonych w danych odstępach, 
odpowiadających pociągowi lub szeregowi wozów. Dla najwię- 
kszości więc musi stać pierwszy ciężar w punkcie C. Możliwem 
je s t jed n ak , że gdy przesuniemy układ ciężarów skupionych 
jeszcze dalej tak, że drugi ciężar stanie na przekroju C, że 
wprawdzie pierwszy ciężar P‘ wywoła siłę poprzeczną ujemną, 
ale przez przesunięcie na lewo siła poprzeczna wywołana resztą 
■ciężarów tak wzrośnie, że będzie większa, niż dla wypadku, 
gdy ciężar pierwszy stoi na przekroju. Chodzi więc teraz o zba­
danie, czy dla największych sił poprzecznych pierwszy ciężar, 
ozy też drugi ma stać na przekroju C. Wyznaczmy najprzód 
siłę poprzeczną, jaka powstaje, jeżeli ciężary P', P0, Pu P 2 
znajdują się na belce A B , a drugi ciężar P0 w punkcie danym C. 
Siła poprzeczna będzie wtedy: Q=  — P '2/'-{-P0?/0 +Pt!/i +
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Jeżeli «kład ciężarów posuniemy na prawo tak, aby pier­
wszy ciężar stał w punkcie C, to wtedy Q powiększy się o 
A Q =  P 'y‘ +  P'y0 — J3”Pdy. AQ będzie mniejsze niż 0, gdy 
CS” Pdy >  P ' (^0 +  y‘). Z rysunku widzimy, że d y : e = l: l ,  czyli

0 1/ ~ £0 —— Q
d y = — l podobnie otrzymamy y0= —-— a y '=  —=■■ .Podstawmy

0 0  0

0 \ - g
te wartości, a otrzymamy H o P - y ^ P ' c z y l i  PĘ> P ‘l-\-

l O
v"p i p i p

—Fe, X P e + F e  >  PI, zatem - >  ..................... 39)i c
Gdy ten warunek zachodzi, to wtedy AQ <C 0, to znaczy, 

że posuwając ten układ ciężarów na prawo, zmniejszymy siłę 
poprzeczną , a ponieważ my szukamy najw Q, więc w takim 
razie nie będziemy posuwać na prawo, zatem dla najw Q drugi

iŚ”P +  P' Pciężar ma stać na C. Jeżeliby zaś ° -=---- - <Z ~, toby dQ^> 0,
o 0

trzebaby więc posunąć na prawo układ ciężarów, a zatem pier­
wszy ciężar stać będzie w takim razie na przekroju dla najw Q, 
Prawo to możemy wyrazić słowami w następujący sposób: 
„ D r u g i  c i ę ż a r  m a  s t a ć  n a  p r z e k r o j u ,  g d y  c i ę ż a r  
j  e d n o s t k o w y  n a d ł u g o ś c i  c j e s t  m n i e j s z y ,  n iż ci  ę- 
ż a r  j e d n o s t k o wy  n a  c a ł e j  b e l c e “. A stać się to może, 
gdy P ' jest małe lub e wielkie, więc gdy mały ciężar idzie na­
przód w odległości wielkiej. Przy zwykłych obciążeniach mo­
stów drogowych i kolejowych sprawia najw. siły pop-rzeczne 
układ ciężarów, gdy pierwszy ciężar stoi na przekroju.

Jeżeli wykreślimy w każdj^m punkcie belki rzęduą, która 
przedstawia najw Q, to rzędne te wyznaczają linią największych 
sił poprzecznych. Chcąc wyznaczyć kształt tej linii dla danej

belki A B  (rys. 18), 
^  nazwijmy I i  wypad­

kową wszystkich sił, 
f > f  u  r  f  odległą o c od pod-

Ał  £  F ' i J ....... -ć.r----- pory B , to, jak wie-
‘ : ....-....................- > my, dla przekroju E

będzie najw Q == ~ ,
0

gdy w punkcie E  stoi pierwszy ciężar. Jeż'eli najw Q w punkcie 
E  jest dla położenia, gdy w punkcie tym stoi drugi ciężar, to
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sąsiedniego przekroju F, odległego od E  o dx, to musimy prze­
sunąć nieco cały układ ciężarów. R  pozostanie wtedy niezmie­
nione, zmieni się tylko c o dx. Ponieważ najto Q jest funkcyą 
pierwszego stopnia zmiennej c, więc najto Q zmieni się według 
prawa linii prostej. Widzimy więc, że dla przekrojów, dla któ­
rych te same ciężary znajdują się na belce, najto Q możemy 
przedstawić linią prostą. Chcąc, zatem wykreślić największe siły 
poprzeczne, najlepiej wyznaczyć .najto Q dla tych przekrojów, 
dla których przy najniekorzystniejszem obciążeniu jeden ciężar 
stoi właśnie na podporze, wykreślić odnośne rzędne, równe 
najto Q, w tych 'punktach i połączyć je liniami prostemi.

Dla najmń Q należy zastosować te same prawidła z tą 
różnicą, źe obciążać należy lewą stronę belki od danego 
przekroju.

§. 14. Wy znaczenie największych s ił poprzecznych.

1. L i c z e b n i e .  Obliczamy dla najniekorzystniejszego po­
łożenia układu ciężarów siły poprzeczne według wzorów, zna­
nych ze statyki budowli (Podr. St. Bud. II. wyd. str. 20).

Przykład. Belka o rozpiętości 9 m obciążona je s t połową ciężaru pa­
rowozu norm alnego austryackiego. Chcąc wyznaczyć największe siły  po-

W ten sam sposób obliczamy siły poprzeczne dla innych 
przekrojów.

2. Z a  p o m o c ą  l i n i j  w p ł y  w o w y c h .  Wykreślamy linie 
wpływowe dla siły P = l ,  wyznaczamy najniekorzystniejsze po­
łożenie, według tego ustawiamy układ ciężarów i  odczytujemy 
poszczególne rzędne, mnożymy każdą rzędną przez odnośną s iłę  
i dodajemy. Mnożenie to możemy zrobić także wykreślnie za- 
pomocą kąta proporcyonalnego. Zwyczajnie mamy do czynienia

r y s . 19.
przeczne, obliczamy je 
najp ierw  dla przekroju 0  
(rys. 19), gdy jedno koło 
sto i n a  podporze B. Tu 
dla naj większości stoi 
pierwsze koło n a  prze­
kroju. Dla tego położenia:

0 I = > 47 .(4 ,5  +  l,8)==19,5i, naj w Q =  0 t =  19,5 t.
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z dwiema wielkościami ciężarów, czasem z jedną.. W tedy lepiej 
wykreślić wprost linię wpływową dla siły Plt odcinając nie 1 
lecz P 1} ewentualnie wykreślić drugą linię wpływową dla P , 
(rys. 20). Układ zaś ciężarów skupionych wykreślamy na kalce,

r y s . 20

kreśląc w odstępach siły pionowe i jedną linię poziomą. W tedy 
możemy cyrklem dodawać rzędne linii wpływowych pierwszej 
lub drugiej, wedle tego, jak która siła oznaczona. Kalki tej mo­
żemy użyć dla innych położeń układu sił, względnie dla linij 
wpływowych dla innych punktów.

Sposób ten jest tem korzystniejszy, im trudniejsze są inne 
sposoby. Tu dla sił poprzecznych zazwyczaj nie opłaca się uży­
wać linij wpływowych, bo inne sposoby prowadzą prędzej do celu.

3. Z a p o m o c ą  w i e l o b o k u  s z n u r o w e g o  s p o s o b e m  
W i n k l e r a .  Jeżeli dana jest belka A B  (rys. 21), na którą 
działają ciężary Pt , P2, P 3, P 4 i.chcem y wykreślić linię naj­
większych sił poprzecznych, wystawiamy na podporze »4 pio­

n o w ą  i odcinamy na niej siły P ,, P2, P3, P4, mianowicie P 1== 
=1^4, P2=  21, P 3 =  32, P4 =  43, a drugą podporę B  obieramy 
jako biegun i kreślimy promienie. Teraz ustawiamy dany układ 
ciężarów w ten sposób, że pierwszy ciężar stawiamy w B, 
przyczem dalsze ciężary działają w punktach C, D i E. W tych 
punktach wystawiamy pionowe i kreślimy wielobok sznurowy 

4 -PC‘D'IZ‘A ‘. Wielobok ten sznurowy przedstawia l i n i ę  o d- 
z i a ł y  w a ń  Ol w lewej podporze, a zarazem linię najw Q, 

gdy pierwszy ciężar stoi na przekroju. Chcąc tego twierdzenia 
dowieść, wyznaczymy w zwykły sposób największą siłę po­
przeczną w dowolnym punkcie N, odległym od A  o , gdy 
w tym punkcie stoi pierwszy ciężar Pj (rys. 22). Ponieważ 
wtedy tylko trzy ciężary mieszczą się na belce, wielobok sił
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będzie 321 B  , przyczem P, =  1 P , P2 =  21, P 3 =  32. Obieramy te-, 
raz biegun w 4  i kreślimy wielobok sznurowy AN M 'S'N '. Za­
mykającą, jest tu A N 1, a wiemy, że oddziaływanie otrzymu­
jemy, kreśląc z bieguna równoległą do zamykającej, więc tu

r y s .21.

‘ij'J .s s .

A N '.B N ‘ jest zatem oddziaływaniem w .4, a zarazem największą 
siłą poprzeczną w N, jeżeli pierwszy ciężar Pi stoi w tym  i 
punkcie. Z porównania powierzchni kreskowanych w rys. 21. 
i 22. widzimy, że są przystające, więc N N ‘ (rys. 21), równe jest 
oddziaływaniu, a zarazem najw. sile poprzecznej w N. W  ten 
sam sposób możemy dla każdego innego punktu belki do­
wieść, że rzędna między prostą A B  a wielobokiem sznurowym 
BC 'D ‘E ‘A ' przedstawia najw Q w tym punkcie, gdy na prze­
kroju stoi pierwszy ciężar. >

Jeżeli chcemy dla jakiego przekroju F  (rys. 21) sprawdzić, 
czy najw Q powstaje wtedy, gdy drugi ciężar stoi na przekroju, 
to wiemy, że pierwszy ciężar stoi w takim razie w G , przy­
czem G F= ei , więc siła poprzeczna w punkcie F  będzie: Q=  
=  0x—Pt — GG' — A  1 =  G G '— GG" — G‘G". Tu, jak widzimy, 
G‘G" <Z F F ‘, więc najw Q powstaje, gdy pierwszy ciężar stoi 
na przekroju. /

* *Mf<iyr7'ryeJ2. .
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§. 15. Najniekorzystniejsze położenie układu ciężarów 
zc względu na momenty.

/^Powyżej w §. 11. udowodniliśmy, że linia wpływowa mo­
mentów w punkcie C ma kształt a c'b (rys. 28).

Załóżmy, że belka A B  jest obciążoną dowolnie ciężarami 
P j, P 2. . .P„; moment w C jest wtedy:

M ^ P ^ Ą  + P2y2+ P sys + -----+ P ny„ = 2 rPy.
o o Jeżeli układ cię-1 y o. ivO ,

żarów przesuniemy o 
dx na prawo, to zmie­
ni się moment o dM  
i będzie: 

d M ^ P . + P ^ d y ' -
— (P3 +  P4 +

4- . . .P n)d y "= J i‘dy‘— 
R"dy", . 40) 

jeżeli R ' i R "  oznacza­
ją  wypadkowe wszystkich ciężarów na lewo i na prawo od 
przekroju C.

Z rysunku widzimy, ż e : 

dy‘ : dx—cc‘ : a, J  , CC 7dy = — dx, a

dy"—CC‘- dx. 
o

dy" : dx—cc' : b,

Wstawiając powyższe wartości w równ. 40), otrzymujemy :
IŁ" *dM =cc'dx (—  a

'  _  ? L .\  
0 a więc dM'_ °i gdY ~  >  tl b

41)

Jeżeli więc szukamy takiego położenia układu ciężarów, 
któreby wywołało największy moment w C, to przesuniemy

R ‘ R"układ ciężarów na prawo, jeśli — >• - j bo wtedy d l i >  0.

R 'Jeżeli przytem nowy ciężar wejdzie na belkę, to — bę-
CL

R e
dzie jeszcze większe, jeśli jeden ciężar zejdzie z belki, to

będzie jeszcze mniejsze; a więc przy przesunięciu na prawo 
zyskujemy jeszcze więcej. A zatem zmiana znaku nierówności 
nie może nastąpić ani przez wejście, ani przez zejście jakiego

A'**- -cc Jy

■ L f iJ
-ico .-

A&j-n <X ¿tn yc. **■+X- t V

46,
1ry C- -c~*£ 5 a~\0 <-cj

•T̂ r  J ,  -----—
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ciężaru z belki, lecz tylko przez przekroczenie ciężaru jakiego- 
przez punkt G. Stąd wynika, że dla największości stać musi je ­
den ciężar na przekroju. Z kształtu linii wpływowej widzimy 
też, że dla największości muszą w pobliżu przekroju stać naj­
większe i najbardziej skupione ciężery, a więc n. p. dla mo­
stów kolejowych będzie stać na przekroju dla największego mo­
mentu parowóz, a nie jaszczyk albo wóz.

To, co powyżej udowodniliśmy, podał pierwszy W i n k l e r ,  
ale w rzeczywistości cecha ta nie wystarcza do wyszukania naj­
niekorzystniejszego położenia układu ciężarów skupionych.

i ) Załóżmy, że ciężar P 3 (rys. 24) stoi na przekroju C, a wła­
ściwie o dx na prawo od przekroju, wtedy R ‘ =  Pi +  i , :

P " = P 3 +  P4+ P 8-f . .  . . + P n. Załóżmy dalej, że — ,nałeża-Ci o
łoby zatem według 41) posuwać układ ciężarów na lewo.

W ystarczy tu posunięcie na lewo o dx, aby tylko P 3 sta-
P '4 - P ,nęło po lewej stronie punktu C. Załóżmy, źe teraz -----  — — >•

a
R " __ p
---- -— że zatem układ ciężarów należałoby przesunąć na prawo.

W  takim razie musiałby układ ciężarów skupionych w tem 
położeniu wywołać największy moment w C. Tak jednak nie 
jest zawsze.

Przesuńmy bowiem układ ciężarów o e na prawo tak, aby 
P 2 stanęło na C (na lewo o ’ dx) i załóżmy, że przytem ciężar 
P 0 wchodzi na belkę, a ciężar P„ schodzi z belki, to będzie: 

A M = P 0y0 + R ‘Ay‘-  (£ "  -  % ) Ay" -  P„yn.
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©<

Z rysunku otrzym am y:
m 'x« . cc'e . „ cc'e cc‘ (e — $„)

w - n  ’ ¡ - Ą  więc

AM =P0cc-^- + Ii'co 'e-  -  [R‘‘— P„) | p  -  Pn

AM=c c ‘ e -\  a a b b )
■d j  i P ^ + R 'e ^  R " e - P nx„ . ,Będzie więc: AM^>0, gdy —ii-2--------> -------— , lub:

CL O

R' +  P 0̂  QR " - P n ^

' _ _ _ . - 7 T - :> — — ........................................42)
oo możemy jeszcze inaczej napisać:

j _ P0X0 _ PnXu ^g\
a 1 ao ł) be

R ‘ R"Widzimy więc, że ponieważ ..............<; , więc przy przesu-
CC o

nięciu układu ciężarów na prawo wprawdzie z początku moment 
się zmniejsza, że jednak od chwili, gdy nowy ciężar P0 weba­

ch dzi na belkę, a inny ciężar P„ z belki schodzi, że od tej chwili
moment zaczyna wzrastać ta k , że po przesunięciu o e moment

v będzie większy, niż poprzednio, jeżeli zachodzi nierówność 42).
Nierówność 42) i 43) jest tą drugą cechą, którą trzeba zawsze 

\  zbadać, ile razy znak nierówności się zmienia, aby wyznaczyć
dokładnie najniekorzystniejsze położenie.

Z nierówności 42) widzimy, że wpływ ciężarów P0 i Pn
CC- ccjest tem większy, im większe są stosunki :°- i , im bliżej pod-
6 C

pór więc siły P0 i P„ były przed przesunięciem. Wpływ ten 
jest też po tej stronie przekroju większy, która^jest muiejszą,

więc gdy a <C &, to wpływ P0..°- jest większy, niż wpływ wy-
c

ODrazu Pn Wpływ ciężarów P0 i P„ jest wreszcie tem większy,

im większe są te siły, a im mniejsze wypadkowe R ‘ i R".
Musimy tu jeszcze dodać, że te same cechy dadzą się za­

stosować wszędzie tam,  gdzie linie wyływowe mają ten sam 
kształt, co dla momentów belki prostej , zatem kształt trójkąta 
z pods'awą w osi.
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n iy k M .  j)]a  bliższego w yjaśnienia niech posłuży następny przykład. Chodzi 
o wyznaczenie najniekorzystniejszego położenia pociągu normalnego rosyj­
skiego (§. 7.) dla m om entu w  punkcie O (rys. 25).

Jeżeli postaw im y ciężar 1' na C i w yobrazim y go sobie jako  odda-
„  x 12,5 102,71 . , ..

łony o ax n a  prawo od punktu <7, to >  oo n ic  ’ więc pociąg trzeba

posunąć na prawo, aż ciężar 2 '  stan ie  na przekroju.
J{‘W tedy wejdzie ciężar 3' na belkę, a — będzie jeszcze większe (rys.

26). W tedy  będzie

O Mrys. ¿o.

¿F
---- j-f-;

■'■-fi--------------- | - T -mtsi
iii itf tlj 'vAs Ąs

25 102,71 , r . . , , , .
2  561 >  0 3  0 4 9 - Musimy W1®° PosuniŁ° daleJ Pocliig na­

praw o, a mianowicie o ty le , aby 2' było po praw ej stronie punk tu  O.
W ł , . , 12,5 115,2
W tedy je s t ^  < 2 3 ^ - 9 .

Tu zm ienia śię znak nierówności i w edług cechy W inklera powi- 
nienby ciężar 2 ' w yw oływ ać najw iększy m om ent, znajdując się na prze­

kroju O. To się jednak  
w tym  w ypadku nie 
spraw dza, ja k to  m o­
żemy się ła tw o o tem 

przekonać, badając 
d rugą cechę (rów. 48) 

Przesuńm y m ia­
nowicie pociąg jeszcze 
o 1,32 m n a  praw o tak, 
aby  ciężar 3' s ta n ą ł 
n a  przekroju C, to w te­
dy wchodzi now y cię- 

’ żar 4 ' (rys. 27) n a  bel­
kę, a ciężar 8  schodzi 
z belki. W tedy je s t: 
P 0 = 1 2 ,5 i, a;0= l,2 4 1  rn, 
Pn =  S,2 i, a;n=0,749 m, 
a więc:
12,5 , 12,5.1,241

+  r„. >

S  t) T  

1 1 1 £~2i
— T-j-—i"-}—~--j—» 
<44 \isa\/«! ars i m 

tąNiąsrtkr ĄS (

a’ z' i'

Al jg|
1 n2  3  ■

L l_ B
—¿2,049- 
----25.01-

A H l i 11! _ l i i » !/ri—; ■ 7  ̂i
|-- 1---- -------*s, cx- - — - - 7   ---- 5)
k--*--- ------ - --------—---- y¿,¡¡6

2,561
115,2

1,32. 2,501 ■ 
8,2.0,749

23.049 23,049.2,561
P rzy  przesunięciu n a  praw o o 1,32w zyskujem y więc i mom ent staje 

się większym. .
12,5 119,5 , ,  .

Gdy ciężar 3' przekracza punkt C, to  M usimy więc

jeszcze zbadać drugą cechę. Ale przez posunięcie pociągu 6 1,32 m na prawo 
nie wchodzi żaden now y ciężar na belkę i nie schodzi żaden ciężar z belki» 
-więc; Pti = P n '=  0 , a  d ruga cecha sta je  się rów na pierwszej.
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A więc najniekorzystniejsze położenie pociągu dla m om entu w O jest, 
gdy ciężar 3 ' stoi w O i w  istocie je s t w tedy m om ent i l f =  175,7 tm , gdy 
przeciwnie, gdy koło 2 ' stoi na C, m om ent je s t mniejszy, m ianow icie: 
M== 161,6 tm.

§. IG. Wyznaczenie największych momentów.

a) L i c z e b n i e  z w y k ł y m  s p o s o b e m .  Dla najnieko­
rzystniejszego położenia, które według poprzedniego paragrafu 
wyznaczyliśmy, liczymy momenty według zasad, wyłożonych 
w statyce budowli *). Dla większych rozpiętości wystarczy po­
dzielić połowę rozpiętości na B lub 10 części i dla tych pun­
któw wyznaczyć najw. momenty. Te punkty łączymy linią 
krzywą. Linia ta największych momentów jest obwitdną po­
szczególnych parabol, przecinających się w punktach, dla któ­
rych siła jaka przybywa na belkę lub też ubywa. Dla pewnego 
bowiem położenia układu ciężarów, sprawiającego najw. moment 
w danym punkcie C (rys. 2^) jest

. n 7J/ R '(h+ c)+ R " ( b -  ó)najw — R c = —------ — ---- ----- —a — R c=
i)

(R '+ R ")a (l  — a) c R'{1 — a )-\-R " a t’
l l 

Dla punktu E  odległego o dx posunie się tylko cały układ
o dx na prawo, wiec najw M  zmieni się jako funkcya zmien­
nej a. Z równania tego widzimy, że najw M  zmieniać śię bę­
dzie wedle paraboli, dopóki te same ciężary stać będą na belce.

Przykład. D la belki o rozpiętości 7 m m am y wyznaczyć najw. m om ent 
w  punkcie O (rys. 28.), d la którego a; =  2  m, jeżeli belka je s t obciążona pa­
rowozem norm alnym  austryackim . Jeżeliby stało  drugie koło na przekroju

O (o dx  n a  prawo), to  byłyby n a  belce 
cztery ciężary i  w tedy b y łoby :

ry s . 28.  ̂ 21 .
~2 TT' w ięc posunąć paro-

* i , - i <■> i .» i wóz n a  lewo. aż drugie koło stan ie o
a \ b  1 4  14

9- iC - i &  n a  lewo od C. W tedy -wiecf--ZP—i ; 2 5'
--------------- ioo -------— powi nni ś my przesunąć parowóz n a

prawo. &dy więc, przez przesunięcie 
układu ciężarów an i na prawo, ani n a  lewo nie' otrzym ujem y większego 
mom entu, zatem  to  położenie je s t najniekorzystniejsze. D la tego położenia 
m am y: Oi — } (4,7 (7,0—2 * 6  _).) ==17,6 i, więc najw JŁf=17,6.2—7 .1 ,2= 26 ,8  tm

*) p. Podr. S ta tyk i Budowli II. wyd., s tr . 19.
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b) L i c z e b n i e  z a p o m o c ą  t a b l i c y  m o m e n t ó w  Z i m- 
m e r m a n ń a .  Siła P  może być w trojakiem położeniu ped. 
względem danego punktu G belki A B  (rys. 29); może działać

na lewo od C, w C (rys. 30) 
lub na prawo od C (rys. 31). 

jj ry s . 29. Moment w G mamy w pierw-
¿L_I . f ______ ,_____ ^  szym wypadku:

I p d ^ r ™ 1 +
Pn rv s .3 0 .

A_____ ic ______ B P (l—x)d Pxx. Px. d
------- ------------------= = ----- -----------  4 4 )K----------------Xf------- --►[ • t L i

r y s .  31. A jeżeli więcej takich sił
______jj działa na lewo od C,

2 P - 2 P dX] . 45)
i C

2) Dla d= 0  jest Mn= ^ ~ ......................46)
v

3.) Dla trzeciego wypadku je s t :

■n/r Pi ix,i ~  lh ) ]J\xx\ P\di%Mi -  Y ~  X -  -■ J -  . . . .  4 0

Więc 2 M t = 2 P ^ -  -  SPidi J .................48)

Jeżeli belka obciążona jest równocześnie ciężarami 2P, Pn
i 2 Pi, to będzie:

M  x x , [ 2 P + T > n + m \ ] - [ J ? P d ] X l - [ 2 P , A j ] x  _  4 9 )

Jeżeli l—na, x= m a , xx=(n  — m)a, to :
M  am (n l.2P+Pn +  -SPi ] ~  (2Pd) (n— m) — [2Pi d{ ] m

n
Otóż ułożywszy tablicę, w której dla danego pociągu po­

dane są: SP, -SPj, SP d  i 2 P i dy, możemy bardzo prędko dla każ­
dego położenia wyznaczyć moment.

Na następnej stronicy podajemy tabliczkę dla pociągu złożonego 
z dwu norm alnych parowozów austryackich i jednego wozu, w  której uw i­
doczniliśmy ilości d, dit SP, S P ,, SPd i ^l\dl dla trzech pierwszych osi 
drugiego parowpzu.



Tablicy 
m

om
entów

 
m

ożem
y 

użyć 
też 

do 
w

yznaczenia 
sił 

poprze cznych. 
Gdy 

bowiem 
siła 

P działa 
na 

lewo 
od 

C
 (rys.29} 

to 
siła 

poprzeczna 
w 

C

C a /¿'ca. /ocfj

13 18 13 13 1 0 1 0 1 0 13 13 13 13 1 0 1 0 1 0 8 8

d 15,6 14,4 13,2 1 2 , 0 7,5 6 , 0 4,5 X 1 , 2 2,4 3,6 8 , 1 9,6 1 1 , 1 14,7 17,7 dy
2 P 82 69 56 43 30 2 0 1 0 * 13 26 39 49 59 69 77 85 SĄ

ZPd 897,6 694.8 507,6 336 ISO 105 45 * 15,6 46,8 93,6 174,6 270,6 381,6. 499,2 640,8 S Ą *

d 16,8 15,6 14,4 13,2 8,7 7,2 5,7 1 , 2 * 1 , 2 2,4 6.9 8,4 9,9 13,5 16,5 l d i
S P 95 82 69 56 43 33 23 13 * 13 26 36 46 56 64 72 f i

ZPd 1 0 1 1 , 6 793,2 590,4 403,2 231,6 144,6 72,6 15,6 =i: 15,6 46,8 115,8 199,8 298,8 •106,8 538,8

d 18,0 16,8 15,6 14,4 9,9 8,4 6,9 2,4 1 , 2 *
1 , 2 5,7 7,2 8,7 12,3 15,3 dt

2P 108 95 82 69 56 46 36 26 18 * 13 23 33 43 51 59 SP,
tP d 1141,2 907,2 6 8 8 , 8 4S6 298,8 199,8 115,8 46,8 ~ 15,6 * 15,6 72,6 144,6 231,6 330 452,4 ŁP,eh

Jeżeli m am y n. p. wyznaczyć dla belki o rozpiętości 20?» najw. m om ent w środku belki, to staw iając
1  koło na środek belki, otrzym am y:

M  =  ■>,; (10 .10  (30 +  1,3 +  59) — 180,10  -  270,6 .10) =  284,7 tm.
Postawiwszy drugie koło na środku belki, otrzym am y:

A f=  (10 .10(43  +  13 +  56) — 231,6 .10  -  298,8 .1 0 )= 2 9 4 ,8 0 » .
A wreście, gdy trzecie koło będzie stało  na środku belki, będziemy m ie li:

M =  , ’a (10 .10 (56 +  13 +  4 3 )-2 9 8 ,8  .10  -  233,6 .10) =  294,8 tm.
W  tym  w ypadku więc największy moment powstaje, gdy drugie lub trzecie koło parowozu stoi n a  środku 

belki, gdyż m om enty są przypadkowo w tych w ypadkach równe i wynoszą 294,8 tm.



49

Pic, a dla więcej sił

1 [ 2 P d - 2 P x ] .......................... 51)

Gdy siła P„ stoi na C (rys. 30), to siła poprzeczna w C jest,

. . 52)

P»x

• • JP CCjeżeli P„ oddalone od dx na prawo od C, Qn——j —i •
0

p» lewo G, Qn — —
l

53)

Jeżeli siła Pi działa na prawo od Cy (rys. 31.), to siła po­

przeczna w C jest Qx —

Mi

P ](x i
i

, a dla więcej sił

l
(2P 1x1 — 2 P i d1') . . . . .  54)

Aby otrzymać najw (+  Q), obciążamy prawą stronę belki,

wtedy najw (+  Q) = y  [a, (2P± +  Pn) — 2 P 1 di ]...........................55)

a przy obciążeniu lewej strony belki

najw {— Q)-- - j [ x { S P+Pn) ■2Pd] 56)

c ^ Z a p o m o c ą  l i n i j  w p ł y w o w y c h  przez dodawanie 
rzędnych w ten sam sposób, co dla sił poprzecznych (§. 14).

d) Z a p o m o c ą  w i e l o b o k u  s z n u r o w e g o .  Mając dany 
układ ciężarów skupionych P1} P 2, P3, P4, P5 (rys. 32.), kre­
ślimy wielobok sił, obieramy biegun O i wykreślamy wielobok

sznurowy p s*u z l. "Wykreśliliśmy tu wielobok sznurowy, nie 
oznaczywszy jeszcze połbżenia belki, a to dla tego, aby, można 
użyć tego samego wieloboku sznurowego dla rozmaitych poło-

T e o r y a  m o s tó w  I .  4
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żeń układu ciężarów. Zamiasb bowiem posuwać układ ciężarów 
po belce, możemy układ ciężarów, a więc i wielobok sznurowy, 
zostawić na miejscu, a belkę przesuwać; położenie względne 
układu ciężarów i belki będzie w obu razach takie samo.

Załóżmy n. p,, że mając daną belkę A B  (rys. 33.), chcemy 
wyznaczyć najiu M  dla punktu G. Nie wiemy dokładnie, który 
ciężar ma stać na G dla największości, wiemy jednak, że w po­

bliżu C mają stać największe 
i najbardziej skupione ciężary
i że cała belka ma być obcią­
żona; będzie więc stał na G 
ciężar Pi} P 2 lub P s. Załóżmy 
najpierw, że pierwszy ciężar 
Pj stoi na G. Na dowolnej, 

linii poziomej (rys. 32.) odcinamy od pionowej przez P t A 'C '= A C
i  C/B ,=  CB. Teraz więc podpory są w A ' i B ‘, gdy ciężar P* 
stoi w C‘, kreślimy zatem przez A 1 i  B ' pionowe, mn będzie 
zam ykającą, więc moment w C będzie pr. Teraz próbujemy, 
czy drugi ciężar stojąc na przekroju C , nie wywoła więk­
szego momentu, przyczem postępujemy w ten sam sposób. R o­
bimy A “G“==AC} G‘‘B " = C B ) kreślimy przez A "  i B "  pionowe
i łączymy punkty m' i n‘ przecięcia się tych pionowych z wie- 
lobokiem sznurowym. W  ten sposób wyznaczamy moment 
w tym  wypadku dla przekroju G równy st. To samo powta­
rzamy jeszcze dla wypadku, gdy P 3 stoi na G i . otrzymujemy 
moment w ;  która z tych trzech, długości jest największa, tę 
zatrzymujemy i oznaczamy ją  =  GC' na pionowej w G (rys. 33.). 
To samo robimy dla innych punktów i otrzymujemy linię naj­
większych momentów AG‘B.

Jeżeli y jest rzędną między zamykającą a wielobokiem 
sznurowym, to, jak  wiemy, M = ay, jeżeli a oznacza odległość 
biegunową. Chcąc uniknąć mnożenia, możemy zmienić podziałkę,

1a wtedy jednostką momentów musi być::— jednostki długości.
Oj

Jednostka długości ma więc wartość a jednostek momentów, 
przyczem a należy odczytać w podziałce sił.

Przykład. Jeżeli podziałka s ił je s t 1 ””" t (rys. 32.), a  podziałka długości 

ę 0 —, odległość zaś biegunow a, w yrażona w  podziałce sił a =  2 0 i, to  po-
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działka momentów je s t ^ e ! podziałki w ynosi p r

21 tm. Liczebnie otrzym aliśm y powyżej w  tym  w ypadku 20,52 łm, a więc 
że względu na m ałą - podziałkę w ynik w ykreślny możemy uw ażać jako 
zgodny z liczebnym.

§. 17. Bezwzględnie największy moment.

Chcąc wyznaczyć, jak wielki i w jakim punkcie będzie 
bezwzględnie największy moment, wiemy przedewszystkiem, że 
na tym przekroju musi stać jeden ciężar.

Wyznaczmy najio. moment w przekroju C, odległym od 
lewej podpory o x  (rys. 34.). Załóżmy, że wtedy P  stoi na prze­

kroju, a wypadkowa ciężarów 
na długości AC  jest P lf a na 
długości GB Pz , wtedy 
OjZ=P (l — z)+P± ( 1 xĄ-ai ) +rys. 34

--  jo -  -  %U

0, p < J> {’* 0, +  P 2 ( Z - s - o , ) ,  a M = O xx  +
a[ a i , więc M l=  O, l z ~ P i la, =

= P ( l  — x \ x - \ -  Pj (Z — X -\- cix) X -f* 
P2 (Z ---  *  ---  «¡¡) iC — Pj Oj Z.

Jeżeli M ma być największe, to musimy zrobić (̂ = 0 .

Więc l d̂ - = P l - 2 P x  +  Pi l — 2Pix +  P1a1 + P 2l - 2 P 2x +  

—P 2a2= 0 ,
a stad z _(P + P i+ P -i) l + (Pi ai — P 2«2) c ll
a stad *  . 2 (P + P j + P 2) ’ y

I | Pj») — P 2a2 
. x  2 ' ¿ ( P + P H - P . ) '  ' ' ' ' ' '

Wstawmy wartość za x  w równanie dla M, to otrzymamy:
najto M =-\ (P+Pi + Ą ) 1 — s (Pi ai + P 2«2) +

I (^*1CT1 Ą a 2) "  t m+  _ . _ + .Ą T _ ) T ...........................68)

Załóżmy, że obliczyliśmy z rów. 57) a; i że w C (rys. 35.) 
jest bezwzględnie najto. moment. Złóżmy teraz siły P, Pi i P 2 
w wypadkową P ,  a odległość jej od punktu C niechaj będzie 
r (dodatnie, jeżeli po prawej stronie punktu C), to P  =  P+  P\ +  
+  P2, a biorąc równanie momentów ze względu na punkt
C, P r = P 2o2 — Pi«!-
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x = -

l E r
Wstawmy to w rów. 57), a otrzymamy x — ćjT- " 2 ĵ >

! _ J L ( l - ' r )  69>
Niechaj punkt E  będzie 

środkiem belki, to AE= ~^. Da­

lej nazwijmy CE=d, to 
l

j  -jg  1 Y ~ ~ X'
Podstawiwszy za x  wartość z 59)r

rys. 35 
O,. P, P  R PM O *

' f T ^ - 1  -.I. <*■
-x -;-A i  ^--X-
-i- • , -i----**j ■ — - —-------  —J -— .......
T ■' I r  l

otrzymamy a = ^ + —---- g-,
*

zatem d =  ..................... . . 60)

A zatem środek belki E  jest równo oddalony od C, punktu 
zaczepienia siły P  i od wypadkowej , połowi długość r, a stąd 
także FJB—AC —x.

JRxDalej mamy oddziaływanie 0 1= - y ,  a moment -C;

Ry2
najw M = -^ ------P ta , ............................61)

i
Widzimy więc, że najw M  nie będzie w środku belki, 

lecz w punkcie G w odstępie d od środka (rys. 36). Jeżeli układ
ciężarów skupionych wchodzi 
na belkę z drugiej strony, to 
otrzymamy takie samo najw M  
w punkcie I), który leży syme-

I' .i_ t rycznie do C po drugiej stro­
nie środka belki E. W  środku 

belki będzie zatem moment nieco mniejszy. Tylko, gdy PjOt =  
= P 2a3, a więc zawsze, gdy obciążenie jest ze względu na E

symetryczne, x —-- ,  więc moment jest największy w środku 
belki.

Ponieważ punkt E  połowi długość r (rys. 35.), więc na 
tem polega następująca konstrukcya. Jeżeli dla danego układu 
ciężarów, które się na belce mieszczą, wykreślimy wielobok 
sznurowy i skrajne boki przedłużymy, to przez ich punkt prze­
cięcia się przechodzi wypadkowa (rys. 37). Jeżeli społowiliśmy
* ¿2 wL«. .■ «< pwej:wj<ut±.

i IV.' /f V C -< y.;'< < <_+_< <_tc, o ‘
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długość GD=r, to środek belki będzie w E ,  punkt C zaś na­
zywamy ze względu na punkt zaczepienia wypadkowej D  p r z e ­
k r ó j  e m s y m e t r y c z n y m  (n. Symmetrieąuerschnitt) punktu C.

Konstrukcyę tę po­
dał pierwszy Cul -  
m a n n  (1866).

Twierdzenie Cul- 
manna da się sło­
wami tak wyrazić: 
M o m e n t  s t a j e  
s ię n a j w i ę k s z y m  
p r z y  p e w n y m  
c i ę ż a r z e ,  g d y  
t e n  c i ę ż a r  i w y ­
p a d k o w a  w s z y ­

s t k i c h  c i ę ż a r ó w  s ą  o d  ś r o d k a  b e l k i  r ó w n o  o d d a ­
l o n e .  Nie wiemy jednak jeszcze, który z ciężarów należy po­
stawić na przekroju symetrycznym punktu D. Zwykle największy 
moment powstaje pod ciężarem najbliższym punktu -D, jednak 
nie zawsze. Jeżeli zachodzi wątpliwość, trzeba dla kilku naj­
bliższych ciężarów. spróboweó, czy nie otrzymamy większego 
momentu. Zresztą ta  konstrukcya jest tak długo w ażną, jak
długo ciężary te same znajdują się na belce. Jeżeli chcemy się
przekonać, jak  wielki może wywołać najio. moment inna grupa 
ciężarów (YI3/, I, II, III, IY), to musimy dla niej tę  samą 
konstrukcyę powtórzyć, a wtedy zobaczymy, który moment bę- 

+■-
dzie większym.

Przykłady, 1. Belka o rozpiętości 12 m niech, będzie obciążona pocią­
giem , złożonym z dw u parowozów czteroosiowych kolei Czerniowieckiej, 
którego część przedstaw iliśm y n a  rys. 38. Najw iększy m om ent będzie około 
środka, gdzie m am y umieścić największe ciężary, a więc I, II, I II , IV; na 
przekroju stan ie  prawdopodobnie najw iększy ciężar I I I .  W tedy  zmieszczą 
się  n a  belce siły I, II, I I I ,  IV, V. W ypadkowa tych sił R je s t odległa od I I I  o 

4,61. 9,8 +  1,26 .10,8 -  1,26 i 10,8 — 2,5B5 .10,8 17,71 n QO
r '~  3 .1 0 ,8  + 1 1 ,6  +  9,8 . . ' /  ~  53,8 — ’

*) S o l i n  (M ittheil. des Arch. u. Ing . V. in  Bohmen 1877.) podaje 
-wprawdzie znamię, aby poznać , czy siła  P, czy też sąsiednie siły  P ‘ i P ", 
oddalone od P»o e' i  e" w yw ołują bezwzględną największość. O trzym uje

P ' P  P '
on, że najw M  w yw ołuje P, jeżeli - —~  -C Ale próbo-

CC —  ^ 6 V t —  SC jf 6
waniem równie prędko znajdziemy bezwzględnie najw M.

ry s . 37.
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J2 _o 33
więc x  = —— - —í— =  6,83 ni, l — x  =  6,Í7 m.

Dla tego a; właśnie tych 5 ciężarów stać będzie na belce. Jeżeli
33 2 20 6III będzie stać o dx  na lewo od punktu O, to _ Jeżeli III stoi

21,6 32 2
o d x  ina prawo od C, to " ^  6T Í’ w^ c’ S^y H I stoi w C, moment jest  

największy.

rys. 3 8- 
v r  vil' / '  u  iii i r

■ ■ t  i?;-:- v  !• i | i
■ i-,, r. ■ .— m — i • ■

. ----t A --------------------------- ą j j

as A'J íó.s mj ttp ms ¡1.8 9.9

Możliwemby było chyba jeszcze, że najw. m om ent pow staje pod ] I ,  
w tedy zmieściłyby się n a  belce ciężary V II' I, I I , I II , IV. W ypadkow a 
tych sił je s t odległa od I I  o

2,52 .10,8 +  1,26.11,6 - 1,275 .10,8 -  5,695 . 9,9 , 28,33
r : 3 .1 0 ,8  +  11,6 +  9,9 ~  5 3 ,9 “

=  —  0,53 m , więc x  —  ^  =  6,26 m, l —  x  =  5.74 m.

Gdy n a  tym  punkcie C‘ stoi ciężar II, mieszczą się jeszcze n a  belce

ciężary V II', I , I I I  i  IV. Jeżeli I I  stoi o dx  n a  lewo od C", to ¡¡J1® >  S i
20 7 38,2Gdy II stoi o dx  na prawo od C* to < !„ > !-, zatem największy mo*Oj<SU O, (4:

m ent je s t w  C", gdy I I  stoi n a  przekroju.
w  ■ , . „ . . . , ,  53,8.5,832 ,W pierwszym wypadku w  punkcie C  jest ncijio A l='■-— ■—-  +

— 2 .10,8.1,897 =  111,i łm ;  w  drugim  w ypadku w  punkcie C‘ je s t najio
c« O (i OM

M — -—1 ’  ------ 9 ,9 .5 ,695— 10,8 .1 ,2 7 5 =  105,87 tm. W ięc bezwzględnie naj-
JL ¿i

■większy mom ent pow staje w  C dła a := 5 ,S 3  «!.
2. W yznaczyć należy najw iększy moment, ja lii spraw ia parowóz nor­

m alny  austryacki na belkę o rozpiętości 3 m.
Możliwe są dw a w ypadki, albo n a  belce znajdują się trzy kola albo 

dw a koła. Jeżeli n a  belce znajdu ją się trzy  koła (rys. 39), to ze względu 
n a  sym etryę największy m om ent będzie w  środku belki. W tedy 

2i
Oj =  02 =  ”  =  10,51, a momćnt w C najw M  =  10,5 .1,5 — 7 .1 ,2  ¿== 7,35 tm.¿L

Je ż e li,n a  belce znajdują się dw a koła (rys. 40), to wypadkow a i?= 14  i

leży w  oddaleniu Ł ?  =  0,6 m  od C, a środek belki w  odstępie ^ = 0 , 3  «t, więc¿i
C tf= 0 ,3 , AC =1,2»«, D B  =  3 — 1,2 — 1,2 =  0,6 m. Stąd

r  j r  va
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o, =  1 4 - ^ ~ - ° ’3) =  5 , 6  t, a w  O najw M  =  5,6 .1,2 =  6,72 im.

Tu większy więc je s t najw iększy m om ent dla 3 kól.

Jeżeli uwzględnimy, że na belkę obok ciężaru ruchomego 
działa także ciężar własny, który dla jednostajnego obciążenia 
wywołuje najw. moment w środku rozpiętości, to punkt, dla któ­

rego moment sumaryczny jest

0 ,7  *

L t

r y s .  39
7  , r  o ,

-1.20—f - -HO—-sj 
____ k ____ i ■A

1.50— *
B

Ói
V

Ą r-

r y s . 4 0 
7 ?
K  — ' - M ą ,  - j |  

i

0i

c f y
<----^

+  P 2 (l — x  — a2) x+ '

największy, przysuwa się nie­
co do środka, chociaż nie wiele.

Mamy wtedy dla oddzia­
ływania 0 t (rys. 41) 
Oi l= P ( l—x) + P1 (l — x + ai) f

+ P2 {ł — x — % )+ ‘cp 

zatem

M I— OJk — Pi lax
( j x \

2
■-P(l—x) x + P l (l— x + a l)x +  

gPx gxH _
2 2 1 ”

M l = P ( l  — x ) x Ą -Pj (Z — ic+oja;-}-P2(Z — a; — a2) a; —

P ia J + g~ ( l x).

Jeżeli M  ma b}jć największe, to musimy zrobić
dM

t v s . 4 '1 . , 

p , p '  Ą  
K-Oy-ł

wi'i0

:0 = P l— 2PX +
IdM 
dx

Ą-P^l— 2Pi x Jf-Pi al +  
+ P2l - 2 P 2x +

—PiaJi+  -̂(Z— 2a:)=0,

zatem (P + P j P2)l + (Pi al — P2az) \ g l -
‘¿ (P + Pi + P2)+ gl 

To możemy inaczej napisać
g l 2

Pd — E r+ h g P  1 r + 2R
2 P-\- gl

2 +
l l
Ii

62)

6B)
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Jeżeli d = ~ ---x , to

l - r j m
a- 1 2B  r  fin

‘2 2 + gl 2 + S l .....................
Ir  3 + r

VWidzimy więc, że tu  jest d <  —. Różnica jest zwykle tak

mała, że wystarczy jeżeli najio Mp obliczymy dla C, a najw M g 
dla E  i ilości te dodamy, wtedy otrzymamy najw Mq nieoo 
większe, niż w rzeczywistości.

§. 18. Największe momenty dla zmiennych rozpiętości.

Jeżeli dla jakiejś kolei lub drogi obliczamy więcej mo­
stów na podstawie danego układu ciężarów skupionych, a chodzi 
nam o bezwzględnie największe momenty dla rozmaitych roz­
piętości, to dadzą się według E m p e r g e r a  ustawić wzory, za- 
pomocą których da się obliczyć najiv M  dla zmiennej rozpiętości- 

ct)  Dla bardzo małych rozpiętości sprawia bezwzględnie naj­
większy moment j e d n o  k o ł o  w środku belki, wtedy

P I
3 1 = ^ , .................................66)

więc dla zmiennej l jestto równanie linii prostej Oa (rys. 42).
»•J Jeżeli d w a  k o ł a  mieszczą się na belce, to może być mo­

ment największy dla jednego koła lub dla obciążenia dwoma
kołami. Tu musimy próbować. Według twierdzenia Culmanna 
Środek belki E  musi wtedy połowić odstęp siły Pi od wypad­
kowej R. Mamy wtedy, gdy Oj oznacza oddziaływanie w lewej 
podporze:

R x  R x2 „c.31= Oj a;= -y- x = — , . . . . . .  66)l> 1
Z_Y

co zgadza się z rów. 61), przyczem według 69) x — , zatem

. , r BI R r R r2 R ( ? _ r*A„aj* jK-_T _ _ ł-1 7 r T ^ _ 2 r + T j  . . 67)

Jestto dla zmiennej l równanie hyperboli, bardzo zresztą 
płaskiej, której część ab zatrzymujemy.
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Jeżeli Pi = P 2, a odstęp sił wynosi o, to »•= 

najto M =  ^  (l — i

a
1§

wtedy

ii \ 
a 47/ 68)

c-) Jeżeli t r z y  k o ł a  stoją na belce, to zwykle wypadkowa 
i i  wpada na koło średnie, wtedy największy moment jest 
~w środku i otrzymamy

Pi + F2+ P 3 R  
‘2

. . . E l  _ R1
łwyw 3 1 = ^ - . ^ - ^ = —2 ' 2  " ltvl 4 p i ai*

Dla zmiennej Z jest to równanie linii prostej bc. 
Jeżeli wypadkowa R  jest 

oddalona od średniego koła o r, 
to  postępujemy wedle ogólnych, 
wzorów 69) i 60) i otrzymujemy 
płaską hyperbolę/^Podobnie po­
stępujemy dla czterech kół.

Czasem może zachodzić py­
tanie, czy najcięższe parowozy

Tys. 4-2.

par: cxteraosioioy 
■> trzt/osiowt/

69)

Z / S  3

3-osiowe, czy też 4-osiowe wywołują największe momenty. N aj­
lepiej wykreślić wtedy linie największych momentów dla obu 
parowozów i na podstawie takiego rysunku możemy dla każdej
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rozpiętości (niżej 10 m) od razu powiedzieć, który parowóz spra­
wia „największy moment i jak wielki jest ten moment.

przykład w ykreśliliśm y powyższo linie największych momentów 
dla najcięższych trzyosiow ych i czteroosiowych parowozów kolei Lwowsko- 
Czerniowieckiej w  następny sposób:

I. P a r o w ó z  t r z y o s i o w y .
a) Jeżeli jedna oś znajduje się n a  m oście, to w edług wzoru 65} 

13 1 1
JU-= - ~ —=3,2751/?», zatem  dla i = l  je s t  J / = 3,175 tm, dla 1— 3 M =d,$25 im.

b) Gdy 2 osie znajdują się na moście, w tedy a =  1,58?«, r  =  0,79 m,
1 J)x1 or. <: x 2

x==- — 0,395, a M = - ■ -  =  “ ! ' . Dla l = 4  je st x =  2 — 0,395=1,605 ot,'¿i l i
. . 25,6.1,6052 - o n , .  , j i j o■więc najw M =   ----  =  16,5 tm. Podobnie otrzym am y ale l — 3 m najw

M  =  10,41 tm, dla l —  2,5 m, M  =  7,49 tm.
c) Gdy trzy  osie znajdują się na moście, to al —  1,58 w , l i  —  38 t, 

P j= 1 2 ,4 < , więc wedle w zoru 69)

najw M =  — 12,4 .1,58 =  9 ,5 1 — 19,59 tm,

s tą d  dla l = 1 0 » »  j l f =  75,4 tm, dla Z— 4 w je s t M  =  18,4?/jm.
I I .  P a r o w ó z  c z t e r o o s i o  w y .
aj Jeżeli jedna oś znajduje się n a  moście, to otrzym am y w edług rów. 

65) M =  2,9Z.
b) Gdy 2 osie znajdują się n a  moście, m am y a =  1,2C m, r  =  0,63m,

l Kx'“ 2“* 4 x 2najw. m om ent je s t dla x = —---- 0,315 m, a  najw. 31 =  : Stąd

otrzym am y dla l =  3 x  =  .1,185 m a  iU =10„98 im, dla 1=2 je s t *=0,685«« 
a  M =  5,26 tm.

33 2 Zc) Gdy 3 osie znajdują się n a  moście, to w edług 69) najw 3 1 =  -j-

— 10,8.1,26 — 8,31 — 13,6 tm, s tąd  dla l =  10 m 2 1 =  69,4 tm, a  dla i = 4  m 
je s t M =  19,6 tm.

d) Gdy 4 osie znajdu ją się n a  moście, to  o =  1,26, r  =  0,02 m , więc
1 Pa;2 44 x 2

x  =  -ję— 0,31, a najw 31 =  —-------10,8.1,26 =  — — 13,6 tm , m am y więc
i-i i 1

rów nanie hyperboli bardzo płaskiej. S tąd otrzym am y:
dla 1 =  5 8 10" 12 m

x  —  2,19 3,69 4,69 5,69 m
a najw M  =  28,6 61,3 83,2 105,1 tm.

Dla większych rozpiętości, gdy na moście zmieści się wię­
cej, niż jeden parowóz, dla rozpiętości powyżej 30w można 
przyjąć w przybliżeniu największy moment w środku, a to tem 
bardziej, że przy mostach kratowych chodzi nam tylko o mo­
menty w węzłach.
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IV . O b e ią ż e n ie  e ią g łe .

§. 19. Obciążenie jednostajne zupełne.
"W wykładzie statyki budowli mówiliśmy już o obciążeniu 

ciągłem dowolnem i o obciążeniu jednostajnem zupełnem*), po­
damy więc tu tylko wyniki. 
Jeżeli g jest ciężarem jedno­
stkowym , to w dowolnym 
punkcie C (rys. 43.) jest siła 
poprzeczna

< H J g ( l - 3 x )  . 70) 
a moment

M =  Ą gx (1 — x) . 71),
Stąd

najw ({= £ gl . 72)
jest dla x= 0,

a najw iłl =  ̂ g l 2 . 73>

dla x —Ąr-- Równanie 70) przedstawia linią prostą a'b', zaś 71)O
parabolę a"d"b".

§. 20. Najniekorzystniejsze obciążenie ze względu 
na siły  poprzeczne.

Ponieważ z linii wpływowej (rys. 44.) sił poprzecznych 
wypływa, że każdy ciężar na prawo od danego przekroju G

sprawia w G siłę poprzeczny 
dodatnią, a każdy ciężar, znaj • 
dujący się na belce po lewej 
stronie punk tuC  sprawia w G 
siłę poprzeczną ujemną, więc, 
aby otrzymać najw Q w punk­
cie G, musimy obciążyć BC, 
t. j. całą długość na prawo 
od przekroju, zaś długości AG  

wcale nie obciążać. Jeżeli zaś Q ma być najmniejsze, to obcią­
żamy AC, a długości BC  nie obciążamy wcale. Jeżeli p  oznacza 
ciężar jednostkowy, to pdz oznacza ciężar na długości dx, zaś

*) p. Podr. Statyki Budowli II. wyd. str. 2-1 i  nast.

r y s .4 4 -  
nąjrnn. Q.

AgnilpfflllŁtL
najiu. Q

r y s .  4 3
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pydx  siłę poprzeczną, wywołaną ciężarem pdx, jeżeli y oznacza 
rzędną linii wpływowej dla sił poprzecznych. Jeżeli belka obcią-

ę* B  p  B

żona jest od O do J3, to otrzymamy Q=p \ ydx. Otóż \ y dx
J c J c

jestto powierzchnia, zawarta między linią wpływową a osią od 
do £ ,  którą nazywamy p o w i e r z c h n i ą  w p ł y w o w ą  (n. 

Infłucnzflache, Einflussflache, fr. surface d’influence). A zatem otrzy­
mamy siłę poprzeczną w danym punkcie C, jeżeli powierzchnię 
wpływową dla tego punktu, odpowiadającą długości obciążonej, 
pomnożymy ciężarem jednostkowym p. Twierdzenie to da się 
w ten sam sposób dowieść dla jakiejkolwiek linii wpływowej, 
zawsze więc, c h c ą c  o t r z y m a ć  j a k ą ś  i l o ś ć  m e c h a n i ­
c z n ą ,  w y w o ł a n ą  c i ę ż a r e m  j e d n o s t a j n y m ,  p o m n o ż y ć  
m a m y  o d n o ś n ą  p o w i e r z c h n i ę  w p ł y  w o w ą  p r z e z  c i ę -  
i a r  j e d n o s t k o w y  p. Z rysunku otrzymamy

l _x  n _
najw (+  Q) =  p bćc =  p J ( l - x )  - ~ j -  =  Ą p — ----- , czyli

7i aj w ( +Q)  =  a pi ( i —t )  • • • • 74)

Podobnie otrzym any najw (—Q )= —p.acc" =  —p \ - j  x,
1>X =więc najw ( - Q )  =  — .......................... 75)

Równania 74) i 75) przedstawiają dla zmiennej x  parabole
przystające odwrócone (rys. 45), którŁ łatwo możemy wykreślić,

gdyż dla x=Q  jest naju&C^=bpl, zaś
dla X—1 jest najw ( +  <2)= 0 . Podobnie
dla x= 0  jest najw (—Q) =  0, a dla
x = l najw (— Q) =  — \p l.

t~, , . d najw Q v /7 .Dalej mamy — — f ( l - x )  =
= stÇ , . . ................................76)

gdy ? jest kątem nachylenia stycznej linii najw Q do poziomu. 
Z równania 76) otrzymamy dla x = l sùÇ=0, £=0, dla x = 0 , 
stÇ — —p. Więc w punkcie b oś odcinków jest styczną do linii 
najw Q, a w punkcie a' styczną jest prosta a‘b\ gdyza a ‘=anstÇ, 

i •a wstawiwszy wartości za aa1 i a t Ç, otrzymamy = p .a n , więc 

an= ~. Prosta a‘b' przechodzi zatem przez środek belki w i jest 

styczną do obu parabol.

TVS.45.
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§. 31. Największe momenty.
Ponieważ z kształtu linii wpływowej dla momentów (rys. 15) 

wypływa, że każdy ciężar, znajdujący się na belce, sprawia 
moment dodatni, więc dla największych momentów musimy całą 
belkę obciążyć. Można zatem tu użyć tych samych wzorów, co 
dla obciążenia zupełnego, tylko jeżeli we wzorach 71) i 73) 
zamiast g wstawimy p. Otrzymamy więc

najto ( +  M) =  ip  X (1—x ) .......................... 77>

§. 33. Obciążenie ciężarem własnym i jftiehomym, 
jednostajnie rozłożonym.

- . ś
Dla równoczesnego obciążenia ciężarem własnym i rucho- 

mym^otrzymamy na podstawie poprzednich wzorów:
najw M =  £ [g+p)x{ l —x) } 7g

najmn M =  Ą gx(l  — x) 1 '

najw (+Q)  =  \ g { l —2 z) + p  (Z — £C) 2
J

'¿l

najw (— Q) =  b g (l—2 z) —
p x i
21

79).

Równania 78) przedstawiają parabole, jak w §. 19, zaś 
równania 79) dwie parabole przystające odwrócone AzB t i A XB Z
(rys. 46). Parabole te możemy też otrzymać przez dodanie rzę­

dnych prostej A iB i dla ciężaru
własnego do parabol A 2B  i A B 2
dla ciężaru ruchomego.

Nazwijmy AC —x1} to dla z —
= z i otrzymamy z drugiego rów. 79)

2
o =  i  g (l — 2 Z0 —  , a stąd :

x i „  *L +  
1 1>

+ s 80)[Ö
lp /  1>

Z rysunku widzimy, że C D =l—‘2xi} na tej długości siły 
poprzeczne mogą być dodatnie i ujemne. Nazwijmy przekrój, 
dla którego siła poprzeczna jest ^  0, p r z e k r o j e m  ś r o d k o ­
w y m  (n. mittlerer Querschnitt, fr. ligne de partage des forces, cz. 
priirez prechodny), to jeżeli belka jest jednostajnie zupełnie ob­
ciążona, przekrój środkowy jest w .środku belk i; dla obciążenia 
jednostronnego przekrój środkowy wychyla się ze środka belki

%
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najdalej o długość G E = E D =  \ —xlt którą to długość zowiemy 
w y c h y l e n i e m  się p r z e k r o j u  ś r  o d k o w eg  o. Wychylenie 

to jest według 80) zależne od stosunku który wynosi w przy­

bliżeniu według W i n k l e r a :
dla 1 =  5 10 20 50 75 100 150 m

<J_
v

a stąd CD =  0,52 0,42 0,34 0,24 0,15 0,12 0,08 l

|= = 0 ,12  0,19 0,31 0,64 1,05 1,55 3,12

§. 23. Ciężar zastępczy.
Do każdego przekroju belki da się oznaczyć ciężar jedno­

stajnie rozłożony, sprawiający ten sam największy moment lub 
tę samą największą siłę poprzeczną, co dany układ ciężarów 
skupionych. Ciężar taki nazywamy c i ę ż a r e m  z a s t ę p c z y m  
(n. Belastungsglciclnvert, aequivalcnte Last, Ersatzlast, a. equivalent 
uniform load). Dla rozmaitych przekrojów belki otrzymamy w ten 
sposób rozmaite ciężary zastępcze, a nawet dla tego samego 
przekroju otrzymamy inny ciężar zastępczy dla sił poprzecznych,
& inny dla momentów.

Ustawmy układ ciężarów w ten sposób, abyśmy otrzymali 
dla przekroju C (rys. 47) największą siłę poprzeczną, a więc po­

stawmy pierwszy ciężar na tym 
i 'V S  .47 przekroju. Niechaj wypadkowa

0, o, wszystkich ciężarów, znajdują­
cych się na belce będzie Ii 

p  a jej odległość od B  nie-

f J?i f z R  f 3 ,ą  ,PS

- «■---- i ' chaj będzie «, to oddziaływanie
l ~  ̂ r-\ JfOf ~r , , .0 ! = — , więc najiu Q = - . Jeżeli 

ciężar zastępczy dla sił poprzecznych nazwiemy p, to według 

74) najw Q—» p — z porównania zaś obu najw Q otrzymamy: 
(l—x)2 Ba  2 Ra

y T 7 -  =  T ’ a st' J j , - ( i = S p .....................S I>
Z powyższego widzimy, że ciężar zastępczy dla sił poprzecz­

nych zależny jest od l—x, zatem od długości obciążonej, a nie­
zależny od l rozpiętości belki, dalej, że ciężar p  jest tem mniej­
szy, im większa długość obciążona.
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Przypuśćmy teraz, że x  jest bardzo małe^że C leży blisko 
podpory, to to samo położenie układu ciężarów wywoła w punk-

Retcie C największy moment, najiu M —-j-x. N a­
zwijmy dla momentów ciężar zastępczy. p‘, to według 77) najio 
M = lp ‘x ( l—x). Porównajmy oba największe momenty, a otrzy­

mamy ~  x  =  £ p‘ ( l -  x) x, stąd p ‘=* ...........................82)
Widzimy więc, że ciężar zastępczy p ‘ (rys. 48) dla mo­

mentów jest mniejszy, niż ciężar zastępczy dla sił poprzecznych, 
tylko dla x = 0  będzie p —p‘.

Równanie 82) jest ważnem tylko dla przekrojów, znajdu­
jących się blisko podpory; w podobny sposób dadzą się jednak 
obliczyć ciężary zastępcze także dla innych punktów belki.

Wykreślmy dla każdego x  odpowiedne p  i p ‘ jako rzędne 
i połączmy końce odnośnych rzędnych, a otrzymamy dwie linie

dla p  górną, zaś dla p' dolną. Linie 
te będą miały kształt wskazany w rys. 
48. Jeżeli przyjmujemy jeden ciężar 
zastępczy dla całej belki, popełniamy 
błąd. Lepiej już jest przyjąć inny 
ciężar dla momentów a inny dla sił 

poprzecznyck.\Więcej naukowo uzasadnionem jest okólnikowe 
rozporządzenie rosyjskiego ministerstwa komunikacyj, wydane 
w r. 1884. do zarządów wszystkich kolei żelaznych, w którem 
podane są ciężary zastępcze p2 dla momentów w środku, p0 dla 
sił poprzecznych w środku przęsła i p y na podporach. Dla innych 
punktów belki należy według okólnika wstawić jeszcze 6 do 10 
wartości pośrednich pomiędzy p0 i p{ lub p x i p2.

') Z  okólnika powyższego, odnoszącego się do mostów drew nianych, 
podajemy odnośne ustępy:

I. N atężenia w  różnych częściacli belki mostowej, w yw oływ ane przez 
obciążenie ruchom e, powinne być liczone na podstaw ie pociągu norm al­
nego (§. 4). P rzytem  jednakże dla w yznaczenia ciężaru zastępczego, odpo­
w iadającego najw iększem u m om entow i zgięcia, pociąg ustaw ia się ściśle 
według schem atu (§. 4), przy wyznaczeniu zaś ciężaru zastępczego dla n a j­
większych sił poprzecznych, w szystkie trz y  parowozy należy ustaw ić na 
czele pociągu kom inam i naprzód. Obciążenie na oś parowozu przyjm uje 
się w  przęsłach do 0,4 m (włącznie) 15 i, do 8,5 m (włącznie) 13,75 t, a  w y­
żej 8,5 m  12,5 i. W spom niane wyżej ciężary zastępcze dla belek prostych, 
obliczone dla przekrojów na podporze i  w  środku przęsła, daje nas tępu jąca  
tab liczk a :

rys.48.
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Ciężar 
zastępczy 

w pud na u  b

P i Po P i P i P o P i P i Po P i P i Po

i 362 262 523 5 152 133 220 9 128 105 159 20 108 98 121
2 283 232 361 6 143 119 201 10 125 104 153 25 102 96 116

-3 241 211 307 7 138 112 182 12 119 103 143 30 96 93 112
4 185 168 257 8 133 107 169 15 115 101 131 35 91 89 109

Przytem  pi je s t ciężarem zastępczym dla momentów i s ił poprzecz­
nych  n a  podporze, jh  dla momentów, a p0 dla sił poprzecznych w  środku 
przęsła:

aj P rzy  obliczaniu momentów zgięcia i sił poprzecznych w  różnych 
przekrojach przęsła odpowiednie ciężary zastępcze należy określać przy po­
mocy proporcyi, korzystając z wielkości ciężarów zastępczych, danych w  ta ­
blicy dla przekrojów n a  podporze i w  środku przęsła.

Oznaczone w  ten sposób dla jakiegokolw iek przekroju obciążenie 
przyjm uje się jako rozłożone n a  całej długości przęsła, gdy jestto  obciąże­
nie, odpowiadające najw iększym  momentom, a na długości od danego prze­
kroju do bardziej oddalonego punk tu  podparcia, gdy je st to  obciążenie, od­
pow iadające największym siłom poprzecznym.

W  każdym  razie przekroje przekątn i i słupów obliczać należy dla sił 
n ie mniejszych od pełnego obciążenia przedziału.

b)  Dla u ła tw ionia dla każdego pojedynczego przekroju przęsła nie- 
potrzeba stosować osobnych ciężarów zastępczych, lecz należy postępywać 
w  sposób następujący:

1. Wielkość obciążenia ruchom ego można przejm ow ać jednakow ą 
w  granicach pew nych działek, k tórych  liczba zależnie od długości przęsła 
wynosi od 6 do 12. Ciężar zastępczy dla każdej takiej części je s t średnim, 
z ciężaru zastępczego, obliczonego dla przekrojów skrajnych  tej części.

2. Podobnież dla określenia natężeń w  krzyżulcach możo dla nich być 
też przy ję ta jed n ak a  wielkość ciężaru zastępczego w  obrębie każdej 6 do 
12 działek, na które podzielono dane przęsła.

c) D la rozpiętości, nie w ykazanych w  tablicy, ciężary zastępcze w y­
znaczyć należy za pomocą w staw ienia.

d) Za teoretyczną rozpiętość belki należy przyjąć odległość m iędzy 
środkam i słupów narożnych.

' Dla mostów ż e l a z n y c h  stosować należy okólnik zarządu 
głównego dróg żelaznych z dnia 29 marca (6 kwietnia) 1901
1. 14.569/61, który zezwala w celu ułatwienia przy stosowaniu 
pociągu normalnego przyjmować obciążenie zastępcze, podane 
w następnych dwu tablicach dla belek jednoprzęsłowych mostu 
jednotorowego w dwu punktach podpartych.
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C i ę ż a r  z a s t ę p c z y  d l a  m o m e n t ó w .
15 20 30 40 m

8,96 8,23 7,33 6,74 t/m
7,09 6,75 6,46 6,15 tlfh

100; 110 130 150 -m.
4,70 4,53 4,27 4,07 „
4,51 4,37 4,14 3,89 „

l 3 *4 5 7 10
px 17,00 15,75 14,64 12,37 10,06
p2 12,88 12,75 12,13 11,02 8,97
l 50 60 70 80 90
px 6,2 5,76 5,4 L 5,13 4,89
p2 5,76 5,41 5,13 4,89 4,69

C i ę ż a r  z a s t ę p c z y  d l a  s i ł  p o p r z e c z n y c h ,  gdy lt 
oznacza długość obciążoną belki.

¿i 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 5,0
22,67 20,25 17,76 17,00 16,16 15,38 14,64 ¿/m

7,0 8,0 10 11 12 13 14 '
12,37 11,34 10,06 9,72 9,42 9,18 9,06 „
18 20 23 25 30 34 40
8,47 8,23 7,97 7,76

■50 54. 60 70
6,20 6,01 5,76

\  110 130 160 170 200
pB 4,53 4,27 4,07 3,92 3,74 tjm.
Z tablicy powyższej widzimy, że zwłaszcza przy mniej­

szych rozpiętościach różnice między ciężarami zastępczymi 
p2 i pz są bardzo wielkie. Im mniejsza jest rozpiętość, tem 
większy byłby błąd, gdybyśmy jeden ciężar zastępczy przyjęli 
dla wszystkich punktów.

Cy? Austryi rozporządzenie z r. 1877 nakazuje przyjmować 
dla momentów jeden ciężar zastępczy dla całego przęsła. Otrzymu­

jemy więc (linię najw. momentów

Po 30
h 
Po 
h 
Po 
h 
Po

6,0
13,5
15
8,96

44
6,61 5,41

30 34
7;33 7,10 6,74 

80 90 100
5,13 4,89 4,70

rys. 49.

dla -y-=0,05

y i * « '
f',10

0,36

o;i5

0,51

0,20

0,64

parabolę (rys. 49). Jeżeli M x ozna­
cza największy moment we środ­
ku, to M ^~ ^p P , M  =  }fpx(l—$),

stąd 83) i

a stąd

0,25

0,75

0,30 0,35 0,45 0,50 

0,84 0,91 0,99 1,00.

Dla lepszego zbliżenia się do linii najw. momentów, wy­
wołanej układem ciężarów skupionych w Prusiech przyjmuje 
się na długości C D = 0,12 l (rys. 50) linię poziomą jako linię 
największych momentów.

Teoryn m ostów I . 5
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rvs. 50

W Ameryce przyjmują przy mostach większych ciężar 
zastępczy, odpowiadający wozom ciężarowym i dodają jeszcze 
na długość parowozów odpowiednie ciężary uzupełniające, ciągłe 
lub skupione (n. locomotive excess). y

Większą dokładność da się 
osiągnąć, jeżeli ustawimy wzory 
przybliżone do ciężaru zastęp­
czego w każdym przekroju. W zo­
ry  takie ustawił W i n k l e r  na 
tej podstawie, że ciężar zastęp­
czy zależny jest od kształtu li- 
nij wpływowych.

Wiemy, że dla obciążenia ciągłego ilość mechaniczna Y  
(m om ent, oddziaływanie czy siła poprzeczna) równa się po­

wierzchni wpływowej, pomnożonej 
przez ciężar jednostkowy p, zatem 
Y=.pjydx, jeżeli y  oznacza rzędną li­
nii wpływowej. Jeżeli zaś na belkę 
działa układ ciężarów skupionych, to, 
jak  wiadomo, Y = S P y ,  jeżeli P  
(rys. 51.) oznacza ciężar skupiony. 

Obciążenie zastępcze, wywołujące tę samą ilość mechaniczną Y , 
wynosić więc będzie: 2 Py -5Py

r  '/»A - .< • ' w  • ' - ' 84)
jeżeli A  Oznacza powierzchnię wpływową.

Z powyższego okazuje się, że ciężar zastępczy jest głównie 
zależnym od kształtu lin ii-i powierzchni wpływowej.’:;

^Przypuśćmy, że powierzchnia wpływowa ma kształt trój­
kąta prostokątnego (rys. 52). Taki kształt ma np. powierzchnia

wpływowa oddziaływania, dodatnich 
i ujemnych sił poprzecznych belki 
prostej. W  tym ostatnim wypadku 
d ł u g o ś ć  t r ó j k ą t a  l n i e : j e s t  
r ó w n a  rozpiętości, l e c z  d ł u g o ś c i  
o b c i ą ż o n e j  b e l k i .  Chcąc wywo­
łać największe obciążenie, stawiamy 
pierwsze koło na wierzchołku A, gdzie 

rzędna największa yg. Nazwijmy ilość mechaniczną, dla której 
wykreśliliśmy linią wpływową Y, to Y =  Pyg -j- P 'y '+ P "y" . . .
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tf (i
Z rys. widzimy, że g '.yą—( ł — * '):l, więc y ‘= —— -̂------, podob­

nie y"'==y°^  j--:—, więc Y = '~ 2 P ( l  — x). Nazwawszy obciążę- i i
żenie zastępcze w tym wypadku p , otrzymamy z rów. 84).

f 2 P ( l - x )  2
po wstawieniu A  — ̂ y^l p  =  ' -—- — — = ~j^SP(l—x) . . 85)

a tfu1 .
W edług tej zasady obliczono ciężar zastępczy dla s ił poprzecznych, 

w yw ołanych pociągiem norm alnym  austryackim . Rozporządzenie austr. 
m in . handlu  z dn ia 15. w rześnia 1887. §. 3 b) b rzm i:

b) Dla obliczenia k ra ty  lub ścianki w  belkach głównych powyższych 
; lionstrukcyj (przy belkach w  dwu punktach podpartych) należy jednak  
najw iększe siły  poprzeczne, w yw ołane ciężarem ruchom ym  w jednym  i d r u ­
gim  kierunku  dla każdego przekroju m ostu wyznaczyć w  ten  sposób, że 
¡uwzględnia się ty lko obciążenie, sięgające od tego przekroju do odnośnej 
podpory.

Dla tego obciążenia w ażną je st w tedy następna, skala bez względu 
n a  rozpiętość m ostu i obliczona tylko w edług długości obciążonej części 
m ostu na m etr bieżący toru:

Skala b.
Długość części obciążonej 1,0 1,5 2,0 2,5 5 10 15 20 40 80 ISO 160 -  t  

mostu w  metrach. /  ; /  /  /  i j \ V
Ciężar ruchom y n a  metr 30 25 20 18 14 10 8,5 7,6 6,2 4,8 4,0 3,5 » p .

bież. długości obciążonej w ton.
Dla rozpiętości pośrednich należy w staw iać wedle praw a lin ii prostej^N €

Dla wyznaczenia najio. sił poprzecznych na podstawie
zmiennych ciężarów zastępczych podał S k i b i ń s k i  następną 
konstrukcyę.

Załóżmy, że mamy dla punktu C (rys. 53) wyznaczyć najio. 
siłę poprzeczną i ż e ^ ę ź a r  zastępczy zmienny wynosi px. Naj- 

^  ^’i ' większą siłę poprzeczną otrzy-c  m.................. ...........
- mamy wtedy z rów. 74):

'<r----- — r -------   -ii ( l—xY“
Ą k c------&  . '! m jw (+ Q )= iP x -— j

! \r ^

A-!.
i Zróbmy B ‘E= 2m , przyczem

k..jm-f m oznacza dowolną całą ilość
metrów, wykreślmy E E i =  pr, 

dalej B /E l aż do przecięcia się z pionową przez C, zróbmy 
A 'A t =  GCl i wykreślmy B ‘Ą , to z rysunku wynika, że 

C'Ci : — %): 2 m, więc
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f ~  Ci
1 ......i ------------4

C&j = A rA t — —. Dalej mamy C‘C0 : A ' A t = (l — x ) : Z, ■A 771
• n r ,n 4-‘Ą  (l — X) p x (l -  x)i _na jw  (+Q)

0 Z * 2 ml m
Jeżeliśmy przyjęli m = lm , E B '= 2 m , to C'Ct)=najiv ( + Q).'y 

(Najw. siłę poprzeczną możemy też bardzo łatwo wynaleźć 
zapomocą tablic.

Nazwijmy długość obciążoną l (rys. 54), to

najw ( + Q ) ^ - ~ L . . . . . . . 86)
1

Otóż L e b e r ,  S t ó c k l  i H a  us  s e r  ułożyli tablice, w któ­
rych dla każdego l znaleść możemy w jednej rubryce .p?, 

r y s .5 4 . a w drugiej odrazu hpx l 2- Aby więc
wynaleść dla danej belki o rozpięto- 
ści Zj największe siły poprzeczne

. ____ ......... ...._̂j w rozmaitych punktach, szukamy dla
rozmaitych l z tablic wartości %pxl2 
i dzielimy przez Zj,

N. p. dla Zj =  40 otrzym am y z tablic
dla 1 =  5 -  10 15 ' 20 25- 30 35 40?»
> ^ 2  =  175 500 956 1520 2266 3105 4012 4960 tm

najto Q =  4,4 12,5 23,9 .38 56,6 77,6 100,3 1291. ,

<Linia wpływowa dla momentów ma kształt trójkąta (rys. 
51). Prostopadła, spuszczona z wierzchołka trójkąta C", dzieli 
podstawę jego na Zt i Z2. Jeżeli lt =«Z, to Z2= (l — n)l.

Naznaczmy rzędne i ciężary po prawej stronie punktu C

kreskami, to p  ^  • Z rysunku mamy

G C '( l - x  ) . l.C O  . • , . !
y = -------j----  , A^=:% .q.v> Wstawiwszy to w poprzednie row-

'2 "
nanie, otrzymamy

npr prt/ "h 1

*  ■ i o a - i  V  "  f ? J  !
2{1 — n) 2 P xĄ -2 n 2 P {1  — x) '

“I -----:-----n ( l - « ) > ------------ . . . .  87)
Na tej podstawie obliczył Wińkłer p2 dla rozmaitych roz­

piętości i ułożył wzór przybliżony;



dla mostów kolejowych'. p = p  [1 — 0,56 n  (1 —- n)] I qq.
„ „ drogowych p ^ p  [ l — 0,2411(1 — n)|f

gdy p  oznacza ciężar zastępczy dla sił poprzecznych.
Dla najio. momentu w środku belki jest w=i ,  więc we­

dług 88):
dla mostów kolejowych l>2= 0 ,8 6 p j
» „ drogowych pŁ-=0,i)i p /  .....................................

Podobne wzory dadzą się . ustawić także dla innych linij 
wpływowych.
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V. W p ł y w  p o p rz e c z n ie .
§. 2i. Ciężar stały .

Dotychczas przypuszczaliśmy, że ciężar działa w każdym 
punkcie bezpośrednio na belkę. Tak zwykle nie jest, ciężar działa 
często na belkę główną pośreduio zapomocą poprzecznio, a więc 
ty lko ,w  tych punktach, gdzie są poprzecznice. Obciążenie belki 
tego rodzaju nazywamy o b c i ą ż e n i e m  p o ś r e d n i e m  (n. mit­
telbare Belastung, cz. obtiźeni nepfime). Uwzględnimy je najprzód 
przy ciężarze stałym.

Ciężar stały jest dw ojaki:
a ^ c i ę ż a r  w ł a s n y  belki, którą obliczamy, a który zwykle 

przyjmujemy jako jednostajnie rozłożony. Ten działa w każdym 
punkcie*, belki bezpośrednio, uwzględniamy go więc według po­
przedzającego rozdziała.

b) c i ę ż a r  s t a ł y  p o k ł a d u  i p o m o s t u ,  który działa 
na belkę tylko w pewnych punktach. Uwzględniamy go jako 
układ stały ciężarów, zatem według prawideł, wyłożonych w sta­
tyce budowli s ). ,

Na rysunku 55. przedstawia linia ab siły poprzeczne dla 
ciężaru własnego belki, poziome a1c1. . . f i bi przedstawiają siły 
poprzeczne dla ciężaru pokładu i pomostu. Gdy rzędne obu 
linij dodamy, to otrzymamy a2c2 . . .f2b2 dla całego ciężaru sta­
łego. W podobny sposób otrzymamy linię momentów, składa­
jącą się z prostych, leżących na paraboli. Jeżeli bowiem chcemy 
wyznaczyć «noment w przekroju C, gdzie istnieje poprzecznica, 
to M = O i x  —t lir. Oddziaływanie Oj jest takie samo, czy ob-

*) p. Podr. Statyki Budowli II. wyd. str. IG. i 20.
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rys. 55

ciążenie jest pośrednie czy bezpośrednie, a i E  się nie zmienia, 
więc i moment M  jest ten sam. Zatem m o m e n t y  s ą  n a  po- 
p r z e c z n i c a c h  d l a  o b c i ą ż e n i a p o ś r e d n i e g o  t e  s ame , ,  
c o d l a b e z p o ś r e d n i e g o .

Dla danego położenia cię­
żarów możemy więc wyznaczyć 
w ten sposób momenty, że wy­
kreślimy bez względu na po- 
przecznice wielobok sznurowy, 
jak zwykle, a z punktów, gdzie 
są umieszczone po przecznice, spu­
ścimy pionowe aż do przecięcia 
się z wielobokiem sznurowym
i te punkty przecięcia się połą­
czymy prostemi. >J:h,

— - 'A  ■ 1

§. 25. Siły poprzeczne wskutek ciężaru ruchomego.

ijioyjAyow«.. ]sja belkę A B  (rys. 56.) działa ciężar P = 1  pośrednio przez; 
poprzecznice, rozkładając się na dwie siły Pj i P 2, działające- 
w punktach C i D.

Oddziaływanie w punktach 
A  i B  nie zmienia się, czy cię­
żar działa bezpośrednio, czy po- 
średnio przez j^oprzecznice, dla­
tego też, jeśli ciężar działa na
długości AC  lub D B  siła po­
przeczna w przedziale CD bę­
dzie ta sam a, co przy obciąże­
niu bezpośredniem. W  pierwszym 
wypadku jest mianowicie Q— 
=  0 1 — P, w drugim <3=0!.

Wykreślmy więc najprzód 
linie wpływowe tak, jak gdyby 

nie było poprzecznio, to ważne są one tylko na długościach 
A C  i DB, więc ac‘ i d"b, a zmienią się tylko linia wpływowa
w p r z e d z i a l e  (n. Fach) CD, gdyż tu rozkłada się ciężar P
na P , i P 2, a Q—Oi — Pi . Jeżeli CE—n — 0, E  wpada na 0, 
więc cała siła P =  1 działa w punkcie C i otrzymamy rzędną

'f* ri'

< a ->
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Unii wpływowej cc'. Jeżeli siła P =  1 się porusza i przyjdzie 
do punktu D, to siła poprzeczna jesfc dd". Jeżeli zaś siła P  znaj­
duje się w przedziale CD to, rozkłada się na dwie siły P t i P2

według prawa linii prostej, gdyż PX= P ~ ---- Jeżeli d‘d“ =d
=  P =  1 i połączymy c‘ z d", a z punktu JE spuścimy pionową, 
to eje"—P t , więc siła poprzeczna w CD Q=O l — P 1= ee" +
— ele "= — ele. Widzimy więc, że prosta c‘d“ jest linią wpły­
wową dla przedziału CD.

W taki sam sposób możemy udowodnić dla jakichkolwiek 
linij wpływowych, że uwzględnimy wpływ poprzecznio, jeżeli 
spuścimy z o b u  p o p r z e c z n i o  d a n e g o  p r z e d z i a ł u  p i o ­
n o w e  i i c h  p u n k t y  p r z e c i ę c i a  s i ę  z l i n i ą  w p ł y w o w ą  
p o ł ą c z y m y  l i n i ą  p r o s t ą ,  że zatem l i n i a  w p ł y w o w a  
m i ę d z y  d w i e m a  p o p r z e c z n i c a m i  j e s t  p r o s t ą .

Mamy bowiem ogólnie, gdy P  rozkłada się na P ' i P"
(rys. 57) ^  7Ja — % D// P%w  '  P '= P   — , P " = — , więca a ’

P y = P 'y '+ P 'y /= P ^ ~ y ‘+ ~  y%

& ' & t * & /j on\.......................... 90)

Jestto równanie linii prostej. A zatem linia wpływowa
między dwiema poprzecznicami musi być prostą.

Siła poprzeczna w przedziale CD 
p ‘ ' p- dla danego obciążenia jest stała, bo
j ] ciężar P  rozdziela się na Pi i P2, z tych

■  . Pj działa w (7, a potem niema żadnej
siły działającej, aż w D  siła P 2. Ponie- 
waż więc linia wpływowa jest dla, c a - . 
łego przedziału ta  sama, więc i najw Q 7
jest takie samo, jiek dla jakiegokolwiek 
punktu tego przedziału.

Jeżeli siła P  działa w przedziale CD, to siła poprzeczna

w tym przedziale jest Q = P —r  X — P  Jestto równanie
L a&

prostej ć d “. Niech będzie z = z i -j-n, to otrzymamy

Q = P (-—- j:f-n — - a'- ')  czJ li Q = ^ ( n [ l - a } -  ax{) . 91)

t-X ->

- a - ~ - r > ;t

\ ■
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Zatem Q jest funkcyą stopnia pierwszego zmiennej n, czyli 
linia c‘d" jest prostą,, cośmy powyżej wykreślnie udowodnili. 
Teraz łatwo wyznaczymy punkt i 7, w którym, gdy siła działa, 
nie sprawia w przedziale CD żadnej siły poprzecznej. Punkt ten 

. nazywamy p u n k t e  m o b o j ę t n y m  (n. neutraler Punkt, Nuli- 
punlct, Belastimgsscheide, oz. bod neutralny). Niech będzie dla 
punktu obojętnego n —n', to wedle założenia

a) — axj), stąd n‘ (l — a)=ax1, więc

n' = ax
] — a

ax.Jeżeli x2= x i 4 - to x2= x 1+^— lii' | 
l— a

92)

98)

^  Linia wpływowa nad osią fd"b ma kształt trójkąta. Z kształtu 
tej linii wpływowej widzimy, że wedle §. 15. dla najió Q ob­
ciążenie układem ciężarów skupionych ma być takie, aby cię­
żary jednostkowe na FD  i D B  były, ile możności, równe (cecha 
Winklera), a jeden ciężar musi stać w D. Nazwijmy wypadkową

P'ciężarów na długości FD P', zaś na D B P", to gdy — —;->  
P"

, układ ciężarów posuwamy na prawo. Możemy teżl — xi — a

■ , P ‘ napisao —  >  ~

nareszcie

n‘ a — ax.

x, l —x1 —
P '^  P' +  P" 
a >  1

zatem P I 1 P ‘a >  P"a, 

. : . 94)

p i a u .  - ty j .  2 J.

A więc dla najw Q obciążyć mamy długość F B  (rys. 56.) 
i starać się, aby c i ę ż a r  j e d n o s t k o w y  w p r z e d z i a l e  CD

i i n a  c a ł e j  b e l c e  b y ł ,  i l e
m o ż n o ś c i ,  r ó w n y .  Podobnie 
postępujemy dla najmn Q, ob­
ciążając długość AF. Widzimy 
więc, że dla nąjio Q na prawej 
poprzecznicy stać będzie zwykle 
albo pierwszy albo drugi ciężar. 

Z tego wynika następująca konstrukcya: Wykreślamy dla od­
działywania Oi wielobok sznurowy (rys. 58.) jak dla obciążenia 
bezpośredniego według §. 14, który jest zarazem linią najw

f-a-i
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(+<2) w razie, gdy pierwszy ciężar stoi na przekroju. W  miej­
scach, gdzie są poprzecznice, kreślimy linie pionowe. ^Jeżeli dla 
jakiegoś przedziału GD dla najw (.+ Q) ma stać pierwszy ciężar 
w punkcie D, to Dd jest równe oddziaływaniu, a zarazem sile 
poprzecznej dla całego przedziału, zatem' linia najw Q dd' bę­
dzie tu poziomą. -

^Jeżeli dla najw Q drugi ciężar ma stać na prawej poprze- 
cznicy n. p. dla przedziału EG  w punkcie C, to, gdy drugi 
ciężar P 2 stoi w C, pierwszy ciężar Pj stoi w punkcie G. Skła­
dową P ’ tego ciężaru, działającą w punkcie E, otrzymamy, jeżeli

zrobimy I?e= P 1;, połączymy punkty e i C, to Gm =  P ’a - l= P ‘.1
- Cl

stąd dla przedziału EG  będzie Q— 0^ — P/—G n — Gm—mn. 
Jeśli mn^> Cc, to robimy m n= C ć  i kreślimy poziomą, którą 
przedstawia najw Q

j) Jeżeliby najw Q było dla przedziału CD (rys. 69.), gdy 
trzeci ciężar stoi na D , to Q==0i — Oj1 gdy Oi ' oznacza od­

działywanie ciężarów P1: 
i P 2 w C. Oddziaływa­
nie to możemy wyzna- 
czyó-zapomocą wieloboku 
oddziaływań W i n k l e r a  
(§. 14) Da. Oddziaływa­
nie 0 \  == Gm ,. Oj =  Gn, 
więc Q==Gn— Gm=mn. 
Jeżeli vm^> Dd, to ro­
bimy m n= D di i kre­
ślimy poziomą.

b) Ciężar jednostajny ciągły.
Dla najw Q musi być długość F B  (rys. 56.) obciążoną, 

zatem najw (+Q)_=rP-f d"b=p% (l — x2) dd" . . . . 95)

Wstawiwszy dd" ■- l - x x-
l a x. lx.

mamy najw (+Q )=

Podobnie najw (— Q)= —

— według rów. 93), otrzy- 

p (1 — a Xj )2 ..................... 96)
¿(1

p .a ć f=

więc najw (—(£) =

-  i P*2 Xf -

p V

_  p
m a L

’7*9 3 . ¿O ty*¿4.

%''i

I

t

I
r

T
K

97)
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dniego paragrafu uwzględnimy wpływ poprzecznie

Widzimy więc. że wzory dla największych, i najmniejszych 
sił poprzecznych są takie same, jak 74) i 75) dla obciążenia bez­
pośredniego, jeżeli tylko w nich zamiast l podstawimy l — a,

a x i zamiast x. Równania 96) 
i 97) przedstawiają dwie przy­
stające parabole A 'E  i GB' 

iy S ' 60‘ (rys. 60) wykreślone, jak w § 20.
^  długośoi l—a. Największą
"pilijflldi | | y |aBP 11 g ,! ■£' .B  siłę poprzeczną W przedziale

G :: GD przedstawia rzędna para-
: ,r' ....* iM Ę Ś ;  boli w c dla *! = AC . Wykreśl-

. ; ....... .......................nie więc przedstawimy najw Q
% l  -------......... -» linią poziomą C'I. To samo

stosuje się i do najw (-Q ).  
M ü l l e r  B r e s l a u  podaje inny sposób wyznaczenia najw 

Q w przedziale CD (rys. 61). Dla tego przedziału jest AC'D 'B,
linią wpływową, 2? punk­
tem obojętnym.

Rów. 95) możemy

(+0 =  

l — xx — a
l

l—x.
I

Stąd wynika następna 
konstrukcya. ^  Zróbmy 
aa4 =  -¡5 pl, połączmy a' 
z & aż do przecięcia się

_a z pionową przez D, to
ddi =  hpl———— — aa". Wykreślmy teraz a "i. ai do przecięcia

się z pionową przez F, to f f ' \a a “= (l — x2) : l, więc
..... „I — x2 , 7 l —x,— a l — x~ .f f '= a ą “ — ----- j—------_  najio. Q.

§. 26. Momenty w skutek ciężaru ruchomego.
Wykreślmy najprzód linią wpływową aób (rys. 62) dla do­

wolnego punktu bez względu na nom-zecznice. Według poprze-
, spuściwszy



z punktów C i D, gdzie są, poprzecznice, ograniczające prze­
dział CD, w którym dany punkt leży, pionowe i  połączywszy

c' z d'. Linia wpływowa jest
r y s :  62

¿ W * / . A
/i

TB

a *

■ e\ a'

i-....i-at *a\

więc teraz ac'd'b. Jeżeli mamy 
wykreślić linię • wpły wową dla 
przekroju, w którym leży po- 
przecznica np. dla O, (rys. 63) 
to postępując w ten sposób, 
otrzymamy tę samą linię wpły­
wową, jak gdyby poprzecznio 
nie było.

Znając linie wpływowe, możemy wyznaczyć najniekorzy­
stniejsze obciążenie dla momentów.

o) C i ę ż a r y  s k u p i o n e .  Niechaj wypadkowa ciężarów 
na 4C  (rys. 62) będzie R ‘, wypadkowa ciężarów w przedziale 
CD P, zaś R  wypadkowa ciężarów na Di?. Nazwijmy odpowie­

dnie rzędne linii wpływowej 
t y \  y", y, to gdy posuniemy

cr iy s:63 . układ ten na prawo o dx,
różnica momentów będzie dM  
i otrzymamy dM =  R'dy‘ +  
+Pdy" — Rdy.

Z rysunku możemy wyznaczyć dy, dy', dy", a mianowicie:

¿« ‘- f e I - I .  dx

dy"-- $ a2 __ S (bj )1 _ai i  ~  a2 ii
a lit

dx.

d y = —  dx. A zatem

dM R ‘Ę; —a2i  A  R  . _ ,
wl«° " > 0 - « d? ;

Pa  i l  -P«2£ i• m -

( R ‘± P  \ a

-Mi >  o.

-j-ij) >  0, czyli
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A więc przez przesunięcie na prawo zyskujemy, gdy za­
chodzi nierówność 98). Dla największych momentów przesu­
wamy tąk długo, aż ciężar jednostkowy na obu długościach 
i £ będzie, ile możności, równy, przyczem ciężar P  w prze­
dziale rozdzielamy w stosunku i a2 i przyłączamy odnośne 
części do ciężarów prawej lub lewej strony.

Jeżeli punkt E  leży w środku przedziału CD, to doliczamy 
pó połowie ciężaru P  do lewych i prawych ciężarów.

Gdy ciężar jaki schodzi lub wchodzi na belkę, to nie 
zmienia to znaku nierówności, tylko, gdy ciężar jaki przekro­

c z y  sąsiednią poprzecznicę C lub D, wtedy może się zmienić 
znak nierówności, więc dla nąjwiększości musi być ciężar na 
jednej z poprzecznio tego przedziału.

rfJ Obliczamy więc największe momenty na poprzecznicach, 
a że liiiia wpływowa dla tych punktów jest ta sama, co dla ob­
ciążenia bezpośredniego, więc obliczamy, te momenty tak, jakby 
poprzecznio nie było i otrzymujemy np. w punkcie c (rys. 64.) 
moment cc'. Dla tego położenia układu ciężarów będzie na po-

przecznicy ¿ moment n. p. dd", 
co wyznaczyć możemy łatwo rów­
nocześnie przy konstrukeyi wy- 
kreślnej zapomocą wieloboku sznu­
rowego. Dlatego więc położenia 
otrzymamy jako linię momentów 
w przedziale cd prostą c‘d". W ten 

sam sposób wyznaczamy moment dla innego położenia, najnie­
korzystniejszego dla punktu d (jeden ciężar w d) i otrzymamy 
linię momentów w tym wypadku- cud ' , więc linia największych 
momentów dla punktów, leżących między c i ¿ będzie linia ła ­
mana c‘fd'. Często zamiast jednej linii bierzemy linię c'd\ przez 
co otrzymujemy momenty nieco za wielkie.

Możliwem jest wprawdzie jeszcze, że gdy inny ciężar jaki 
stoi na sąsiednich poprzecznicach, co w rysunku uwidoczniliśmy 
dla przedziału cc, otrzymamy linię momentów która dla
środkowej części przedziału będzie największością i że wtedy 
linia najio M  będzie dwa razy łamaną w tym przedziale, lecz 
jestto rzadki wypadek, a z powodu, że różnica nie jest wielką, 
możemy przyjąć jako linię najio M  linię raz łam aną’ e'gc‘, 
a nawet e‘c\
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o) O b c i ą ż e n i e  j e d n o s t a j n e  c i ą g ł e .  Z kształtu linii 
wpływowej wypływa, że największe momenty otrzymamy dla 
obciążenia zupełnego. Wyznaczamy więc momenty tak, jak dla 
ciężaru stałego (§. 24).

VX B e lk a  e ią g ła  p r z e g u b o w a .  

' §. 27. Określenie.

* Jeżeli belka jest podparta w kilku punktach, nazywamy 
ją  b e l k ą  c i ą g ł ą ,  wi  e l o p r  z ę s ł o w ą (n. conti nuirlićher Trä­
ger, fr. poutre continue^ a. continuous beam, cz. nośnik spojity).

Mówiliśmy już o niej 
pokrótce przy wykła­
dzie statyki budowli*), 
obszerniej zastanowi­
my się nad nią póź­
niej. Belka ciągła jest 
statycznie niewyzna- 
czalną i aby ją obli­
czyć, musimy się uciec 
do prawideł spręży­
stości, co przedstawia 
wiele niedogodności, 
jak o tem później bę­
dziemy mówić.

Aby uczynić belkę statycznie wyznaczalną, urządzamy 
przeguby, którymi łączymy pojedyncze części belki w ten spo­
sób, że każda część jest tylko w dwu punktach podparta. T ak ą /^ ^  ■ 
belkę (rys. 65.) nazywamy b e l k ą  c i ą g ł ą  p r z e g u b o w ą  (n 
continuirlicher Gelenkträger, a. hinged continuous girder). Składa )
się ona z części w dwu punktach podpartych, jak  A Ę  i FD, 
które nazwiemy c z ę ś c i a m i  w y s t a j ą e e m i  (n. überhängender Lnua~. «-4 
Theil) i z c z ę ś c i  w i s z ą c y c h  (n. schwebender Theil) EF, spo- 
ożywających»na częściach wystających.

'*). p. Podr, S tatyk i Budowli II . wyd. str. 269.

^   ̂ iC) Y y  ' Asd-C/i- -3 (r\ - zj Ą* gem— Ł»
3 + £•+*-I) 9 -nr-/ *** ■*'»-*? '7*+

Ł-+Ć/2* -0 t ¿U-j-Lxj+vi V« /Ö .

,  c<f

* . a - ł i / ¿ i ł  — -w
'V» a m * : *



§. 28. Obciążenie dowolne.

Części wiszące zachowują się zupełnie tak, jak belki w dwu 
. ^ 7-..’<«^punktach podparte, a więc oblicza się je według zasad, wyło- 
X I, '̂ Z7yZ-żonyck w poprzednich rozdziałach. W ten sposób możemy wy­

znaczyć ciśnienia części wiszących na wystające w punktach 
^podparcia E  i F, a znając je możemy wyznaczyć oddziaływa-&[*. •¿‘¿•'•¿ii*
— .. .^—¡ r . m  »yjPl . •

<*0lrV siły poprzeczne i momenty części wystających według za-
^ ^ r^ j^ e ź -sa d , wyłożonych w statyce budowli dla belek wystających *).

Na rysunku 65. wyznaczyliśmy oddziaływania, momenty 
siły poprzeczne wykreślnie. W ykreślamy mianowicie wielobok 

* ^ V *7 - w  sił, przyjmujemy biegun O dowolnie i kreślimy wielobok sznu-' 
^^ow yz 'P on iew aż w JE i F  momenty są równe zeru, więc E'F ‘ 

jest zamykającą w przęśle JBC, a połączywszy A ' z JB' i D' z C‘ 
otrzymamy kierunki zamykających w przęsłach skrajnych. Po- 
prowadziwszy z O równoległe do zamykających, otrzymamy od- 

j1""’1 J’> działy wania 0 4= 6 M) O^-JHIL, Oh= L K  i Oj =KO, na podsta-
« *Ł\. wie których łatwo możemy wyznaczyć siły poprzeczne w znany

sposób. W ielobok sznurowy wyznacza nam momenty.

§. 29. Linie wpływowe belki wystającej.
Nim wyznaczymy linie wpływowe dla belki ciągłej prze­

gubowej, wyznaczamy je najprzód dla belki wystającej.
Rozumie się, że dla punktu Ti (rys. 66) między podporami

A B  linie wpływowe od A  do B  są te same, co dla belki zwy­
kłej. Ponieważ równania dla Q 

rys:66. i iil  (rów..~H , -3?, i 58 ) nie
£— AJL-----------  J? zmieniają się, jeżeli ciężar prze-

Q A ¿ _  b ' ■/>' k r o c z y  P ° d P°r<2 A  lu b  B, w ię c
"^TTT?' /T ' ’’’T« -^ /y "  linie wpływowe poza podporamilinie wpływowe poza podporami

■f .........  ^  tędą przedłużeniem linij wpły-
| ■ . q wowych na długośoi Ą.B, przezco

gjpr /  b d powstaje zmiana znaku Q i M .
przekrojów J  i K  (rys. 

67.) w częściach wystających 
powstaje <2 i M  w ogóle tylko 

Wtedy, gdy siła leży na długości C J  albo K D , zresztą jest 
M = 0  i <2=0.

*) p. Podr. Statyki Budowli II. wyd. str. 30.



Jeżeli ciężar P  stoi na długości CJ, to w J  jest <2 =  —P, 
M ——P£. Zróbmy więc Ct =  x  i połączmy C \ z a otrzy­
mamy linię wpływową dla momentu w J. Jeżeli ciężar stoi 
na długości K D , to w K  jest Q— +P, M = -~PŹ, jeżeli |  ozna­
cza odstąp ciężaru od danego punktu (na prawo licząc ze zną- 
kiem dodatnim). Odnośne linie wpływowe wykreśliliśmy na ry­
sunku 67. kreskowane.

§. 30. Linie wpływowe Tbelki ciągłej przegubowej.
Części wystające belki ciągłej A E  i FD  (rys. 68.) mają 

takie same linie wpływowe, jak belka wystająca. Jeżeli więc
mamy wykreślić linię wpływową 

p  ry s :  6 7. f  siły poprzecznej lub momentu dla
(' J  *4___  3  K _D punktu J  lub K, to na długości A E

— 79 -

; ; j-" ‘ otrzymamy je według poprzedniego

T.ikm

; : j ,  - . paragrafu. W  jaki sposób mamy
C------J— —  1 ' n' dalej wykreślić linię wpływową na

\j" części wiszącej EF, zaraz zoba-
M _i ..K, J), czy my.

W ' / J e ż e l i  ciężar P  działa w od- 
A . ; - J Ą '  stępie x  od E , to rozkłada się na

4* 27/ P‘ i P " . Dla wszystkich punktów
1)_ccbelki A E  uwzględnić mamy. tylko siłę P' =  P —— - działającą

w E. Jeżeli a;=0, uwzględnić więc mamy całą siłę P  w punk­
cie E ,  to otrzymamy według poprzedniego pewną rzędną linii 
wpływowej E 'E ". Dla x= b  t- j. dla punktu F  jest P ‘—0, więc 
i rzędna linii wpływowej = 0 . Między tymi dwoma punktami 
linia wpływowa jest prosta, więc E " F .

Rys. 68 6 przedstawia linię wpływową dla siły poprzecznej 
w J , 68 d dla momentu w J, 68 c dla siły poprzecznej części wy­
stającej w K, 66 e dla momentu w K.

Dla części wiszących są linie wpływowe, rozumie się, 
takie same, jak  dla belki zwykłej, a obciążenie części wysta­
jących nie wpływa wcale na siłę poprzeczną lub moment tych 
części.

Na rysunku 69. wyznaczyliśmy na tej samej zasadzie 
linie wpływowe dla belki ciągłej, w której przeguby są w przę­
słach skrajnych.

Wt. . ZuAf- 4*̂ - ć-
^  ^ / l .  i . J  L_.

h>,frh. 4-e. I/ ,. f - . /
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§. 31. Obciążenie jednostajne zupełne.
1. P r z ę s ł o  ś r e d n i e  z d w o m a  p r z e g u b a m i :
a) Część wisząca E F  (rys. 68.) zachowuje się jak  belka 

zwykła, więc, gdy E F —b, otrzymamy według fO)Co f i )
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Q = J g ( b  - - 2x)i 
M = i g x ( b - x ) i  • yy)
»“> ( + * - ie n -  . 100)
no?!« ¿1 =  ̂  sb 2 J 
b) Dla części skrajnych 

I?_E i FC  otrzymamy siłę po­
przeczną i moment z linij 
wpływowych,

Q = g .K ‘K "E "F '=  6
=.7(1 .K E + h .b ), 

a ponieważ K E — — x ,  je­
żeli x  liczymy od punktu E  
na prawo jako dodatnie, na 
lewo jako ujem ne, więc 

Q = § g ( b - 2 x )  ■ . 101) 
jak dla części wiszącej. 

Podobnie otrzymamy z rys. 
.68. e, zważywszy, że E 'E " =  x ) 

jłl =  ig x ( b —x),‘ .102)
jak dla części wiszącej.

Z rów. 101) i 102) otrzymamy 
w punkcie B  dla — x —a 
najw (+ Q )= 51 g ( b + 2 a ) .  . 103)
najw — !łl=£ ga(b +  a) . . 104)

2. P r z ę s ł o  s k r a j n e  b e z  
p r z e g u b u .  Z linii wpływowej 
widzimy, że dla punktu J  w od 
stępiejfod A  otrzymamy siłę po­
przeczną <3 jak  dla belki w dwu 
punktach podpartej ^g{l — 2 z), 
a do tego dodać musimy 
—g(B 'E "F ‘)=  - lg {a + b )E ‘E " ~  

a{aĄ-b)

Zatem <!= i S (1 -  8-3 I tr5 »

~hU  
a (a +  b) 

1

l-

. 105)



— 81 —

Podobni© jest dla momentu B 'E 'F  (rys. 68 d)

- ' a a (a + i)x  - z 9  j *

więc M =  ¿ g x ( l  — x) — • • • .106)

3. P r z ę s ł o  s k r a j n e  z p r z e g u b e m .  Tu dadzą się za­
stosować wprost wzory 99) do 102)' dla przęsła średniego 
z dwoma przegubami, jeśli przyjmiemy, że jedna z długości 
E B  lub CF=0. O /j. 69 <=,<=,)

4. P r z ę s ł o  ś r e d n i e  b e z  p r z e g u b u  (rys. 69). W  prze^ 
gubach E  i F  działają wtedy siły ^gb i \g b x. Ustawmy teraz 
równanie momentów ze względu na punkt 6’, a otrzymamy

0 2l —  igb  (a+l) —  ^ g (a + l)2+ i a i 2g+$'gbiai =0, 
a stąd oddziaływanie w B

,[(a + 0  (a ~  ai ( ai+^i)]-
Dla przekroju I I  w odstępie s  od 5  jest
<2=02— i gb — g (a+x), a po wstawieniu wartości za 02

< i = | i  [l (1 -  2x) +  a (a+ b ) -  at (a, + b t )] . . 107)

Moment w punkcie H  będzie M  =  0 2x — ¿ gb (x +  a) +  
— b g (a + x)2,

31=<5j- [lx  (1 — x) — a (a+fo) (1 — x) — (aj +bj)  x] . 108)

Jeżeli i to

2Q =  |  (Z -  2«) &: Mf= - f  O(Z — *) — a (a+&)) . . 109)

§. 32. Największe siły  poprzeczne.

1. P r z ę s ł o  ś r e d n i e  z d w o m a  p r z e g u b a m i .  Tu wy­
znaczymy tylko największe siły poprzeczne dla części wystają­
cych , bo części wiszące zachowują się zupełnie tak , jak belki 
w dwu punktach podparte.

Dla punktu K  w odstępie x  od B  linia wpływowa wykre­
ślona jest na rys. 68 c. Dla najiu (+ $ )  ma być obciążona dłu­
gość K F, przyczem Otrzymamy :

ndjio ( + ^ ‘jpJB?Z//JB"i@-p (a — x + s  $ fl '
n a jtD  (— Q)==0. J '

T eorya m ostów  I .  6
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Dla części FC  można zastosować te same wzory, zmie­
niwszy tylko znak.

Przy obciążeniu ciężarami skupionymi należy obciążyć dla 
najw (+<2 długość KF, największe ciężary umieścić na długości 
E F  i jeden ciężar postawić na K.

2. P r z ę s ł o  s k r a j n e  b e z  p r z e g u b u .  Dla najw (—Q) 
musi być obciążona lewa część odnośnego przęsła i przęsło są­
siednie do drugiego przegubu (rys. 68&).

Dla obciążenia długości A J  w przęśle A B  będzie, jak  dla
7)00̂

belki zwykłej najw (— Q )=:— dla obciążenia długości B F¿» 0
Q=‘—~ E 'F " ( a + b ) .  Z rysunku widzimy, że F ‘E " :L —a :l,

U
więc E 'E " = -. . W stawiwszy to , otrzymamy dla obciążeniaL
długości A J  i B F

( « + & ) = - ! f ( x s+ a (a + b ) )  111)

Dla tiajw,(-\-Q) ma być obciążona długość JB , więc jak 

dla belki zwykłej najw ( + Q) =  +  y ^  ~  ...H2)

Przy obciążeniu ciężarami skupionymi należy dla naj- 
większości obciążyć prawą stronę przęsła, jak dla belki zw ykłej: 
dla najw (-r- Q) należy obciążyć lewą część przęsła i długość 
BF. Dla mostów drogowych należy więc przyjąć dwa oddzielne 
układy ciężarów skupionych, pierwszy ciężar jednego postawić 
na J , drugiego zaś jeden z ciężarów na E  wedle §. 13. i 15. 
Przy mostach kolejowych jestto niemożliwe, należałoby więc 
przyjąć takie obciążenie mostu, aby na długości A J  znajdowały 
się parowozy, przyczem na J  stoi jedno koło, na długości J B  
wozy próżne, a na B F  parowóz lub wozy ładowne.

2. P r z ę s ł o  s k r a j n e  z p r z e g u b e m .  Tu da się zasto­
sować wzór 110) dla przęsła średniego z dwoma przegubami. 
Widzimy bowiem na rys. 69= że linia wpływowa jest taka 
sama, jak  w powyższym wypadku.

4. P r z ę s ł o  ś r e d n i e  b e z  p r z e g u b u  (rys. 69 5). Dla 
najw (+  <2) ma być obciążona prawa część przęsła odnośnego 
i sąsiednie lewe przęsło, dla ńajw  (— Q) przeciwnie część lewa 
odnośnego przęsła i sąsiednie prawe przęsło. '



-  83 —

Przy obciążeniu długości IiC  danego przęsła powstaje siła
7) (J/ • CC)^

poprzeczna jak przy belce zwykłej ---- ■, przy obcią­

żeniu przęsła A,B ĄiaĄ-b) E ‘E " --

21
p(a+b)a

" 2 r ~ '

więc najw (+ Q )=  Qi + ^ 2  =  | j  K1 — x )2 +  a ( a + b ) ] . 

Podobnie otrzymamy 

najw (- Q H — ̂ [ x 3+ ai (» i+ b i)]'

113)

114)

Co do obciążenia układem ciężarów skupionych zastosować 
możemy i tutaj uwagi, wypowiedziane pod 2.

Na rys. 70. i 71.

rys. 70
oznaczyliśmy wedle 
powyższego najw. 
( +  0  i najw (— Q).

W  części wiszą­
cej są, rozumie się, 
linie najw. sił po­
przecznych te same, 
co dla belki zwykłej.

W częściach wy­
stających przęsła 
średniego z dwoma 
przegubami są te 
linie proste wedle 
rów. 110). To sa­
mo da się powie­
dzieć o części wysta­
jącej przęsła skraj­
nego (rys. 71). Linie 
te proste są stycz- 
nemi do linij najw 
Q w przegubach, 

skrajnem bez przegubu (rys. 70) linia najw (+Q ) 
jest parabolą, jak dla belki zwykłej (rów. 112), linia najw (—Q) 
jest także parabolą o osi pionowej, lecz nie jest styczną do osi,

gdyż dla X = 0  jest najw (— Q) = — —

przęs
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W  przęśle średniem bez przegubu (rys. 71.) linie najio (+  Q) 
i  najio (— Q) są według rów. 107) i 108) parabolami o osi pio­
nowej, nie dotykającemi jednak osi.

§. 33. Największe momenty.

1. P r z ę s ł o  ś r e d n i e  z d w o m a  p r z e g u b a m i .  Tutaj 
także wyznaczymy tylko największe momenty dla części wysta­
jących, bo części wiszące zachowują się zupełnie tak, jak  belki 
w dwu punktach podparte. Dla punktu K  mamy wykreśloną 
linię wpływową K 'E "F ‘ (rys. 68 e), z  której widzimy, że dla. 
najio (— M) mamy obciążyć długość K/F', a obciążenie reszty 
belki jest obojętne. Możemy więc także przyjąć obciążenie zu­
pełne belki, dla którego już w §. 31. wyznaczyliśmy moment. 
Zmienimy tylko g na p  w rów. 104.) i otrzymamy:

najio (— 3 I ) = i p x ( b — x ) ..................... 115}
przyczem a: należy liczyć od punktu E  na prawo, jako dodatnie,, 
na lewo jako ujemne. Z rów. 115) widzimy, że najio M  przed­
stawia wykreślnie przedłużenie paraboli E G F  (rys. 70) dla czę­
ści wiszącej.

Dla układu ciężarów skupionych obciążyć należy długość 
K F  (rys. 66), jak  dla momentów belki zwykłej w ten sposób, 
aby ciężar jednostkowy na K E  i E F  był, ile możności, równy,, 
a jeden ciężar stał na E. Obciążenie reszty belki jest obojętne.

Wyznaczyć moipenty wykreślnie możemy zapomocą wie- 
loboku sznurowego, jak dla belki zwykłej (§. 17.), uwzględniwszy 
tę okoliczność, że moment w przegubie jest równy zeru, że 
więc linia zamykająca musi przecinać wielobok sznurowy w tem 
miejscu.

2. P r z ę s ł o - s k r a j n e  b e z  p r z e g u b u .  Linia wpływowa 
momentów wykreślona jest na rys. 6jBd. Z rysunku widzimy 
że dla najio (+ .3i) ma być obciążone całe dane przęsło, na któ- 
rem linia wpływowa A 'J “B ‘ ma kształt taki sam, jak  dla belki 
zwykłej, następne zaś przęsło do F  ma być nieobciążone. Otrzy­
mamy więc moment taki sam, jak dla belki zwykłej'

najio ( + i ł l ) = i  p x ( l — x) . . . . . 116)
Jestto równanie paraboli A H B  (rys. 70).
Dla najio (—M) nie powinno być obciążone przęsło skrajne 

A B , przęsło następne ma być obciążone do F, a obciążenie-



reszty belki jest obojętne. Widzimy więc, że obciążenie dla 
■tiajw (— My uzupełnia obciążenie dla najw (Ą-M) do obciążenia 
zupełnego.

A. zatem najw, (—M )= Mz — najw (Ą-M), więc #«$3  

najw (—M )= b p x  (Z, -̂ ai)— \p  — £ p x ( l— x), zatem

* i ił i i ^ b) X 1 1najw (—H ) = — ¿ p ----  j - . . . .  117)

Jestto  równanie linii prostej A B ' (rys. 70).
Dla układu ciężarów skupionych wynika obciążenie najnie­

korzystniejsze z kształtu linij wpływowych, zastosować więc tu 
należy prawidła, wyłożone przy momentach belki zwykłej.

3. P r z ę s ł o  s k r a j n e  z p r z e g u b e m .  Tu zastosować się 
da wzór 115), jeśli tylko zmienimy b na l, więc ( ^ f J' e9 &)

najw ( + M ) = ^ ^ | l  — x ) ..................... 118)
4. P r z ę s ł o  ś r e d n i e  b e z  p r z e g u b u .  Linie wpływowe 

momentów wykreślone są na rys. 69d. W ynika z nich, że dla 
najw (+ M )  ma być dane przęsło całe obciążone, a sąsiednie 
przęsła nie. Ponieważ jednak linia wpływowa w danem przęśle 
B C  jest taką samą, jak dla belki zwykłej, więc i najiu (+ M )  
da się tym samym wzorem wyrazić. Zatem

najw ( Jg tt)= 4 p x ( l — x | ..................... 119)
Najw  (— M) wyznaczamy, jak  pod 2), mianowicie 

najw (— M )= M Z — najtu (+31), więc według równ. 108).
7)najiu (— M )= -~j\lx(l — x) — a (a + b) (l — x) — al (ai + bi )x\ +£. 0

— \p x ( l  — x),

najw ( — 31)= — ^j[a (a+ b)(l — x)+ ai (ai+ bt )x] . 120)

Jeżeli a—au  b=bl to

najw (— 31)== — -]! a ( a + b ) ..................... 121)¿i
Jestto  równanie linii p'rostej poziomej B 'C ‘ (rys. 71).

Dla układu ciężarów skupionych wynika obciążenie naj­
niekorzystniejsze z kształtu linii wpływowych. Dla najw (—31) 
muszą być dwa układy ciężarów skupionych dla mostów drogo­
wych, dla kolejowych zaś należy pociąg w ten sposób przyjąć, 
jak  to wyłożyliśmy w §. 32. ust. 2.

— 85 —
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. • Na rys. 70. i 71. dodaliśmy siły poprzeczne i momenty, 
wywołane ciężarem własnym i ruchomym i otrzymaliśmy linie 
najw Q i najio M  dla obciążenia równoczesnego.

C. B e l k a  k r a t o w a  r ó w n o l e g ł a .
i  Ja-*a./¿ej - )

VIL B e lk a  o k r a e i e  p o je d y ń e z e j .

§. 34. Analityczne wyznaczenie s il  wewnętrzny cli w pasach.

Belkę kratową poznaliśmy już w wykładzie statyki budo­
w li*); poznaliśmy tam rozmaite jej rodzaje i jej części składowe. 
Tu podamy dalsze rozwinięcie zasad tamże podanych, a naj­
przód zastanawiać się będziemy nad belką kratową równoległą
o kracie pojedynczej. Przetnijmy daną belkę, której część wi­
dzimy na rys.^72., pjaszeąyzną H  i odejmmy prawą część belki

~ / ł  Aby lewa część pozo-
stała w równowadze, 

/ ,  \  \  /  i /  \  musimy w przeciętych,
"'i \  -/'-j,\ j /  przekrojach zaczepić

,Ą (h  takie siły, jakie w nich
..z " •" "'■—•••'i pierwej działały. Po-

nieważ zakładamy, że 
’ siły zewnętrzne dzia­

łają tylko w węzłach, a krzyżulce są połączone przegibnie, więc 
siły wewnętrzne działają w kierunku osi przeciętych prętów.

Nazwijmy 8i i S2 siły wewnętrzne, działające w pasach 
belki równoległej, P  siłę, działającą w krzyżuleu CA, h wyso­
kość belki, Q siłę poprzeczną czyli wypadkową wszystkich sił, 
działającą na lewą część belki, to na lewą część belki działają 
cztery siły: Slf P, S2 i Q. Cztery te siły muszą być w równo­
wadze, więc ze względu na punkt A  suma momentów wszyst­
kich sił musi być równą zeru. Zatem M i +  S Ji — 0 , jeżeli 
M i = Q z jest momentem sił zewnętrznych ze względu na punkt A. 
Stąd otrzymamy: „

Si — . . . . . .  .• . 122)

*) p. Podr. S ta tyk i Budowli, I I  w yd. str, 328. i nast.

Ą-o - Í < W Í J r -M»
' A, i - c * c,

■*> t / Ą  * * < -  -
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Podobnie otrzymamy za wzglądu na punkt O 

M 2- S 3h = 0, więc S2= ~ 2, ............................ ..... • 123)

jeżeli M 2 jest momentem sił zewnętrznych ze względu na punkt G. ■#* * &(z-e,y
Jeżeli siły zewnętrzne działają tylko w węzłach, to obo­

jętną jest rzeczą, jak przetniemy belkę w tym przedziale. Jeżeli 
zaś przypuścimy, że pas górny i dolny, są obciążone jednostajnie

■ ciężarem ą i przy obliczaniu momentów i sił poprzecznych nie 
będziemy uwzględniać poprzecznio w węzłach, to nie jest obo- 

.ję tnem , jak  przecinamy belkę. Musimy mianowicie przeciąć 
tak , abyśmy otrzymali te same siły zewnętrzne, którebyśmy 
otrzymali, gdyby ciężary w Avęzłach działały, a więc w połowie 
obu części pasów, zatem ukośnie w prostej I i , równoległej do 
BC. Ponieważ przy wyznaczaniu s ił zewnętrznych zawsze przy­
puszczaliśmy przekroje pionowe, więc zamiast przekroju H  pro­
wadzimy przekrój pionowy Ą E  i robimy pewną poprawkę.

I  tak, jeżeli ciężar działa w węzłach, a ciężar jednostkowy 
dla pasu górnego jest to gdy uwzględnimy tylko dany prze­
dział, działa w węźle C siła Ą aqy, a więc moment tej siły ze 
względu na A  będzie = — Jeżel i  zaś wyznaczymy mo­
ment dla ciężaru jednostajnie rozłożonego, to ciężar na CE da 
nam moment — Nazwi j my a; poprawkę, którą dodać 
trzeba do tego momentu, aby otrzymać moment dla sił działa­
jących w węzłach, to — Ąg1e12 +  a: =  — h i i aen  x ~
.=  — lq xgj (a — e j)=  — l(ł\e1e2. Ze względu na tę poprawkę 
otrzymamy zamiast wzorów 122) i 123) wzory następne

1 ii s F ........................  J
Q , 5Ia, ,<l2eie2 j95\S2-  +  ¥ -  3 i r ...........................125)

Poprawki te musimy zastosować do ciężaru własnego be­
lek głównych, jeżeli nie uwzględniamy-poprzecznio przy obli­
czeniu M. Dla reszty ciężaru stałego ri ciężaru ruchomego 
nie potrzebujemy dodawać poprawek, gdyż zazwyczaj wyzna­
czamy siły zewnętrzne ze względu na poprzecznice, położone 
w węzłach^ Ponieważ uwzględnienie poprzecznie nie sprawia 
trudności, więc licząc momenty i siły poprzeczne na podstawie 
ciężarów węzłowych, nie potrzebujemy wcale poprawek nawet 
dla ciężaru własnego belek.

■to t/t-J ' ycj-ć,' y



Ponieważ h jest liozbą stałą, więc z wzorów 122) i 123) 
wynika, źe siły wewnętrzne w pasach są proporcyonalne do 
momentów, zatem linie wpływowe sił wewnętrznych w pasach 
są te same, eo dla momentów, jeżeli zmienimy odpowiednio 
podziałkę, a najniekorzystniejsze obciążenie będzie to , dla 
którego moment będzie największy ; wyznaczamy je  więc we­
dług §, 26.

§. 35. Analityczne wyznaczenie s ił wewnętrznych 
w krzyżulcaeh.

Jeżeli przetniemy belkę kratową płaszczyzną H  (rys. 73.), 
która przecina także krzyżulec A B ,  to dla równowagi suma 

r y s . 73. pionowych składowych sił, działają-
B \l A  cycb na lewą część belki, S1; P i , S.2

\  /$«\ l 4  ///\  ^  ma równą zeru, zatem
/'-  i —Pj dost a = 0 . Stąd

------ 9, Pj siecz « *. . 126)
j- 2' ' ' ~ Podobny wzór otrzymamy dla

ir krzyżulca Lity <■>
P 2 = — Q2 siecz/? T . 127)

Jeżeli siły działają w węzłach, to obojętnem jest, jak prze­
cinamy; jeżeli zaś ciężar jest jednostajnie rozłożony, a nie 
uwzględniamy przy wyznaczeniu Q poprzecznio, to musimy 
przeciąć przez środek krzyżulca B A  równolegle do drugiego 
rzędu krzyżulców, przez co części pasów zostaną podzielone na 
dwie równe części. Jeżeli Q oznacza siłę poprzeczną dla prze­
kroju pionowego I I - I I  przez środek krzyżulca A B , to znaj­
dziemy O, w następujący sposób. Nazwijmy «m = c2, to c, =  

. . zatem Qi =  Q — gjc* +  g2c2, czyli
' l Ę t '  Q i = Q - ^ h s t / ? ( * , - < ! , ) ..................... 128)

Analogicznie możemy napisać
Q2= Q  +  <iŁsfc« (41 — ^2) ..................... 129)

Z rów. 126) i 127) widzimy, że dopóki Q nie zmienia 
znaku, krzyżulce są naprzemian ciśnione i ciągnione. Ciągnione 
są te, które spadają ku miejscu belki, gdzie <2=0, więc moment 
największy, ciśniotfe, które spadają w stronę przeciwną.

*) p. Podr. S ta ty k i Budowli I I . wyd. str. 327 i 381.

*• *) OyiaJajyiJL -/<?*
n *



§. 36. TFykreślnc wyznaczenie s ił wewnętrznych.

a) S p o s ó b  w i e l o b o k o w y .
Wykreślnie możemy wyznaczyć siły wewnętrzne dla da­

nego obciążenia zapomocą planu sił*).
Wyznaczywszy oddziaływania znanym sposobem, wykre­

ślamy wielobok sił na linii mn (rys. 9, tabl. I), albo też rozsuwamy 
go dla przejrzystości tak, jak  to na rysunku uwidoczniliśmy.

Teraz wykreślamy w znany sposób plan sił i tak wyzna­
czamy wszystkie siły zewnętrzne. Sposobu tego z korzyścią użyć 
możemy dla ciężaru stałego i także do obliczania sił wewnę­
trznych w pasach, wywołanyoh ciężarem ruchomym ciągłym, 
gdyż wiemy, że największe siły wewnętrze w pasach powstają 
dla obciążenia zupełnego.

Dla obciążenia układem ciężarów skupionych jest najnie­
korzystniejsze obciążenie dla każdej części pasu inne, więc mu­
sielibyśmy dla każdej części pasu kreślić osobny rysunek. Także
i dla krzyżulców sposób ten nie da się użyć z korzyścią.

b) W y z n a c z e n i e  s i ł  w e w n ę t r z n y c h  n a  p o d s t a ­
w i e  s i ł  p o p r z e c z n y c h  i m o m e n t ó w .

1. K r z y ż  u l e  e, Jeżelibyśmy otrzymali linię qq (rys. 74.), 
jako linię największych sił poprzecznych, to dla krzyżulca A B  
przedstawia nąjw Q długość ab.

Według rów. 126) jest P = Q  siecz a, 
więc P  =  ab siecz a. Wykreślmy przez 
punkt a linię a e/jA B , to ae—ab siecz a, 
więc ae=najiv Q siecz a —najio P. Zatem 
ae przedstawia największą siłę wewnę­
trzną, działającą w A B .

Jeżeli podzielimy P  przez natężenie 
dopuszczalne r ,  to otrzymamy powierz- 

chnię przekroju A. Dla stałego % możemy to zrobić, zmieniając 
odpowiednio podziałkę, a wtedy ae przedstawia wprost po­
wierzchnię przekroju.

2. P a s y .  W edług rów. 122) siła wewnętrzna w pasie gór-
Mnym lub dolnym bez względu na znak jest S== j . Jeżeli man 

przedstawia linię najio M  (rys. 75), a chcemy wynaleśó s iłę '
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*) P. Podr. Statyki Budowli I I  wyd., str. 827 i 381.

Z.
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m _s
i.

■wewnętrzną, w części pasu A B ,  to największy moment dla 
dla punktu C jest ab.

Moment ten mamy jeszcze podzielić przez h, co najlepiej 
zrobić, zmieniając podziałkę tak, że linia ab da wprost siłę we­
wnętrzną S. Jeżeli chcemy otrzymać przekrój, należy dla sta­
łego natężenia dopuszczalnego jeszcze raz zmienić podziałkę.

§. 37. Belka o kracie równoramiennej.
Zwykle odstęp węzłów jest równy, wtedy x = m a , gdy m 

jest spółczynnikiem, a zaś oznacza odstęp węzłów czyli długość
przedziału. W tedy dadzą się Q i M  przed­
stawić jako funkcye m i dadzą się usta­
wić wzory, z których po wstawieniu roz­
maitych wartości na m otrzymamy siłę 
wewnętrzną.

Jako przykład obliczymy siły we­
wnętrzne belki kratowej o kracie równo­
ramiennej w powyższy sposób, przyczem 
przypuścimy obciążenie jednostajne cią­
głe i pomost na dole.

1. P a s y .  Z rys. 76. widzimy, że l=na, gdy n oznacza ilość 
przedziałów.

Dla wyznaczenia siły wewnętrznej części pasu, oznaczonej 
m, liczymy momęrit dla górnego pasu ze względu na punkt 0,

dla dolnego zaś ze względu 
na punkt Z>, więc dla gór­
nego x = m a , dla dolnego

x —(m —1) a +  J «--=
A

rys. i o 
/! D \Hs,

A / A $ r v\/ ' W < V V  \i ! n 4
-7r ----- ----- 2 a.

pasu górnego 

„ dolnego M % =

A zatem otrzymamy mo­
menty dla

n q x =  l  ąma(na—ma) = l ni (n—ni) a2qt
■ 2 m — 1 2 m — 1 .
2 0. — g—  a (na “  “ “ a «)==

= | (2 m — 1) (2 n — 2»i-f-l) a-ą.
Ponieważ przyjęliśmy tu  ciężar jednostajnie rozłożorjy, 

więc mamy jeszcze zrobić poprawkę według rów. 124) i 125) 
a

przyczem — zatem poprawka — —— i? !« 2, je-
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żeli nazwiemy qt ciężar zupełny (ą^p + g ), działający na gór­
nym pasie, a q2 na dolnym. Zatem 

a 2
Si =  — [4 in (n -  iu) q -  q4]

Sli

S2 =  +  - ‘\ - [ ( 2 m l) (2 i i  — 2 n i+ 1 ) <1 — q4]
ISO)

2. K r z y ż u l c e .  Według §. 35. wyznaczamy Q dla prze­
kroju pionowego przez środek krzyżulca, więc dla D E  dla prze­
kroju I i ,  zatem =  (to — 1)a+ { a—(m — §)«,'' a dla DC prze­
cinamy według IH I ,  zatem x2^=(m— l ) a + f  a=(m  — J )a.

Dla ciężaru własnego mamy Q =  }2 g (l ~  2x), więc dla D E  
jest <3, =  i.' ogn — ag (m — f ), dla DC jest Qz =  h agn — ag (m — -¡). 

Do tego mamy dodać poprawkę według rów. 128) i 129).

Tutaj jest s ta = s t{ j—~~, a więc poprawka będzie

I h st, a (gx — g2)= -~  (</i — gz)>

gdy g i i g2 oznaczają ciężar stały, działający na węzłach pasu 
górnego i dolnego.

Dla ciężaru zmiennego jesfc A E = x i = (m — 1 )a , zaś we­

dług rów. 96j najw Q
p(l — x l — a)2

P t . =  [2 agn -  

+  P

2 (l — a) 
(ni — f) ag — (g1

więc

■ g2) |  a] s^ecz a +
[«« — a — '(to — 1) a]2

sie cz  a,

czyli r |= i { ( 3 n
2 (na — a)

4 ni +  3) g -  gj +  g2} a siecz a -+-
(ii -  »O
2(11— 1, 

P 2 = i{ ( 2 ii — 4 m + l)g - |-g i  
(n  —  m )

pa siecz a

gj} a siecz a+ 131)

2 ( n - l ) pa siecz a

§. 38. P rzyk ład .

M o s t  k o l e j o w y  j e d n o t o r o  w. y o d w u  I j e l k a c l  k r a t o ­
w y c h  z k r a t ą  r ó w n o b o c z n ą  o r o z p i ę t o ś c i  t e o r e t y c z n e j  
2Im. Pom ost leży u dołu (tabl. I). — Przyjm ujem y wysokość belki h— 2,5?n,

21
a  odstęp węzłów ^ = 3  m. Niechaj będzie w edług O tta (§. 2.) ciężar s ta ły  

d la jednej belki f j— \ (30.21 -f- SCX))fci//̂ =0,7/i,^Ponieważ w edług §. 2. pom ost
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s  poręczami w aży w przybliżeniu 500 kgfm , więc dla jednej belki 0,25 </»» 
i  działa n a  pas dolny, to ^  = 0 ,2 8 ^  ^2 = 0 , 4 8 ^ Jako  oiężar ruchom y przyj­
m ujem y pociąg norm alny austryacki (rys. 12.), a  natężenie dopuszczalne we­
d ług  rozporządzenia austryackiego, więc t  =  700 -J- 2 Z= 7 4 2  kg ¡cm'1.

■ P a s y .  M oment z powodu ciężaru stałego otrzym am y w edług poprze­
dniego  parag ra fu  dla węzłów dolnych

Ml =  i  m (7 — m) a-g — $g, a 2
m (7 — m)'0 .0 ,7 1 ¿0,23.9  =

=  3,195 (7 — m) — 0,26 tm.
D la węzłów górnych otrzym am y 

Mi =  i  (2 m — 1) (2 .7  — 2 m +  1) 9.0,71 — £ 0,48.9 =  0,799 (2 m — 1) (15 - f
— 2 m) — 0,54 tm.

D la ciężaru ruchomego w yznaczam y w edług §. 15. najn iekorzystn iej­
s z e  obciążenie i  otrzym ujem y, że dla -węzła 1. m a stać n a  nim  2. koło, dla 
węzłów 2. i  3. trzecie koło, dla węzła I  ma stać  na prawej poprzecznicy
2. koło, d la  węzłów zaś I I ,  I I I  i  IV 3. koło. Dla tych położeń pociągu obli­
czyliśm y w edług §. 16. najw . momenty. D la węzłów pasa górnego obliczy­
liśm y dla najniekorzystniejszego położenia m om enty na obu sąsiednich po- 
przecznicach M ' i M ", w tedy M = \( M ‘ Ą-M").

Siłę w ew nętrzną obliczyliśmy wedle wzoru .122) i  123), zaś przekrój
s  steo re tyczny  wedle wzoru A  —  — =  — Wyni ki  obliczenia zestaw iliśm y 

w  następnej tabliczce dla połowy belki, d la drugiej połowy są one tak ie  same.

Część pasu
M o m e u t w  tm Siła we­

w nętrzna 
' t .

przekrój 
teorety­

czny cm2
ze wzglę­
du n a  wę­

zeł

z powodu ciężaru
razem

stałego ruchomego

0 1 I 10,3 41.9 52,2 20,9 28,2
1 2 I I 25,8 103,9 129,7 51,9 70,0
2 3 n r 35,4 139,7 175,1 70,0 94,3
3 4 IV 3S,6 148,0 186,6 74,6 100,5
0 1 0 0 0 0 0 0
I II 1 18,9 83,8 102,7 41,8 56.3

I I  I I I o 31,7 130,4 162,1 64,8 87,3
I I I  IV * 3 33,1 155,6 193,7 77,5 104,4

W ykreślnie w yznaczyliśm y siły  w ew nętrzne w  pasach na tabl. I. 

i  przyjęliśm y następne podziałki: I  dla długości 1:200, I I  dla sił

1 mm
l ł

momentów

Przyjąw szy odległość biegunową a 

1 cm 1 mm

2 m
= 201, m am y I I I  podziałkę dla

20 .*2 cm 4 cm . Dla ciężaru stałego przyjęliśm y 4 razy  większą

odległość biegunow ą a = 8 0  i, za to przyjęliśmj- także dla ciężarów 4 razy

większą podziałkę 4 mm 
11 ta k , że mom enty odczytujem y w  tej samej p o ■

działce, co dla ciężaru ruchomego. Chcąc odczytać w prost przekroje, zro-
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biliśm y podzialkę IV  j  . ^ 7 4 2 )^  2 ^ 1 ^ '  Przekroje te w ykreśliliśm y

w edług podziałki V > n a  rys. 8, który przedstaw ia teoretyczny rozkład

m ateryału  pasów.
K r z y ż u l o e .  Dla ciężaru stałego najlepiej w yznaczyć siły poprze­

czne n a  podstaw ie ciężarów węzłowych. Ciężar węzłowy w pasie dolnym  
w ynosi Cr == 3.0,48 =  1,44 (, w pasie górnym  Gx =  3.0,23 =  0,69 ł, w  punk­
tach  O (?2 '=  $ 3 .0 ,2 3 = 0 ,5 2 1, w D <?3 =  J 3 .0 ,2 3 = 0 ,1 7 1. Oddziaływanie w y­
znaczamy, nie uw zględniając ciężarów węzłowych w  A  i  B , bo one p rze ­
noszą się w prost na podpory. A więc otrzym am y 0, =  j (G. 1,44-f- 5.0,69 +  
+  270^59+ 2 .0 ,5 2 + 2 .0 ,1 7 )  =  0,785 i. Siły poprzeczne W3'znaczymy te raz  
przez odejmowanie,

Siły poprzeczne dla ciężaru ruchomego obliczyliśmy n a  podstawie- 
§. 25, przyczem dla pierwszego przedziału stoi drugie koło na 1. D la tego 
położenia jest

Ox =  , 'T (26.17,4 + 1 5  .9,6 +  26.1,8) =  30,631. Q =  30,63 — 6’501)2 =  28,031.

Dla następnych przedziałów spraw ia najw Q położenie pociągu, gdy 1 koło
parowozu stoi na prawej poprzecznicy. Dalej m am y P  —  Q siecz a, przyczem

 ̂ 5 —— -
s t a =  =  0,6, więc. siecz « =  yi-f-0,62=  1,166. Przekrój obliczyliśmy w edle

P  •
wzoru .4 a porów nania także w edług wzoru 23) w §. 9, przy-

c z e m ,  =  700 (Ą  A 3 Ą ).

Krzy-
żulce

s i t a  p o  p r z e o z n a  w  i Przek.iój teo re­
tyczny w cm2w skutek

ciężaru
w ła­

snego

w skutek ciężaru 
rui-homugo s u m a

w edług
rozp.

m inist.

wedle 
wzoru 
W  ey r.

najw 
■ (+<?)

najw
( -< ? )

najw
( + «

najw 
( -  <?)

0 0 +  0,17 _ +  0,17 ' +  0,17 -  0,2 -  0,2
0 I +  6.57 4- 28,03 0 +  34,60 4* 6,5/ — 54,4 -  53,5
I  1 4-6,05 +  28.03 .0- +  34,08 4-6,05 - i-53,5 +  53,0
1 I I 4- 4.61 4- 20,20. - 1 ,6 7 +  24,81 4-2,94 - 3 8 ,9 — 39,4

I I  2 4 -ft9 2 +  20,20 -  1,07 4-24,12 4-2,25 4-37,9 +  38,7
2 I I I +  2,48 4- 14,34 - 5 ,2 0 +  16.82 -  2,72 - 2 6 ,4 - 3 0 ,8

I I I  3 4" 4-14,34 - 5 ,2 0 4- ie ;i3 — 3,41 +  25,3 +  29,3
3 IV +•0,85 4- - 9 ,1 4 i 4- 9,49 -  8,79 -  14,9 -  25,5

Z tabliczki powyższej widzimy, że przekroje krzyżulców w  średniej 
części belki, obliczone w edług rozporządzenia austryackiego, są za małe. 
Z nak — w dw u ostatnich kolum nach oznacza, że przekrój pracuje na ci­
śnienie.

W ykreślnie wyznaczyliśm y siły poprzeczne według zasad, poprzednio 
w yłożonych, m ierząc sity wedle podziałki II. Na pionowej przez *4 odci­
nam y ciężary kół parowozów i jaszczyka (rys. 2.) i  przyjąwszy biegun w  B , 
kreślim y wielobolc sznurowy, którego rzędne przedstaw iają oddziaływ ania
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■Oj dla obciążenia jednostronnego, dlatego riśzy w aniy go też wielobokiem 
oddziaływań'. A że dla tego obciążenia najw Q = O l więc w edług §. 25. 
-otrzymamy siły poprzeczne, kreśląc poziome z punktów  przecięcia się w ie- 
loboku 0 i z punktam i węzłowymi. Badam y także, czy drugie koło nie sp ra­
w ia  najio Q (p. rys. 58). Gdy drugie koło sto i w  r, pierwsze w ?«, P, roz­
d z ie la  się na P '= r  mn, i  P "  =  P ,—mn. W tedy Q =  0 t— P ' =  mp—mn=up. 
Zróbm y rt =  np, to widzimy, że tu  rt rs. A więc w  pierwszym  prze­
dziale drugie koło n a  węźle spraw ia największość. Pow tarzając to samo 
■dla innych węzłów, przekonamy się, że zresztą wszędzie 1 koło spraw ia 
najw. Q. Dodajmy do tego siły  poprzeczne w  skutek  ciężaru własnego, 
a  otrzym am y najw . siły poprzeczne. Przez siecz a pomnożyliśmy, kreśląc 
równoległe do krzyżulców. Długości te przedstaw iają siły  w ew nętrzne P , 
a  odczytane w edług podziałki VI przekroje teoretyczne. Podziałkę V I zro­
biliśm y, zm ieniając jednostkę podziałki I I  w stosunku 0,742:1, więc

1 mm 1 mm
1 : 0,742 cm2 1,35 cm2'

Siły  w ew nętrzne w skutek  ciężaru w łasnego wyznaczyliśm y oprócz 
tego  w edług , metody wielobokowej w  rys. 9, a  to w edług podziałki V II

W ielobok sił mn rozsuw am y przytem  dla przejrzystości i kreślim y

go w  te n  sposób, że uw zględniam y osobno ciężary węzłowe górne i  dolne 
i  kreślim y je  po porządku naokół belki, a więc ciężary dolne, 1, 2, 3 . . .6 ,  

oddziaływ anie 02) potem ciężary górne V III, V I I . ..1 , 0, nakoniec 0 l . W y­
kreślenie p lanu  s ił nie przedstaw ia teraz żadnych trudności.

¿eutrit jme ł
§. 39. Podparcie poprzecznie drugorzędne,

Ze względów ustrojowych nieraz odstęp węzłów jest za 
wielki i zachodzi potrzeba urządzenia poprzecznio między wę­
złami. Punkty te pasu podpieramy wtedy osobnymi krzyżulcami 
i otrzymujemy w ten sposób kratę z d r u g o r z ę d n ę m  pTdpITr^ 
c i e m.  Kysunek 77. przedstawia belkę z poparciem 4 drugorzę- 
dnem pasu dolnego. Zbadajmy jakie są linie wpływowe krzy­
żulców drugorzędnych i o ile zmieniają się te linie prętów pierw­
szorzędnych belki kratowej.
1 ' Jeżeli siła P = 1  działa w E , to ■ ciągnienie w GE  jest ró­
wne P, a linia wpływowa ma kształt trójkąta cef (rys. /'). Dla 
największości ciągnienia w G E  ma być przedział całkowicie 
obciążony, obciążenie reszty przęsła jest obojętnem. Ciągnienie 
w EG  równa się ciężarowi węzłowemu w E.

~W ścięgnie drugorzędnęm G K  powstaje wskutek ciężaru 
P  w E  ciągnienie P  siecz a, linia wpływowa m ą ten sam kształt, 
co dla EG , należy rzędne tylko pomnożyć przez siecz a.



Co się tyczy prętów pierwszorzędnych w przedziale CEF  
to drugorzędne podparcie sprawia tylko zmianę linii wpływo­
wej w tym przedziale, poza przedziałem linie wpływowe zostają

takie same, jak gdyby 
nie było drugorzędne­
go podparcia. Dla pa­
su górnego TJX przed­
stawia rys. b) linię 
wpływową. Powierz­
chnia wpływowa zo­
stała tu  zwiększoną o 
trójkąt cef. Dla pasu 
dolnego CE linia wpły­
wowa»; a zatem i siły 
wewnętrzne pozostają 
te same, co dla kraty 
bez podparcia drugo-(+yJa-) 
rzędnego. To samo 
możemy powiedzieć o 
linii wpływowej ścię­
gna G F  (rys. c), gdy 
powierzchnia wpływo­
wa dla ścięgna HG  
(rys. d) jest zwiększo­
ną o trójkąt cef. O ta- 
kiż trójkąt cef jest też

* zwiększoną powierz­
chnia wpływowa siły 
wewnętrznej w słupie 

GE. Dla słupa HG otrzymujemy linię wpływową e. Tutaj za­
chodzi zmiana także na długości- C L , bo przecięcie słupa trafia 
toż pręt Hp', należący do drugiego praedaiału. ¡ J j </«>?«« -///.

O prawdziwości podanych w rys. 77. linij wpływowych 
przekonać się można łatwo w następny sposób. Przypuśćmy, źe 
w C działa siła P = 1 i wykreślmy dla tego wypadku plan sił, 
powtórzrąy to samo dla wypadków, gdy siła P =  1 zaczepia w E  
a potem w F, to na podstawie tych planów sił, możemy dla 
wszystkich prętów danego przedziału wyznaczyć linie wpły­
wowe.
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Znając linie wpływowe, potrafimy łaiwo w znany sposób 
wyznaczyć największe siły wewnętrzne dla obciążenia ciągłego 
lub układem ciężarów skupionych*). _ . • jl u

u « '6  v  ^UsÛsvfdJSh'e-, JcA-k**, 2.
Vil. B e lk a  o k r a e i e  w ie lo k r o tn e j .  

§. 40. Zasada obliczenia.

Belka o kracie wielokrotnej jest statycznie niewyznaczalną 
(rys. 78). Chcąc dokładnie obliczyć taką belkę, musimy uciec 
się do prawideł sprężystości. Obliczenie dokładne jest jednak

bardzo zawiłe, dlatego obliczamy 
taką belkę zwykle w przybliże­
niu, rozkładając ją  na pojedyn­
cze części o kracie pojedynczej, 
a mianowicie kratę «-krotną roz­
kładamy na n części**). Każdy 
krzyżulec znajduje się więc tylko 

w jednym układzie, zaś każda część pasu i narożniki są we 
wszystkich układach. Jeżeli to rozkładanie ma być dozwolone, 
to ugięcie belki powinno być we wszystkich układach takie, 
aby złożywszy wszystkie układy w jedno, otrzymać można rze­
czywiście ugiętą belkę.

Otóż to się niezupełnie sprawdza, bo aby utrzymać takie 
ugięcie, musielibyśmy przypuścić pasy łamane i w węzłach 
innych układów siły p  (rys. 79). Ale ponieważ ugięcie pasu jest

bardzo małe, więc też i siły te p by- 
łj’by tak małe, że możemy je opuścić. 
Porównanie wyników' metody przy- 
bliżonej z wynikami metody dokła­
dnej stwierdza, że różnice są tak małe, 
że użycie metody przybliżonej w prak- 

Będziemy więc belkę rozkładać na n  
układów i przyjmować będziemy te ciężary, jako działające na 
każdy układ, które zaczepiają w węzłach danego układu.

■*) p. Balicki. Czasóp. Tecłm. 1902, str. 293.
**) p. Podr. Statyki Budowli II. wyd. str. 381.

T V S .79 .
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§. 41. Przybliżone wyznaczenie s il wewnętrznych.

Jeżeli chcemy liczyć w przybliżeniu, to przyjmujemy, że

ciężar, działający na jeden układ, jest -—częścią całego ciężaru,
n , 1

zatem siła poprzeczna dla jednego układu będzie ... Q.
• I

Otrzymamy więc siłę wewnętrzną w krzyżulcu AD  (rys. 78) 

P* <) siecz a .......................... 132)

zaś w AJE ^ 2=Srn Q siecz .......................... 133)
e

Każda część pasu leży, jak wiadomo, we wszystkich ukła- 
/ i

dach, na każdy układ dz ia ła— część ciężaru, więc siła we-
n M

wnętrzna w pręcie AJB będzie w jednym układzie ■— , w dru-

gim —-- itd., gdy M i i M 2 ■ ■ ■ oznaczają momenty dla pojedyń-'flHs t
czyeh układów, a więc ze względu' na punkt F, C i D. Gała 
siła wewnętrzna w A B  będzie

A  Ł  + m 2+ m s + . . .  M n).

Jeżeli l i = — (Mi Ą-M2 +  . .  ,M n) jest średnią arytmetyczną %
momentów M lt M z . . .M n, to

• - .......................... • 134)li
Zamiast tworzyć średnią arytmetyczną poszczególny oh mo­

mentów, możemy też przyjąć, że M  jest momentem ze względu 
na punkt średni między F  i D. Punkt ten średni C otrzymamy, 
jeżeli środek części pasu A B  połączymy z wierzchołkiem R  
trójkąta, jaki tworzą sąsiednie krzyźulce i tę prostą przedłużymy 
aż do drugiego pasu.

§. 42. Dokładne wyznaczenie s il  wewnętrznych w krzyżnlcaeh.

Zadaiiiem naszem będzie najpierw wynaleśó linię wpływową 
dla danego krzyżulca B C  (rys. 80). Wykreślmy najprzód linię 
wpływową dla BC  tak , jak gdyby krata była pojedyncza. Je ­
żeli pomost jest na pasie górnym, to otrzymamy linię ab'e'd. 

T eorya m ostów  I .  7
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Jeżeli ciężar P = 1  stoi w punkcie B, to cały ten ciężar działa 
na układ pełnemi liniami wyciągnięty, więc siła wewnętrzna 
w BC  będzie bb'.

Jeżeli ciężar porusza się na prawo i przyjdzie do sąsie­
dniego węzła F , to cały ciężar przenosi się na drugi układ, 
a dla krzyżulca BC, należącego do układu wyciągniętego peł­
nemi liniami, siła wewnętrzna równa jest zeru. Gdy ciężar P = 1  
znajduje się między B  i F, to działa on pośrednio przez po- 
przecznice, więo według §. 25, otrzymamy linię wpływową, gdy 
połączymy b‘ z f. Tak samo postępujemy z drugiej strony punktu
B, a otrzymamy linię wpływową gb'j. To samo powtarzamy we

. wszystkich, obciążo­
nych węzłach danego 
układu F , L , I i  K
i otrzymujemy jako 
linie wpływowe same 
trójkąty.

Jeżeli krata jest 
dwukrotną, to te trój­
kąty schodzą się i o- 
trzymujemy w węz­
łach drugiego układu 
punkty obojętne. J e ­
żeli zaś krata jest co 
najmniej trzykrotną, 
to otrzymamy długo­
ści, w których, jeżeli 
ciężar-stoi, nie spra­

wia żadnej siły w danym krzyżulcu. Długość taką
nazywamy d ł u g o ś c i ą  o b o j ę t n ą  (n. neutrale Strecke), jaką 
je s t np. długość FH. Dla największości siły wewnętrznej w BC  
należy więc obciążyć prawą część belki aż do punktu H, części 
lewej A F  nie obciążać, a obciążenie długości F H  jest obojętne.

Załóżmy, że belka jest obciążona ciężarem jednostajnym 
ciągłym i badajmy tylko wpływ obciążenia na długości L I ,  to 
otrzymamy P, siłę wewnętrzną w BC, według sposobu przybli­

żonego (§. 41.), gdy a=~neu  P » - — a l  (#'+& '), zaś we-91 A &

rys. 80
A G  B F  H £  I. / .  K I )

-------
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V e, x■dług sposobu dokładnego jest P — (m' hei +  ii/ }[ ei )p  — -
X («'+**')■

Widzimy więc, że dla ciężaru jednostajnie ciągłego według 
sposobu przybliżonego otrzymujemy te same wyniki, co według 
sposobu dokładnego. Tylko przy końcu belki, gdzie nie zawsze 
a=nei , sposób przybliżony staje się nieco niedokładnym. Zwa­
żywszy je d n ak , że przy podporach rzędne linii wpływowej są 
bardzo małe, zrozumiemy, że różnica między sposobem dokła­
dnym a przybliżonym jest bardzo mała.

Dla kraty podwójnej widzimy z rys. 81, że powierzchnia 
kreskowana jest prawie dokładnie połową powierzchni bee1. T u

więc licząc należa­
ł y  S 81. łoby przy obliczeniu

uwzględnić Q dla E  
końca krzyżulca, któ­
ry  leży na pasie in­
nym, niż pomost.

W  przybliżeniu mo­
żemy tę samą regułę 
stosować i do kraty 
trzy i więcąjkrotnej.

Inaczej rzecz się ma 
przy obciążeniu ukła­
dem ciężarów skupio­
nych. Tu musimy ob- 

.liczać siły wewnętrz­
ne na podstawie li- 
nij wpływowych, gdyż 
różnice między obu

sposobami są znaczne. Przypuśćmy n. p., że belka jest obciążona 
układem ciężarów w odstępie = a ,  to gdy pierwszy ciężar po­
stawimy na E, drugi wpadnie na L, trzeci na I  itd. i P  będzie 
takie jak dla kraty pojedynczej , podczas gdy według sposobu

P
przybliżonego mamy —. Z drugiej strony możliwem jest, że 

* n
gdy ciężar postawimy na E , inne ciężary wpadną na długości 
obojętne i P  może być mniejsze, niż według sposobu przy­
bliżonego.



Dla najio P  musimy obciążyć prawą stronę belki, a nie 
obciążać lewej strony, największe ciężary mają stać w pobliżu 
prawej poprzecznicy E, jeden z ciężarów ma stać na B. Przy 
mostach kolejowych trzeba zwykle drugie łub trzecie koło pa­
rowozu postawić na E.

"Wielkość siły P  wyznaczymy najlepiej wykreślnie zapo- 
mocą linij wpływowych , rachunkiem zaś w ten sposób, że dla 
najniekorzystniejszego położenia obliczymy ciężary węzłowe
i uwzględnimy tylko należące do danego układu.

§. 43- Dokładne wyznaczenie sit wewnętrznych w pasach.

Chcąc wyznaczyć linie wpływowe dla siły wewnętrznej S  
w części pasu ab (rys. 82.) wykreślimy najprzód parabolę, na 
której leżą wierzchołki trójkątów1 linij wpływowych dla kraty 
pojedynczej. i s ^ . / £ J

Część pasu ab leży w czterech układach. Wykreślmy naj­
przód linię wpływową dla układu oznaczonego liniami pełnemi

aćb. Ponieważ na ten

układami i w ten sposób dostaniemy szereg trójkątów, które 
się po części nakrywają. Łatwo jednak dostrzeżemy, że dwa 
takie trójkąty głmĄ-meg—gm et, że zatem , aby otrzymać sumę 
powierzchni wszystkich trójkątów, potrzebujemy tylko połączyć

mamy jako linię wpływową wcale nieregularny wielobok zu-

żona, dla układu ciężarów skupionych największe ciężary mają

układ działają ty l­
ko ciężary, działają­
ce w węzłach tego 
układu, a więc otrzy­
mamy podobnie, jak 
w poprzednim para­
grafie, trójkąty, któ­
rych wierzchołki leżą 
na liniach ac1 i c'b.

rys. 82.
c d f  h

To samo robimy

kolejno wierzchołki wszystkich trójkątów. W  ten sposób otrzy-

pełnie odmienny od linii wpływowej do kraty pojedynczej. Z linii 
wpływowej wynika, że dla najw 8  musi być cała belka obcią-
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być w pobliżu danej części pasu, a jeden ciężar musi być na 
jednej z poprzecznio, gdzie rzędne linii wpływowej są największe.

Licząc w przybliżeniu wedle §. 41., otrzymalibyśmy linię 
wpływową am'b. Powierzchnia wpływowa przybliżona jest pra­
wie równa powierzchni wpływowej dokładnej, a zatem i tutaj 
dla ciężaru jednostajnie rozłożonego, otrzymamy w przybliżony 
sposób wyniki dość zgodne ze sposobem dokładnym.

Ale doświadczenia, w których mierzyłem wprost natężenie 
prętów, okazały, że w rzeczywistości linia wpływowa zajmuje 
pośrednie miejsce między dokładną a przybliżoną i zbliża się 
raczej do przybliżonej. Powodem' tego jest ciągłość pasów, która 
sprawia, że ciężar, zaczepiający w węźle danego układu, prze­
nosi się w części także i na inne układy.

E n g e s s e r  dochodzi teoretycznie do tych samych wyni­
ków dla belek większych, o rozpiętości większej, niż 30?», gdy 
przy mniejszych rozpiętośeiach układy wprost obciążone, sto­
sunkowo większą część obciążenia przyjmują. W  praktyce je ­
dnak dla małych rozpiętości nie będziemy stosować kraty wie­
lokrotnej , a dla większych należałoby obliczać takie belki ra­
czej sposobem przybliżonym.

Liczebne wyznaczenie najw 8  wedle metody dokładnej jest 
bardzo mozolne. Najlepiej wyznaczyć, jak  w poprzednim para­
grafie ciężary węzłowe dla kilku położeń, które się nam wy­
dają najniekorzystniejsze, gdy ciężar jest na jednej z poprzecz­
nio, dla których rzędne są największe. Obliczamy teraz dla tego 
położenia S  dla każdego układu z osobna i dodajemy wyniki.

Wykreślnie możemy wyznaczyć siły, wewnętrzne na trzy 
sposoby:

1. Nie rozkładając na pojedyncze układy, wyznaczymy siły 
poprzeczne i momenty tak, jak dla kraty pojedynczej. Siłę po­
przeczną wyznaczamy ze względu na przekrój przez koniec da­
nego krzyżulca, który leży na innym pasie niż pomost , a mo­
ment ze -względu na punkt, który otrzymamy, jeżeli środek 
części pasu a i  (rys. 82.) połączymy z wierzchołkiem trójkąta, 
jaki tworzą sąsiednie krzyżulce i tę prostą przedłużymy aż do 
drugiego pąsu. Dla krzyżulców dzielimy wyniki przez n. Me­
toda ta, odpowiadająca metodzie analitycznej, opisanej w §. 41, 
jest dostatecznie dokładna, zwłaszcza dla obciążenia ciągłego.
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2. Rozkładamy na pojedyncze układy i przypuszozamy, ż& 
cały ciężar działa na jeden układ. Dla tego układu wyznaczamy 
siły poprzeczne i momenty, następnie dla wszystkich innych, 
Q dzielimy przez n, a za M  bierzemy średcią arytmetyczną mo­
mentów dla pojedynczych układów. Według tego sposobu mo­
żemy w przybliżeniu obliczać siły wskutek ciężaru własnego
i ciężarów skupionych.

3. Zapomocą linij wpływowych wyznaczamy siły wewnę­
trzne w pasach i krzyżulcach, co zwłaszcza byłoby do polecenia 
dla układu ciężarów skupionych.

Ze względu na doświadczenia, powyżej omawiane, należa­
łoby, chcąc liczyć dokładnie, liczyć wedle 2. i 3. i wziąć średni» 
wyniki.

§. 44-, Krzyżnlce gilblde. c

Dla kraty prostokątnej urządzamy często słupy, pracujące 
ńa ciśnienie tęgie, przekątnie zaś gibkie (n. schlaffe Diagonaleri) 
z żelaza płaskiego. Rozumie się, że nie mogą one wtedy praco­
wać na ciśnienie; w tej części belki więc, w której siła poprze­
czna może być dodatnią i ujemną, urządzamy dwa rzędy prze­
kątni, jeden spadających na prawo, drugi na lewo. Otóż w ta­
kim razie w jednym przedziale jedna przekątnia pracowaćby 
powinna na ciągnienie , druga na ciśnienie, ale z powodu, że 
jest g ib k a , przekątnia ciśniona wygina się i nie działa wcale.

K ratę o podwójnych gibkich przekątniach obliczamy więc 
zwykle tak, j a k  g d y b y i s t n i a ł y  t y l k o p r z e k ą t n i e  c i ą ­
g n i o n e .  Właściwie jednak i gibkie przekątnie mogą pracować 
na  małe ciśnienie, która łatwo obliczyć, znając wielkość i kształt 
przekroju: siłę działającą w przekątniach ciągnionych, należa­
łoby więc zmniejszyć o siłę potrzebną do wygięcia przekątni 
oiśnionych.

Przekątnie podwójne urządzamy tylko tak daleko, dopóki 
siła poprzeczna zmienia swój znak, a więc na długości wychy­
lenia się przekroju środkowego (§. 22).

_  §. 45. Przykład. Obliczenie mostu drogowego w kracie
■JaAcL.lL. dwukrotnej prostokątnej.

Eozpiętość teoretyczna wynosi 80?» (tabl. II), pomost drogi I I  k lasy
hm  szeroki leży u góry, P rzyjm ujem y wysokość belki 7» =  —  =  4 m, a  od-

i,0



stęp węzłów 4 =  2 m —  ('s l. Ciężar w łasny  przyjmujeni}' w edług rów. 3) n a  
m~ pomostu y =  215 4- 2.3.30 +  0,02 Z2= 3 0 2  kg, więc na mb 5.302, a n a  jedną  
belkę g =  *. 302 =  755^=^=0,76; Jeżeli z tego przypada na ciężar pomostu 
192 hg/m \ to  n a  jedną belkę g =  \ 192= 4 8 0  =  0,48 i, a  więc ciężar samej
belki 0,76 — 0,48 =  0,26 i/łn, z czego połowa 0,13 tjm działa n a  pas górny, 
połowa n a  pas dolny, a zatem  ^ ,= 0 ,6 1 //? » , j 2==0,13tjm. Jako ciężar ru ­
chomy przyjm iem y obciążenie, przepisane rozporządzeniem m inist. austrya- 
ckiem dla dróg I I . klasy, przyczem n a  szerokość m o stu , przyjm ujem y dwa 
wozy, więc na jednę belkę przypada ciężar jednego szeregu wozów (rys. 6). 
Natężenie dopuszczalne przyjm ujem y także wedle tego rozporządzenia 
t= 7 5 0  +  2.30 =  810 lcg/cm\

Belkę k ratow ą rozkładam y n a  dwa układy i nazyw am y uk ład , do 
którego należą węzły I ,  I I I ,  V, V I I , . . .X I I I ,  układem  I ,  drngi zaś u k ła ­
dem I I .  Ciężar węzłowy dla m ostu nieobciążonego wynosi dla pasu gór­
nego ć?j =  2.0,61 =  1,22 t, ’ d la pasu dolnego 2 .0 ,13= 0,26 t, w węzłach sk raj­
nych o po łow ę,mniej.

1. O b l i c z e n i e .
o j .K r a t a .  Dla układu I  je s t 0 ( = 7 (1 .2 2  + 0,26) ,*5=  5,531, dla uk ładu

I I  O j= 7  (1,22 +  0,26) t75 =  4,841. A więc w  układzie I  je s t  Q =  5,53t, 5.53+ 
— 0,-26=5t27i, 5,53 — l,48 =  4,05ć. i td . ; w  układzie I I  je s t 0 = 4 ,8 4 1, 4 ,84+
—1,415 =  3,36 i, 3,36 — 1,48 =  1,88 t itd . W yniki uwidoczniliśm y poniżej w  ta ­
bliczce.

Dla ciężaru ruchom ego w yznaczm y ciężary węzłowe dla położenia, 
gdy szereg wozów posuw a się n a  prawo, a drugie, koło ostatniego wozu 
stoi n a  I. O trzym am y wtedy ciężary węzłowe w  węzłach

I  I I  I I I  IV  V VI V II V III IX  X  X I X I I X I I I X I V  XV
3,0 1,8 1,2 1,2 1,8 1,8 2,7 0,45 1,05 3,0 1,8 1,2 1,2 1,8 1 ,8 1.

Z ciężarów tych działa ją ń a  uk ład  I  tylko tłustem i czcionkami d ru ­
kowane. O ddziaływ anie O, = 3V (3 ,0 .7 +  1,2.6 + 1 ,8 .5  +  2,7.4 +  1,05.3 +  
+  1 ,8 .2 +  1 ,2 .l ) = 7 ,4 6 i  =  <? dla przedziału 0 II.

Z k sz ta łtu  lin ii wpływowej (rys. 2.) w yp ływ a, że przez posunięcie 
szeregu wozów na praw o lub n a  lewo zm niejsza si$ , a więc najw ({= 7 ,1 6 1.

D la przedziału I  I I I  otrzym am y najniekorzystniejsze obciążenie także, 
gdy osta tn ie  koło stoi n a  praw ej poprzecznicy, a  więc ciężary węzłowe 
będą te  same, tylko o 4 m przesunięte, a zatem  Q =  O, =  34s (3,0.6 +  1,2.5+- 
+  1 ,8 .4  +  2,7.3 +  1,05.2 + 1 ,8 .1 )= 5 ,4 9 1.

.Podobnie otrzym am y najw Q d la w szystkich innych  krzyżulców ; 
w ynik i zestaw iliśm y w  poniżej podanej tabliczce. _______

Dalej m am y j? = $ s ie c z a .  D la przekątni siecz a =  V I  +  ( i)2 “  1,43-4;, 
dla słupów siecz (i =  1, dla przekątni 0 1 je s t siecz a =  V1 +  ( ! ) * =  1)118-

p
Przekrój teoretyczny w yznaczam y w edług wzoru
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Krzy-
żulec

Siła poprzeczna w t
Siła 

w ew nętrzna 
w t

Prze­
krój te­
orety­
czny 

w cm2

w sku­
tek 

ciężaru 
w ła­
snego

w skutek 
ciężaru rucho­

mego
s u m a

najw 
( +  «

najw
(-< ? )

najw
(+<?)

najm
(+<?)

najw najm

0 1 5,53 7,46 0 12,99 5 53 14,52 6,18 17,9
0 2 4,84 6,61 0 11,45 4,84 16,18 6,84 200
I  3 4,05 5,49 - 0 ,2 9,54 3,85 13,49 5,44 16,6
I I  4 3,36 4,99 -  0,4 8,35 2,96 11.81 4,19 14,8
I II  5 2,57 4,22 - 0 ,6 8 6,79 1,89 9,60 2,67 11,9
IV 6 1,88 3,57 -0 ,9 6 5,45 0,92 7,71 1,30 9,5

V 7 1,09 2,92 -1 ,3 6 4,01 —0,27 5,67 - 0 ,3 8 7,0
VI 8 0,40 2,34 -1 ,7 6 2,74 —1,36 3,87 — 1,92 4,8

V II 9 -0 ,3 9 1,76 - 2 ,3 4 1,37 -2 ,7 3 1,94 -  3,86 2,4
V III  10 -1 ,0 8 1,36 -2 ,9 2 0,26 -4 ,0 0 0,37 - 5 ,6 6 0,6
1 I 5,27 7,46 o' 12,73 5,27 -1 2 ,7 3 -  5,27 15.8
2 I I 4,58 6,61 0 11,19 4,58 -1 1 ,1 9 -  4,58 14,2
3 IV 3,79 5,49 - 0 ,2 9,28 3¿9 -  9,28 — 3,59 11,5
4- I I I 3,10 4,99 - 0 ,4 8,09 2,70 -  8,09 - 2 ,7 0 10,1
5 V 2,31 4,22 - 0,68 6,53 2,31 — 6,53 - 2 ,3 1 8,1
6 IV 1,62 3,57 -0 ,9 6 5,19 1,62 -  5,19 - 1 ,6 2 6,4
7 V II 0,S3 2,92 -1 .3 6 3,75 -0 ,5 3 -  3,75 +  0,53 4,6
8 V III 0.14 2.34 -1 ,7 6 2,48 —1,62 -  2,48 +  1,62 3,1

Co do słupów '5 V i 6 V I zauważyć musimy, że gdy p raw a strona 
belki je s t obciążoną , a jedno koło sto i n a  V lub V I, to w tedy działają 
krzyźulce I I I  5 i  5 V I I , względnie IV  6 i 6 V I I I , a więc w  słupach V 5
i VI 6 pow staje tylko ciśnienie — 3i, najm niejsze P  pow staje więc dla belki 
nieobciążonej.

b) N a r o ż n i k i .  Siła, pow stająca w  00 z powodu ciężaru własnego 
je s t =  j (14{1,22 +  0 ,2 6 )+  2.0,61) == 10,971. Z powodu ciężaru ruchomego 
je s t najw iększa siła  poprzeczna, gdy 2. koło wozu ustaw im y na podporze. 
W tedy  otrzym am y 0, = SV(3 ,3 .2 1 + 3 .3 ,1 8 ,2  +  3 .1 ,5 .14,6  +  2 .3 .1 ,0 ) = 14 ,271.

A więc P =  10,97 +  14 ,27=25,241, a przekrój A =  -¿¿ t-  =  31,2 cm2.UjOl
c) P a s y .  D la ciężaru w łasnego otrzym am y dla m -go w ęzła górnego

łub dolnego układu I -g o  J /  =  6, 53m. 2— * 1,48 ~ . 2 =  11.06 +Li et
— 0,74 m 2 +  0,74. Dla uk ładu  I I  otrzym am y M = 4,84 m . 2- — — l )  (1,22 -f-

+0,26) ™ . 2 = 1 1 ,1 6  m -  0,74 m \

A zatem  otrym am y dla
m —  1 2 3 4 5 6 7
M  == 11,1 19,4 27,3 32,8. 37,5 40,3 41,9 im.

Dla części pasu górnego między w ęzłam i m i  m + 1  w  lewej połowie

belki je s t 5 = 4_-(il /m-f.i +  i!/m-f-2), dla pasu dolnego 5 = - ^  (JWm _  i +  Mm).

W yniki uwidoczniliśmy poniżej.



koło na"
węźle układ I I I " 111 IV V vr V II V III IX X X I X II X II I XIV M Mp

. 2 '
. i !

I
I I

1,8
i,8

2,7
0,45

1,05
8,0

1,8
....~:

1,2
1,2

1,8
1,8

2,7
0,45

1,05
43,9
48,6 } 92,5

1 V II {
I

.11
2,7

1,8
1,5

1,05
1,05

i,«:
3,0

0,3
1,2

2,7
1,8

1,5
1,05

1,65
50,5
40,1 } 90,6

2 V II |
I
I I

1,2 ;
1,8

1,8
2,7

0,45
1,05

3,0
1,8

1,2
1,2

1,8
1,8

2,7
0,45

50,1
45,4 |  95,5

■A zatem , gdy drugie koło stoi na V II węźle, otrzym am y m om ent największy. W yniki zaznaczyliśm y w poniżej

podanej tabliczce. Przekrój teoretyczny wyznaczyliśm y z wzoru „a .- =  t-TToT =  cm*
0,ol 4 • 0,81

Część pasu

N ajnieko­
rzystniejsze

położenie
Mg M p Ę Prze­

krój A Część pasu

N ajnieko­
rzystniejsze

położenie
M g Mp Mg Prze­

krój A

koło na
węźle '  łm c m 2 Or*«O na

węźle tm c m 2

0 I 1 2 80,5 38,6 69,1 21,5 0 1 0 0 0 0
I I I 1 8 46,7 59,7 100,4 32,8 1 2 2 1 11,1 18,0 29,1 9,0
I I  I I I 1 4 60,1 73,0 183.1 41,1 2 3 1 2 80,5 38,5 69,1 21,5
I I I  IV 1 5 70,8 86,0 150,3 48,2 8 4 1 S 46,7 59,7 106,1 82,8
IV  V: 2 5 77,8 93,8 171,6 53,0 4 5 1 4 60,1 78,0 188,1 41,1
V VI 2 7 82,2 95,5 177,7 54,9 5 6 .«* 1 5 70,3 86,0 156,8 - 48,2
V I V II 1 8 S3,8 98,0 181,8 59,4 6 7 2 5 77,8 93,8 171,6 53,0

V II V III 1 8 82,2 95,5 177,7 54,9 7 8 . 2 7 82,2 95,5 177,7 54,9
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Dla ciężaru ruchomego przeprowadziliśm y tylko obliczenie dla części 
pasu V V I jako przykład. Powyżej podana tabliczka uwidocznia ciężary 
węzłowe przy różnych położeniach i  m om enty ze względu n a  -węzły 7 i 8, 
jakoteż ich sumę.

2. S p o s ó b  w y k r e ś l n y ,
a) K r a t a .  Na rys. 2. tabl. II. w ykreśliliśm y linie wpływowe dla 

układu I. pełne, a d la  układu I I .  kreskowane, dla ciężaru 3,0 t i  1,51. Na 
podstaw ie tych linij w pływ ow ych i paska p ap ie ru , na którym  naznaczy­
liśm y szereg wozów, ja k  w rys. 3, -wyznaczyliśmy, próbując, największe 
siły poprzeczne i w ykreśliliśm y je  -w rys. 4. U żyw aliśm y przytem  dla d łu­

gości podziałki I  a  dla sił podziałki I I  ■

W  rys. '4. w yznaczyliśm y też siły  poprzeczne dla ciężaru -własnego 
(kreskowane) i, aby otrzym ać najw (-j- Q), dodaliśm y odnośne rzędne. Z u­
pełnie sym etrycznie m ożnaby też w ykreślić najw (— Q\ ale w łaśnie z po­
wodu tej sym etryi uw ażaliśm y w ykreślenie ich za zbyteczne. W  celu -wy­
znaczenia s ił w ew nętrznych w  krzyżulcach, w ykreśliliśm y linie równoległe 
do ich kierunków. Długości w  ten  sposób o trzym ane, odczytane n a  po- 
działce I I  dają siły  w ew nętrzne P, a  n a  podziałce I I I  przekroje teoretyczne,

przyczem dla podziałki I I I  je s t

b) P a s y .  Dla wyznaczenia s ił w ew nętrznych w  pasach w ykreśli­
liśm y lin ie  wpływowe dla każdej części pasu dla ciężaru 3,0 i  1,5i (rys. 6). 
N a podstaw ie tych linij wpływ owych i  paska papieru, na którym  w ykre­
ślono szereg wozów, w yznaczyliśm y największe m om enty dla każdej części 
p a s u j .  uw idoczniliśm y je  na rys. 7. Momenty w ykreśliliśm y w edług po-
- . 1 cm 1 cm . 20 , , . ,działki ——  = — - — , więc odległość biegunow a a —  —  10i, której uzy-

ł-iU T-7)l d , JJl ¿i

liśm y do w ykreślenia momentów z powodu ciężaru własnego. W ykreśliliśm y 
mianowicie osobno dla uk ładu  1, a osobno dla układu II. wielobok sznu­
rowy, a ponieważ każda część pasu leży w  obu układach, więc dodaliśmy 
odpowiednio m om enty, np. dla części pasu I I I  IV  m om enty w  punktach  
4 ’ i 5. Odnośne sum y przedstaw iają poziome lin ie kreskowane

Aby otrzym ać przekrój, należy zm ienić podziałkę, a  mianowicie przy-
, . ,. Tr 1 cm 1 cmją c  podziałkę V

Na rysunku 8. w ykreśliliśm y na tej podstaw ie rozkład m a te ry a łu

w edług podziałki VI a na r ys - 9. dla ciężaru w łasnego piań s ił we

d łu g  podziałki I I ,  przyczem połączyliśm y oba p lany  s ił dla obu układów  
na  jednym  rysunku. Z tego p lanu  s ił otrzym ujem y siły w ew nętrzne w  krzy­
żulcach w prost, zaś w  pasach po dodaniu odnośnych sił z obu układów.

-  106 —
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IX. B e lk a  o k r a s i e  z ło ż o n e j .

§. 46. Krata złożona bez sztucznego natężenia.
W  kracie złożonej mamy trzy rzędy krzyżulców (rys. 83), 

s ł u p y  (n. Pfosten, Verticalen) ab, cd, zwykle pionowe, czasem 
w mostach amerykańskich pochyłe i p r z e ­
k ą t n i e  (n. Diagonalen) ad i cb, nachy­
lone do pionowej pod kątem a . .

Belka o kracie złożonej jest staty- 
b d cznie niewyznaczalną; licząc w przybliże­

niu, rozkładamy ją na dwie belki o kracie 
pojedynczej, przyczem nietylko pasy, ale i słupy są w obydwu 
układach. Jeden z nich ma przekątnie, spadające w prawo, 
drugi w lewo.

r y s . 84. K rata złożona może też być
wielokrotną (rys. 84). Jeśli liczba 
podziału jest n, to, gdy rozłożymy 
kratę na dwa układy, w każdym 
z tych układów jest liczba podziału 
n '=  h n (rys. 85).

S ł u p y .  Słupy należą do obu 
układów, więc wyznaczamy siłę 
wewnętrzną dla obu układów i do­
dajemy. Dalej przypuszczamy, że 
na jeden układ działa tylko po­
łowa ciężaru, działającego na całą 

belkę, więc siła wewnętrzna w słupie DC będzie według 
rów. 126)

= _t Qi __

\
\

\ \
\ *

K
\

\
\

V:\
D Vc /n

/ //
/

1/
/ i

p
/

Z \
/

//-

/ •'•I

dla I. układu (rys. 85) Fj ■ n

II.

przyczem oznacza siłę poprzeczną dla przekroju Ii, a Q2 dla 
przekroju IM I .

A zatem siła wewnętrzna w słupie CD będzie F = F 1 +

+  F2 =  — — (?2)* Wedle §. 35. (rów. 12S i 123) mamyn
Qi — Q -j- j  h st cc ę2), Q2
— Qi ==& st a (q1 — IJ), zatem

:Q— V i s i a  (& — q2), więc Qt +

ftg;
m i i
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130)

Przytem oznaczają i q2 ciężary jednostkowe, działające 
na pasie górnym i dolnym. A więc gdy pomost j est u góry. 
ffi >  221 zatena .słupy pracują na ciśnien ie ; gdy zaś pomost jest 
u dołu, na ciągnienie. W  ogóle siły wewnętrzne w słupach, są 
bardzo małe.

P r z e k ą t n i e .  Przekątnie znajdują się tylko w jednym

układzie więc P  =  A% siecz a = — siecz a-n ‘ u

P '=  — l  ~  siecz a— — ^  siecz a- n' n
bo tu przekroje są pionowe, więc = ^ 2  >

Widzimy więc, źe w przybliżenra są siły wewnętrzne, 
działające w przekątniach, takie, jak  gdyby słupów nie było.

P a s y .  Ponieważ siła, działająca w słupach jest bardzo 
mała, więc w przybliżeniu obliczamy pasy tak, jak gdyby słu­
pów nie było.

Przy dokładnej teoryi belek kratowych o kracie złożonej, 
musimy wziąć do pomocy prawidła sprężystości i uwzględnić 
m aterja ł i przekroje, które obliczamy najprzód w przybliżeniu. 
Teoryę tę podamy w drugim tomie.

§. 47. K rata złożona ze sztucznem natężeniem.
Przypuśćmy najprzód , że belka jest podparta na ruszto­

waniu tak, że ciężar własny na belkę także nie działa. Jeżeli 
teraz w jednym słupie sprawimy -sztuczne ciągnienie w jaki­
kolwiek sposób n. p. naciągnięciem śruby, to w pasach i prze­
kątniach powstaną w skutek tego siły, które nazwiemy s z t u c z -  
n e m i  s i ł a m i  w e w n ę  t r  z n e  mi  (n. hunstliche Spannung).

Jeżeli sztuczne ciągnienie w słupie (rys. 86) jest F0, a po­
wstałe stąd siły wewnętrzne w przekątniach nazwiemy P0 i P '0) 

, ... a w pasach S0 i S'0, to z powodu symetryi

j J l t L ' r  p °= l l  i *•%= s ‘o■
" .,,ę...i ‘ 0 Dla równowagi musi być

I \  , P0 dost a + P '0 d o s ta+ Ę ’—0, albo 2P0 dost a —-%,
P* fe Po P 0= P '0= - |  Y0 siecz a . . . 131)
Gdy przetniemy belkę płaszczyzną pionową (rys. 87), otrzy­

mamy dla równowagi 2 $ 0+ 2 P 0 wst a=0, a stąd

129)



S0 — —P0 wst  a = i Y 0 s U .......................... 182)
Dla kraty w-krotnej otrzymamy w podobny sposób

S0 =  - l- |n V 0 s t a ............................... 133)
6.) Jeżeli teraz zdejmiemy rusztowanie i belkę obciążymy, to 

musimy dodać siły wewnętrzne, wywołane ciężarem stałym
i ruchomym, do sił, wywołanych sztucz- 

rys.iM. nem natężeniem V0 i otrzymamy siłę
|L ' wewnętrzną w słupach wiszących
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Dalej mamy w krzyżulcach

. 135)

71
Dalej mamy w k 

P = P 0 JrPi =  — l  V0 siecz a +  —- Q siecz a
71

P ‘= P 0 +  P', =  — Ą V0 siecz a — -  Q siecz a
71

V0 jest zależne od nas, możemy więc sprawić tak wielkie 
ciągnienie V0, aby P i P ‘ były zawsze ujemne, a więc dla 
najw P j, a zatem i najw Q1, aby P = 0 .

W tedy musi być |  F0 siecz a= ~  najw Q siecz a, więc

Y0 = ~  najw Q ............................... 136)

Jeżeli więc V0 ma powyższą wartość, to najw P = 0 ,
2 1a najw P '=  — ^ -- najw Q siecz a — — najw Q siecz a =

2
= — - — najw Q siecz a = 2  najw ,P \ . . . .  137)

Widzimy więc, że dla najniekorzystniejszego obciążenia 
siła wewnętrzna w jednej przekątni staje się zerem, ale za to 
w drugiej przekątni ciśnienie wzrasta do podwójnej wielkości.

§. 48. Belki lIoTre’a i JRidera.

Belka Howe’a jestto belka o kracie złożonej, której wszy­
stkie części są drewniane z wyjątkiem słupów wiszących, które 
są żelazne i" zakończone gwintami. Naciągnięciem śrub wywo­
łujemy sztuczne natężenie. Zastrzały rozróżniamy podwójne; te, 
któreby bez sztucznego natężenia były także zastrzałam i, na­
zywamy z a s t r z a ł a m i  g ł ó w n y m i  (n. Hauptstrebe, fr. lien,
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Hen principal, a. principal strułj, te zaś które bez sztucznego na­
tężenia byłyby ścięgnami, nazywamy z a s t r z a ł a m i  d r u g o ­
r z ę d n y m i  lub o d s t r z a ł a m i  (n. Gegenstrebe, fr. contrelien, 
a. counterstrut).

Jeżeli zamiast drzewa użyjemy żelaza lanego, a w pasie 
dolnym spawalnego, to otrzymamy belkę S c h i f f k o r n a ,  którą 
oblicza się zupełnie, jak belkę Howe’a.

Ciągnienie sztuczne w slupach wiszących ma być według
2

136) F0= — najw Q, dla belki obciążonej jest

■tr 2 • ^  l i s t a  ,7 = = _  najw Q— ~ (2l— qA).fv 11/
"Według tego, czy qt $  q2 jest drugi wyraz ujemny lub dodatni,

* zatem V0 $. V. Stosownie do tego obliczamy słupy albo dla 
belki obciążonej lub nie. Zastrzały główne obliczamy według 
rów. 137).

Z poprzedniego widzimy, że ponieważ dla jednostronnego 
obciążenia belki siła wewnętrzna w zastrzałach drugorzędnych 
jest równą zeru, więc największe siły wewnętrzne w zastrza­
łach głównych i słupach wiszących możemy obliczać tak , jak 
gdyby zastrzałów drugorzędnych wcale nie było.

To samo stosuje się do pasów, które obliczamy dla obcią­
żenia zupełnego, przy którem siły wewnętrzne w odstrzałach 
są bardzo małe. Obliczamy więc je, jak gdyby odstrzałów wcale 
nie było. Dla belki nieobciążonej powstaje w pasie górnym ci­
śnienie z powodu ciężaru własnego, a ciągnienie z powodu na­
tężeń sztucznych wedle rów. 133).

Największa siła wewnętrzna odstrzałów jest dla belki nie-

obciąźonej P — — J 70 siecz a +  — Qa siecz cc—Pi +  Q9 siecz a.

A więc ciśnienie w odstrzałach jest o siłę wewnętrzną-— Q„siecz a
n

mniejsze, niż P i . Zwykle przyjmujemy w przybliżeniu, że najw 
P —P '— \ najw P / , a więc siła wewnętrzna w odstrzałach równa 
się w przybliżeniu połowie najw siły wewnętrznej, działającej 
w zastrzałach głównych.

Trudno jednak bardzo w praktyce śruby naciągnąć i utrzy­
mać w naprężeniu takiem. jakiego teorya wymaga. Często na­
ciąga się śruby ta k , aby oś pasu według oka była regularną
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linią, trochę na górze wygiętą, wtedy jednak panuje wielka 
niepewność co do rzeczywistych natężeń, które nie zgadzają się 
z natężeniami obliczonemi na podstawie powyżej wyłuszczonych 
przypuszczeń.

Przy dokładnem wyznaczeniu sił wewnętrznych musimy 
się uciec do prawideł sprężystości, robić pewne przypuszczenia, 
stąd wyznaczenie natężeń niepewne i bardzo zawiłe.

Belka R i d e r a  jest podobną do belki Howe’a, różni się • 
od niej jednakże te m , że tam naciągamy sztucznie przekątnie, 
a słupy pracują na ciśnienie. W artość tego rodzaju belek, uży­
wanych zresztą tylko w Ameryce, jest taka sam a, jak Howe’a.

X . I lo ś e  m a t e r y a łu .  

§. 49. Uwagi ogólne.

Znajomość ilości materyału potrzebna jest do obliczenia 
przybliżonego ciężaru własnego (§. 2) i do wyznaczenia najko­
rzystniejszego kształtu belki. Rozróżuiamy ilość materyału t e o ­
r e t y c z n ą  (n. theoretische Materialmenge, a. theoretical), którąby 
posiadała belka, gdyby wszystkie jej części miały tyle tylko 
m ateryału, ile teorya wymaga i r z e c z y w i s t ą  (n. wirklich, 
a. practical) ilość materyału, większą z powodu, że w rzeczy­
wistości musimy często używać przekrojów większych i z po- 

’ wodu połączeń, których przy teoretycznej ilości materyału nie 
uwzględniamy.

Aby otrzymać rzeczywistą ilość materyału musimy ilość 
teoretyczną pomnożyć liczbą, większą od jedności t. z. s pół -  
c z y n n i k i e m  u s t r o j o w y m  (n. Constructionscoefftcient). Teraz 
będziemy mówić tylko o ilości teoretycznej, idąc za wywodami 
W i n k l e r a ;  spółczynniki ustrojowe podamy dopiero w ustro­
jowej części budowy mostów.

§. 50. Objętość pasów.

Przypuszczamy, że oba pasy są z jednego materyału, dla 
którego natężenie dopuszczalne według W inklera jest t0, i t2. 
Nazwijmy objętość obu pasów Vi , a licząc na jednostkę długo­
ści vu  to wyznaczamy te ilości w następujący sposób (rys. 88).
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a) C i ę ż a r  s t a ł y .  Niech będzie moment z powodu cię­
żaru stałego dla pewnej części pasu górnego ee' a dla odnośnej

części dolnego pasu ff', to siła wewnętrzna
rys.SS. . ee' ff‘

w pasie górnym będzie  ̂ , a w dolnym ~y,

/  ■ '' . ee,Jr  fP
.........-.......'-a zatem v±=—-------- . Niech będzie ee‘-\-ff'=-

■i łl Tq
—2 M ,  gdzie M  jest momentem średnim, 

a więc ze względu na punkt średni między bardzo bliskimi
2 Mpunktami e i to otrzymamy — , zatem objętość całego pasu/iT0

2 CD
F i = \  / czyli Vi =  1—A Mdx . . . 188)

J / t  « o J a

b) C i ę ż a r  r u c h o m y .  Dla ciężaru ruchomego otrzymamy
zupełnie ten sam wzór, tylko musimy za M  wstawić najw
i najmn M  a Tj i t 2 za t 0. Więc cała objętość pasów będzie

2 CB 2 Ca 2
F, = y  A M dx+ i— \ najto Mdx +  — V najmn Mdx. 

h m A ¿*1 ) A
2 r i  cB i ?b i  (■« i

Fj M dx+ —-V najw Mdxt+  --V najmn Mdx J . . 189)

Dla belki jednoprzęsłowej jest M = lg x ( l  — x),
g CB

najw M — Ąpx (l — x), najmn M — 0; więc Ft = ~ \  x (l — a;) dx+
o

CBV 'r .d . — nti rł/r. a sjf.Arl
hz.
v  r+ ^ - \  x(J — x)dx, a stąd

F > = S ( t + i ) ............................... 140)

I  tak n. p. dla /» -0 ,1Z jest Vy^ ~ ( <J + - ^ )
O \ ł 0

a ,  W *  .
141)

§. 51. Objętość kraty z jednego materyalu.
Niech będą oba rzędy krzyżulców z tego Samego mate- 

ryału. Dla kraty w-krotnej jest siła wewnętrzna w CD (rys. 89)

P j =  <3 siecz a, zaś siła wewnętrzna w A B  będzieYb

P2=-~- Q‘ siecz /?. A więc
72>
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przekrój krzyżulca CD będzie. — siecz c
n \ t 2 )

zaś „ A B  . — s i e c z ^ ' +  <3-2'
n V \  k

i
'2

gdzie <20, Qj i <92 oznaczają siły poprzeczne w skutek ciężaru 
własnego i największe i najmniejsze w skutek ciężaru rucho- 

Rys. 89. mego. Długość krzyżulców jest: CD=hsieczcc,
c /i . zaś Ą B = h  siecz /?, a w przybliżeniu możemy

4 - 1 ? > 4 X '" ' fceż przyjąó & H Ś « 1» <9i=<2i', <32=^2'-
Objętość dwu krzyżulców równa się 

więc — ( - - f ~ ) (siecz2 a+ siecz2 /?). Na
n  \  T0 Ti T j /

długości J.Z) mamy Ą n krzyżulców każdego rzędu, gdy n ozna­
cza liczbę podziału; chcąc więc mieć ilość materyału wszystkich 
krzyżulców, musimy pomnożyć objętość obu krzyżulców przez

—-, zatem — (—  +  +  (siec^ct4-siecz2/3) przedstawia ob-.
^ ¿j 9Z y T0 %cf J

jętość wszystkich krzyżulców na długości A D — ¡} h (sta-J-st §). 
Więc na jednostkę długości otrzymamy:

 2 n h /Qa Ql Q2\ siecz2a +  siecz2/?.
12 h ’ 2 ’ n \  t 0 s ta + st/3

czyli’ „ _ ( ■ « . + « • . . .  142)
\  T0 Tj t 2 /  s t  a +  St ¡3

Z równania tego widzimy, że a n i  w y s o k o ś ć  b e l k i  7j, 
a n i  l i c z b a  p o d z i a ł u  n n i e  m a j ą  w p ł y w u  n a  o b j ę ­
t o ś ć  v2.

Dla najmniej szóści tej funkcyi ze względu na^ a i ¡3 muszą 
być jej pochodne = 0 , a że wyraz ten jest dla a i (i symetry­
czny, więc dla mniejszości musi być a=/3, a wtedy

. +  . 143)
\ t0 ti z2J s ta  \ t0 Tj t3/ wst 2 a

v2 będzie najmniejszem, gdy wst 2 a będzie największą, miano­
wicie gdy w s t 2 a = l  czyli a = 45°, a więc k r a t a  r ó w n o ­
r a m i e n n a ,  j l l a  k t ó r e j  a=45°, w y m a g a  n a j m n i e j  m a ­
t e r y a ł u .  Wstawiwszy w równ. 143) a =45°, otrzymamy

najmn t 2= 2  f—- + — + — '] . . . . . 144)

T eorya  m ostów  I .  8
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Dla kraty prostokątnej jest /3=0, a zatem wstawiwszy to
• * ,  (Qo , Qi , Qi\ siecz2a + 1w row. 142) otrzymamy ,

„ , _ ( & + & +  . . . .  145) 
1^0 %\ T2/ stC£

Niech s t a —#,  to podstawiwszy tę wartość w równ. 145)
( Q 0 0 \  x 24-2otrzymamy i>̂ ==( — -p— + — ) — ;—• Z tego wzoru widzimy, że
V T0 Tj/ x

rę 2 j_ 2
i . v2 będzie najmniejszem, gdy wyraz -— będzie najmniejszym.

jy f i , , . . .  , 2x2— (2 + x 2) „4 \  ¿róbmy pochodną tego wyrażenia równą zeru, to ----- — 2------ = 0 ,0 4
4

StS. Nf^  j  a stąd a ;= \/2 = s tcc . Zatem <2=64° 44'8" . . . . . .  146)
Wstawmy tę wartość w równ. 146), a otrzymamy dla kraty

prostokątnej najmn v2 =  2 ^ 2  i — + — + - - ) .......................... 147)
V %0 Ti T2)

Porównawszy równ. 144) i 147), widzimy, że dla kraty 
prostokątnej potrzebujemy 1,41 razy tyle, czyli 41% więcej 
materyału dla najkorzystniejszego a, niż dla kraty równora­
miennej i kąta nachylenia 45s. Jeżeli a= 4 5 °  a ¿3=0, to według.
ró „ . 145) Tj_ 8 (S£+ S l+ S l \ ................. . . 148)

V To Ti h i
Tu więc potrzeba o 50°/0 więcej materyału, niż dla kraty 

równoramiennej. Dla jakiegokolwiekbądż kąta a i /? możemy 
napisać + « |  . . . . . .  149)

V T0 %l t 2/
gdzie C jest spółczynnikiem stałym, wahającym się między gra­
nicami 2 a 3. Objętość całej kraty otrzymamy więc

=  CC* + 5 t+ Ś M  dte,.............. 160)
J,1 V To % xi)  

przyczem mamy całkować od początku aż do końca belki, albo,
co lepiej, od początku do środka, a otrzymany wynik pomno­
żyć przez 2. Dla belki jednoprzęsłowej otrzymamy następne 
wartości dla Q„, Q1 i Q2:

Q o ^ig Q  — Zx), Qi ~ h P  ~ =  więc

F ,= 2  1' f — ig ( J - - 2 x ) d x + — [ 2h p ^  — °^-dx+  
V *0 Jo T1 Jo
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■ • • • f
T)la żelaza możemy przyjąć -^ = 2 ,3 5 ^ , więc

V2=C12 (o,25— +0,31— 1 ..................... 152)
\ T0 Ti /

§. 52. Objętość kraty z różnego m atcryału.

Jeżeli krata składa się z krzyżulców z rozmaitego mate- 
ryału, to dla ocenienia najlepszego ustroju potrzebujemy znać 
nietylko objętość, ale także i koszta, które otrzymamy, pomno­
żywszy objętość przez odnośną cenę jednostki objętości mate- 
xyału e i ć.

Analogicznie do równ. 142) otrzymamy koszta kraty na 
jednostkę długości

( 9 l  e s iecz^  +  f^ - ' +  ̂ + ^ V )  c‘ siecz2/?
„ \ To V  * W  Tt ‘ t2' J
° 2 ---------------------------------------¡ t « T s t / 3  ■ 7 • • 1 5 ó )

■ ' Przypuśćmy, że T0'=aT 0, ^ '= < 2̂ ,  z2‘==ax21 a następnie, że
Qo — Q )\ Qi =  Qi‘, <22=<?2'i t0 otrzymamy

c1
/ ^  " ✓-> s c siecz 2a-{------ siecz2/?

« » - f o  ; • • • f  
Chcąc wyznaczyć najmniejsze c2, różniczkujemy równ. 154) 

■według a i /? i pochodne robimy równe zeru. W  ten sposób 
otrzymamy

c*
■(st a + s t  /?). 2 c siecz2a st a —(c siecz 2a-}---- siecz2/?) siecz 2a>=0 155)

! 2c' c'(st a +  st/3) —  siecz3/? st/?— (c siecz 2# +  — siecz2/?) siecz 2/?=0 156)

Podzielmy rów. 155) przez rów. 156), to otrzymamy
st a c‘ ac

. a = — j s t/? = — sta . Wstawmy tę wartość w rów. 154) a za- 
S u  p  CCC c
m iast siecz2a = l + s t 2a, to otrzymamy



s t a — v . ................................  /1 ac
Tj~ * "1 i V c*

Wstawiwszy a = — , otrzymamy st « =  • • • 158)
’__  x oŁ'

■i Q
.Podobnie otrzymamy st /9= y —i—t , .............................................. .. 159)

W
Z porównania równań 15S) i 159) widzimy, że

st. a = ~ ~ ,  czyli że a= 90 — f i ......................160")

A więc dla n a j  m n i e j s z ó ś c i  k o s z t ó w  k r z y ż u l c e
m a j ą  s t a ć  n a  s o b i e  p r o s t o p a d l e .  Z równ. 158) widzimy

H/ T *też, że st a <  1, gdy — <; więc ten rząd krzyżulców ma być ę c
więcej stromy, którego materyał jest droższy, a natężenie do­
puszczalne mniejsze.

Dla a—§ = 45° otrzymamy jednak nie o wiele większą
objętość, niż przy najkorzystniejszem nachyleniu krzyżulców.

§. 53. Objętość narożników.

Przy zakończeniu regularnćm kraty (rys. 90) siła wewnę­
trzna w narożniku wynosi przy podporze. £ (p+g) l i zmniejsza

się aż do B, gdzie jest 
iysOS równa prawie zeru.

W  przybliżeniu więc 
.średnia siła wewnę­
trzna będzie |  (p +g) l, 
zatem objętość obu

narożników Y . - 2 f  ..................... 161)

Przy zakończeniu nieregularnem kraty «-krotnej równora-
« Ylmiennej (rys. 91) narożnik znajduje się w — układach, a więc¿i

siła wewnętrzna w słupie A B  j est = J 0 .= -  (p+g)l, zatem dla 
obu narożników, jak poprzednio, będzie

ir J t l i, /  » , P \  i

B

V \ V.\ V

A\ \ \
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Przy zakończeniu nieregularnem kraty «-krotnej prosto­
kątnej (rys. 92) jest siła wewnętrzna w narożniku-= Ox, więc
2 razy większa, niż poprzednio, zatem dla obu narożników

163)

§. 54. Objętość całej belki kratowej.
Jeżeli dodamy objętość pasów, kraty i narożników, otrzy­

mamy objętość całej belki V = V i +  V2 + Vz, czyli

F =  ( a , ~ + B t +  ( ^ y + S 2 + C2~ ^ + B 3̂ ,  164)

gdzie A., B  i G oznaczają spółczynniki, które poniżej dla belki 
jednoprzęsłowej podajemy.

Dla pasów jest A i = A 2= 0,167= l.
Jeżeli krata jest równoi-amienną i a =  (3 =  45°, to B y =  

=  ¿=0,5 , B 2 =  T75 ==0,58, -7)3 =  12=0,083.
Jeżeli krata jest prostokątną, a a= 4 5 °  i /3=0, to B t =

0,75, B 2 =0,87, B s =0,14,
Nakoniec otrzymamy dla narożnika, jeżeli uwzględnimy 

większą ilość materyału dla kraty przy końcu belki, dla kraty 
równoramiennej =  C2 =  0,5 dla zakończenia regularnego, 
Cj =(72= 0 )5 do 0,63 dla zakończenia nieregularnego. Dla kraty 
prostokątnej mamy CL= C 2 =  1,0 do 1.13.

Jeżeli przyjmiemy średnie wartości tych wszystkich spół- 
czynników, to otrzymamy w przecięciu dla belki o kracie rów­

noramiennej, F = 0 ,17  P (-^ -+ 3,3 + 3 , 3 •  . • 171)

a dla belki o kracie prostokątnej

F - 0 , 1 7 p ( l + B + e 4 ) ( l - + A ) . .  . . 172)

Z tego widzimy, że objętość pasów, kraty i narożników 

ma się dla belki o kracie równoramiennej jak  ̂  -: 3,3 : 3 ,3-

. „ „ „ - prostokątnej „ - |- :5  :6 ,2—

więc dla *
l ■ _ _

7 * - ^  i kraty równoramiennej jak 10:3,3:0,33. czyli 3 0 :1 0 :1

„ „ „ „ prostokątnej „ 10:5 :0,62 „ 16: 8 :1
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a dla

7i= .i- i kraby równoramiennej jak 8 : 3 , 3 :  0,41 czyli 20 : 8 : i

prostokątnej „ 8 :5  :0,78 „ 1 0 : 6 , 4 : 1
Wzorów tych jednak wprost' zastosowywać nie możemy 

do obliczenia ciężaru własnego, gdyż musimy pojedyncze wy­
razy jeszcze pomnożyć spółczynnikami ustrojowymi.

D. B e l k a  k r a t o w a  w i e l o b o c z n a .
(  Qy f/r  .) cA, J

XI. B e lk a  o k f a e i e  p o je d y n c z e j .

§. 55. Analityczne wyznaczenie s il wewnętrznych w pasaclu

Nazwijmy M. moment sił zewnętrznych ze względu na 
punkt A, (rys. 93), siłę wewnętrzną w części pasu B E  a S2 
w części CA, to M t +  S1r1 = 0 , więc

5 ,=  — 1 . . 173)
:Ti J

rys . 9 3. podobnie ¿c ■ua,

ą = + ^ ?  ,  . 174)

jt

Vh \ Vu  \  '( •

Z rysunku widzi­
my, że(7i, = r1 siecz o, 
zatem V*

8 ^ = —“ -sieczcr 175; 
bi

: 'y  'K’ \  V ‘ i  i S2= + y  siecz T 176)

Tych wzorów uży­
jemy, jeśli wyznaczy­
my il/n przyjmując 
ciężar działający w wę­
złach, a więc z uwzglę­

dnieniem poprzecznio. Mając jednak moment wyznaczony dla 
ciężaru jednostajnie rozłożonego bez uwzględnienia poprzecznio, 
musimy zrobić poprawkę podobnie, jak przy belce równoległej 
(§. 34), a mianowicie

j,7y ****>;.

kr***, r p^yŁ** <*•?■
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M, 
M 0= M ‘

i — iłi -j- \g iei 'ex " ) 
% " /  ’

177)
' \9 2̂ 2*c2

gdzie gi i #2 oznaczają ciężar, działający na pasie górnym 
i dolnym, M  i M ' momenty ze względu na punkty A  i B, zaś 
długości oznaczone są na rysunku. Ponieważ uwzględnienie po­
przecznio nie przedstawia trudności, więc zwykle nie zachodzi 
potrzeba poprawki.

§. 56. Analityczne wyznaczenie sit wewnętrznych w kracie.

Chcąc wyznaczyć siłę wewnętrzną D w krzyżulcu CH  
(rys. 94) według sposobu R i t  t e r  a-) ,  musimy przedłużyć prze­
cięte części pasów aż do przecięcia się w punkcie L. Popro­
wadźmy następnie przez punkęy2v linię poziomą (prostopadłą

rys.94. /isrytaJBm

•*0 t u ' f y  /, i

Tnw « * - ■

¿¿*4 f <̂ 4-y 'H*̂  *|j

do kierunku sił zewnętrznych) aż do przecięcia się z krzyżulcem 
w punkcie F, a Q niech będzie wypadkową wszystkich sił ze­
wnętrznych po lew-t-f stronie punktu F^ Ustawmy teraz rów­
nanie momentów ze względu na p u n iiy i, to otrzymamy

D z— Qc=0, więc D = Q — , . . . . 178)
Z

gdy c oznacza^długośó prostopadłej, spuszczonej z L  na k ieru­
nek Q, a z na kierunek D.

*) p, Podr. Statyki Budowli, I I  wyd. str. 323.
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Nazwijmy a kąt nachylenia krzyżulea HG do pionu, to 
także kąt między s i poziomą L F  będzie a, zatem b dost a —e, 
jeżeli F L —b. Wstawiwszy to w rów. 178), otrzymamy

— luB D = Q y  siecz a . . . .  179)b dost a ........Ł-l)............  ‘
QcNazwijmy dla skrócenia -^ -= Y  ..................................... 180)

to I) = Y  siecz a . . . . . . .  181)
podobnie, jak dla belki równoległej (§. 85) tylko że tu zamiast. 
Q mamy Y , dlatego też nazywamy Y  ^ p r o w a d z o n ą  s i ł ą
P 2J?rz  6 c 2 n ą.

Z równ. 181) wypływa Y = D  dost a ,  zatem Y  jest r ówne 
i wprost przeciwne pionowej składowej siły wewnętrznej, dzia­
łającej w krzyżulcui Siłę Y  możemy jeszcze inaczej wyznaczyć. 
Nazwijmy M  moment sił zewnętrznych ze względu na punkt F,

Mto z rysunku widzimy, że M=Q£, więc I = t t -  A ponieważ
* (J

M  M
f = & — c, zatem b — I f e j p  a stąd c = i  — —. Wstawiwszy .tę

wartość za i  w rów. 180), otrzymamy Y = ~ ^ b  — czyli

Y = Q — | .....................................182)

Z rysunku widzimy dalej , że li =  b (st a +  st t) *), czyli 

-—-j- (st ff+st-r), po wstawieniu tej wartości w rów. 182) otrzy-

• “ W T « q _ | (3t„ + S l.t ) ................. .....  . 183)

Nazwijmy M ' moment sił zewnętrznych ze względu na 
punkt C, to z rysunku widzimy, że =  — e)=Qt; — Qe,

M —M ‘
a ponieważ więc M ‘—M — Qe, a stąd Q—— —— .c

Dalej widzimy z rysunku, że li —7 i'= e (s t a+st-r). Podsta­
wiwszy te wartości w rów. 183), otrzymamy

Y  M  — M ‘ M h — h' /M M'
e h e

*) Jeżeli punk t L  je s t po praw ej stronie przekroju, to k ą ty  a i - są 
ujem ne.
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Nazwijmy wreście h" wysokość belki w punkcie II, a 31" 
moment sił zewnętrznych, ze względu na punkt i i ,  to Si h"dosta+  
+ M" 0. Ze względu na punkt C' będzie Sth' dost a +  
-f-Dh' wst a + M '= 0 . Z porównania tych dwóch równań otrzy- 
mamy _ /3I" !łl'\ , .

( l "  ~  Ip )  6CZ “ ’ * • • • 185)
~ ~ ...I r 7  m a

...................................I i 7 .........................

Chcąc obliczyć Y  w przybliżeniu, przyjmujemy zamiast 
pasów wielobocznych pasy ciągłe krzywe, czyli odstęp węzłów 
nieskończenie mały. Wtedy c= dx  a h‘—h, więc z rów. 184)

więc Y = ( 'li„ - - ^ M d o t «  . . . . . .  186)

a t f § Łotrzymamy Y------............................................... 187)
............d x .... '

Ponieważ tutaj h‘ — h —dh, więc dh—dx (sta-t-sti). W sta­
wiwszy to w -rów. 183) otrzymamy

................................ 138)

Dla belki równoległej jest o—t—0, wtedy z tych wszy­
stkich równań dla T  otrzymamy Y=Q .

Powyżej zaznaczyliśmy, że Q i M  mamy obliczyć ze względu 
na punkt F, założywszy ciężary, działające w węzłach.

Równanie 173) do 188) można też w przybliżeniu stoso­
wać do belki blaszanej o pasach wielobocznych, jeżeli przy 
obliczeniu przekroju ze względu na moment nie uwzględnimy 
ścianki, a żebra obliczać będziemy ze względu na siłę poprzeczną.

§. 57. Krzyżulee g ibkie/
Gdy krzyżulee mają pracować na ciśnienie i ciągnienie, 

urządzamy zwykle dla kraty prostokątnej podobnie, jak w belce 
równoległej (§. 44), krzyżulee podwójne gib­
kie z żelaza płaskiego.

Z obu przekątni jednego przedziału 
pracuje wtedy tylko ciągniona, a druga
wygina się i nie wpływa zupełnie na belkę.

Dla danego obciążenia musimy wie­
dzieć, która przekątnia jest ciągniona, aby 

przy obliczeniu sił wewnętrznych w pasach orzec, ze względu
na który punkt wyznaczyć mamy moment.
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/  M“ M‘ \Z rów. 185) D = (-^—------ j dosiecz a wypływa, że jeżeli

M" M'
ma być 0 (rys. 95), to , „ > 7 — 1 to znaczy, że ciągnionafZ fX'
jest ta przekątnia, która spada ku słupowi, dla którego iloraz 
M—- jest większy; druga przekątnia wcale nie pracuje.

M" M‘
Jeżeli > 10 przekątnia, spadająca na prawo, CG

jest ciągniona, więc
o M " ■ n , M ' .o. — — =-77- siecz a, o, =  4- —-  siecz t. - ■■ *-•» - -."■■■' 1 h" 1 h'
M" M‘G-dy zaś - <T . „ , to przekątnia, spadająca na lewo E B  /l ll

. , . . „ M‘ . „ M" . , ■<. -ff
jest ciągniona, więc S ^~  siecz a, S2 —-jir siecz %.II

A więc, a b y  o b l i c z y ć  s i ł ę  w e w n ę t r z n ą  w p a s i e

g ó r n y m ,  u w z g l ę d n i a m y  z a w s z e  w i ę k s z y  i l o r a z

z a ś  d l a  d o l n e g o  p a s u  z a w s z e  i l o r a z  m n i e j s z y  
z dwóch ilorazów odnośnych do słupów, ograniczających ten 
przedział.

§. 58. Ogólne wykreślne sposoby wyznaczenia s il 
wewnętrznych.

Ogólny sposób wielobokowy zapomocą planu sił (§. 36), 
da się tu także zastosować zwłaszcza do wyznaczenia ciężaru 
stałego. Drugi sposób ogólny jest sposób C u l m a n n a * ) ,  k tó­
rego użyć można, jeśli znamy wielkość i położenie siły Q, co 
łatwo otrzymać z wieloboku sznurowego.*

Trzeci sposób podał Z i m m e r m a n n ,  który polega na 
tem, że siłę poprzeczną Q zastępujemy dwiema siłami Pi i P2 
(rys. 96), zaczepiającemi w obu końcach przeciętego krzyżulca CF. 
Ażeby Q było wypadkową sił Pi i P21 musi być [* > --* < * 1 H

B \e=Qc2= M 2\ 
i P2e—Qc1= M . J ..........................  }

p Tlf c  1\'T
a stąd otrzymamy Pi ‘= Q -^ = —̂-, P2 =  Q ..^"==~ e~ • • • 190)

*) p. Podr. Statyki Budowli II. wyd. str. 330.
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-e

Na podstawie rów. 189) łatwo wyznaczymy siły Pl i P2 
wykreślnie w sposób, uwidoczniony na rysunku, lub też na pod­
stawie znanych momentów.

Na rysunku mamy 
(3:«Ji1= e :c 2 i Q:mtn1—e:cu 

a zatem

^  '  nw, = ——=  P ., wij«, = — - = P 0.1 e e
Dla równowagi między si- i 

łam i Pv  P 2. S lt D i S2 kreślimy 
zamknięty wielobok sił osobno 
lub też, jak  to czyni Z im  m e r- 
m a n n ,  w wykresie belki, wy­
kreślonym w dość wielkiej po- 
działce, zaczynając od puuktu F  

p  n  lub też od węzła pasu górnego.
Z tych pięciu sił trzy Pi S{ i D  przechodzą przez C, dwie S2 
i P 2 przez P, więc wypadkowa z S2 i P 2 będzie miała kierunek 
FC, kreślimy więc P 2 =  OP, OL poziomą // do S21 to LO  jest 
S,. Gdy P f f = P 1; HG  // St , to H G = S 1, a G L = d ". Dla wyróż­
nienia kreskujemy powierzchnię tego wieioboku sił

Jeżeli e jest stałe, to możemy do wykresu użyć wprost 
rzędnych linii momentów. Jeżeli, przyjmiemy do jej wykreślenia

M< ayi , , . M 2-—- —-£J-=ay11 podobnie —-=ay2.O S  codległość biegunową a=ae, to -—-= -

asach.§. 59. Wyznaczenie wykreślne s it wewnętrznych w pi

Szczegółowe sposoby wyznaczenia sił wewnętrznych w pa­
sach są następujące:

a) Możemy tu użyć z korzyścią sposobu C u l m a n n n a .  
Przetnijmy tylko beljsę według H  (rys. 97) i wyznaczmy od­
nośną siłę poprzeczną'. Przedłużmy dwa odnośne boki wieioboku 
sznurowego aż do przecięcia się w punkcie N \  przez który prze­
chodzi wypadkowa Q. Przedłużmy następnie część pasu CD, aż 
się przetnie z siłą poprzeczną Q w punkcie N , to wypadkowa 
z Si i Q musi mieć kierunek NA.
*

C?fJ. & }) t ytżz/*' ^

i &<L; <ĆL Z- l/-ćc , ■fLćJrsu.*.'*
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Zróbmy w wieloboku sił OTHN'A', zaś O U IjN 'A “, to jak  
¡wiemy, będzie TU=Q. Wykreślmy TM  ¡¡CD a UMIIAN, to 
UTM  jest zamkniętym wielobokiem sił i M21= )S,1.

Jeżeli chcemy użyć sposobu O u l m a n n a ,  trzeba, aby 
punkt N  znajdował się jeszcze na papierze. Jeżeli punkt N  wy­
pada poza papier, użyć musimy innego sposobu.

b) Wykreślmy z punktu A  pionową A B  i siłę Sx rozłóżmy 
na dwie składowe, poziomą H  i pionową Y. W tedy ze względu 
na punkt A  pionowa składowa V nie daje żadnego momentu,

Mwięc możemy napisać Tlh +  M  =  0, więc j S = ---- lub bez
Mwzględu na znak Nazwijmy rzędną A 'A " = y ,  to M = ay,

jeżeli a oznacza odległość biegunową, zatem czyli H :y

= d : h Ten stosunek możemy wykreślnie wyznaczyć. Zróbmy 
A 'I= ] i  i wykreślmy z punktów A " i F  poziome, następnie 
zróbmy F K —a i połączmy punkt A ‘ z K , a otrzymamy dwa 
trójkąty podobne A 'A “L  i A ‘F K ,  więc A “L:y=± a : h , zatem

A " L ^ l = H .h
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W ykreślmy dalej L P  U CD, to
ML P =  H  siecz a =  — V* śiecz o = &.

c) Według rów. 173) jest W ykreślmy AI]_CD ,
r  -y T

to A I= r , zróbmy dalej CG =a , A I ‘^=y, połączmy A  z G i wy­

kreślm y C G ‘ H CGj to C‘G‘ : C G = y: r, a stąd C'ff1«

Sposób teu podał M ü l l e r  B r e s l a u .
Jeżeli odstęp poziomy węzłów jest stały (rys. 98), to do- 

godnieby było przyjąć odległość biegunową a rów ną'tem u od­
stępowi, jeżeli to w ogóle jest moż­
liwe ze względu na wielkość l-ysunku 
i przyjęte podziałki. Znajdziemy wtedy

; , ,  M  ay .najprzód , a wykreśliwszy w A

pionową A B = h, to CD= a siecz a, te ­
raz zrobimy A B ‘= y  i przez B ‘ kre­
ślimy C‘D'¡I CD, to C D ': CD—y :  h, 

CDy
h h “ . k

r v s :9  8.

C‘D ‘ = ay . M  .siecz cr=-v siecz cr^Oy. h h J

§. 60. Wyznaczenie wykreślne ąil wewnętrznych 
w lirzyżuicacln ,

I. P i e r w s z y  s p o s ó b  według C u l m a n n n a .  Przedłuży­
wszy przecięte części pasów CD i B A  do punktu przecięcia się

L  (rys. 99), kreślimy 
z punktu tego pozio­
mą, aż przetnie prze­
cięty krzyżulee CA 
w punkcie F, z któ­
rego kreślim y piono­
wą F^Fi-

W znany sposób 
otrzymamy punkt N', 
przez który przecho­
dzi siła poprzeczna, 
i przedłużamy AC, aż 

się przetnie z siłą Q w punkcie N. Wypadkowa sił D i Q bę­
dzie więc miała kierunek DL.



-  126 —

Jeżeli teraz z wieloboku sił TU — Q, to poprowadziwszy 
TM ¡¡AC i UM j i LN , otrzymamy trójkąt TM U , w którym TM —D.

Ten sposób wymaga, aby punkty L  i  N  były jeszcze na 
papierze. Jeżeli punkt L  wypada poza papier, a Q jest jeszcze 
na papierze, to możemy przedłużyć S2 aż do przecięcia się z Q 
w w wieloboku s i ł , Wykreślić TR ¡1 S2, UR // N t C, to TJR 
je s t wypadkowa z i B. Zrobiwszy R Z  // i UZI ¡AC, otrzy­
mamy ZU = D .

Jeżeli oba punkty L  i N  wypadają poza papier, to uży­
wamy następnego sposobu.

XI. D r u g i  s p o s ó b .  Według równ. 183) Z)dosta =  Y =  
M-=<3— (st ff+ str). Nazwijmy, jak  w poprzednim paragrafie

M
bez względu na znak iloraz i wykreślmy najprzód w ten

sam sposób, co pierwej, H = F ‘‘B ' i z punktu B ‘ poprowadźmy
■równoległe do obu pasów B 'R ‘ i B R ". Z konstrukcyi widzimy,

M M
że R 'R " = H (s i  ff +  st ?)= -. (stcr +  s tr), a więc Y = Q -—— (ster-j-rl ll
+ st% )= T U -R -R ". Zróbmy U W = R ‘R", to Y = T U — U W = T W .

Jeżeli teraz wykre­
ślimy TM  ¡I CA, a z pun­
ktu W  poziomą, to 

TM =  Y  siecz a= D ,
III. T r z e c i  s p o ­

s ó b  (rys. 100). Jeżeli 
dla danego obciążenia 
wyznaczyliśmy nietylko 
momenty lecz i siły po­
przeczne, lub jeśli zna­
my wielkość i  położenie 
siły <3 =  i 7) , to użyć
możemy trzeciego spo- 

przecięcia się odnośnych
i C Cczęści pasów z Fv  a otrzymamy N y = F i F2 } =  Q- -=  Y  według

ró wn. 180).-^J ' - ^ 7"^ /'//' c'’”! s J )-

sbbu. Połączmy L', rzut punktu L

Jeżeli punkty L  i N  wypadają poza papier, to robimy

Fi- — F J , FK‘=-~FK. F ‘/ = — F F "  n n ’ n



— 127 -

ry s : 101

i kreślimy h CH, K 'l // K E  i fn 'H F "N ‘, w skutek czego Fx V =

= ^ -F i L ‘ i Fi n = ^~  Ft N. W  punkcie n wykreślamy pionową,71 71
łączymy V z F2, to ny‘= N y = Y  na mocy konstrukcyi.-^"'-^*”-?6''“*''''77' 

' Czasem może powstać trudność wyznaczenia punktu F , 
a mianowicie, jeśli punkt L  wypada poza papier (rys. 101). Po­
prowadźmy w obu końcach krzyżulca I 'K  pionowe, a z punktów

L, I ‘ i I  poziome, to otrzymamy nastę­
pujące trójkąty podobne: L K ‘G c \ jT K ‘V, 
zatem K ‘G : K ‘V = L G  :I‘V. Z podobień­
stwa zaś trójkątów L G K  i I W K  wynika, 
źe LG : I W —K G : K W . Porównawszy te 
dwie proporcye, otrzymamy

- (K‘G — K 'V ) :K ‘V ^ { K G - K W ): K W ,  
czyli V G :K ‘V =  WG: KW .

Zróbmy V V ‘ =  VK‘, W W — W K  i połączmy punkty V  
i W  z punktem G, to otrzymamy FF^rO O  W W 'G , bo dwa 
boki sąproporcyonalne, mianowicie V G : VV‘=  WG: W  W', a kąt 
naprzeciw większogo boku leżący prosty. Z tego wynika, że 
X- VGV'^=y{ W G W ', zatem V'W ‘ jast linią prostą. A więc. chcąc 
wynaleśó punkt F, robimy W ‘= V K ‘ i W W‘ =  W K , następnie 
łączymy punkt V' z W  i w ten sposób otrzymujemy punkt G, 
z którego kreślimy poziomą aż do przecięcia się z linią I ‘K  
w punkcie F.

IV. s p o s ó b .  Możemy tu użyć także ogólnego sposobu 
Z i m m e r m a n n a  (§. 58). Co. do zastosowania jego do wyzna-

rys:102. czania sił wewnętrznych w ‘Słupach, m usim y1 
tu zrobić jednak jeszcze pewną uwagę. Jeżeli j 

pomost jest u góry, a w dolnych węzłach nie 5 
działają żadne ciężary, to według sposobu |

M ‘Zimmermanna robimy (rys. 102.) E K  = — , I

F h
M " gdy M ‘ i M" oznaczają momenty

sił zewnętrznych w E  i F. Kreślimy dalej Kg //S2 i fh  // S \, to 
fh==Si , hi= D , ig = S 2. Dla równowagi w punkcie F  musimy 
wykreślić wielobok sił S2, S2\  D  i V, a że S2 i D  są znane, 
więc otrzymamy szukany wielobok, kreśląc hlJIS2‘, to lil= S2 [ 
i gl— V. V  jest tu ciśnieniem.
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Jeżeli w punkcie F  działa jeszcze ciężar C (rys. 103), to
V i C mają ten sam kierunek, Ig jest więc sum ą-F -f C. Zro- —2#*-̂  
biwszy mg=C, otrzymamy lm = V. A zatem chcąc uwzględnić 
ciężar węzłowy C, dodajemy do .siły F  ciężar + C  (bo F  jest 
ujemne).

rys: 103
n

r.vs: 104

m - ■/-a s

r y s : 105.

p $ ł ‘-
 ̂J 3 ....-*/x  s.

Dla wypadku, gdy pomost jest u dołu, konstrukcyę podo­
bną uwidoczniliśmy w rys. 104). Jeżeli w H  działa jeszcze cię- -vr v.t 
żar C (rys. 105), to dodać musimy do F  ciężar — Q  (bo tu F  
ujemne jest wskutek ciężaru C większe).

§. 61. Linie wpływowe s ił wewnętrznych w krzyżulcach.

W  celu wyznaczenia linij wpływowych dU  krzyżulców,
Mzastosujemy rów. 182) Y = Q ---- Przypuściwszy, że ciężar P

działa w odstępie x  od lewej podpory A  (rys. 106), otrzymamy 
 ̂___ £

oddziaływanie 0 4= P —- . Dla 0< Z x< .x‘, tj. gdy ciężar P  znaj-
v

CC
duje się między A  i G, będzie Q= — P  -j-. Ponieważ moment iii

ze względu na punkt F  równy jest Q£, więc możemy napisać

3%=<2^1 — ~!"j- Ponieważ Q jest wypadkową z O, i P, musi

więc dla równowagi być równ a, sile 0 2 i działać w punkcie 
B , więc £ = — (l — xi ). Podstawmy tę Wartość w rów. 182), 
a otrzymamy

l —xx P x b + l—x  j P xm + l
• 192)l \  b )  I b I b

Dla danego krzyżulca E H  zmienia się Y  tylko według x, 
zatem to równanie jest równaniem linii prostej.



Jeżeli w równ. 192) założymy cc=0, to będzie y = 0 ,  dla 

x —l będzie 3T=—P^™ ~, co możemy łatwo wykreślić. Zrobi­

wszy F 'F “= P  i przedłużywszy L'F" aż do P ", otrzymamy 
L ‘B ‘B"  C \JL ‘F'F", z czego wynika, że B ‘B " :P = (l+ m ):b , więc

~ F
l+ m

A zatem dla z —0 otrzymamy punkt A', dla

x = l B" jako punkt linii wpływowej, która jednak jest tylko 
ważną od A ' do £?".

Dla l > .# ;>  xx + o 2 będzie Q=p{^ 1— zaś a więc

według rów. 182) 7 = P - f i ' - ? )
,Z — x  m
~ T ~ T

193)

rv s ;i0 6

Znów więc otrzymujemy równanie linii prostej, dla wy­
kreślenia której potrzebujemy wyznaczenia dwóch punktów

*iYb
i tak dla x= 0  będzie 7 = P   ̂ , zaś dla x = l  będzie 7 = 0 . Wyr 

kreślmy F 'F “‘= P, połączmy L ' z punktem F “\  a otrzymamy
T eorya m ostów  X. 9
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jPWiiA 4A " = —̂~-, A ‘‘B l jest więc prostą, wyznaczoną rów. i93). W e­

dług założenia z prostych A 'B ": i A “B ' zatrzymać możemy 
tylko części A'G" i E "B '. Z rów. 192) i 193) otrzymamy dla

x =  -  m T = Pm m + 1
T j —= L /L ,/, zatem proste A ‘B "  i A "B ' przeci­

nają się w L" nad punktem L ‘.
Pozostaje teraz jeszcze tylko wykreślenie linii wpływo- 

w ej, gdy ciężar działa w przedziale G E  (rys. 106), którą otrzy­
mamy według §. 26, połączywszy G" z E "  prostą. Aby 
otrzymać równanie tej prostej, załóżmy, że xl — ai <^x <ixt +  o2

SjQ Q sg
(rys. 107) i zróbmy x = x x — ai ‘+ xz , to Q = P —j -----P ----- , więc
według równania 182)

albo Y  (a ~ ̂ 2) (& ai) j _ 194)

równanie prostej G "E ‘‘ (rys. 106).
Cała więc linia wpływowa składa się z trzech prostych 

~  * ‘ A ' G " ,  G"E" i E “B 4. Linia G"E" przecina oś w punkcie obo­
jętnym  K.

Nazwijmy z2' odstęp punktu K  od G‘, to dlaa;2= £ 2' musi 
być T"--=0, więc z rów. 194) otrzymamy am (l—x1+ a1—x2‘) — 
=  {a — x2") (b — a j)l, a stąd

v _  . . 1 9 B )  
a(b— xi )—l(b — ai ) lii — nm

jeżeli n= b  —
Jeżeli punkt L  wypada poza papier, łatwo obejść się bę-

O . / t Wpi^TM ^ie mo^ua bez punktu L ' zapomocą konstrukcyi pomocniczej, 
wskazanej w rys. 108).

Na pionowej linii F F l odcinamy F f—^— FFi , przyczem n
U 1jest dowolną liczbą całą. Wykreślmy teraz f l //F 1E, to F l= —FL.

W
Połączmy punkt V z F" i F “1 prostemi, zróbmy F ‘a‘ —

1 1 
= - ~ F ‘A 4 i F ‘b‘——- F 'B \  wyprowadźmy w a' i i '  prostopadłe,

a  otrzymamy a" i b". Poziome, wykreślone przez te punkty,



wyznaczają punkty A" i B", odpowiadające takimże punktom 
-w rys. 106, poczem wykreślamy linię wpływową, jak poprzednio^

* Punkt obojętny możemy 
wyznaczyć też w inny 
sób , podany przez C u l - '  
m a n n a  (rys. 109).

Jeżeli ciężar P  znajduje 
się w przedziale Cćr, roz­
kłada się na siły Pl i P2, 
działające w węzłach są­
siednich pasu, na którym 
znajduje się pomost (tu 

dolnego). Ciężar ten wywołuje siłę wewnętrzną D w krzy- 
żulcu IIG. Dla pewnego położenia tego ciężaru D = 0. Punkt 
obojętny, w którym gdy działa P, D je s t = 0 , znajdziemy w na­
stępny sposób. Przedłużamy przeciętą część pasu górnego H M

do pionowych poapo-

rvs:.108

i  Or ¡¡GO, to s r = P 1, rt^P „

rowych , łączymy A ‘ 
z C i B ‘ z G i prze­
dłużamy te proste do 
przecięcia się w JE, to 
JE jest właśnie pun­
ktem obojętnym. Aby 
tego dowieść, załóżmy, 
że w E  działa siła P  
i uważajmy wielobok 
Ą ‘C GB', jako wielo ­
bok sznurowy, to, je ­
żeli s t= P , gdy zro­
bimy s Oj ¡A'JE, tOijEB', 

Jeżeli teraz wykreślimy Ouj/HM,
to SM=Oj, ut- = 0 2. Położenie siły poprzecznej Q— Oi — Pi otrzy­
mamy, przedłużywszy odnośne boki wieloboku sznurowego aż 
-do przecięcia się w punkcie L. Z rów. 179) widzimy, że jeżeli 
siła poprzeczna zaczepia w L, czyli jeśli c—0, D —0, a więc
•rzeczywiście JE jest punktem obojętnym j

Jeżeli pomost jest na pasie prostym, to zamiast powyższej 
konstrukcyi dla wyznaczenia punktu obojętnego, możemy użyć 
innej, podanej na rys. 110. dla kraty prostokątnej.
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Według powyższej konstrukeyi należałoby dla wyznacze­
nia punktu obojętnego dla siły I)  w ED  przedłużyć ■ EG  do 
przecięcia się z pionowemi podporowemi w A ‘ i B ‘ i wykre­
ślić A'O  i B ‘D  do przecięcia się w M. Zamiast tego łatwiej

ą *

. ' :/> - -j-
- * •  i r ^ i ...

x - K .  • ,

S -

? ? « • ]  . : '  ■
: V • - '

. /  -

jest wykreślić proste A E  i BG  do przecięcia się w W ,  które 
leży ponad punktem M, jakto zaraz udowodnimy. Z rysunku 
mamy M 'K : E C = (x1+ ai ') :xil

G D : M ‘K =  x3: (x3 +  a^')
G D : E G = x3 {xvĄ- ̂ ') „• xx (x3 +  a2') ' 

Zaś dla pierwszej konstrukeyi jest
. K XM : EG={xi -\-al ) :xi 

■-x3 : (x3+a2).
a więc

G D : K 1M=

i 96)

197)

rys: UO.

GD ■ E C = x3 (xt + a , ) : x, {x3 +  a2) ’
Z porównania rów. 196) i  197) wynika, że a, ==<1^ ,  że więc 

punkt M ‘ wyznacza punkt obojętny.j
¡Linię wpływową sił 

wnętrznych w krzyżulcack m o-^y™ * 
żemy też wyznaczyć w sposób- 
podany przez M u l l e r a  K r e ­
śl  a u a , jeżeli znamy linie wpły­
wowe sił wewnętrznych, w pa-j ■ i j "TTrłyy-w -- - w */ X

sach. Niech będą linie mm i m‘m \ 
wpływowemi sił we­

wnętrznych w częściach pasów CG i GM  (rys. 111), to z nioh. 
możemy łatwo wyznaczyć linie wpływowe dla sił wewnętrznych 
D  i D ‘ w krzyżulcach HG  i GN, Załóżmy, że siła P = 1  działa 
w II, to Si  =  op1, S‘2 =-== ojj.,. Siły wewnętrzne, zaczepiające--w w ę­
źle G muszą być w równowadze, da się więc wykreślić zam-
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, r.vs'; 11 i.

knięty wielobok sił, z którego otrzymamy -wielkości sił we-, 
wnętrznych — D i -\-B'.

Zróbmy teraz op3 — — D  i 
° 1 \  “  +  D 'i  t o  P u n k t y  p 3 i  p 4 

będą punktami linij wpływowych 
B  i B 1. Jeśli przypuścimy, że siła 
P  — 1 działa w innych punktach, 
to wyznaczymy w ten sam sposób 
inny punkt linij wpływowych BiD '. • 
Ponieważ linia wpływowa składa 
się w tym wypadku z trzech pro­
stych, więc wystarczy w ten spo­
sób wyznaczyć 2 lub 3 puukty, 
aby całą linię wykreślić.

§,63.. Ogólny sposób wykreślenia linij wpływowych
według 31 iillera Breslana. -&)•

Linie wpływowe sił wewnętrznych jakichkolwieETbelkiJ 
statycznie wyznaczaluej dadzą się wedle M ü l l  e r a  B r e s l a u a !  
jeszcze inaczej wyznaczyć.

Przypuśćmy, że w punkcie K  ostatnim węźle przed JB za­
czepia siła P  tak* wielka, że oddziaływanie Oj =  l  (rys. 112).!

•4'/ A'
/ U f

^ \ /  A P®:
’¿ ¿ f *  ___ _ , -O

SJ ¿if

. /-- ->■ --- ?7Ł,

rys:!: 2

'Jr.'0,
/ V  -/

;7r" M i l p

\  / ,Vy 
- - V  \ / —

S/
z

y  

1 # " ^ '

Siły wewnętrzne w' przecię-j 
tych trzech prętach niech będą! 
S f ‘, B ' i S.,‘, dadzą się one; 
łatwo wyznaczyć zapomocą: 
sposobu C u 11 m a n n a , lub, I 
gdy nam chodzi też o siły w in~; 
nych prętach, planu sił, który 
kreślimy, zacząwszy od A.\ 

Podobnie zaczepiamy w wę-1 
źle najbliższym A  (ry s .! 
113) siłę P" tak wielką,« 
aby 02 =  1. Dla tego wy-;, 
padku wyznaczymy zapo-; 
mocą sposobu Cullmanna r  
lub planu sił, siły S±", D" 

i S2",; przycżem wyznaczamy siły, począwszy od B, nie wyzna- ; 
czając-jednak w żadnym wypadku sił P  i P". Jeżeli belka jest

rys'113 .
0*i
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symetryczna, to plan sił dla przypadku 0 i =  1 i dla 0 2 =  1 
: będą. zupełnie podobne ta k , że wystarczy wykreślenie jednego 
planu sił.

Przypuśćmy teraz, że siła P = 1  porusza się po beloe od 
A  do B  (rys. 114) i szukajmy n. p. siły I ) , to gdy P  stoi w F,

O ^ P — . Gdyby Oj =  1, ta

wedle planu sił byłoby D =

= D '—A ‘A", ale że Oi .=P-

więc D = A 'A U.
Pb
l  = =?!/,

bo y = A ‘A "

o // #

A zatem B ‘A"  jest linią wpły­
wową dla D  i to aż do 
Jeżeli teraz B lB"  jest D", to 
jest to siła w D dla 0 2 =  1 , a 
z tego samego powodu jest 
J'1?" linią wpływową dla D  
od A! do G" Jeśli teraz po­
łączymy G" z 11“ prostą, 
otrzymamy linię wpływową 
A ' G"H"B[ •

Jeżeli chcemy wyznaczyć 
linię wpływową dla siły S1 

\jj« £rys. 115), postępujemy w ten 
sam sposób. Jeżeli dla 0j =  l

jB' wyznaczymy Sf ' i zrobimy 
A ‘A" =  S1‘, to wedle powyż­
szego jest B ' H" linią wpły­
wową dla S t . W  tym wy­

padku wiemy, że po lewej stronie linia wpływowa jest A 'H ‘\  
ogólnie jednak będzie B ‘B " = S i '1 dla Ó2= l .

§. 63. Wyznaczenie analityczne największych s ił 
wewnętrznych w krzyżulcacli.

1. O b c i ą ż e n i e  c i ą g ł e .  Dla najic +  Y  musi belka być 
obciążona na prawo od punktu obojętnego na długości K B ‘



(rys. 106), a nie powinna być obciążona na długości A 'K ■ na 
lewo od punktu obojętnego. *

A. zatem, jeżeli oiężar jednostkowy jest p , będzie

najw (+ Y )= p Ą  K B ‘ . E ‘J3"=Ę- (l — x' — x2') E 'E ".

Z rysunku widzimy, że E 'E " : A 'A " =  {l — x‘ — a) : l, zaś 
A 'A " : l= m :b .  Pomnóżmy obie te proporcye, a otrzym am y'

A ‘A ‘‘ .E 'E 'l : A 'A " = * m (i-  x‘ — a): bl, a stąd E ‘E l i - ^  ~  ~  a)
bl

Wstawiwszy tę wartość, i wartość za x2‘ z rów. 195) w rów. 
dla najw (+  otrzymamy

(Z+ w) x ‘ \  m (l — x‘ — a)
— am )iw (+  Y) =  {l ■najw v , _ j 0 1  In — am )  bl

Czyli zważywszy, że m + x '= n
(1 — a — x ')2mn pnajw (+  Y) = 2b 198)ln — am

Podobnie otrzymamy najw (— Y) =  — 5 P G'G" =  
=. — i p  (x'+xji/) G‘G". Z rysunku widzimy, że G'G“ : B 'B " =  
—x ‘:l i B ‘B" \ l —(mĄ-l):b. Pomnożywszy obie te proporcye,

otrzymamy G‘G“. B'B" :B ‘jB"—x'(m+T):bl, więc G 'G " = ^ ~

Wstawiwszy w równ. dla najw (— Y) tę wartość za G‘G" i za 
x.i ‘ z rów. 195), otrzymamy

. „  f  (m + l)x‘ \(m + l)x ‘

najw (—Y)=

bl
(a + n )( l+ m )x '2 p

czyli

199)ln  — am 2 b
2. Dla obciążenia c i ę ż a r a m i  s k u p i o n y m i  postępu­

jemy według ogólnych prawideł. Nazwijmy P  wypadkową sił
na długości K E 1 (rys. 106) , zaś 
P" na długości E ‘B', to wiemy, 

g '  że dla n aj większości ciężary je­
dnostkowe mają być, ile możno­
ści, równe. Jeden ciężar stać więc 
musi na prawej poprzecznicy.

Zupełnie tak' samo postępu- 
jemy dla najmn. natężenia. 

Czasem, zwłaszcza dla dachów, punkt L  wpada na pod­
porę, albo też między podpory. Konstrukcya linii wpływowej



zostaje wtedy ta sama (rys. 116), a z niej widzimy, że wtedy 
niema wcale punktu obojętnego i najw. siła wewnętrzna jest 
wtedy dla zupełnego obciążenia.

Jeżeli punkt L  wpada na punkt A , to A "  wpada na A' 
i JE" na  E ‘ i. otrzymujemy długość obojętną His'. W tedy ob­
ciążenie prawej strony belki jest obojętne, gdyż nie wywołuje 
żadnych sił wewnętrznych w krzyżulcach lewej strony belki.

§. 64. Linie wpływowe s il wewnętrznych, w pasach. 
Największe i  najmniejsze siły .

Wiemy z §. 55, że siła wewnętrzna w pasie według 175)
M

S=db-j^- siecz a. Ponieważ li i <7 są dla pewnej części pasu stałe,

to zmienny jest tylko moment, jak dla belki równoległej. Linie 
wpływowe dla S  będą więc po odpowiedniej zmianie podziałki 
takie same, jak  dla momentów. Wyznaczywszy w znany sposób 
największe momenty dla obciążenia stałego i zmiennego, otrzy­
mamy w ten sposób największe i najmniejsze siły wewnętrzne 
w pasach. A ,

§. 65. Wyznaczenie wykreślne największych s ił wewnętrznych.
aj P a s y .  Dla ciężaru sta .ł-ego  najlepiej użyć tu sposobu 

wielobokowego lub C u l m a n n a ,  lub też któregokolwiek in ­
nego szczegółowego, podanego w §. 59.

Jeżeli c i ę ż a r  r u c h o m y  jest c i ą g ł y ,  to z powodu, że 
obciążenie zupełne jest najniekorzystniejsze, postępujemy, jak 
dla ciężaru stałego. 1

Dła obciążenia u k ł a d e m  c i ę ż a r ó w  s k u p i o n y c h  jest 
najniekorzystniejsze położenie dla każdego węzła inne. Jeżeli 
mamy dokładnie wyznaczone największe momenty (§. 26), to dla 

najniekorzystniejszego obciążenia dla punktu B
• ¡•ysUfi. (rys. 118), sprawiającego w tym punkcie naj-

^  #  c większy moment, mamy wykreśloną część wie-
loboku sznurowego abc. która potrzebną^io wy- 

\ znaczenia położenia i wielkości siły poprzecz-
nej Q. Znając Q i M  wyznaczymy siłę we- 

/j wnętrzną w pasie wedle §. 58. i 59.
b) K r z y ż u l c e .  Tą wyznaczymy siły wewnętrzne osobno 

dla ciężaru stałego, a osobno dla ciężaru ruchomego. n

. •U+j-utU'. \cU 2j/
Ą-iij *
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Dla ciężaru stałego używamy-tu wprost jednego ze sposo­
bów, podanych w §. 58 lub §. 60; dla ciężaru ruchomego mo­
żemy ich także użyć, tu musimy jednak zrobić jeszcze parę 
uwag i podamy kilka innych sposobów.

• , • 1 '  • , / ■
§. 66. Największe siły wewnętrzne w krzyżuleach 

a) dla obciążenia ciągłego.

Z kształtu linij wpływowych wiemy, że dla najto. sil we­
wnętrznych w krzyżulcach dla ciężaru zmiennego musi być

obciążona prawa strona belki od 
l-ys:119. punktu obojętnego.

- Jeżeli ciężar jest c i ą g ł y ,  
to najlepiej wykreślnie wyzna­
czymy najio. siłę wewnętrzną, 
obliczając powierzchnię wpływo 
wą. Licząc w przybliżeniu, mo- 
żerny przyjąć, że belka jest ob- 2  E T “ " 

^  ciążona od węzła prawego (? do
ijg- prawej podpory B  (rys. 119),

a oprócz tego w węźle prawym
2jd

ciężarem —, jeżeli a oznacza długość przedziału. Otrzymujemy 
-

wtedy siłę poprzeczną nieco większą, niż przy obciążeniu naj- 
mekorzystniejszem. W tedy mamy ze względu na punkt B

'O 4Z - | “ « - ^ = = 0 ,  a stąd 0 , = | i ( «  +  o ) - Q .  . 200)

Siłę poprzeczną otrzymamy wtedy wykreślnie według M u l ­
l e r a  B r e s l a u a  w następny sposób. Robimy A 'I — Ip l i łą­
czymy B ‘ z I . Z obu sąsiednich węzłów 31 i (x spuszczamy
pionowe, z punktu T  na lewej pionowej kreślimy TB  poziomo,

to A 'l i—S T — — -~ j -  =  j p l a- U- Jeżeli teraz . połączymy B '

p  n r r  A ‘Ru (a+u)u z Ii, to s i l— ' ■ P s r  «•
Możemy teraz użyć któregokolwiek sposobu podanego 

w § 60, przyczem zauważyć należy, że <2 przechodzi przez A. 
Dokładniejsze i prostsze są sposoby podane przez Y e l f l i k a  
i M e 1 a n a.

...... "  .........................' ' ..................... ' "  ■ w
.4; KfiMBi

\A‘r \
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*0 Y e l f l i k  podał łatwy sposób wyznaczania największych 
sił wewnętrznych dla kraty przedziałowej. Jeżeli chodzi o siłę

' r y s  120. ' ; '

D -w p r z e k ą t n i  G‘F  (rys. 120), to wedle 198) najw (4 -T)=

WięC [*13eXIn — ani

najw (+D)=najio  (+  Y ) siecz a=najio (+'Y)-~--

__(i— a—%')'2mn pd  
In — atn 2 bh'

"Wedle 195) x2‘=  a> w^ e

201)

x2" = d — x2‘ (l+ w) a:' _  Zń — o»i — te '—mx‘ 
In — ani In — am

a =

a że m —n — więc
u_l(-n~x>) -  t* ' __(Z — a — «')»«

In — am In — a?» A, a stąd

, (l—a— x‘)am  T , , , ; , . - f .— am= ———t t ------- . Jeżeli tę wartość i h= h -  wstawimya?,;
w rów. 201), to

najw (+D)-- (l — a — x‘)pdx 2" 
2 h “a 202)

ć). 'Dciptśha .̂ -A-iy ę+Ś>) '/̂  ¡»¿y

1 p t Z u - S Z ł '  * ¿’2 7^0 > /  - c C s  7 y  -J* '*</

r»t/ ■Cî UK. \  < 7̂ <$}J ( /Y'J'



Wielkość najw (+ D ) według rów. 202) możemy wyznaczyć 
wykreślnie. Zróbmy A 'A "  =  ip l,  to

. . . , j  , pl (l — -  a) p ( l - x '— a)
-------- i-------- = — 2-------•

Poprowadźmy teraz z K l poziomą, K^r, to K xrF c\}F G G ‘,
cc ^ d

a stąd x 2 : K iF = a :d , więc 2^

Połączmy teraz F ‘ z K y i poprowadźmy ds // F 'K i i ms IfUj 

to F F ,K l ęsjfmds? Zatem m d : m s= h " : K 1F, więc p y

a gdy wstawimy wartość za KJF i md, to
p(l—x ‘—a) x2 d , . ,

■ W | ----- 'l5 t" = lla ^  1
wedle 202) zatem ms przedstawia najw ( +  D).

Jeżeli chodzi o wyznaczenie najw (—D), to mamy wedle

rów. 199) najw (— J ) = - st , d

. f t\\ t v> d (a+ n)(l+ m ) x ’J' pdnajw Y ) Ttr = - -  ^

W stawmy w to równanie a + n = b ±z rów. 195)
(Z+wAa^a

i» — ani

to otrzymamy
x2‘

. , b{lĄ-m)x'*x2' pd p d x ‘x 2‘ orm„o ,,, ( - P ) —  ...... . . 203)

Jeżeli teraz wykreślimy to m'd' : \pl=r%' : Z, więc •

m‘d '==^ - .  Połączmy G z 1 wykreślmy JTtr ' / /GF, to K ir'G‘C\J>
¿i

GG‘F , więc x '2 :K .G ' =  a: d, stąd ¿4  Teraz wykreślmya
i ?n‘s‘jjG‘F, to GG'Kl co m 'd 's l, wiąo in d': m,s,==h, : G'Ki

, , . . m‘d‘.G ‘K, px!.xi ‘d , ,stąd m 's'=------ = najw (—i / ) wedle 203).

Jeżeli liczymy na podstawie ciężaru zastępczego, to ^  mu- 
simy^przyjąć wedle długości obciążonej, więc zAj4" =  ̂  pZ, przy- 
czem odpowiada długości obciążonej K B , zaś B ‘B ‘‘=  \ p ‘l, 
przyczem |i ' odpowiada długości obciążonej /IZ .

OjLcj J3  2d> * J°'t- , ■>*!*■ot' -t-Mfij

<̂v u 1^ y  'd 2 fz ,  al’j  '

u.o.J.ł-jfl+itr, -y-n s ' -A, ’d'J-, -to -m
<A+ju> ( -  3). [ -yy o . /2Ć>)



Dla s ł u p ó w  konstrukcyę widzimy podaną na rys. 121.. 
Tu b=n=m-{-x'. Wedle 198) mamy , ( -«’w. tai)

• > , (l—a—a>‘)2mn p . , T*. , .. ,najw (+  Y )= -— ^  ^ — ~ = n a jv y (— V) (

Wedle 195) jest x l a , a że x~"=a  — 1 In —am ’ 1

a = , a ■ IŹ (w —  x ) - a n i  —  w ililAi -n .m .  L-

In -  am

r~--o*n ->v,
■ .-/V-.,........-

stąd In — am==——-— Wstawiwszy to w rów. dla rtajiv 
;,-2

( — F), otrzymamy ■ •
. (l —a - x ') - m n p x 2" (l—a—x‘)p x J ‘' nn,.

»«/«> (— 1 j —  ---- -.yó ; :£=■------------------- h " • 204)am{l—a—x ‘)'2b .2  a
Jeżeli spuścimy z JETT. i (? pionowe, z punktu s poprowa­

dzimy poziomą i wykreślimy m‘f, z g zaś znów poziomą g‘w, to
ćl/fy - Xi (j~ U* c// /2/)

t /  ‘t / i “ - [*■( ; ^  p 't*  ora-3. t  k/  ¥C - i  3

o? fuíuJlM; ¿ ■l'-C<JyftA<Jłacx<lu^-»z’r -Łĉ(
-m )



Z trójkąta B 'A " A ‘ mamy m 'z : (l rr  x‘ — a)=  5 pł • l : więc
O j._/f il _  C l) 'Y)

m‘z—-----——---- . Wstawiwszy to w poprzednie równanie, otrzy­

mamy m g '=  --- -------------- — = n a jw  (—V).
Ł a

W  podobny sposób znajdziemy nąjw (+ V ). '■
Wedle 199) jest

, , _  (a+n) (l +m) x 'i  p. , . . , T;r,
(—3 0 - -  § - + ”“■?* ( y > -

Wedle 196) jest o , więc in — a » > - -—#2
. ,  Tr ( a + w )  (l + m)x'JL pxJ (a-\-n}x‘x2‘p  n •więc w « ;w (+ F )=  ■ ...-  -------------------- ----- . . . 20o)

b0 h — n (l+ m) x a ^ b  2 an
*

Na tej podstawie .mamy następną konstrukcyę. Wykreślmy 
=  zP‘l, tu bowiem w ogólności może być inne p , niż dla 

najio (—V). Połączmy A ‘ z B ", wykreślmy pionowe przez F, K  
i G, przez d poziomą, połączmy m z d ‘ przez a' wykreślmy 
poziomą a‘b‘, to ma'b'C\Jftidd‘ więc b'm : 2» '=  dm : a , stąd b'm— 

x2 dm
a ;
Dalej mamy A'dm  OO A ‘B ‘B ‘\  więc dm: x ‘=  i p‘l : l , więc
cô  yy* cc * cc* ty1zatem b‘m— -  £ ■ Połączmy teraz l z b' i przedłużmy¿i (Ł w

prostą e, to lmb‘, cv> lnie, więc m‘e : mb1 =  (w +  a) : n, stąd

me' m b '{ n Ą -a ) (w+a)x ‘x 2 p ‘ . . . OA_.=-->.—! /.==!—'— L— i-£-=naiw  (4-V) wedle 205).
n 2 ił«

Jeżeliby punkt l wypadł poza papier, możemy inaczej po­
stąpić. Zróbmy mt—FFlt 7>iti = G G l1 to F F 1do GGX = m t: mtl =
— w:(« +  a). Jeżeli połączymy' t z b‘ i poprowadzimy t^e^jłb', to 
me‘ :mb‘,= (n+ a):n , jak pierwej.

|łj Teraz omówimy sposób M e l a  n a . Niechaj znowu p  będzie 
ciężar jednostajnie rozłożony, więc dla mostów kolejowych cię­
żar zastępczy (według skali b) odpowiadający długośoi obciążonej. 
Wyznaczamy w zwykły sposób punkt obojętny K  (rys. 122) 
i obciążamy dla najio D  długość KB.

^  c- ■tc*̂*o(Ęb Ił) x •uaj<v(r ^f) ^  « C/t/, oi
' 'bIoU V .-moC AiAa,
ci ?' t  ( Ul 1*0 -e y ’>?)£- tf)
h' "6  ̂  w  . / 2./)

* * -r- 9. "ff- /833.
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Przypuśćmy najprzód, że obciążenie sięga od B  tylko do F, 
to da się ono rozłożyć na dwie siły »pxit działające w F  i B. 
Siły D , S2 i 0 { muszą być w równowadze. ' Siły Ą  i D

r v s ;  122.

$■!

przecin ają się w G‘, Oj i S2 w A, więc wypadkowa z obu tych 
sił musi mieć kierunek AG'. Jeżeli teraz zauważymy prawą 
stronę belki, to siły S2, D wst §, 0 2 i \p x z przecinają się w B , zaś

— D  dost /?,-Si i | í » j W ? ,  więc wypadkowa ich ma kierunek B F '. 
A-  w ięo wypadkowa z -S\ i B —ma kierunek AG  —wypadkowa? 
a—-Sp-—D  dost /?- i- \  px1 kierunek B F ‘. Te dwie wypadkowe da­
dzą się złożyć w jedną wypadkową, przechodzącą przez K ‘ i F  
a wielkość jej równa wypadkowej z D wst § i px. Jeżeliby więc 
K K  ’ było toby K ,F  było równe D.

Ale my mamy tu  jeszcze obciążenie na długości K F = x 2". 
Rozłóżmy ciężar px2“ na dwie składowe P  i P", zaczepiające 
w węzłach G i F, to podobnie A G ‘ jest wypadkową zSj ,  D i F .  
a B F  wypadkowa z —Si , — D  dost/J i P", więc wypadkowa ze sił 
Dwst/3 i px2 będzie przechodzić przez K ' i  przez punkt zacze­
pienia siły px2“ w połowie KF. Jeżeliby więc K  Kp=px2", to 
K F  byłoby równe 2 P w st/3 , więc K ^F —21). Zatem gdyby K 'K  
było równe Ip x ^“, to K t F  byłoby = D . jeże li więc teraz ob­
ciążymy belkę od K  do P , to gdy K K ‘ — }¡ p (x2" +  x3) , to

A1 fi i---- — ----  --- ------- 1........   / ' -/_____ *---  ---f— ;——----------------  '  '>
I  ̂*4 3 'a-¿7'.v̂ y  ^ 1 > jrwusi ái+u**.
I j f ,  :x i  . X i  7c. Tt¿ = i-^31 /ŁWe x : j \ -  rtx s ' -U X ’/  »* *  ¿y*
' f i  4* 3  ‘S 2)

a)
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K iF —D. Konstrukcyę robimy na dole. Wykreślamy A ‘A" =  lp l,  
to Z 0Z o '= ^ ( a ! 2“+ x 3). Kreślimy K 0‘f ‘HK‘F  a z f ‘ f K 3HD, to 
f K 3 —najw (+ D).

Zupełnie w ten sam sposób da się udowodnić konstrukcya 
dla najiv (—D). Tu odcinamy B 'B " =  \ p ‘l , bo tu  p  może być 
inne. Kreślimy A ‘B '\  wtedy K 0K 2 =  £ p ‘ (x\ +  x2‘). Kreślimy 
K 2g‘ lj K'Gr, i g‘K J ID ,  to g'lĘL=najw ( - D ) .

Ponieważ p  dla mostów kolejowych zmienia się wraz z dłu­
gością obciążoną, więc dla rozmaitych przedziałów punkty Km i 
będą leżeć na linii krzywej . a ;  c’c ,

r y s ;  123

------- Z - x - a ~ .  v, -----

-----ri"  - ----------- -  3 l—

....
*\zzoy'w .r

Jeżeli chodzi o wyznaczenie sił największych w słupie 
F F X (rys. 123), to najprzód wyznaczamy sposobem C u l l m a n n a  c-5*-l3<) 
punkt obojętny E  względnie K  i kreślimy K K ‘ jj F i G , dalej 
B F S aż do przecięcia się w K'. Punkt ten można wyznaczyć 
i w inny sposób, podany przez M e l a n  a. Kreślimy FM jjG Fi, 
dalej proste A M  i B F t do przecięcia się w K ‘. Udowodnić to 
można podobnie jak  w §. 61.

Tu tak samo pomyślmy najprzód, że długość GB jest ob­
ciążoną ciężarem p. Rozłóżmy px3 na dwie siły zpx3, działające 
w tG i B. Jeżeli przetniemy belkę w kierunku K  K \ to można 
rozłożyć wszystkie siły w kierunku poziomym i ukośnym rów-



noległym do G F j, W  kierunku A M  działa wtedy .wypadkowa 
z Sf_ i Fsiecz /?, zaś w kierunku BF: wypadkowa z —' S l —<
— F  i £ px3 siecz /?. Wypadkowa obu tych sił przechodzi przez 
punkt K ‘ i równa się wypadkowej z poziomej Fst/? i pz, siecz/?, 
a więc przechodzi przez G. Gdyby K K ‘ było równe hpx3 siecz/?, 
toby K G  by ło=  F s t /?, a więc K iFi =  F  Teraz przychodzi jeszcze 
obciążenie pa;2", które znowu rozkładamy na P ' i  P", działające

-  '  w F  i © i w  ten
/fj ,. P y s : 12Ą-; sam sposób, co po­

przednio, znaohodzi- 
my, że ozna-

¿ j B' czałoby F, gdyby 
K K ‘— h px '\ siecz/?. 

$ Dla całego obciąże­
nia K B  przedstawia 
więc K tFx siłę F, 
j eżeli 

K K ‘ =  ̂ p (x2" +
+ x3) siecz <3. 

Jeżeli więc zrobimy 
A ‘A ‘‘jp £ p l,  to 

K'0Kô i p ( x 2"+ x 3), 
więc gdy zrobimy 

K \g \ \K ‘G 
i  X W  U M G ,

to iT0 ‘g = = ( # , "  +  a;,) siecz /?. Jeżeli zrobimy ĘK.^ poziome, to 
GĘK3 C \jK 0‘rg, więc ponieważ KG  =  F l K„, zatem rg=  F s t ¡3 
a gg[=najiv{— V).

Podobnie otrzymamy najnm V, jeżeli wykreślimy K 0K 2 — 
=  5 P1 +  K 2fjlFK ‘, ff- poziomą i K if'HFl G, to f f ’=najui(+  V).

Nakoniec podajemy tu już- bez dowodu konstrukcyę dla 
wypadku, gdy oba pasy są zakrzywione (rys. 124). Przedłuży­
wszy część pasu obciążonego qn do A ' i 'f_B‘r aż do przecięcia 
się i ,  zrobiwszy IT  //mq, otrzymamy punkt obojętny. Jeżeli 
aai ==Ąpl, to / 1I \  =  !jp (x3+ x2"j. Zróbmy I ^ n ‘ połączmy
I  z q i n , i wykreślmy / , //I n , Pfji)jinq, lUtymn, to i t i=  
n a jiv \D .

Gdy l J ‘2 =  hP‘{ x ’, + xi  ) j t0 wykreślmy J 2'2' //Pi, I ^ l l  
to (¡z"=najio (—P).
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§. 67. Największe s iły  wewnętrzne w krzyżuleaeh 
■¿j. dla układu ciężarów skupionych.

Jeżeli belka jest obciążona u k ł a d e m  c i ę ż a r ó w  s k u ­
p i o n y c h ,  to dla największych sił wewnętrznych w krzyżul- 
cach wedle poprzedniego (§. 63) ma stać na prawej poprze- 

, cznicy jeden ciężar; może to być pierwszy ciężar, ale może być 
także drugi lub trzeci. Konstrukcya znacznie się upraszcza, je ­
żeli przypuszczamy, że p i e r w s z y  ciężar stoi na prawym wę­
źle i dlatego robimy zwykle to przypuszczenie. Że jednak obli­
czone w ten sposób siły nie byłyby zawsze największemi, cho­
ciaż nie wiele różnią się od największych, więc M ü l l e r  Br e -  
s la .u  radził przyjmować w tym wypadku dla wyrównania pierw­
szą siłę nieco większą n. p. 151 zamiast 13 t, co zresztą nie daje 
dokładnych wyników.

■0 Podamy tu więc najprzód sposoby wyznaczenia sił we­
wnętrznych w kracie dla tego przypuszczenia, że p i e r w s z y

ciężar stoi na pra­
wym węźle. Siła po­
przeczna równa się 
wtedy oddziaływa­
niu 0 lt które otrzy­
mujemy wykreślnie, 
kreśląc wielobok 

sznurowy według 
§. 14. i zaczepia 
w lewej podporze.

I. Sposob Cul- 
m an n a  (§. 60. I) 
użyć tu możemy 
z korzyścią. Kon­
strukcya upraszcza 
się tu  o tyle, że nie

potrzebujemy szukać punktu N ‘, (rys. 99), bo wiemy, że siła 
poprzeczna zaczepia na podporze. W  rys. 125. przypuściliśmy ; 
pomost u dołu i wyznaczyli odrazu najw D3 i najw D4, które po- f 
wstaje, gdy pierwszy ciężar stoi w F.

II. D r u g i  s p o s ó b  odpowiada sposobowi, opisanemu

w §. 60. pod l III. i opiera się na równ. 180) Y= ä — .Ponie-

T eorya m ostów  I . 10

r y s :  12 5. i  CU d H ,
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waż tu przyjmujemy, że siła poprzeczna Q (rys. 126.) zaczepia

w punkcie A , więc L ‘A l = c , a zatem A i A i ‘— Q-^ = r .

rys. 1.2 6 . ^  Jeżeli L  wypada za 
papier, to możemy sobie 
w następujący sposób po­
radzić. W  punkcie F  kre­
ślimy pionową H I, a z pun­
ktu A ‘ A l i  ¡1 D E  i A'ijjGC. 
Z rysunku - wypływ a, że 
H I \h i  — b : (b — c), więc 
(H I—hi): H I— c : b. Zróbmy 
F irn = H I i F ln = h i) następ­
nie wykreślmy F'm  i pio­
nową w punkcie n, a otrzy­

mamy n.ri : Q=mn: mFx, stąd nn'=Q —» a wstawimy wartość

za H I—hi C Gdostaniemy nn‘ — Q— ¡T. Wreście, gdy rip // DC,

&•

12?
V J?/

i / I .
»i* j4

I I I
to n'p—najw D.

III. T r z e c i  s p o s ó b .  Załóżmy, że w przedostatnim węźle 
4 (rys. 127.) zaczepia siła P ) która sprawia 0 1 =  1, a której

wielkości nie potrzebujemy wy­
znaczać. Dla tego obciążenia wy­
kreślmy plan sił, a dla kontroli 
(Z4 wyznaczymy także sposobem 
Culmanna.

Jeżeli teraz chcemy wyzna­
czyć najw Di ' i najw I)2, a po­
most jest na dole, to stawiamy 
pierwszy ciężar na 2 i obciąża­
my prawą stronę belki. "W zna­
ny sposób otrzymamy wtedy od­
działywanie Oj, a zatem najw 
D2 =  +  Oj d%, najw Dt ' =  — Oj d[. 

"W ten sposób możemy wyznaczyć wszystkie siły wewnę­
trzne z wyjątkiem Z>4', które dla obciążenia prawego jest =0 , 
a dla lewego w belce symetrycznej równa się sile ■Di .

Jeżeli d4 jest za wielkie i nie mieści się na rysunku, to 
trzeba najw Di wyznaczyć sposobem Culmanna.
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IV. S p o s ó b  Z i m m e r m a n n a  (§.58. i 60. ust. 4) da się 
tu  także zastosować. Dla wyznaczenia najw D3 (rys. 1281 przy­

puszczamy, źe pierwszy ciężar s to i 
w 3. Oddziaływanie w A  niech bę­
dzie wtedy 0 it to otrzymamy mo­
menty M 3 =  Oj x3 =  a ey3,

=  01x2= a  
jeżeli a  e jest odległością biegu­
nową. Stąd otrzymamy

0 ,x , 0<l x3 0,1
a e ~  a e '  l ’ a e  l 

Jeżeli kreśląo wielobok sznu­
rowy dla oddziaływania, przyj - 

Tniemy biegun nie w B, lecz w odległości a e  od A \  to otrzy­

mamy wprost wielobok Zróbmy teraz JB'JR=  —— to G E—cc c ae
= y i} K l = y ' 2' Znając y 3 i y 2 możemy łatwo według Zimmer­
m anna znaleść najw D3.

Zastanówmy się teraz nad zm ianą, jaka powstaje w kon- 
-strukcyi, jeżeli przypuścimy, źe d r u g i  c i ę ż a r ,  stojąc na prawej

siłę wewnętrzną w krzyżulcu. 
Siła poprzeczna składa 
się wtedy z oddziały­
wania i z siły P \  
działającej na dół w 
punkcie C, przyczem

(rys. 129).

Wyznaczmy więc na j­
przód wpływ oddzia­
ływania 0 1( a potem 
siły P .

Jeżeli liczymy w e­
dług drugiego sposo­
bu, to robimy F ^ ' — 

=  TIH‘, t. j. rzędnej wieloboku sznurowego 0 4 w pionowej przez 
punkt zaczepienia pierwszej siły i w znany sposób znajdujemy 
Y ‘= A ‘A i .  Siłę P ' wyznaczymy, robiąc Ci C —Pi i łącząc E t 
z C[, to H H " = P ‘, a  ponieważ siła ta  działa w C, więc potrze-

ry s . 128.
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bujemy tylko połączyć L ‘ z H", a otrzymamy Y" t. j. część 
Z , powstającą z P ', mianowicie Y" =  Cx C% a Y = Y '— Y". Zro­
biwszy C2C3 =  == Y ‘, otrzymamy Ci C3 =  Y, a jeżeli
C JU C G , to C31 —D.

W  razie, gdy L  wypada poza papier, postępujemy nieco- 
odmiennie, jakto już powyżej podaliśmy.

Wpływ P ‘ na siłę wewnętrzną Z) w krzyżulcach możemy 
też wyznaczyć zapomocą sposobu Culmanna. Mamy tu siły P \  
JD\ S ' i S I , które muszą być w równowadze. Z tych. P ‘ i S ' prze­

cinają się w C, S[ 
i D[ w G, więc wy­
padkowa ma kieru­
nek CG. Kreślimy 
zatem trójkąt sił 
ninp, więc S ‘ =  0* 
Jeżeli chcemy wy­
znaczyć Di ‘ to siły 
P \ S \ D ,‘ i S j mu­
szą być w równo­
wadze. Wypadkowa, 
sił P ' i S ’ i Sx ‘ i Ą *  
ma kierunek GC. 
Na tej podstawie wy­
kreśliliśmy wielo- 
bok sił P ‘S'D ‘S i ‘ w  
większej podziałce.. 

yj Jeżeli odstęp węzłów jest znaczny, to może się zdarzyć,, 
że trzeci ciężar, stojąc na prawej poprzecznicy, wywołuje naj­
większe siły wewnętrzne w krzyżulcu CG (rys. ISO). Ze względu 
na punkt L  mamy tu — Dd — 0 1w + P 'w = 0 , jeżeli siły Pj i P2 
rozkładają się na siły P‘ i P".

1 /  P‘n\Zatem D —----^  m i 01 ----A więc, gdy P ' wyznaczymy

zapomocą wieloboku oddziaływania, ale nie dla odległości bieguno-
am P'n ’ . P ‘n „ , , . .wei a, lecz a '= — ■, to rs—----, więc O<---------- =  O, =  rt. Mo-

J  ’  n  ’  m  ’  ■ - 1  m  1

źemy więc teraz dalej tak konstruować, jak  gdyby siła po­
przeczna O / zaczepiała w pionowej podporowej. Sposobem Cul­
manna n. p. otrzymamy wtedy~?i>=D.
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§. 68. Podwójne krzyżulee gibkie.
Bardzo często urządzamy w kracie prostokątnej podwójnej 

krzyżulee gibkie. Chcąc zbadać, czy krzyżulee jaki gibki pra-
M " . M ‘•cuje czy nie, należy według §. 5^. utworzyć ■ —  i W  da­

nym przedziale pracuje ta przekątnia, która spada ku słupowi, 
M■dla którego iloraz jest większy. Aby zbadać, czy dla danego łl

J\l° JŁP . ,■położenia y r , najlepiej wykreślić linię wpływową dla Mfi rl
w zwykły sposób, poczem możemy rozstrzygnąć, który krzyżulee 
działa., a który nie, uwzględniając przytem także momenty, p o ­
wstałe w skutek ciężaru własnego.

r y ś .  131 Dla największego ciągnie-
jj. nia w danym krzyżulcu na-

leży obciążyć prawą lub lewą 
stronę belki od punktu ¡oboję­
tnego (rys. 131). Na ciśnienie 

n ie  obliczamy krzyżulców gibkich, bo przypuszczamy, że się 
wyginają w takim razie.

Ponieważ dla krzyżulca spadającego w prawo jest F  gdzie­
indziej, niż dla spadającego w lewo, więc linie wpływowe będą 
dla obu krzyżulców różne, punkt obojętny będzie jednak ten

sam, jak  to się można
rys.1 3 £  
K  T u

zkonstrukcyi Culman- 
na łatwo przekonać. 
Z obu linij wpływo­
wych zatrzymujemy 
tylko te części, któ­
re odnoszą się do cią­
gnienia danego krzy­
żulca.

Trudniejsza jest 
rzecz ze słupami. Tu 

możliwe są rozmaite wypadki-działania przekątni. Np. w rys. 132. 
wykreślono linie wpływowe siły wewnętrznej w słupie VB dla 
trzech wypadków, gdy  działają przekątnie Ds i D6, D5‘ i Ds' 
i  Z)5 i D6'. W  pierwszych dwóch wypadkach słup pracuje na 
ciśnienie, w trzecim na ciągnienie.

V ' j j ) s  ])o)
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rys. 133 
ę, '

W pierwszych dwu wypadkach linie wpływowe dadzą się 
w zwykły sposób łatwo wykreślić i największe natężenie wy­
znaczyć. Trzeci wypadek, ważny ze względu na oiągnienie, po­
wstające w słupie (jeżeli liczymy według Weyraucha), powstaje 

Mwtedy, gdy dla danego słupa jest większe, niż dla sąsiednich.

Dla tego położenia najlepiej wtedy wyznaczyć siły wewnętrzne 
w częściaoh pasu IV V i Y YI, z których za pomocą wieloboku 
sił łatwo otrzymamy Fs.

Jeżeli Oj jest ciężar węzłowy górny, to siły S, S ‘, (7, i F5, 
muszą być w równowadze (r. 133). Jeżeli mamy S, S 1 i Oi , to-

Vh łatwo da się wyznaczyć. Jeżeli Cj = 0 , 
co jest zwykle dla obciążenia ruchomego, 
to zamiast wieloboku sił otrzymujemy 
tró jkąt. Wyznaczenie jednak najnieko- 
korzystniejszego położenia w tym razie 
jest dość żmudne.

Najlepiej zrobimy to zapomocą prób. 
Przyjmujemy pewne położenie obciąże­
nia ruchom ego, wyznaczamy dlań mo­
menty, do tego dodajemy momenty wsku­
tek ciężaru własnego i tworzymy ilorazy; 
M  -ni ii. '  > M  ■ M"
r  D la  k torego słupa h r  <  T  >  w

dla tego mamy wypadek, przedstawiony w r. 132, wtedy otrzy­
mamy najwĄ- 76.

§. 69. Podwójno krzyźnlce tęgie.
Użycie na pewnej długości belki krzyżulców podwójnych 

gibkich uzasadnione jest tem , że krzyżulce gibkie nie mogą
pracować na ciśnie-

ir  $

\  / 
/  \

\]:L4

m i VI

s. X

^c,

r v s . ] 3-1

i \

nie. Jeżeli krzyżulce 
robimy tęgie, to nie- 
zachodzi wcale po­

trzeba urządzania 
krzyżulców podwój­
nych (rys. 134). Nie­

którzy konstruktorowie dają jednak na tej długości, na której 
T  zmienia znak, krzyżulce podwójne i tęgie, Jestto  zupełnie

/
>1/ i;
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nieuzasadnionem, a przytem robimy belkę statycznie niewyzna- 
czalną. Siły wewnętrzne w krzyżulcach dadzą się wyznaczyc

wtedy tylko w przy- 
r y ś .  13,5. bliżeniu.

W  takim razie mu-

\

m r
t 6'/

..........i

i /  

rK tn 2t' ZA

I
/>/+/:

l \  i\:

\ ,

\

* z

^■7rc-«n

h  ! \
I t ó  v- ^ W  \  ! \

i -L ■
& Oj
i

/> . v-V v

i-n ' h«/ ir" / YJlł+f /

rV = - ( Q
b m

simy rozróżnić dwa 
w ypadki:

a) S ł u p  w pi e rw-  
s z y m  p r z e d z i a l e  

z p o d w ó j n e m i  
p r z e k ą t n i a m i  (rys. 
135). Tu rozkładamy 
belkę kratową na dwa 
układy I  i II, na któr 
re działa połowa cię­
żaru i wyznaczamy 
w każdym z nich siłę 
w słupie ł»-tym.

Całkowita siła 
Y ^ Y ^ + Y " »  . 208) 

W  układzie I  otrzy­
mamy wedle rów. 183) 

lim_i
a)  •

209)
■»*111 a-m

W  układzie I I  mamy ze względu na równowagę sił, dzia­
łających na punkt m'

F"m+)Sm wst om — Sm+1 wst crm+1= 0 , więc
M m  / I l | U l l m_ i  l l n i + i  h nYm" = ^ ( s t < r ,

ilm
sfc ,  Mm ( l  

hTj - 210)

Zważyć przytem musimy, źe Q i M  w rów. 209) i 210)
Pobliczać należy dla obciążenia ciężarem -5-.
ćj

b) S ł u p  m i ę d z y  d w o m a  p r z e d z i a ł a m i  z p o d w ó j ­
n e m i  p r z e k ą t n i a m i .  Tu w słupie działa mała tylko siła, 
jak to widzieliśmy w kracie złożonej. Największą siłę otrzy­
mamy dla obciążenia zupełnego; mamy wtedy

................................ 211)
przyczem V‘ wyznaczyć należy dla układu I, V" dla układu II.
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XII. B e lk a  o k r a e ie  w ie lo k r o tn e j .
§. 70. Zasada obliczenia.

Niechaj rysunek 186. przedstawia belkę wieloboczną o kra­
cie wielokrotnej. Z ogólnej teoryi belek kratowych wiadomo,

źe jestto układ statycznie niewy- 
znaczalny. W przybliżeniu możemy 
wyznaczyć siły wewnętrzne, rozło­
żywszy belkę na pojedyncze układy. 
Tu dokładność jest znacznie mniej­
sza, niż dla belki równoległej, bo 
dla pojedynczych układów np. dla 
BAG  musimy przyjąć cięciwę JBG 
zamiast rzeczywistego pasu zakrzy­
wionego BDEFG.

Dla dokładnego obliczenia takich belek musimy się uciec 
do prawideł sprężystości, więc musimy znać już przekroje. Aby 
zaś wyznaczyć przekroje, obliczamy belkę według tego przy­
bliżonego sposobu, rozkładając belkę kratową na pojedyncze 
układy.

Będziemy więc rozkładać belkę o kracie wielokrotnej na 
pojedyncze układy i w każdym węźle umieścimy takie ciężary, 
jakie działają w odpowiednich węzłach danego układu i przyj­
miemy zamiast pasu wielobocznego cięciwę między dwoma 
węzłami tego samego układu.

§. 71. Wyznaczenie s ił wewnętrznych w pasach.

Nazwijmy h pionowy odstęp cięciwy B G  od punktu A, to 
Mwiemy, że S = — h -  siecz a, gdzie S  oznacza siłę działającą 

w cięciwie BG.
Chcąc znałeśó siłę wewnętrzną Si w części pasu BI), na­

chylonego do poziomu pod kątem a1, otrzymamy Si d o s t0t =
„ _ „ dost a M=(Sdostor, zatem S ^ S - j -----—= ---- -r- siecz a1 . . . .  211)

C lO S t Oj ii

Dalej nazwijmy S& siłę wewnętrzną w pasie DE, a o2 od­
nośny kąt nachylenia do poziomu, to

c M  . '
— l i  siecz °2 1 d.
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A. więc siła wewnętrzna w pasie dla poszczególnego układu 

równa się ilorazowi pomnożonemu przez sieczną kąta na­

chylenia tej części pasu. Wyznaczamy przytem M  ze względu
na punkt A, zaś h, jak wspomniano, 
jest to wysokość belki w punkcie 
A, liczona do cięciwy BG.

Rzeczywistą siłę wewnętrzną 
otrzymamy dopiero wtedy, gdy 
dodamy siły wewnętrzne, jakie dla 
każdego poszczególnego układu o- 
trzymaliśmy, więc dla pasu BG  
(rys. 137.) będzie

2*? W .  
h, /S.\ =  _ U +  ̂  +  ̂ 4 -li,

O’ 212)

W ykreślna konstrukcya dla każdego układu z osobna jest 
taka sama, jak  dla kraty pojedynczej.

Sh.

§. 72. Linie wpływowe s ił wewnętrznych w pasacli
i  krzyżulcacli.

<*•) Chcąc dokładnie obliczyć siły wewnętrzne w pasach, wy­
znaczyć musimy linie wpływowe. Na podstawie rów. 212) kon­
strukcya linij wpływowych jest podobna do konstrukcyi dla 
belki równoległej.

Równ. 212) możemy też tak napisać:

+ M , ^  +  siecz a . . . 213)h2 ° /¿3/
Ponieważ w każdym ukła­

dzie mamy tu inny punkt obrotu, 
a zatem i inne /i, więc musimy 
linie wpływowe każdego układu 
sprowadzić na jednakową w y­
sokość 7ij (rys. 138). Wiemy we­
dług. §. 12, że wierzchołki tró j­
kątów dla kraty pojedynczej 
leżą na paraboli; tutaj leżą one 

na krzywej gdi, którą otrzymamy, dzieląc w każdym punkcie 
M  przez odnośne 7t. Dalej postępujemy zupełnie według §. 43.

rys. 138 
K .

I i-.:.':.';,.' ¿f :':L\
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i otrzymamy w ten sposób linię wpływową dla siły wewnętrz­
nej w pasie K L  podobną, jak dla belki równoległej.

£.) Każdy krzyżulec należy tylko do jednego układu, siły we­
wnętrzne w krzyżulcach wyznaczamy więc zapomocą linij wpły­
wowych, które otrzymujemy zupełnie w ten sam sposób, jak 
dla kraty pojedynczej , przypuszczając zawsze cięciwy zamiast 
pasów wielobocznych. Potem wyznaczamy trójkąty dla każdego 
układu, jak  dla belki równoległej.

W przybliżeniu wyznaczamy eiły wewnętrzne, obliczają© 
siłę 7  jak dla kraty pojedynczej i dzieląc ją przez n, przyj mu-

Yjąc zatem Y ‘= — .

§. 73. Przybliżone wyznaczenie s it  wewnętrznych.

Czasem wystarczające je st przybliżone wyznaczenie sił we­
wnętrznych, zwłaszcza dla ocenienia wpływu kształtu pasów. 
Podamy tu  więc także przybliżone wzory :

1. P a s y .  Według rów. 212) mamy

jeżeli M  i  h wyznaczymy ze względu na punkt średni, który 
otrzymamy, jeżeli środek danej części połączymy z wierzchoł­
kiem trójkąta, jaki tworzą sąsiednie krzyżulce i tę prostą prze­
dłużymy aż do drugiego pasu. iii oznacza przytem moment ca­
łego ciężaru, działającego na belkę.

Podobnie otrzymamy dla pasu dolnego

1. K r z y ż u l c e .  Jeżeli krata jest « krotna, to w przybli-

Według równ: 187) jest Y = —-jx  h. Dla najw Y, odpo­

wiadającego punktowi F  (rys. 139), jest Q=Oi , więc M = Q xy

. 215)

żeniu — część ciężaru działa na jeden układ, więc:

D =  — Y  siecz a 
n

j) ‘—lL y  siecz ß
216)

n
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O,

a zatem d ^ f j r  ( t t ) ’ ^  ^ane§° obciążenia jest sta-
n _x\2

łem, a mianowicie Q=p-— — . A zatem mamy najiv (+  Y) =

r y s .139 n , 2 d ( ^ \  ,

o, - ¡ ’- a r hj i r \ a po“ ®” >ż <*(-)-
a;tZ7i— hdx hdx—xdh

------- “ ' H i j ' ------------------F ~ '  2 a -

tem — d więc podstawiwszy tę wartość w rów-

nanie dla najw (+  Y), otrzymamy

• m  w  '  P * 1 ^  —  * ) a t i (  ® " )  9 1 7 1« w » (+ r ) _ -------- ^ -------- s r . • • • - i? )

Dla najw (—Y) otrzymamy Q—
Oi - S = = 0 2 (rys. 140). A zatem .M=

:iV S ,140  n  , . - , ( M \  r\All~ x \^  ■ i. ^ T J — « ^ T ),p rzy .

.linsEss.®:.------------¿ i  ozem ę = _ ^ !
fs- -,r *' - — /-x  •• “ 2 i

więc my w (— Z) =~r-y a wreseie
¿ i  c  d x

. . . 2 1 8 )

XIII. B e lk a  k r a t o w a  p a r a b o l ic z n a .

§. 74. Kształt pasów.
K ształt pasów belki wielobocznej może być rozm aity ; aby 

go bliżej określić, możemy stawiać różne warunki.
Postawmy warunek, aby p r z y  o b c i ą ż e n i u  z u p e ł n e m  

s i ł a  w e w n ę t r z n a  w k r z y ż u l c a o l i  b y ł a  r ó w n ą  z e r u ,  
a więc cały ciężar przenosił się przez pasy. W edług założenia
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^la  obciążenia zupełnego będzie więc według równ. 187) Y — 

d{ f ) ' ‘ M— — = 0 , a zatem -j- musi być stałą liczbą.

M  1Niechaj będzie — , to h = C M ...........................219)
fi O

Dla obciążenia zupełnego jednostajnego M — \ qx (l — x), 
jeżeli q oznacza ciężar jednostkowy, zatem 7i=J Cąx(l — x).

Niechaj wysokość we środku belki będzie lii (rys. 141),

to dla x — Porównawszy ostatnie dwa równania

dla h i hv  otrzym amy'1^411, -y- ^ 1 — t )  *

Jestto równanie paraboli; widzimy więc, że, jeżeli dla ob­
ciążenia zupełnego krata niema wcale pracować, pasy muszą 
mieć kształt paraboliczny i dlatego belka ta nazywa się b e l k ą

p a r a b o l i c z n ą  (n. Parabeltrag er, fr. 
r y s  141 poutre paraboliąue, a. parabolic truss, cz.

paralolicly rnsnit). W edług tego, oży je-

chi

- A  ̂ -'' ii

den Ras, czy też oba pasy są zakrzy-
2 '* wionę, rozróżniamy następujące rodzaje
ry s .M 2  belki parabolicznej.

a) B e l k a  g ó r n o p a r a b o l i c z n a
. ^  (n. Bogensehnentrager, fr. poutre en how-

°,“n* ^ string, a. botvstring girder, cz. nośnik hor-
: _ A 3^ S' jj noparabolicki) (rys. 142) o pasie dolnym
I  prostym, a górnym parabolicznie zakrzy­

wionym.
jjj d o łn  o pa r ab  o l i c z  n a

I (u. Fischbauchtrdger, a. inverted bowstring,
\ B fis 1̂ bellied girder, cz. nośnik dolnoparabo- 

licki) (rys. 14-3) o pasie górnym prostym 
ą dolnym zakrzywionym.

c) B e l k a  o s e ł k o w a t a  (n. Fisch oder Linsentrdger a. the 
bowstring suspension girder, cz. nośnik diceparabolicki) (rys. 141)
o obu pasach symetrycznie parabolicznie zakrzywionych.

d) B e l k a  s i e r p o w a t a  (rys. 144) (n. Sicheltrdger) o obu 
pasach w jednym kierunku zakrzywionych, używana zwłaszcza 
do dachów.
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§. 75. Przybliżone wyznaczenie s ił wewnętrznych.

1. P a s y .  Według, rów. 214) jesfc S — — — siecz cr, zaś we­

dług równania 219) h =  OM, więc dla zupełnego obciążenia 

S = ----^  siecz a. Niechaj ■4-=Cr1, to

s , - - ą s i e o , m  ;  . . . . ; 221
o 2 =  +  V i  s i e c z  x! '

Według poprzedniego paragrafu jest też hl =-^-Cql2, więc
1 „  ^
C ~ Ci~  8 Ę .....................................  222)

 ̂\
K ąty z 1 a są zwykle bardzo małe, zatem siecz z i siecz o 

mało się różnią od jedności. Jeżeli jeden pas jest poziomy, to 
dla niego a lub x—Q, więc siecz a lub siecz t==1. A więc siły, 
działające w pasach, są prawie stałe, w pasie prostym zupeł­
nie stałe.

2. K r a t a ,  Dla zupełnego obciążenia i dla ciężaru sta­
łego Y =  0 według założenia. Chodzi jeszcze tylko o obciążenie, 
częściowe najniekorzystniejsze. Wedle rów. 220).

zaś d [r—~\= = ^^-dx.

Wstawmy te wartości i wartość za 71 w rów. 217) i 218), 
a otrzymamy

. px2(l — x)2 —47^ p x (l —x)
na,w (+ T )—  , ( ) J ^  ■ — " H i —  ' 223)

i -----p -----

Dalej otrzymamy
. px2(l— x)2 4 7ij p x (l — x) n(jA

n a ;« » ( -T )= ------w /— U  /2 ~  a i • 224>
2 7.4/żj p

Widzimy więc, że T  jest w każdym przekroju dodatnie 
i ujemne i że najiv (+ Y )=  — najio (— Y).



Nazwijmy moment dla obciążenia zupełnego M-, to M .=
p M---\qxQ, — x), a wtedy najw (± 7 )= = ± —?—: , a, ponieważ M : =Lq

h 8 7i1 . ql2h
" C ' C~ W '  W1,° * “ 8 V  * zatem

- 1 5 8 -

. , , pilinajw 225)

Najw  ( d t l r) jest więc proporcyonalne do wysokości belki 
w danym przekroju, a ponieważ D — Y  siecz a, więc

najw (± jD )= i-^—h siecz a = ± ^ p - ,  . . . .  226)
o  łl  ̂ O łl^

gdzie ^  jest długością krzyżulca. A zatem siła, działająca w krzy- 
żulcach jest proporcyonalna do długości krzyżulców, jeżeli p 
jest stałem.

§. 76. Linie wpływowe belki górnoparabolicznej.

Z rozmaitych rodzajów belki parabolicznej jest belka gór- 
noparaboliczna najwięcej używaną, zastanowimy się więc nad 

r v s . 14-5. nią bliżej i wyznaczymy najprzód dla
nieJ linie wpływowe.

i .  P a s y .  Siła wewnętrzna w pa- 
¿¿aĄoorny sie dolnym jest dla ciężaru jednostaj-
' \ t nego stałą, więc powierzchnie wpły-

-l:- .wowe (rys. 14-5) dla rozmaitych x
/'"V "pi[i muszą być równe, a zatem wierz-

■ r'"''-'-.. \h chołki c, & leżą na linii poziomej.
* aZ. ,'j-''yr' Jeżeli siła P  działa w punkcie C, to

^ ^ < L x r - . ze względu na punkt C
(Z — x) . , A1 x ( J ~ x )

M —P  —j-------------------------- , a ponieważ /i= 4  hl -¿2 » więc
M  PI ,
t = u r s , ~ c d ..........................  227)

Pas górny jest zakrzywiony, więc 
„ M  . PIo., =  -— siecz a = - 7-7—siecz a . . . . .  228)h 4 '

Chcąc wykreślić linię wpływową dla części D'C‘ pasu gór­
nego, jeiełi bierzemy moment ze względu na punkt O, kreślimy 
z  punktu d' d‘e prostopadłą do części pasu D'C‘ aż do przecięcia



— 159 —

jpi
się z poziomą przez ct w punkcie e, to zaś e$' =

PI PI=  CjiZ'siecz CT=^y-- siecz a. Zróbmy teraz c2cZ‘=  cZ'e — siecz a

i połączmy c2 z a' i to a'c2&‘ jest linią wpływową dla czę­
ści pasu górnego C'D‘.

2. K r z y ż u l c e .  Linie wpływowe dla krzyżulców możemy 
wykreślić według ogólnego sposobu, lecz dla belki parabolicznej
0 kracie pojedynczej uzyskujemy pewne uproszczenia, jakto 
M e l a n * )  wykazał. Udowodnił on mianowicie, że wierzchołki 
trójkątów wpływowych leżą na linii prostej. Dowód Melana, jako 
dość długi, opuszczamy i podajemy tylko wyniki.

Chcąc wyznaczyć linie wpływowe sił wewnętrznych w p r z e ­
k ą t n i a c h  belki parabolicznej, przedłużmy belkę A B  (rys. 146) 
do C o długość a, rów ną odstępowi poziomemu dwóch węzłów
1 wykreślmy pionową w punkcie C, zróbmy CC‘—P =  1 i połączmy 
C' z D, to na C'D leżą wierzchołki trójkątów wpływowych. 
W ystawmy w punkcie D  pionową DD ‘= P =  1, to D D ‘ posłuży 
nam do wyznaczenia drogiego szeregu wierzchołków w sposób, 
uwidoczniony na rysunku.

rys .146 rys. 147.
1/

j f l M E T  •

i - — .

Z rów. 223) i 224) wynika, że powierzchnie wpływowe 
ujemne i dodatnie będą równe.

Jeżeli mamy gibkie przekątnie podwójne, to postępujemy 
według §. 68.

Dla słupów otrzymujemy także linie wpływowe w po­
dobny sposób (rys. 147). Przy podwójnych krzyżulcach uwzglę­
dniamy wywody §. 68, przyczem przy obciążeniu częściowem

*) M e 1 a  n. Beitrag zur graphischen Behandlung der Fachwerksträger. 
Zeitschrift des Hann. Ing. u. Arch. Vereines 1880.
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słupy pracują tylko na ciśnienie. Przy obciążeniu zupełnem po­
wstaje w każdym słnpie ciągnienie, równe ciężarowi węzłowemu 
dolnemu, jakto w następnym paragrafie zobaczymy.

§. 77. S iły wewnętrzne przy obciążenia zupełnem.

Dla obciążenia zupełnego, jednostajnego zmienia się moment 
według paraboli, zatem jest on próporcyonalny do wysokości.

, /  /]//" 71//\ ¡ft
a) Ś c i ę g n a .  W edług równ. 186) Y =  ---- /T j ~~ (ry s*

148), a ponieważ dla obciążenia zupełnego ciężarem jednostajnym 
M" M ‘

za êm ^ ^  Oi p r z y  o b c i ą ­

ż e n i u  z u p e ł n e m  ś c i ę g n a  w c a l e  n i e  
p r a c u j ą .

b) S ł u p y .  Dla równowagi węzła dol- 
nego (rys. 149) F = P , 229)

rys.149 gdy P  oznacza ciężar, działający w/węzte C.~^°
v  A  więc s ł u p y  p r a c u j ą  p r z y  z u p e ł n e m

1 t o b c i ą ż e n i u  n a  c i ą g n i e n i e .  Ciężar wę-
1 y ki złowy górny nie wpływa wcale na V.

jT
c) P a s y .  Ponieważ w ścięgnach niema żadnego natężenia, 

zatem składowe poziome sił, działających w pasach, muszą być 
stałe, a więc

S/= -  siecz er, S, =  - f |~ -  . . , . 230)

MDla układu ciężarów skupionych nie będzie wszędziełl
stałe, bo h zmienia się według paraboli, a M  tylko w przybli­
żeniu według paraboli. Tu więc wyniki powyższe będą tylko 
w przybliżeniu prawdziwe. Dla dokładnego obliczenia najlepiej 
użyć tu ogólnej metody.

§, 78. Największe siły  wewnętrzne.

1. P r z e k ą t n i e .  Jeżeli mamy podwójne przekątnie gib­
kie albo przekątnie pojedyncze tęgie, to dla rzędu krzyżulców 
na prawo spadających musi być prawa strona belki obciążona, 
dla lewych lewa strona aż do punktu obojętnego.
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a) O b c i  ą ż e n i  e j e d n o s  t a j  ne.
a) K r a t a  p o j e d y n c z a .  Niech rys. 150. przedstawia li­

nią wpływową siły wewnętrznej w przekątni, to według rów. 195)

In ■ ■am

&

. 7 r >
- y K j i  \ \ /  ! /

„A • >i a. w

Podstawmy w tem równaniu m=c, x '~ x —a, a otrzymamy
( l + c ) ( x - a )  _ _ ■ 231)

** i (6 — a) — oc
Dla największej siły wewnętrznej w krzyżulcu C P jest więo 

obciążona belka na prawo od p. F, jeżeli nie uwzględnimy cię­
żaru od F  aż do punktu obojętnego, a wtedy siła poprzeczna 
działa w A, więc L A = c .

Według równ. 220) jest h " = — w^ °  

hh‘= ~ ‘i ( x — a) (l — a;+a).

Z rysunku widzimy, że b = h ". dot o=h"
h "  — h ‘ , c=& — x. Podsta­

wiwszy wartości w tych równaniach, otrzymamy
4 x(l —  x)h i l 2 x ( l — x)

P

stąd

’4 (Ź— 2xĄ-a)hl I — 2 x +  a
{x— a)(l — x+ a )

Z — 2 x+ a  
\

x{x  — a)
Jj 2 66

282)

233)

234)

T oorya m ostów  I . 11
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Wstawmy teraz w rów. 231) wartości za (b — a) i c z rów. 
233) i 234), a otrzymamy

, 1 — x + a
A O  ----- t  , Ol • » •2 1 +  a

Najio (+ Y ) otrzymamy według rów. 198)

235)

najw 7= ( l— a — x ')2mn p
In — ani 2 b 

Wstawmy znowu wartości za x '= x — a , n= 
(Z—x)2c(b — a)p

a , 771=

a otrzymamy najw Y  

za (b
[Z {b— a) -  ac]2 6

a), b i c z  równ. 232) do 234), otrzymamy 
p(x  — a)(l — x + a )

, a wstawiwszy wartości

najw Y= 236)
2 (1+a) ' * ‘

Z równania tego widzimy, że najw Y  zmienia się według 
paraboli.

/?) K r a t a  w i e l o k r o t n a .  Tu musi być belka obciążona 
dla najw Y  aż do sąsiedniego węzja K  (rys. 151.), a ponieważ 

w węźle G nie działa wtedy żadna siła i 
r y s  . J 51. siła poprzeczna Q zaczepia w lewej podporze,

— otrzymamy według rów. 180) najw Y= Q -

a ze względu na rów. 232.) i 28^/), 
x  — a ,najw Y=
1 - x

237)

ry s .152

b) O b c i ą ż e n i e  u k ł a d e m  c i ę ż a r ó w  s k u p i o n y c h .  
Tu obliczamy najw Y  najlepiej zapomocą linij wpływo­

wych lub według jednej z metod ogólnych.
2. S ł u p y .  Słupy obliozamy tylko 

dla układu, dla którego ścięgna pracują 
na ciągnienie. Tu zostają rów. 232), 233) 
i 234) ważne, jeżeli zastosujemy je  do 
rys. 152). -*) 'Rndou

Podstawmy w równ. 195) m=c,
, -U L > (¿ +  «0*x = x ,  m=p, a otrzymamy — —a,

a jeśli wstawimy w to równanie wartości za b i c z rów. 232)
i 234), otrzymamy

(1 — x) (1 + a — x)

«-G- —— X  : —*
j*......1>......*

x 2'=
1(1 —  x) —  a ( x — a)

a . 238)
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Wstawiwszy te same wartości za m , x‘ i n w równ. 198),

otrzymamy najw Y= (l — a — x)2c p
Ib — ac

tości za b i c z równ. 232) i 234),
p (1 — a —x )2(x

—, a wstawiwszy jeszcze war- ¿i

najw Y= a)
2 1 (1 x) — a (x — a) ' ■ ' ’ 239)

-¿J Dla kraty w i e l o k r o t n e j  otrzymamy zupełnie w ten sam

sposób, jak  dla przekątni, najw Y = l — x 240)

§. 79. Przykład.
D a n e .  Most jednotorow y o rozpiętości 2 7 « . Belki głów ne górnopa- 

rabołiczne z k ra tą  p rostokątną o podwójnych., gibkich przekątniach. W y­
sokość belki 4 m, odstęp węzłów Si». Ciężar w łasny belek głów nych wynosi 
wedle §. 2. 80 Z= 3 0 .2 7  =  810 Icgjm , ciężar podłużnie 26 + 4 4 .3  =  158kg/m, 
ciężar jednej poprzecznicy G =  29 (4,6 — 0,83 .1,5) (3 +  4 ,3 )= 711  więc n a  

711l m  b. - ^ -  =  237kg/m, ciężar pom ostu niech będzie 460kg/m, zatem  ciężar
U

całkow ity  n a  jedną belkę g —  i (8 1 0 +  158 +  237 4- 460) = 8 3 2 iy/?« , c iężar 
w łasny jednej belki 405 kg/m, z czego przypada połowa n a  pas górny, a po­
łow a n a  dolny. Ciężar pomostu wynosi na jedną belkę 0,225 ł/m i  działa n a  
pas dolny podobnie ja k  i  ciężar pokładu i (158+237) =  197 kg/m. Ciężar 
węzłowy dolny je s t więc (?] =  3(0,2025 +  0,225 +  0,1975) =  1,875i, zaś ciężar 
węzłowy górny ff2 =  3.0,2025 =  0,6081. Ciężar ruchom y przyjm ujem y wedle 
rozporządzenia austryackiego dla m om entów 6185 kg/m , n a  jedną belkę 
3,0925t/m,

O b l i c z e n i e .  W ysokości słupów (rys. 153.) dadzą się obliczyć z rów. 220) 

h =  47ijy  ^1 — — 4 . 4 ( l  — y j . W staw iw szy x  = 9 a,

16a =  3m, o trzym am y h —  ^ r m (n -Ol ■ m) =  0-1975 m  X  (« — m)-

rys .153

m M.

A zatem 
o trzym am y

dla » i = l  2 3 4
h =  1,580* 2,745 3,555 3,950 »i.
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1. P a s y .  Największe siły  w ew nętrzne pow stają w pasach przy ob­
ciążeniu zupełnem , a zatem  v ^  i! —  3,0925 U- 0,832 =  3,925 t/m. Siła. 
w ew nętrzna w  pasie dolnym  je st s ta ła  i wynosi w edług rów. 230) S% =  
ę ! 2  3,925.272
8Äj 8 .4 =89'41. Siła w,ewnętrzna w pasie górnym  je s t S1= 89 ,4  siecz o.

Natężenie dopuszczalne je st wedle rozporządzenia austryackiego 

754 kg/cm\ więc przekrój teoretyczny pasu dolnego vl2 =  =  118,6 cm1.

hm— hm—1 0,1975.D la pasu górnego otrzym am y s t a < [ ? » (» —  n i) —  (m  - j-3 3
— 1) (n — m 1)] == 0'0658 (10 — 2 m). Siecz n =  \ / l  -j- s t 2 o. N a tej podstaw ia 
obliczyliśmy następną tabliczkę.

Część pasu 
górnego S t <3 siecz o 5, Przekrój teo- 

retyczny  Ax
t cm2

A 1 0,526 • 1,130 1 0 1 , 0 134,0
I I I 0,395 1,075 96,1 127,5
I I  I I I 0,132 1,008 90,1 119,5
I I I  IV 0 1 89,4 118,6

2 P r z e k ą t n i e .  Ciężar w łasny nie spraw ia w  przekątniach żadnyck  
natężeń. Największe siły w ew nętrzne w  przekątniach otrzym am y w przy­

bliżeniu z rów. 226) najio D —  =  0,8487 pl. , przytem je s t dla
o  /¿i o . 4

i', * Ä ^ ^ .jp rz e k a tn i ,  spadających n a  prawo, Z, =  \Z h 2m—i +  3 2 =  \ / 9  +  7i!m—i , a p
trzeba przyjąć dla długości (l—ma) w edług rozporządzenia m inisteryalnegof*'^* ¿) 
i podzielić przez 2. N a tej podstawie obliczyliśmy następującą tabliczkę

Przekątnie h l — ma V najw D
m m t/m t

I  2 3,390 2 1 3,765 10,75
I I  3 4,065 18 3,980 13,63
I I I  4 4,651 15 4,250 16,65
IV 5 4,910 1 2 4,700 19,64
V 6 4,960 9 e,400 22,55

VI 7 4,651 6 6,600 25,85
V II 8 4,065 3 8,600 29,45

D okładniej obliczymy najw D w edług rów. 235) i 236), a więc
l — x  4 - a n — m 4 -1  10 — mx2‘ —  — — —■— a —  — -—~ — a —  —^ — a.

l +  a n -f- 1 10

Naiw y  -P O - « ) ( * - ” +«)  q „ (>»- 1)(10-»Q 
X  2 {l +  a )  ~  1 20

a  / ———----- — •
S t a  =  —----- , siecz a  =  y  1 S t2 a.Ilm— 1
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Na tej podstawie obliczyliśmy następującą tabliczkę:

P rzeką­
tn ie m *»* z -(* +

—«+*»') V
najw 

V Y

t

s ta siecz a
najw

D
Prze­
krój 

teor. A
m m ł/m t cm5

I  2 2 2,4 2 1 , 6 3,744 4,49 1,900 2,147 9,64 1 2 , 8

I I  3 3 2 , 1 18,9 3,899 8,19 1,093 1,481 12,13 16,1
I I I  4 4 1 , 8 16,2 4,142 11,18 0,844 1,308 14,62 19,4
IV  5 5 1,5 13.5 4,475 13,44 o;?59 1,254 16,85 2 2 , 2

V 6 6 1 , 2 1 0 , 8 5,380 16,14 0.759 1,254 20,24 26,7
V I 7 7 0.9 8 , 1 5,760 15,55 01844 1,308 20,34 27,0

V II 8 8 0 , 6 5,4 6,840
■

14,36 1,093 1,481 21,23 28,2

Z porów nania obu tabliczek w idzim y, że w ynik i przybliżone różnią 
się  bardzo od dokładnych zwłaszcza z powodu, że ciężar zastępczy zm ienia 
się  bardzo w raz z długością obciążoną. Jeżeli więc już chcemy używać 
sposobu przybliżonego, należy ciężar zastępczy obliczać dla długości obcią­
żonej od punk tu  obojętnego do podpory, uw zględniając rów. 235).

W  przekątniach, spadających n a  lewo,  działa ją  te  sam e siły  we­
w nętrzne, lecz w przeciw nym  porządku n. p. siła  w ew nętrzna w V III  7 
je s t ta k a  Sama, ja k  w I 2.

3. S ł u p y .  Ciężar w łasny spraw ia w edług rów. 229) ciągnienie 
V9=  1 , 8  75 t. N ajw . ciągnienie w skutek ciężaru ruchomego pow staje także 
przy obciążeniu zupełnem i w tedy także ciągnienie rów na się ciężarowi 
węzłowemu. Jako ciężar zastępczy przyjm ieniy tu  ciężar zastępczy dla mo­
m entów  dla rozpiętości 2 a — Gin,  zatem  p —  i  10,9 =  5,45 t/m. Ciężar wę- (
złowy wynosi więc 3.5,45 = 1 6 ,3 5 1, zatem najw (-|- Vp ) =  IG,35 t.

'Największe ciśnienie otrzym am y dla obciążenia jednostronnego. Gdy 
przyjm iem y jak o  działające krzyżulce n a  prawo spadające, to dla m  - go 
słupa wyznaczym y x2‘ według rów. 238), m ianowicie

t _ (Z — x) (Z -j- a — x)
X* l(J — x) — a (x  — a) ° ’

W staw iw szy Z =  27, a =  3, x  =  3 m, otrzym am y 
( 9 - » Q ( 1 0 - » i )

2 9 ( 9 — m )—  (wi—1) !
a  najw Y  według rów. 239)

naiw Y — Ł  (l ~ a — x )* (x  ~  a) =  (8 — »0* (m — 1)
4 Z (Z — x ) — a(x  — a) 4 9 (9 — m) — (m—1)

Nakoniec m am y najw {— F) =  — najmn Y.
Pizekroje dla porów nania obliczyliśmy także n a  podstaw ie wzoru 

W eyraucha ,  =  7 0 0 ( 1 ± K ) ,  przyczem g d j*
tu  najmn J \ je s t ujemnem.

Z porów nania przekrojów, obliczonych w edług obu sposobów, w i­
dzimy, że przekroje słupów, obliczone n a  podstawie natężenia dopuszczal­
nego, przyjętego w edług rozporządzenia austryackiego, są za małe.

N a tej podstaw ie obliczyliśmy następną tabliczkę:
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#2 / l — x+
P

najto najto
n

r Przekrój
teoretyczny

T

WE-

Słup m — x%' { - n ) ( + * > ) najto najmn
wedle
rozp.
anstr.

wedle
Weyr.

dług
Weyr.

m m t/m t t t -t t cm- cm~ fr/7/cm3

1 I 1 3 ,0 21,0 7 ,5 3 0 0 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 8 , 2 3 + 1,88 2 4 ,2 2 5 ,0 7 2 8
2  I I 2 2 ,7 1 8 ,3 7 ,9 0 6 —  3 ,4 4 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 8 , 2 3 - 1 , 5 6 2 4 ,2 2 8 ,7 6 3 4
8 I I I 3 2 ,4 1 5 ,6 8 ,3 9 2 — 6 ,0 5 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 8 , 2 3 - 4 , 1 7 2 4 ,2 3 0 ,7

3 5 ,0
5 9 3

4  I V 4 2,1 1 2 ,9 9 ,1 3 0 - 7 , 8 3 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 S ,2 3 — 5 ,9 5 2 4 ,2 5 2 2
6 V B 1,8 10,2 9 ,9 4 0 - 8 , 3 9 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 8 , 2 3 — 5 ,5 1 2 4 ,2 4 1 ,q 4 4 4
6 V I 6 1,6 7,4 1 2 ,0 8 0 — 8 ,2 4 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 8 , 2 3 — 6 ,3 6 — — —

7  V I I 7 1 ,5 4 ,5 1 4 ,8 0 0 - 5 , 5 5 + 1 6 , 3 5 + 1 , 8 7 5 + 1 8 , 2 3 - 3 , 6 7 -- -- --

Poniew aż założywszy działanie przekątni, spadających  na lewo, o trzy­
m am y najto Vp tak ie samo, lecz w  przeciwnym  porządku, więc dla słupów 
sym etrycznie położonych należy w ybrać w artości w iększe, uw ydatnione 
tłu s ty m  drukiem .

XIV. O d m ia n y  b e lk i  p a ra b o lie z n e j .

§. 80. Zasada belki Paulego.

W belce parabolicznej jest siła wewnętrzna w pasach 
prawie stała, zmienia się tylko według siecz a. Dla belki oseł-

kowatej i dla-y- =  g:siecz a =1*03, więc siła zmienia się tylko o 3°/0.i
P a u l i  starał się wynaleść taki kształt belki, aby siły we­
wnętrzne w pasach były zupełnie stałe. Wtedy może też być 
przekrój pasów na całą długość belki jednakowym. .

Belka taka musi być przedawszystkiem ze względu na śro­
dek belki symetryczną,, bo niema powodu, aby lewa strona 
belki była inną, niż prawa. W  belce takiej będą oba pasy 
w środku poziome, tam musi też być siła wewnętrzna w obu

Mpasach jednakowo wielką, bo jest takie samo dla obu pasów,tl
a a—z=  0. Ponieważ siła wewnętrzna ma być w pasach wszę­
dzie jednaka, więc musi być także w każdym innym przekroju 
dla obu pasów jednaka, chociaż pasy nie są równoległe. To jest 
tylko możliwem, gdy cr=T, więc, gdy belka będzie miała kształt

osełko waty, gdyż —S t — --- siecz a może być równe S%—~  siecz % 

tylko, gdy o—i.
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§. 81. Kształt belki Paulego.
Siły wewnętrzne w pasie otrzymamy w przybliżeniu bez

M
względu na znak według rów. 175) i 176) 5 = -^ -siecz er. Dla cię­

żaru jednostajnie ciągłego mamy 
■\qxQ,—x), a z rys. 15*4:ry s . 154

-C

i
%I

t i l  * z --■i

M=

siecz 0_ V T + i t v _ V i + ( ^ ) ,

zatem S 2 h

Dla x= -ir- jest
Ci

ąP
fO ?  zatem8 h

<P qx(l-
2 h

albo
P

4 h.
_ x ( i~  ® )y1 + 4 |< ^

h

# +  

(̂cZa:r -  •
241)

Ponieważ belka ta jest bardzo zbliżona do belki paraboli­

cznej, więc dla wyznaczenia ^  możemy w przybliżeniu przyjąć,
(XX

. A \ x ( l —x) . dh 4
jak dla paraboli, A = — ------ , więc — 2x).

Dalej wiemy, że gdy a jestf bardzo małą liczbą, wyraz
yi-f-a możemy rozwinąć w szereg i po opuszczeniu dalszych 
potęg napisać Y I+a==l +Ą-«2; a zatem

'dh\*
i  +  ̂ T x )

2 2 (i - ■ 2 x y

Wstawiwszy to w rów. 241), otrzymamy

JlL----xA l ~ ^ l  [i +  2. (l — Q»* 2

x ( l — x ) r 9/1, 2 / v\*l
4 \  

h = 4 k 1:

2 a:)2], a stąd

. . 242) 

a tego samego
¡ S b ^ ( - p

Rów. 242) jest czwartego stopnia i daje h d 
hi nieco większe, niż dla paraboli. Siły wewnętrzne najlepiej 
obliczać według ogólnych sposobów powyżej podanych.

§. 83. Belka paraboliczna n ie z b ie ż n a /^ t» ^ ^ //^ » ^ ^ ,/ar ,>)
Oprócz belek parabolicznych zbieżnych (rys. 155), o któ­

rych dotychczas mówiliśmy, używane są także b e l k i  p a r a -
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b o l i c z n e  n i e z b i e ż n e  (rys. 156.) (n. Halbparabeltrager),
których pasy w obu końcach belki nie scbodzą się i które już 
na podporze mają pewną wysokość h0.

Jeżeli pas dolny jest prosty, 
to równanie linii pasu górnego 
jest wtedy

rv 'ś:J5 '5 7 j, , , n  ,  v |p — 0i I 01h= h0 + 4  (hi — 7i0)-—jy .— • 243)

Ą<;b<

. 156.

A t

rvs .  I 57

l
Powód, dla czego używamy 

belek tego kształtu, leży w ustroju 
mostów. Często potrzebujemy na 
podporze pewnej wysokości, choć­
by tylko dla poprzecznio, cza­
sem chcemy mieć większą wy­
sokość belki, aby urządzić górą 
tężniki.

W porównaniu z równie wy­
soką belką równoległą potrzebuje 
belka paraboliczna niezbieżna 
mniej materyału, więcej jednak, 
niż belka paraboliczna zbieżna.

Siły wewnętrzne i tu 
wyznaczać będziemy we­
dług ogólnych sposobów, 
podanych powyżej. Dla po­
równania podamy tu  siły 
wewnętrzne w pasach i 
krzyżulcach dla trzech ro­
dzajów belek: równoległej, 
parabolicznej ' zbieżnej i 
niezbieżnej (rys. 157) o rów- 
nej wysokości. W belce pa­
rabolicznie niezbieżnej jest 
siła wewnętrzna w pasach 
dla małego h0 prawie stałą, 
dopiero przy podporach na­
gle spada do zera.

Siła Y  w A  i C jest taka sam a, jak  dla belki równole­
głej. Z punktu A 1 ‘ spada tem szybciej, im mniejsze jest h0.
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§. 83. Przykład. Obliczenie dla obciążenia układem ciężarów
skupiony cli. ^ .¿ ¿ M

Ponieważ dla belki parabolicznej niezbieżnej nie dają się 
uprościć wzory ogólne, więc obliczamy siły wewnętrzne wedle 
wzorów ogólnych. Przykład, który tu podajemy, będzie więc za­
razem przykładem dla belek o pasach dowolnie zakrzywionyęk.

D a n e .  M ost kolejowy dw utorowy o rozpiętości 36 w i dwu belkach 
parabolicznych niezbieżnych. W ysokość na podporze /¡0— 3 m, w e środku 5 m 
(tabl. I I I ) .  Odstęp węzłów 3,6 m. Każdą belkę należy obliczyć dla obciążenia 
jednego to ru  pociągiem norm alnym  austryacldm . Ciężar w łasny przyjm ujem y 
w edług §. 2. g =  0,49 P +  12 l Ą - 1800. Dla 1 =  36 otrzym am y g =  2857 kg/m, 
a dla jednej belki i 2857 =  1428 kg Im. Z tego w ypada 450 kg/m n a  pomost,

700ciężar pokładu wedle s tr. 10. 98 -j- = ■ =  98 +  194 =  292 kg/m , w ięc ciężar
o,o

belki głównej wynosi 6 8 6  kg/m. Na pasie górnym  cięży więc gl =  j 6 8 6  kg =
=  0,343 tjm, a  na dolnymj;0,343 +  0,450 +  0,292 =  -j- 1,085ł/m, a  ciężary w ę­
złowe są £rj =  0,343.3,6 =  1,235 t, ff2=  1,085 X 3,6 =  3,9061.

A. O b l i c z e n i e : '

W ysokości obliczymy z rów. 243) h =  3 +  4 ( 5 —3 ) - — ^ ——, albo, je ­

żeli x  =  ma =  3,6 m, h =  3 +  8  — --- 2 =  3 +  0,08 m (10 — m), S tąd  otrzy­

mamy:
dla m —  1 2 3 4 5

h =  3,72 4,28 4,68 4,92 5,0»».

1. P a s y .  Dla ciężaru własnego otrzym am y oddziaływ ania 4,5 (1,235-{- 
-j- 3,906 = 2 3 ,1 4  t. M oment ze względu na pun k t m jest .5/^= 23,14 ot 8 ,6 -j-

— {m — 1) 5,14 i  ~  8 , 6  =  92,558 m — 9,254 w f =  9,254 m (10 -  m).

Dla ciężaru ruchomego obliczono najto M w edług §. 16, przyczefn dla 
w ęzła drugiego s ta ła  na węźle 2  oś, zaś dla następnych węzłów 3 oś paro­
wozu. Dla węzła 5. otrzym aliśm y

O, =  3 <5 [52 (84,2 +  18,6 +  3,0) +  30 (2_6,4 +  0,8)] =  111,61,
M  =  Oj 18 -  52 . 16,2 -  30 . 8,4 — 26 .1,8 =  2008,8 -  842,4 — 252 —

— 46,8 — 867,6 łm.

Dalej m am y s t a =  ~  1 =  • ( 3 0 , 0 8 m (10 — m) — 3 — 0.08X
0 , 0  w o

X (m — 1) ( 1 0  — m + 1 ) =  -¡hr- (0 , 2 2  — 0,04 m), siecz a =  \ /  1  s t 2 o.
Uj*7

S iła w ew nętrzna S = ^ - s i e c z  o, a przekrój A —  , przyczem x= 700+

-j- 2.36 =  772 kg/cm1 wedle rozporządzenia austryackiego.
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Na tej podstaw ie obliczyliśmy następną tabliczkę:

Część pasu

dSa
aU O
.aa 
5  rco > 
c3t*Ti
5

M p M g h
M q

h

Si
ec

z 
a 

dla
 

pa
su

 
gó

rn
eg

o

S iła w e­
w nętrzna 
S  w  pasie

Przekrój 
teoretycz­
ny  A  pasu

gór­
nym

dol­
nym

gór­
nego

dol­
nego

tm im tm m t t i cm5 cm2

A I 0 0 0 0

12 i  0 I 2 335,9 83,3 419,2 3,72 112,7 1,020 114,9 112,7 148,8 146,0

23 i I  I I 3 570,5 148,1 718,6 4,28 167,9 1,012 169,9 167,9 220,1 217,5

34 i  I I  I I I 3 754,8 194,3 949,1 4,68 202,8 1,006 204,0 202,8 264,2 262,7

45 i I I I  IV 3 829,4 222,0 1051,4 4,92 213,7 1,002 214,1 213,7 277,3 276,9

IV  V 3 867,6 231,4 1099,0 5,0 219,8 1,000 219,8 219,8 284,7 284,7

2. P r z e k ą t n i e .  Dla ciężaru własnego je s t dla p rzekątn i, n a  lewo] 
spadających, m tego przedziału Qg =  23,14 — (m  — 1) 5,141, Mg obliczyliśmy 
już  poprzednio.

Dla ciężaru ruchomego obliczamy siły poprzeczne na podstaw ie §. 14, 
przyczem staw iam y dla pierwszego przedziału drugą oś na praw ym  węźle, 
dla innych przedziałów pierw szą oś. 'W  pierwszym w ypadku je s t M =  
=  O j»— Pl e, w  drugim  M —  O,x.

W edług równ. 183) je s t  — ~ s t  a, bo t  =  0 .7 i i s t a znam y z po­

przedniego, mianowicie h =  3 4- 0,08 m (10 — m), s t  a =  (0,22 — 0,04 ?«).
u,y

3 $ ....
Nareszcie D =  Ir  siecz «, przyczem s t  a =  ■- , siecz a — \ /  1 +  s t2 a,

hm—i
13 1 2Dla przekątni 0 1 otrzym am y Qp —  97,63----- - =  93,3 t, dalej we-pjt)

dle poprzedniego S f =  335,9, /(=  3,72, ster =  0,2, w ię c ~ s t c x =  o,2 =
h o,i2

=  18,1; YP =  93,3 -  18,1 =  75,21.

Dla przekątni 1 2  otrzym am y 01= 3'6 [52 (27 +  11,4)4-30(19,24-3,6)] =  

=  7 4 ,5 =  ęJ).A f= 7 4 j6 .7 ,2 = -5 3 6 ,l, /( =  4,28, s t  o =  0,1555, s t a  =  19,5,

Yp =  74,5 — 19,5 =  55,01.
P rzekątnie n a  lewo spadające urządzam y tak  daleko, dopóki jeszcze 

otrzym ujem y ciągnienie.
Na tej podstaw ie obliczyliśmy następną tabliczkę:
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3. S łu p y .  Chcąc wyznaczyć siłę w ew nętrzną w  słupach, przecinam y 
je ukośnie równolegle do przekątni.

D la ciężaru w łasnego otrzym am y więc siłę poprzeczną dla słupa witego 
Qg =  23,14 — (»« — 1) 5,141 — 3,906 . Mg , h i s t  o znam y ju ż  z poprzedniego.

Dla ciężaru ruchomego otrzym am y najw (— F ) dla » itego  słupa dla 
tego sam ego położenia pociągu, co dla p rzekątni (wi ?» -)-!), spadającej na

lewo, otrzym am y więc V — Y — Q — ~ s t n ,  przyczem w artość dla Q je s t ta

sam a, co dla przekątni (m m 1), M je s t mniejsze o 3,6 Qp, czyli M p =  
=  Qp m . 3,6, a li i  s t a  te same, co dla p rzekątni (m  — lwi).



S łu p Qp MP Mp ,----st ah
Najw

Yp
Qg Mg..s t ali r f — najw

( -  V)

P o ­
ciąg
sięga

do
węzła

Mp Mg M
h St (J

Najw

( + n
A

t im t t ł t t t tm tm t t cm2

A 0 93,8 +93,3 + 24,4 0 +24,4 -1 1 7 ,7 -2 4 ,5 152,5
0,2

1 I 74,5 268,2 -r-14,4 +60,1 +19,2 - 4 ,5 +14,7 —74,8 — ■ — — — - 9 ,9 96,9
0,156

2 II 58,5 42J ,2 —15,4 +48,1 +14,1 - 5 ,5 + 8 ,6 -5 1 ,7 2 210 146 84 + 3 ,7 67,1
0,111

8 I I I 46,3 515,4 —12,2 +34,1 + 9 ,0 - 4 ,6 + 4 ,4 -3 8 ,5 4 465 191 141 + 6 ,3 50,0
0,067

4 IV 31,7 457,3 - 6 ,3 +25,4 + 3 ,8 - 3 ,0 + 0 ,8 —26,3 7 756 219 199 + 8 ,6 34,1
0,022

5 V 22,2 399,6 - 1 ,8 +20,4 —1,3 - 1 ,0 - 2 ,3 -18 ,1 B 868 228 219 + 9 ,7 23,4
-0 ,0 2 2

6 VI 14,1 304,1 + 1 ,3 + 17,4 —6,5 + 1 ,0 —5,5 — 11,9 — — — — — —

7 VII 7,8 196,5 + 2 ,7 +10,5 -1 1 ,6 + 2 ,8 - 8 ,8 - 1 ,7 — — — — — —
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węźle Mp Mg M h

2 510 146 656 3,72
3 675 191 866 4,28
4 756 219 975 4,68
5 774 228 1002 4,92

Najw V) otrzym am y w tedy, gdy żadna z p rzekątn i, u odnośnego 
słupa u górj’ się schodzących, nie działa. Jeśli belka je s t zupełnie obciążona, 
to działa ją w  lewej połowie belki przekątnie, spadające n a  prawo. Jeżeli 
pociąg nie sięga aż do B, lecz do węzła 9, 8 lub 7, to w skutek tego cią­
gnienie w przekątniach tych się zm niejsza. Ciągnienie to spadnie w prze­

kątn i (wt m - f -1) do zera , jeśli =  ̂ ^ 1 - .  Dla tego położenia otrzym am y
hm hm+ 1

najw ( +  Vm) =  (st cm-fi — s t  am\  przyczem Mm oznacza m om ent w  skutek
hm

ciężaru ruchomego i  własnego. Cofamy więc pociąg ta k , aby pierw sza oś 
zn a jd y w ała  się w 9, w 8 , w 7 itd. i d la słupów 2 , 3 ,  4, 5 w yznaczam y

I  tak  np., gdy pociąg sięga od A do 7, otrzm am y

3£ 
li

153 
185 
198 1 
200 1

Siła więc D  w  przekątn i IV 5 je s t praw ie rów ną zeru. P rzy  bardzo

m ałem  jeszcze cofnięciu pociągu, otrzym alibyśm y w węzłach 4 i 5 ~ = 1 9 9 .

D la tego obciążenia otrzym am y najw (-|~F4) =  199 (0,0667 — 0,0222) =  4 - 8,6. 
Najw ( +  F5) otrzym am y dla tego samego obciążenia, co najw S  w IV  Y

i V VI, w ięc •—  =  219.

Słup 1 1 m usim y osobno obliczać. N aj niekorzystniej na ciągnienie je s t, 
gdy długość A I  je s t obciążoną, a  pierw sza oś parowozu stoi na 1. W tedy 

B9 SA 9
0l =  =  49,4 t, Qp =  49,4 - 5 2  =  — 2 ,61, Mp= 4 9 ,4 .3 ,6  — 52 .1 8  =

ob
84 o

=  84,2 tm, Yp — — 2, 6— 0,2 = — 5,1 i. W ięc najmn F =  — 15,0 -}- 5,1 =D, ( Z
=  - 9 , 9 1. y

Przekroje obliczyliśmy wedle wzoru A  =  ¡=r^x. W łaściw iej byłoby tuUj i (
zastosować wzór W eyraucha.

B. K o n s t r u k c y a  (tabl. III).
I. P a s y .  Dla ciężaru ruchomego w yznaczyliśm y mom enty zapomocą

wieloboku sznurowego. Przyjęliśm y przytem  podziałkę I  dla długości
¿t YH

1 cm
d la sił podziałkę I I  -  i  odległość biegunow ą 150 i, zatem  dla podziałki

I I I  dla momentów będzie -s— — — 4rT7~“ -2 .1 5 0  tm 30 tm
W  tym  sam ym  wieloboku sił w ykreśliliśm y dla ciężaru własnego cię­

żary  węzłowe i  n a  tej podstaw ie wielobok sznurowy, poczem dodaliśm y 
m om enty w skutek ciężaru własnego i ruchomego.
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Siły wewnętrzne w  pasach wyznaczyliśmy według §. 59 b) (rys. 97), 
przyczem zamiast całej odległości biegunowej a, użyliśmy do konstrukcyi 
tylko 5 a, wskutek czego musimy wyniki, otrzymane dla S , pomnożyć 
jeszcze przez 2 . Jeżeli wykreślimy podziałkę IV, w  której 1 cm  przedstawia

2
=  2,59 razy więcej jednostek, niż podziałka II , a więc w której

oTT oko i to na niej odczytamy przekroje teoretyczne.¿u. oljo ctn
2. P r z e k ą t n i e .  Na rys. 5. wykreśliliśmy wielobok oddziaływania

0, (według .§, 14 p. S) i wyznaczyliśm y największe siły  wewnętrzne najw D 
według sposobu Culmanna (§. 6  p .lj (rys. 125), przypuszczając, że pierwsza 
lub druga oś parowozu stoi na prawym węźle. Jeżeli druga oś stoi na pra­
wym  w ęźle, np. 1, to pierwsza oś stoi w  a, więc P ' =  aai , 0l = a a i . Siła 
wewnętrzna w 0 1  jest wtedy Dl — Dl ‘ — Ą " . "W zw ykły sposób otrzy­
mamy Ą / =  a&, zaś D j"  wyznaczyliśm y na rys. G w  poczwórnej podziałce, 
ed =  P' i kreśląc dg // 0 1 ,  eg //O l. "Więc dg =  Dl ", a według podziałki II  
Z),"  =  bc. Zatem Dl —  ab — bc — ac. Tutaj ac 1 m dla wypadku, gdy pierw­
sza oś stoi na prawym węźle, więc najw Dl — ac. Dla innych przekątni otrzy­
mujemy zawsze najw D dla położenia pociągu pierwszą osią na prawym węźle.

Dla ciężaru własnego wyznaczyliśmy D na rys. 1. sposobem Zimmer- 
manna (§. 58 rys. 96). Mi i  Ai, mamy już wyznaczone na rys. 4 przy użyciu

odległości biegunowej a — 150 t. Tu p o tr z e b a ^  i gdzie e =  3,6 m. Dzie­

lenie to wykonaliśmy na rys. 3, robiąc Ou —  e =  3,6 m , . odcinając na 

O uM  i  kreśląc równoległe do mu\ odcinki na Om  przedstawiają , za po­

mocą nich wyznaczyliśm y Dg na rys. 1.
Zmieniwszy podziałkę II w stosunku 1:0,772, wykreśliliśmy podziałkę

V, na której — l e w  _   ̂ Odczyty wać możemy na niej wprost prze-
_ 1  ¿o,v cm

- 0,722 
kroje teoretyczne.

3. S ł u p y .  Na rysunku 7 wykreśliliśm y raz jeszcze wielobok 0^ a to 
dlatego, aby rys. 5 nie uczynić niewyraźnym. Siły najw (— Vp) wyznaczy­
liśm y tu także sposobem Culmanna. Tu jednak przecinamy belkę ukośnie, 
np. dla słupa 8  III w kierunku m n, (rys. 1 ). Najniekorzystniejsze obciążenie 
jest dla tego słupa, gdy i  oś stoi na 4, wtedy 01 =  44' (rys. 7). Kreślimy 
teraz 4'a // A  IV (rys. 1), a potem ab// 4 IV i 4 'JjIIIII, a ab =  najw (— Vp) 
w  słupie 3 III.

Chcąc wyznaczyć najw (-(- T p), postępujemy, jak powyżej, obciążamy 
belkę do 9, 8 , 7 itd. i  szukamy, czy dla którego przedziału przy tem obcią- 

Mżeniu » i»  jest y dla obu słupków równe, więc Y — 0.

N. p. gdy pierwsza oś stoi na 7 (lub na 3, a zato obciążamy prawą 
stronę belki zamiast lewej), to zamykająca jest rr,, a odnośne momenty w wę­
złach 3, 4, 5 będą ggu  hht i ii,". Dodajemy do nich momenty wskutek ciężaru 
własnego z rys. 4 , dzielimy sumy przez odnośne h i  przekonywujemy się,
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że ' dla węzła 4 i  5 są praw ie równe, mianowicie =  199 i. D la tego —  fi * h
kreślim y I I I  IV  i IV  V (rys. 9), zam ykam y wielobok sił i o trzym ujem y w ten 
sposób najto W  rys. 10 i 11 zrobiliśmy to samo dla najto (+ T r3)
i  najto ( ~  Fj). Najto ( + F 5 ) otrzym am y dla obciążenia zupełnego. W  rys. 8  

robim y więc ab —  ac =  najto S  w IV V i V VI i otrzym ujem y bc =  najm  (-f- T^).
S iły Vff w skutek ciężaru własnego w yznaczyliśm y na rys. 1 w edług 

Zim m erm anna (§. 60 IV sposób).
. Na rysunku 12 wyznaczyliśm y oprócz tego siły  w ew nętrzne, wyw o­

łane ciężarem w łasnym  zapomocą planu s ił ,  k tóry wykreśliliśm y w edług

podziałki VI ■

§. 84. Przykład. Obliczenie dla obciążenia ciężarem
zastępczym. ¡Y.

Zrobimy te raz  ten sam  przykład, przypuszczając obciążenie ciężarem 
zastępczym, wedle rozporządzenia m inisteryalnego austryackiego.

D la ciężaru w łasnego pozostaną siły, otrzym ane w poprzednim para­
grafie , chodzi ty lko o obliczenie sił wewnętrznych., w yw ołanych ciężarem 
ruchomym.

1. P a s y .  Ciężar, zastępczy dla pasów wyznaczam y wedle skali a (str.
19). Dla 2 =  20 j ^ t  p =  6,5 t, dla i =  40 p =  5,6 t, więc dla l =  36, p =  5 ,6-j- 
+  ^  (6,5 —- 5,6) =  5,78 i. Poniew aż m ost je s t dwutorowy, więc n a  jeden  tor 
w ypada cały  ciężar 5,78 t.

O trzym am y więc m om enty wedle wzoru M — ] p x ( J — a;) lub też na 
podstaw ie równ. 83) i  tabliczki na str. 65. iĄ  =  5  pl- =  J 5,78 . 362=930.36 tm.

Dla p unk tu  1 będzie M =  936,26 X  0'36 =  337,1 itd. O trzym am y więc 
następującą tabliczkę:

Część pasu
Mp Mg Mg h Mq

~~h~

Si
ec

z 
a 

dla
 

pa
su

 
gó

rn
eg

o

S iła w e­
w nętrzna S  

w pasie

Przekrój te­
oretyczny A 

pasu

gór­
nym

dol­
nym

gór­
nego

dol­
nego

tm tm tm m t t t t t

0  I i  1 2 337,1 83,3 420,4 3,72 113,0 1 , 0 2 0 115,3 113,0 149,3 146,4

I  I I  i  23 599,3 wąi 747,4 4,28 175,0 1 , 0 1 2 177,1 175,0 229,4 226,7

I I  I I I  i 34 786,5 194,3 980,8 4,68 211,3 1,006 212,5 211,3 275,3 273,7

I I I  IV  i 45 899,9 2 2 2 , 0 1121,9 4,92 228,0 1 , 0 0 2 228,5 228,0 296,0 295,4

IV V 936,4 231,4 1167,8 5,0 233,6 1 , 0 0 0 233,6 233,6 302,6 302,6



-  176 -

2. P  r  z e k ą  t  n  i  e. Ciężar ruchom y przyjm ujem y wedle skali b (str. 
67), wedle długości obciążonej. M usimy więc najprzód wyznaczyć punk ty

obojętne. W edług rów n .195) jest a-/ =  a. Tu punk t F leży zawsze

w pasie dolnym , otrzym am y więc dla dowolnego krzyżulca CF  (rys. 158)
b :h "  =  (b — a ):h ‘ 

b : h" =  a : Qi'f — 7t'), stąd

h" — h‘- >
(L,- Dalej m am y n —  b — os, m  —

/ / j ^ -  =  n — x ‘. Zważywszy, że a —  3,6
a l —  36, możemy napisać

r y s . 15 8
c

L JŁi
-m—Jt—¿7-;- — \F

------ —n———— - -a. —•>;
x2‘ (36 -f- »*) *' 

36 n — 3,6 m 
(36 -f- m) x 4

3,6 =

-  in ■ 245)10 » — m
Dla 01 je s t x ‘ —  0, więc x2‘—  

0, zaś wedle 198) najw (-{-łr) =  
3,6.3,72

In — am 2b ’ 1 ’ ’ 3,72 — 3'0
18,56, n =  ??! =  18,56 — 3,6 =  14,96, a — 3,6, l —  10. 3,6, więc najw (4- Y )  =

(36 -  3,6)214,56 6,48 ¿ ^ n T„ Ł 3,6.4,28
~  (10 — 1) 3,6 '2 .18 ,6  8łj,2. Ola 1 2 je st b 4 ^ 8  — ^ 70 — 27,ol,w ięc

»  =  27,51 — 3,6 =  23,91, x ' =  3,6, ?n =  20,31 m, zatem  x2' 

=  0,927 nt. Długość obciążona ly — l-

•3,72 
_ (36 +  20,31) 3,6

10.23,91—20,31 
=  36,0 -  3,6 -  0,927 =  31,473 

zatem  p  =  6,797 t. W edle 198) otrzym am y dalej
(36 — 8,6 — 3.6)2 20,31.23,91 6,797najw (+ F )= 3,6 (10. 23,91 — 20,31) 2 . 27,51 = 63,17.

N a tej podstaw ie obliczyliśmy tabliczkę, umieszczoną n a  następnej
stronie.

3, S ł u p y .  P u n k ty  obojętne w yznaczam y jak  dla przekątni w edług 
(36 -f- m) x 'rów nania 245) x.i ‘ 

ali"
n —  b

10»- 
- (słup GF).

przyczem w edług rys, 158 i  równ. 244)t

h" — h 

N, p. słup V I I 7 = 1113, b 3,6 X  4,68

-b — x ‘ —  31,32, zatem a;,' =

4,68 — 4,28 
(36,0 +  31,32) 10,80

=42,12=», x '=  10,80, m-

■ 1,82 m. Długość, którą.
421,2 — 31,32

m am y obciążyć dla najw (— V) = 1  — x ’ — aj2'= 3 6 , 0 — 10,8 — 1,86 =  
=  23,34 m\ w edług skali 6 odpowiada tej długości ¡¡;=7,37 i. zatem  rów. 198)

najw ( + r )
( l - a - x ') b n n  V (3 6 ,0 -3 ,6 -1 0 ,8)2 31,32 42,12 7-37

In — am ’ 2 — 8,6 (42,12 — 31,32) ' 2

W yniki dla innych  słupów zestaw ione w  tabliczce n a  str. 178,

38,33 i.



Przekątnie
b n X‘ x%‘ h

m m 1)1 m m

0 1 18-6

......... ......

15-0 0 0 360

I 2 27-51 23-91 3-6 0927 31-47

I I 3 42-12 38-52 7-2 1-370 27-43

I I I 4 73-80 70-20 108 1-603 23-60

IV 5 225-0 221-4 14-4 1-744 19-86

V 6 -221-4 -225-0 18 0 4-856 1614

VI 7 -70-Ö0 -7 3 -8 21-6 1-997 12-40

VII 8 -38-52 -42-12 25-2 2-230 8-57

P
Najw 

- YP
M,j ¿

S t  o
li

Najio
Siecz a

Najw
D

i l

t/m t t t t t t CJÎÎ2

6-480 82-2 +23-1 —4’5 +18-6 100-8 1-562 157-50 2080

6-797 63-2 +18-0 -5 -5 -1-12-5 75-7 1-392 105-40 139-2

7 080 50 03 ,+12 9 -4 -6 +8-3 58-33 1-307 76-24 100-7

7-318 41-87 +7*7 - 3 -0 +4-7 46-57 1-262 58-78 77-7

7-625 34-82 +2-G - 1 - 0 +1-6 36-42 1-239 45-12 59-6

8-295 29-39 -2 -6 +1-0 —1-6 27-79 1-232 34-24 45-2

9-280 23-46 -7 -7 '+ 2 :8 , -4 -9 18-56 1-239 23-00 30-3

11-144 16-66 -1 2 -9 + 3 8 -9 -1 7-56 1-262 9-54 12-6
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Wykreślnie (tabl. IV).
Dla ciężaru stałego wyznaczone już zostały siły  w ew nętrzne na tabl. 

I l i .  Pozostają do-w yznaczenia siły  w ew nętrzne dla ciężaru ruchomego.
1. P a s y .  D la obciążenia całkow itego m ostu ciężarem zastępczym 

w edług ska li a), w ykreśliliśm y parabolę jako  linię największych momentów, 
przyjm ując odległość biegunową o =  1001. N astępnie dla każdej części pasu
wyznaczyliśm y siły  wewnętrzne. fW -ty s-2t-zam ia*jfc-OŁ-----ma być:-01 — 12,
aam ias-t -1-2---- m a b y ć : 28, aam iast 28---- ma-byćf84;-gam iaat-84---- m a b y ć ; 45).

2. P r z e k ą t n i e .  P u n k ty  obojętne wyznaczone sposobem, podanym
w §. 61, dają długości obciążone ciężarem p  w edług skali b).

Odcinając na podporze J pl, wyznaczyliśm y siły  w ew nętrzne sposobem 
Yelflika (według §. 66). Z am iast odcinać oddziaływ ania na podporze, wy­
znaczyliśm y w prost 5 p !• dla każdej przekątni, gdzie § =  1 — x ‘ — o, uprasz­
czając przezto wykres.

8. S ł u p y .  D la przejrzystości rysunku  wyznaczyliśmy punkty obojętne 
d la praw ej strony  belki sposobem M elana (według §. .61). Upraszczając po­
dobnie ja k  dla przekątni wykres, wyznaczyliśm y siły w ew nętrzne sposobem 
M elana (według g. 66).

XV.  B e l k a  S e h w e d l e r a .
. §. 85. Określenie belki.

W ; belce parabolicznej pracuje każdy krzyżulec na ciągnie­
nie i ciśnienie, przyczem obie największości są sobie równe. 
W belce równoległej pracują tylko niektóre krzyżulce środkowe 
na ciśnienie i na ciągnienie, a ich największośoi nie są równe. 
S c h w e d l e r  obliczył pośredni kształt belki, dla której namniej- 
szośó sił wewnętrznych krzyżulców jest wszędzie równa zeru, 
więc natężenie krzyżulców nie zmienia znaku. W  ten sposób 
Obejdziemy się bez podwójnych przekątni, używanych w belce 
parabolicznej i w środkowej części belki równoległej, a zarazem 
najw siły wewnętrzne w krzyżulcach będą w pobliżu podpór 
mniejsze, niż w belce równoległej. A więc kształt pasów musi 
być tak i, aby najmn Y  dla każdego krzyżulca przy obciążeniu 
jednostronnem było równe zeru.

§. 86. Przybliżone wyznaczenie kształtu pasów.

Pas dolny belki Sehwedlera przyjmujemy zawsze poziomy, 
chodzi więc tylko jeszcze o wyznaczenie kształtu pasu górnego, 
przyczem iśó będziemy za wskazówkami M e l a n a .



r~o Jeżeli prawa strona belki (rys. 159) jest obciążona od F

do B, to dla przedziału E F  Q =  -  - , a M  =  Qr.¿¡i
Nazwijmy siłę Y, guy dłu­

gość F B  jest obciążona, 3Tlr 
tyS  15 9 t0 wec^ ug równ. ■183) J j  —

q — a wstawiwszy

za §  i M  wartości i za
h — h‘ , st a — —-—b, otrzymamy

Gdy- lewa strona belki jest obciążona na długości AE, to 

Q ,----- p i i — f L “, 1n  — wilio

■ . 2 4 7 ,

Jeżeli obciążony jest tylko dany przedział FF, to połowa 
tego ciężaru przenosi się na £  a druga połowa ciężaru na wę­
zeł F  i sprawia składowa w punkcie i 7 ciągnienie w krzyżulcu 
CF, a składowa w E  ciśnienie.

W skutek oiężaru %pa, działającego na punkt F, mamy

tg«= P<i ^  y  X\  zaś M  — Qx, więc

„  /  x h — h‘\ l — x
7 ^ P \ a - ~ i r r ^ T ' -  ■ ■ • 248>

a wskutek ciężaru £ p a , działającego na punkt E , mamy
;— i 
21

— 180 —

<? =  — p a  --- -- a , J f  =  — {l —  x) Q, więc

,-r i ,  , l — x h —h‘ ) x  — a
l  +  - « — T - } “ 2 i • • ■ 249> 

Ciężarem własnym jest cała belka obciążona, więc dodawszy 
te  cztery wartości dla Y  i zmieniwszy p  na -g, otrzymamy 

v  _ •  /  , # h~r h‘ \ (l —  x) (l — x +  a)
g f  l a h 7 21 +

+  ................ 250,



Największe ciśnienie otrzymujemy, gdy ciężar będzie sięgać 
od A  do punktu obojętnego, ale takie dokładne obliczenie kształtu 
doprowadza do zawiłych równań. A że nam tu chodzi o przy­
bliżone wyznaczenie, dlatego przyjmujemy obciążenie pełne 
wszystkich węzłów z lewej strony, podczas gdy wszystkie węzły 
z  prawej strony nie są wcale obciążone.

W tedy otrzymamy
v  ' v  , v  (^ , l — x h — h ' \ x ( x  — a)najmn Yp =  Z2 +  F 4 =  - p  ( l +  a - g -  )  — •

Według zasady belki Schwedlera ma być
najmn Y  — najmn Yp +  Yg =  0, więc

n - n  (  1 £  h ~ h' \ (Z ~ X ) ( l  — x + ą)
9 { a h )  21 +

2 1 stąd

h i  g -  (l -  x +  a) — (g + p) ° — g { l ~ x  + a) +
X t — cc

(ff +  p) (x — a) J =  — h‘ { {g +  p) (x — a) +  g [Z — x +  a) },

j  V  • n , \ x  a l ~ x  + a .dalej g(l — x  + a ) —  —  +  (g + p) (x — a) l j _ =

h‘
=  j  1(9+P) (x — a) g (l — x  +  a) ],

h' l - x  +  a ■
h l — x  , {g +  p) (x — a) +  g {l — x  +  a) ’ CZy 1

Sl 1 251)li' 1 — x  -f a j j a 
h ~  1 — x  [ ~~ x g l +  p (x  — a)

Widzimy więc, że dla zmiennej a jest to równanie hyper- 
boli, zatem pas górny będzie hyperbolićznie zakrzywiony, a belkę 
Schwedlera nazywamy też b e l k ą  h y p e r b o l i c z n ą  (n. Hyper- 
beltrdger). ( -A*».

o-> Równanie belki Schwedlera możemy także króciej otrzy­
mać wedle S t e i n e r a  w następny sposób. Niechaj ac‘d‘b (rys, 
160) będzie linią wpływową siły Z), to dla obciążenia całej belki 
ciężarem własnym g a lewej części ciężarem p, otrzymamy

D=- Uj. (y" x2 — y ‘ xA) —  i p x± y ‘ •= 0, stąd
},

, , a : t7) jeżeli «-=■• * . . . 252)
x2 (9+ p)y  y 9 + p
xi yy" y g
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Wedle równ. 195) możemy napisać

iCj

x2 =  l — xi

X .

, ,  (l + m) x ‘ x‘l ( a  4 -  n)x  +  --— a =   yln — am ln — am
x'l{a + n) lnx"
ln — am ln — am

x‘ l (a + n) _  x ‘ a Ą- n _  x ‘ h“
In x“ x" n x" h‘

l , stąd

. 258)

rys.  160

Wedle §. 63. mamy y‘

m x 1'

l  4- m  X 1 m x r
b V  « ~ h  l ’ WI<ä° y -

rj ■, .j  . . h“ m + x‘+ a  mĄ-l—x"- .  Z rysunku widzimy, źe —•l + m x'
. . h‘Cl — x") — h“ x ‘

* stl»d T ------- W = w ....... -

h‘ m + x ' tnĄ-x i *

7 , Ih" — h'x" — h“x'
1 +  »» -  ' v„ - - T ..-..... ;h" — h'

x< x' h" zatem — =  -a;, x “ h'
m x x “ h> (l — x") — h“x ‘

l + m. x' x ‘ Ih“ — h'x" — h"x’ ‘ 
h"Nazwijmy =  2, to

{ x ' \  _ i — 4| 4~ a —
\  x" ) Z a U — x “ — x‘g a ' (x‘‘ +  a) z — x" ‘

Stąd otrzymamy

*2 +  ‘„7 . . .254)
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XX?
r — •A';, ■»

Kr, . /
,

■ii0, Na podstawie tego równania możemy dla danego a obli- 
h“czyó kolejno z =  a więc po kolei wysokości belki,

11* i n
r y s ru  ' Równania 251) i 254) wyznaczają

hyperbolę ACB  (rys. 161). Jeżeli 
/.'-h-.A' /  n zp.ś nie lewe lecz prawe obciążenie
f-Jća:* , nie ma sprawiać żadnego ciśnienia

w krzyżulcach, to kształt belki bę­
dzie symetryczny AD B. Ponieważ 

belka musi być symetryczną ze względu na środek, więc za­
trzymujemy górne linie ACEDJB. Z powodu, że kształt ten jest nie- 

iy s .1 6 2  estetycznym, więc przyj-
muj emy pas górny prosty 
na długości GD (rys. 162). 
W tedy na tej długośoi ma­
my belkę równoległąimu- 
simy urządzić podwójne 

) giętkie przekątnie.
'l! Zwykle mamy dane Ji^najto wysokość belki vi chodzi nam

o wyznaczenie odnośnego x0. Jeżeli h jest największością, to dla 
a bardzo małego musi być li' =  h0, zatem z rów. 251) otrzymamy

— SL------} _ i ,  stąa
h0 l — %0 * x0 gl +  p {x0— a)I
• , , a gl (l — xn +  a) ,,

x0gl +  px02 — apx0 — =  gjg — glxn +  agi, a więc
„ i aP — 2 gl) +  ^  (aP — 2 gl)2 +  4 pgl {1 +  a) £JKC., a0_ -  —  . . ¿00)

Jeżeli przyjmiemy u =  O, otrzymamy przybliżony wzór 
W i n k l e r  a

* . - f  ( V f  +  1 - 1 )  • • ■ • • 25G)
Dla mostów kolejowych jednotorowych otrzymamy po wsta­

wieniu wartości — dla
g

l =  10 30 50 100 150 m.
x0 == 0,24 0,33 0,38 0,44 0 ,451

Widzimy więc, że część środkowa belki równoległa jest tern 
dłuższą, im mniejszą jest rozpiętość.
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Jeżeli do obliczenia używamy ciężaru zastępczego, to p na­
leżałoby brać jako ciężar zastępczy dla sił poprzecznych, który 
znów zależny jest od x0. Przyjąwszy tjmczasowo x0 i i >, należy 
potem obliczenie powtórzyć dla dokładnego xQ i p.-

Słup CCi obieramy dla punktu, którego x  w przybliżeniu 
leży w połowie między x0 i x0 — a, dalsze wysokości h' wyzna­
czamy według równ. 251) lub 254) po kolei.

Mając dane a możemy też inaczej postępować. Z równ. 251) 
obliczamy naprzód h2, przyczem h =  )i2, a h‘ =  ^ , potem h3, hk 
i wyrażamy wszystkie te wysokości przez hl i w ten sposób 
łatwo znajdziemy największą wysokość.

o--- Wykreślnie da się kształt belki wyznaczyć według R i t t e r a  
wnastępny sposób. Chcąc wyznaczyć wysokość h słupa CCj(rys.l63),

obciążamy lewą stronę belki A F ,stawiając pierwszy ciężar P} na F. 
Oprócz tego belka obciążona jest ciężarem własnym. Dla obciążenia 
własnego wyznaczamy linię momentów, a zapomocą niej punkt N  
zaczepienia siły poprzecznej QS1 której wielkość w zwykły sposób 
wyznaczamy. Siłę poprzeczną Qp z powodu ciężaru ruchomego 
otrzymamy z wieloboku oddziaływań, robiąc be= x , to .e e ^  — Qp. 
Teraz składamy siły Qg i — QP. Ponieważ Qp zaczepia w B, więc 
punkt zaczepienia znajdziemy, jeśli wykreślimy B B ‘ =  Q9 i N N ‘ — 
==QP, połączymy BUN‘ prostą, która przecina się z osią w L. 
Jeżeli D  ma być dla tego obciążenia zerem, to muszą się pasy

/
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przecinać w L, zatem otrzymamy h‘, łącząc F[ z L ,  a wtedy 
CGi = h'. W  ten sposób po kolei wyznaczamy wysokości słupów.

Siły wewnętrzne najlepiej wy­
znaczyć za pomocą sposobów 
ogólnych. Dla porównania po­
dajemy tu na rys. 164 siły we­
wnętrzne belki równoległej, para­
bolicznej i hyperbolicznej o rów ­
nej wysokości.

r y s .  16 4
C J) TOW71.

1
' k r z y ż  u  lee

JZWl\ i par 1
§. 87. Dokładne wyznaczenie 

kształtu belki.

Chcąc dokładnie wyznaczyć 
kształt belki zwłaszcza, jeżeli 
obliczamy belkę na podstawie 

danógo układu ciężarów skupionych, używamy innego sposobu 
(rys. 165).

Jak  wiemy, dla belki Schwedlera musi być dla krzyżulca 
GE najmn D —0. Uwzględniwszy równ. 186, otrzymamy więc 
dla lewego obciążenia

T = 0  =

rys.165

M  
h '

2!i'\ h‘ 
’ A7/

a stąd M

więc

h
M ‘
1 7  ’

h ' = ^ ' Ł ,  . 257)JjJL

przyczem M  i M ‘ oznaczają momenty ze
względu na punkty E  i F  dla obciąże­
nia, wywołującego najio (— Y) [obcią­
żenie lewe i ciężar własny] dla GE. Na 

podstawie równ. 257) możemy obliczać wysokości słupów, jedne 
po drugiej. Momenty wyznaczyć przytem możemy wykreślnię 
lub liczebnie.

"  Znając momenty, możemy też według M u l l e r a  B r e s l a u a  
w następny sposób wyznaczyć wysokość słupa FG  (rys. 166). 
Załóżmy, że w przedziale danym 2? C, jest przekątnia drugorzędna 
EC, to dla najniekorzystniejszego położenia ma być D‘ =  0.
Jeżeli D ‘ wyznaczamy sposobem Zimmermanna, to robimy

M  M ‘G^t =  Ew  =  — , kreślimy tu j!ECi to, gdy B ‘ =  0, musi 

być wufICF. Kreślimy więc C F // uw.
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' J d i .  y.

v Do wyznaczenia dokładnego najniekorzystniejszego poło­
żenia i wykreślenia linij wpływowych potrzebne są wysokości 
belki, których jeszcze nie znamy, wyznaczamy więc tymczasowo

w przybliżeniu kształt 
belki, • przyj mując ob - 
ciążenie do punktu F  
(rys. 165), albo dla 
obciążenia układem 
ciężarów skupionych 
ustawiamy pierwszą 
oś na F. Potem dodat­
kowo możemy zbadać, 
czy druga oś, stojąc 
na F, nie sprawi najw

(— X ) luD, co na jeano wycnoazi, czy h‘ nie będzie większe. 
Z tego wynika, że dla rozmaitych położeń ciężarów należy

M ‘przyjąć do obliczenia takie h‘, dla którego jest największe.

Przy obliczaniu kształtu belki trzeba ciężar własny raczej 
przyjmować za mały, niż za wielki. Jeżeli bowiem oiężar władny 
w rzeczywistości jest mniejszy, niż przyjęto w rachunku, to może 
powstać w krzyżulcu CE ciśnienie, na które nie został obliczony. 
Aby tego uniknąć, lepiej jest przy obliczeniu przyjąć ciężar 
własny trochę mniejszy, niż z wzorów przybliżonych wynika.

§. 88. P r z y  k l  a d.

D a n e .  Most drogowy I. k lasy szeroki 7 ,5m  ma dwie belki główne 
uk ładu  Sciiwedlera o rozpiętości 20 m (tabl. V). W ysokość belki w ynosi 8,0 m, 

■20odstęp węzłów --¿- =  2 ,5 « . Ciężar w łasny m ostu przyjm ujem y w edługO
równ. 4) w  §. 2. g —  730 +  32 .20,0 -(- 0,028 . 202 =  805 kg/m2, z czego w y­
pada n a  pomost żw irow any z kształtów ek w edług §. 2. str. 11.'420 +  80 =  
=  500 kg/m2, a  na pokład(w edług § .2 . s tr. 10^42 +  35 kgim1. A więc ciężar
belki głów nej, k tó ry  rozkłada się po połowie na pas dolny i  górny, będzie

 ̂i - ■ . /

■ '2 ’ — 500 — i],) == S55 kg/m =  0-855 t/m. Na pasie dolnym  leży oprócz

7 5tego ciężar pokładu i pomostu X  577 =  2160 kg/m =  2,16 i/m. A więc cał-

kow ity  ciężar n a  pas górny gt =  0,427 t/m, na pas dolny <72 =  2,588 t/m, a cię­
żary  węzłowe <?1= l ,0 6 7 i ,  G.ź — 6,470 t.



O b l i c z e n i e .  I. K s z t a ł t  p a s u  g ó r n e g o  obliczymy najp ierw :
a) w ykreślnie sposobem R itte ra , podanym  w  §. 8G; b) analitycznie według 
§. 86, oba sposoby dla ciężarów skupionych (wozów); wreszcie c) sposobem 
S teinera w edług §. 86 dla ciężarów zastępczych jednostajn ie rozłożonych.

W edług §. 8 dla drogi I  klasy i 19,68 m niekorzystniej działa 
ciężar zastępczy (tłum  ludzi). W  naszym  w ypadku nie w iem y z góry, który 
ciężar będzie niekorzystniejszy, dla tego w yznaczam y k sz ta łt pasu górnego 
dla jednego i drugiego wypadku.

a) Dla ciężarów węzłowych Gj +  C?2 =  7,537 i, powyżej wyznaczo­
nych, w ykreśliliśm y wielobok sił (rys. 2), wielobok sznurow y i siły  poprzeczne 
(rys. 3); dla ciężaru ruchomego (ciężaru wozów, przyczem należy zauważyć, 
że na jedną belkę w ypada półtora ciężaru wozów) w yznaczyliśm y siły po­
przeczne wielobokiem W inklera (rys. 4). D aną wysokość belki = 3 ,0  odcinam 
w  rys. 1. w  węźle środkowym  (4) i  próbuję, czy i o ile w następnych w ę­
złach wysokości słupów będą się zmieniać. W edług R itte ra  trzeba odciąć 
n a  podporze Ti siłę Q0, a w punkcie przecięcia się skrajnych  boków wielo- 
boku sznurowego siłę Qp. Poniew aż z rysunków  3 i  4 widoczna, że Qp3 QSi, 
zatem  wysokość słupa w węźle 3 będzie 3 ,0«i, ja k  w węźle 4. Wysokość 
słupa w węźle 2. znajduję, odcinając ę a, n a  podporze B, a  Qp, na pionowej 
w punkcie, gdzie się przecina część wieloboku sznurowego (23) z zam yka­
jącą . P roste  przez te  punkty"wyznacza punk t _L2, k tóry  połączony z punktem  
I I I ,  odcina na pionowej w węźle 2. wysokość słupa 112. W  ten sam sposób 
w yznaczyliśm y wysokość słupa 1 1.

b) Liczebnie otrzym ujem y mom enty dla ciężaru stałego i
w ęzła 1. l/y, =  O, . 2,5 X  1 == 65,95 im, przyczem

O, == 8-“ -1 (<?, +  G,) =  ~  7,537 =  26,379 t.

„ 2. O, . 2,5 X  2 -  (<?, +  G2) X  2,5 =  113,06,
„ 3. MSi=  O ,. 2,5 X  3 — (<?, +  G2) X  2,5 . 3 =  141,33,
„ 4. Mg- —  0, . 2,5 X  4 — (Ą  +  <?2) X  2,5 ,6  =  150,76.

Dla ciężaru ruchomego, którym  obciążamy lewą stronę belki od da­
nego węzła, przyczem  pierw szy ciężar stoi w węźle, o trzym ujem y: 
dla węzła i .  Oj' =  j1, (9 X 20,0 — 2,5)== 7,875 ł, MPl == Oi' .  2,5 == 19,7 tm, 

MpJ =  (9 — 7,875). 15 =  16,9 tm ■
„ „ 2. 02" = ,V  ( 9 X 5  +  9X 1 ,2 ) =  2,792 i, MPs=  02" . 15,0 ==41,8'tm,

Jfp3‘ — 2,79 .12,5 =  34,9 tm ;
„ ■„ 3. 03" == (9 X 7,5 +  9 X 3 ,7 )= 5 ,0 4 0 1, MP, =  03" . 12 ,5=63,0  tm,

MPą' =  5,04 .10  ;== 50,4 tm.
W edług rów nan ia 257) dla danego obciążenia, n. p. do węzła 1:

ht irPl -\- Mg, 19,70 +  65,95 85,65 „
fh ^ ' + ^  16,90+113,06 129-96 ’ ’

przy obciążeniu do w ęzła 2:
§ t.;-  41 ,80+113,06  154,86
h3 84,90 +  141,33 17t>,23 ’



przy obciążeniu do węzła 3:
h3 63,0 + 141 ,33  204,33
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> 1 ,7i4 5 0 ,4 +  150,76 201,16
zatem  7i3 pozostaje rów ne 7j4 =  3,0 m, a wysokości następnych słupów 

/¡2 =  0,879 . 3,0 =  2,64 m, 
hv =  0,659 . 2,64 == 1,74 m.

c) W edług rów nania 25-4) otrzym ujem y dla słupa w węźle 1:

2 , ** t «'gą — x i f  M  =  a +  a a 
\7lj /  ¡Tl’ !Cj +  a \ / ł , /  * 2 + 0  \ x i /  ’

czyli ponieważ
a =  Ł— — _—------3,015 ' =  0,636
. *■■+.?•. (o,46 X  -jt) +  3,015

15 0,636.15 -  2,5 f h Ą  _  2,5 +  2,5 /15V-
' ~l l f ' I B + 2 , 5  \ / i j /  ’ ‘ 15,0 +  2,5 \2 p )  ’

- i  =  -  1,2 ±  2,824 =  1,62.:/ii
Podobnie znajduiem y

' | = l t154, i ^ - 0 , 8 5 9 ,

zatem  w idoczna, że h3 będzie najw iększą wysokością belki, k tó rą  zosta­
w iam y rów ną 7i 4 , tak  że /¡3 =  /¡t =  3,0 m ; /¡2 =  2,60; 7i( ;= l '6 0 » t.

K sz ta łt pasu górnego przyjm ujem y w edług obliczenia a) i b), a więc 
dla obciążenia w ozam i, a jeżeliby się z następnego obliczenia okazało, że 
niekorzystniej działa t ł um ludzi, należałoby zm ienić k sz ta łt w edług obli­
czenia c).

II. S i ł y  w e w n ę t r z n e ,  w yw ołane działaniem  ciężaru stałego (cię­
żaru m ostu) zestaw ione n a  str. 194 i 195.

'
a) w ykreślnie wyznaczyliśm y planem  sił (rys. 5);
b) liczebnie w yznaczam y:

M1. "vv‘ p a s a c h  w edług równ. 175) i 176) ¿górny =  =  -siecza, 5’doiny=

== +  przyczem siecz o =  \ / i  +  s t J a =  ~\j 1 +  (  1 a  M  i !l P°‘

dane pod I  b). N. p. dla części pasu górnego A I :

Mgl =  65,95 tm, ht =  1,74, s t 1 a =  ( ~ ~ 2  5 " '  =  0,G962 - 0,484, siecz a =

=  V  1 +  0,484 =  1,212
zatem

1 2 1 2  1
Sa i =  65,95 . ^  =  46,1051, 51S =  65,95 ^  =  37,911.

2. w  s ł u p a  c b. otrzym am y w edług równ. 183) F =  Q — — sta , przy­

czem Qg m — 0 , -  (m -  1 ) ( C? 1 +  <?2), a inne w ym iary  podane pod I I  b): 
N. p. dla słupa 211, dla którfego w edług §. 56 p unk t F  leży na węźle 2,
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Q,j2 -== 26 — 1 X  7,537 =  18,842, Mg, =  113,05, h =  2,64, s t  a =  0,36
11 o nr;

Yjjo =  18,842 -  g g g g . 0.36 =  3,467 t.
Zauw ażyć należy, że słup I 1 zostaje tylko pod. działaniem  dolnego 

ciężaru węzłowego, zatem  Y n  — <?j =  6,47 t.
3. S i ł y  d z i a ł a j ą c e  w p r z e k ą t n i a c h  otrzym am y z rów. 181) i 183)

D =  Y  siecz a =  £ Q — j ^ s t a j  siecz a,
\ przyczem

siecz a ■

inne w ym iary  podane pod II. 1 i  2. N. p. dla p rzekątni 1 2, dla której w e­
dług §. 56 p. F  leży w węźle 2:

Q(Ji —  1S,S42 t, Mg2 =  113,06 </«, /t =  2,64, s t s  — 0,36, siecz a =

zatem

/>/2 =  [  18,842 -  113,06 X  2 6^  ]  X  1,75 =  3,42 X  1,75 =  +  5,985t.

III . S i ł y  w e w n ę t r z n e ,  w y w o ł a n e  c i ę ż a r e m  r u c h o m y m  
w yznaczam y za pomocą lin ii wpływowych.

a) L inie w pływ ow e:
1. . d l a  p a s ó w  w yznaczym y: a) sposobem M u l l e r a - B r e s l a u a  w edług 

§. 62 zaczepiając raz na podporze -4, drugi raz na podporze B  oddziaływ a­
nie rów ne 1 1 i d la obu tych  wypadków kreśląc plany sił (rys. 6 i rys. 7). 
N astępnie n. p. dla części pasu górnego A J, odcinam  n a  podporze A, d łu­
gość cu z rys. 7 a długość aji z rys. 6 na podporze B, a  obie te długości 
w yznaczają k sz ta łt lin ii wpływowej dla ¿11, jak  widoczne z rysunku 9 a; 
P) dla spraw dzenia w yznaczyliśm y jeszcze rzędnę lin ii w pływ , w edług §. 64 
i  §. 12. A m ianow icie kreślim y (rys. 8) parabolę, na której leżą wierzchołki 
linij w pływ ow ych momentów, przyjm ując najw iększą rz ę d n ą 99' —  i  • 1( ■ lm==

= zbłtn =  5cm , a  ponieważ podziałka długości jest y  , z&tem po- 

działka sił N astępnie chcąc otrzym ać rzędne lin ii wpływowej

m usim y rzędnę paraboli pomnożyć dla pasu dolnego pTzez i , dla pasu gór­

nego przez -it.s ie c z  a. N. p. dla części pasu górnego A l  wyznaczam  siłę

ze względu n a  m om ent w  węźle (1), zatem  w ykreślam  w ty m  punkcie rzędną
paraboli mo, a n a  osi Xów odcinam Aj =  on i  pn —  I ł .  P ionow a z punk tu

, . /  1 X Mp przecina mn w  punkcie r, a w tedy on : np =  om : pr, czyli rp  = ---- -------,

a w ykreślając z punk tu  r  prostopadłą do kierunku A l ,  otrzym ujem y rs — 
=  rzędnej lin ii wpływowej dla pasu A l ,  k tó rą  odcinam y w rys. 9 a  n a  pro­
stopadłej z węzła 1. Podobnie dla pasu 12 wyznaczę rzędną lin ii wpływ o­
wej w węźle 1 odcinek rp.
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2. D la  s ł u p ó w  użyjem y: a) jak  wyżej planów  sił (rys. 6 i 7) odci­
nając w rys. 10 a n. p. dla słupa VI 6 =  11 2 na podporze długość b.4., 
a  długość ba n a  podporze B ; pi) dla spraw dzenia w yznaczyliśm y dla tego 
słupa (w i'3's. 10 a) linię wpływową, sposobem, podanym  w  §. 61, a wreszcie 
zastosow aliśm y trzeci y) sposób kon tro li, w yznaczając dla danego słupa 
p u n k t obojętny w rys. 1, w tedy ten punk t m usi leżeć n a  pionowej, w ypro­
wadzonej z punk tu  obojętnego lin ii wpływowej. [Dla przejrzystości ry ­
sunku w yznaczyliśm y lin ie wpływowe dla słupów praw ej połowy belki].

P rzy słupach V 5 =  I I I  3 i IV 4 linie wpływowe nie dają  się już  w edług 
poprzednich sposobów wyznaczyć, a to dlatego, że ze zm ianą strony  obcią­
żenia belki zm ieniają się śc ięgna, które działają. W eźm y pod uw agę słup
V 5 =  3 I I I .  Jeżeli obciążymy lew ą część belki od słupa, w tedy działa ścię­
gno 4V  i słup pracuje na ciśnienie. Poniew aż przy kreśleniu rysunków
6) i  7) wzięliśm y pod uw agę to ścięgno 4V , zatem  możemy dla takiego 
obciążenia wyznaczyć linię w pływ ow ą zw ykłym i sposobam i, pam iętając 
je d n ak , że je s t ona waż ną ' t y l ko  w części ujemnej do punktu  obojętnego 
ścięgna 4V  (rj'S. 10 a). Jeżeli obciążymy praw ą stronę belki od słupa V 5, 
w tedy działa ścięgno IV 5, a nie działa V 4 i słup pracuje na ciągnienie. 
Z chw ilą gdy ciężar przekracza pun k t obojętny ścięgna V 4, to  ścięgno V4. 
zaczyna działać i  słup zaczyna pracować n a  ciśnienie, a zatem  p u n k t obo­
ję tn y  ścięgna V 4 będzie punktem  obojętnym lin ii wpływowej słupa V 5. 
Poniew aż przy kreśleniu rysunków  6) i 7) wzięliśmy pod uw agę ścięgno 
3 IV, odpowiadające ścięgnu IV 5, a opuściliśm y I I I 4  =  V4,  możemy więc 
w  rys, 10 a odciąć n a  podporze A  rzędnę I I I  3/; z rys. 6) i otrzym am y łą ­
cząc ten  odcinek z d rugą podporą, dodatn ią część lin ii wpływowej dla słupa
V 5 =  I I I  3. Możemy jeszcze w in n y  sposób w yznaczyć dodatnią część .linii 
w pływ ow ej, wychodząc z za łożen ia , że dla równow agi siły  w  węźle V, 
a  więc IV V, V VI i V 5 muszą tw orzyć wielobok zam knięty. Jeżeli więc 
odetniem y (rys. 12) n a  równoległej do V V I odcinek te =  i  (z rys. 9 o) to je s t 
siłę w V V I ,  ja k ą  w ywołuje l i ,  sto jąc w  węźle V V I i z końca tego od­
cinka w ykreślim y rów noległą do IV V i do 5 V, to odcinek równoległy do 
słupa daje  wielkość rzędnej lin ii wpływowej dla słupa w  węźle 5.

Słup IV  4. P rzy  obciążeniu n. p. lewej strony  słupa IV  4 pracuje 
ścięgno 3 IV, a nie 4 I I I ,  ten  sam  zachodzi stosunek przy obciążeniu prawej 
strony  zatem  słup zawsze ty lko pracuje n a  ciśnienie. Poniew aż przy obcią­
żeniu całkow item  siła  w słupie =  0 , zatem  lin ia  w pływ ow a w ykreślona 
zwykłem i sposobami będzie w ażną ty łk a  w części ujemnej, a punk t obo­
ję tny  będzie w węźle 4.

3. D la  ś c i ę g i e n  w yznaczam y lin ie  w pływ ow e (rys. 11 a) ja k  dla słu ­
pów, a więc raz a) z planów  sił, d rugi raz  ¡3) w edług §. 61, przyczem n a ­
leży zauważyć, że tym  sposobem otrzym ane rzędne n. p. dła I  2 . 1' 1" i  2 ' 2" 
należy jeszcze pomnożyć przez siecz a, czyli w ykreślić 1" 1 " ' i  2" 2 " ' równo­
legła do ścięgna 1 2, y) D la spraw dzenia w yznaczyliśm y punkty  obojętne 
d la krzyżulców lewej połowy belki w  rys. 1, kreśląc dla tej połowy i  linie 
wpływowe.

b) S i ł y  w e w n ę t r z n e  n a  podstaw ie w ykreślonych linij znajdziem y, 
obciążając belkę albo ciężaram i skupionym i wozów łącznie z obciążeniem
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tłum em  ludzi, albo tylko tłum em  ludzi (ciężarem jednosta jn ie  rozłożonym),

k tóry  dla naszego przypadku wynosi =  1,725 • .

Dla rozpiętości, przy k tórych  z góry wiemy, k tó ry  ciężar działa nie­
korzystniej , tym  ciężarem tylko belkę obciążamy, przy rozpiętościach po­
średnich ja k  w  danym  w ypadku należy, spróbow ać, które obciążenie w y­
w oła większe siły  i te  w prow adzić w rachunek. W yn ik i ‘ zestaw iliśm y 
w tablicy n a  str. 194 i 195.

1. N. p. dla pasu A I  okazuje się, że: a) u staw iając  w węźle 1 przed­
nie koło wozu, a za wozem tłu m  łudzi, otrzym ujem y siłę: 3-a.J

A I*  =  (1,6 +  1,2) X  9 ,01 +  n -t 2 ><1.0^ x  lj?2 =  m  f

b) obciążając zaś cały  m ost tłum em  ludzi, otrzym ujem y siłę:

A  L =  20 *  1,6 X  1,725 =  27,52 t,

w rachunek więc w prow adzam y w artość w iększą A  1«, =  35,35 (.
2. Poniew aż słupy  są narażone pod w pływ em  ciężaru ruchomego raz 

n a  c iągn ien ie , a raz n a  ciśnienie, zatem  obciążamy raz jedną , raz drugą 
stronę od punk tu  obojętnego.

Ii. p. dla słupa V I 6 (rys. 10 Ł) obciążając na prawo, od p u nk tu  obo­
jętnego :

a) wozami, przyczem ty lne koło stoi na węźle 6 i  tłum em  ludzi, otrzy­
muj endy siłę :

V I 6«, =  (0,S0 +  0,15) X  9,0 * =  +  8,551;
b) tłum em  ludzi:

" V I 6« =  X  1,725 =  +  4,810 i.

Obciążając zaś n a  lewo od p unk tu  obojętnego:
a) wozami i  tłum em  ludzi, otrzym ujem y siłę:

V I 6«, =  (0,25 - f  0,15)X  9 +  (0,06 +  0,03)2,25 =  — 4,801;
b) tłum em  ludzi:

VI 6« =  X  1,725 =  2,578t,

obciążenie wozami działa więc w  obu w ypadkach niekorzystniej.
b. Ścięgna mogą działać tylko na ciągnienie, zatem  ustaw iam y cię­

żary  tylko n a  dodatniej części lin ii wpływowej (rys. 11 b).
N. p. dla ścięgna 12  obciążam y n a  praw o od punk tu  obojętnego:
a) wozami, staw iając osta tn ie  koło wozu n a  węźle 2 i  otrzym ujem y siłę

12«, =  (0,3 +  0,45) X  9 +  (0,2 +  0,08) X  2,25 +  Q,Q° +  1,5 X  1,725 =  +  8,71 U

b) tłum em  ludzi:

1 2u =  0,46 ^  16,0 X  1,725 =  +  6,228 i.
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IV. S i ł y  w e w n ę t r z n e ,  w y w o ł a n e  c i ę ż a r e m  r u c h o m y m  
a zestawione w tablicy na str. 194 i 195, w yznaczym y jeszcze sposobem 
analitycznym , przyjm ując jako  najniekorzystniejsze ustaw ienie ciężarów, 
znalezione w edług lin ii w pływ ow ych.

1. W  pasach w edług wzorów 175) i 176) Sg =  — ^  siecz ^  
o trzym ujem y :

n. p. dla węzła 1 (według lin ii w pływ , dla ^41 i 12 rys. 9 b)

f = i  ( 1  (17,5 +  13,7) 1 1 , 7  x  1,725 X  )  =  19,96 t,

Mpi =  19,96 X  2,5 =  49,9 ¿to, zatem
4Q Q "  40 q

Si ¡ =  3 ^ - =  28,9 t, SAT= j ^ - X  1,218 =  35,2581.

2. W  słupach wyznaczym y znowu siły  wedł. równ. 188)

Y —  Q — ^  s t  o i  d la rozkładu ciężarów w edług rys. 10 6 ,

N. p. dla słupa V I 6  =  11 2
O i =  ,  5 9 (5 -f-1,2)A=2,791, w ięc 0, =  — 2,79i, l ip ,==2,79 X  15=41,85 ¿m,

a  zatem  Y 2H =  -  (  -  2,79 -  ^  X  0,36 )  == f  8,48 t.

Słup I I  pracuje tylko n a  ciągnienie, równe ciężarowi węzłowemu. 
D la słupa V 5 =  I I I  3 widoczna z lin ii wpływowej, że ciągnienie w y­

w ołuje obciążenie n a  praw o od punk tu  obojętnego przekątni IV 5, k tóra 
w tedy działa, a nie działa p rzekątnia 4 V. Siła w słupie musi dla równo­
w agi z siłam i w  pasach V IV  i I W ,  jak ie w yw ołują najniekorzystniejsze 
obciążenie dla słu p a ,'tw o rzy ć  wielobok zam knięty, a więc:

Y  - S  X s t *  5  __®i X  1 2 ,5__ 5,04 X  12,5__  63,00__ .-t ii-= 3 /7 /-‘W  Xst<7, bIV r -  3;0 - -  3 0 - — 3^ 7- 21,0«

^ 5  v = 3 i n ~  21,0 X  0,144 =  -j- 3,0241.

Największe ciśnienie zaś w słupie I I I  3 = SV 5- będzie przy obciążeniu 
lewej strony  belki do punk tu  obojętnego słupa V 5", w tedy działa ścięgno
4 V, a nie działa 5 IV.
0* =  7,504 i, Qp =  — 0 , =  — 7,5041, Mp =  — 7,504 X  7,5 =  — 56,25 tm

r > r = m 3 =  “  7,504 +  ^  X  0,144 =  -  7,504 +  2,7 +  -  4,8 t.

Dla słupa IV 4 najw iększe ciągnienie pod w pływ em  ciężaru rucho­
mego będzie zawsze = 0 ; zaś największe ciśnienie w ypadnie przy  obcią­
żeniu lewej łub prawej strony  belki do w ęzła 4. Ni p. przy obciążeniu lewej 
strony działa  śeięgno 3 IV i 4V , a ścięgna I I I  4 i IV 5 nie.

Oi —  5,0, Qp —  — 5, 1 0 , =  — 50,0, - ^ - st(; =  0,

I  i f4  =  5 ,01.

3. W  ścięgnach otrzym am y siły  z równ. 181) i 183) D =  F s ie c z «, 
a dla rozkładu ciężarów w edług rys. I l i .  N. p. dla ścięgna 12 :
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°' = W  [ 9(15 +  U'2) +  2’25(6’9 +  8’8) + 1>4X 1)725 X ^ i l =  18’0221-
L ,  Qp =  Oi =  13,022 i,

YI2 =  (  13,022 -  X  0,36 )  -  4,058,

1)I2 =  4,058 X  1,75 =  7,1021.

Do obliczenia przekrojów  w  następującej tabliczce VI w prow adzi­
liśm y w yniki z obliczenia IV  jako  dokładniejsze od III .

V. W reszcie dla spraw dzenia , czy k sz ta łt pasu górnego był odpo­
wiednio obrany, obciążamy dla ścięgien 12  i  I I 3 lew ą część belki od 
punktów  obojętnych i  otrzym ujem y w edług lin ij w p tyw ow ych :
dla I  2 obciąż, wo z a mi . . .  . . =  — 0,65 X  9 =  — 5,85 t.

obciąż, tłum em  ludzi. . . == — x  1,725 =  — 2,420,

a ponieważ 12 ciężar s ta ły  =  -j- 5.985, zatem  w ypadkow a = + 0,105 t. 
d la I I 3 obciąż, wozami . . . . . = — (0,50 -J- 0,16) X  9 =  — 5,94 t, 

obciąż, tłum em  lu d z i.....................0 , 5 0 x  1,726-.=.— 2,941,

a ponieważ I I 3 ciężar s ta ły  =  +  6,238, zatem  w ypadkow a =  |j-  0,298 i.
VI. T e o r e t y c z n e  w y m i a r y  c z ę ś c i  s k ł a d o w y c h  b e l k i  sa 

umieszczone na str. 194 i 195.

XVI. In n e  j e d n o p r z ę s ło w e  b e lk i  k r a to w e ..

89. Belki Winklera, fi■a a tA -«-c* m
Ważnem jest pytanie, jaki kształt nadać belce kratowej, 

aby ilość materyału była najmniejszą. Potrzebaby w tym celu 
obliczyć teoretyczną i rzeczywistą ilość materyału dla belki 
równoległej, parabolicznej i belki o pasach dowolnie krzywych

i ją  jako funkcyę kształtu

r y s .  16 7. pasów wyrazić. Zadanie 
tak ogólnie postawione 
nie da się rozwiązać. Mu­
simy je  więc bliżej okre­
ślić. W i n k 1 e r, który 
starał się rozwiązać po^ 
wyższe py tan ie , przy­

puszcza, że belki kratowe, które porównywamy, mają wszystkie 
w środku rozpiętośoi tę samą wysokość największą, dalej przyj­
muje on pas dolny prosty a górny zakrzywiony według paraboli 

Teorya mostów X. 13



VI. Teoretyczne wymiary części ©Łcłacio-wycłi. "bellci
bez uw zględnienia s tra ty  m ateryału  na połączeni a i  n a  wyboczenie.

W edług rozp. minisfc. natężenie dopuszczalne =  750-f-2Z, czyli dla rozp. 20'(X) m t =  7 9 0 zat em przekrój =  — ^  o » !.

-i*./«-8-,

C z ę ś c i  b e l k i  . M g h
s t  a s ie c z  a Qy Y , s t  a s ie c z  ci

tm m t t

4 I  =  V I I B 65,95 1,74 0,696 1,218 _ __ ——. i

1 11 =  VI V II 113,06 2,64 0,360 1,063 — — — i —
11111 =  V VI 141,33 3,00 0,141 1,0.10 — — : ' — — •

III  IV  =  I W 150,76 3,00 0,000 1,000 — — — —
A J  =  12 =  67 =  I B 65,95 1,74 — — — — ‘ —

23 =  56 113,06 2,64 — - — — — — —
34 =  45 141,33 3,00 — — — — — —
11 =  V I I 7 _ _ — _ — —

,112 =  V I 6 113,06 . 2,64 0,360 — + 18 ,842 3,467 — —
I II  3 =  V 5 141,33 3,00 0,144 + 11 ,305 4,522 ' ' '-V
IV  4 =  IV  4 150,76 3,00 0,000 — +  3,769 3,769 — —

1 2 =  V I I 6 113,06 2,64 0,360 — +18,842 +  3,467 1,437 1,750
I I 3 =  V I 5 141,33 3,00 0,144. +  11,305 +  4,522 0,947 1,880

I I I  4 — V 4 — _ - — — +  3,769 +  3,769 0,833 1,300
IV 6 =  IV 3 — — — — 3,769 - 3 ,7 6 9 0,833 1,300



C z ę ś c i  b e l k i

S i ł y  w e w n ę t r z n e
w tonnach Przekrój M p Q p

ciężar stały ciężar wozów tłum ludzi najw. działające
± +  1 — + + - c m 2 t t

• A I  =  V I I B -  46,165 — 35,258 — 27,520 — 81,423 103,07 49,90 —

I I I  =  V I V I I — 45,224 — 32,640 — 26,600 — 77,864 97,08 78,30 —

II  I I I  =  V V I — 48,052 33,450 — 27,520 — 75,502 94,16 99,66 —

III  IV  =  I W -  49,750 — 88,818 — 28,462 — 83,563 104,20 102,57 —

A 1  =  12 =  67 =  7 B +  37,910 28,900 — 21,672 — 66,810 — 83,76 49,90 —

23 =  56 +  42,850 30,780 — 24,500 — 73,630 — 91,81 78,30 —

34 =  45 +  47,100 33,220 — 27,(520 — 80,320 — 100,00 99,66 . —

11 =  V II 7 +  6,470 9,086 — 4,312 — 15,556 — 19,40 — —

I I 2 =  V I 6 +  3,167 8.480 4,810 4,830 2,578 11,947 1,343 14,99 41,85 2,79

I I I  3 =  V 5 +  4,522 3,04 4,800 4,761 3,131 7,562 0,278 15,62 56,25 7,504

IV 4 =  IV 4 +  3,769 0 5,000 5,025 2,886 3,769 2,231 13,93 50,00 5,000

12  =  V II 6 +  5,985 7,102 5,850 6,228 2,420 13,087 — 18,32 65,00 13,022

I I 8 =  V I 5 +  6,238 8,025 5,940 7,152 2,940 14,263 — 17,78 — 10,100

1114 =  V 4 +  4,901 9,754 • —. 7,024 — 14,655 — 18,75 — 7,500

IV  5 =  IV 3 - 4 ,0 0 1 6,552 3,720 — 1,651 — 2,86 _ 5,000
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n ego rzędu. W tedy będzie wysokość h w odstępie x  od środka 

belki (rys. 167) li — 1 —  ̂ l ^ )  j •' • • • • 258)

Dla n =  1 otrzymujemy trójkąt ACB, dla « =  2 mamy pas 
górny zakrzywiony podług paraboli zwykłej, dla »■>>? według 
paraboli wyższego stopnia, nareście dla n =  co według linii pro­
stej, więc belkę równoległą. W inkler wyznaczył wykreślnie ob­
jętość materyału dla rozmaitych wartości n i otrzymał najmniej­
szą teoretyczną ilość materyału dla n =■ 4 do n =  6. Rzeczywista 
najmniejsza ilość materyału będzie dla nieco mniejszego n.

Belka taka ma pas 
r  j g g górny na znacznej dłu-

s ' - gości bardzo mało za­
krzywiony, dopiero 

przy podporach spada 
on nagle. Nazywamy 
ją  b e l k ą  Wi n k l e r a *  

nie używamy jej jednak w praktyce, tylko zamiast niej używamy 
belek o kształtach przybliżonych i tak najprzód b e l k ę  z pa* 
r a b o l i c z n e m  z a k o ń c z e n i e m  (rys. 168). (Paralleltrager mit

parabolischen Enden).
, „,, Jestto belka , któreir y s .169. , , . Jpas domy jest prosty,

D a górny także prosty
w części środkowej,
przy końcach zaś za­

krzywiony parabolicznie. Siły wewnętrzne obliczamy na długo­
ści CD jak  dla belki równoległej, dla końców zaś AC  i D B  we­
dług sposobów ogólnych, używanych dla belki wielobocznej.

Kształt przybliżony do belki Winklera ma także b e l k a  
t r a p e z o w a  (n. Trapeatrager) (rys. 169), używana często w Ame­
ryce, w Europie wprowadzona przez ELÓst ^i na  i B a t t i g a .  
Tu zakończenie pasu górnego jest proste, co wielce ułatwia 
robotę belki.

Na .długości A C  punkt przecięcia się pasów L  wpada na 
podporę A ) zatem otrzymujemy dla krzyżulców długość obojętną, 
największe siły wewnętrzne będą zatem dla obciążenia zupełnego,, 
jak  dla dachów.



-  197 -

§. 90. Belka eliptyczna.
B e l k a  e l i p t y c z n a  (n. Elipsenirdger) (rys. 170.) jest uży­

wana także jako belka kształtem zbliżona do belki Winklera.
Równanie linii pasu gór-

ry s .O T .  =egojMt |  +  ^ - l , w i , c
i / £ “ 

łi=h1\ l  1---- 2; a ponieważ

t  1 1 *§ =  — — te, a d = „ - l zatemZ Z
9 _____________________

h =  * " i \ / x ( l - x )  . 259)

Winkler oblicza dla tej 
belki w przybliżeniu siły 
wewnętrzne w pasie górnym 
i dolnym 8t i  S2 i otrzy­
muje dla obydwóch war­
tości równania elipsy. Po­
dajemy tu tylko wyniki, bo 
belka ta jest mało używana, 
a przy dokładnem oblicze­
niu trzeba używać wzorów 
ogólnych. Na rys. 170. przed­
stawiliśmy siły zewnętrzne 
w obu pasach, przyczem

at = a ^ 2 a2 .*)
2 a 2 V

Dla kraty otrzymamy wedle Winklera

dla ciężaru własnego ~ ~  =  ',X ^   ̂ . =
h 2 .2 h1V x ( l - x )

Według równ. 187) jest
Ma

4 hi

260)

V  x  (l — x).

d

dx
-l i­ gi (l — 2x)

8 Aj V  x  {l — x)
V  x (l — x ) , więc

9 (l — 2x) =  ^ g i 261)

*) p. " W i n k l e r :  Theorie der gegliederten B alkenträger, II. w ydanie, 
s tr . 211.
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ćLx,

Dla ciężaru ruchomego jest 
Mnajw (+  7) =  Q ---- — st ail

M  dh

Q
p  (l — x)‘

" 21
M -

Wstawiwszy wartości 

— 2 x
2L ' dx l V x ( l - x ) : 

najw ( + Y)  =  | p ( l  — X), . .

a najw (—Y) =  Y z— najto ( =  Y)=~^ (i — 2x) — -̂

Równania 262) i 263) wyznaczają linie proste A 1B 0 i A 0B i * 
Dla porównania wykreśliliśmy Y  także dla belki równoległej 
i parabolicznej.

otrzymamy 

. ’ . 262) 

( Z - z ) = - |p x 2 6 3 >

§. 91. Belka górnoparufooliczna o stałym  przekroju pasu 
górnego.

Jeżeli z (rys. 171) oznacza oddalenie części pasu górnego 
od odnośnego węzła pasu dolnego n. p. jeżeli dla pasu G%E2

jest E H  — z, to siła we-
171 ■wnętrzna w pasie gór­

nym jest według równa-

*\ \

X - — _______________ _ _ J

nia 173) Ś( = M.

Dla obciążenia jedno­
stajnego zupełnego jest 

qx (l — x)

więc S± =  — qx (l — x) 
2 z

taką samą wartość także 'dla x  

qx(l— x) ql2

. Jeżeli St ma być stałem, to musi mieć

l

S1 =

przyczem #==hi , więc

2* -  8 /1/  “ zatem 0 =  j  ( i  j )  . 264)

Jestto równanie paraboli. Jeżeli więc A E iF  jest parabolą, 
to zataczamy rzędnemi paraboli łuki o promieniu równym z, 
a pas górny kreślimy stycznie do tych łuków. Przybliżone 
równanie pasu górnego otrzymamy podobnie, jak dla belki 
Paulego (§. 81).

k - ł K l Ą r f  [ x + 8  V  ( i — » f ) * ]  • • 265)
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Belkę tę nazywamy b e l k ą  g ó r n o p a r a b o l i c z n ą  o s t a ­
ł y m  p r z e k r o j u  w p a s i e  g ó r n y m  (n. Bogensehnentrdger mit 
constanter Spannung der Ob er gurt es). R i t t e r  pisał o niej już 
w r. 1870, później H a b e r k a l t  w r. 1878. ■

Dobrą stroną tej belki ma byó to, że przekrój pasu gór­
nego jest stały, podczas gdy w belce górnoparabolicznej przekrój 
zmienia się ze siecz o-. Łatwo jednak zrozumiemy, że w belce 
Haberkalta pas górny ma wprawdzie przekrój stały, ale za to 
pas dolny ma przekrój zmienny. Poprawką tą pasu górnego 
niczego więc nie zyskujemy.

§. 92. Belka z ciężarem pomocniczym.

K o p c k e  wpadł w r. 1865 na myśl zmniejszenia siły we­
wnętrznej w pasie dolnym prostym sztucznem obciążeniem. Myśl 
tę  wykdnano w r. 1878 w moście pod Riezą na Łabie (rys. 172.).

Najwięcej korzyści sprawia c i ę ż a r  p o m o c n i c z y  (n. sup- 
plementares Gewicht) dla belki parabolicznej, bo tu  siła wewnę­

trzna w pasie doi-
rys.172. nym S2 jest stałą,

a ponieważ wiel­
kość ciężaru po­
mocniczego G i 
stosunki ramion 
dźwigni od nas 
zależą, więc mo­
żemy wywołać

tak wielkie ciśnienie, jak  wielkie jest ciągnienie S2g z powodu 
ciężaru własnego. Dla mostu nieobciążonego będzie więc siła 
wewnętrzna w pasie dolnym równa zeru ; pas dolny obliczamy 
wtedy według siły S2Pl powstałej z ciężaru ruchomego.

Jeżeli pas dolny jest tęg i, to możemy wywołać jeszcze 
większe ciśnienie i znieść połowę S2P, wtedy przy moście nie- 
obciążonym pas dolny jest ciśniony.

Siły wewnętrzne w kracie i pasie górnym nie zmieniają 
się wcale z powodu sztucznego ciśnienia, bo obliczając j e , jak 
wiemy, tworzymy momenty sił zewnętrzych ze względu na 
węzły pasu dolnego, a dla tych punktów moment sztucznego 
ciśnienia jest zerem.

J f  fir S Ć .  ¿ . 8 5 Ą
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Belka ta wykazuje znaczną oszczędność materyału dla pasu 
dolnego, zato jednak potrzebujemy też materyału dość dla 
ciężaru pomocniczego i silniejszych przyczółków tak , że osta­
tecznie koszt , całego mostu małoco będzie mniejszy i to tylko 
przy wielkich rozpiętościach. Korzyść ta może być znaczną dla 
belki o kilku przęsłach, bo jeden ciężar pomocniczy wystarcza 
na wszystkie przęsła.

K ó p c k e  proponował też wywoływać sztuczne ciągnienie 
w prostym pasie górnym , w takim razie pas dolny byłby pa­
rabolicznym.

§. 93. Belka rozporowa prosta.

F o e p p l  proponował w r. 1878 urządzenie łożysk pochy­
łych dla belki prostej. W skutek łożysk pochyłych powstają po­

chyłe oddziały- 
7"y S . 1 ( 3. wania, belka pro­

sta staje się więc 
rozporową, dla­
tego nazywamy 
ją  b e l k ą  r o z ­
p o r o w ą  p r o ­
s t ą  (n. Träger 
mit schiefer Auf­
lagerung) (rysu­
nek 173).

Powstaje tu od­
działywanie 0 2,

prostopadłe do łożyska wałkowego, które rozłożyć możemy na 
H i  V2, przyczem I I  — V2 sta .

d  
i

&

A
'¡ Ć k ń i v v ^ d

i  £ 

B
H "E  \ F  l j Ą ,----3--- -1----» <Xy

-Ł—H ' r

Gdy siła P  działa w punkcie C, to V2 więc TI ■-

=  P - j  st a.

Dla części JEF pasu dolnego między A  i ,G otrzymamy, 
tworząc momenty ze względu na punkt G,

S2 -  j  H}i J =  1 (? +  h st a)] . 266)

Dla £ =  g0 jest ¿>2 =  0, więc
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śo ~ x  +  h s ta ’ • ‘ ‘ ‘ ‘ 267)
przyczem f0 wyznacza punkt obojętny.

Jeżeli a: >  f ,  otrzymamy podobnie

S2==l  [ ? Ł j . Ł>JL -  -  i)  -  E h  } ^ P± ( l - x - h s t a )  268)

Na podstawie tych równań możemy wykreślić linię wpły­
wową S2■ Równ. 266) i 268) są, równaniami linij prostych ze 
względu na należy więc wyznaczyć tylko po dwa punkty tych 
linij. Mianowicie przyjąwszy P = l ,  mamy z równ. 266.) dla £ = 0

S2 — y ,  albo S2‘—S2h=x=aJc=aa'. Dla £,=1 jest S2= s t  a, więc h
S2‘— h st a — bb‘. Jeżeli a połączymy z b‘ i a' z 6, otrzymamy 
punkt obojętny i. Prosta ale odpowiada równ. 268).

Z rys. 173.) widzimy, że dodatni trójkąt wpływowy ah‘b 
p n _x

odpowiada wyrazowi — r—•?------- w rów. 266) i 268), zaś ujemny

P|A
trójkąt abb' wyrazowi — H h = ------j - a t ą  w równ. 266). Z tego

łatwo poznamy, że punkt Jć leży na paraboli, jak dla linii wpły- 
wo.wej momentów.

Jeżeli ciężary działają za pośrednictwem poprzecznio, to 
gdy spuścimy pionowe z E  i F, otrzymamy e‘ i f ‘, a linia wpły­
wowa będzie ae‘f ‘ib b'a.

Dla ciężaru własnego jest V1 — Vź=  \g l, H  =   ̂gl st a, więc 

=  • 269> 
Nie zważając na poprzecznice otrzymamy

• cf P , f. 7 i ,  PŹ o r* (Z —"#) arAstal  najw S2P =  h J- |0 \ h ‘ =  ^  ....- — — j—  , a wstawiwszy

wartość za f0 z równ. 267) najto S2P=  x  +  h stc! ” 270^

Podobnie otrzymamy

naj,0 ( -  S„) | S ( *  -  I , ) * * «  —  271)

Dla belki parabolicznej jest 7̂ =  4 / ^ ---- ^ ---- . Jeżeli wsta­

wimy tę wartość w powyższe wzory, otrzymamy wzory dla siły 
wewnętrznej S2 wskutek ciężaru własnego i ruchomego i da się 
łatwo udowodnić, że, aby najw (— S2) > 0 ,  musi być
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St C5< ~ r-  V —f - .......................... 272)4 )g  +  p
Z równ. 269) •widzimy nakoniec, że /S2i7 =  0 ) gdy st a — 

— X- , a dla belki parabolicznej sfc • • '• 273)
łlv O: fi*x t

a zatem, jeżeli ciężar ^ łasny niema-'sprawiać w pasie dolnym 
wcale żadnego ciągnienia, powinno oddziaływanie 02 być styczne 
do pasu górnego, a zatem łożysko wałkowe ma być prostopadłe 
do pasu górnego w B.

Siły wewnętrzne w pasie górnym i w kracie pozostają 
niezmienione.

X V II. B e lk a  w s p o r n ik o w a .
§. 94. Belka dwupasowa.

W rozdziele VI mówiliśmy o belce ciągłej przegubowej. Może 
ona być blaszaną lub kratową. W  ostatnim wypadku1 może być 
kratową równoległą lub wieloboczną. Dla obliczenia sił działają­
cych w belce blaszanej lub kratowej równoległej wystarczy wy­
znaczenie momentów i sił poprzeczni!^ wedle rozdziału YI. Belkę

ciągłą przegubową wieloboczną nazywamy b e l k ą  w s p o r n i k o w ą  
(n. Consölträger, Kragträger, Träger mit freischwebenden Stützpunk­
ten, a. cantilever, fr. port ä faux, cz. nosnilc Iconsolovy, Icralcorcovy) 
(rys. 174.). Przeguby mogą być przytem umieszczone albo w przę­
słach skrajnych lub w środkowem, co częściej się zdarza.

Jeżeli belka jest równoległą, to siły wewnętrzne obliczamy 
wedle najw M  i najio Q, o wyznaczeniu których mówiliśmy już 
w rozdz. YI (str. 77). Tu zastanawiać się będziemy tylko' nad
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belką wieloboczną. Siły wewnętrzne w pasach są wedle rów. 17B)
ry JH-t . 'C i  '  ' 7  • J  *Oj =  — - ̂  siecz a i o2=  -f ^  siecz t, a ze h, a i % są dla danej

rys. 175.

K l! \[~zsrc D

ry s .  176.

części pasu stale, więc siły są proporoyonałne do momentów, 
linie wpływowe są takie same jak dla momentów. Chodzi więc 
jeszcze tylko o siły wewnętrzne w kracie.

§. 95. Linie wpływowe dla s ił wewnętrznych, w kracie.
Jeżeli chodzi o krzyżulec FG ‘ w przęśle bez przegubu, to 

linie wpływowe siły wewnętrznej w FG‘ w danem przęśle kre­
ślimy w sposób znany 
nam z §. 61. Jeżeli 
ciężar wychodzi poza 
JB i znajduje się na 
długości J3C, to otrzy­
mujemy prostą bc‘ ja ­
ko przedłużenie prostej 
(jb , bo siła poprzeczna 
równa się tu jak przed­
tem oddziaływaniu 0 lt 

które otrzymujemy 
z tego samego rów na­
n ia ,^  gdyby siła była 
na długości GS. Jeżeli 
siła znajduje się na CD, 
to rozkłada się według 
prawa linii prostej na 
siły ?  i P" w G i D, 
zatem linia wpływowa 
będzie c‘d.

Cf I
1 r- >



_ _ _ _ _
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Jeżeli chodzi o krzyżulec Grl ‘F1 w części wystającej, to- 
jasną jest rzeczą, że siła P, znajdując się po lewej stronie G, nie 
sprawia w krzyżulcu żadnego natężenia.

Jeżeli siła znajduje się na długości Fi C, to

D  =  Q siecz a, więc Y —-Q ~  =  P ~  . . 274).

Dla c =  0, Y=  0, dla c — b, Y  =  P.
A-by więc wyznaczyć linię wpływową, robimy ff' — P  =  1 

i łączymy z L x‘ aż do c‘, kreślimy c‘d i f ‘g.

§. 96. Belki trzypasowe równolegle.

Belki wspornikowe mogą też być trzypasowe. Jeden pas­
ma kształt wieszaru, na nim zawieszona jest belka albo równo­
legła albo wieloboczna kratowa (rys. 177).

Na rysunku przyjęliśmy belkę równoległą i wyznaczyliśmy 
najprzód linię wpływową oddziaływania 0 it która jest w przęśle 
bez przegubu taka sama, jak dla belki zwykłej, w części wy­

stającej jej przedłużeniem, 
a kończy się prostą c‘d. 

ry s  .178. Jeżeli teraz chcemy
wyznaczyć siły wewnętrzne 
w pasie wieszarowym, to 
dla .równowagi w punkcie 
F  (rys. 178.) otrzymamy 
S  dost cr=>S1dost ai =  H  275) 

Widzimy więc, że s k ł a- 
d o wa  p o z i o m a  s i ł  w e ­

w n ę t r z n y c h  w p a s i e  w i e s z a r o w y m  j e s t  s t a ł a .
Gdy na belkę działa siła P =  1 w przęśle A B , to dla prze­

kroju I-I otrzymamy ze względu na punkt B
OJ — P  (l — x) +  S0 \  dost a0 =  0, stąd

_ P (l — x) — Oi l .S0 = ---------- ---------— siecz cr0.

Ale ponieważ 0^1 *= P  (l — x ), więc 5 0 = 0 .  A zatem d la  o b ­
c i ą ż e n i a  p r z ę s ł a  b e z  p r z e g u b u  s i ł y  w e w n ę t r z n e -
w p a s i e  w i s z ą c y m  są  r ó w n e  z e r u .

Jeżeli siła P  przekroczy punkt B, to
, Ot l +  dost<x0 = 0 ,  a stąd
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Sc =  — siecz a0, albo ponieważ Ot =   ̂ 7— P,/¿j t’

(S0 = P ^ j —- siecz c0 =, . 276)
“■i

więc H — P ^ ——: ..........................*. 277)

Dla x =  l, 1 1 = 0 , dla x =  l +  li l H  = P ^ .nl
Na tej podstawie wykreślamy linię wpływową w następny

sposób. Robimy be=hi , ee' =  P =  1, łączymy b z e‘, to cc' =  P y ~>
’h

wreszcie kreślimy c'd.
Przychodząc do słupów widzimy, źe

S  wst a — Si wst a, =  V, (rys. 178). zatem
II (st. o — s t a j  =  V .........................  278)

W ynika stąd , że linie wpływowe dla Sg i V  są podobne 
do linii wpływowej dla U, otrzymamy je, jeżeli wykreślnie po­
mnożymy rzędne cc‘ przez siecz a0, względnie przez (s ta  — sto^).

§. 97. Linie wpływowe pasów i krzyżulców belki równoległej.

Ponieważ dla obciążenia przęsła A B  (rys. 177) siła w pasie 
wieszarowym jest równa zeru, zatem linie wpływowe wszystkich 
prętów przęsła A B  są na długości A B  takie same, jak dla belki 
w dwu punktach podpartej.

c - ' Jeżeli chcemy wyznaczyć linię wptywową dla B i w razie, 
gdy P  przekroczy B , to dla przekroju I-I otrzymamy 

' P j dost a — S0 wst 17 — Oi = 0 ,  stąd

( P J ^ P *  dost a =  (Oj + S 0 wst a) =  P  (x —1) ---- . 279)

p
Dla x  =  Z -f- hl otrzymamy (Pj) =  P s t c ---- - hi , kreślimy

i
ee1 =  1, e‘e2 J_S0, to ee2 =  Pstcr. Dalej b f= l ,  ff‘ =  1, to eei =

• = - j ,  wi<*c ee" =  ee2 — eet =  Pśt<r — P - y  — (Pj).

c-5 Jeżeli teraz przejdziemy do części wystającej i zechcemy 
wyznaczyć linię wpływową dla P / ,  to dla przekroju II-II mo­
żemy napisać jeżeli x — l"> ę2

Dy dost a.— S0‘ wsto-g +  P =  0.
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Stąd I) /■= — (P —S0‘ wst <r0) siecz a — — ( P — E  st er0) siecz a 

D1/ =  — P  ^ 1 — X ̂  ■■■ st ga j  siecz a . . . 280)

(D^) =  Dx' dost a = — P  ^ 1 — 3'^..? st g0 j  . . 281)

Widzimy więc, że rzędne linii wpływowej dla (P /)  składają 
się z różnicy rzędnych prostej poziomej w odległości P = i  i prostej

CC • |
wyrażonej równaniem y =  •—=-— st ar0. Dl&x—l,y = 0 ,  dla a?—l= h1

'h
? /= s ta0 . Więc jednym punktem tej prostej jest b, drugi otrzymamy 
robiąc ee1==P==l, kreśląc c^n S0\  ee2*=em, to e2 jest tym dru­
gim punktem, z czego wypływa podana na rysunku konstrukcya.

Zastanówmy się teraz nad siłami w pasie średnim Dla 
obciążenia w przęśle A B  jest linia wpływowa taka sama, jak  
dla belki zwykłej. Jeżeli P  jest w drugiem przęśle, to S t]i +

+  O iii +  E h 1 =  0, czyli 8t h -  P - ~ - &  +  P - “  • h‘ =  0, stąd

s‘ ~ p t ( t - £ ) . . . . . . . . . . . . . .  282>
Zróbmy x  — l =  h, to Ą  ■= P ^ ^  “  j .  W  punkcie e mo­

żemy więc wyznaczyć rzędną, jeżeli wykreślnie wyznaczymy
Ł h1-y-'i i utworzymy różnicę tych rzędnych =  eet . Wykreślenie1/
linii wpływowej nie podlega wtedy trudności.

-•S> Dla przęsła BG  otrzymamy ze względu na punkt Ę, jeżeli 
x  — l > ź  j'.

-  S g i  — E h " +  P(® -  l -  l i ') -  0, zatem

-  S i‘h —  P ~ p  +  P (» -  l — | i 0 -  0, stąd

=  P C ^ -  Z - - ! / )  _  _ ■■ _ 283)
1 /i Mj

Według równ, 283.) są rzędne linii wpływowej różnicą
£ _  ̂_ & '

rzędnych dwu prostych St ‘ =  y ‘ — y “, y ‘ =  P —— j —— , więc

dla x —l —£i‘=h, czyli x —l—^ i'+ h ,  jest y '= P =  1, dla x —l—^

y‘ =  0. Zaś y“= P X̂ ^ -  . Dla x — l =  h1) y"  =  y -, dla x —l=h łii fi
= 0  !/“= 0 . Stąd łatwa konstrukcya, podana na rysunku.



— 208 —
\ T" , - * > *f ■

Nakoniec mamy wyznaczyć jeszcze linie wpływowe dla 
pasu dolnego.

Dla siły S2 utworzymy równanie momentu ze względu na 
G, gdy siła P  jest w drugiem przęśle:

— S2h +  Ojg +  H (h‘ — li) =  0, czyli

s2h= p - ~ l c h‘ -  ii) + p 1̂  f .

Sb*d ■ • ■ : **>  
Według równ. 284.) jest S2 =  y 1 — y", przyczem

. . g . h‘ — h . . .  .W ykreslme wyznaczamy więc i —=—  i rozmcę —mm’
tf fii

odcinamy dla x  — l =  h.
Dla przęsła JBC otrzymamy ze względu na punkt G‘

S2‘h — H (li“ - h )  +  P (x  — l -  I') =  0,

S2'h -  — h) +  P (x  — l — £ ‘) =  0, stąd

■ • 286>
Równanie to jest zupełnie analogiczne do równ. 283.), stąd.

więc i konstrukcya ta sama.
ll“ — h (X—l) 7 7 ,  ll“—h 7 / n----- - - - .<. więc dla x — l =  h ,y ' = —=— dl a z=i ,  y = 0 ,

i  1

y » =  ?----^—j_£;} więc dla a: — i = ./i +  §' y “ =  1, dla a: — l =
fi

y ”=  0. Według tego wykreśliliśmy linię wpływową na rysunku.

§. 98. Belka trzypasowa wieloboczną.

Jeżeli zamiast belki równoległej zawiesimy belkę wielo­
boczną na pasie wieszarowym, otrzymamy belkę trzypasową wielo­
boczną, jak n. p. belkę mostu na Salzacku między Oberndorf 
a Laufen (rys. 173).

Wzory 275) do 278) pozostają tu  te same, bo nie są one 
zależne od kształtu pasu średniego i dolnego, zmieniają się tylko 
linie wpływowe dla krzyżulców i pasów dolnego i średniego
o tyle, o ile różnią się linie wpływowe dla belki wielobocznej



I

od linij dla belki równoległej. Nie podajemy tu tych linij, od­
syłając czytelników do rozprawy Wacława Balickiego*) w tym 
przedmiocie.

r y s . 179.
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Zresztą linie wpływowe możemy też wykreślić sposobem 
ogólnym M u l l e r a  B r e s l a u a ,  wyłożonym w §. 62 zapomocą 
dwu planów sił**).

E. Ugięcie belki.
3ćVlII. R n a l i ty e s n e  i w y k r e ś ln e  w y z n a c z e n ie  

u g ię e ia .
§. 99 .  O g ó l n e  u w a g  i.

• Przy mostach nowo zbudowanych urządzamy zwykle próbę 
obciążenia i badamy wtedy u g i ę c i e  b e l k i  (n. Durchbiegung, 
fr. deflection) czyli pionowe przesunięcie poszczególnych punktów 
belki (węzłów) wskutek obciążenia. Próby takie obciążenia po- 
.wtarza się w pewnych odstępach czasu, a wielkość ugięcia może 
nam dać pewne wskazówki co do dobroci roboty mostu, a pó­
źniej co do jego stanu. Mówimy tylko „pewne wskazówki“, bo 
ugięcie większe od obliczonego wskazuje n a m , źe natężenia są 
większe od obliczonych, a w niektórych prętach może przekro- 
czyły granicę sprężystości; należy więc miejsce słabe wynaleśó
i je  wzmocnić. Z drugiej strony jedno takie słabe miejsce tak 
mało wpływa na ugięcie ogólne, że nie da się istnienie jego po-

*) B a l i c k i :  „Linie wpływowe dla belek trzy  pasowych w sporniko­
w ych“. „Czasopismo Techniczne“ 1903.

**) H a b e r k a l t  podał w  „AUg. B auzeitung“ 1902 przy opisie m ostu 
n a  Salzachu jeszcze trzeci sposób w yznaczenia lin ii wpływowych.

T eorya m ostów  X.
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znać przy próbie obciążenia, a pomimo tego może być bardzo 
niebezpiecznem dla mostu. Próby obciążenia byłyby lepszą gwa- 
rancyą wytrzymałości, gdyby do obciążenia przyjęto ciężar znacz­
nie większy od obciążenia, dla którego belkę liczono. Tego się 
jednak zwykle nie robi przy mostacb kolejowych z powodu 
trudności dostarczenia obciążenia większego, niż najcięższe paro­
wozy, przy drogowych, aby zanadto materyału nie natężać. Przy 
próbach mostów drogowych kanału Dortmund-Em s użyto je­
dnak piasku, ziemi i kamieni w ten sposób, aby największy 
moment był o 30°/0 przekroczony. Wyznaczenie ugięcia mostu 
jest także z tego powodu pożyteczne, że za pomocą ugięcia da­
dzą się wyznaczyć oddziaływania w belkach statycznie niewy- 
znaczalnych, o czem mówić będziemy w następnym tomie.

Na niedokładności pomiarów ugięcia ma wpływać trudność 
wyznaczenia prawdziwego ciężaru obciążenia przy zmiennej wil­
goci i zmiennej gęstości i zmiana ciepłoty powietrza podczas
1 do 3 dni potrzebnych do próby.

0  wartości prób obciążenia mostów żelaznych J . E. R o ­
b e r t s o n ,  naczelnik biura technicznego kolei egipskich*) wyra­
żając się ujemnie, podaje na udowodnienie swych zapatrywań 
fakt następny: Most na Nilu pod Embabek obok Kairu pró­
bowano w r. 1892 obciążając pięciu parowozami. W roku 1896 
przerwała się blacha stojąca pasu górnego'mostu ruchomego przy 
środkowym filarze. Wymieniono tę blachę na silniejszą, poddana 
próbie i oddano do użytku. W  miesiąc później pękł dźwigar 
drugi zupełnie na tem samem miejscu. Jestto  jeden dowód wię­
cej, że próby obciążenia robione w ten sposób, jak dotychczas, 
są bezpożyteczne.

Ugięcie może być t r w a ł e  (n. bleibend) albo s p r ę ż y s t e .  
Trwałe powstaje wskutek małych przesunięć, wżarcia się styka­
jących przekrojów i błędów wykonania i okazuje się tylko przy 
pierwszem obciążeniu mostu. Ugięcie trwałe, okazujące się do­
piero przy następnych próbach, wskazywałoby na przekroczenie 
granicy sprężystości. Ugięcie s p r ę ż y s t e  (n. elastisch) po usta­
niu obciążenia znika. To ugięcie będziemy się starali obliczyć 
zwłaszcza, że obliczenie to jest potrzebne do porównania wyni­
ków próby z ugięciem obliczonem.

*) Por.. Z. d. öst. Ing. u. Arch. Ver. 1898 str. 13.



211 — 1

A u s t r y a c k i e  r o s p o r z ą d .  m i n i s t e r .  z. r. 1887 §. 8. a) Nowo w y­
budow ane m osty należy przed oddaniem ich ruchow i kolejowemu przez 
ko.misyą zbadać i  wypróbować... Zarząd kolejowy powinien... zaopatrzyć 
podanie w następujące załączniki:

1. Schem atyczny szkic pociągów, które m ają być użyte do próby, 
a  które w inny, ile możności, wyw ołać te  same momenty, ja k  w §.8. wzglę­
dnie §. 6.) obciążenia normowane. Pociągi te  muszą się składać w m iarę 
rozpiętości 15,0 m, 25,0 m  albo ponad 25,0 m dla każdego toru  z jednego dwu. 
lub trzech zupełn ie 'opatrzonych  najcięższych parowozów, jak ie  n a  odnośnej 
kolei są  w  użyciu, jakoteż wozów ciężarowych, potrzebnych do zajęcia n a j­
większego p rzęsła , a obciążonych zupełnie aż do przepisanej gran icy  ob­
ciążenia.

2. Obliczenie obciążeń, osiągniętych pociągiem próbnym  dla poszcze­
gólnych rozpiętości, w yrażone-w  procentach przepisanego obciążenia, jako ­
też w ykaz obliczonych dla pociągu próbnego największych sprężystych od­
kształceń... ■

§. 9. b) P o  prób z obciążeniem stałem  należą pociągi próbne, o któ-, 
rych była m owa w §. 8. lit. a), stopniowo postaw ić w położenie najn ieko­
rzystniejsze dla belek m ostowych i w  każdem z tych położeń należy je  tak  
długo pozostawić, póki dalsze odkształcenia nie dają się ju ż  spostrzegać.

P rzy  belkach w dw u punktach podpartych w ystarcza badać m ost 
przy stopniowem  obciążeniu połowy i całego przęsła.

c) Do zrobienia próby obciążeniem ruchomem należy najpierw  p rze ­
jechać mosf po każdym torze z cliyżością około 20 km  na godzinę pociągiem 
próbnym, k tó ry  należy zestaw ić w myśl zarządzenia, zaw artego w §. 8 lit .  
a) ustęp 1, a k tóry  składać się mą jednakowoż z dwóch parowozów.

N astępnie pow inna odbyć się n a  każdym  torze z tym że sam ym  po­
ciągiem  jazd a  pospieszna z chyżością 40 do 50 km  na godzinę; te jazdy po­
spieszne można też później przedsiębrać w razie, gdyby m ury  albo n a ­
w ierzchnia nie ułożyły się jeszcze dostatecznie.

§. 11. P e r y o d y c z n e  b a d a n i a :  a) Zarządy kolejowe m ają obok obo­
wiązkowego stałego nadzoru przedsiębrać przynajmniej co 6 la t peryodyczne 

.badan ia  i próby niostów w m yśl postanow ień §. 9. lit. b) i  d).
§. 17-. a) W ybudow ane przejazdy nad koleją i mosty na drogach do­

jazdow ych należy w każdym  razie zbadać komisyjnie... W tym  celu należy 
odnieść się do c. k. generalnej inspekcyi austryackiej kolei, a w ładza ta  
ro zs trzy g n ie ...,, czy należy przedsięwziąć obok wyż wymienionego bada­
n ia  także obciążenie próbne.

b) W ybudow ane m osty należy i  nadal przynajm niej co 6 ła t peryo- 
dycznie badać, względnie próbować.

§. 100. Wyznaczenie analityczne ugięcia,, belki.

Najczęściej jeden pas belki kratowej jest prosty. W yzna­
czymy więc analitycznie ugięcie belki w tym wypadku, gdy pas

W



dolny jest prosty i pójdziemy przytem za wskazówkami M u l ­
l e r a  B r e s l a u a * ) .

Przypuśćmy, że dla pewnego obciążenia pas dolny prosty 
A B  (rys. 180) ugnie się i p r z y b ie rz e  kształt wieloboku

Niech ym—i, ym, y,n+r 
będą ugięcia czyli pio­
nowe przesunięcia wę­
złów w —1, ni, m -1-1 
itd. K ąty nachylenia 
boków wieloboku ugię­
cia do poziomu na­
zwijmy y, a kąty mię­
dzy dwoma następują­
cymi bokami tego w ie­
loboku to możemy

iy s .1 8 0 .

t by » napisać
am

% m-f-i =  Sty,TJl "T* 1

st y„

■Sm =+1
=  Vm — y,n+1. A ponie­

waż te kąty są bardzo małe, więc możemy napisać S-m =
Aym _  Ay,„+1

Hm Hm—i

=  sty )K.— sty m+i =
łtutvilU'L

W - 9&uitAtc.

a wrescie

Vm-j-1 — yn
ttU .

286)

Załóżmy te ra z , że we wszystkich węzłach pasu dolnego- 
działają siły ■S'»,, &m+1 itd., które wywołują oddziaływania
Oj i 0 2. Obliczmy siły poprzeczne*^ momenty, to widzimy, że 
Qm-±-1 =  §)« “ j więC • • • • • . 287).

Dalej mamy moment w m M m =  0 ^  — J2*

zaś moment w m — 1 Mm—i =  Ot (x  — am) — JS'

a więc Mm — Mm-i =  0X a„-
iii,

m—1

■ amĄ m d-=am{Oi -

■d-e,

1 #  (e — om)(. 

3) =  «m

A zatem Qm = a podobnie Q,„+i M, -M n
&m +1

*) M ü l l e r  B r e s l a u .  Die neueren Metlioden der Festigkeitslehre und. 
der S tatik  der Bauconstructionen. L ipsk 3 90¥ str.-5<5 i następ. Tam podany 
je s t  także analogiczny sposób obliczenia ugięcia w  razie, , gdy pas n a  k tó ­
rym  leży pomost, je s t wieloboczny,

* *. «5" ^  U ŚFiUtU.i***. < 2 t. ■ fi*- . i 1.



Wstawiwszy te wartości w równ. 287) otrzymamy
Jilm —  Mm—1 ^m  + 1 Mm&m== 288)

n

Równanie 288) ma zupełnie ten sam kształt, co równ. 286) 
tylko, że zamiast y  tu  wszędzie znajduje się M. Z tego wynika, 
że jeżeli przypuścimy, że w węzłach pasu dolnego działają siły 
■9- i dla tego obciążenia pomyślanego obliczymy w każdym węźle 
moment M, to moment ten M  przedstawia zarazem ugięcie y  od­

nośnego węzła. Twierdzenie to da się ina­
czej tak wypowiedzieć. W i e l o b o k  u g i ę ­
c i a  p a s u  p r o s t e g o  be l k i  k r a t o we j  
d a  s i ę  p r z e d s t a w i ć  j a k o  w i e l o -  
b o k  S Z n £ T o w y ^ M i  A B , Ob- 
c i ą ż o n e j  ( c i ę ż a r a m i &,n,

Chodzi jeszcze teraz tylko o wyzna- 
C,W  czenie kątów jakie tworzą następujące

po sobie boki wieloboku ugięcia. Aby 
kąt ten wyznaczyć, obliczamy zmianę 

kątów w danym trójkącie A B C  (rys. 18Jtj po odkształceniu. 
Z rysunku wynika cŁ=  e2 dost a3 -f c3 dost a2, a zatem Act =  
Ac2 dost «3 — c2 wst a3 Aa3 +  Ac3 dost a% — e3 wst a2 Act2 albo Ac1 —

AC ACn=  — 2 c2 dost a3 4-----   c3 dost a2 — h (Aa2 +  Acc3) . . . .  289)
c2 C3

Wiemy, że ai +- a2 -f a3 == 180°, więc Aarf- \ a 2 4- Aa3 — 0, za­
tem Aa2 +  Aa3 =  — Aai . Dalej z rysunku wynika, że

e2 dost a3 — h dot a3, c3 dost a2 =  h dot a2.

Wstawiwszy to w równ. 289), otrzymamy

a więc

Aĉ

Aa,

■■ ^C'2 li dot a3 +  h dot a2 '+• h Aal ,

Acx ACn ,dot a. Ac.~ dot a, 290)

Jeżeli natężenie, wywołane danem obciążeniem w prętach 
, i ę3 nazwiemy vu v% i v3, a e spółczynnik sprężystości,

4c,to wiemy, że
Uj C C/'2  C C/g C

*■ £
Dalej wynika z rysunku, że -™- =  d o ta 2 +  d o t« 3.

291)
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Wstawiwszy to w równ. 290) i pomnożywszy przez e, otrzy­
mamy e/l«j =  vi dot a2 +  vt dot a3— v2 dot a3— v s dot a2,

292)albo wreście sAa} == (vA— v~) dot a ,+  [v, — y,,j dot a-,
Jt-t.,^9 Chcąo teraz wyznaczyc , zastosujemy to równanie do

A*Hv.K^*i)w.trzeCh trójkątów, mających wspólny wierzchołek w m (rys. 180), 
a otrzymamy

e&m =  —  ? 2 ) ’d o t  “ i  +  (V1 —  Vl)  ^ 0 t  a 2 +  ~  Vz)  ^ O t  “ 3 +

~  +  K  — vB) dot a4 +  (ł>7 — vs) dot ar> +  (v7 — v6),dot aa 293)
Q j7 ^ * 2 . YZ Przykład. W yznaczym y ugięcie belki Schwedlera, k tórąśm y obliczyli

w  §. 88, przypuszczając, że m ost obciążony je s t trzem a szeregam i wozów 
w  ten  sposób, że ty lne kola wozów sto ją n a  4 (tabl. VI). W tym  punkcie 
działa więc ciężar 9 f, inne ciężary 9 t i 2,25 t m usim y rozłożyć na ciężary 
węzłowe i  otrzym am y

w węzłach 1 2 3 4 5 6  7 B
1,89 ' 5,04 4,32 9,0 0,63 1,62 1,89 0,361.

O ddziaływ anie 0, [9 (10 +  13,8) +  2,25(17,1 +  5,7 +  2,1)) =  13,511,
N a podstaw ie , tych ciężarów węzłowych i oddziaływ ań w yznaczym y 

w jakikolw iek sposób siły  w ew nętrzne we w szystkich prętach. Tu uskutecz­
n iliśm y to w ykreślnie zapomocą planu  sił i  otrzym aliśm y następne w ynik i:

P r ę t

Siła
we-

wnę-
trzna

• 0

cNUPh

n a tę ­
żenie

V

■o-W ■
0tiop

f
prze- j 

dłuże­
nie 
A l

P r ę t

siła
w e­

w nę­
trzna

‘Cr
<DNUP-

n a tę ­
żenie

V

-O
OŁO
■tS

prze­
dłuże­

nie 
A Z

t cm 2 kg ¡cm2 cm mm t cm'1 kg ¡cni2 C7)l mm

0 I -2 8 .5 120 —196 306
,

-0 .3 0 7 - 8 +19,7; 85 +232 250 +0,29
I 11 —25]2 120 —210 265 -0 ,2 8 1 I +  1,9; 22 +  86 176 +0,08

. 11 I I I —26,5jl20 —221 ¡252 - 0 ^ 8 I 2 +  5,5; 20 + 275 306 +0,42
m IV -  28,1 125 - 2 2 5  250 —0,28 2 II +  2,0; 16 +125S265 +0,16
IV V —28,1 125 —2251250 —0,28 11 3 +  3,8 22 + 173 355 +0,31
V VI —22,5jl20 —186Ś252 -0 ,2 4 3 I I I +  1,3 16 +  81 300+0.12
V I V I I —19,41120 —162 265 -0 ,2 2 I I I 4 +  3,1 20 +  1551391+0,30
V I I B —18,3 120—153 306 -0 ,2 3 4 I V 0 14 0 300 0
0 1 +19,2 85j+214 250 +0,27 4 V +  8,8 20 +440 391 +0,86
1 2 +19,2 85|+214 250 +0,27 V 5 -  3,8 16 - 2 3 8 300 -0 ,3 5
2 3 +23,6 95 + 248 250 +0,3.1 5 V I +  6,0 22 +273 355 + 0 ,48
3 4 +26,2 100+262 250 + 0 ,8 . V I 6 — 0,6 16 -  38 265 -0 ,0 4
4 5 + 2 2 ,4 1 0 0 + 2 2 4 250 +0,28 6 V I I +  4,1 20 +205 306 +0,31
5 6 +23,3 : 95 +245 250 +0,31 V I I 7 +  1,9 22 +  86 176+0,08
6 7 +19,7 8 5 + 2 3 21 . v J.\ r; 250 +0,39 I

~W trzecim  rządku tabliczki podaliśm y przekroje rzeczyw iste bez od­
ciągnięcia dziur, gdyż dziury spraw iają tylko miejscowo większe natężenia 
bez znaczniejszego w pływ u na odkształcenia pręta. C zw arty i p ią ty  rządek 
potrzebny nam  będzie później przy w ykreślnem  w yznaczeniu ugięcia.

N astępnie obliczyliśm y dotyczne kątów  w szystkich u  górnego pasu 
i  naznaczyliśm y je  n a  rys. 1. tablicy.K/.



eSm obliczamy n a  podstaw ie rów. 293) i  o trzym am y 
eS-j =  ( — 196 — 214) 1,42 +  ( -  196 -  8 6 ) 0,70 +  (275 — 8 6 ) 0,70 +  (275 +

— 8 6 ) 0,70 +  (275 — 214) 1,42 =  -  551 kgjcm\
e52 =  ( 8 6  -  275) 0,70 +  ( -  210 -  275) 0,71 +  ( -  210 -  125) 0,85 +  (173 +

— 125) 1,06 +  (173 -  248) 0,94 =  -  616 leg/cm*.
tS 3 =  (125 — 173) 1,06 + . ( — 221 — 173) 0,71 +  ( — 221 — 81) 0,14 +  (155 +

— 81) 1,20 +  (155 — 262) 0,83 =  -  372 kg)cm\
e54 =  (81 -  155) 1,20 +  ( -  225 -  155) 0,83 +  ( -  225 — 440) 0,83 +  ( -  280 +

— 440) 1,20 =  — 1584 kg/cm*.
tb5 =  (440 -  224) 0,83 +  (440 +  230) 1,2 +  ( — 186 +  230) 0,14 +  ( -  186 +

— 273) 0,71 +  (— 38 — 273) 1,06 =  +  148 Jcg/cm*.
łS 6  =  (273 -  245) 0,94 +  (273 +  38) 1,06 +  ( — 162 +  38) 0,35 - f  ( — 162 +

— 205) 0,71 +  ( 8 6  -  205) 0,70 =  — 31 kgjciĄi
eS7 =  (205 — 8 6 ) 0,7 +  (205 — 232) 1,42 +  (— 153 -  8 6 ) 0,70 +  (— 153 +

— 232) 1,42 =  — 669 kg/cm \
K ąty  5  uw ażam y jako  siły  w  kg ze znakiem  przeciwnym , bo tu  — 

oznacza k ierunek  na dół.
O trzym am y w tedy  =  ¿(551.7 +  616.6-}- 372.5 + 1584 .4— 148.8 +

+  31 ;2  +  669 .1) =  2004 kg/cm2.
Stąd otrzym am y m om enty i ugięcia: elĄ =  2004 . 250, więc — 

=  2004 . 5 J 0 0 5 5 =  2004 . 5 0 0 0  =  0,25 cm =  y.
Dalej otrzym am y Jł/ 2 =  5 (2004 . 2 — 551) =  0,42 cm =  y2, a  podo­

bnie także M3 =  0,54 cm =  y3, ilf4 =  0,59 cm =  y4, =  0,45 cm =  ys, M6 =
=  0,33 cm —  i/a, M7 =  0,21 cm =

Obliczenie powyższe ugięcia jest dość żmudne. Jeżeli cho­
dzi o szybkie wyznaczenie ugięcia przybliżone, to możemy wedle 
S t e i n e r a * )  użyć wzoru znanego dla belki o przbkroju sta­
łym**), przyjąwszy tylko inną stałą C. Mamy wtedy ugięcie

f  =  C ? ^  . . . . . .  294)€ J
Dla przekroju stałego jest C =  3| 5 =  0,013021.
Dla belki zaś parabolicznej niezbieżnej oblicza Steiner na-

log G.

8-335675— 10
8-299392
8-278854
8-262872

*) P. S t e i n e r :  Zur B erechnung der D urchbiegung frei aufliegen­
der B rückenträger. Zeit, des österr. Ing . und. Arch. Verein'. 1892 str. 566.

**) Por. Podr. S ta ty k i Budowli, I I  wyd., s tr. 249 röwn. 388.

stępną tabliczkę dla C-
0̂ p

/¿i
0 0-021661 ,
0-1 0-019925'
0-2 0-019004
0 3  0-018318
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K
h
0-4

C log C.

0-017762 8-249488
0-5 0-017291 8-237818
0 6 0-016882 8-227414
0-7 0-016518 8-217970
0-8 0-016192 8-209310
0-9 0-015897 8-201306
1-0 0015625 8-193820

Przy obliczeniu nie uwzględniono jednak wpływu kraty. 
Aby tę okoliczność uwzględnić po części, lepiej we wzorze 294)
przyjmować J  po odciągnięciu dziur na nity.

:‘;V . I ■ ■■ '■ . ' 1 ■ ■: N ;
§. 101. W yzuaezeiiiojvykm ś]^^ugi^cia belki kratowej.

W Podręczniku Statyki Budowli*) mówiliśmy o wykreślnem 
wyznaczeniu ugięcia belki o ściance pełnej zapomocą wieloboku 
sznurowego, teraz podamy tylko sposób wykreślnego wyznacze­
nia ugięcia belki kratowej według W i l l i o t a .

Zasada wykreślpego wyznaczenia ugięcia jest bardzo prosta. 
Gdy belkę obciążymy w dany sposób, powstają wskutek tego 
we wszystkich prętach natężenia, które, jak wiadomo, dadzą się 
łatwo wyznaczyć zapomocą planu sił, jeżeli znamy przytem 
przekroje prętów. Znając natężenia, łatwo obliczymy zmianę

długości Al prętów według wzoru Al =  . . . 295)EjćŁ £
jeżeli l i A oznaczają długość i przekrój pręta, P  siłę wewnę­
trzną a e spółczynnik sprężystości. Jeżeli wykreślimy teraz belkę 
na podstawie zmienionych w ten sposób długości prętów, otrzy­
mamy ugiętą belkę.

Ale te przedłużenia i skrócenia prętów są bardzo małe 
n. p. dla l =  600 cm, v  =  600 Icgjcm2, s =  2000000 leg ¡cm\  otrzy­

mamy z równ. 295) Al =  =  0,18 cm <C 2 mm. Przedłuźe-zuuuuuu
nia te lub skrócenia wynoszą więc najwięcej około 2 mm. Otóż 
gdybyśmy wykreślili ugiętą b.elkę nawet w bardzo wielkiej po- 
działce, otrzymalibyśmy prawie zupełnie taki sam kształt belki, 
jak przed ugięciem.

*) 2 wyd. str. 261 i następne.
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Aby odkształcenie belki uczynić widocznem, musimy przy­
jąć dla odkształceń Al. inną podziałkę, kreślimy je w naturalnej 
wielkości lub jeszcze większe. Przy kreśleniu nowego kształtu 
belki musimy jednak zachować jeszcze pewną ostrożność, mia­
nowicie, kreśląc poszczególne trójkąty, nie możemy zataczać łu­
ków długościami l ± A l  właśnie z powodu różnych podziałek, 
lecz kreślimy zamiast łuków p r o s t o p a d ł e  do k i e r u n k ó w

... b o k ó w ,  co ze w z g l ę - ^ t ^ Ą !
- " ' du na bardzo małe ■

ł - /
kąty obrotu a wiel­
kie promienie możemy 
śmiało uczynić.

Przypuśćmy na 
chwilę, że pręt A l  
(rys. ISA.) nie zmienia 
swego położenia, tylko 
przedłuży się o 11', nie­
chaj pręt A I  skróci się 
o I  a, a pręt 1 1 prze­

dłuży się o 16. Z powoda przesunięcia się węzła 1 o 11' musi 
się przesunąć też koniec pręta b o bb‘ ££ 11'. Zatoczmy teraz łuki 
z punktów A  i 1', a raczej wykreślmy prostopadłe do odnośnych 
prętów o P _ L ^ . I  i Z»'P_[_ 1 1 , a punkt ich przecięcia się P wy­
znacza nam położenie nowe punktu I. -

Niechaj będą 2 c i 2 cl przedłużenia prętów 1 2 i 12, to mu­
simy uwzględnić także przesunięcia początkowych punktów od­
nośnych prętów. Kreślimy więc c c ' f l : i r i  ¿ ¿ ' f f l  P . Z punktów 
if i d' kreślimy teraz prostopadłe c'2'_J_I2 i d‘2/J_ 1 2 , a punkt 
ioh przecięcia się 2' wyznacza nam nowe położenie punktu 2.

W ten sposób postępując możemy wyznaczyć położenie 
wszystkich węzłów (tabl. VI. rys. 5.), przyczem, jeżeli punkt B' 
nie wpada na podporę (jak n. p. tutaj), musimy belkę obrócić
o kąt a — B A B '“, aby sprowadzić belkę na łożysko.

Aby więc wynaleść prawdziwe położenie jakiegoś punktu 
n. p. I I I  po ugięciu, musimy przesunąć punkt I I I ' o długość 

A  IIIy  j= S B '“ prostopadle na A I I I ,  jako na promieniu obrotu.

A b
Robimy %vięc A e = A J I I ,  kreślimy ee'J_AB, to ee‘=  — - B B “' — y.Jx1j k



— 218 -

Kreślimy zatem prostopadle do .4111 IIP III"  — ee‘ i otrzymu­
jemy III"  jako prawdziwe położenie punktu I I I  po ugięciu. Na 
rysunku zrobiliśmy to samo z innymi punktami i połączyliśmy 
poszczególne węzły prostemi. Otrzymaliśmy w ten sposób kształt 
ugiętej belki w spaozonej podziałce t. z., że tylko przesunięcia po- j
szczególnych węzłów otrzymaliśmy w tej podziałce, w jakiej wy- 
kreśliliśmy odkształcenia. Kierunki jednak boków nie są praw­
dziwe z powodu użycia dwu różnych podziałek.

Powyższym sposobem wykreślnym wyznaczamy równocze­
śnie p o z i o m e  i p i o n o w e  p r z e s u n i ę c i a  w s z y s t k i c h  * 
węz ł ów,  podczas gdy sposobem analitycznym Mullera Breslaua * '
wyznaczyliśmy tylko przesunięcia pionowe węzłów pasu dolnego.

Jeżeli belka jest symetryczna i symetrycznie obciążona, 
sposób ten znacznie się upraszcza, bo wtedy słup w środku roz­
piętości pozostaje pionowym. Zaczynając więc konstrukcyą od 
tego słupa i przyjmując go jako pionowy, otrzymujemy od razu 
belkę w należytem położeniu i nie potrzebujemy jej już obracać.
Jeżeli belka niema słupa w środku rozpiętości, to środkowa 
część pasu dolnego lub górnego pozostanie po ugięciu pozioma, 
ten więc kierunek przyjmujemy jako stały.

Przykład. N a tabl. VI. w yznaczyliśm y w ykreślnie ugięcie takiej samej
i tak  samo obciążonej belki Schwedlera, dla której obliczyliśm y ugięcia spo­
sobem M iillera Breslaua. Na rys. 2. i  3. w ykreśliliśm y wielobok sił i wielo- 
bok sznurow y dla obciążenia danego, w rys. 4. plan s ił^  rozłożywszy w szyst­
kie ciężary na ciężary węzłowe. I  tak  n. p. zrobiliśm y 2 « =  9 t i  połączyli 
n z 3, to uw  oznacza składow ą ciężaru 9 t działa jącą w 2, a (2 n  — u w) sk ła­
dową, działa jącą w 3. Tym  sposobem otrzym aliśm y siły  w ew nętrzne, ze­
staw ione w tabliczce, umieszczonej w poprzednim paragrafie. N a podstaw ie 
rów n. 295) obliczyliśmy dla w szystkich prętów  przedłużenia i skrócenia, 
zestaw ione także w  tej tabliczce. P rzedłużenia te i skrócenia poszczególnych

prętów  oznaczyliśm y w rysunku  w podziałce “  i przyj ąwszy tym cza­

sowo kierunek boku A l  jako sta ły , otrzym aliśm y ug ię tą  belkę A B '. Aby 
punkt  B ' sprowadzić na podporę, obróciliśm y belkę o k ą t a i otrzym aliśm y 
ostatecznie ug ię tą  belkę AB ". "W ten sposób otrzym aliśm y pionowe i po­
ziome przesunięcia węzłów. N ajw iększe pionowe przesunięcie, największe 
ugięcie czyli s trza łkę  belki otrzym am y z rysunku  w punkcie IV rów ną 
6,3 mm, najw iększe przesunięcie poziome 2,7 mm. P orów nując ten w ynik 
z w ynikiem  liczebnym  w idzim y, że różnica, pochodząca ż niedokładności i
ry sunku  w ynosi mniej, n iż { mm. W  prak tyce więc sposób w ykreślny  daje 
w ynik i z dokładnością zupełnie w ystarczającą.
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§. 102. Dokładność wyznaczenia ugięcia.
Przy obliczeniu ugięcia mostów kratowych przypuszczaliśmy 

dotychczas, że niema prętów nadliczbowych, że pręty są połączone 
przegibnie bez tarcia, że wszystkie części mostu mają ten sam spół- 
czynnik sprężystości i nie uwzględnialiśmy nagromadzenia mate- 
ryału w węzłach. Otóż uwzględnienie prętów nadliczbowych, sta­
łych połączeń prętów, a zwłaszoza nagromadzenia materyału w wę­
złach może wywołać w wynikach tak wielkie różnice, że wskutek 
tego mniemana dokładność metody staje się zupełnie zwodniczą. 
Co się tyczy spółczynnika sprężystości e, to nie marny zwykle przy 
obliczeniu ugięcia mostu żadnych pewniejszych danych, bo prze­
pisane próby wytrzymałości materyału nie żądają u nas zwykle 
wyznaczenia spółczynnika sprężystości £, jakto się dzieje w Ame­
ryce. Byłoby pożądanem, aby warunki dostawcze zawierały pod 
tym względem żądanie ograniczenia zmian wielkości spółczyn­
nika sprężystości. Obecnie liczyć możemy ugięcia tylko dla sta­
łego £. W ykonane przekroje są najczęściej nieco większe od pro­
jektowanych. Wedle warunków dostawczych dopuszcza się róż­
nicę 3°/0, o tyle jest też ugięcie mniejsze od obliczonego. N a­
gromadzenie materyału w węzłach sprawia zmniejszenie natężeń, 
a przezto i odkształceń. To da się w każdym wypadku przynaj­
mniej w przybliżeniu obliczyć. Trudniejszem już jest uwzględ­
nienie stężenia pasów przez pomost. Inż. L ab  es oblicza*) wpływ 
tych wszystkich okoliozności na ugięcie na przykładzie i otrzy­
muje ugięcie o IV°/0 mniejsze. Obliczenie to jest nadzwyczaj 
żmudne, nie można więc w praktyce żądać, aby w ten sposób 
obliczać ugięcia wszystkich mostów. Możnaby jednak obliczyw­
szy w ten sposób szereg mostów wyznaczyć pewne spółczynniki, 
przez które by należało pomnożyć wyniki, uzyskane w zwykły spo­
sób, aby uzyskać wyniki dokładne.

Z powyższego, widzimy, że rzeczywiste ugięcie będzie za­
zwyczaj mniejsze od obliczonego.

*) Por. Centr. d. Bauyerw ; 1894.
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D O D A T E K

L i t e r a t u r a .

Podajemy tu w chronologicznym porządku spis podręczni­
ków teoryi mostów, niektórych ważniejszych artykułów i now­
szych dzieł, odnoszących się do części teoryi mostów, zawartej 
w niniejszym tomie.

B e c k e r :  Handbuch der Ingenieur-Wissenschaften. 2 tom. Der 
Brückenbau. S tu ttgart 1854, 4 wyd, 1878.

R e b h a n n :  Theorie der Holz und Eisenconstructionen. Wiedeń 1856. 
L a i s s l e  i S c h ü b l e r :  Der Bau der Brüclcerträger. S tu ttgart 

1857, 4 wyd. 1876.
M o l ł i n o s  i P r o n n i e r :  Traité théorique et pratique de la con­

struction des ponts métalliques. Paryż 1857.
B r e s s e :  Cours de la mécanique appliquée. II. część. Paryż 1862.
S c h e f  f i e r :  Uber Gitter und Bogenträger. Brunszwik 1862. 
C u l m a n n :  Graphische Statik. Zurych. 1 wyd. 1866, 2wyd. 1875. 
C o 1 ] i g n o n : Cours de la mécanique appliquée aux constructions. 

Paryż 1869.
R i t t e r :  Theorie und Berechnung der eisernen Dach- Und Brücken- 

constructionen. 1870.
H e i n z e r l i n g :  Die Brüelcen der Gegenwart. Akwisgran 1873— 

1885.
L e v y :  La statique graphique. 1 wyd. 1874, 2 wyd. 1886—1886. 
J a  y du  B o i s :  The elements of graphical statics. Nowy Jork 

1875—1877. .
T e t m a j e r :  Die äusseren und inneren Kräfte. Zurych 1875. 
W i n k l e r :  Die Durchbiegung der Gitterträger. Technische Blät­

ter 1876.
W i 11 i o t  : Notions pratiques sur la statique graphique. Paryż 1877. 
O t t :  Vorträge über Baumechanik. P raga 1877 —1880.
L o e w e : Grundzüge zu Vorlesungen über eiserne Ballcenträger. 

Mnichów. 1877.
Z i m m e r m a n n :  Das Momeiitenschema. Zeitschr. d. hann. Arch. 

u- Ing. Verl 1877.
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B ö h l k :  Statische Berechnung, der Balkenbrücken einer Öffnung, 
Hanower 1,877.

. T h u l l i e :  O krzywych influencyjnych i ich zastosowaniu do 
wyznaczania graficznego s i ł , działających w zwykłej belpe 
kratowe}. Dźwignia 1878.

S o l i n :  Analytische Bestimmung des absoluten Maximalmomentes 
Woch. d. öst. Ing. u. Arch. Yer. 1878.

H e r m a n s k y :  Die elastische Durchbiegung eiserner Fachwerke- 
Zeit. d. öst. Ing. u. Arch. Verein. 1878.

K r o h n :  Resultate aus der Theorie des Brückenbaues und deren 
Anwendung. I. Theil. Balkenbrücken. Akwisgran 1879.

H o l z h e y :  Vorträge über Baumechanik. Wiedeń 1879.
F  o e p p 1 : Theorie der Fachicerkes. Lipsk 1880.
M e l a n :  Beitrag zur graphischen Behandlung der Fachwerksträger 

mit Zugrundelegung des Principes der Influenzcurven. Zeit.d . 
hann. Arch. u. Ing. Ver. 1880.

B u r r :  A course on the stresses in bridge and roof trusses.- JSTowy 
Jork 1880.

S c h a f f e r  i S o n n e :  Handbuch der Ingenieurwissenschaften.
2 tom:  der Brückenbau. Lipsk 1880. 2 wyd. 1886—1889.

S t e l z e l :  Theorie einfacher statisch bestimmter Brückenträger. 
W iedeń 1880.

T h u l l i e :  Oznaczenie sił, działających w belce ciągłej przegu­
bowej zapomęcą linij wpływowych. Dźwignia 1881.

C h a l m e r s :  Graphical détermination of forces. Londyn 1881.
W i n k l e r :  Theorie der Brücken. 2 i 8 wydanie 1881^-1886.
M ü l l e r  B r e s l a u :  Graphische Statik der Bauconstructionen,

1 wyd. Berlin 1881, 2 wyd. Lipsk 1887, 3 wyd. Lipsk 1901.
M a u r e r :  Graphische Statik. 1882.
O t t :  Graphische Statik. 4 wyd. P raga 1883—1885.
T h u l l i e :  O wykreślnem oznaczeniu sił, działających w belce 

dwuprzęsłowej na podstawie ugięcia belki. Przegląd T e­
chniczny 1887. Woch d. österr. Ing. u. Arch. Vereines 1884.

W e y r a u c h :  Aufgaben sur Theorie elastischer Körper. Lipsk 1885.
R é  s a l :  Ponts métalliques. Paryż 1885—1889.
M ü l l e r  B r e s l a u :  Die neueren Methoden der Festigkeitslehre 

und der Statik der Bauconstructionen. Lipsk 1886.
W e y r a u c h :  Theorie des statisch bestimmten Träger. Lipsk 1887,
L  e T y M. : La statique graphique. Paryż 1887.
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T h u l l i e :  Analityczne wyznaczenie najniekorzystniejszego obcią­
żenia belki prostej układem ciężarów skupionych. Przegl. 
Tech. 1887 i W  och. d. österr. Ing. u. A.rch. Ver. 1887.

E  m p e r g e r :  Uiber die Zülässigkeit schwerer Fahrbetriebsmittel 
vom Standpunkte einer neuen Verordnung fü r  Eisenbahn­
brücken. "Wiedeń 1887.

L e b e r :  Die neue Brückenverordnimg des Österr. Handelsministe­
riums. Wiedeń 1888.

K o e c h l i n :  Applications de la statique graphique Paryż 1889.
2 wyd Paryż 1898. ' '

R i t t e r  W. :  Anwendungen der graphischen StatiJc. I I  Theil: Bas 
Fachiverk. Zurych 1890.

M o r e a u  An.  e t  P e t i t  Gr. : Congrès international des procédés 
des constructions. Paryż 1891.'

M a d a  m ê t  A. : Résistance des matériaux. Paryż 1891.
R  é s a 1 J a n :  Construction métalliques, élasticité et résistance des 

matériaux, fonte, fer . et acier. Paryż 1892’.
K e c k  W .: Vorträge über Elasticitätlehre. Hanower 1892.
F i d l e r  T. C l a x t o n :  À  practical treatise on bridge construction. 

Londyn 189B. '
0  a r t  A. i P o r t e s  L. : Calcul des ponts métalliques par la mé­

thode des lignes d’influence. Paryż 1893.
D e  c h a m p s :  Les principes de la construction des charpentes mé­

talliques. Paryż. Leodyum 2 wyd. 189’3.
K e c k  W .: Vorträge über graphische Statik. Hanower 1894,
S t ö c k l  K a r o l ,  H a u s e r  W  i 1 h. : Hilfstabellen für die Be­

rechnung eiserner Träger. 2 wyd. Wiedeń 1899.
R i t t e r  A. : Lehrbuch der Ingenieur Me'chanik. 3 wyd. Lipsk 1899.
F ö p p l  A .: Vorlesungen über technische Mechanik. Lipsk 1900.
L a n d s b e r g :  Handbuch der Ingenïeurwissenschaften. I I B .  Brüc­

kenbau: II . Abth. Die eisernen Brücken. Theorie der eisernen 
Balkenbrücken. 3 wÿd. Lipsk 1901.

O s t e n f e l d :  Technische Statik. Lipsk 1904.
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