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PRZEDMOWA
DO DRUGIEGO WYDANIA.

Drugie wydanie niniejszego dzietka nie wiele rézni sie
od pierwszego.

"W rozdziale drugim dodatem §& 18., w trzecim 8. 51,
omawiajgce ksztatt i sposoby wykreslania linij wptywowych.
Nowy jedynie jest caty rozdzial X... obejmujacy najprostsze
zastosowanie prawa piacy odksztatcenia, ktérego znajomos¢
obecnie inzynierom jest koniecznie potrzebna.

W koncu wywigza¢ sie. musze, z mitego obowigzku po-
dziekowania asystentom moim pp. Ursiniemu i Mackowskiemu
ktorzy przeliczyli przyktady i pomagali w przygotowaniu
tablic.

Dr. Maksymilian Thullie.

¥ e Lwowie, w pazdzierniku 1906.
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8 . Wstep.

W pierwszym tomie Podrecznika teoryi mostow podzieli-
liSmy teorye belek prostych na siedm dziatdbw. Cztery pierw-
sze dzialy stanowity tom pierwszy, w niniejszym tomie wyto-
zymy trzy ostatnie dziaty. Mdéwié bedziemy mianowicie o belce
ciggtej bezprzegubowej, o belkach kratowych statycznie niewy-
znaczalnych i o natezeniach drugorzednych.

A. Belka ciaggta bezprzegnbowa.

I. (3g6lne analituezne naznaczenie sit wewnetrzngeh belki
ciggtej ¢ SHgnce nelttei i przekroju statum.

& 2. Ogo6lne uwagi.

MéwilisSmy joz w tomie |., ze belke prostg, spoczywajaca
na wiecej, niz dwu podporach, nazywamy belka ciggta lub
wieloprzestowa (n.kontinuerlicher Trager, f. pouj-re.continue,Unw
a. continuous beam). Méwilismy tez, ze oddziatywan podpor nie
mozemy tu wyznaczy¢ zapomocag prawidet statyki, lecz ba-
damy odksztatcenie belki . ktore zalezne jest od obcigzenia
i stad otrzymujemy réwnania, brakujgce do wyznaczenia sit
zewnetrznych."

Pi’zy wyznaczeniu odksztatcenia wchodzi jednak w ra-
chube przekréj, przed obliczeniem belki jeszcze nieznany; stad
powstaje bardzo wielka trudno$¢. Gdybysmy chcieli wprowa-
dzi¢ w rachunek przekrdj niewiadomy jako funkcyg sit we-
wnefcrznych, zadanie nie bytoby rozwigzatnem. Dlatego obli-
czamy belke ciagta ngjprzéd w przyblizeniu, przyjmujac prze-
kréj staly. Na podstawie w ten sposdb uzyskanych sit- ze-
whnetrznych obliczamy przekroje w poszczeg6lnych punktach,
a wtedy dopiero, znajgc w przyblizeniu przekroje r mozemy
przystapi¢ do dokiadnego obliczenia belki.

Podr. Teor mostéw. II. . , i, ) jfan



W biezgcym rozdziale wyznaczymy wiec sity zewnetrzne
tylko dla przekroju statego i to w sposob analityczny, odste-
pujac w tym wypadku wyjatkowo od réwnoczesnego uzywa-
nia obu sposob6ow analitycznego i wykre$lonego, gdyz w tym
wypadku oba te sposoby znacznie sie roznia.

W nastepnych rozdziatach uwzglednimy zmienno$¢ prze-
kroju. W rozdziale tym trzymac sie bedziemy toku dowodzenia

Winklera.
*m §. 3. Belka pochyto utwierdzona.

Wiadomo ze statyki budowli*), ze réwnanie rézniczkowe
linii ugiecia, jest:

...... dhj M
dx2 el 7 ...
jezeli M oznacza moment statyczny sit zewnetrznych, | mo-

ment bezwladno$ci przekroju, s spotczynnik sprezystosci.
Jezeli scatkujemy réwnanie 1), otrzymamy:

e7"= —" Mdx+ C, wiec

dla £=0 (rys. 1) Elsta”slt"*—C, a dla
ry.s.J. m x=| elsfc j3=elx2= —I1 6Mdx-\-G)
L'iezeli Tl=sta a +2=st
stad £I(ri—'h)=720"d"c m 2)
Scatkowawszy jeszcze raz, be-

dziemy mieli
sly=— Mdx2A-CxA-
Wyraz —8Mdx2 mozemy czeSciowo scatkowaé i otrzy-
mamy ely——x[Mdx+ \ MxdxA-Cx+ Q.
Jezeli teraz za ] AMrrYwstawimy warto$¢,-bedziemy mieli
ely =el x@+ I MXAX+ oo, 3)
Dla x=0 jest y=0=Ci,
dla x=1 jest sls=slhz2-\-"oMxdx,
wiec SI(S—Te3)==* M XAYi.ccoeoirriiriiiiire e 4)

*) p. Podrecznik Statyki budowli U. w. str. 246 row. 379.
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Nazwijmy X' moment wypadkowej wszystkich cigzaréw
(bez oddziatywania) na diugosci AC, it/ moment wszystkich, sit ~ A A 4.7
zewnetrznych (z oddziatywaniem), po lewej stronie bedacych,
ze wzgledu na punkt C, site poprzeczng w A, a Ji' i ilf"
momenty w punktach i i 5 na podporach, ktére nazywamy
momentami podporowymi (Stutzenmoment, Normalmoment
to ML~Qa>Mf=Q‘a+x)¥X'= M+ Qx+X' . . . . 5)

Dla punktu B bedzie

W =M “~Q1~ X e 6)
Stad otrzymamy Q‘—M——T—M————?-(a wstawiwszy to w ré-

wnanie 5) iii= ilf' - -we-Xoom — [-X .
\" \"

Dla belki, w dwu punktach podpartej, jest M‘=M"—0,
wiec M—X /—KUX=X, gdy X oznacza moment sit zewnetrz-
nych dla belki, w dwu punktach podpartej.

,&‘wiec moz>emy napisaé W= :Xli—'i/t‘—)f————\—/— [-X ... 735

Podstawiwszy te warto$¢ w réwnaniu 2), otrzymamy

£l%—t2)= \ — P MIE
T 90 v *0

albo« (u ,2elfa—t2)= (ilf' + ilf")I -|-2%* Xdx.
Podstawiwszy za$ warto$¢ za ilf w réwn. 4), otrzymamy

— Jo I Jo
a stad”j,n., 6ef(s—h2)=(M“+2H")P + *6Xxdx.
Rozwigzawszy te dwa rownania ze wzgledu na M*“i M*“,
bedziemy mieli
Mer-=21\X Sx—2 I)dx+ 2sl(2hi+ h2—3s))
Nrl2=2[1 X{l—3x)dx—2el(Ixi + 2h2—3s) [ *
Nazwijmy i SR" momenty na podporach belki poziomo
utwierdzonej o tej samej rozpietosci i tak samo obcigzonej, to
tu s=0, a=/3=0, wiec =1t2=0, a zatem wedtug réwn. 8) bedzie
j-ulzr- (9)iiZi= 2 joX(32!—21)dx |
2 N 222{'Z(Z -3 oo, <9
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Mozemy wiec napisac

M W+ 2l @ 4-2)—3s

Ifa + 2|) —3s
o e _
M"=*WL*“—2el It

Z tych dwéch réwnan mozemy wyznaczy¢ Tj i €2, miano-
wicie otrzymamy

10)

A-+c¢a(2M'+M"-8")+r

1 u)
= _"~_(M'+231"-gi")+y
jezeli dla skrocenia nazwiemy
fciit £+S" 12)

w=m'+mu

8. 4. Belka poziomo utwierdzona.

Mnffi?TCTyYaft' i-SO?" dla belki poziomo utwierdzonej mo-
zemy dla danego obcigzenia obliczy¢ wedtug réwnania 9). Zba-
damy tu kilka przypadkéw.

a) Obcigzenie jednym ciezarem skupionym. Tu
mmusimy rozdzieli¢ calke naznaczong w réwn. 9), bo X —{%)
zmienia sig, gdy E (rys. 2.) przekracza punkt C, a mianowicie

HGSL (@ dla 00 < jest X =" 4
PR 1-/1-1]

Pe,«

-PO®— e)*),

a wiec pierwszy wyraz catkowac be-
dziemy od O do I, a drugi od e do /.

Zatem bedzie na podstawie réwnania 9)
WP=2P['-F{3x--21)cIx-2p\lI(x—A{3x—2l)dx.
0 » ’\‘(>)

a dla e<Cx<l jest X=

Pierwszy wyraz jest miedzy granicami 0 i | réwny zeru,

drugi za$ upraszcza sie bardzo i otrzymujemy:

2R‘P*=—Pe{l2+ e2— 2el)= —Feet\

APodobnie otrzymamy 317*72!=—~Peiei, wiec,
Pecj2l

) 13)

*) p. Podr. Statyki budowli wyd, IlI. str. 20.



Teraz mozemy obliczy¢ wyrazy 5 i 91" z réwnania 12),
a mianowicie bedzie
Pee, (21—c) PcjCl2—Cj2
Lo e s 12
Pcej (1+e) Pe(l2—ed  — 14)°

Rownanie 13) otrzymaliSmy w inny sposéb w Podre-
czniku Statyki budowli*). — Tam tez rozwazalismy”~wypadek, V~iTi
gdy belka jest ciezarem q

b) catkowicie obcigzona i otrzymaliSmy

XVH2-2) e, 15)
a na podstawie réwnania 12)
W=yi"=—[|q12 e 16)
c) Czesciowe obcigzenie jednostajne. 1

a) Obcigzenie z lewej strony:
"W punkcie Cdziatana dtugosci dx(rys. 3.)ciezar pdx.
Mozemy uwaza¢ go jako ciezar skupiony,otrzymamy wiec
moment, wywotany tym ciezarem , we-

rys.3. dtuS 13)
i Mm, _ pdxxi(l—xi)5
ltlmBamm__
[IJJI*-_5 zatem moment w A
|§==+ Sx(I-Xi)r-=

JO Vv 90
= —  {xil>—2ix: 1+x13)dx=—{9" (6" —8eZ+3e2), wrescie
2
< Apjil,= —127Anm A3ej D).
Podobnie otrzymamy 3)c/‘= \/WI"= " xf(l—x1)dx=
-jzio —N = —i™ + 3¢\ o N V)

"l Podrecznik Statyki budowli 2 wyd. str. 258. rown. 427.).
**) » > » o » 260. ,  441).



stad

En(21i+4:e11+Gei 2+ le+3e16) = —~jy(I+€))2 |
18)
5T=- PR(sleA-cee +72+ 22+ 3ej2=—1 (2122

8) Obcigzenie z prawej strony.

Dla obcigzenia jednostajnego z prawej strony punktu C
(rys. 4) az do prawej podpory otrzy-
mamy momenty podporowe, wstawiajgc

) w roéwnanie 17) i zamiast e i na od-
°n’ rys.4. F wrét i 9)i" zamiast jiD. A wiec
JL

19)

m 2

Stad otrzymamy dalej :
W Leb(@1p A g 5R":_i'i°2(|2_e2)2 20)

Winkler podaje dla utatwienia nastepng tabliczke dla.
of i 91", obliczona z réwnan 18) i 20) dla rozmaitych warto-
sci e

I

obcigzenie obcigzenie
e z lewej strony (rys. 3) z prawej strony (rys. 4.)
o 9" ar o

0 0 0 0-25000 0-25000
0-1 0-00903 0-00497 0-24097 0-24503
0-2 0-03240 0-01960 0-21760 0-23040
0-3 0-06503 0-04298 0-18497 0-20703
0-4 0-10240 0-07360 0-14760 0-17640
0-5 0-14063 0-10938 0-10938 0-14063
0-6 0-17640 0-14760 0-07360 0-10240
0-7 0-20703 0-18497 0-04298 0-06503
0-8 0-23040 0-21760 0-01960 0-03240 w
0-9 0-24503 0-24097 0-00497 0-00908

1 0-25000 . '0-25000 0 0

- O

pl2 pl2 pl2 pl2
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8. 5. Momenty podporowe belki ciagtej o rowno wysokich podporach.

Jezeli belke ciggrii7~(rys. £>) oEcTazymy, to ugnie sie wsku-

tek tego. Na podporach styczno do linii ugiecia beda, ogdlnie
biorac, nachylone do poziomu. Kazde

i W Aird - rfhtt przesto tej belki uwazaé tedy mozemy

fiB] m ey tMJ.{nN jako belke ukos$nie utwierdzong i zasto-
sowacdon réwnanie 11). Przypusémy.
N | * | 4 przytem, ze podpory wszystkie sg w ro-

wnej wysoiwsci, to s=0, wiec dla m go przesta bedzie, jesli
Zni=st fir,—stdmj

+ 2Mm—W n),

jesli momenty na podporze A oznaczymy znaczkiem (m—1),
a na podporze B znaczkiem m, za$ i | oznaczymy zna-
czkiem przesta. Dla (w+1)go przesta otrzymamy takze z ro6-
wnania 11)

Fy«="+ + M miti— 9lm+l),
jesli e i | majg te same wartosci, co w poprzednim przesle.—
Z poréwnania tych réwnan otrzymamy
Im+1(2 M m+j- EIn+H—9vim+ 1) =— + 2HmMm—

albo
im—1% | 28m(Im+7A3) 1 j-U2+i D4 T ik 21)
Wazne to réwnanie postuzy nam do wyznaczenia momen-
téw podporowych (rys. 6.).*
Zastosujmy réwnanie 21) do wszyst-~* WA
kich przgset belki ciaglej i zwazmy, ze
I g | C- D4 n ilf,= Min= 0, jesli belka jest w tych«/

o ITiTT:7S1}-i mti j, punktach wolno podparta. M ianow icie.&ZZ
Mh Mh A hll’ podstawmy w réwnaniu 21)- N
H=1,2,3j. .. («—1), v e d07YM
. t~ CtHf*
a otrzymamy: Ve, uf
diISVm== 2Mj (@, +/)) + J Yo
iiljo 4-231, (s %+ 3iow= 910  + 93'i3 }?H).NMT?,)W;M

V4
BN MR oz o 2 awen
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Widzimy wiec, ze otrzymujemy (»—1) réwnan, ktore wy-
starczg nam do wyznaczenia (n— 1) momentdéw podporowycli.
Réwnania te nazywamy rownaniami momentéw pod-
porowy eh. (n. Normahnomentgleichungcn). .

Jezeli belka na pierwszej podporze jest poziomo utwier-
dzona, to Mo nie jest =0. Aby Ma wyznaczy¢, pomysimy so-
bie, ze przed Z jest jeszcze jedno przesto o dlugosci Zx 0,
_wtedy dwa punkty podparcia tego przesta wyznaczaja dwa
punkty linii ugiecia,, a zatem styczng pozioma. Widzimy wiec,
ze potrzebujemy tylko zastosowaé rown. 21) takze do przesta
zerowego, czyli wstawié wartos¢ m—o.

Otrzymamy wiec

;&U"/iez’\c_zylvi .................................. 23)

—mmm =, in ~m "

Utrzymujemy zatem jedno réwnanie wiecejx wystarcza-
$ce ¢ “yznaczenia jeszcze jednej niewiadomej MO.

Tak samo. jezeli belka jest poziomo utwierdzona na n tej
podporze, otrzymamy: Mm In+2MJn=% ‘dn) 1

6,-Momenty, sily, poprzeczne i oddziatywania.

Niech przesto AB (rys. 7.) belki ciggtej bedzie dowolnie
obcigzone, wypadkowra wszystkich ciezaréw na diugosci AB
dziatajacych niech bedzie U, a ri jej

odstep od B. — Nazwijmy dalej mo-

> .y v IMlja <>\ menty podporowe w A i B M'i M",
Jrsite poprzeczng Q przy podporze A, Q"
. ;o j przy podporze B, (obiedwie wewnatrz
f " r przesta), to otrzymamy z réwn. 6)
r X M"="21\-Q‘L—Rri, a
is i M"—M'" Rrt.j;K.
-¢ -r- M™-M Itr | m - A
* * A 4= ——- , '8 rr’<t

i Chcac wyznaczy¢ site poprzeczng Q w dowolnym punkcie
—A,C, nazwijmy P wypadkowgq ciezaréw, dziatajgcych na diugosci

as jej odstep od C, to 26)
— LA— 27)
g%* k> 2« A<"f* 55y

ZM 0 + L

, N JnTy

X ‘jhtf* wwerst,
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Nazwijmy dalej Om oddziatywanie w punkcie B . to sila
poprzeczna przy B (rys. 8) w mtem
przesle jest Qm*, a w (m+1)m przesle

-A r n
U-/__ —i a wiS° Qm+l'= &nf/+ Om
czyli om°—y +gWi =« . 28)

a stad dla m=o %ﬁﬂ a dla ni=n = ({7
8. 7. Obciazenie zupeine jednostajnie roziozone,

Dla ciezaru statego jednostajnie ciagtego g mamy wedtug

rownania 16) 92'=9i"=——}g|2 wiec
Sii*=—i-"12
% '= —hgh*-

Ustawmy teraz réwnania momentow podporowych we-
dtug 22), a otrzymamy*)
23NZ +M2)+ M2l = —A\gQi 3-K23
™ M* 2+ 28f2(I2 + 13)-\-M313= — Y23+ B3 20)*
Mn—iln- 1+ 2ilfn_I(Z,,_| + Z)= —"(Z,,-i 3+ 1,3
Dla wyznaczenia sit poprzecznych wstawmy w réwnanie
25) i 26) R=gl, r—ri=\-l, a otrzymamy n n

Vr=—tsl — . .M1030)

Otrzymujemy wiec rdwnanie linii prostej dla zmiennej x
i widzimy, ze linie sit poprzecznych w kazdem przesle bedg
adw. a. proste (rys. 9.). Jezeli cigezar jednost-
rys.9. kowy jest ten sam we wszystkich prze-
: stach, to linie we wszystkich przestach
beda ~réwnolegte. Oddziatywania wy-
znaczamy z rownania 28).
Momenty otrzymamy z réwnan 27)
M=M'A- Qx— i gx'z,
a wstawiwszy za Q' warto$¢ z réwn. .30)

*) poréw. Podrecznik Statyki budowli 2 wyd. sir. 270.
. inizj
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To réwnanie przedstawia parabole o osi pionowej. — Je-
zeli ciezar jednostkowy jest ten sam, to parabolo majg ten sam

ody jparametr (rys. 10.). Chcac znale$¢ naj-

rv.s.Ifl. wieksze 31, zrébmy a wiec

wedle réwnania 31) Q—gx=0. Na-

zwawszy x| odcinek dla najw M, mo-
Zemy napisaé

(31—31%
-y - 33
L1 G )
Te warto$¢ wstawmy w rdwnanie 32), a otrzymamy
34)
IttiL
Jezeli 31‘=31", to xt=i-1, a zatem najw 31 jest w S$rodlru

przesta, w innym razie wychyla sie troche ze $rodka.

J & 8. Momenty podporowe w przestach nieobciazonych.

mNiechaj rte przesto belki ciggtej
bedzie_ obcigzone (rys. 11.), a inne

rvs ij przesta nieobcigzone , wtedy otrzy-
A Jioc . o fi mamy nastepne réwnania momentoéw
ésr r-N—A podporowych

231{li+h)+3U =0
Miht- iy-(@+ h)+3LU=0 T

+ Ir)+ 31dr—Skrir . 35)
Ir4=231r(Ir+ Ir+i)-f 3ir+jjr+1= "Ir owity

31n-?In-i+ 2/MV,,_i(In_i +Zn=0
Z pierwszego réwnania mamy:
2illj
31, u (h +h)~- M \2+9) 1
a wiec 312 i Mx majg przeciwne znaki, a bez wzgledu na znak
J/3> 21T Dalej otrzymamy

JV rst viem'
nem i <CJ-, wiec + a zatem bez wzgledu na znak
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Mz!L’2+ E.H ; znéw ma znak przeciwny, niz i)/2. Ogol-

nie mozemy napisa¢é MmO M ,n(2+ r~—
y P {/ ‘»1+l)

A zatem momenty podporowe przeset nieob-
cigzonycli sg naprzemian dodatnie i ujemne i ka-
zdy nast w TerFifj, niz 2 razy, wiekszy od
poprzedniego.

Nazwijmy M2=—/;2.1/, a ili3= —/i3Jf2, to wtedy —

- 2_(7i'r-1*—7ﬂ, zas (i3—21 % Jezell bediemy Ticzyli"od * !
'c.JIIr’uléieg“dmkoﬁca belk|77 to otrzyr-namy podobnie
7 . ' 2(, , + —
= Pj&fh"), Vh2= 21 7.
H-1 o2
Ogo6lnie mozemy napisa¢ na podstawie réwnania 36)
t 38
Im )

Spéiczynniki /t i wzalezne sg tylko od rozpietosci prze-
sol i dla danej belki dadza sie tatwo obliczy¢.

Dla uzywanych stosunkow Zml:i:09 do 1*3 waha sie /ti v

mi deVgranicami 35 alx4—2. v = =

8. 9. Sity poprzeczne, oddziatywania i momenty w przestach
nieobciazonych.

Jezeli przesto jest nieobcigzone, to i?=0, wiec dla m go
przesta otrzymamyz réwn. 25)
3lm T+ nm
L= 09)
Poniewaz tu Mmi majg znaki przeciwne, wiec (),,
bedzie miato ten sam znak, co J/,,,. a wiec naprzemian bedzie
raz dodatniem , drugi raz ujemnem. W (jm+1) prze$le bedzie

. 31lm+Hl—Mm
Qmi= .4
Podzielmy to réwnanie przez réwn. 39), otrzymamy
fofl  mfl m im 1040
Qn Mm -“m-1 hnfl 1 1 'm+
m&/3}co «V,

Iy 'to



fim i /A,* sa dodatnie, wiec caly wyraz jest ujemnym.

Poniewaz al+— wiec
b
BMH>2 Im 41)
M

Z tego wynika, ze sity poprzeczne sa naprze-
mian dodatnie i ujemne i wzrastajg ku przestu
obcigzonemu, jezeli, jak zwykle, 2:im> Zn+l

Wedtug réown. 28) jest Om=— Qm"+ Qm+'; poniewaz Q
maja znaki przeciwne, wiec z tego wynika, ze om bedzie miato
ten sam znak , co €m+ij a wiec takze bedzie na-przemian do-

datnie i ujemne. — Podobnie mozemy napisac
Om+i= —Qm-fl." + Qm+1"-
Podzieliwszy to drugie réwnanie przez pierwsze, otrzy-
Qm+2fI
mamy - ~ = —Q—I'+'+(7m+2 ........ Q—"[—1————, przyczem opus’c{iﬁr—

$my znaczki, bo w przesle nieobcigzonem Q'=Q"—Q.

Licznik jest tu dodatni i wiekszy, niz 1+ 2~ — za$ mia-
2

nownik ujemny i mniejszy, niz wiec
Im+1
Omes, 172 2.2 S 42)
Oni 111
.................... im—
Z réwnania 42) widzimy, zeJsddziatywania sg na-
przemian dodatnie- i ujemne i wzastajg ku prze-

stu obcigzonemu (jezeli 4In nie jest <Zm)?’!Momenty obli-
czymy z rownania 27), mianowicie bedzie M= M,,_i4-(i«a;,
Wstawmy warto$¢ za Qm, to otrzymamy

VSTV p— 3 cayii®

JE=Jim ,(I—F e 43)

A ... '»'<-e
Ze wzgledu na g jest to rGwnanie Igo stopnia, linia mo-

mentéw bedzie wiec prosta. Wyniki te przedstawiliSmy na ry-
sunku 12.
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rys. 13 Jezeli w kazdem przesle sg mo-

lenty dodatnie i ujemne, to musi
byé w kazdem prze$le punkt, w kto-
rym M =o. Nazwijmy am odnos$ne x
(rys. 13.), to z réwnania 43) otrzy-
mamy

a st<3 czyli a,

An

Stad widzimy, Zze poniewaz fim zalezy tylko od rozpieto-

§ci, a nie zalezy od obcigzenia, am pozostaje niezmiennem,

ktérekolwiek przesto z prawej strony danego przesta dowolnie

jest obcigzonem. Zawsze wtedy linia momentéw przechodzi

przez 1, wiec | jest punktem statych (n. Fixpmkt, f. foyer,

point fixe , a. inflexion point). Gdy jest obcigzone przesto z le-

wej strony danego przesta®™ wtedy otrzymujemy punkt staty
K. mozemy wtedy podobnie napisac

bmeE -A - 45)
1+ Vm

Moment w lewym punkcie statym 'jest niezaleznym od
obcigzenia z prawej strony, za$ moment w prawym punkcie
statym jest niezalezny od obcigzenia z lewej strony.

Jezeli belka jest na zerowej podporze poziomo utwier-
dzona, wtedy la= 0,

27, _ 3 wi
JV »—= 2 wiec
Al.
fanas 0 e

-*A yalnir'l, jt$'i< e



nJ1 \J %° ~ 417 *ritr <r&?f< L/ ? [ r” f viXUV

*U-
fA-rHIt Sc.trufidr <PE PP W
'*if‘/o,»*iﬂK)r fr'k forym*Cf jh mea* - Xt - *
Arit 2010, 1)
Tak samo otrzymamy, jesli belka jost na n tej podporze
poziomo utwierdzona,
DN= | 47)
Jezeli bolka ciaggta jest na obu skrajnych podporach pod-
parta, to na tych podporach 31=0, wiec a,=bn=Q . . . 48)
"Wedtug réwnania 38) jest (£>2, wiec
A | rin/\ '/\t _Im 7 _1n ,r..j* .
a zatem punkty state lezg w skrajnych trzecich
czesciach przesl a W przestach sferH~cryl1l~r~geha
skrajnych podporach, a w razie utwierdzenia poziomego tych
przeset w jednej trzeciej dtugosci przesta. K
(X) 8. 10. Momenty podporowe przesta obcigzonego.
DIaTr'pr£i¢s}a obcigzonego mamy wedtug réwnania 35)
Mr—Hr—-£2Mr—i (Ir-i + 2)+ Mrr= RIr
A—Ar+2 3r(Ir-\-Ir+\ ) A - Z+1=9ir'Z
Przypusémy na chwile, ze nie r-te przesto jest obcigzone,
lecz inne na prawo lezace, to bytoby
31,-21Ir-1+ 231r— (I\4 - 3frir—0.
A poniewaz Jfr= —irMr-\, wiec
31r2Ir—4+ 2 3l @ _j+Zr)—firMr-i Ir=0 . . .e51)
To'rbwnanie przedstawia zwiazek miedzylMr— i 31,-2,
ktéry, jak wiemy, jest niezalezny od obcigzenia r-tego przesta,
wiec takze prawdziwy, gdy r-te przesto jest dowolnie obcigzone.
Podobnie otrzymamy
AL Ir+1+2 Mr (Mr+r-t-1) - WMrlr—0 . . . . 52)
Te dwa réwnania dajg w pofgczeniu z rownaniami 50)
nastepne: o
flr31lr-i+ 31r= % *\
VE3Lr+ M r-i= W r i 1
Z tych dwu réwnan otrzymamy
flrvr~ 1 (
M n ~° N (0 s 04)
' A AA'lAa. j

m Leic* -k*
<t*As! ai-a,Z&"cil A,~ U-»IQBI\ ¢li/a-nnz "A*>Ye.



Wiemy, ze spdiczynniki ju i v sg wieksze, niz 2, wiec
mianowniki réwnania 54) sg dodatnie.

Wedtug réwnania 12) jest 9V =2 +

9ir"=22Kr"+9)V,
wiechvOV—Sir"= 2 9Jf/ + vr9)ir"—2 Or"—2Jt/=
= 2Kr' (2WV—I)-f2)V' (~r-2).

Poniewaz momenty 2Ji' i 3)1" sg zawsze ujemne (wediug
réw. 13), a 2vr—1 i vr—2 zawsze dodatnie, wiec licznik jest
ujemny, a mianownik dodatni; a zatem M,—\ jest ujemnem.

To samo mozAmy udowodni¢ dla Mr. A zatem momenty
podporowe przesta obcigzonego sg zawsze ujemne.

8. H. Obcigzenie najniekorzystniejsze dla sit poprzecznych,

a) Obcigzenie odnosSnego przesta.
Niechaj bedzie tylko jedno przesto AB (rys. 14.) belki
ciggtej obcigzone, i“to niech dziata » punkcie E sita P, to

sita poprzeczna Q w punkcie F bedzie wedtug 25) i 26}, gdy
zZ>e>0,
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Q- 1 P
M"—M* Pil—e)
[ 11

Z réwnahn powyzszych widzimy, ze linia wptywowa be-
dzie funkcya e wyzszego stopnia, niz pierwszego (bo M* i iii"
SH/(e)j a wiec bedzie to linia krzywa. Wiemy jednak, ze dla
e=0 i e=I jest <2=0 i ze rdznica rzednych w F wynosi P=
=F*“F"™. Linie A‘F*“ i F"B* beda sie¢ mato co réznity od pro-
stych, bo wyraz pierwszy jest stosunkowo maty. Z ksztaltu
linii wptywowej widzimy, ze dla najw Q musi byé obcigzona
dtugos¢ FB, .a dla najmn Q diugos¢ AF, a wiec tak samo, jak
dla belki jednoprzestowej. Tak samo musi tez dla ciezaréw
skupionych jeden ciezar, zwykle pierwszy, sta¢c w F, najwiek-
sze i najgestsze ciezary blisko F.

b) Obcigzenie reszty przeset.

Przypusé¢my teraz, ze odnosne przesto nie jest obcigzone,
wtedy Q=Q° Z rys. 12. widzimy, ze, aby to Q byto dodatniem,
musi by¢ lewe sasiednie przesto obcigzone , a prawe nieobcia-
zone , inne za$ przesta naprzemian , gdyzesmy udowodnili, ze

55)
a gdy Z>e>a Q

; is «ity poprzeczne sa

naju*fic/J" naprzemian  doda-

A Hfili$ 1g— ~ aiiitil|9 gt tnie i ujemne w
najwif-A.) przestach nieobcig-

¢lii zonych. Stosownie

do tego bedzie linia

wptywowa w innych
przestach naprzemian pod lub nad osig (rys. 14). A wiec dla
najw (4-0) i najw (—Q w punkcie F przesta CD musi by¢
belka obcigzona wedtug rys. 15).

8. 12. Najwieksze sity poprzeczne.
Wedtug réwnania 25) i 26) mozna obliczy¢ najw. sity po-
rVs.i6. przeczne w danym punk-
cie C (rys. 16.) dla obcia-
zenia jednostajnego_ cig-
gtego. Wiemy, ze przytem
musi by¢ diugos¢ BC ob-

cigzona.
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Podstawmy w tych. réwnaniach
R=p (I x), r==~{l x), P=0,
M"—M'  p(l--x)2
X JL
Dla najmniejszosci sit poprzecznych musi byé obcigzona
dtugos¢ A C (rys. 17), wiec

to najw (+Q): . 56)

rys .11 ©
R=px, rn=1—" P=px.
3 p 1 p
VA "Wstawmy te wartosci w ro-
wnania 25) i 26), a otrzymamy
najw (-Q)=" ™ i2i 57)

Wedtug rys. 15 widzimy, ze obcigzenia, wywotujace najw
(+0 i nojw(-Q), dopetniajg sie do obcigzenia zupetnego, zatem
najw (—Q)=Q,—ajw(+Q,) v 58)

Linie najwiekszych i naj-
mniejszych sit poprzecznych,
bedg prawie paraboliczne,
wyraz pierwszy bowiem jest
wprawdzie funkcyg *, ale
jest zazwyczaj bardzo mne-

ili +ym (rys. 18).

rys.18.

§. 13. Bezwzglednie najwieksze i najmniejsze sity poprzeczne.
O L .

Z rys. 18. i z poprzednich rownan widzimy, ze najwiek-

sze sity poprzeczne sg na podporach i to na lewych kazdego
przesta dodatnie, na prawych

rys. 19. ujemne. W rys. 19. oznaczyli-

cm>tMkn - Smy obcigzenie dla najw (+Q)

w C. Bezwzglednie najwigksze

(+ Q) jest <ila x—o , wiec oba

przesta, miedzy ktéremi lezy

punkt A , muszg by¢ wtedy obcigzone. W rys. 20. oznaczyli-

rys.20. Smy znOw obciazenie dla
S it najmn Q w C. Bezwzglednie
— * o g _ najwieksze (— Q) jest dla x—I,

wiec oba przesta, miedzy ktd-
remi lezy podpora B. musz;



— 18 —

by¢ wtedy obcigzone, reszta przeset ma by¢ naprzemian obcig-
zong. Z réwn. 56) i 57) otrzymamy

dla a=0 bezwzglednie najw (+<2)= M———T—M—

59)

. x=1 " najw{_Q):M_:'___/\_M_!

nP Poniewaz oddzialywanie rowna sie roznicy sit poprze-
cznych po obu stronach podpory, a obie sity poprzeczne sg
najwieksze dla tego samego obcigzenia, wiec oddziatywanie
bedzie najwieksze takze dla tego samego obcigzenia, t. j. gdy
oba przesta sasiednie sg obcigzone.

Najmniejsze oddziatywanie, powstajace z powodu ciezaru
ruchomego, jest ujemnem. Jezeli oddzialywanie dodatnie, wy-
wotane ciezarem witasnym, jest wieksze od oddziatywania
ujemnego z powodu ciezaru ruchomego, to oddziatywanie dla
ciezaru wiasnego i ruchomego jest ostatecznie dodatnie, w prze-
ciwnym razie ujemne.

"Wtym  ostatnim wypadku belka musi by¢é przytwier-
dzong dopodpory, gdyz inaczej podniostaby sie w tem miej-
scu, czego dopusci¢ nie mozemy ze wzgledow ustrdjowych.
Najwieksze' oddziatywanie ujemne powstaje, gdy dwa sasie-
dnie przesta sg nieobcigzone , a dalsze naprzemian obcigzone
i nieobcigzone.

8. 14. Najniekorzystniejsze obcigzenie dla momentéw.

a) Obcigzenie przesta badanego.
Niechaj w punkcie F rtego przesta belki ciggtej dziata

rys.21 n sita P (rys. 21.), to wiemy,
%J t ze wedtug réwn. 13) bedzie
. eie

P % 0)2«_ P i
r— = i . [t ,
<P a----—--—- G- i Dalej wedtug réwnan
54) mamy po opuszczeniu

znaczka r

i'—91" 91

Mr x= -— D e
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Podstawmy w tych rdwnaniach, wartosSci z rownan 44)

i 45) fi=—1 i v="—1) z rys. 21. c=l—a—Db i wartosci za
iH i 31z rown. 14), to otrzymamy
Mr-1= Pae el(21—3 6—e))
T la2

60)

Na podstawie réwn. 60) dadza, sie linie wptywowe dia
momentéw; podporowych Mr— i Mr wedlug Solina w na-
stepny sposob wykresli¢ (rys. 22.). Zrobmy BR=1—3b=AB—

_3BK, c IK

FL momentowi dla belki w dwu
a Al

Jpg 6
punktach podpartej = £g~ , DD‘=FL i wykre$imy DR, to

FP_ _ j_e_jVvrt
RD I cli -

Ir ~ 0 <*fper-v<*A-yc-i- y y 3

[
t- /1. J .
uC a*uttuUi

Podobnie otrzymamy FF"—Mr. W ten sam spos6b mo-
zemy otrzymaé momenty Mr_\ i Mr dla innego potozenia sity
P, apotaczywszy konce rzednych, przedstawiajgcych momenty,
.otrzymamy linie ¢f)lywow *F9? i AF"B.fZrébmy teraz
AA{=~FF' i BB*FF", polgczmy z Bxi zrobmy L‘C—FL,
to ij GBj bedzie przedstawiaé linie momentow w przesle AB,
jezeli sita P dziata w P. Poniewaz L' lezy zawsze nizej L,
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wiec O bedzie zawsze ponizej AB , a zatem moment w punk-
cie zaczepienia sity jest zawsze dodatni./ Z rysunku widzimy,
ze jezeli sita P lezy w F, w punktach. Ui W jest moment
rowny zeru. Wyznaczmy, potozenie tych nktow obojetnych.

Z rysunku- wynika, ze AAtUCc\iUFG, wiec u:(e—u)=

(— gdy M"—FC, zatem
u:e—(—Mr-\): {Mi—M,—), wiec
Mr-ie

Z rysunku dalej wynika:
Pe el
MX= CL*- FL‘= ele A-\Mr+ (Mr-1 -M A).

W roéwnaniu tem dajemy znak (+), bo Mr i Mr4 s
ujemne.

Wstawiwszy wartos¢é za Mx w poprzednie rownanie,
otrzymamy po skroceniu

Mr.
'Mr-i—Mr—Pe\ 61)
odobnie bedzie W- Mrl
P ¢ Mr—Mr-i—Pe
Wstawmy teraz wartosci z roéwn. 60) za Jir_i i Mr, to
otrzymamy
_ a(21—3b—e)el
cP+(2a—b)el—(a+b)e2 62)

b(21—3a—e,)eil )
cP+(2b—a)ed —{a+b)el I
W przestach skrajnych jest w pierwszem a=0, w osta-

tniem b=o, wiec dla przesta pierwszego u=0, c=1—Db,
v b(2 I—el)eil b(2 I—ex)exl b (I2—ell 63)
cl2+2bell-bei2 P-b(l2-2eil+eid .P—be2
W ostatnim prze$le jest b=0,'C=1—a, w=0,
a{2l—e)el ' a{P-eM)lI 64)

< S <o
Z rysunku 22. widzimy wiec, ze, jezeli sita P stoi w F,
momenty na diugos$ciach u i v: sa ujemne, za$ na dtugosci UW
dodatnie.
Zbadajmy najprzéd, jak wielkie moze byé u i w.
Z rown. 62) wynika, ze dla e—0 jest m=0,
za$ dla e=1 jest u—a.
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Podobnie dla =0 jest w=0,

dla e*—I jest io=b.

A zatem widzimy, Ze gdy u moze by¢ najwiecej =a,
a najio w=b, a zatem na diugosci IK miedzy punktami sta-
tymi moment jest zawsze dodatni, za$ na diugosciach Al i KB
moze by¢ moment ujemnym lub dodatnim. Rozrézniamy z tego
powodu trzy czeSci w kazdem przesle, czes¢ pierwszg AlflJ~~m+
cze$¢ druga, Srednig IK i trzeciag KB. Rozumie sie, ze w prze-gAY«"«™*gto
ale pierwszem cze$¢ pierwsza j4/=0j a w przesle ostatniem
KB 0.

A zatem mozemy powiedzie¢: W czesci Sredniej
przesta™ belki ciagj*ej kazdy ciezar, gdziekolwiek na tem
przesle dziatajagcy, sprawia moment dodatni, a wiec dla naj-
wiekszego M musi by¢ to cate przesto obcigzone,
dla najmniejsz6sci wcale nieobcigzone.

Dla punktu U, lezacego w czesci pierwszej, jest moment
réwny zeru , jezeli P stoi w punkcie F. Jezeli sita P posunie
sie na lewo, moment w punkcie U jest dodatnim , jezeli na
prawo, ujemnym. A zatem dla najio M w punkcie ?7w cze-
§ci pierwszej przesta nrusi_byji to przesto obcig-
zone od i az do F, dla najmn M od F do B.

To samo da sie zastosowaé do punktu W, w trzeciej cze-
§ci przesta. Dla najw M w punkcie W'musi byc obcig-
zone przesto od F do 13 dla najmn M od A do F. A za-
tem badany przekr 0] jest zawsze dla naj Ayiekszo-
§ci obcigzony, a dla najmniej sz6$ci nieobcigzony.

b) Obcigzenie reszty przeset.
Z rys. 12. widzimy, ze obcigzenie przesta CD sprawia

w czesci | i Il przesta sgsiedniego na prawo momenty ujemne,
a w czesci Il dodatnie, dla przesta sasiedniego lewego za$
w czesci | dodatnie, w Il i Il ujemne.

A zatem dla czesci | dla najwiekszosci musi by¢ sasie-
dnie prawe przesto obcigzone, sasiednie lewe nieobcigzone,
a reszta przeset naprzemian (rys. 23.). Dla czesci $redniej mu-
szg by¢ sasiednie oba przesta nieobcigzone, a inne naprzemian,
dla czeSci 111 za$ musi by¢ sasiednie prawe przesto nieobcig-
zone, a lewe obcigzone, inne za$ naprzemian.

Ogolnie wiec mozemy powiedzie¢ dla wszystkich trzech
czesci: Do czeSci obcigzonej danego przesta przy-
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tyka przesto ni8obcigzone, do czes$ci .nieobcigzo-
nej obcigzone przesto. Inne przesta maj g by¢ na-
j)rzemian obcigzone.
"W rys. 23. wykresliliSmy schemat najniekorzystniejszych,
obcigzen ciezarem jednostajnie roztozonym. Jezeli mamy belke

rys.23.
Tiajw.b uM
fIDIIIiIIIi.n _
ezféedT
M
f-p—.ij .
“ rT‘fTPIIIIIIIII 'pElﬂ.MiIM It
czesz:'JH Y’\ Ve
wWwMZ =Y

obcigza¢ uktadem ciezarow skupionych, to poniewaz tu otrzy-
mamy linie wptywowe krzywe, nie uzyskujemy tak prostych
prawidetl dla najniekorzystniejszego potozenia, -jak dla belki
jednoprzestowej. Linia wplywowa bedzie miata jednak w da-
nem przesle takze ksztatt trojkata , lecz o bokach krzywych,
z wierzchotkiem w punkcie badanym tak, ze w przyblizeniu
mozemy zastosowaé dla najniekorzystniejszego obcigzenia pra-
widta dla momentéw belki w dwu punktach podpartej.

Co do obcigzenia reszty przeset ksztatt linij wptywowych,’
ktore otrzymamy pézZzniej wykreSlnie, da nam pewne wska-
z6wki co do ustawienia ciezar6w skupionych w rozmaitych
przestach. Zwréci¢ jednak musimy uwage, ze obcigzenie tego
rodzaju, jak na rys. 23., jest w praktyce nieprawdopodobnem,
a przy mostach kolejowych wprost niemozliwem. Przy mo-
stach drogowych, gdzie obcigzenie takie jest mozliwe, przypu-
szczamy przy obliczeniu rzeczywiScie ciezar ruchomy podzie-
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lony na kilka cze$ci, przy kolejowych moZnaby albo przypu-
szczajac jeden pocigg przyja¢ na diugosci, ktéraby nie po-
winna by¢ obcigzong, wozy prézne wazgce 9t dla kolei nor-
malnotorowych i waskotorowych z jazdg na podwoziach, za$
6ton dla kolei waskotorowych bez jazdy na podwoziach, a zre-
sztg parowozy i wozy tadowne, albo tez przyjmujemy tylko
dane przesto obcigzone. Przyjmowanie niemozliwych obcigzen
dla obliczenia belki wydaje nam sie nieusprawiedliwionem.

Rozporzagdzenie austr. minist. kolejow. z d. 1. wrze-
$nia 1904. 8. 7. ust. 18. Przy dzwigarach, spoczywajacych na wiecej,
niz dwu podporach, tudziez przy dzwigarach tukowych nalezy przyjac
kilka pociggow w najniekorzystniejszem potozeniu celem obliczenia
najwiekszych mozliwych sit zewnetrznych.

8. 15. Wyznaczenie najwiekszych momentdéw dla obcigzenia ciagtego.

a) Srednia cze$é przesta. Dlanajwiekszych momen-
tow musi byé dane przesto cate obcigzone, dla najmniejszosei
za$ cale nieobcigzone, reszta przeset naprzemian (rys. 23.). Dla
najw (—M) otrzymamy z réwn. 25) i 27), gdy P=ii=0,

Najw (—M)=M/—(M'—M )Y ...oovrrrreerrrce 65)

Jestto réwnanie linii prostej.

Jezeli M'—M", to najw (—itf)=M ;. 66)
jestto réwnanie linii poziomej.

Podobnie otrzymamy z réown. 25) i 27)

najw (+M)=3IP—M—M")y+-]-px (I-X) ... 67)

b) Pierwsza cze$¢ przesta. Dla najw (— R[) musi
by¢ przesio dane AB obcigzone od F do B (rys. 22.). Wedtug

rown. 25) otrzymamy wiec Q' ———+ \p/(fll_1
Wedle réown. 27) M=M"'+Q %, wiec
najw (- M)~ Pl R C I i 68)

Dlanajw (A-M) musi by¢ przesto AB obcigzone od A do
F. Tu jest Q= I_y A~te\ a M—M "+ Qx—fcpx3  wiec

(MI—M")y + A (2 el-e 2—Ix) . . 69)



C) Trzecia cze$¢ belki. Podobnie otrzymamy dla

trzeciej czesci

najw (— (M— L - Y (0)]
najw (+M)=jjp (W—a")*+P(1~ X, ~ . . 71

N We wszystkich czesciach przesta jest
najir (+M)+najAv (—M)=5L, . . . .. 72)

jezeli M. oznacza moment dla obcigzenia zupetnego.
Jezeli wykreslnie przedstawimy linie najwiekszych i naj-
mniejszych momentéw, to otrzymamy rysunek 24. Dla ujem-

nych najwiekszych momentow otrzymujemy w S$redniej czesci
kazdego przesta linie proste, dla dodatnich parabole.

8 16. Wielkos¢ ciezaru jednostajnego ciagtego.

W poprzednich paragrafach przypuszczalismy, ze ciezar
jednostkowy p jest w danem prze$le jednostajny. Dla mostéw
drogowych jest ciezar ruchomy p dla wszystkich przeset jedno-
stajny, je$li liczymy na podstawie obcigzenia ttumem ludzi.
Jezeli rozpietoSci sg nierébwne, moze sie wszelako ciezar wita-
sny g poszczegolnych przeset rozni¢. Przy mostach kolejowych
jednak, jezeli rozpieto$¢ przeset jest nierowna, przyjaé nalezy
dla rozmaitych przeset rézne wartosci nietylko dla ciezaru
wiasnego g, ale tez i dla ciezaru zastepczego p, jezeli wogdle
uzywamy ciezaru zastepczego. Dla ciezaru zastepczego dla sit
poprzecznych nalezy przyjmowac¢ zmienne p nie wedtug diu-
gosci przeset, lecz wedtug dilugosci obcigzonej.
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.Rozporzadzenie austryackie z r. 1904 nie zna ciezaro6w zastep

czych, liczy¢ wiec nalezy najwieksze sity zewnetrzne, obcigzajac belki
ciagte kilku pociggami normalnymi.

U. Selka ciagta dwu- i trziiprzestowa.

8§ 17. Momenty podporowe belki dwuprzestowej.

Jezeli rozpietoSci pierwszego i drugiego przesta belki
dwuprzestowej nazwiemy \

i 2 (rys. 25.), to otrzymamy we-

dtug réwn. 22.), zwazywszy, ze
rys.25. MO0=0 i ilf2=0,
T et ~E, 2MS,
P - - - S

% +% %
£-----wiec moment podporowy na $re-

dniej podporze B

_*V tM 73,
' Jezeli oba przesta sg rowne, to 2=Z2=Z wiec
Mt 74)
Przypusémy, ze p oznacza ciezar jednostkowy ruchomy.
Jezeli pierwsze przesto jest obcigzone (rys. 26.), to
/I ~" V. — 1l-ph2 )
rys.-,». Wstawiwszy to w réown. 73),
————————————— Aotrzymamy
% —<W-4A pljs
jlil= “g(ri+ ) 75)
Zatozmy, ze =NZ, 2=7, to
M IEhil— 11 21* 76)
I+ # 8 1+# 8 i J
rvs ii.

Jezeli drugie przesto jest ob-
cigzone(rys. 27.), to otrzymamy
—_ -— odnos$ne wzory, jezeli zamienimy

A- T/ {- na l2 i I2 na It, zatem

1>12 3 B 1
1

Jezeli teraz oba przesta sg oibcia}zon.e, to otrzymamy
pi™ph* (14 lip i sk
8:(it+ k)~ 8(L+#)

>

Jit
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#3 1
Wyrazy —" i jipg. obliczyt Leb er dla rozmaitych, uzy-

wanych stosunkow 11: #IaA3 otrzymamy, dodawszy oba powyz-

sze spotczynniki.

Podajemy tu niektére wartosci:
&=0-5 0-6 0-7 0-75
>3 \ \, \ \ \ \ |
-—-i 0-08B3 0-1350 0-2018 0-2411 0-2844 0-3320 0-3837 0-4397 0-5

I+ 7 n 1 1 I 1 I 1 | |
0-6667 0-6250 0-5882 0-5714 0-5556 0-5405 0-5263 0-5128 0-5

I+>3 1 o | | 1 | | I

1+& 0-7500 0-7600 0-7900 0-8125 0 8400 0-8725 0-9100 0-9525 1-0

§. 18. Linie wptywowe.
Przypus¢my, ze 2=22=Z i wykre$lmy najprzéd linie wpty-
wowe dla i¥,, idagc za wywodami Kecka*). Wedle réwn. 74)

rys.zs.

*) Yortriige iiber Elastizitatslehro str. 100.

0-80
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mamy Mt=-~1 —|| Jezeli sita P=1 dziata w E w odstepie
e od (rys. 28.), to wedle 14)
Fep-e*)
1 - 2
912=0, wiec
Pe(P~e'l) _  Pe(Z+e)(Z—e) e(l+e)l—e
1 472 472 42 Z
Dla P=1 I eZ—e) Z+e
I~- W -~ MV
LD
Wyraz ten da sie skonstruowaé,l\/lzg'_ przedstawia
parabole. Dla e=— Przeza n' i Jwykre$lmy pa-

rabole. Uzedne tej paraboli musimypowiekszyé w stosunku
c . - t1 .
————— , wiec n. p. dla punktu n kre$limy nnl poziomg, tgczymy

czni az do n\. To samo robimy z innymi punktami, a zupetnie
takg samg linie kreslimy w drugim przesle.
Wyznaczmy styczng kata nachylenia stycznej do linii
wptywowej z réwn. 79), a otrzymamy
72__Qp2

SIAZ P = e 80)

wiec dla e=0 st

dla e=l step———~
Jezeli wiec zrobimy nn"=\l—bbl, to abx i n"b sg sty-
cznemi do linii wptywowej.
Dla dowolnego punktu G w dclstepie x od A jest wedle
I+ 0
réwn. 79), poniewaz M‘—0, M"= Mt, M—"—X X, albo gdy

ilfft oznacza warto$¢ bez wzgledu na znak, to poniewaz Mx
; . M..x X

jest ujemne, M :_\—————j—:XE'- NI S
przyczem X oznacza moment belki zwyktej w dwu punktach
podpartej.
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W rysunku 29. wyznaczyliSmy wedle poprzedniego linie
wplywowe dla ML Rzedne tych linii mamy wedtug 81) od-
ciggna¢ od rzednych linij % ktore, jak wiadomo, otrzymamy,
zrobiwszy aai=|I, wykresliwszy w g pionowg { i potgczywszy
a z g+ Wtedy powierzchnia wptywowa dodatnia jest ag”nl

njemna bm‘c. Jezeli punkt g jednak zbliza¢ sie bedzie do b, to
linia agx bedzie sie obraca¢ okoto a, otrzymamy potozenie jej
styczne do linii an'b, a w dalszym ciaggu posuwania si¢ prze-
cina¢ ona bedzie an‘h. Wtedy otrzymamy punkt obojetny e
Dla sity poprzecznej w punkcie G (rys. 28.) jest wedle

: . M Tt
25) i 26) ze wzgledu, ze M'=0, M"=MV Q:—L—+ i.——P, albo

gdy [Q]=‘Bt —P jest sitg poprzeczng dla belki w dwu punk-

tach podpartej, to gdy uwzglednimy, ze ujemne,

QHQ\-M-
Wedle tego rownania wykreslono na rys. 30. linig wply-
wowg dla dowolnego punktu G.

"iJ Griot obliczyt rzedne linij wplywowych i utozyt wy-
niki w tablicach*). Podajemy tu tablice dla 7,=22=Z, przyczem
wszystkie cyfry w danym razie pomnozy¢ nalezy przez |
(rys. 31.).

*) por. Griot Gustaw . Interpolierbare Tabelleu zu.ni rasclien An-
tragen der Einflusslinien iur Momente und ScheerkraftH. Ziirich 1904.



Momenty w tm.

Punkty 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
1 01323 00988 00677 00402 001720- 00106—00154-0-0156-0-0123-0-0068 O
2 0-0976 01976 0-1354 0-0803 00343 0—00212—0 0309-0-0313—0-0247—00185 0
3 0-0682 011298 0-2031 0-1205 005160-00318—00463-0 0169-0-0370-00203 O
4 ' 0-0285 00619 0-1041 01606 006S70 - 0-0424-0-0617-00626-0-0494-0 0270 O
5 —0-0060—0-0061 0-0051 0-0340 0-08600—0-0530—0-0772-0-0782—0-0617—0-0338 O
6 —0-0405—0 0740—0-0988—0-0926-0-0636.

rys.3i.
/ zZ3 4 s C7T R JO [l 12
bt ] " -
, £ -l y

Sity poprzeczne w tonacli.
Punkty 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
1-0000 0-7928 0-5927 0-4062 0-2407 0-10310-0-0636—0-0926—0-0938—0-0740—0-405 O

8, 19. Ciezar wiasny.

Dla ciezaru wiasnego otrzymamy Mu moment podporowy
w B, z wzoru 78), jes$li tylko zamiast p wstawimy gt i g2t wiec
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Itr . (~gj+tga)!2 oogn
SN Sft+2Z1 8(1+ ») o e )
Jezeli, jak zwykle, 1A=Zt=Z, wiec .#=1, &g*=q*=g, to
ol 2
S ———— 83)

Chcac teraz wyznaczy¢ sity poprzeczne w pierwszem
przesle, zastosujemy rown. 30), zwazywszy, ze tu jest M‘=0,
M o *=Mit

W=iSh\ =1S, li~ o o ¢ 84
a dla *9-=I i {f==02=0g,
~W==-\91-\gl=191- +0-375¢gl; ..cceene.... 86)
zas S 86)
a dla przgset réwnycli
* r — 4tol-iol=-8¢gl=- 0-625gl . . ..
Wedtug réwn. 31) mamy dalej og6lnie Q—Q‘—<c/X, a dla
przeset rownycli Q = GBS X ) o 88)

Jestto rownanie linii prostej.
rfi Moment otrzymamy wedtug 32)

M=igIx(I1- | + N | e 89)
a dla przeset rownych bedzie
M= \-gx{l—Xx)—\gl 2 = |gX(31—4X) .vvrvrrerrenne 90)

Jestto réwnanie paraboli.
Dla najw M niech bedzie x-=xi, to znajdziemy xit rozni-

czkujac réwnanie 89), wiec I4S#|("| —2*i) + ~——0 zatem

(aC
*] <=¥i +JI—It— D"a przesei rownych Mi= —gl2 Wlec Xi=-|Z=
....... L.l ~...
=0-375 1.

Wstawmy te warto$¢ w rown. 90), to bedziemy mieli
najwji.RA@L—I?=t-2-<772= 0,0703175gl2 . . 91)
Z rown. 90) widzimy, ze M =0 dla 3I="Ax', wiec dla
=:/=0'75/...
A Wyniki te zestawiliSmy na rys. 32., z ktdrego jeszcze
wadzimy, ze oddziatywanie w B jest
01=1<7*H<T7Z==4gl.cccieeiciece 92)

..87)
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Ogolnie jest

oi:&/\/\w /\+W /\+|/\ "|'93)

«O»

8. 20. Ciezar ruchomy.
Teraz obliczymy sity zewnetrzne, wywotane cigzarem rn

chomym ..

a) 'Sity poprzeczne. . rys.33.
Dla najw (+<) w P- E M te lift«zij# '
(rys. 33.) mnsi byC obcig- [ 2
zona dtugo$¢ EJ3, a dru- Voo U - @

gie przesto nieobcigzone.
Otrzymamy wiec z réwn. 20)

R ipza29p=0
Moment w B bedzie wedtug rown. 73\%
P(h2 xD) gp gl 94)
1 2(Zj+22) -J-ij)
Dalej otrzymamy wedle rown. 56), wstawiwszy M=-0,
M “=M

pjl*r-xY jKh—xV
'8kKk+k) * h
czyli najw (+Q)==g"g-""{31124-41112—21jX—x 2} ... 95

najw (+(?)=
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Poniewaz dla obcigzenia zupetnego wedtug réwn. 84) i 31)

**~ 8(/ +?,) — PX” ofcrzymamy najw. ujemng site
poprzeczng, odciggngwszy najw (+ €) od Q., zatem
najuv('«)'#(!,'z.)- ‘4
-j-472— Ixx—X1)

=iP(li- 3x)-g p A~ Oid+1i123+ (Ii-x ) Q3112+

+4112—2UX—X =)} oo 96)
Jezeli L=m=1, zatem ff—1, to z réwn. 9B) otrzymamy
najw (+Q )=~ ff-2712221x-x2}, . ... 97)

a z réwn. 96)

najw (- <i)* M ~-27)-7i-32M+ (1-x)\7P —2Ix - x*))

= — 4101 K2KD oo 98)

b) Cisnienia na podpory. OO0, cisnienie na podpore
A, jest najwieksze, gdy pierwsze przesto jest obcigzone, a dru-
gie nie. Otrzymamy wiec z rown. 95)
dla c—Omlw O _PN("i+72))

W 0= B i) .99)

a dla 4=2z2=Z7 najw =idpl'

Najwieksze Oj w punkcie i? otrzymamy, gdy oba przesta
bedg obcigzone, a wiec jak dla ciezaru wiasnego wedtug 93)

najw °i +1i)+ 1224114-12)] | 100)

a dla réwnych przeset najw Oj= <pl J

Najw (—O,) powstaje, gdy drogie przesto jest obcigzone,
a pierwsze nie. Wtedy otrzymamy z réwn. 84) i 99), odcia-
gnagwszy o dla obcigzenia zupetnego od najw Qo

najw (—oOp*=Ipli F(h3*h3 pli(M1+ 7 2)

P123 .. 101)
S(li +1Q1i
Dla przeset rownych jest najw (—0}p=—rgpl

Réwnoczesnie dziata jednak ciezar wilasny, wiec



A wiec najw (—Q)) jest ujemnem, jezeli
9ih 3+(9i -"P)h's">*ffi(h +h)h 2
czyli jezeli D>VT2+A tr 702 e
Jezeli rozpietosci sg rowno, oddziatywanie 0,, jest ujemne,
gdy ;>>(>/1.
Mozliwem zatem jest oddziatywanie ujemne tylko, jesli r>
w stosunku do gA i g2 jest wielkiem i jezeli 2, a zatem i Q2
jest znacznie wieksze, niz li} wzgledniej. Przy rownych diu-
gosciach przeset mogtoby to nastapi¢ tylko przy bardzo ma-
tych rozpietoSciach okoto /= 10 w. Ox_nie moze by¢ wecale
ujemnem.
c) Momenty. Przesto pierwsze, czes$¢ druga.
W przesle skrajnem, jak
wiemy, niema czesci pierw-

tys.,J/i. szej, tu punkt staty wpada
J E na punkty (rys. 34.). ¥e-
' _f _~ dhg réown. 37) mamy
| i j v —2(1,+12)
* 1 1 ’

wiec wedtug 45)

................. 104>
adla —r ~
P120-21 i 105)
Dla najw (—M) musi by¢ pierwsze przesto nieobcigzone
~pT3
a drugie obcigzone, wiec wedtug 77. Ji, = —g- j-1 )’

Wstawiwszy w réwn. 65) M'—0, M" =mMx, otrzymamy
najw (-m ) - * s e 106)

Najw (+.34) jest dla obcigzenia uzupeiniajacego, wiec
uwzgledniajgc réwn. 89),

. A ] 3+Z23# , Vhuw

najw (+ R/lr):”,\r}l h-x)- 8» I£§§)

Podr. Teor. mostow. I1. n
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naj| (+M)="J|r-[311+ ~ )£ (11+12~. . 107)

Dla przeset rownych otrzymamy z réw. 106)
na.hr 31= T.pIX o e 108)
a z row. 107) najw (+M)MpX(71—SX) oo 109)
Przesto pierwsze, cze$¢ trzecia.
Najw (+ M) (rys. 35)
il (=313 rvs.35. bedzie w__punkcie W

e~-A czesci trzeciej, jesli ob-

ATTIsA-. ... ... , cigzymy_ dlugos¢ FB,

T zhrrrff__ f a drugiego przesta nie
bedziemy wcale obcia-
zac.

Wtedy wedle 20)
e P(h2-e22 o )
- 47j2 ’ '
a zatem wedle réwn. 73)
M x- p(Z,2-e 22
8Zjtzj +72)°

a wedle rown. 71), wstawiwszy M*=0, -
najw (-£M)= Ml);] P G—x)(lix—e?

23,
P Q\z-e 2)Ix + p_ gl —x){I"x—e2d
8Zj (" +22) 2zt
najw (+ M [(41U2(112+ e2+311 12+ 3ed -e Hx+
.SIAIL+-M
—41 Al +L,,)(X2#CD L e, 110)
Dtugos$¢ za$ e znajdziemy z réwn. 63)
. &B—edZ ., Z2
" P-be: dla
" ezl-d(b—w)l 111
EMt==sfc
przyczem MPZZ— 2 e e 112)

Moznaby teraz warto$¢ te dla e wstawi¢ w réwnanie 110)
i otrzymalibySmy najw (+M) jako funkcye x. Odciagngwszy
te warto$¢ od wartosci dla obcigzenia zupetnego, otrzymali-
bySmy najio (—M). Ale poniewaz wzory te bylyby za zawite,
wiec zaniechamy ich wyprowadzenia. Wskazanym jednak po-
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wyzej sposobem mozemy w kazdym danym przypadku wyzna-
czy¢ najw (4-1i) i najw (—M).
Jesli li=l2=1Jto otrzymamy z réwn. 110)
najw (-FM) - 1P 371"+ 10i2ex—ekk—8122-81*x)  113)
Z rown. 111) otrzymamy dla i—\I
,liuj /] P
=Z
\Ix 1 X 114)

"Wstawiwszy te wartosé za e w 113), otrzymamy

najw (+M)==|p™41x—x2-512+2"j , . 115)

M: dla obcigzenia zupetnego jest wediug réwn. 90)
M r=—j-px(4z—Bi), wiec
najw (—M)=—\px{4x—'"dl}—najw(-*-M), zatem

najw (-31)=-£pl2M13y—20+87) . . .. 116)

Na podstawie tych. rownan wykresliliSmy linie najw. mo-
mentéw dla belki dwuprzestowej o réwnych przestach (rys.

rys. 36.

36.). Dla takiejze belki obliczyt W inkler tablice wedtug po-
przednich wzoréw, ktére tu podajemy.

Cisnienie na podpory.
najw (+ O0)= 0-3750gl+ 04375
najw (—00)=0'3750"—00625jpi
najw (+ 0)=I1*25("+p)Z m
tiajm (-{-01)= 1,25"Z
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Sity po przeczne.

Sity poprzeczne
ciezar ruchomy

ciezar wiasny

Q

+0-375
+0-275
+0-175
+0-075

-0-025
-0-125
—0-225
-0-325
-0-425
—0-525
-0*625

0]
0-5423
0-7454
0-8885
1-00

pl

Momenty.

ciezar wiasny

- M

0]
+0-0325
0-0550
0-0675
0-0700
0-0625
0-0450
0-0175
0]
- 0-0200
—0-0425
-0-0675
—~0-0950
—0-1250

gP

moment

najw (+ 47)

0

0-03875
0-06750
0-08625
0-09500
0-09375
0-08250
0 06125
0-04688
0-C3000
0-01523
0-00611
0-00138
0]

pP

najw (= Q)

0-0625
0-0687
0-0874
0-1182
0-1491
0-1609
0-2148
0-2794
0-3537
0-4369
0-5277
0-6250

pl

ciezar ruchomy

najw (- il/)

0]

0-00620
0-01250
0-01875
0-02500
0-03125
0-03750
0-04375
0-04688
0-05000
0-05773
0-07361
0-09638
0-12500

pP

najw (+A Q - +0-07031 gP, dla «==0-37501..
(+MP = +0-09566 pP, , @=0-43741



v §.21. Momenty podporowe belki trzyprzestowej.
Tu przypuscimy, ze przesta skrajne sg réwne i ze ich
rozpieto$¢ L —dl, za$ rozpieto$¢ przesta Sredniego |I.
Otrzymamy wtedy wediug 22)
2 +Z)+ "h +9i2z
M<+2MM +1
albo 2M1(I+'-9-) + If2=9i1
Mi+2M,a+1>)~%"+% '*}
a stad otrzymamy
2(1+»,"#+2® )-GR2"+9143'9),
........................ 4(|.+A)2- | ... 117)
A 2(1+M)(912"+9i3M)-(91i "1 %)
KI-H»)2-t!
Jezeli obcigzone jest.tylko cate pierwsze przesto cieza-
rem jednostkowym p, to
9?2/'=-—\pll SIB=9i2=912"=(), wiec

AN(I+N) piid mm-#) 11fty
e 1 4(1+#)2—-1 8 4(1+#)2—-18/ " ** '
1r , Pij2 ...3»3'~ pl2\ n

2 41+&)2—1 8 4fl+#)2—1S./"
Jezeli obcigzone jest tylko cate drugie przesto ciezarem
jednostkowym p, to
9gA"=9V =0. 9iZ="1"=—W 2

U-N—*®e ....... M

Jesli wszystkie przesta sa catkowicie obcigzone, otrzy-
4£F1+1)-2& 3+ 2(1+ 23)pi2~
mamy T e \

(14+2»)29*+2{1 + 2»)J)i’ 2(1+ a>)pl! It,,,
——————— i(i+P)7 i-—-—--T -8+ » T ' m 121>
Leber obliczyt dla rozmaitych warto$ci spotczynniki

row. 118), 119), ¢20) i 121). Podajemy tu z nich niektdre:
dla £=05, 06, 0-7, 0-8, 0-85 0-9, 0;95 1-00

4<l—1—#)2—l:0_375 0-416 0-451 0-482 0-496 0-509 0-521 0-533

i(l_‘_r#)i_l-o-o& 0-150 0-221 0-308 0-358 0-412 0-471 0-533



dla £=0*6, 0-6, 0-7 0-8 0-85 09, 0-95 1-00

2
2(14-5-3) ' ' ' '
SO NZ 0. 063 0-579 0-610 0-657 0-687 0-720 0-758 0-800
25

ALh 1 0125 0130 0133 0134 0134 0134 0-134 0-133
253

. =0-031 0-047 0-065 0-086 0-097 0-108 0121 0133
4(1+vijr—1

8 22. Ciezar wiasny.
a) Momenty podporowe otrzymamy analogicznie do

121) . 122)
adla~ i+ 123)
bj Sity poprzeczne.
W pierwszem przesle jest M‘=0, wiec wedtug
30) 0 ,—1lal 4— — o\ +ff) h
Qi ={%i$-(#-+-2)— 124)
A"=GIW ir--{Sir+(B)+gl}inr | A o o 125)
a dla dowolnego punktu Q=Q—g , X wrrrrrrerrienenes 126)
W drugiem przeSle otrzymamy M‘—M" —Mi, wiec
<e=i;gl, 93" = -tg |, i, 127)
a dla dowolnego punktu (E= Q—gx—=£g(I—2x). . . . 128)

jak dla belki jednoprzestowej.
c) Oddziaty wanie OO0 na podporze skrajnej réwne jest
na drugiej wedtug 28)
O\# A5# + 6)-fsr7
4523+25)
leg.(.§5+ 452+ 1)+ gl(5"™ + fi/\)l;<

0,

129)

M) Moment otrzymamy w dowolnym punkcie na pod-
stawie row. 32)

W pierwszem przesle jest JJ/'=0, XkT'= ilfj, wiec



M:MiA+|SiX(I1-X)
W drukiem przesle jest M‘—M*“=M I, wiec
3I=M, +|gx(I—x)
rys. ST.

Wykresinie przedstawiliSmy sity poprzeczne i momenty
na rys. 37. dla 5-=0*77, <~=0891(7.

a ,W pierwszem przesle otrzymamy najw (+<3), obcigzajgc
pierwsze przesto od ii do 7? i cate trzecie przesto (rys. 38 .
Wtedy otrzymamy z réwn. 16) i 20)

8. 23. Najwieksze sity poprzeczne.

wiec wedtug 117)

cc .
a nazwawszy i—j: »_I,_



- 40 -

M = _ 201+ #)(1—»32-1pl\
41+ #)3—1 4 -

41+ £Y#J1-m 222 #3 pP

" 41+ £)2—1 -8~ - 132)
rys. 38.
s-iL__pw mms J M® *I*
Jaj/rJO)
ILIMillliB E iliS if.
B
ﬂ(lMililMWille L i‘--$lii3|ii|BB!wé 'p'
... najw:(-Q)
Kemmmmmmmmm JiiiSBfe Jfemmmmm
A B P D

Jezeli teraz w réwn. 56) wstawimy BlI‘=0, M"—Mi, to
ofrzymamy

1—2(1+ » 1- « #
najw (+ Q)= - 1+™M)2 1-————| r+ i# —m) h,
najw (+Q)=
Gi# (i+ A (i-4203a-m)2(4(i+M-i)pil  iaa;
[ | _ I"1--D-) s e, 4 J }

Dla najw (— Q) musi by¢ przesto pierwsze obcigzone od
A do E i drugie cateprzesto. A wiec wedle 16) i 18)
OV'=— 9V=9V‘=-i-pP, 9i3=0,
wiec wedtug 117)
20+4 ~ M= M+ m]-E >
-------- 1 4V i J- -adar m
[4(0+#)W (2-m*)-hAl+2&)-\pP
4(1+ 9)2—1 Jg ' e om

Jezeli teraz w rownanie 57) wstawimy M*‘—0, —
otrzymamy

najw (-Q)==I1"—i? - e 135)



¢J Dla najw. sit poprzecznych, w punkcie E drugiego prze-
sta musimy obcigzy¢ cate pierwsze przesto, a drugie od E do
C. A wiec bedzie wedle 16) i 20)
(p_292

AL A A NAM ANYQQ=-r( VO 2+ 2te-xM). % - 0.
Wedtug 117) jest

W, M
i 1+ 2#
a wstawiwszy otrzymane wartosci, otrzymamy po skrdceniu
o r 2{—x)ix-—Ild-z p
1~ 2 1+ 5 4p’
a wiecwedtug 56) i zwazywszy, ze M‘=Mi, M"—M3
C pIwW -2(I-x)W |, (£&*)2
«OJ» i+ ffl-gi-—- (1~r25)— +~- TT1

. v janE i-*Y)1(i ’_
ey (+® i~ + 2(i-*)1(il+2W rcl) Pa

a wstawiwszy jc= n, otrzymamy

IIi,JII <+»ll * . . ] 136)
Najtv_(—Q otrzymamy z réwnania 136), zmieniwszy znak
i * na (I—x), lub n na (1—w), wiec

najw -« ) - I|d'3+2x\zd'P+2Ix—xZ!|.P> 1ub
al  EB+2n225'+2n—u? icm
By @ - 4(1+27~ L Dle me °

8. 24. Najwieksze oddziatywania.

Najwieksze oddziatywanie ujemne w A otrzymamy wsta-
wiwszy w rown. 134) i 135) x=0 i rn=0. Otrzymamy wiec
pl2
z row. 134) N i= 43 +29-)’ zatem

Najw (+ Ou) otrzymamy, odciggngwszynajw (—Q0) z row.
138) od Qn dla obcigzenia zupeinego z roéw.124), zmieniwszy
w niem 4ii g na p. Wiec



— 42 —

e Jia\ # ZA5+2)-1 7, pl35(5+2) . i0Q.
napvii M 45%(3+ 25) 1 1+ 45(3+25) 4f3+25)P '
Najw (—Ot) otrzymamy, wstawiwszy'- w réwn. 137) x=0
i n—O0, a mianowicie
najw (-0,)=- " I - L 140)

Najw (+Ot) otrzymamy, odciggngwszy warto$¢ réwnania
140) od wartosci rdwnania 129) dla obcigzenia zupetnego i za-
mieniwszy ¢l i g na p
" 1+65+1052+553 w
najw (+ 01) AN23+ 27 pli+ 481+2
naL ,+ 0 (I +25)(65+1052+ 553)-+5*(3+25) pl
J o 4(1+5)2--1 45 =« + 14)

8. 25. Najwieksze momenty,

l. przesto, cze$s¢ Srednia. Najwiekszy ujemny mo-
ment w czesci Sredniej otrzymamy przy obcigzeniu S$redniego
przesta, najwiekszy dodatni przy obcigzeniu obu skrajnycli
przeset. Dla najw (—M) otrzymamy wiec 9i, =0, K=+
—\p 1% "wiec wedtug 117)

1+ 2V)pP pl2
1 404+ 92-1) . 4(3+25)°

A wiec wedtug 65), wstawiwszy ili'=0 i M"=M1, otrzy-
mamy
naiw (~m=__ pl™* g - & PR *142)

] +25)7Ix T 4523+ 25) — 4(3+Z2&)k

Afajw (+ M) otrzymamy, jeSli pierwsze i trzecie przesto
sg obcigzone, wiec 9ij=9i3= —Jp/,2 9i2=0.

A zatem wedtug 117)

5(1+25)" 2 $pl, 2 253 PiP
1 4(4Q1+5)21)~ 4(3+25)= 3+25 8"
a wiec wedlug 67)
najw (+ M)= — + jtP%(li — =

nglvwv (’ 3(2+ +§%+ 25)#P
e f i"3(2+5)—2(3+ 25)m

=—  4(i+ 25i PUL 1U o }
jesli »=



- 43 -

Trz ecia cze$¢. Najw (--M) otrzymamy w punkcie W.
gdy pierwsze przesto obcigzone jest od A do F i cate drugie
przesto (rys. 39.).

rys.30.
¢ n S
--fajemej. ~ Te~Ar7— -~ %
j r'»...
Wedtug 63) jest
ei)Vi

— 7 __N 0
WS w3 .onjeghe @ sta

............................ 141)
i 14§
Odstep 2 punktu statego ITj od C w drugiem przesle jest
wedtug 45) 1 $2=:TT—>za®wedtug 87) ’72 ::12(.I+ 5),
wisc N2=-NMIN 28, 146)

A7+2Z) A~ 2(1+5) 1

a6jn 5
” (3+25)(1 + 2&) . ,
Sgtot® 1 wieC) p°mewaz
25(1 +5)
3+105+65
Dla obcigzenia pierwszego przesta od i do i i calego

drugiego przesta jest wedle 16) i 18)
e
bez 9V=9V'—- A Qy=o,

. ; . . e .
wiec wedlug réw. 134), wstawiwszy e zamiast x, gdy --—mj,

.4(1+5)53n, 2A2-m 12+2(1 + 25)pi2 1
4(i+5)2_4i - 8

14(1+5)5" 2+ _J M

[4(1+5)2—! 1( 1j+3+2£| 8¢

L/\



Teraz otrzymamy wedle 70)
najw (—M)=-"—# 1=

Najiu (+ M) obliczymy, obcigzajac diugo$¢ FB i trzecie
przesto. Otrzymamy wtedy analogicznie do 132)
S2(l+~1-m A~ +1lp1~
~ A(l-f»)2- | 4 14 j
a wediug réwn. 71)

najw (-MD-M, « « 160,

Il. przesto, cze$¢ pierwsza.
Tu dla najw (-M ) w punkcie J] (rys. 40.) musi by¢ obcig-
zone cate pierwsze przesto i drugie od F do C. Dla najw (+JL?)

rys.40.
nyitiEM) ~ *—

B “\ FClk
najioEt-Mj

musi by¢ przeciwnie obcigzone drugie przesto od B do F
i trzecie przesto. "Wedlug 62)
a(21—3b—=e)el
U clo+(2a—hb)el—(a+b)ev
a poniewaz a,—b5,, wiec c=1—2h0,
hrl~8\-e)el
U~ 132b2-+b2el-2b2ev
a ze wzgledu na 146)
_(3+49-)Z—(3-f29-)e el
U (I+28)P+el-2e23+2# }
albo, rozwigzawszy to réwnanie ze wzgledu na e,

Przy obcigzeniu, dla ktdrego otrzymamy najw (—M) jest
wedle rownania 16) i 20)

1= oW N2t = {1200

Nl= AN (Z 2+421e-e)



— 4B

a wiec wedtug 117)

) J12-e 22
n 2(1+ Ai-pE -eA-p M

4(1+-9-)2—1

2(1+4#$» *1*9+p(l—e)\P + 2el-e2)]—p(l2—e2
4id4(1 + 5)2—1]

. e
a wstawiwszy —=w,,
T 4(1+#)£3 41+ #H)(1—w)A] + 2«1—n1D
L 4(1+#)2—1 401+ -92 | +

u 2&1 -0 W 153
VACL #)2—1 8 oo J
M -M  2p(>- 4 2%8—Pu3
a PO ™ 2

/4 o, 223 W2

Teraz otrzymamy wedtug row. 68
najw (—K1)=8I1— F-L2%8L A 155)

Najw {A-M) otrzymamy, obcigzywszy drugie przesto od
B do F, i cale trzecie przesto, a zatem wedle 16) i 18)

A=0, 3i2=-g(21-e2,

% =-\ph2
Wedle 117) otrzymamy
2(1+~)g(2/-e)2- & 2= e2 -~ 1%
Mv 4(1+#)2 |

2m 2
L4 +A)(2-«i)2-(2 -« ,2)T

4(|‘|z£)2 i) e

Dalej mamy
-fr2Z -e)2+4g(2/2-0 + t~ &

M Mox - 1+ 2&



najw (+M)=M1-(M1-31)n+~(2nl-n 12n)l2 . 158)
jesli n=~.
Srednia cze$é.
Dla $redniej czeSci otrzymamy najto (—M), obcigzywszy
pierwsze i trzecie przesto, za$ najw (+ M), obcigzywszy drugie

przesto. Jesli pierwsze i trzecie przesto jest obcigzone, otrzy-
mamy z réw. 132. robigc m=0,

| E Em
*  Wstawiwszy w réw. 65) M'= Dij= Ji2=iii", otrzymamy

n*r .. .. 160)
Jestto réwnanie linii poziomej.
Dla najw (+ i)f) nalezy obcigzy¢ drugie przesto, wiec
A=913=0, 9V =3V'=

za em Mi . 2 2GRy PV - Pl
a wedtug 67) naw (+Jfl)=-~~~+|px(l-x) . . . 161)
YA - (YCA- j¢*<0 Ary mi” o WY - RLTA A

8. 26. Przykiad.

Dane: Most drogowy drewniany lezajowy dla drogi Ill. kl. 500w
szeroki bez chodnikéw. — Dajemy 5 belek gtéwnych. — Rozpieto$¢ prze-
set skrajnych przyjmiemy 1000 m a $redniego przesta 18-00m, a wiec sto-
sunek 1:1-3:1.

Obliczy¢ nalezy najwieksze sity poprzeczne i momenty, przyjmujac
ciezar ttumu ludzi, przepisany dla drog Il11. kl. 340 kglm1, gdyz ciezar ttumu
ludzi bedzie tu niekorzystniejszy od ciezaru wozéw.

Jako ciezar staty przyjmiemy dla przeset skrajnych

g= 8251 -f- 230 kg/m-
g= 825X 10+ 230= 82-5+ 230= 312-5kg/m, wiec
g= 03125t/m dla przeset skrajnych. — Za$ dla przesta $redniego
1=8'25X 13+ 230kg/m — 337'25 kg\m,
£i= 0'33725t/m

*) Patrz Podrecznik Teoryi mostéw wyd. Il. tom |. str. 9.



~ 47 .
£'= 0*0625t/m na jedng belke przesta skrajnego (<*)
ffi/==006745 jm na jedng belke przesta $redniego. ($)
Clezar staty.

Spétczynnik 5==’E—=A-J ==0*77, wigc wedtug 122)

J 'y 2 [0-777X 0-0625+ 0-06745] 13:
EHEE e 3+2X0-77" mg - - 0S931<tm
Sity poprzeczne wedtug 124)  rnigjte.. t
a 06t 10

'= - - + 0- _
<&'= (3 X 0-0625 X 0-77 (2 + 0-77) 4X0-7723+ 2X0-77)

= Qi'= + 0-3515ton
e, »==- 0'3515 —0-0625 X 10 — —0-0765 ton
W drugiem przesle
Q==+ i 0-06745 X 13 = 0-44Ston
&"$=- i 0-06745 X 13= —0-448ton
i, of— QI—OB51bton *aCFTAV * f =
0g= + 0*9i65 f-.0%448425 == + 1*425ton <& ty*m m
Momenty.
W pierwszem przesle otrzymamy wedtug 130)

-+ J* U %)
M = — 0-89317 N + -J-O-OGZSBQI —;;l)
If= - 0-89317 ™M+ 3-1257-fl - ~)
- 01 ) 03 0-4 0*5
M = 0 0*191 0-321 0*388 0-393 0-335
T>< = 0%6 o*7 0*8 0*9 1%0

i? = 0-214 0-031 -0-214 —0524 -0893tm
W drugiem przesle otrzymamy wediug 131)

M= - 0-893+ | 0-06745|( | - [)**=
Jf==- 0-893+ 5%6995| (| - y)=
Dla j - 0 o1l 0-2 0-3 0-4

i)/= _ 0-893—0-380 +0*019 +0*304 +0*475
0*5 0% 07 0*8 0-9
Jf= + 0-532+0-475 +0-304 +0-019 —0*38



— 48 —

T" 1
M — —0-898 tmn.
¢¢Ciezar ruchomy.

Sity poprzeczne.
W pierwszem przesle otrzymamy najwieksze dodatnie sity poprze-

czne, obcigzajac pierwsze przesto od E do B (rys. 38.) i cate trzecie przesto

Otrzymamy wedtug 133)
DU 2 (1 + 7»|»»2+36731.7 ]
najw (+ <?)=----- € ————— 1¥ ( 3 ——————— "Eg%
L 3- 54p(|—1»2)2+ 3073, .
najw (+ Q= --—--11-53 —---mmmmmmme- + 5P(1_m)=
6-81lp(l-»*)* + 591 , K ,,
SR S R R — + 5P(1—0
p ciezar ttumu ludzi dla drog Ill. klasy wynosi 340 kg/m*, a ponie-
waz belki gtdwne sa w odstepie Iw, takze na m b, gdy m=0 i p—0'3it/m
6'81 X ]’IBB+ 591+ 5X 0-34= 2-021

najw + Q = -
Wstawiajagc dla innych m wartosci, otrzymamy
dla m= 0-1 0-2 03 0-4 0-5 0-6 07
+ 9= —031 0012 0'13 0-30 0487 0-646 0-769
m= 0-8 0-9 1-0

+ Q=0-814 0-74 0-5«
Najwieksze (— Q) otrzymamy z réwnania 134) i 135

r 4=(1+ 3)3
M= ]_'l(1+3)» 1Pm@“ m) +3+ 23 8
najw (— Q)= y — a ze 3= 0-77

132

[iiirw S 1034 <@- -a+
Mi—-1[0-096 w2(2 - w2+ 0-161 ~
M= —[0-096 m2(2 — w2 + 0-16] 21-125
W==_ 203 m2(2- m2 —3-38
p’»21. A ze!,= 10

najw (—Q) =
2034w2.10

(-<?) = - 0-203w2(2- j«2 —0-338 -
»olio (— Q)= —0203w2(2 —m5 —0-338 — 1-7m2

Wstawiwszy wartosSci za m—y. i za p = 0'34 otrzymamy dla
1

m= 0- 01 0-2 0-3 04
najw (—9) = —0-338 —0-360 -0-422 —0-53 -0-616
m= 05 0-6 07 0-8 0-9 1-
—132  -1-61 -1-91 —2-24ton

najw (—<)= —0852—1-07



— 49 —

W .drugiem przesle otrzymamy najw Q z réwnania 186)

$J3+ 2 (l-n)2(1+23 - M

najw (+<?)= vi

W<+ AN+ 2(1-A(142X0'77- A)
4(1+2X0-77))

Wﬁ%ﬁ%fn@m(}m
najw (+ Q) - 22+ 8’84(1@\/%2-44- v

Wstawiwszy warto$¢ za w—yi otrzymamy dla

»=0 01 02 03 04
+Q24 19 10 15 0%
n=06 07 08 09 10
+Q=05L 03 0 02 0D
Poniewaz belka jest symetryczng, wiee najw i-f Q) dla n jest zara

zern rowne — najw (—e)dla(l—n). Powyzsze wartosci daja nam wiec za
razem najw (— Q).

B) Momenty. Pierwsze przesto cze$¢ Srednia
Wedtug 37) jest = 2(1+¢)= 2(1+ 0-77)= 3571

za§ i2= i~ = r+ k ii4-54=0,22*=°722X 13= 286«m

IR A ) i =4-231
5 — 5v2 0-77 —O7TTX 354
&= 1+ 4-231*“ frihl= °'1912 1= 1,012m
Woprost mozemy otrzymac i, z row. 147)
ft,= 2X 0-77(1+0-77) =
1 3+ 10X 077+ 6X 0-772
Wedtug réwnania 142) i 143) otrzymamy

. _ pP X O'MXIB” X
naw (=)=, 3-£25)°4(3 + 2X0-77) ij
54 x
. 3(2+ Y- 2(f§ : 23m° |
najw +th)—- ------- 4(34_gSy-—--- Ph'm
moti 302+ 07)—2@3+ 2X077)m
najw (+ JO = 4(3+ 2 x0-77)-—-- °'84 X 10 *'=
najw (+ 1/)— 1598n — I7/n2
Dlam=0 0-1 02 0-3 0-4 0-5
najw (+Ai)= 0 1-421. 2-502 3-242 3-643 3-704 tm
najw (-il) = 0 - 0-316 -0-632 -0-948 -1-264 —1-580,,
m — 0-6 0-7 0-8m
najw (+ M)= 3-425 2-806 1-846 tm
najw (—M)— — 1-896 —2-212 —2-528,,

Podr. Teor. mostéw XX 4



Pierwsze przesto czes¢ trzecia.

Tu wyznaczymy najw (+ M) i najw (—M) tylko jeszcze dla punktéw,
dla ktorych m —0-9 i 1-0 czyli dla tc= 01 i » = 0.

Z réwnania 145) otrzymaniy dla

m NI-W 1912 1,80
W~~~ 1 - w, V1-912' 10-1 m’
w= 0 et= Il

Dalej mamy dla 10= 0-1 p= 0-34,
= 1'82-: 0732, wiec wedtug 148)

Xj__ j4(14-0-77)0-773 0-732i (2 — 0-7322)-4 ~[0'34 w13
L.4(14-0-77)1—1 ° 6 ¥+ 3+2X0-77-J8

- (028x 05%x 1464+ 045 -138= —4813Mi
U N L

»0/t0 (—M) — — 4-813 X 0%9 -, OAX7 @Zﬁ ((1-0:9)
najw (- i)/)= - 4-332+ 0-912= —3-42tm
Dla w>= 0, p= 0-34, »j=1
1-- G aiolrS ’0,34+ B+ 2X0-77 =H t - - 6'289 n

Dalej otrzymamy wedtug 149) dla najw (4- M)
[2(|+3)(I Ory + 1]

4(14. 5y 4
2 (14- 0-77) (1 —0-732254-1 034 X 102.0-77

J1_ . 4(14-0-77)2—1 : 4

0-239 26-18  6-257
==irK -4 - = 46a2=+ °’130tm’
a wedtug réwnania 150)
najiv {2l W = wii g A DAL 5

najw (4-ii) = 0-135X 0-94-0-34X °-1 (0-9- 0-7322 igJ

najw (4- M) = 0-12154-1048= 1-1695 tm.
Dla w= 0, p=-0, otrzymamy wiec z réw. 149)
0-34X132.0-77 44-244
1 4(4@Q4 0-77)1-1) — 46-13
a wiec otrzymamy dla

m— 0-9 1-0
najw (4- jM)=. 1-170 0-965 tm
najw (—M)= —3-42 —5-239 tm

Drugie przesto, cze$¢ pierwsza.

Otrzymalismy pierwiej ij=0-22 1= 0" a wiec wyznaczymy najwiek-
sze i najmniejsze momenty dla «= 0-11i u— 0'2ij bo dla v>= 0 czyli dla
$redniej podpory, juzesmy otrzymali najto i najw (-M).
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2 row. 152) otrzymamy, wstawiwszy v= -j

L J(B + 43)7-«(B + 23)  (L+ 25)ul*

8+ 25)(i-2«) | —2u
B+ 4X0-77)-»(3+2x0-77) (L+ 2X0-77)»
B+ 2X 0-77)(1 —2V) + | —2v
‘e - - # S + & 9= 0

« 286,0«-*«» + iiijL .169 o
- SO TG -
Stad otrzymamy dla v—0-1
¢i _ 20-10e+ 54-08= 0
e = 10-05— V10-052— 54-08 = 3-28 ni
dla v= 0-2 e-—24‘65e + 143-65= 0
e= 12-33 — " 12-832- 143-65= 9-44m.
-l wyznaczymy z réwnania 153);
ewjite/in.1 5 5 , zatem dla p==y = 01, w,= ~ = 0-252, j>= 0'34 i/w.
r 4(1 + 5)33 4(1+ ~)(1-% )2g + 2«1-n 17),
1 L 4(lgl-3)?-1 41 + 5)*-1 ‘t
2(1+*,»)»-lny P
A 41 —5;2 ) 8

M 4L+ 0-77)0-773 4(1+ 0-77)(1 - mj)5(1 + 2mt- m,*
"4(1+ 0-77)2—1 4(1+ 0-77)3—1
2(1— "0-34.132

4L+ 0772 —1) 8
3-23  7-08X 0-559X1-44  1-752
wMI= 1 - TfEgo-— " 11-53 * 11":53} 7-183
B T ¥B 570, 1752,
L 11-53 11-53 1 11-53J

Mt = —4*475 tm.
Pnloi M M- 2pV- «)e2-P ~ -3
------ 4P (I'+ 25)mmmremmn
2X 034 (1- 0-252)5G-2522- 0-34 X 0-773 ™
x 1 3 4(1 + 2X0-77)
M, - Mt= °"°2f 0~g0 - 5X 169= - 2-178tm

Wedtug 155) najw (—iM)= f - Ml

najw (-M) = - 4-475+ 2-178X 0-1 + — 01=
»f«> (—M) — — 2-644 tm.
Dla vzﬂo-z, ml==yg~=0-727, p=0-3, 3=0-77
otrzymamy wedtug 153)

%r-LT 4(1+ 5)53 4(I+5X1-w ,)JI+2wl-w 12 , 2 (I-w ,2nw pi*
1 L 4(1+5)®-1 4(1+.&)* —I" -14(1+ 52 _xJ™ g8
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noc 7-08(1-0-727)2(1 + 2X0-727 -0-7272

r :
M “ L- 0-28 ITBs +

2(1-0-727)2]034X169
+ 11-53  J....8 :

M, = [- 0-28- 0-76 + 0-088].°'343)i-69,

= - 2-2842tm.
Dalej mamy
M~M--(rrW .'1- irk) tp
M- (i+ 2X0-77-" °727y0T27’+ i f - T 169

Mi— AA=(0-0620 - 0-36). 7-18,
M1—M2= —2-1396tm , wiec wedtug 154)
najw = —2-2842 + 2-1396 X 0'2 + \ 0-34X S-562X 0-2=
najw (—M)= —1*954tin.

Najw (+ M) otrzymamy wedtug réw. 156), 157), 158), a mianowicie
dla v=201 wstawimy e= 3-28, p= 0-34.

Mo Db gr+ A= Qil+ 5)@2- 7)2- (- "Sd+
2S» -11>P
N4+ F)2- 1 87
M:

CLI2077)?2-1 QA+ TR °'BQ2~ R~ B +
2 X 0-773 -10-84X163
+ 41+ 0-77)2- 1J '8 1

Mi= - [0011 X 3-48 -f 0-078] 7-18 = + (0*8348tm
Dalej otrzymamy

Ho- M =[-j+I ]

« - * - [-T&mM *Fn*-Fe*x>
Mx - AT, = [- 0-93415 + 0-36] 7-18 = —4*1224tm

najw (+2/) =J|-(jIf, -M 2p'I+ ~ (2« - W2n) I\
. 0-34
najw (+ 3/)= - 0-8348 + 0-41224+ ~ 01(2X0-252- 0-2520-1) 169,

najw (-[-M)= + 0*5570.
Dla m= 02 jest e— 9-44 p— 0-34i/m2

0-727

wigc [- 4(1c _ 1Q2@A+5@2- niy - (2- *H)+

2 33  lg*»
41+ 3)2-1J 8
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Mi = T_ -2 )ﬁl;{’l‘]Z" 22X 177X (2- 0-727)2- (2- 0-727%) +

+NA AN - IS = 0248 718= _ 1>746tm
10 -J
/ 233 \«|2
Dalej mamy li, —li2= (- 1+2" »i2(1 —»i)2+ £¢j:23) "g"
= - 0-7272(1 - 0-727 2+ X -062 +
{—+2x0=77 ¢- 2512 oxorrr 8 G

+ 0-36) X 17-18= 2*1396 tm
Zatem najw (+ M) =

najw (+ M)= Jfj —(illi — n+ * (2nt—«l2—»)i2

(4.M)= - 1-745 - 21396 X 0-2 + 4 (2X 0727 - 0-7272- 0-2) 169
= — 1-317 + 4-225==+ 2-908 tm.
Przesto drugie cze$¢ druga.
2S3 102
Najw (—M)= - g_j 25- ~5~
najw (—M)— —1-082tm
Najw (+ 3/) otrzymamy-z réw. 161), mianowicie
PIr
najw (+ jtfy= --4@+ 2.M)+ N a:(;'~ a)
034X1S2
4(3 + 2X0-77)
=—3-16 + 28*73«(1 - n)

w o "Q oy oaantQ@ —n) 132

a wiec dlan=y = 0"3 0-4 0'5
najw (+ N)= 2-873 ' 3-735 4023 tm.

Ul. tfczybUzonG wyznaczenie sit u?ewnetrznuch.
8...27...Zasada.

WidzieliSmy na przykiadzie, jak zmudne jest obliczenie
sit zewnetrznych belki ciggtej tréjprzestowej. Jezeli belka ma
wiecej przeset, obliczenie staje sie jeszcze zmudniejszem. Zna-
cznie uprosci¢ da sie jednak rachunek, jezeli wedtug L eb era
przyjmowac¢ bedziemy dla momentéw tylko catkowite obcigze-
nie przeset. Wiemy z poprzedniego rozdziatu, ze kazde przesto
Srednie da sie podzieli¢ na trzy czesci. W czeSci $redniej otrzy-
mamy najwieksze lub najmniejsze momenty, gdy dane przesto
»jest cate obcigzone lub cate nieobcigZone, a inne przesta na-
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przemian. W pierwszej i trzeciej czeSci linie najwiekszych
i najmniejszych M sg liniami czwartego stopnia, ktore jednak
dadzg sie w przyblizeniu zastgpi¢ prostg i parabolami, przy-
czem otrzymamy zamiast A1Ki (rys. 41.) linig AINEI. Ta linia,

tamana odpowiada obcigzeniu catkowitemu przeset, i tak najw
(—M) w A odpowiada obcigzeniu | (rys. 42.), gdy e=0, dla
rys. 42.

ktérego otrzymujemy parabole A,N. Najiv (—M) w K odpo-
wiada obcigzeniu I, gdy e=I, dla ktdrego otrzymujemy prosta
NK1, przechodzacg przez punkt staty I.

Leber udowadnia, ze linie te najto (—M) przyblizonych
maja wspolne styczne z linig dokiadng w A" i Kx tak, ze wy-
kresliwszy te linie moglibySmy jeszcze na podstawie tych sty-
cznych wykresli¢c krzywag AUT). Leber nie kresli tych linij*),

*) Weyrauch przyjmuje nawet w przyblizeniu proste Ajfi, i liBi,
linie te sg jednak zanadto niedoktadne.
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jednak wykreslenie ich jako .paraboli wedle poprzedniego nie

podlega najmniejszej trudnosSci, a daje wyniki znacznie wiecej
zblizone do doktadnych.

Poniewaz dla obliczenia przekroju chodzi zwykle gtéwnie

0 bezwzglednie najwieksze wartosci, wiec, jesli chcemy je

otrzymaé, obrocimy najw (-M ) okoto osi poziomej. Przetézmy

je na goére, wtedy punkt L przypadnie na L Widzimy stad,

ze bezwzglednie najwieksze momenty mozemy tatwo wyzna-

czy¢ w przyblizeniu, przyjmujac obcigzenie catkowite przeset.

Metoda L ebera polega

na tom, .ze obliczamy mo-

menty podporowe dla_ob-

cigzenia _catkowitego .ka-

zdego przesta z osobna.

Obcigzenia to i momenty

kombinujemy w ten spo-

séb, aby otrzymac przy-

blizong linia momentow.

Leber uwzglednia zara-

zem ciezar wiasny, inny

dla kazdego przesta; mozna

jednak tatwo obliczy¢ oso-

bno momenty podporowe

w skutek ciezaru wiasnego,

a osobno w skutek ciezaru

ruchomego. Znajac mo-

44, menty podporowe, tatwo

obliczymy albo wykre$limy

zapomocg szablonu para-

bolicznego momenty wdru-

giem przesle catkowicie

obcigzonem lub nieobcigzo-

nem. Dla sit poprzecznych

musi by¢ w danem przesle

ienie  jednostronne.

Dla tego obcigzenia obli-

cza sie momenty podpo-

rowe i dodaje do nich mfl-

menty, powstate z obcig-

rys. 43.
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zenig catkowitego innych przeset. Na tej podstawie oblicza sie
najwieksze sity poprzeczne w kilku punktach przesta.

8. 28. Najniekorzystniejsze obcigzenia.

Na rysunku 43. i 44. sg wykreslone linie najwiekszych
i najmniejszych momentow i sit poprzecznych dla sumy cie-
zarO6w statego i ruchomego dla przesta $redniego i skrajnego.
Na rys. 45. podajemy wedle Lebera schemat obcigzen, ktdre

rys. 45.

r=V -ar-*£ ",

+ —

sprawiajg w réznych czesciach belki najw. inajmn. momenty.
Jesli belka jest symetryczna, liczba kombinacyj znacznie sie
zmniejsza.

Ciezar wiasny, ktory zmienia sie wedle rozpietosci, przed-
stawiliéSmy czarng kreskg, ciezar ruchomy prostokatami bia-
tymi. Liczby wpisane odnoszg sie do rys. 43. i 44. i wskazuja,
ktorg czes$é linii imjw (+31) lub najw (—M) otrzymamy danem
obcigzeniem. Znaki + i — na rys. 45. oznaczajg, ze w tem prze-
$le po dodaniu obcigzenia jednostronnego dla tego obcigzenia
przeset otrzymamy najw (+<2) lub najw (—Q).

8. 29. Belka trzyprzestowa.

Jako przyktad wskazemy tu sposéb wyznaczenia najw.
sit zewnetrznych dla belki trzyprzestowej, ktérej przesta skrajne
sg rowne (rys. 46.). Na podstawie rownan 118) i 119) i 120)
Otrzymamy, jezeli pierwsze przesto jest obcigzone (rys. 47.)



[ ] *¢3(1 -;-) ») pl\
1 '4( I#»)2—1 8

ND= 2» pP 162)
=S40+ 901 8

rys. 48. Jezeli drugie przesto

jest catkowicie obcigzono
- F e / (rys. 48), otrzymamy

- 3 IHdIET =  m m 163)
Jezeli pierwsze prze-

D sto jest obcigzone od E

do 2? (rys. 49.), to otrzy-

mamy z 132), gdy m =

w = 4(H»)»» pF
4(1+»j»-1( 8
rys. 50. Jezeli pierwsze prze-
G G "W, st (rys. 50.) jest obgja-
zone od A do E, to we-

dtug 134)
r 4(1+»)#3 , 0 , pl2 1K
it'- ~ 4(i+ff)»-im (a~m )~8~ m « « 16d)
pvs. bl Jezeli drugie przesto
jest obcigzone od E dojC
(rys. 51.), to wedtug 136),

164)

—-£T
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Nakoniec otrzymamy -wedle 56) i 57)

3 31Il_3ll thl
najw (+Q)= A2t |P(1I'—m) D>
------ #m. . 167)
A 31— - .
najw (-<£j= — F y Pm 'Im

Spétczynniki réw. 162) do 165) funkcyi & podaliSmy
w 8 21.

8§ 30. Przyklad sposobem Lebera.

Dla poréwnania sposobu L eber a ze sposobem doktadnym
obliczymy przyblizonym sposobem ten sam przyktad, co w 8. 26.

Dla ciezaru witasnego wzory sg tak proste i obliczenie
tak tatwe, ze uzycie sposobit Lebera nie przedstawia tu za-
dnej korzysci. — Ograniczamy sie wiec tylko na ciezarze ru-
chomym.

a) Momenty. Najprzéd obliczymy, jak w 8 26, odstepy punktow
statych, potem momenty podporowe. Jezeli jest obcigzone pierwsze prze-
sto, to dla 5=077 wedla 162.

_ 43(1+a) pl- 4X0-77 (1+0-77) 0-34X102
M- 41+0)-1 8 4(1+0-77)2—1 ' 8 -2.057 ¥n.
2» pl2 2X0-77 0-34X169 ;
jUra(l+T)2—1 8 — 4(1+077)2—1 < 8 -0°965 tn
Jezeli drugie przesto jest obcigzone, otrzymamy wedtug 163):
F— M 9= 2 pv- 0-34x132 )
MI=M2=— 5w ge 3+2X0-77 8 %3-16 im.

Pierwsze przesto. Dla wyznaczenia linii 6 (rys. 52) t. j. linii
najw. (+ili) w pierwszem przes$le $rodniej czesci obcigzy¢ musimy pierw-
sze i trzecie przesto, wiec
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3f,= - 2-057+0965= 1'092tm
Wykreslnie moglibySmy zrobi¢ B16=1-092 im i wykresli¢ szablong
paraboliczng dla j)= 0-34 linie 6. Szablone te mozemy wycig¢ z papieru,
wykredliwszy parabole momentéw weditug réwnania :

M:(P—x), jak dla belki zwyktej.

Liczebnie mozemy obliczy¢ punkty linii 6 wedle row. 67);
2 102
‘£ -0- ? — = —1- i- ' (11—
3 0-34 ?»(1—m) 1-092 ni )——2034 »j(1—m),
— —1-092m + 17m —17w2= 15-9087»—17«!-.
a wiec zupetnie tak samo, jak w 8. 26.
Z wzoru tego otrzymamy, jak poprzednio, dla
dla m=0 0-1 0-2 0-3 0-4 0-5 0-6 07 0-8
najw. (+Jfcf)=0  1-421, 2-502, 3-242, 3-643, 3-704, 3-425, 2-806, 1-846
Linia 3 lezy ponizej 6. nie potrzebujemy wiec jej koniecznie wy-
znaczaé, co zresztg nie przedstawia zadnej trudnosci. Dla najw (-M)

7
najw (+Ji)= —J/j-—

musi by¢é przesto Srednie obcigzone (rys. 45) u zatem najw (—M )——2-109 m,
jak w 8 26 a wiec
dla m=0 0*1 0-2 0"3 0*4 0"5 0-6
najw (—Jtf)=0 -0-211 —0:422, -0-633, -0-844, —1-055, —1°265
0-7 0-8

—1-476 —1'687 tm

Dla wyznaczenia linii 5) obcigzymy pierwsze i trzecie przesto (rys.
45), a wiec

iUj= —2-057 —3-160 = — 5*217 (punkt Bt rys. 52). Dla »»:F otrzymamy:
21=- 5-217?»+ IC .0-34m(1-m)= - 5-217m+17 m- 17m2=11-783»/»-17mi
bl
Wiec dla m= 08 09
Jbf=—1-954 —3-165 tm.

Widzimy, ze w § 26 otrzymaliSmy dla ?»=09 M= —3"42it». Jezeli
ejednakzaokraglimy kat przy F tukiem parabolicznym, to zblizymy sie
znacznie dowarto$ci doktadnych. Punkt mozemy takze tatwootrzy-
maé, gdyz dla najw + M musi by¢ wtedy obcigzone tylko trzecie przesto,
wiec 3/,=0-965 ¢w, jak w §. 26.

Drugie pi-zesto.

Dla wyznaczenia linii 1. w drugiem prze$le obcigzamy pierwsze
dwa przesta, wiec Alt= —5-217tm.

|fj= + 0-965- 316=- 2-195tm,
a wedtug réwnania 67).
3/==- 5-217 — (—5-217 + 2-195)« + ™~ 0 ‘34n (1-»),
M= - 5217+ 3-022n + 28-73n (1 —»).
A zatem dla »= 0-1 »=0-2
—2-329 -0-016 tm
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Dla wyznaczenia linii 2 obcigzamy tylko pierwsze przesto, wiec
JA= - 2-027, Mi+ 0-965 "
M = —2-057 —(—2-047 - 0'965) n = —2-057 + 3022n
Stad dla » = 0-1 0-2 0-3 04
M= -1-765 —1-453 —1-150 —0-829 tm.

I tu widzimy, ze linie 1, 2, do$¢ znacznie odstepuja od linii naw
(—M), ze jednak wrysowawszy miedzy te dwie linie tuk paraboliczny,
znacznie sio zblizymy do prawdy.

Dla wyznaczenia poziomej 3 obcigzymy oba przesta skrajne, wiec

Jii= Mi=.!f= - 2-057 + 0-966 = M = — 1-092tm.
Dla wyznaczenia paraboli 6 obcigzamy tylko Srednie przesto, wiec
Mi= —3-16tm a M——3'16 + 28-73»(1—«), zatem jak w 8. 26.
dla »== 0-2 0-3 0-4 05
J|= 1-437 2-873 3-735 4-023 tm.

b) Sity poprzeczne.

Pierwsze przesto. Dla najw (+_8)w pierwszem przesle musi by¢
oprocz obcigzenia jednostronnego w tem przesSle obcigzone takze trzecie
przesto wedtug 164).

4(1+%) ™3 pp
3= -T (ig~h=r(1* TO 8+ 0960
0-34 1H-
Mt= - 0-2803(l-m y X & + 0-965==
Mi = -2-0125(1-to 2 + 0-965.
Jezeli teraz wrow 56) wstawimy M'—0 i M"— Mit to najw (-(-Q) —
6-817>{1—m2»2+5-91 Lk, s e

1-68 +5p{1—m?2), jak w §. 26,

Dla najw. (—Q) obcigzamy przesto pierwsze z lewej strony danego
punktu i drugie przesto, wiec wedtug 165.

4.(1+»)*3 S1C
= —Ja+fy=r - 816-
Mx= - 2-0125m*(2-?n2 — 3-16.
Jezeli teraz wstawimy w row. 67) te wartos¢, to

najw (— Q)— ~_. - i-pml- G— —0-203 m2(2—»21—0"338 — 1-7 m-, jak
1 |

w §. 26.

Drugieprzesto.

Dla najw + ¢ obcigzymy pierwsze przesto cale a drugie po prawej
stronie danego punktu, wiec wedtug 166).
A - My= - 2-057- 0-965+ pA-==- 3-022+ 47-740(1-«2nlp

Wiec wedtug 167)

najw (+(?) = & 3:022-47-747(1-mA» 2 p(1-»)2B ¢ D

= 0-207+ 0906(1-»9) (2-44—32, jak w §. 26.
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IY. ¢Belka 0 nieskonczonej Uosei przeset.

8 31 Ogblne uwagi.

Jezeli belka ciggta ma 4 lub 5 przeset, to mozemy
w praktyce obliczaé sity zewnetrze w ten sposéb, jak gdyby
ilos¢ przeset byta nieskoiczona. Stosuje sie to zwilaszcza do
obliczenia szyn kolejowych i podtuznie. Z tego powodu zasta-
nowimy sie tu nad belkg o nieskoriczonej iloSci przeset.

Przypusé¢my przytem, ze wszystkie przesta sg réwne, to
wedtug row. 37}

«-TT
£t=4, fy—-y—~ 3-75 —3-733
[L =fi&= 3-732, wiec otrzymamy z réw. 44)
dla przesta 2 3 4 5

4i—= 0-2000 0-2105 0-2113 0-2113.

Przy dowolnem obcigzeniu mozemy teraz momenty i sity
poprzeczne obliczyé wedtug rozdziatu Il. My tu jednak zasta-
nowimy sie blizej nad tym wypadkiem, "gdy belka jest obcia-
zona ciezarem statym jednostajnie roztozonym g i~'gdy jeden
tylko ciezar skupiony moze leze¢ w jednem przesle.

8. 32. Obcigzenie zupelne jednostajne ciggte.

Jezeli belka o nieskonczonej ilosci rownych przeset jest
obcigzona catkowicie ciezarem jednostkowym g, to wedtug
réw. 29) otrzymamy nastepne rdwnania.

25i Z+ )+ MJ = - (P+ P)= - igP,
MJ + 2M2{1+D)+ M.J= - -}gP
e e ——— czyli
4Mx + Mz=— I-gl2
Ail+-4 Mjt+ = —\l~
Yot 4ill, i+ Mm2= 168

f4 = —igl2
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Jezeli n jest nieskonczenie wielkie, to mozemy przyjac
Mm=M mHA=Mmt2, wiec 6 Mm= —-gl2 a stad momenty pod-
porowe przesta Sredniego

aj— ™ j 2— 0-0833SI2 ..cccoovirvrnene 169)

Wstawiwszy w pierwsze dwa rownania 168) Ms= —

otrzymamy 4 M1+ M 2= —"gl2

IMif+4|fa+ (— iv~2d= — >z czego wynika
M,=-oV ffl= —0-07778 g 12\
| M1= -0-10556 gl2/ 170)

Na podstawie tych momentéw podporowych mozemy
wyznaczy¢ sily poprzeczne i momenty.
Wedtug réow. 30) otrzymamy
dla przesta skrajnego

Qr—M + T 1= +0*3944 gl

Qi = -0-6056 gl( 171)
A = 0-3944gl—gx,
dla przesta drugiego
az=\gl- M -172 0-5278 gl
02 i m, 1— .m 2 0-4722 g| 172)
=0-5278gl-gx,
a dla przeset srednich
Q-tr"=+07?55sl|
= 0-5M e, 173)

Q=05¢gl-~ I
Momenty za$ otrzymamy z I'dwnania 32) dla przesta
skrajnego
) ~M"’x
M=|(jra:(Z—x) + -y -=4 g x (I—x)—0-1056glIx . . . 174)
Najw (+Jf) jest dla x0, dla ktérego Q=0, wiec wedtug
réw. 171) a0= 0-3944Z zatem
najw (+M)=+ O-0778g1 2 .....cccoouu....... 176)
Dla przeset Srednich otrzymamy z powodu, ze
najw (+ M) dla j0=-“Z wiec
najw £+M)=0-125"P-0'0833"2= + OM0417gl2- f |1 176)
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§. 33. Momenty podporowe dla obciazenia uktadem ciezaréw
skupionych,

Jezeli r-te przesto jest obcigzone ciezarem skupionym P,
to wedtug 14)
PedP-e”)
, ii )

Jlr — — ;

Pe(P-e2

za$ wedtug 64)

JUr—4= J‘Yg_v___gjff

Prvr—1
albo wstawiwszy yr= &r=3,7321
3-7321Pei(P-eid-Pe(P-e2
1r1 '12-9287P ~

= |78 7P (37321e(Z_eX2Z_e)* e(Z2_€2)) m' « 177)
Najw- Mr— j a zatem i najwieksze "wszystkie momenty
podporowe po lewej stronie r-tego przesta, otrzymamy dla ep,

dla ktérego f "—0, zatem

3-7321(222—2e0l—4e0Z+3euld —2+3e02=0, a stad

e0=0'7886Z—WV O788722—0-4664"=0-3804Z,
a wstawiwszy to w r. 177), otrzymamy dla obcigzenia »-tego

przesta najw Jfr_i= —0-08505P | ......cccovvvenene 178)
Dalej otrzymamy Uf. 2= — * = +0'02279PI
O*i Ogjl.

Mr-3" -0-2682x 0°C8505 P I~ —Q0061PI
Mr- 4= -0-2683x 0-08505P/= + 0-00164PZ
= -0-2684x0-08505PZ=-0-00046PZ
Mr_c=-f 0-00012 7.
Jezeli wiec co drugie przesto® na prawo r-tej podpory jest
obcigzone ciezarem skupionym P, to
najw (—Mr)= —(0-08505+ 0-00610+0'00046)PZ=
= -0*0916iPi . . . .V . ;. 179
Jezeli co drugie przesto z obu stron r-tej podpory jest
najniekorzystniej obcigzone, to
najw (—Mr)==—(0-09161 +0-09161)PZ==-0-1S322P1 . 180)
Dla przesta skrajnego jest
M=O, &==0-21132Z, ¢=0-78868z.
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Wstawiwszy to w row. 60), jezeli ciezar P znajduje sie
w skrajnem prze$le, otrzymamy

«.-0,
a najw (—M~" jest dla 9, dla ktérego < rr=Q>

Ph 1
wiec "(Z2—3e02=0, stad e0="|==0-5774Z.
Zatem

R PZ0-21132 x 0-5774(1—0-57742)
iajw (-M ) _ -

= -0-1031:3P e, 181)
Dla drugiego przesta jest
a=U-2 5=0-211322, e=0'58868Z, wiec wedtug 60)

jIf R7
£]Ji = _ _ (222—3bl-61e0+6e0b+3e0*)=0,

wiec eQ= (I—b)—V (1—D)1—%2A-U,
a po wstawieniu wartosci
=0-78868 Z—0-40827 Z=0-380411
Dla tej wartosci €0 bedzie zatem
, P/0-2 x 0-3804 x 0'6196(2—3 x 0-21132-0-38041)
(ush - MV~ '0-58868’
—0-07893 P I .coocvivici e 182)
A zatem, gdy obcigzone przesto 1, 2, 4 i 6,
najw (—Mi)= - (0-10313 + 0-07893+ 0-006 + 0'00046)P/=
= —0-1886P | oo, 183)
Ohcagc otrzymac najw,.(-tMr) na r-tej podporze , musimy
umiesci¢ ciezary P w przestach przedtem nieobcigzonych,
otrzymamy wiec
najw (+ Mn= + (0-02279+0-00164 + 0-00012)PZ,

naly (+Mr)= +0*02455 P, ..o 184)
a jesli obcigzymy w ton sposdb belke po obu stronach r-tej
podpory, to najw (+ Mrl- 0%04910?! ...coceivrevieene 185)

Aby otrzymac najw (+ MX) mozemy zastosowaé wzdr 180),

- -732
zmniejszywszy tylko moment w stosunku §.qqq; bo ,a2=4-0,
a zatem najw (+311)= 4-0%022901*1 ........ccoo.ne. 186)



8 34. Najwieksze momenty dla obcigzenia ukladem ciezaréw
skupionych.
Momenty podporowe, ktéreSmy wyznaczyli w poprzednim
paragrafie s3 najwiekszymi momentami ujemnymi, dodatnie

najw. momenty otrzymamy zawsze w jpunktach. zaczepienia
sity P. W tym wypadku mamy wedtug 25)

Q- | |

a wedlug 27)

Przesto skrajne.
Jezeli tylko przesto skrajne jest obcigzone ciezarem P,
to wedtug 60) M'=0,

Pbe(l2—e?2
M e ~d2---' Wiec
Pbe(l2—e2 Pe(l—e)
cl3 ~ I
Chcac wyznaczy¢ najw (4-M), zrébmy
dM Pb P
V ~te=~cTz"M2~"pod+-j-0— zatem

— '7 e0=0>a st$d e0=0-427],
a zatem najw (+1f)=+ 0-2047P1I.
Jezeli oprocz tego obcigzymy inne przesta najniekorzy-
stniej, to otrzymamy wedtug 186)
M, =0-02290 PI, a 1f=0'02290 PIA}-.

Wstawiwszy #=0-427 Z i dodawszy ten moment do po-
przedniej wartosci, otrzymamy

najw (+M)=0-2047 PM-0-0098 PI= + 0-2145P1 . . 188)
Przesto Srednie.
"Wprzesle Sredniem najwiekszy moment; otrzymamy, gdy

a z powodu, ze a zatem wedtug réow. 187),
M= M4 N s 189)
Wstawiwszy w row. 177), otrzymamy wrescie
.\ P Y
,Z N-JNo0o 0 (37321M3--¥3 +y -0-17076 PI . . 190)

Podr. Teor. mostéw. U, 5



Jezeli oprocz tego obcigzymy inne przesta na prawo i na
lewo najniekorzystniej, to wedtug row. 184)

najw (+31)= {0-17076+ 2x Q-Q24d59-y-2‘ 0-18873P1 191)

8. 35. Najwieksze sity poprzeczne i oddziatywania.

Najwiekszg site poprzeczna otrzymamy, gdy ciezar P

lezy na ktorejkolwiek podporze, wtedy z 25) otrzymamy dla
0, r,=Z, wiec Q*~P.

Oprécz tego nalezy inne przesta tak obcigzy¢, aby

H _]}AI'. byto najwiekszoscig. Dla przesta skrajnego musi by¢

M najwiekszoscig, wiec wedle row. 182)

najw (+ @=(1+0.-02296) P=»+1-02*39P . . . . 192
W przesSle Sredniem otrzymamy dla najniekorzystniej-
szego obcigzenia jednostronnego z réw. 179) Mr= —0'09161 PlI,

a PZ=0-02455 PI, 3fr_a= -0-0658 PI. Dla najw

(+(?) albo najw (—Q) musi by¢ obcigzone dane przesto i co
drugie na prawo i na lewo, a zatem bedzie
JKr= -(0-09161+0-00658)P/=-0-09819PZ,
J*Li= +(0-02455+0-02455) PI= +0-0491P;,
wiec najw t-Q )=-(1+0-09819+0'Q4910)P=-1.-14729P1
“ro(+0Q) eeie . =+um 4 }
Najw (—0) wmierwszem przeSle otrzymamy, obcigza-
jac przesto pierwsze, drugie, czwarte i t. d. najniekorzystniej.
Otrzymamy zatem wedlug 178)
najw (-<J)=-(1 +0-08505)P-=- 1-0S505P . . . 194)
Oddziatywanie 0,, na podporze 0 jest rowne sile poprze-
cznej, wiec \
najw (+0n)- + 1-02390P iq,
» (—0»)=—1*08505P/ ..
Wedtug 28) jest Om= —Qm™“ Qm+\'Dla najniekorzystniej-
szego obcigzenia otrzymamy wiec z row. 193), zwazywszy, ze
sity P na r-tej podporze wcale nie ktadziemy,
najw (—OnN=-(0-14721+0-14729)P~-0»2946P . 196)
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Najic (+Or) otrzymamy z réwn. 193), jezeli zwaza¢ be-
dziemy na to, ze ciezar P na r-tej podporze wywiera oddzia-
tywanie P i uwzgledniajgc réw. 28)

najw.(+ O)= (1+0-14729+0-14729) = + 1-2946P m . 197)

Y. "~kreSlne wyznaczenie sit zewnetrznych dla
przekroju statego.

b,ji<p 8 36. Pierwszy wielobok sznurowy.

Jezeli belka ciagta jest obcigzona ciezarami Pit P2, P3,
Pj, Pr (rys. 53.), to mozemy wykres$li¢ dla tych. ciezar6w wie-
lobok sit i wielobok sznurowy, zamkngé ich jednak nie mo-
zemy, bo wiemy wprawdzie, ze

P,+P2+P3+ A + P5= 00+ 2it "2+ "3)
rys. 53.

lecz wielko$ci poszczeg6lnych- oddziatywan nie znamy. Gdy-
bySmy w jakikolwiek sposéb wyznaczyli momenty podporowe,
to moglibySmy zamkna¢ wielobok sznurowy i wielobok sit
i wszystkie sity zewnetrzne bytyby wyznaczone. Momenty MO
i M, sg rowne zeru, pozostate (n—1) momenty odcigwszy
w pionowych podporowych, mozemy teraz tatwo wykresli¢
zamykajgce ab,, Mi, Cid we wszystkich przestach, Jezeli te-



raz wykreslimy w wieloboku sit réwnolegte do zamykajacych,.
to otrzymamy oddziatywania OO0, Oit 02] 03.

Jezeli mamy oddziatywania, wyznaczenie momentow i sit
poprzecznych nie podlega juz najmniejszej trudnosci *). Wi-
dzimy wiec, Ze w celu wyznaczenia sit zewnetrznych belki
ciggtej dazy¢ nam wypada najpierw do wyznaczenia momen-
tow podporowych.

§. 37. Linia ugiecia.

Wiemy ze statyki budowli **), ze réwnanie linii ugie-
cia iest:

f®
M w 198)

w ktorem moment sit zewnetrznych M wyrazi¢ mamy jako
funkcye x, a a oznacza diugosé, ktérg mozemy dowolnie
przyjac. i .,a U 4% Aok

Roéwnanie za$ linii sznurowej***) jest

ot od
jesli g oznacza ciezar jednostkowy a ¢ odlegto$¢ biegunowa.
Widzimy wiec, ze obie linie bedg te same, gdy zrobimy

q—-", a a zatem linia ugiecia jest linig sznurowa,

dla ktérej obcigzenie jednostkowe jest propor-
cyonalne do momentu M a odlegto$s¢ biegunowa
do el, iloczynu momentu bezwtadnos$ci i spotczyn-
nika sprezystosci.

Wiec jesli powierzchnie momentdw uwazamy jako po-
wierzchnie obcigzenia i do wykres$lenia wieloboku sznurowego

uzyjemy odlegtosci biegunowej &==e—|e; (5 w podziatce sit), to ten
wielobok sznurowy bedzie przedstawiato$ belki. Jestto twier-
dzenie Mohra.

*) por. Podrecznik Statyki budowli wyd. II. str. 16.
**)m'» " » n »»-246row.379.
), ” ” " 262, 447



Jezeli zamiast 6==" przyjmiemy rzedne li-'
nii ugiecia bedg n razy wieksze. Jezeli wiec dtugosci byty wy-
kreslone w podziatce o to teraz rzedne linii ugiecia beda

w naturalnej wielkosci.

Jezeli wiec belka AB (rys. 54.) jest dowolnie obcigzona
i dla tego obcigzenia wyznaczymy zapomocg odlegtosci biega-
iys..T4: nowej h momenty, to
ifilFfiffiwii uwazamy teraz wedlug
twierdzenia Molira po-
wierzchnie  momentow
jako powierzchnie obcig-
zenia, dzielimy ja na
czesci dowolnie liniami
mn i kreslimy wie-
lobok sit 0123, uzywajac
dla przemiany powierz-
chni na linie podstawy
a,

w odlegtosci b i kreSlimy drugi wielobok_sznurowy. Jezeli li-
nie podziatu sg pionowe, to, jak wiemy *], wielobok ten jest
styczny do linii sznurowej. W ten spos6b- otrzymujemy wy-
kreSlnie ugiecie belki o przekroju statym. Jezeli za$ linie po-
dziatu mn i m‘n‘ nie sg pionowe, to wielobok sznurowy abcde
nie bedzie stycznym do linii sznurowej. Tylko boki skrajne,
réwnolegte do promieni skrajnych wieloboku sa styczne w a
i e do linii sznurowej., ktéra wedlug twierdzenia Mohra
przedstawia ugietg o$ belki. Boki skrajne drugiego wieloboku
sznurowego sg wiec stycznymi do linii sznurowej na podpo-
rach czyli tak zwanemi stycznemi podporowemi (n.

Stutaentangente, a. tangental lines over the points of support).

Z réw. 198) i 199) wynika, ze

f-r v TR 200)
a jesli chcemy, aby rzedne linii ugiecia byty n razywieksze,

*) por. Podrecznik Statyki Budowli wyd. Il. sti. 22.
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g nM nhy

. n. -
to robimy gazie y oznacza! rzedng linii momen-

tow, a h pierwszg odlegtos¢ biegunowa. Jezeli zrobimy teraz

ag=y. 1, to N = nl}y wiec

n= Lkh i 201y

przyczem b odczyta¢ nalezy w podziatce sit.

Jezeli podpory sag w nierownej wysokoScig to nalezy réz-
nice wysokosci rysowaé weditug n razy wiekszej podziatki niz
dtugosc. W, Y,

§. 38. Wielobok ugiecia.

Dla belki ciggtej potrzebne nam*sg tylko styczne, podno-
rowe, ktére dla pewnej podpory sa te same dla obu sasiednich.

rys. 55. '
ME~r% fa « V
-'M ol ,.j. L
A M «™ VWi, to&i# )

T A-KB

I przeset. W takim razie powierzchnie momentéw mozemy po-



dzieli¢ prostemi ukos$nerni, a ze na podporach momenty zwy-
kle sg ujemne, wiec dzielimy powierzchnie momentéw, jak to
uwidoczniliSmy, na rys. B5, na trzy czeSci prostemi A"B*
i A“B“

Powierzchnie A"C"B", ktdérgbySmy otrzymali jako po- "
wierzchnie momentow dla belki jednoprzestowej, gdyby A" B" J
byta zamykajgcg, nazywamy zwykta powierzchnia mo-
mentow (einfathe Momentenflache). Niech bedzie wielko$¢ jej
M jJo WJ

A‘A"C*BjA.'=- A‘A"B‘-A"B "B+ A"G"B ""a(—ti—t2+¢).

Z rysunku widzimy, ze

ati= A'A"B=WI°=ir i~

77

atz=Al'B'BU
nareszcie alc:A"G"B":’I‘Z— , jezeli 3K oznacza $redni moment
ot P
belki jednoprzestowej.
Kreslimy teraz wielobok sit abef, obieramy bieguri 0

w odlegtosci b= ez’ wedtug poprzedniego paragrafu, wiec bedzie

i-tf* 4--*%**» Sr"* ir& mme 202

Diugos$¢ a, stuzaca za. podstawe przy wyrazaniu pta-
szczyzny przez proste, mozemy przyja¢ dowolnie, a wiec n. p.
mozemy przyjaé a=sredniej rozpietosci albo jednej z rzeczy-
wistych rozpietosci. Gdy wszystkie przesta sg rowne , wtedy
przyjmujemy a=I, wiec mamy nastepne sity:

t_iM ¢ M", m
- "2 ?2h”="h"

Gdyby styczne podporowe byty znane, to konstrukcyg
drugiego wieloboku sznurowego bytaby nastepng: .

W odstepie b od pionowej przez srodek ciezkosci S zwy-
ktej powierzchni momentéw odcinamy z obu stron dtugosé
C:SK—alﬁli taczymy te punkty na krzyz, otrzymane w ten spo-
s6b proste nazywamy liniami krzyzowem i (n. Kreuzlinien, j
fr. transversales, lignes en croix), ktére pierwszy wprowadzit Cul- 1
mann, a ktére przedstawiaja promienie.wieloboku sit.



Jezeli znamy styczne podporowe A-lU i BiV, to zrébmy
UUi=mmi i VV1=nniJ potgczmy Uz Vi i Ui z V, a otrzy-
mamy drugi wielobok sznurowy, ktdry przedstawia linie Ugie-
cia i ktéry dlatego nazywamy drugim wielobokiem
sznurowym lub wielobokiem wugiecia (n. elastisches
Potygon, zweites Seilpolygon, fr. le second potygon funiculaire).
Konstrukcye powyzsza podat Mokr.

8 39. Wyznaczenie momentéw podporowych.

Z rys. 55. widzimy, ze AMUc\JabO i BNVc\30fe, a wiec
AM :tx :b i BN:t2=\-1: b, a stad

AM =3b 1BN==W

Podstawmy warto$ci za i t2, a otrzymamy
iTirL.7 L
2 oh MP ii"i2
— 3b ~~6abh’ — *“ jjga&fc’

a wiec odcinki AM i BN sa proporcyonalne do momentow
podporowych. Jezeli przyjmiemy b=-"a, to

AM
203)
BN
a jezeli a—, to
AM=11'=m"' )
M]}.‘. ) 204)
BN=- =m"

Jezeli chcemy wyznaczy¢ od-
legto$¢ x (rys. 56.), w ktorej
pionowy odcinek miedzy prze-

<y dtuzeniami: pierwszego i dru-
giego boku drugiego wieloboku

M rys. 56

. . M
sznurowego réwna sie -J~, to

otrzymamy M AM=x:lsJ wiec



odcina Y (rys. B6). Gdy a=I, to AM= -

73

fi

8. 40. Pordéwnanie z belka poziomg obu koricami utwierdzona.

Poprzednia konstrukcya da sie wprost zastosowal do

belki jednostronnie lub obustronie poziomo utwierdzonej. Po-

£
przednio przyjeliSmy b=

przycz'e'ﬁfb mierzymy wedtug po-

dziatki sit, teraz przypuszczamy b—}a wedlug podziatki diu-
gosci. JeSli wiec zrobimy oba te przypuszczenia, to stosunek
podziatki sit do podziatki diugosci jest juz dany.

al,.*.

Sl«—
.

tow dodatni ch*). A zatem 3RI—
oznaczaja momenty podporowe belki

rys. wy.

L FR
MK b
it F 1M
Y- %)Y
iP
, om
S 4a &f_I]
1B
R Wy

:,iDla belki obu-
stronnie poziomo
utwierdzonej sg
obie styczne pod-
porowe poziome,
wiec oba odnosne
promienie Oa i 0/
(rys. 57.) poziome;

>0

zatem punkt a
wpada na /, a stad
albo A‘A"JE+

+BB"E'=EE‘G]l co sie
da stowami wyrazié¢: Dla
belki poziomo obu
koncami__utwierdzo-
nej js”st sunia® p o-
wierzclini ujemnych
momentow réwna po-
wierzchni momen-
“h jezeli iOc i
poziomo utwierdzonej,

a wiec 2Z=-J(9Ji'+ 9)i"). Dla belki poziomo utwierdzonej otrzy-

*) por. Podrecznik Statyki Budowli Il. wyd. str. 267.
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mamy wiec drugi wielobok sznurowy A UnS,VnBn, a dla tak
samo obcigzonej belki ciggtej ATJSYB.

Z rys. 57. widzimy, ze A FOFO, wiec AMO—
=VOV0'=W , odstepowi linij krzyzowych MT i NS. Dalej
otrzymamy AMO :b, a zatem wstawiwszy warto$é za til

AM O eréa»h WT-~
- 6abhJ
a Jezell h- Mi WI?¢c
AMH
a podobnie M - mhy 2 u,un'=yy

Widzimy stad, ze odstepy linij krzyzowych w piono-
wych trzecich czedci (n. Drittélverticale , fr. verticale tri-
sectrice, verticale au tiers) sg proporcyonalne- do momentéw 3)1"
i SR* Dla a=I a b=jjl bytyby te odstepy pomnozone przez
odlegto$¢ biegunowa réwne momentom SR1i AI". Zmieniwszy
odpowiednio podziatke i odczytujac 31 i 3R w podziatce mo-
mentéw, otrzymamy 3)c i QUE' wprost rdwne odstepom linij
krzyzowych w pionowych trzecich czesci. Na przysztos¢ przyj-
mowaé bedziemy, ze momenty odczytujemy wedtug osobnej
podziatki momentow. 'S

Z rysunku widzimy; ze 1

QMAWU'=m.“(a” , (35f=7F=2R'"j2 wiec v
JfS=(22R" + Q)W  2=5R"~ipodobnie 27T=0i'i-")2,

a wiec odsteny, |ij)iinliAbid-L WY Chiwpiongwygh pgg-
porowych sg proporcyonalne do ilosci IR" i R,
a dla a—I réwne ilosciom 9oc" i 9c'. lloSci 'Di' i”SR™ i 9V i 9i"
sg zalezne tylko od obcigzenia i dadzg sie, jak;wiemy, anali-
tycznie wyznaczy¢ (8. 4.). Znajac je, mozemy linie krzyzowe
wykreslic.

rp Z rysunku widzimy tez, ze odcinki MS 1 NT sg to mo-
menty statyczne sity c, dzialajacej w S, ze wzgledu na pio-
nowe podporowe .A&JiI"BZf). Mamy wiec

*) por. Podrecznik Statyki Budowli Il. wyd. str. 15.



MS.b=cm, MS- " " ]
205)
NT.b*c.n, N T ~\

Dtugosci ¢, m i n sg znane, jezeli obcigzenie jest dane,
dla danego b mozemy wiec obliczy¢ takze w ten sposéb MS
i NT i wykresli¢ linie krzyzowe.

Jezeli belka jest tylko z jednej strony poziomo utwier-
dzona, to tylko ta strona ma styczng poziomg, AUn (rys. 58.).

Oft Boniewaz na drugiej podporze B
jiM rys.ott. moment jfesfc rwny zeru, BN =0,
W zatem UVB jest linig proitg. Zna-
jac 'linie krzyzowe, potrzebujemy
r's V wiec tylko wykre$lic UUO = od-
stepowi odno$nemu linij'krzyzowych i wykresli¢ BS i UOCS.
o, | 8. 41. Przesto nieobcigzone.
1ZSdztm -

Jezeli dane przes’fo jest meobuazone a ktorekolwiek inne
przesto obcigzone, to a=0,_wiec drugi wielgbok sit sklada sie
tylko.z dwoch sit

d— i b= 13

Jezeli styczne podpo-

rowe sg dane, to jest

on zupeinie oznaczo-

ny. Wiemy z poprze-

dniego, ze momenty

podporowe w prze-

stach nieobcigzonych

sg naprzemian doda-

tnie i ujemne i wzra-

stajg ku przestu ob-

cigzonemu (rys. 59.). Wykreéliwszy drugi wielobok sznurowy,

W/ 7\2 W'/ 7

mamy: BN""l—J ,Wlec AH-.BN—M'": M"
Z rysunku widzimy, tez, ze ai :(l—ai)=AM: BN, wiec
—ar—M":M", a ze takze All:IB 1="M':M", wiec

aj—Aj7, E—al)=IBI.
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A zatem punkt Jj przeciecia sie boku S$redniego XV
z prosta AB wyznacza punkt, w ktdrym moment staje sie ze-
rem w przesle nieobcigzonem. Jestto éw punkt staty znany
z 8. 9.; ze rzeczywiscie jest on punktem statym, udowodnimy
to w nastepnym paragrafie.

8. 42. Dwa przesta sasiednie nieobcigzone.

Jezeli teraz wezmiemy pod uwage, dwa sasiednie przesta
nieobcigzone (rys. 60.), to wiemy, ze styczna podporowa w B

jest wspodlna dla obydwu przeset. Jezeli przedtuzymy boki
$rednie wieloboku ugiecia obu przeset, to W ty* wyznaczy kie-
runek wypadkowej dwdch, sit 2 i Aj dziatajagcych w F i Ui.

A 2e tj: i 1Mm\ 'CLL-&—IFIr- *:(;71 *h wiec ofistepy poziome wy-

padkowej TFOW od F i Ut musza sie mie¢ jak I:lit a zatem
I

podporowa (n. verschrankte Stiitzenveriicale, fr. verticale auxi-
Maire, contreverticale, verticale adjacente) ; widzimy wiec, ze prze-
dtuzenia bolcéw Srednich dwdéch przeset nieobcigzonych prze-
cinajg sie w przesunietej podporowej. "
Z rysunku widzimy dalej, ze 7, U0 : 1JWO0= UOUi : TFP70,
a takze WOUt : FOF=Z :It, FOF : IFiFO=IFn: Z1F0, a wiec
: WWOA IV 0:Z . ITFO, nareszcie i, Z0: WO0=UVO0:IJW a



Widzimy wiec, Zze potozenie punktu Ix jest przy danych
I i zalezne tylko jeszcze od potozenia punktu 1, wiec dla
jakiegokolwiek wieloboku sznurowego pozostaje punkt Z ten
sam, jezeli punkt | sie nie zmienia. Poniewaz"w przesle skraj-
nem punkt J, w ktérym moment staje sie zerem, jest zawsze
na podporze, wiec potozenie jego sie nie zmienia, a zatem
i w nastepnych przestach punkty 1 nie zmieniajg swego po-
tozenia, sg wiec statymi.'Z tego wynika nastepna konstrukcya
wyznaczenia punktow.statych: Z punktu statego 7 (a w pierw-
szem przesle z podpory A) kresSlimy dowolng prostg IW
i otrzymujemy punkty F i W, kreslimy VB az do przeciecia
sie z pionowg trzecich czesSci w T i tgozymy Ui z W. Punkt
przeciecia sie z prostg f$ wyznacza punkt staty Ir,. Jezeli
A, B i G nie lezag w linii prostej, co wiasciwym punktem
statym dla przesta BC jest punkt JO, a punkt Ix lezy w pio-
nowej punktu statego,

rys. 6l

Z rys. 61. wyznaczyliSmy w ten sposéb punkty state A
i J3 dla podpdr réwno wysokich. Zaczynajgc z drugiego kohca
E, wyznaczyliSmy tez drugie punkty state ST i Kt.

Jezeli belka jest na pierwszej podporze w A poziomo
utwierdzona, to wedle poprzedniego (8 9.) punkt staty Is lezy
nie w Aj lecz w jednej trzeciej pierwszego przesta.

Z konstrukcyi tej, podanej przez Mohra, wynika bezpo-
Srednio, ze punkty state leze¢ muszg w skrajnych trzecich
czesciach przesta.' A

8. 43. Sity poprzeczne, oddziatywania i momenty w przestach
nieobciazonych.

Rysunek 62. przedstawia pierwszy wielobok sznurowy
dla belki ciggtej, ktérej n-te przesto jest obcigzone. Linie mo-
mentéw sg w przestach nieobcigzonych proste i przechodza
przez punkty state, stad momenty podporowe sa naprzemian

rj.&o

ia
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dodatnie i ujemne, wzrastajg ku przestu obcigzonemu i s
wiecej niz dwa razy wieksze od popi’zednich. Sity poprzeczne

rys. 62.

sg to pochodne funkcyi momentéw, a wiec w przestach nie-
obcigzonych linie sit poprzecznych sg poziome, a ze ste> jest
naprzemian dodatnia i ujemna, wiec i sity poprzeczne sa na-
przemian dodatnie i iijemne. Oddziatywania r6wnajg sie réz-
nicy algebraicznej sit poprzecznych z prawej i lewej strony
podpory, a wiec, gdy sity poprzeczne zmieniajg naprzemian
znaki, oddzialywania sg tez naprzemian dodatnie i ujemne.

§, 44. Przesto obcigzone.

Jezeli przesto Ali (rys.-63.) jest obcigzone. a inne prze-
sta nieobcigzone, io mozna podobnie, jak 41, Jatwo dowies¢,
rys.6:5.
P

ze przedtuzenia bokéw Srednich drugiego wieloboku sznuro-
wego dwdch sagsiednich przeset przecinajg sie w przesunietej
podporowej i przediuzenia bolcow Srednich SM i SN przecho-
dza przez punkty stale 1 \ K r gdy podpory sg w jednej linii
prostej , inaczej za$ przez punkt przeciecia sie prostej CA



wzglednie BE \ pionowej przez punkt staly. Aby wiec wy-
kresli¢ drugi wieJobok sznurowy przesta obcigzonego, postepu-
jemy w nastepny sposob. Jezeli mamy dane obcigzenie, wy-
kreslamy linie krzyzowe. '40. udowodniliSmy, ze J?£ETt
ijZY\ sg.rowne odnosnym odstepom linij krzyzowych, a ze
odnosi sie to i do innych odcinkow, wiec i do IIXi KKU
ktére robimy rowne OthiosSnym odstepom linij krzyzowych,
kreslimy IKi i KIVi w’ten sposdb otrzymujemy dwa S$rednie
boki drugiego wieloboku sznurowego. Odcinki AM i BN, Kkto6-
reSmy teraz uzyskali, s% proporcyonalne do momentow pod-
porowych. \Y/

Poniewaz Al< j™l, a 4 CS<C180°, wiec sita dziatajgca
w a dziata do gory i jest ujemna, a stad i M* jest

ujemnem. Widzimy wiec, ze momenty podporowe prze-
sta obcigzonego sg ujemne.

(Jezeli podpory leza w linii prostej, to do wyznaczenia
momentéw podporowych mozemy uzy¢ nastepnej konstrukcyi
(rys. 64.).

Jezeli AiGIBj jest zwykig
powierzchniag momentéw, a SN
i MS liniami krzyzowemi, to
kreslimy w punktach statych |
i K pionowe, ktére przecinajg
linie krzyzowe w Pi K aTK"®
jest wtedy linig zamykajagca AB,
jak w (rys. 63.), odcinki zatem
AM i BN sg réwne (jezeli
ax=1), albo proporcyonalne do momentéw M* i 31". Robimy
texaz momenty M'—AiA2 i M“=BX82, a A2B2 jest linig za-
mykajgca dla belki ciggtej.

8. 45. Dwa sasiednie przesta obcigzone.
I tu (rys. 65.) JFOW jest wypadkoAvg sit t2 i i lezy

wiec w odlegtosci od V, a zatem przedtuzenia bokéw S$re-

dnich dwoch sasiednich przeset przecinajg, sie w przesunietej
podporowej. Mozemy tu takze udowodnié, ze prosta JJ/ po-
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prowadzona przez punkt 22 przecina przedtuzenia bokéw Sre-
dnich FES i UiS1 wpionowych punktowa- statych. Widzimy bo-'

wiem z rysunku, ze: UOUI:VVO=I:li i VVO:W PRO=1J‘F0:1' WO,
a zatem VOU{: WWO0—IBVO:IIl“WO.
Dalej mamy UODIiTICSjWOWI'), wiec
WUy : WWO0— :PFROJjzatem

Gdy punkt I‘ porusza sie w pionowej, nie zmienia sie
stosunek |°FO:T WO, wiec i scosunek U017 :WO0Z' zostaje ten
sam, a zatem J1' pozostaje w tej samej pionowej. Gdy wiec
punkt 1 jest statym, to i I, jest takze punktem statym.

8. 46. Dowolne obcigzenie przeset.

Jezeli belka ciggta o nierowno wysokich podporach jesfc
| dowolnie obcigzona (rys. 66.), to korzystajac z poprzednich
twierdzen, mozemy wykre$li¢ drugi wielobok jsznurowy i zen
wyznaczy¢ momenty podporowe. Postepujemy wtedy w na-
stepny sposab.

1. Wyznaczamy punkty state A , J2, 13.. ,Ki,-K% .. za-
pomocg konstrukcyi, opisanej w 8. 42.

2. WykreSlamy we wszystkich pi‘zestach linie krzyzowe,
a to wedlug 8 38., wykresliwszy drugi wielobok sit i przy-
jawszy odpowiednig odlegto$¢ biegunowg b—\a, lub tez, co
lepiej i predzej, obliczajac i 9t a stad odstepy linij krzy-
zowych w pionowych podporowych wediug 8. 40.

Wedtug 8. 38. odstep miedzy $rednimi bokami w piono-
wych trzecich cze$ci, a zatem i w innych pionowych jest
rowny odpowiedniemu odstepowi linij krzyzowych. A wiec
robimy AC=01QU kresSlimy CA{ az do D2, do przeciecia sie
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z pionowa punktu statego w drugiem przesle, wtedy D, jest j
punktom boku s$redniego drugiego wieloboku sznurowego we- !

dtug 8 45. Dalej robimy I),C2=0,Q, kreslimy C,A, az do
JJ2 i t. d. Potem zaczynamy zndéw od Ak, robimy AiEi==RiPi,
kreslimy az do F1 robimy FzE ;= B21\ itd.

4. W ten spos6b otrzymamy dla kazdego boku $redniego
dwa punkty 0 i F,, G i F, A i'% itd. tak, Ze te boki mo-
zemy wykres$li€. Pionowe trzecich czeS$ci, przecinajgce boki
Srednie, wyznaczajg punkty bokdéw skrajnych, ktdre teraz mo-
zemy wykre$lic. Odcinki pionowe miedzy przedtuzeniami bo-
kéw $rednich a podporami sg, jak wiadomo , proporcyonalne
do momentéw podporowych, ktére w ten sposéb mozemy wy-
znaczy¢. Ozy konstrukcya byta doktadna, mozemy sprawdzié
W nastepny sposob :

1. Boki $rednie przecinajg sie w przesunietych podporo-
wych n. p. CR\ i F, U2 wW.

2. Punkt przeciecia siebok6w S$rednich jednego przesta
musi leze¢ w pionowej nad punktem przeciecia sie linij krzy-
zowych n. p. Sj' nad St.

3. Prosta, #gczaca punkty przeciecia sie bokdw S$rednich
z pionowemi trzecich czesci w przestach sasiednich, musi prze-
chodzi¢ przez podpore, n. p. punkty WVi! i U9 muszg lezeé
w prostej. Jezeli przesto ktdére nie jest obcigzone, to obie linie

' Pocir. Teor. mostéw I1I. 6
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krzyzowe wpadajg na siebie. Konstrukcye te podatl pierwszy
Culmann.

Co sie tyczy podzia-
tek musimy pamietac, ze " T
stosunek podziatki jest, jak

rys.07.

wiemy, , jezeli stosu--

nek podziatki dtugosci jest
1jm. Druga odlegtos$¢ bie-
gunowa b ma byé rowng

Jezeli nie chodzi nami.
6 Nl«/
0 ugiecie, a podpory sg
w linii prostej, to obojetna
jest podstawa a do zamie-
niania powierzchni; jezeli
za$ podpory sg w niero-
wnych wysokosciach, a i'6- *-
znice wysokosci wykresli-

T

*

my w podziatce to mu-

simy wedtug 202) przyjac

b—"Przyjmujemy wiec

najprzéd u réwne rozpietosci sredniej lub jednej z danych roz-
pietosci, przyjmujemy dalej & -*- w podziatce dtugosci i obie-
ramy taka podziatke sit, aby b—nSI

8. 47. Obciazenie jednostajne zupeine.

JJ?Jxas..dLI belki.clagtli jest™iednostainie
obcigzone, to linia momentéw jest tu parabolg. llosci 9t' i ?I"

wyznaczymy wedtug réwnania 16), mianowicie  =91"= —%g}2
a wiec wedtug 8. 40. odcinki podporowe linii krzyzowych
I
(1)

Dla I=a AP=B‘R = \g lwiec DC=-\gl2 C zatem jest
wierzchotkiem paraboli, ktora przechodzi przez A' i B".



Wyznaczenie momentéw podporowych w ogéle odbywa
sie podtug poOTze"Biego paragrafu, w razie, jesli podpory znaj-

[ B dudii | S< " Hii
4 . ANNMEIGIGHEPIGSEHGGN prostej wedtug 8.
44. (rys. 64.).

Z punktow sta-
tych J i K kre-

pionowe i

i tgczymy__ punkty

AI|I, Al III|Iﬂ|tk q 2z i “ i¢li przeciecia _sie
ANlmill iII|I|"Ilt|I|I|"HPT I », i<j K< #“liniami

krzyzowemi. Otrzy-

mujemy wtedy

1 prostg JK* ktéra

i odcina na piono-

wych podporo-

wych momenty
podporowe.

Znajagc momen-

ty podporowe AA°

i BB*, kreslimy

AB* i w potowie

przesta  pionowg

D E—-\-gl2, wtedy

A‘E i EB" sg sty-

cznemi paraboli a

DC~™Mgl*/si-

W poprzeczne jvy-
zmaczamy w nastepny sposéb: ltobimy ef=gl, fOIHEB" i eOj//
A‘E, to otrzymamy biegun, i pierwszg odlegtos¢ biegunowa
h. Prowadzimy teraz Qg // AB, jako zamykajgcej, a bedzie
O=Q" 9f—Q"mZrébmy teraz A1IAY/=Q'—eg i BB ‘=Q “=gf, to
ANB/ jest linig sit poprzecznych.
AlAaj i B"B® mozemy tez wprost otrzymac:
Zrébmy B1lil—AlIS=h,

dalej SAMIEAL i EBIi‘HBE.

to otrzymamy Qi Q"



A) & 48. Obcigzenie jednostajne czesciowe.

Jezeli tylko czes¢ przesta QG B} (rys. 68.) jest jednostajnie
obcigzona, to linia sznurowa sktada sie z prostej AC i paraboli
CB. Jezeli w wieloboku sit wykreslimy promienie réwnolegte,
do stycznych podporowych, to dla obcigzenia calego przesta
styczna bytaby EF', wiec odnosny promien OE‘S\JEF‘. Zrébmy
tez OA'IICA i OB‘l/BG, to AB“:BE‘=":Z. Z rysunku wi-

dzimy, ze GBTo0jOA'B\ wiec JBT: h. A ze
A‘B ,=r.mi, wiec BT:p£i=4yt;l:h, a zatem
“‘.Zu
2 206).

Jezeli diugosci BT=d dla zmiennej fj wykres$limy jako
rzedne, to otrzymamy wedtug 206) parabole. Dla *=1, a wiec

dla obcigzenia zupetnego, jest BT =2FF‘—"r*, wiec gdy na-

21

zwiemy FF‘—t, to d=BT= U 207)

( Jestto réwna-
nie paraboli, a na
niem zasadza sie
nastepna konstru-

\B\:1 kcya (rys. 69.).

n -l W znany sposob

wykre§lamy pa-

rabole Acrb, dla

d wedtug réwn.

207) , zrobiwszy

2?7|b=--2t. Zrébmy

AQ7i=£i, to nr—d,

i-obimy wiec d=

—nr=BT, faczy-

my A z T, w polowie COBO kres§limy pionowg', otrzymujemy

G i styczng GB, poczem wykreslamy bez trudnosci paraboli-
czng linie sznurowg CB.

rys.eo.

-6) 8. 49. Obcigzenie jednym ciezarem skupionym.

Jezeli ciezar skupiony P dziata w punkcie 20 (rys. 70.),
a trojkagt ACB jest pojedynczg powierzchnia momentéw, to
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jezeli CD=f, ABC*-Uf, wiec Zrobmy AE—EB,
EF‘—\EC, to przez i Ijprzechodzi o$ ciezkosci trojkata ACB,

bo EF = IEG. Péniewaz CD=f jest proporcjonalne do S
wiec -mozemy tu zaraz wykre$li¢ drugi wielobok sznurowy.
Z powodu , ze f=29JJ, wiec dlatego i b przyjmiemy 2 razy
wieksze, wiec b—2"a—\a.

Jezeli chodzi nam o wyznaczenie momentéw podporowych
tylko danego przesta, to mozemy przyjaé¢ |—a; jezeli za$ jest
kilka przeset nierdwnych réwnoczes$nie obcigzonych, a mo-
menty wyznaczamy wedlug 8. 46., to wtedy musimy przyjaé
a wspolne dla wszystkich przeset, najlepiej $rednig dtugosé
przeset.

Tu przyjmiemy a=1, zatem b—j-l. Przypusémy, ze AM
i LB sg liniami krzyzowemi, ze wiec punkt ich przeciecia sie
S lezy w pionowej przez F," $Srodek ciezkosSci/pojedynczej po-
wierzchni momentoéw, to promienie skrajne drugiego wieloboku
msznurowego ND i NG sg rownolegte do linij krzyzowych. Na
mocy poprzedniego wtedy, gdy -NK/jAS, to NK=}AB.

Widzimy, ze

SBMCV)N1)C, zatem BM: CD=BF: NK. Ale

BF=IAB+"AB-AD)=}(2AB-AD), a NK—\AB.

wiec BM: GD—(2AB—AD):AB.

Zrébmy teraz DG=AB i DJJ=AB, to BG=2AB—AD.
A wiec prosta GC musi przechodzi¢ przez punkt M, gdyz
w takim razie



JBM: CD=BG\ GD, czyli
BM: CD=(2AB—AD):AB, jak pierwiej.
Podobnie otrzymamy, przedtuzajgc linig HC, punkt L.
xJezeli punkt G wypada za papier* uzyé mozemy drugiego
sposobu wyznaczenia punktéw L i M.
P
vf.71.

KR B

29~-J&.

Wykresimy VW /AB (rys. 71), GL/ BV i’ CMI/AWn
Wtedy linie AM i BL sg liniami krzyzowemi, jak to zaraz
udowodnimy. Przedtuzmy AB i MC az do G, to GDC£+2AB W.
bo DC=BW, a wszystkie boki réwnolegte, wiec GD*=AB,
a zatem na mocy poprzedniego dowodu punkt M jest punktem
linii krzyzowej. To samo mozemy udowodni¢ co do punktu L.
Z konstrukcyi powyzszej wynika, ze punkt S musi leze¢ we-
wnatrz trojkgta ABC.y Po wykresleniu linij krzyzowych mo-
zemy teraz tatwo wediug 8 44. wyznaczy¢ momenty w da-
nem przesle. Kreslimy w punktach stalych pionowe az do
przeciecia sie z liniami krzyzowemi w I' i K a przez 1' i K*
zamykajagcg A‘B'. Powierzchnia kreskowana przedstawia po-
wierzchnie momentéw. *

8 50. Wyznaczenie wykresine linij wptywowych.

Na podstawie poprzednich twierdzen mozemy wyznaczyé
tatwo linie wptywowe sit poprzecznych i momentéw. Tok kon-

strukcyi wedle Stein era (tabl. I., rys. 1) jest nastepujacy:
1. Wyznaczamy punkty state (rys. a) wedlug 8. 42.
W znany sposob.
* a AN
o-£*l gh* [fi*dmt> ) € ‘N7

R B "fil. 1*b- > J.
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2. Dzielimy kazde przesto na pewng ilos¢ czesci n. p. na
4 czesci i wyznaczamy momenty dla potozenia ciezaru w pun-
ktach 1, 2, 3, 5 6. Niech n. p. ciezar P =1t dziata w punkcie

2. Przyjawszy podziatke i wykre$lamy wielobok sit,

a mianowicie a‘b'=-P7(rys. y), obieramy biegun 0 w odlegtosci
h—t, kreslimy promienie, a wielobok sznurowy (rys./?. A2B *
jest pojedyncza powierzchnig momentdw.

Zrobiwszy 2H =A‘B* kre$limy H2' az do A", a prosta
B‘A" jest linig krzyzowg. Druga linia krzyzowa przechodzi
przez A\ jej jednak tu nie potrzebujemy. W punktach statych
Ati kre$limy pionowe az do przeciecia sie z liniami krzyzo-
wemi, tgczymy punkty przeciecia sie i otrzymujemy zamyka-
jaca A, ktéra odcina na pionowej w B odcinek B'b, réwny
momentowi podporowemu dla tego obcigzenia. Linie te mo-
mentéw sprowadzamy teraz do poziomej zamykajacej (rys. 9§
i wykreSlamy tez momenty w innych przestach, prowadzac
linie momentéw przez punkty state. Linie te momentéw ozna-
czyliSmy na rysunku cyframi 2. Tak samo wykre$lamy linie
momentéw dla potozeA ciezaru P w punktach 1 az do 6 i
nie te oznaczone sg znaczkiem punktu zaczepienia sity Teraz
mozemy wykre$li¢ linie wplywowe momentow (rys. Jezeli
chcemy n. p. wykresli¢ linig wptywowa dla punktu 2, to gdy
sita P stoi w 1, w punkcie 2}M =2"a, robimy wiec (rys.5)
| ‘a'—2"a. Gdy ciezar P stoi w punkcie 2, to moment w tym
punkcie 2"2, robimy wiec (rys.3) 2'2=2"2 i t. d.

Jezeli ciezar stoi w punkcie 7, to sprawia ten sam mo-
ment w punkcie 2, co ciezar w punkcie 5 sprawia w punkcie
10, wiec (10", robimy wiec bl0"=1b* i t. d. Polagczywszy po-
szczegblne punkty, otrzymamy linie wptywowg momentéw dla
2. Tak samo wykre$lamy linie wptywowe dla innych punktéw.

Stosunek podziatki dla momentow bedzie Iwiw 1A

AN O Im nt,n
r,MNa rys. eswykresliiiSmyyJmle wptywov/e dla sit poprze-

czny¢liy I~tinLfinia jest dla punktu 2, dla innych linie kresko-
wane. Jezeli ciezar P stoi w punkcie 2, jak w danym wy-
padku, to kreslimy w wieloboku sit promien OmllA®D, a wtedy
a'm=00. Na ditugosci od A do 2 jest wiec ((,=00—0'm, dla
punktow za$s od 2 do 4 Q=00—P=*mb‘. Widzimy wiec’, ze

/s. C. A 7

Jii, 3
l.

J3 "'sc- A

o

1%



wszystkie linie wplywowe dla punktéw od A do 2 bedg miaty
w 2 te samg rzedng"%as linie wptywowe dla punktéw od 2 do
B majg w 2 rzedng c2'. Diugos¢ 2'2=P. Wyznaczenie linij
wptywowych dla sit popi'zecznych jest wiec bardzo tatwe, bo
te nakrywajg sie po czesci.

Jezeli ciezary przenoszg sie na belke zapomocg poprze-
cznie, to linie te zmieniajg sie wskutek tego tak. jak przy
belce jednoprzestow.ej. Zamiast linij wplywowych krzywych
otrzymujemy wieloboki , ktérych wierzchotki, odpowiadajace
poprzecznicom, lezg na tych liniach krzywych.

§.51. WiasnosSci linii wpltywowych i tablice do ich wykreslenia.

Inz. Dauj on udowadnia*), ze linie wptywowe momentow
sktadajg sie z czeSci paraboli szesciennych i okresla ich wia-
snosci. Jezeli przekréj G lezy w czesci $redniej, to niema linia
wpltywowa w danem prze$Sle punktéw zwrotnych. Jezeli za$
lezy w czesci pierwszej, to punkt zwrotny lezy w czesci trze-
ciej i na odwr6t. W sasiednich przestach linia wptywowa ma
punkt zwrotny w pionowej punktu statlego i to w lewych
punktu statego lewego, prawych prawego. Jezeli bedziemy ba-
dali dwie linie wjitywowe przeset sgsiednich dla punktéw Ci C1
to rzedne ich w przestach na lewo lezacych majg sie jak od-
stepy C i C' od punktu statego na prawo i na odwrot.

Linie wptywowe sit poprzecznych sktadajg sie takze z pa-
rabol 3 rzedu.

Inzynierowie Dupuy i Cuénot obliczyli dla belek wie-
loprzestowych rzedne linij wptywowych dla rozmaitych sto-
sunkéw rozpietosci &**). W osobnem dziele p. n. ,,Calcul des
ponts métalliques” zestawili inzynierowie Adryan Cart i Leon
Portes (1895) takze takie tablice, zas G-riot w dziele: Inter-
polierbare Tabellen zum Eintragen der Einflusslinien (1904).

W 848. podaliSmy sposéb wykre$lenia linij wptywowych
dla belki dwuprzestowej, gdy i,=Z22=Z. Tu podamy jako przy-
ktad rzedne tych linij dla tego samego wypadku wedtug Carta
i Portesa, a takze rzedne linij wptywrowych belki trzyprzesto-
wej dla 5=0-9.

*) por. Annal, des ponts et chaussées 1S94 I. str. 959.
). " o om o " 1897 I11. str. 9L



Linie wpltywowe belki dwuprzestowej

dla 1A— =1.
« rzedna przekroju, # rzedna ciezaru ruchomego P=1. "
i. Momenty, a. Dane przesto.

i-0. 0-2 0-3 0-4 0-5 0-6 07 0-8 0-9 1-0

01 +0 0875 +00751 +0-0626 +0-0501 +0-0376 +0 0252 + 0-0127 +0-0002 - 0-0123 —0-0248
02 +00752 +0-1504 +0-1256 +0-1008 +0-0760 + 00512 -+0-0264 +00016 -0-0232 -0-0480
03 +00632 +0-1264 +01895 +0-1527 +0-1159 +0-0790 +00422 +0-0054 -0-0814 -0-0683
0-4 +0 0516 4-01032 +0-1548 +0-2004 +0-1580 +0 1096 + 0-0612 +0-0128 r-0-0356 -008-10
05 +00406 +0-0813 +0-1219 +0-1625 +0-2031 +0-1438 +0 0844 +0-0250 -00344 -0 0936
06 +00304 +00608 +0-0912 +0-1216 +0 1520 +0-1824 +0-1128 +0 0432 - 0-0264 - 0-0960
0-7 +0-0211 +0-0422 +0-0632 +0-0843 +0-1054 + 0-1265 +0*1475 +0-0686 -0-0108 -00893
0-8 + 00128 +0-0256 +0-0384 +0-0512 +0-0640 +0-0768 + 00896 +0-1024 + 0-0152 -0 0720
09 +0-0057 +0-0115 +0-0172 +00229 +0 0286 +0-0344 + 0-0401 +00458 +0-0515 -0 0428

Py zOgEB©

+00515 +0-0458 +0-0401 +0-0344 +0-0286 +0-0229 +0-0172 +0 0115 +0-0057 -00428
+0 0152 +01024 +0-0896. +0-0768 +0 0640 +0-0512 +0-0384 +0-0256 +0 0128 -0-0720
-0-0103 +0-0686 +01475 -f01265 + 0-1054 +0 0843 + 0-0632 +0-0422 +0-0211 -0-0893
-0-0264 +00432 +0-1128 +0-1824 +0-1520 + 0-1216 +0 0912 + 0-0608 +0-0304 -0 0960
-0 0344 +0-0250 +0 0844 +0-1438 +0-2031 + 0-1625 #+1219 +0-0813 +0-0406 -00938
-0-0356 +0 0128 +0-0612 +0-1096 +0-1580 +0-2004 +0-1548 +0-1032 +00516 -0-0s40
-00314 +0 0054 +0-0422 +0-0791 +0-1159 +0-1527 +01895 +0-1264 +0 0632 - 0-0683
-0 0232 +0-0016 +0 0264 +0-0512 +0-0760 +0-1008 +01256 +0-1504 +0-0752 -0 0480
-0-0123 +0-0002 +0-0127 +0-0252 +0-0376 +0 0501 +0 ?626 +0-0751 +0-0875 -0-0248
| | | / | | | | |
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6. Drugie przesto.

-T— 4|:0-1 m0-9 Uwaga.
01 -0 W stawia¢ nalezy
02 -0 0223 -0 0025 wedtug linii
0-3 -0-0432 -0-0048 prostej
0-4 -00756 -0-0084

0-5 -0-0844 -0-0094

0-6 —00864 -0-0096

0-7 -00803 - 0-0089

0-8 -0 0648 —00072

0-9 -0-0385 -0-0043

0-i -0-0043 -0 0385

0-2 -0-0072 —0 0640

0-3 -0-0089 —0-0S09

0-4 -0-0096 -0-0864

0-6 -0-0094 -0 0844

0-6 -0 0084 -0 0756

0-7 -0-0068 -0-0614

0-8 —0 0048 -0-0432

0-9 -0-0025 -0-0223

B. Sity ifoprzeczne.

X 0 Rzedne w sasiedniem
T f-10 przesle
Drugie przesto
01 -0-1248 +0-8753 +0-0248
0-2 *- 0-2480 +0-7520 +00480
0-3 -0-3683 +0-6318 +0-0683
0-4 - 0-4840 +0-5160 +0-0840
05 -0-5938 +04063 +0-0937
0-527 -0-0736 +0-3264 +00962
0-6 -0 6960 +0 3040 +0 0960
0-7 -0-7893 +0-2108 +0-0893
0-8 -08720 +0-1280 +0-0720
0-9 -0-9428 +0-0573 +0-0428
Pierwsze przesto
0-1 -00573 +0-9428 0-0428 '
0-2 -0-1280 +0-S720 -0-0720
0-3 - 0-2108 +0-7893 -0-0893
0-4 -0-3040 -+0 6960 —0-0960
0-423 -0-3264 +0-6736 -0-0962
0-5 -0-4063 +0 5978 -0-0938
0-6 -0-5160 +0-4840 -0-0840
0-7 -0-6318 +0-3683 —0-0683
0-8 -0-7520 +0-2480 -0-0480
09 —0-8753 +0-1248 -0-0248



Pierwsze przesto

Drugie przesto

0-1
0-2
0-3
04

0-5

0-7
08

01
02
0-3
04
05
06
07
08
0-9

+0-0S75
+0-0751
+0-0631
+00515
+0-0405
+0-0302
+00209
+00127
+0-0056

+0 0516
+0-0163
-0 0076
-0-0210
-0-0281
-0-0281
-00236
-00163
- 0-0078

0-2

+00750
+01502
+0-1261
+0-1029
+0 0809
+0-0605
+0-0418
+00253
+00113

+0-0442
+0-0997
+0-0654
+0-0399
+0-0219
+0-0101
+0-0034
+0-0003
-0-0004

« Linie wptywowe belki trzyprzestowej
dla 4=23=0;9Z
u rzedne przekroju, a rzedne ciezaru ruchomego P=1.

0-3

+0-0624
+0-1253
+01892
+0-1544
+0*1214
+0-0907
+0 0627
+0-0380
+0-0179

-r0 0367
+0-0831
40-1384
+0-1016
+0 0719
+0 0484
+0-0304
40-0169
+0-0070

0-4

+00499
+0-1005
+01522
+0-205S
+0*16'8
+0-1209
+0-0837
+0 0507
+00226

+0-0293
+0-0666
+0-1114
+01683
+ 0-1219
+0 0867
+0 0574
+0 0334
40 0144

0-5

+00374
+0C756
+0-1163
+0-1573
+0-2023
+0-1511
+0-1046
+0-0634
-(0 0282

+0-0219
+0-0500
+0 0844
+0-1250
4 01719
+0 1250
+0 0844
+0 0500
+00219

+0-0249
+00507
40-0783
40-10S7
401427
+0-1814
+01255
+0-0760
40 0339

+0-0144
+0-0334
40 0574
+0-0867
+0-1219
+0-1633
+0-1114
+0-0666
+00293

0-7

+0-0124
+0-0258
+0-0414
+0-0602
+0 0732
-+0-1116
+01464
+0-0887
+0-0395

+00070
+0-0169
+0-0304
+0 0484
+0 0719
40-1016
401384
400831
+00367

0-8

-0-0002
+0-0009
+0-0044
+0-0116
+0 0237
+0-0418
+0-0673
+01014
+0-0452

-0-0004
+0-0003
+00034
+0-0101
+0-0219
40 0399
40-0654
+0-0997
+0-0442

09

-00127
-0-0240
-0-0325
-0-0370
-00359
- 00279
-00118
+0-0140
+00508

-0-0078
-0-0163
-0-0236
-0-0281
-0-0281
-00219
-0-007G
+0-0163
+00516

1-0

-0-0252 h
00489

-0 0695

—0-0855 I{
—0'0954 Z
- 00977 Z
-00938Zi
—0-0733 Z
-0-0435 4

—00410/2
—0-0671 2
—0-0806 2
-0-0S36

-0-0781 2
-0-0G64 2
-0-0506 2
-0-0329 2
—0-0153 2
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b. Sasiednie przesto.

0-9 1 = =51 0-9
T T =01 1
a? 01 -0-0041 -0-0369 -0-04101/j \S/ -00137 - 0-00157?2
0-2 — 000G 7 — 0-0604 - 0-0671k 3Q] -0-0296 -0-00337?]j
; 03 - 0-0058i -0-0726 - 0-0S06?2 ﬁj -0-0456 —0005U 2
@ o +» <D
04 -00084 -0-0752 - 00s367?, -0-0598 — 0-0066?2
e 0-5 — 0-0078 -0-0703 — 0-0781 1i pﬁ‘ -0-0703 -0-00787?,
eu 0-G -0 0066 -0-0598 - 0066422 Brft c0-0752 — 0-00S472
‘o 0-7 0-0051 — 0'0456 ~0'0506?2 Lal -0-0726 — 0-00S817;
° 0-8 - 0-0033 — 0 0296 - 0032972 lgé)) - 0-P604 — 0-00677?2
E;_ 0-9 -0-0015 -0 0137 - 0015372 aM - 0-0369 — 0-0041 7?2
Ph '
a? 0 -i — 0-0220 + 0 0034 +0-00667?7,
*m) 0-2 -0-0427 + 0 0067 +001297?,
J‘?—lo 0-3 -0-0607 +0-0095 +0-01832?!
0'4 -00747 +0-0117 +002257?,
o f
0-5 -0-0834 +0-0131 +0-02517?,
i&5A 0-6 — 0-0854 +0-0134 + 0 0257/,
’ 0-7 — 0 0794 +0-0124 +0-0?2397?,
?ﬂ‘t 0-8 — 0-0640 + 00100 +0-01937?,
ol 0-9 -0-0380 +0-0060 +0-01157?,
B. Sity poprzeczne.
x -.Rzedne w przesle sasiedniem
T 130 0
1 ~iu Przesto lewe Przesto prawe
Przekréj w 2 przesle
o 01 -01252 +0-8748 +00286
02 -0-2489 +0-7511 +0-0555
% 0-3 -0-3695 + 0-6305 +0-0790
p. 04 -0-4850 +0-5145 +0-0972
05 —0-5954 +0-4046 +0-1085
ﬁ 0577 —0-6753 +0-3247 +01113
= 00 -0-6977 +0-3023 +0-1111
0-7 -0 7908 +0-2092 A +0-1033
s 0-8 -0 8733 +0-1267 +0-0833
0-9 - 0-9435 +0-0565 +0-0495
Przekroj w 1przesle Przekroj w 3 przesle
0 01 -0-0743 +0-9257 -00455 +0 0170
5 0-2 -01657 +0-8343 - 0-074C +0-0365
pc 03 -0-2700 +0-7300 -00896 +0-0563
o 04 -0-3829 +0-6171 00929 +0-073S
; 0-5 -0-5000 +0-5000 -0-0868 +0-0868
B) 0-6 -06171 +0 3829 -0-0738 +0-0929
Q 07 -0-7300 +0-2700 -0 0563 +0-0896
0-8 -0-8343 +0-1657 —00365 +0-0746
09 —09257 +0-0743 -0-0170 +0-0455



8. 52. Najniekorzystniejsze obcigzenie dla sit poprzecznych
i momentéw.

Z ksztattu linij wpltywowych'sit poprzecznych widzimy,
ze sita poprzeczna w danym przekroju jest najwiekszg lub
najmniejsza, gdy obcigzenie siega od przekroju do prawej lub
lewej podpory tegoz przesta, a nastepne przesta sg naprzemian
obcigzone. Chcagc wyznaczy¢ najniekorzystniejsze potozenie dla
momentow, zatézmy, ze w punkcie D przesta AB (rys. 71.)
dziata ciezar P. Dla tego potozenia cigezaru wyznaczyliSmy
linie zamykajacg A‘B*, a wiec jeSli u—I, AA“ i BB* sg réwne
momentom podporowym. Z rysunku widzimy, ze jezeli ciezar
jest w D, w O moment jest rowny zeru. Jezeli ciezar posunie
sie na prawo, w O moment jest ujemny, jezeli na lewo, do-
datni. Dla najio M w punkcie O musi wiec by¢ obcigzona dtu-
gos¢ AB, dla najmn M diugos¢ DB. Poniewaz punkt S jest'
wewnatrz trojkgta ABC, wiec punkty O i R lezg po za punk-
tami- statymi. Widzimy wiec, ze tylko dla punktéw pierwszej
i trzeciej czedci przesta mamy punkt obojetny,, dla punktéw
czesci Sredniej miedzy punktami statymi niema takiego punktu
obojetnego, moment jest zawsze dodatni, a zatem najw M jest
dla zupeinego obcigzenia (tabl. I , rys. 2%). Inne przesta muszg
by¢ naprzemian obcigzone.

8. 53. Najwieksze sily zewnetrzne.

Sity poprzeczne i momenty dla obcigzenia uktadem cie-
zarow skupionych najlepiej obliczymy zapomocg linij wpty-
wowych. Sposdb wyznaczenia najwiekszych sit zewnetrznych
na podstawie linij wplywowych podaliSmy w Podr. Teoryi
Most. w tomie I. (wyd. Il., str. 39.). Jezeli belka jest obcia-
zona ciezarem jednostajnym “~ciggtym, > najwieksze sity po-
przeczne i momenty wyznaczymy w nastepny sposob:

1. Wyznaczamy najpierw punkty state znanym sposobem
wedtug 8§ 42. (tabl. L., rys. 2a).

2. Dla wyznaczenia momentow podporowych (rys. i po-
stepujemy w nastepny sposdéb:

Na pionowej przez podpore A odcinamy TA odlegtos¢
linij krzyzowych na podporach dla obcigzenia zupelnego
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pierwszego przesta. Wedtug 8. 47. jest =3

G-dy przyjmiemy a=1],'to Ti—Ti‘="pll a z konstrukcyi otrzy-
mamy wprost moment podporowy M. T4 mozemy tez otrzymac
zapomocg konstrukcyi, tgczagc B z wierzchotkiem paraboli wy-
kreslonej dla belki zwykitej, Tk bedzie wtedy takze =2ipZ(2=

2 Dalej obliczymy Ts, T2 i T, dla obcigzen czeSciowych
pierwszego przesta od podpory A do punktu 3, 2 lub 1. Jeze-
liSmy, jak tu, przyjeli a=It, to TE=% i t. d., za$ wyzna-
czymy wedtug réwnania 18). Punkty w ten sposéb wyznaczone
taczymy z 7?, a punkty przeciecia sie tych. prostych z pio-
nowa punktu statego potgczone z A, wyznaczajg na pod-
porowej B punkta 1, 2, 3, 4. Odcinki B1, B2, B3, Bi sgto
momenty podporowe dla obcigzen diugosci Al, 42, AB i AB.

Podobnie otrzyinujerny i w drugiem przesle momenty
podporowe Bo. B6, BI, BS i Co, CG, Cl, CS. | tu odcinamy
najpierw na obu pionowych podporowych ilosci Th, T6...T 5,
T6'. .. tgczymy te punkty z C, a wzglednie z B i przez punkty
przeciecia sie z pionowemi punktéw statych prowadzimy za-
mykajace, ktore odcinajg momenty podporowe dla odnosnych
obcigzen czeSciowych drugiego przesta.

3. Teraz rysujemy najmniejsze momenty i to najprzod
w pierwszem przesSle. Na diugosci A  sg najmniejsze mo-
menty, gdy jest obcigzone przesto Srednie (obcigzenie 1., rys.
y), wtedy moment na podporze B jest B8. Zrobmy (rys. 9§
B‘O'""—B8 i potagczmy A z 0, wtedy prosta ta do K\ be-
dzie linig najmniejszych momentéw. Dla wykreSlenia dalszej
czesci tej linii najlepiej bedzie wyznaczyé jg stycznemi dla

L] ° ?
obcigzenia ooz i4" i dla réwnoczesnego obcigzenia dru-

giego przesta [II, 11, 1V, V, rys, y}. Najprzdd wyznaczymy

i otrzymamy rf4=2i=yl/4" (rys. i), d?=A9", d2=A2", di=
==A"l". Moment podporowy dla obcigzenia Il jest =B1+BS—
~B'0™"+0™1™"—BT", zatem 1"1™ jest styczng do linii sznu-
rowej dla obcigzenia Il. Podobnie otrzymamy styczne 2"2™,
3"3", 4"4"™ dla obcigzenia Ill, IV i V, ktére wyznaczajg re-
szte linii najmniejszych momentow w pierwszem przesle.



"W prze$le Sredniem takze najpierw wykreslimy linie naj-
mniejszych momentow. Dla obcigzenia IV (rys. y) otrzymamy
moment ujemny w C C0‘=BLt Potaczmy 0' z J 2 a otrzymamy
moment podporowy w B. Punkt K2" tej prostej wyznacza
najmn. moment w punkcie K2 jezeli wiec przez K% poprowa-
dzimy pozioma., to bedzie linig najmniejszych momen-
tdw. Pozostaje jeszcze krzywa 4go stopnia 212'8', ktérg znowu
wyznaczymy stycznemi.

Dla najmniejszych, momentow na trzeciej czesci $redniego
przesta musi by¢ obcigzona pewna dtugosc¢ od B i trzecie prze-
sto (obcigz. VIl do X, rys. y). Najprzdd wiec wyznaczymy
momenty podporowe dla kazdego obcigzenia. Np. dla obcigzenia
VIl otrzymamy ujemny moment w O, dodajagc CO‘ do C5,
otrzymamy wiec C'5', na podporze za$§ B bedzie M —JB5—BO.
Teraz wyznaczamy wedtug 8§ 48 ds—2ts—B 8‘, dn'=BT itd.,
odciggamy od tego odno$ny moment podporowy w B i otrzy-
mujemy wt.edy punkty 8"7" itd.: ktére potgczone z punktami
8" i 7' itd. dajg styczne do linii najmniejszych momentéw.

Reszte linii najmniejszych momentéw dopetniamy, rysujac
symetrycznie do S$rodka belki.

Linie najwiekszych momentéw otrzymamy przez odcig-
ganie rzednych linii najmniejszych momentéw od linii momen-
tow dla catkowitego obcigzenia. Aby za$ te linie otrzymad,
zauwazymy, ze dla zupetnego obcigzenia otrzymamy momenty
podporowe, dodajgc momenty, wywotane obcigzeniem kazdego
przesta, wiec w punkcie B bedzie M=—BA—BS+BO. W C
bedzie moment takze tak wielki, a znajagc teraz momenty pod-
porowe , wykreslic mozemy z fatwoscig paraboliczne linie
sznurowe. : N

" mNyznaczenleYsiipoprzecznych jest tatwe ; zwazyé nam
tylko trzeba, ze obcigzenia, w schemacie (rys.y) uwidocznione,
wywotujg najmn Q dla odnosnych punktéw. Jezeli wiec od
punktu A, 1, 2, 3, B, 5, 6 itd. (rys. s) na lewo odetniemy od-
legto$é biegunowag a i wykres$limy réwnolegte do odnosnych
stycznych A!0™, 1" 1™, 2" 2™ i t. d.,, otrzymamy punkty linii
najmn. sit poprzecznych.

Dla obcigzenia zupetnego linie sit poprzecznych sg proste,
dos¢ wiec wyznaczy¢ dla kazdej po dwa punkty, co robimy
tv ten sam sposob, kreslac n. p. On'HA'n i t. d. Linie najwiek-



szych sit poprzecznych otrzymujemy zndéw przez odcigganie
rzednych najmn'Q od linii sit poprzecznych dla obcigzenia zu-
petnego. Ostatnie 3 rysunki (|, t], 6) przedstawiajg -wyznacze-
nie sit zewnetrznych, -wywotanych ciezarem wiasnym. Tu wy-
znaczamy tylko momenty podporowe dla obcigzenia catkowi-
tego przeset, a wiec Bi, BS i CO. Moment w B bedzie M—
= —B 4—1%-i-.G0; dalsza konstrukeya jest wobec tego, coSmy
wyzej powiedzieli, zupetnie jasna.

YL Obliezenie analityczne belki ciagtej o przekroju
zmiennutn.

§. 54. Belka pochyto utwierdzona.

Dotychczas przypuszczalisSmy, ze przekroj belki ciagtej,
a wiec i moment bezwiladnosci byt staty, teraz zbadajmy, o ile
obliczenie to sie zmieni, jesli przekrdj bedzie zmienny, przy-
czem wytozymy rzecz wedtug "Winklera.

Dla belki pochyto utwierdzonej otrzymamy wtedy zamiast
réwnan 2) 3) i 4), jesli | jest zmienne,

£(Ti—T,)= fdhgd ) G 208)
£y—£%~d—x , )—l—xdx A0 )]
BEUE \ T xd x 210

—UY= A= X . )

Réwnanie 5) i 7) pozostaje niezmienione. Wstawiwszy row.7)
w row. 208) i 210), otrzymamy
., Mf(*(—x)dx M"CIxdx CXdx
ifersi-,yrr~ +>y. 13 rw o ¢ 2U>

o o «*>

Nazwijmy /0 $redni moment bezwtadnosci, t. j. taki, aby e

1 Y T —— . 213>
przyczem catkowa¢ mamy od poczatku do konca belki przez
wszystkie przesta.

Nazwijmy dalej dla pewnego przesta



to, jesli | state, Ar=B=0=1
Nazwijmy jeszcze dla skrdcenia

QlaCXxdx _  6InAX(I—x)d(l—x) _, 214)
11)0 ~r-X Zaj ~ I
to a

Wstawiwszy te wartoSci w row. 211) i 212), otrzymamy
QelOl(Zi—r2)=3(2A- B)M12+ 3BM"12- (97'+ 91922
6eJ0(s—¢t2)= (85—2c)i¥'¢2+ 2ciii"iZ 9i"¢2

A stad otrzymamy
\Jiya

. 216)

jezeli . [?=C, v=3B~2C . ... . 217)
Dla przekroju statego otrzymamy znowu «=/3=y=1,
a wtedy row. 216), przechodzi w réw. 11).
Jezeli dla belki poziomo utwierdzonej nazwiemy, jak pier-
wej, momenty podporowe 9)i' i 9Ji", to wediug row. 216)
0=2a9K'+ "-9i', 0=yott'+ 2/SSK--91",
wiec mA~AZaWi +ym'] 9i"=yS»'+2/aft" . ... 218)
Dla przekroju statego przechodzi row. 218) w row. 12).

8 55. Wyznaczenie ilosci pomocniczych.

W celu wyznaczenia ilosci pomocniczych a, P iy wy-
kreSimy w kazdym punkcie belki rzedng proporcyonalng do
odwrotnosci momentu bez-

1 D rys-.12. jt, wiadnosci, wiec ~j (rys. 72.).
Konhce tych rzednych, wy-

znaczaja linie krzywa, a po-

wierzchnia miedzy ta linig

a osig niech sie nazywa od-

A G B wrotna powierzchnia

r[m bezwtadnos$ci (n. Kriim-

Podr. Teor. mostéw. II.



Ca¥ki gdx QXdX Q‘xajx oznaczajg zatem powierzchnie od-

___ Jo¥ %o 3> wvol
wrotnaz bezwiadnosci A', moment jej statyczny / S*i bezw}adno—
§ci I' ze wzgledu na AH, wiec
> gl
=1 2’ p
Nazwijmy moment statyczny i bezwladnosci ze wzgledu

na BLTM i 1= § &y 2 I 3"

r*=~-rA ~"=k" _ 2i*I" + i*-20s'+r,
wiec Bi=""{A1—S)—2A—B,

01=T’°?AP>§(Ai2-2 A4+ 7=34-3B+C,

a zatem wedtug 217)
bg C,, /3=C, y=3B—2C=3A—a—/? ..ccc....... 219)
Do wyznaczenia ilosci pomocniczych a, j3i y potrzebu-
jemy wiec tylko<A* B, C i Q, a wiec powierzchnie i momenty
statyczne bezwiadnosci odwrotnej powierzchni bezwtadnosci, co
mozemy wyznaczy¢ albo rachunkiem”sposobem zwyktym lub
Simpsona lub konstrukcyag albo planimetrem.

8. 56. Wyznaczenie ilosci 9i‘ i 91".

Wedtug row. 214)
. 610CXzdx.
12Jo |
rys.73. A 6iI0r X (i-x)d (i-A
12 Jq 1
przyczem X o0znacza mo-
rfi' ment dla belki w dwu pun-
ktach podpartej. Jezeli wy-
kreslimy zwyktg linig mo-
mentdw AGB__(rys. 73.) i je-
Di  zeli kazda rzedng pomno-

zyrny przez 10 to nowe rzj-
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dne dadzg nam powierzchnie kreskowang ABCEB , ktérg na-
zwiemy skurczona uowierzohnia momentéw (n. ver-
zerrte Momentenflache).

Nazwijmy moment statyczny tej powierzchni dla pio-
nowej AA' a A. dla pionowej BB* to

8. 57. Momenty podporowe belki ciggte;j.

Jezeli roéwnanie 216) zastosujemy do dwoch sasiednich !
przeset belki ciggtej o rdwno wysokich podporach, jak w 8. 5,
to otrzymamy

6sTal'= i 4"2/3mMm—Sim"),
6fio = H +1(2cnyiitfm 9imti‘),
a stad xaut-"cax-"i.-tsj-SLeM .

= ImoOtm'-i;], HIWm+i' « me o me o - 221)
Roéwnanie to postuzy nam do wyznaczenia momentéw
podporowych” jak dla przekroju statego.

8. 58. Punkty state.

Jezeli tylko jedno przesto jest obcigzone, to w nieobcig-
zonych przestach otrzymamy momenty podporowe, podstawia-
jac w réw. 2-21) m—1, 2, itd. i W'—91"==0, wiec

2(ML i+ @ +72h"2=0
jERMx+ 2(/22t + c313)M2+ y3IsMz—0,
Z pierwszego réwnania wynika

M2 - «(S+ftj?)*,, . drugiego

Mf~ —2—+ "2 — — t

i 3 T2 a zatem
 FBin4a2Y . + th nnoj
(¢2 y2]2 [ >}3|3 P D)

AN Podobnie wiec, jak dla przekroju statego, momenty pod-
¢Crowg "N £ jpi-zemian cloclIrPiTB-yi™wzrastajg ku przestu obcia-

Vv ?
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zonemu; podobnie tez w kazdem przesle znajdujg sie dwa
punkty state, dla ktérych, jak w 44) i 45),

. oy D=2 — . 223)
b= Y70

Dalsze obliczenie odbywa sie zupetnie, jak dla pi-zekroju
statego.

§ 59. Przyktad. \IE%;J1 .

Jako przyktad obliczmy momenty, wywotane cigzarem wiasnym, dla
tej samej "belki trzyprzestowej , ktdrg obliczyliSmy dla przekroju statego
w 8§ 26. A wiec niech bedzie 1000 m, Z=13'00m, <"=0 0625, ~=0 06745.
Na rysunkuJL .taljU Il. w”An”czyliSmy na podstawie poprzedniego oblicze-
nia przybn”segOj iirzekréj" belki. Wysokos¢ belki drewnianej otrzyma-
lismy h= 35cm, szeroko$¢ b= 28 cm, wysoko$¢ siodetka 28 cm. Obliczamy
teraz momenty bezwiadnosci J — ¢j bh3 w dwu miejscach to znaczy tam,
gdzie belka jest pojedynczg i tam gdzie ztozong.

JI= bh3= 28 X S53= 100036 cm\
J, = TVbh3= -Jj 28.633= 583443 cm3

Na rysunku 3 wykreslilismy na tej podstawie -y (linie kreskowane)

i wypisaliSmy 122222. Dla potowy belki obliczyliSmy teraz powierzchnig
prostokqtéw, odczytujgc dtugosci w mm, wysokos$¢ wedtug liczb na rysunku
(——J i otrzymaliSmy powierzchnie 140'l. Podzieliwszy te powierzchnie
przez dtugos¢ 165 mm, otrzymaliSmy 0-849 czyli wiasciwie 0-00000849 jako

Sredni odwrotny moment bezwtadnos$cig. Aby wyznaczy¢ J podzieliliSmy

5 Przez /Qi wykreslili na rysunku —J(Iinie petne).

Siodetko teoretycznie powinno siega¢ do tego punktu, gdzie moment
ujemny przybiera warto$¢ najwiekszego momentu dodatniego, ze wzgledu
na ktdéry zostat przekroj belki pojedynczej wyznaczony, a ta granica nie
przekracza w naszym przypadku 1 metra na lewo i prawo od podpory, ze
wzgledu jednak na przytwierdzenie dajemy siodetko 3m dtugie.

Jezeli B=Zi mierzy¢ bedziemy w mm, wiec B=100mmj to ;+'=857273,

a ze«70= 0-849, wiec A — , gdzie A'= jest powierzchnig S$rednich

odwrotnych momentéw bezwiadnosci dla przesta Igo, ./0 Srednim odwrotnym
momentem bezwtadnosci dla tegoz przesta a | rozpietosci w mm, wiec

1 *
| 1 « ’

Dla pierwszego przesta jest J‘= 192-312, J"=282207, wiec gdy J0=0 ,849.
c A~ |19, (] 89=PICI=g~0-849 _0-71S7-.,
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Y, = S.0-74325 - 0-4889 — 0-7187 = 1-02215.
Podobnie otrzymamy dla drugiego przesta A'— 102-16, i2= 130 mm,

102-
przeto A— -= 0-78585, J*— .7" = 620-953, JO dla przesta drugiego = 1.
2= fio= SKPLLEE i,
Y2= 0-6627.

W celu wyznaczenia 91' i 9" wykreslamy zwykte powierzchnie mo-
mentéw rys. (2). W pierwszem przesle otrzymamy dla %—
M= gl-—i 0-0625X 102= 0-781 tm w drugiem
M= = (-0-06745 X 132= 1-43613 tm.
Mnozac odnosne rzedne momentéw przez i/ otrzymalismy skurczonag

powierzchnie momentéow. Dalej otrzymamy moment statyczny tej powierz-
chni w pierwszem przesle ze wzgledu na oS AA' i BB'
Si= 26-62tm3zas§ A = 27-71tm3

uni. iM - < %"= _ 6X 62 = 1-5972tm

V= + = 1,6626tm-

Dla drugiego przesta otszymamy S, =Si= 78tm3 ze wzgledu na
podporowe osie BB' i CC‘, a wiec wedtug 220)

P"=9V = Jol =2-769 tm.
Teraz ustawimy roéwnanie momentéw podporowych. Poniewaz tu
z powodu symetryi Ml = il/2, wiec wystarczy jedno réwnanie, ktéro otrzy-
mamy z 221., wstawiajagc m= 1, a wiec
2 S, Z+ «3)M + T2Ilif*= h + |

a po wstawieniu wartosci
{2 (0-4889 X 10+ 0-8475 X 13) + 0-6627 X 13}iU, = 10 X 1-5974-f 13 X 2'769

illi = M2= —1-1589tm.
W 8. 26. otrzymalismy dla przekroju statego
Mi—  — —0-89317 tm.

Widzimy wiec, ze wptyw zmiennosci przekroju jest znaczny.

YIl. Obliczenie doktadne belki ciagtej kratowej o prze-
kroju zmiennym.
& 60. Dokladnos¢ rozmaitych sposobéw obliczenia.

Powyzej wytozony sposéb obliczenia belki ciggtej o prze-
kroju zmiennym jest bardzo zmudny, a pomimo tego dla belek
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-kratowych, o ktére tu czesto chodzi, niedoktadny. Obliczajac
bowiem belki ciggte kratowe, wedlug poprzedniego sposobu
uwzglednimy przy wyznaczeniu momentu bezwitadnosci tylko
przekroj pasow, krzyzulcow zas wcale nie uwzgledniamy. Biad,
jaki z tego powodu popetniamy w wyznaczeniu momentow
podporowych, jest bai-dzo znaczny, tak dalece, ze mniejszy
btad popetniamy, liczac wedtug sposobu dla przekroju statego,
niz uwzgledniajagc zmienno$¢ paséw, a nie uwzgledniajac krzy-
zulcoéw. Dlatego, liczac sposobem przyblizonym, bedziemy zaw-
sze przyjmowac przekréj staty, a liczac doktadnie, musimy
uwzgledni¢ takze i krzyzulce.

8. 61. Zasada dokiadnego obliczenia. Lula,.

Zasada obliczenia doktadnego belki ciggtej polega na
tem*), ze uwazamy belke jako w dwu punktach na skrajnych
podporach A i l) (rys. 74.) podparta 1lwyznaczamy ugiecie obcia-

zonej belki liczebnie Ilub

rys.74. wykreslnie. Otrzymujemy
JLililililM w ten sposob ugiecia na
A ' podporach yi) y2..
Po - N Teraz przypuszczamy,

| ze na podporze B dziata
do gory sita O —1 na
belke nieobcigzong (nawet
ciezarem wilasnym) i wy-
znaczamy ugiecia na podporach —<// i —<J[. Tak samo wy-
znaczamy ugiecie jesli sitaOA | dziata na drugiej podporze
i otrzymujemy —" ", —yz" i t. d. Dla belki ciggtej ugiecia
w punktach B, C.. muszg by¢ réwne zeru, wiec
L0,y j o\ 004v
j~~Q'yr—0"y?."—eee=0 >
Otrzymamy w ten sposéb («—I) réwnan, witasnie tyle,
co mamy niewiadomych. Z réwnan tych wyznaczymy teraz
Olt 02.. dla danego obcigzenia.
Poniewaz dla rozmaitych pretow belki najniekorzystniej-
sze obcigzenia sg rozmaite, wiec dla kazdego z nich musieli-
bySmy powtorzy¢é caty zmudny rachunek.

*) P- spos6b Fontyiolanta. Kochlin, Statique grajihigue str. 338.
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Dla wyznaczenia linij wptywowychtrzebaby przyjaé¢ P =1,
dziatajagce po kolei we wszystkich weztach dolnych i dla tych
przypadkéw wyznaczy¢ sity wewnetrzne. Droga to dos$¢ zmu-
dna, do wykreslenia linij wptywowych mozemy dojs¢ jeszcze
innym sposobem, ktéry ponizej podamy.

Przyktad. Belka ciggta ABC (t. Ill. r. 1.) .dwuprzestowa o rozpietosci
2 razy po 24»» jest obcigzona tylko w drugiem przesle BC, pierwsze prze-
sto AB nie jest wcale obcigzone. Niecliaj bedzie ciezar witasny jednej belki
0'9 ¥m, z czego wypada 06 t/m na pas dolny a 03 t/m na go6rny. Ciezar ru-
chomy niech bedzie &E>t/m. Wedtug tego obliczone ciezary wezlowe sg
oznaczone na rysunku.

Przekroje pojedynczych pretéw, ktore nalezy tymczasowo wyznaczy¢
wedle przyblizonej zwyktej teoryi, uwidoczniliSmy powyzej w tabliczce.
Przypuszczajac, ze belka jest tylko podparta na podporach skrajnych Ai C,
kreslimy wielobok sznurowy i plan sit (rys. 2. i 3.), obliczamy skro6cenia

. A przedtuzenia "wszystkich pretéw i wyznaczamy ugiecie belki sposobem
Williota*) (rys. 4). OtrzymaliSmy w ten spos6b ugiecie punktu B i/,=
= 168 mm.

Teraz przypus¢my, ze w B dziata sita P—40i do goéry. Dla tego
obcigzenia kre$limy plan sit (rys. 5.) i otrzymujemy sity, zestawione w ta-
bliczce w rubryce P'. Obliczywszy odpowiednie dl‘, wykre$lamy potowe
(z powodu symetryi) ugietej belki i otrzymujemy ugiecie punktu B 165 mm.

|
Zatem dla sity P=1 vyl , a wedtug 224)
168—0,-263= 0, stad O,= 40 Iéoz 40-7 i.
W rysunku 2. otrzymaliSmy Q0= 3I-7, 02=5S'18, od tego odja¢ na-
lezy 4(6_7:2035, wiec
@=11-35i, 0,=40°7i, 02= 37'83i.

Na tej podstawie wykreslilismy plan sit (rys. 7.), z ktdrego otrzymu-
jemy doktadne sity wewnetrzne dla danego obcigzenia (P" w tabliczce).

8. 62. Prawo pracy przygotowanej.

Jezeli na pret jaki$ belki kratowej dziatajg rowne i wprost
przeciwne sity S (rys. 75.), to praca ich, t.j. iloczyn sit przez
I drogi w kierunku sit, jest w czasie jakiegokolwiek ruchu preta
—0. Ruch ten mozemy bowiem roztozy¢ na postepowy, pod-
czas ktorego prace obu sil S sg réwne i wprost przeciwne
i znoszg sie, i na obrotowy okoto dowolnego punktu preta E,

*) patrz Podr. teoryi mostow tom . 2 wydanie str. 216.



podczas ktorego praca jest rowna zeru, bo kierunki sit prze-
ehodzg przez punkt obrotu.

rys.75 Jezeli dtugos¢ preta wzrosnie z jakich-
kolwiek przyczyn (a wiec niekoniecznie
wskutek sit S) o As, to praca sit S da sie
wyrazi¢ rOwnaniem

fA
L=iS\ dAs- -SAs.
Jo

Poniewaz odnosi sie ona do jakichkol-
wiek, byle nadzwyczaj matych mozliwych
przesunie¢, wiec nazywa sie ona pracag Ol
mozliwg, przygotowana fn. virtuelle o>
Arbeit). Dla catej belki kratowej bedzie

A=2SdS i 225)
Sity wewnetrzne , dzialajgce w pretach belki, mozemy
jzastgpi¢ kazda, dwiema sitami dziatajagcemi w kierunku

preta, zaczepiajacemi w weztach. Poniewaz majg one zatem
kierunek wprost przeciwny, wiec praca ich jest —2Sds. Przy-
pusémy, ze na belke te dziatajg sity zewnetrzne P, ktére sg
w rownowadze miedzy sobg i z sitami wewnetrznemi, a rzuty
przesunie¢ sie odno$nych punktéw zaczepienia na kierunki
tych sit, nazwiemy dp, to w kazdym wezZle dla rownowagi
suma skfadowych pionowych i poziomych.wszystkich sit iest
rbwna zeru, a natg(ngqigvtnqm;m%%dy momentow przygotowa-
nych*) i praca ich jest rowna zeru. Zatem praca mozliwa
wszystkich sit zewnetrznych i wewnetrznych musi by¢ réwna
zera. "Wiec SPAP—25dS=0 ooveeeeeeeeeeeee e 226)

Prawo powyzsze zwane prawem pracy przygoto-
wanej**) lub mozliwych przesunie¢ (n. Frincip der
virtuellen Arbeit, der virtuellen Verchiebungm) mozna w ten spo-
sOb wyrazi¢ : W stanie rOwnowagi sit zewnetrznych
Sffewnetrznych p_ra.o.a,,p_yzygotpw *na sit zewnetrz-
nych réwna sie pracy odksztatcenia belki krato-
wej (n. Formanderunfisarbrity . . . A

*) p. Franke. Mechanika teoretyczna str. 163.
**) Mohr. Beitrag zur Theorie des Fachwerkes Z. d. Ar. u. J. V. zu
Hann. 1874. 1875.
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& 63. Prawo_Maxwella. o

Przypus¢my, ze wskutek jakichkolwiek sit zewnetrznych

zmienitysie diugosci spretow belki kratowej (rys. 76.)
0 As, przyczem wezet Ai zrobiti -
; A Tys/?6" i droge 01=A1B1 a wezet A2 droge

A j ["mX a’=A"B"

\ I z Na mocy prawa pracy przygo-

A\~ \[_ towanej mozemy wyznaczyé i,

mif- f ktére powstajg wskutek J13

A / zwawszy S, sity wewnetrzne, wy-

J wotane sitg =1, dzialajagcg w A"

w kierunku AiBi. Mianowicie mamy wtedy 1.J, "JESMAs.
Podobnie wyznaczymy €, nazwawszy S2 sity wewnetrzne,
wywotane sitg =1, dziatajgcg w A2 w kierunku A2B2. Otrzy-
mamy Avtedy 1.6,=2S,,As.
Dla pewnego obcigzenia jest
5 Ss*
2 l) ...................... 22i)
jezeli S oznacza site wewnetrzng, odpowiadajgcg danemu obcig-
zeniu a A przekrdj preta. A zatem otrzymamy

N
c51 ...... 544 P eA 228)
Zatozmy, ze S=S2, to & L eereeree e 229)
agdy |[=A, 0 230)

ubL»-
a poniewaz wtedy < =&,, zatem mozemy wypowiedzie¢ na-
stepne twierdzenie:

Sita rowna jednoS$ci, zaczepiafgcaw Ai,adzia-
tajaca w kierunku AjBj. przesuwa punkt A2 w kie-
runku A2B2o dtugosé, ktora jest tak wielka, jale
Wugosc AtBj, Oyktdra przes uwa sie gdy w A2
dziata sita =1 w kierunku AZB2.

Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem Maxwell a.**

z /z

7 {lwu, )
*) p. Podrecznik statyki budowli "2"wyd" str"SST

@4 x4 (Y et &MHdj
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8. 64. Linia wptywowa ugiecia.

Aby wynalez¢ linie wptywowga ugiecia punktu C (rys. 77.)
postgpimy wedtug Millera Breslau a w nastepny sposob:
Zaczepmy w G
site piohowgP =1
i wyznaczmy w
znany sposéb li-
A czebny lub wykre-
Slity wielobok u-
giecia pasu, na kto-
rym lezy pomost
(n. p. pasu goérne-
go), to rzedna yd
oznacza ugiecie
punktu D, gdy w
G dziata sita —L
Uwzgledniamy tu
jednak tylko ugiecia pionowe. Na mocy prawa Maxwell a
bedzie jednak oznacza¢ takze ugiecie punktu G, jezeli
w punkcie 1) dziata sita —1. To sarno mozemy powiedzie¢
0o kazdym innym punkcie pasu ADB, a zatem linia A'DB*
jest linig wptywowag ugiecia punktu C.
Jezeli wiec sity Pu & i A.dziatajg na belke, to ugiecie
w punkcie C bedzie yc=P,yi+ P22+ P3y3.

8 65. Linia wplywowa oddziatywania belki dwuprzestowej.

Jesli mamy wyznaczy¢ oddziatywanie 0: belki ciggtej

dwuprzestowej na srodkowej podporze B (rys. 78.), przypu-

rys 78 szczamy, ze belka

jestpodparta tylko

f w AiC, awaB

9 iQQ . dziata na dét sita

pionowa ==| i kre-

$limy dla niej wie-

lobok ugiecia pasu

dolnego A‘B‘C‘. Na mocy poprzedniego paragrafu jest A‘B‘C'
zarazem linia wptywowa ugiecia punktu B.
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Przypusémy .teraz, ze na belke ciggta ABC dziata w D
sita P, to w Ti powstanie oddziatywanie nieznane nam jeszcze
Q. Z linii wptywowej otrzymamy ugiecie punktu B, ktére dla

Ifys,79_ belki ciggtej jest
rowne zeru, wiec

NS ILIVWWWNA - oo, s s

tem
: 1
——WH— O Py . 231)

Poniewaz c jest
iloscig statg, wiec
widzimy, ze linia
A‘B‘C' jest zara-
zem linia wptywo-
wg oddziatywania

Q\i a ~~ jest mno-

znikiem dla tej
linii.
W podobny spo-
s6b przypuszcza-
jac, ze belka podparta jest w B i C a obcigzona®sit*=jL w.A,
otrzymamy (rys. 79 ) linie wplywowg A"B“C" clla oddziaty-

wania O0; przyczem Q0*=—Py.

§ 66. Linie wplywowe sit poprzecznych i momentéw.

Wyznaczmy teraz linie wptywowe sity poprzecznej w prze-
dziale FG (rys. 79«).

Jezeli u <”x Q=00—P,

v u>x+a Q-joo.

Jesli wiec zrobimy A"F"HA'B", to réznica rzednych linij
A“F" i A"F*wyznacza Q. Dla M>®+a jest linia wptywowa
dla O0 zarazem linig wpltywowg dla Q. W przedziale FG jest
linia wptywowa prosta, wiec F"G".
<P Dla momentu statycznego jest znowu, J§P))
jesli m> x{, M =0 rxv,

, U< .xi. M = Q,xi —P(Xt
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Niech bedzie M‘= —, to dla M'=00,
Xi
a , u<™ M—oo—p"
v mxt
A wiec dla u xt linia wptywowa dla Q0 jest zarazem

linig wptywowa dla M*. a wiec i dla ii z mnoznikiem dla
dtugosci AG mamy od rzednej linii Q0 odciggnat o
Dla u—0 jest yx==P, dla u=xl jesty”~O, a wiec powierzchnia
kreskowana jest powierzchnig wpltywowg momentow.

Widzimy wiec, ze do wykreSlenia linij wplywowych sit
poprzecznych i momentow potrzebujemy jednego tylko wy-
kresu ugietej belki i kilku linij prostych.

W jaki sposéb na podstawie linij wptywowych wyzna-
czamy najwieksze sity poprzeczne i momenty i najwieksze
sity wewnetrzne, wiemy z tomu pierwszego.

Yiu. » UW pod por.
8 67. Ogodlne uwagi.

Dot3chczas przypuszczalisSmy, badajac belke analitycznie,t
ze podpory znajdowaly sie w jednej linii, a wasciwie, ze belka
jest tak podparta w kilku punktach, ze przez to podpar-
cie nie powstajg zadne momenty, gdy ciezaru witasnego nie
uwzglednimy. Badajac belke ciggta sposobem wykreslnym, przy-
puszczaliSmy juz jednak takze nierowno wysokie podpory, to
samo musimy teraz zrobi¢ przy uzyciu sposobu liczebnego
zwtlaszcza, ze podpory czasami umysinie umieszczamy w nie- '
rownej wysokosci, czasem za$ wskutek osiadania sie filarow
niektdrych nierowno$¢ ta powstaje pomimo naszej woli.

Pokrdotce wspomnimy tez w tym rozdziele o wptywie na

momenty tozysk szerokich albo podwojnych i przytwierdzenia
belki stale do filaru.

8 68. Momenty podporowe przy nierbwno wysokich podporach.
Niechaj odstepy pionowe podp6r od poziomej, przecho-

dzacej przez pierwszg podpore beda sl; s2..s,, przyczem ozna-
czamy je jako dodatnie dla podpor nizej lezacych, to jesli
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przypuscimy, ze belka nie jest wcale obcigzona, wiec H==5ft"= .
=0, otrzymamy dla m-tej podpory belki ciggtej, analogicznie
jak 8 5., na podstawie row. 11)

W/ zx ionr\i” H “1

EieL i“r . f

-
A stad t. bl

™ Mni-lim + 2Mn{Im+ Im--H)+ Mm+lm+| —=
m-1 SmH sni\ 232)

\ ljii 14-1 /

"Wstawiajgc w tom réwnaniu za m wartosci od I do n—1,
otrzymamy n—1 réwnan momentéw podporowych, z ktoérych
mozemy wyznaczy¢ n—1 niewiadomych momentéw podporo-
wycla, wywotanych nieréwng wysokoscig podpor.

Do tych momentéw dodaé nalezy momenty, wywotane
obcigzeniem, ktore wyznaczyliSmy w poprzednich rozdziatach.
Widzimy stad, ze najniekorzystniejsze obcigzenie i linie wpty- m
wowe sit poprzecznych i momentéw dla obcigzenia sg nieza-1
wiste od wysokosci podpor, ktorych wplyw zupetnie osobno
Obliczamy. ’ pndW-0

8 69. Wplyw zmiany wysokosci jednej podpory.

Jezeli jedna podpora sie znizy o s (rys. 80.), to na tej
podporze linia ugiecia jest ku dotowi wypuklg, a zatem po-
wstaje tu moment dodatni. Przez podwyzszenie podpory S$red-
niej powstaje przeciwnie moment ujemny.

rys.80.

Poniewaz obcigzenie belki sprawia na $rednich podporach
moment ujemny, zatem przez “podwyzszenie podpory moment
ten sie powieksza, przez znizenie zmniejsza, na sasiednich pod-
porach przez podwyzszenie podpory C moment ujemny sie
zmniejszaj przez znizenie powieksza.

Przez podwyzszenie podpory powstaje na prawo od niej
dodatnia, na lewo ujemna sita poprzeczna.
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Momenty na sasiednich podporach zmieniajg znak i stajg
sie coraz mniejsze, co moznaby udowodni¢ zupetnie w ten sam
spos6b, co dla obcigzenia jednego przesta w 8. 8.

Udowodnione w 8. 9. twierdzenia co do sit poprzecznych
i oddzialywan stosujg sie i tutaj.

rys. 81.

IB,

ireSInie mozemy wyznaczy¢ wptyw znizenia sie jednej
podpory B (rys. 81.) w sposob, wskazany przez W. Kittera.
Jezel i belka nie jest obcigzona, to boki $rednie wielobokuj
schodzg sie w jedng linie. Wedle 8 42. prosta AB przecinat
pi-zedtuzenie boku S$redniego w pionowej punktu statego J(J.
Prosta JKO jest bokiem $rednim, wiec BBi i CCj sg réwne
momentom podporowym. Zrébmy BOB\ =BBi i COC\= CC{
poprowadzmy AOB\, B[C\ i a otrzymamy linie momen-
tow w tym wypadku. fi/¢ifi,’&

8. 70. Najkorzystniejsza wysokos$¢ podpor.

Przez zmiane wysokosSci podpdr zmieniajg sie momenty.
Zachodzi wiec teraz pytanie? w jakiej wysokosci musza lezeé
podpory dla najmniejszej iloSci materyatu.

rvs.02.

.o Jezeli przekroj belki ciggtejjest- staty, to obliczamy go
wedtug najwiekszego momentu. Bezwzglednie najwieksze mo-
menty sg tu ujemne na podporach (rys. 82.). Jezeli $rodkowe
podpory znizymy, zmniejszamy najw (—M ), za to wzrasta

ajtv (+M). Najkorzystniej bytoby wiec znizy¢ o tyle pod-
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pory S$rednie, aby najw (—ikf) byto bez wzgledu na znak
réwne najw (~-M).

% Jezeli przekrdj belki ciggtej jest zmienny, wtedy o ilo-
§ci materyatu rozstrzyga powierzclinia momentéw i sit poprze-
cznych. Tu musimy w kazdym wypadku szuka¢, kiedy te po-
wierzchnie beda najmniejsze. Wiele nie mozemy jednak zao-
szczedzi¢ na materyale przez zmiane wysokosci podp6r, bo
jesli w jednem miejscu momenty lub sity .poprzeczne maleja,
to w drugiem wzrastajg tak, zc wysoko$¢ podpdr prawie nie
wpitywa na ilo$¢ materyatu.

8. 71. Belka dwu- i trzyprzestowa.

Jezeli Srednia podpora belki dw uprzestowej znizy sie
0 s, to z row. 232) otrzymamy

28K + M)~ Gel (J~+y j>zai;em

Bozumie sie, ze dla podwyzszenia podpory S$redniej o s
otrzymamy réwnie wielki moment ujemny.
Poniewaz 311= Q0J, wiec

CO= NPT, m + 235)
Oi= -00+02)=- 2 r2(1i+12) ... .. 236)

Dla U=U=1
O .fg?, 0,=-|LS i, 237.

~j JeSli obie Srednie podpory belki trzyprzestowej znizg sie
0 s, a rozpietosci jej sg li=&I=*I3, 12—I, to otrzymamy Mt=
=M2, do okreSlenia ktérego wystarcza jedno réwnanie wedtug

232) 2MX3 -j-)+ M>l—bely-, a zatem
i

°0=-0 ili+ " o 239)
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rl> Réwn. 234) i 238) mozemy og6lnie -wyrazic Mw=a."

gdzie a oznacza pewien spéiczynnik. Moment $redni, -wywo-
tany obcigzeniem, da sie przedstawi¢ w ksztatcie b.ql2 sita

wewnetrza w pasie bfillz przekrdj pasu b$2 a moment bez-
wladnoscl T AhZ_ Mzatém M—w—abq-li}g -=c . Pbsflo,ls le-
4 4t 4 4€ j

zeli przyjmiemy h=-In, przyczem c¢ i n oznaczajg, pewne ilo-
Sci state.

Jezeli najwiekszy moment, wywotany obcigzeniem, na-

zwiemy Mc=biql2 to
3, CIS S .
MebIQI2 A 1 e, 240)

Zatem stosunek momentu podporowego, wywotanego
_zmiana wysokosci podp6r do momentu, wywotanego obcigze-
niem, jest wprost proporcy onalny do réznicy wyso-
"kosci s a odwrotnie do rozpietosci.

"Winkler oblicza, ze je$li s wyrazimy w mm, a | w m,
to dla belki dwuprzestowej ¢, =025, dla belki trzyprzestowej
Ci=011, a wiec jesli s=10»im bedzie

dla 1=10 30 50 100 150 m

. .M
dla belki dwuprzestowej *=025 0-08 0-05 0025 0016

n . trzyprzestowej [\]jﬁlLe_zo‘ll 0-04 002 0-011 o0007.

Wpltyw matej zmiany wzglednej wysokosci podpér jest |
wiec dla belki ciggtej bardzo znaczny przy matych rozpieto-1
Sciach, maty przy wielkich.

§. 72. Podwdjne tozysko.

Dawniej uzywano czesto dla belek ciggtych na jednej |

podporze dwu tozysk tak, ze wiasciwie powstawaty oproczj

rys 83. wielkich przeset, takze

przesta mate miedzy dwo-

ma tozyskami jednej pod-

md tapiu-" pory. Chociaz teraz nie

uzywamy juz nigdy dwu tozysk na jednej podporze, to takze
szerokie jedno tozysko dziata podobnie, jak dwa tozyska.

A

Podr. Teor. mostéw I1. ®
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Moga przytem zajs¢ dwa wypadki. Jezeli oddziatywanie
w G (rys. 83.) wypada ujemne, a belka nie jest zakotwiona,
to belka w tern miejscu
sie podnosi i przy obli-
czeniu przyjac nalezy, ze
belka w C nie jest pod-
partg. Jezeli oddziatywania w B i G sg dodatnie (rys. 84.), to
wtedy diugos¢ BG stanowi rzeczywiste pizesto, ktére przy
obliczeniu nalezy uwzglednic.

rys. 8 K

Z powodu, ze obecnie unikamy tak podwdjnych, jak i sze-
rokich tozysk, nie bedziemy wchodzi¢ w szczegbty obliczenia
takich belek, ktére zresztg matoco sie rézni od obliczenia be-
lek o pojedynczych tozyskach, trzeba tylko dodatkowo badac,
czy oddziatywania sg ujemne, czy dodatnie.

§ 73. Wplyw przytwierdzenia belek do filaréw.
Jezeli belki sg stale potgczone z filarami, to filary musza
wzigé udziat w ugieciu belek (rys. 85.), a wiec pewna cze$¢

rys.85.

momentu podporowego AM zostaje zuzytg na ugiecie filaru.
Jezeli moment przy podporze po lewej 'stronie oznaczymy
;jedng, a po prawej dwiema kreskami, to

M2'-M 2" "AM 2 itd.

Nazwijmy katy nachylenia stycznej linii ugiecia na pod-
jporach «o, r1; t2..t4, to na podstawie row. 11) otrzymamy

4W..u ¢ i ikm.



Gsfrt = + 12(2Ms
Boiez= -2 2(M1-. 2M2°_ 9i2") 241)
Gelti—+ B2M2" + jelg-9i3')

Z rysunku widzimy, ze %=%, a ze el2=AM2r, jezeli J2
oznacza moment bezwitadnosci filaru, a mozemy przyjaé;
h‘=0-?jh, to m :-47))

. : 242
ey )

(eI, A

Z poréwnania row. 241) i 242) otrzymamy

podobnie " =

Mt'-M g —Di")
21-7~ (il - I = + 2(2M,"+ M2 m3h)
2-1Y haM2: -i1i2Y= -/ Zilf, "' +2Jf2 248)

2-1jh(Mz'-M ")=+132M2"+ if3'-3 o

Otrzymujemy w ten sposob 2 (m—1) rownany; Eiore nam
stuzg do wyznaczenia 2(n—1) niewiadomych.

Poniewaz réwnania 243) majg ten sam ksztatt, co rowna-
nia momentéw podporowych 21), wiec tez i wszystkie twier-
dzenia co do najniekorzystniejszego obcigzenia, co do stosun-
kéw momentéw podporowych przeset riieobcigzonych, co -do
zmiany znaku sit poprzecznych j oddziatywan sg i tu wazne.

rys.86.

Odstepy punktéw statych obliczyé mozna ze stosunku dwoch
momentéw podporowych.
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Momenty po obu stronach, kazdej podpory majg, ten sam
znak (rys. 86.).

B. Belki kratowe statycznie niewyznaczalne
| natezenia drugorzedne.

IX. JBelki kratowe statycznie niewyznaczalne.
8 74. Prety nadliczbowe.

Belki kratowe moga by¢, jak wiadomo*), albo statycznie
wyznaczalne albo statycznie niewyznaczalne albo tez chwiejne.
Belek kratowych prostych ostatniego rodzaju nie powinnismy
w praktyce uzywac, o statycznie wyznaczalnych juzeSmy moé-
wili, teraz moéwi¢ mamy o belkach kratowych statycznie nie-
wyznaczalnych.

Jezeli ilos¢ weztow nazwiemy m, ilo$¢ pretéw n, to otrzy-
mamy belke kratowg statycznie niewyznaczalng, jesli 2w—3 0,
Chcac z takiej belki kratowej utworzy¢ belke statycznie wy-
znaczalnag, musimy w—2m-{-3 pretow opusci¢, a zatem te k=n+
—2w+3 prety nazywamy nadliczbowymi (n. Uberzahlig),
inne prety nazywamy -potrzebnymi (n. nothwendig).

Opusciwszy prety nadliczbowe, mozemy dla danego obcia-
zenia wyznaczy¢ w pozostatych pretach sity wewnetrzne ©,,
©2, ..., poczem w miejsce pretow nadliczbowych przycze-
piamy po kolei za kazdy pret dwie sity rowne jednos$ci i wprost
przeciwne, dziatajgce w kierunku tego preta.. Nazwijmy sity
wewnetrzne, wywotane sitami =1 zamiast pierwszego preta
nadliczbowego, u2, u3d‘.. zamiast drugiego preta ",
m"... , zamiast trzeciego ul'J, u2, ux“‘..., narescie nazwijmy
Su S2, S ..., rzeczywiste sity wewnetrzne pretéw potrzebnych
belki statycznie niewyznaczalnej, a S* S", S*“ pretow nadli-
czbowych, to

a A +«,'S'+ “S"+ o]
O FCREHM2UST + RS L 244)
s,-S, +u,'S'+uS'S"+u,,, S“+..\

*) por. Podrecznik statyki budowli Il. wyd. str. 824.
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§. 75. Obliczenie sit wewnetrznych pretow nadliczbowych.

Z powyzszych réwnan widzimy, ze moglibySmy tatwo
obliczy¢ Si, S2.., gdybySmy znali sity wewnetrzne pretéw nad-
liczbowych S\ S", S\ Sily te wyznaczymy na podstawie od-
ksztatcen. Nazwijmy odksztalcenia pretow potrzebnych dsl, ds2,
ds3... a pretow nadliczbowych ds', ds", ds', to na mocy prawa
pracy (8L62.1, mozemy napisac

iSPAp—2Sds=0.cccccvvirrrrcirerenen, 245)
a wstawiwszy warto$¢ za S
2Pdp—2&ds—S,ds2u'—S"ds2u"—...=0 . . . . 246)

Roéwnanie to jest wazne ogoélnie dla jakichkolwiek sit
w réwnowadze zostajgcych i dla jakichkolwiek przesunieé mo-
zliwych wskutek zmiany dtugosci pretdw. Zatdzmy, ze wszyst-
kie P sg rowne zeru, S'=1, S"=S*“=0, to
JEdsu‘=0. czyli
Jdst +«2 +u/dst+ ...ds'—0>
Podobnie mozemy napisac
nx"dsx‘+ %" N2 + w, “dsx+ ...ds“=0
M"YZ§ + u2“ds% u3“dsz4-.. ds“*—O
Jezeli cieptota pretéw potrzebnych jest t0, to dla tej cie-
ptoty sg diugosci pretéw, a zatem i potozenie wszystkich we-
ztbw oznaczone. JeSli przy tej cieptocie wstawimy prety nad-
liczbowe tak, ze przez to nie nastgpi zmiana ksztattu belki,
to przy kazdej innej cieptocie odstepy weztéw sg inne i wsta-
wienie pretow nadliczbowych wywotuje natezenia.
Dla innej cieptoty z i dla obcigzenia innego zmieniaja
sie sity wewnetrzne, a zatem i diugoSci pretéw, przyczem
mozemy napisa¢ ogoélnie

ds=a(i—%)s-i-

X réwnan 247)

I 248)

jezeli a oznacza spotczynnik rozszerzalnosci, s diugosc¢ preta,
a A przekrdj.

Nazwijmy Q=£%l .............................................................. 249)
U=a{v—r0eA . 250)
to ds=e(U+S) . . ., 251)

Widzimy zatem, ze wplyw zmiany cieptoty mozemy
uwzgledni¢ jako zmiane sity wewnetrznej i ze podwyzszenie
ecieptoty o (t—t0) odpowiada ciggnieniu a(r—t,))£.



— 118 -

Przyja¢ mozemy dla zelaza a=0000012, £=2000000%/««2
dla stali «=0-000011, £=2150000 kgjan~, wiec w przyblizeniu
dla obydwdéch ea=24:Jcglecm 2

- Réwnanie 247) mozemy wiec teraz napisac:
Uj + $1)"I'"MR(2("2,+ A )+eeet+ Q(U'+ S)~0
ui + i5i)+ M2" 2)+ w+ <(U“+ S")=0 K roanen 252}
«i> 1 (& + «i)+ «2"?21("3+ &)-+ w+ S"(ZA"-+ S™)=0

Jezeli mamy dane przekroje pretow, wzglednie jesli je

po obliczeniu belki w spos6b przyblizony przyjmiemy, jesli
znang nam jest cieptota 0,

rvS'87's/w im ," Przy ktérej belke zestawiono

J1) . i cieptota w danej chwili

to mozemy obliczy¢ dla kaz-

dego preta e i U Sity S sa

funkcyami sit znanych nam

©, u i nieznanych S1 <) S*.

Widzimy wieCj ze w réwm

2M ED

o V2 B
-MJF

252) mamy tylko k niewiadomych S1 S", St‘.., dla ktérych wy-
znaczenia mamy k réwnan. W ten sposdb wyznaczymy sity
zewnetrzne pretéw nadliczbowych.
Jesli cieptota sie nie zmienita, czyli t=10, to ¢7=0, wiec
row. 252) nieco sie upraszczajg i mozemy napisac
«1l'iPiS N £38x+u”§t8t+ 8'=0 \
M"?1  + M"PRS2+ «3"(>8S2+ eee-l-e"s"=0 } ¢ o 253).
M1 + M2<ni 22T ttis|“ 9.3"3 + - 0J
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Jezeli w row. 252) i 253) wszystkie ilosci e pomnozymy
pi-zez dowolng stalg liczbe, to przez to wartosci SS", S
sie nie zmieniajg. Widzimy wiec, Ze aby otrzymaé ew ra-
chunku liczby wygodniejsze , mozemy wszystkie ¢ przez sto-
sowng liczbe statg pomnozy¢, cg zupetnie na wynik rachunku
nie wplywa.

Przyktad. Belka rownolegta o kracie réwnoramienne.] podwdjnej (rys.
87.) obcigzona jest w punkcie 1 ciezarem 10i. Belka ta jest statycznie nie-
wyzna.czalng, bo m = 10, « = 18, wiec

fc==«+ 3 —2»t= 18+ 3- 20= 1,
ft zatem jestto belka statycznie niewyznaczalna pierwszego rzedu, Kktéra
ma jeden pret nadliczbowy. Niech zastrzat bedzie pretem nadliczbowym.

Na rys. 87 a) z lewej strony wypisaliSmy diugosci pretéw, z prawej
przekroje w cmV Wyznaczmy za pomocg planu sit sity € dla danego obcia-
zenja (rys. 876).

© u 5 A 1000000

Nazwa P
u «2P S
preta cm P We©
t t m cm2 kg t
A 0 - 75 -0-50 3-0 40 3-76 - 187B+ 14-06 0937 - 7-64
0 | -12-5 -0-87 60 30 8-33 - 7-247 + 90-69 6-305 -12-75
I 1l -12-5 +0-87 5-0 70 3-B7 + 3-106 — 38-82 2-702 -12-25
I 1 - 42 -0-87 6-0 70 3B7 - 3-106 + 13-06 2-702 - 44B
I v - 42 +0-87 50 30 8-33 + 7-247 - 30-44 6-305 - 3-96
A 1 0 -0-87 BO 30 8-33 - 7-247 0 6-305 — 0-26
1 2 + 85 4-087 BO 70 3-57 + 3-106 + 26-40 2-702 + 8-76
2 3 -85 -0-87 60 70 367 — 3-106- 26-40 2-702 + 8-26
3 B o +087 BO 30 8-33 + 7-247 0 6-305 f 0-25
0 1 +14-9 +1-00 6-831 30 9-72 + 9-72 +14483 9-72 +16-19
| 2 0 -1-00 6-831 IB 19-44 —19-44 0 19-44 — 0-29
Il 3 —4-8+100 B-831 IB 19-44 +19-44 — 93-31 19-44 — 4-51
111 B 0 -1-00 B-831 30 972 - 972 0 9-72 — 0-29
1 Il + 4-8 -1-00 B-831 IB 1944 —19-44 - 93-31 19-44 + 4-51
2 11l "0 +100 B-831 IB- 19-44 +19-44 0 19-44 + 0-29
3 IV -i- 48 -1-00 B831 30 972 — 9-72 — 46-66 9-72 + 4-51
Iv. B — 25 +0-50 3-0 40 3-76 + 1-87B- 4-44 0-937 — 2-36
A — — B8 30 9-72 — — —  + 029

— 44-56 144-822

Przypusémy teraz, ze zamiast Al dziatajg na belke 2 sity =1 w A i |
wprost przeciwne. Sity, powstajagce wtedy we wszystkich pretach potrzeb-
nych, znajdziemy réwniez zapomocg planu sit (87 e). Sa to sity u, ktérych
wielko$¢ i znak , jakotez i wielko$¢ sit © zestawiliSmy w tabliczce, W ta-
bliczce tej zestawiliSmy tez diugos$ci pretow s, przekroje A i obliczyliSmy
100000 p.

Poniewaz tu jest jeden pret nadliczbowy. czyli k=1, wiec
otrzymamy z row. 244)
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St=0j +MjS', S2=©i+M25", (/P.. . . . 24407
Zatem réw. 258) przedstawi sie w nastepnym Kksztatcie
«l b (®L+ M<?)+ M2(@2+ NRE') + ==+ (>'£'= 0,

czyli 2 ug<5+(2ug+ q)S'=0,
zatem S»*V
Wstawiwszy wartosci, otrzymamy
_ PAGP,
s‘— Sra+ M T 0“ " 9dy te

to$¢ za S' wstawimy w 254), otrzymamy Si, S2 it. d., ktoreto
wartosci uwidoczniliSmy w ostatnim rzedzie tabliczki.

' Z poroéwnania rubryk © i S widzimy, o ile sie rdéznig
wyniki doktadne od przyblizonych. Ze znakéw sit u widzimy

Tys. 88.

sitarvTi

b

9%«
sita rp jI? ,
cj

-io\Gtsj)»urC .1 sdlj}ust

tez, 2 gdyby sita 10t dziatata w 3, otrzymalibySmy u, a za-
tem i uS‘ réwne, lecz ze znakiem przeciwnym. Jezeliby wiec



dziataty symetrycznie dwie réwne sity w 1 i 3, to u i uS'IBy-
tyby réwne zeru, a wiec dla obcigzenia jednostajnego zupet-
nego wyniki doktadnego obliczenia belki réwnolegtej o kracie
dwukrotnej nie réznig sie wcale od Ayynikdw obliczenia przy-
blizonego , przy ktérem przypusciliSmy, ze cala sita przenosi
sie na jeden uktad 011131V. A ze pasy obliczamy dla obcig-
zenia catkowitego, wiec obliczenie przyblizone bedzie dla pa-
séw zupetnie, dla krzyzulcow w praktyce dostatecznie dp-j
ktadnem.

§. 76. Belka réwnolegta o kracie ztozonej.

Jakolprzyktad wyznaczenia sit wewnetrznych w belce
statycznie niewyznaczalnej wyzszego rzedu wyznaczamy Sity
wewnetrzne dla tej san®' belki, w ktdrej jednak urzadzimy
jeszcze stupy (rys. 88a) r h

Teraz belka bedzie miata 4 prety nadliczbowe: Al, i stupy
I, 211, 31II.

© u u u" u“* S A 1010111)
Nazwa
preta cm <8
t t t t t m cm2 kg

A 0 - 75 -0-50 O 0 0 3-0 40 3-75 4- 14-06
0 | —125 —087 0 0 0 5-0 30 8-83 4- 90-59
1 I -125 +087 +1-61 0 0 50 70 3-57 — 38-82
I I - 42 -0-87 —1-61 4-1-61 0 50 70 8-57 4- 13-05
11 IV - 4-2 +0-87 +1-61 -1-61 4-1-61 5-0 30 8-33 — 30-44
A 1 0 —087 0 0 0 5-0 30 8-33 0

1 2 + 85 4-087 +1-61 0 0 5-0 70 3-57 4- 26-40
2 3 + 85 -0-87 —161 +1-61 O 5-0 70 357 - 26-40
3 B 4-0 +0-87 4-1-61 -1-61 4-1-61 5-0 30 8-33 0

0 1 +14-9 +1-00 O 0 0 5-831 80 9-72 4-144-83
| 2 0 -1-00 -1-90 O 0 5-831 15 19-44 0
| 3 - 4-8 -j-1-00 +1-90 -1-90 O 5-831 15 19-44 — 93-31
11 B 0 -1-00 -1-90 4-1-90 -1-90 5831 30 9-72 0

1 I A-48 -100 -1-90 O 0 5-831 15 19-44 - 93-31
2 11 0 +1-00 4-1-90 -1-90 O 5-831 15 19-44 0

8 IV + 48 -1-00 —1'90 4-1-90 -1-90 5-831 30 9-72 — 4666
IV B - 25 4-0-50 -1-00 4-1-00 -1-00 3-0 40 375 - 4-44
A | - — — - 5-831 30 9-72 -

1 | 3-0 15 10-00 -
2 30 15 1000 -

3 . 11 3-0 15 1000

- 4455



Nazwa
preta
A 0
0 |
1 1]
11 11
11 v
A |
1 2
2. 3
3 B
0 1
| 2
11 3
111 B
1 11
2 111
3 v
v B
A |
1 |
2 |
3 11
Nazwa
preta
A 0
0 |
1 |
11 11
I 1w
A 1
1 2
2 3
3 B
0 1
| 2
1| 3
111 B
1 11
2 111
3 v
IV B
A |
1 |
2 11
3 111
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U~p uu'p uu"p u'p Upﬁ wy
0-937 (0] 0 0 0 0 0
6 305 0] 0 0 0 0 0
2-702 -i- 5-001 0 0 + 575- 7188, 9-26
.2-702 + 5-001 5-001 0 5-75+ 24-15 9-26
6305 1+11-668  11-668 T11-668 +13-49 - 49-00  21-71
6-305 0, 0 0 0 0 0
2-702 + 5-001 0 0 + 575+ 4888 9-26
2-702 + 5-001 5-001 0 5-75 - 48-88 9-26
6-306 T11-668 11-618 +11-668 +13-49 0 21-71
9-72 0 0 0 0 0 0
19-44 +36-936 0 0 -36-94 0 70-19
19-44 +36-936 36-936 0  +36-94 -177-31 7019
9-72 + 18-468  18-468 +18-468 -18-47 0 35-10
19-44 +36-936 0 0 -36-94 - 177-31  70-19
19-44 +36-936 36-936 0  +36-94 70-19
9-72 +18-468  18-468 +18-468 -18-47 - 88-65  35-10
0-937 - 1875+ 1-875 1-875- 375+ 9-38 3-75
,—a
144-82  226-15 -142-27 +58-39 -530-62 +435-17
u‘u"p il'u“p unp u'uMp u"pld u"p& mM"P g
0 0 0 0 0 0 0 - 466
0 0 0 0 0 0 0 - 755
0 0 0 0 0 0 0 -10-97
- 92 0 9-26 0 - 24-15 0 0 - 6-08
- 2171 21-71 2171 — 21-71 + 49-00 - 4900 21-71 - 254
0 0 0 0 0 0 0 + 495
0 0 0 0 0 0 0 +10-03
- 99 0 9-26 0 '+ 48-88 0 0 + 662
- 2171 21-71 21-71 — 21-71 0 0 21-71+ 1-40
0 0 0 0 0 0 0 + 921
0 0 0 0 0 0 0 - 19
- 7019 0  70-19 0 +177-31 0 0 — 242
- 3510 35-10 35-10 - 35-10 0 0 35-10 — 1-61
0 0 0 0 0 0 0 + 2841
-7019 0 70-19 0 0 0 0 + 238
— 35-10 35-10 35-10- 3510 + 88-65- 88-65 35-10+ 3-19
- 375 375 375- 375- 938+ 938 375- 7-30
— - - — - — — - 569
_ _ _ — — . + 4-03
0'22
B — B — — — — - 030

-276-27 117-37 276-27 —117-37 +330-31 -128-27 117-37
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Sity © i u zostaja, te same, co w poprzednim paragrafie.

Rys. 886 przedstawia plan sit, jezeli zamiast |1 dziatajg w 1
i 1 sity réwne jednosci i wprost przeciwne, rys. 88c, jesli w Il
i 2 dziatajg sity réwne jednos$ci, a 88cl, jesli w Il i 3 dzia-

tajg sity rowne jednosci. Sity wewnetrzne w pierwszym wy-
padku nazwijmy ul w drugim u", w trzecim u*“‘. Wyniki ze-
stawiliSmy w tabliczce.
Wedtug row. 244) mamy
"#1=©! +ulS,+uCS"+ui'lS,,,+ul"Slv"'
S2= @2+ nP +u2"S*+ u2'18*. 256)
S3—C8+ %S'+ «3N?"+ u3"S““+ n3“Slr

Gdy wstawimy wartosci za Si w row. 253), otrzymamy
M"S™+U“sSnn+UQ(©2+U25/+U.2/S" +
+ w2 + U2“SIV)-\-...+g'S‘=0, czyli’
£«(B30+ ("m2*+ €)<S'+ S'[2uu‘gA-S"2uuq + SivSuu“‘g=0’
2u‘e® +S2u‘ugq+ S"(2ug+q")+S‘“2u'u” Slv2u‘u “e=0
2u'le& + SI2ii"UQ+S"2u'lulQ+5" ,(2u" +Ql*“)+

+ SirSu"u“e=20

SU“'q&-\-S‘2u *ug-\- S"2u,"U'GA-S*2u,“ Ut g-\- S2V(2U 2 +
+ (07=0

257)

Wstawiwszy warto$ci otrzymamy
—44-55 + (144-82 + 9-72)Sy+226-15S"—142-27S"+58-395/r=-0,
- 530-62+ 226-155'+(435-17 + 10)<S'- 276-27S™+117-37#=0,
+ 330-31—142-275'—276-275" + (276-27+ 10)S™--117-37S/r=0,
—128-27+58-395'+117*375"—117-37S™ + (117-37+10)S/r=0.

A stad po rozwigzaniu rownan mamy

fi'= —5-694, 5"= +4-026, 5"'= -0-220, Sn'=-0-296.

Na podstawie tych wartosci i wartosci u mozemy narescie
obliczy¢ wedtug 256) doktadne wartosci sit wewnetrznych 5,
ktére znajdujg sie w ostatnim rzadku tabliczki.

Z poréwnania tych sit ze sitami wewnetrznymi, ktéresmy
otrzymali w poprzednim paragrafie widzimy, ze przez dodanie
stupéw zmieniliSmy zupetnie sity wewnetrzne i to nietylko
w krzyzulcach ale i w pasach. N. p. otrzymujemy w 12. za-
miast + 8-75 +10-03. A zatem obliczenie kraty ztozonej o krzy-
zulcach tegich przez nieuwzglednienie stupéw i roztozenia na
dwa uktady daje wyniki zupetnie niezgodne z rzeczywistoscia,
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chociaz przewaznie wieksze , dodanie stupéw wzmaga jednak '
w niektérych pretach sity wewnetrzne. A ze obliczenie dp-

ktadne jest nadzwyczaj zmudne . wiec lepiej nie uzywac ta-

i kiej kraty.

8. 77. Belka wieloboczna.

Sposéb obliczenia belki wielobocznej statycznie niewyzna-
czalnej jest taki sam, jak belki réwnolegtej; nie potrzebujemy
sie wiec powtarzaé. Wyniki jednak obliczenia sa tu inne, niz
w poprzednich paragrafach. Winkler oblicza jako przyktad
belke paraboliczng zbiezng o kracie rdwnoramiennej dwukro-
tnej i dwoch stupach*) i otrzymuje wprawdzie dla paséw wy-
niki doktadne, mato co sie réznigce od przyblizonych, dla krzy-
zulcéw za$ zupetnie odmienne.

Jezeli krata jest wiecej, niz dwukrotng, to liczba pretéw
nadliczbowych jest wieksza, niz 1. Dla belki réwnolegtej roz-
ktadanie na pojedyncze uklady, jest dozwolone, gdyz biad jest
bardzo maty, dla belki wielobocznej daje sposob ten przybli-
zony tylko dla paséw dos¢ doktadne wyniki, dla kraty za$ nie.

To samo stosuje sie takze do belek o kracie prostokatnej
i podwojnych gibkich krzyzulcach. Belki takie réwnolegte mo-
zemy snadnie obliczaé wedtug sposobu przyblizonego.

8. 78. Belka Howe’a.

Belka Howe:a ma krate ztozong ze sztucznem natezeniem.
W celu obliczenia jej doktadnego nalezy obliczy¢ jg naprzéd
bez wzgledu na sztuczne natezenie, a wiec wedlug 8. 76.,
uwzgledniajgc te okoliczno$¢, ze drzewo ma inny spotczynnik
sprezystosci, niz zelazo, a potem uwzgledni¢ wptyw sztucznego
natezenia**).

Wprawdzie obliczenie przyblizone kraty zlozonej daje
wyniki bardzo niedoktadne , jednak z powodu, Ze natezenia
sztuczne nie dadza sie doktadnie wyznaczy¢, wiec dokladniej-
sze wyznaczenie sit wewnetrznych juz z tej przyczyny nie jest
mozliwe. W praktyce wystarcza wiec wyznaczenie przyblizone.

*) p. Winkler. Theorie der gegliederten Balkentrager, str. 252.
**) p. Podr. t. most. tom I. wyd. Il. str. 10S.
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8. 79; Belka ciaggta.

Spos6b ten wyznaczenia sit wewnetrznych da sie zasto-

sowaé takze do belki wieloprzestowej. Jezeli w belce dwuprze-

rys.89. stowej (i'ys. 89.), opu-

scimy pret mn, to otrzy-

mamy dwie belki staty-

cznie wyznaczalne. Pret

mn jest wiec tu pretem nadliczbowym W belce trzyprzestowej

mamy dwa takie prety nadliczbowe , w czteroprzestowej trzy.

Jezeli przytem krata jest podwdjna lub potrdjna, liczba pre-

téw nadliczbowych wzrasta. Dalsze obliczenie jest takie samo,
jak w poprzednich paragrafach.

8§ 80. Wplyw zmiany cieploty.

Jezeli cieptota 0 belki statycznie niewyznaczalnej sie
zmieni o (z—z0), to zamiast réw. 258) musimy uzy¢ pierwot-
nych réw. 252) i wprowadzi¢ w rachunek ilosci U=a(x—t0)c4
wedtug réw. 250).

Jezeli belka sktada sie z czeSci drewnianych i zelaznych,
musimy uwzgledni¢ te okoliczno$¢, ze a i e sg inne dla czesci
drewnianych a inne dla zelaznych.

X Zastosowanie prawa pracy odksztatcenia.
§.81. Pochodne pracy odksztatcenia belki kratowej.

Przypusémy, ze na belke dziatajg ciezary Pt, P2, P3)..
P4, ktére sg miedzy soba w réwnowadze. Niechaj sita wewne-
trzng w pewnym precie nazywa sie S, przekréj jego A, diu-
gos¢ s. Prety przyjmijmy na razie niesprezyste, ale przypusé-
my, ze z jakichkolwiek powodow stajg sie diuzsze o As, wtedy
punkty zaczepienia ciezarow w kierunku ciezaréw przesuna
sie 0 vi} v2, v3,. m.vn,

Na podstawie prawa pracy przygotowanej (8. 62.) mo-
zemy napisac

Pivli+ P22+ ee:PiVN—2S A S .oiireeeenen, 258)

Jezeli chcemy miedzy sitami zewnetrznemi rozrézni¢ od-

dzialywanie, to napiszemy to réwnanie
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2P0+ 20AC~2S A S i, 259)
Przesuniecia podp6r Ac zwykle nie dajg sie przewidzieé.
Jezeli grunt jest dobry, przyjmujemy zwykle zlc=0.
Dotychczas As bytly zupetnie dowolne. Teraz przypusémy,
ze jedna z sit P zmienia sie o dP. Wtedy lewa strona réwn.
258) zmieni sie 0 dPv. A ze As jest od P niezalezne , wiec
prawa strona zmieni sie o JBdSAs zatem dPv—2dSAs, wiec,“*NN7*-*

AL e P o ’

Jezeli teraz zamiast dowolnych 4s wprowadzimy przedtu-

zenie sprezyste wskutek sit S, to wedle 227) As——z’_‘A-, wiec
S%
,SsdS dSZsA [
i fp Z L ’ MD
bo wykonawszy czesciowe rézniczkowanie prawej strony, otrzy-
mamy lewa.

WyrazA jestto praca odksztalcenia catej belki kra-
towej odstanu bez natezenia do natezenia S.Pracata bowiem

) . . |G = A -
ro.\./y"r?a sig dla kazdego preta }rSAsI S£0 aeJl_ dla catej wiec

belki SE N —L Mhat*- 262)

Wstawiwszy te warto$¢ w 261) otrzymamy

T-af - e, 2S3)
Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie. Jezeli belka byta
]’ierwoi jiit- n;:m/.mia i cieptota sie nie zmienita, to prze-

sunigci e punktu zaczepienia sity P w kierunku
tej sity, rowna_sie czesciowej pochodnej wedle f
pracy odksztatcenia belki.

Uwaga. JeSliby prety byty mimosrodkowo potgczone, to powstatyby
w pretach oprocz ciggnienia i-cisnienia takze momenty, ktére nalezatoby
uwzglednic. —

Przyktad. Wijznaczy¢ nalezy ugiecie / punktu C belki trojkatnej
(rys. 90.).

Jezeli w punkcie G dziata sita P, to z trojkata sit widzimy, ze jezeli
nazwiemy  a site wewnetrzng w AC, A{ przekroj, s dtugosc

” v AU, A, , |
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P Ps P Pl
2ivstx  2/i” . 2si«  Afi
Praca odksztatcenia bedzie wiec
£ — i O & o | N
"2A:  '2sA 12672
Z réw. 268) otrzymamy
_dL_2asto ii &6
¢ Jp~ gi-dpT iX ap 264)

Wstawiwszy to w 264) i wartosci za a i A otrzymamy
Ps

~'2l s ,pz_z | Ps3 . PI3

s4jm2fc+ 47(s.4, 4A._ 27~ T7i*+ 16iA2h2

f==2 (9% + J L) oo
TTRGA Tehh) 268)

Je$li przekroje obliczono zostaty dla réwnych natezen, to

2h-\ p 4fit
Wstawiwszy to w réw. 265) otrzymamy

266)

§. 82. Pochodna pracy odksztalcenia dzwigaru o przekroju pelnym.

Mamy dany dzwigar AB (rys. 91.) o przekroju petnym.
W A jest tozysko state, w B przesu\/mve”t)ez tarcia. Na belke
dziatajg sity Pv P2, P3i oddziatywania Oj i 02 ¥ przekroju
TTj niech dziata moment M, sita podtuzna N i poprzecznalJl.
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- Przypus¢my najprzod , ze -przedluzenie, osi wynosi (kzs,
obrot przekroju Adep, przesuniecie Ag i przypusémy, ze te war-
tosci sa dowolne i od
sit niezalezne-

Wskutek tego na-
stapi przesuniecie fjpun-
ktow zaczepienia sit P
(pod P rozumiemy takze
oddziatywania).

"Wedle prawa pracy
przygotowanej mamy
wtedy
P~+PNt),+ . .PA=
=fNA(7s -\-fMAd(p+fQdgq.

Jezeli teraz jedna
tylko sita przesunie sie
0 to otrzymamy tworzac pochodne czgstkowe wedle tego P

rys. 9l

diWMIAMI. AANAds+ Ifiid A+ Adn s 267)

Jezeli teraz zamiast odksztatcenn dowolnych przyjmiemy
odksztatcenie wskutek sit P, to otrzymamy*)
Nds-
A= op
Mds 268)
Ad(p="
dg=10
Wstawiwszy te wartosci w réw. 267) otrzymamy
CAINN , CdMMJ
"=JnN~afilkz£z 2’
zamiast czego mozemy napisac

M 2
2 8 269)
dP
Wyraz w klamrze jestto praca odksztatcenia dzwigaru,
bo natezen N—i MV .o vds . %]
ezenie v—|H —jJ-, odksztalcenie za$ wiec praca sdA,

a dla catego przekroju

*) por. Podr. Stat. Budowli. 2. wyd. str. 410. (\oumj,. fi 8 i ?3Q 3
»x «owm 4je V * obu«*,
>QL(I ’
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g s Sa 3N

265 ® rs lii+ j) dA’
T , MNt iK2r
G-Tew )da++-aj/WM*P 224
Jezeli naznaczone catkowanie w catym przekroju wyko-
namy, otrzymamy, zwazywszy, ze fvdA=0, fvadA=], fdA=A,
N2ads MXAs
dl= 2eA 1 253\
Zatem praca odksztatcenia catego dzwigaru wynosi

CNAs rifaz 270)
J2 +5 264
a wstawiwszy te warto$¢ w 269), otrzymamy
A
T 6P 271)

zupetnie, jak row. 263).
Zatem twierdzenie wy-

powiedziane w poprzednim

paragrafie, tyczace sig belki

kratowej , jest wazne talcze

dla dzwigaru o przekroju

petnym.
Zauwazy¢ musimy, ze

praca odksztatcenia jest nie-

zalezna od znaku iV i i)/,

a tak samo od znaku S (row.

261.), bo mamy tu tylko kwadraty tych ilosci.
I. Przyktad. Wyznaczy¢ strzatke ugiecia / belki jednym koricem

utwierdzonej (rys. 92.), obcigzonej na drugim koncu ciezarem P.
W przyblizeniu mozemy tu przyjaé N — 0, ds — dx, wiec wedle 270)

C'APdx o r>MC
30 27j zatem wedle 2il)/= S(SJ_%YAX

Z rysunku widzimy, ze w punkcie O
V=P, wiee YM— x1 zatem

, cm elPx* pp ééeu
= JO7jxdx = J,170dX= J 1 j e, - 2<2>

2. Przyktad. Belka AC (rys. 93.) podparta jest w C i zawieszona
W 5 zapomocg preta ¢22?2. W A dziata sita P, nalezy wyznaczy¢ ugiecie
w punkcie A.

Podr. Teor. mostéw. II. 9
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Powierzchnia momentéw w AC przedstawia si¢ jako trojkat. Moment

w i wynosi M — — Plu w punkcie JS:M==Px w punkcie E1 M = Jplh_w
Ciagnienie w BD
10 ) ii F_)O a—B % hsfecza,
/ 2 rys- 93 /" p ci$nienie w BC
n J____ Pll+78 -

Jezeli przekrdj belki
AC staty A, preta BD
Alt to otrzymamy wedle

263) i 271)/ =

N Pochodne pracy dla
AB (“rzymamy

dii
= - iAxdx=
i) Pochodna_ pracy dla BD bedzie
VYA dP h
i) Pochodna pracy dla BC bedzie
rmx 6n far:m _ \Ptx‘h .J[_« «3 A 2a
GeiTjlti? m\ + -V ¥ 8sjy = ~ikj m

Zatem pochodne pracy catego dZwigaru
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8. 83. Prawo najmniejszosci pracy odksztalcenia.

Jezeli dzwigar posiada punkty podparcia state w kierunku
eoddziatywan, to dla nich v=0. Nazwijmy te oddziatywania sta-
tycznie niewyznaczalne X, to wedle 263)

L T O —— 274)

Wiec sity X muszg by¢ takie ,_ aby praca odksztatcenia
zalezna od X byta najmniejszg lub najwiekszg. Poniewaz tu
druga pochodna jest
dodatnig, wiec praca
L musi byé naj-
mniej szoscia.
Pod powyzszymi
warunkami bi’zmi to
”»?prawo, Kktore nazy-
wamy tez prawem™A-
J Oaatigliana?®), jak
nastepuje :
Oddziatywania podpdr statycznie niewyzna-
mczalne.majg wedle prawidetl sprezystosci takie
wartos$ci, jakie odpowiadajg najmniejszos$ci pra-
cy odksztatcenia.
. Przyktad. Znale$¢ oddziatywanie' 0i belki jednym koncem utwier-
dzonej , drugim podpartej, obcigzonej zupetnie ciezarem jednostkowym g
(rys. 94.).
Tu N= 0, wiec wedle 274) i 270)

a gdy przekréj atalyt Mo idxz°:

. Age2 .
Dalej mamy M =0 tx — , wigc = X, zatem
£ M*dx=0 = £((>*- 8

stad 0.-i-gin =m iihL 275)
a moment w O M= $g|x—gXl

Dla xt— -£? jest -

) najwzm”™ 1) 276)

dla x = 1 Mji=~igP)

*) p. Castigliano Théorie de I'équilibre des systemes élastiques et
ses applications.- Paryz 1879.
**) por. Podr. Statyki Budowli Il. wyd. str. 255. row. 415.



— 132 —

2. Przyktad, Wyznaczy¢ oddziatywania i momenty belki obu koncami
poziomo utwierdzonej, obciazonej ciezarem, wzrastajgcym od Odo p (i\. 95.).
Tu w punkcie C M =0"x—p jezeli Mt oznacza mo-

ment podporowy lewy.
Tu znowu JV= 0, wiec na mocy 274) i 270)

dL CM M ,,, ,,
'agy sae
rys. 95
< dMm M _ ]
balej mamy oML i wiec
. . . . OP pl*t
= | = ’ * - A
0 jIMxdx=j "(Oj*2—1 A -M ix dx 3 30 2 278)
Dalej mamy M .\dx — 0, zatem
Z réwnan 278) i 279) otrzymamy
°l~"is. M
B pl* . . .. 280),
~ 30 J
. . yljj3
A wiec w punkcie C M — Ajjplx —--- —  pl*
*- f(n - S ‘#Er=t® . N if .
n,j'V (- M=+ 002111 pl21 9
zas dla ;rj=1 3— —N pl2) o o o o o o o -/

8. 84. Zastosowanie tego prawa do belek statycznie
niewyznaczalnych.
Dtugosci pretow belki kratowej s niech sie zmienia o nxr
przytem niech bedzie Ac przesuniecie podpory w kierunku od-
dziatywania a ¢przesuniecie jakiejkolwiek sity P w kierunku P.



— 133 —

Prawo pracy przygotowanej brzmi wtedy wedle 226)
2Pd+ 2SAC=2SAS e 282)
Jezeli nazwiemy S', S", S“ sity w pretach nadliczbowych,
to wedle 244) mozemy napisac
2Pd + 2(6:+C'S'+c"S"->r .. yac=~(@ + m's/+ M"/S"+ .. JAs 283)

Jezeli teraz przyjmiemy S‘=1, S"=S*“= .m0, to
2c‘Ac=2S'As, a podobnie
2C"AC=2S"As X rownan . . 284)
2¢',M =2S"'“As
Jezeli teraz zamiast dowolnych przesunigé i Ac przyj-

miemy lzeczywiste sprezyste przediuzenia pretow Ac i As, to
otrzymamy rownanie Maxwella

2 cAg=2S'As

2c IAc=2S"As . ,

9 & “AC 28 As k rownan . ... 285

Poniewaz *=c¢“= ¢ " .. ll[p=w", zatem mo-
zemy to réwnanie napisac

, dc ) -.ds :

2Micz 2n is

, dc dS . ®réwnan . . . 286)
ds* ds7

Rownania 286) mozemy otrzymac¢ wprost z rdw. 282) przez
mczesciowe rozniczkowanie wedlug wszystkich niewiadomych
-z wyjatkiem dowolnych przesunie¢ <&

W razie, jezeli przyjmiemy state lub przesuwowe pod-
pory, Ac=0, a zatem otrzymamy z 286)

SC>S . dS Ss

vdsS . dSSs - 287)

. . . S°s . . .
Poniewaz praca odksztatcenia A=2"jj , wiec zréwnanie
to mozemy inaczej wyrazic.



itlLfe-wielkie, aby praca odksztatcenia byta naj-
mniej szo$cig.

Widzimy wiec, ze prawo najmniejszdsci pracy odksztat-
cenia, ktére przedtem udowodniliSmy dla oddziatywan, wazne,
jest takze dla sit wewnetrznych pretéw nadliczbowych, a da-
toby sie udowodnié ogdlnie, ze jezeli sity wewnetrzne S belki
kratowej statycznie niewyznaczalnej wyrazimy jako funkcye

niezaleznie zmiennych x', x".. to & muszg miec takie war-
tosci, aby praca odksztatcenia A byta najmniejszoscia.
rys. 96

1 Przyktad (wedtug Ostenfelda). Wspornik EBCD (rys. 96.) ma stat»
tozysko w C i D. W B obcigzony jest 30 tonami. Wyznaczy¢ sity wewne-
trzne. Belka jest statycznie niewyznaczalng pierwszego stopnia, uwazamy
pret BE jako nadliczbowy. Opusciwszy ten pret, otrzymamy

site wewnetrzng w BD 30. 8= A-50t
i, »» BC 30. = 401

Sity m otrzymamy, zaczepiajagc w E i B sity rowne jednosci. Wtedy

otrzymamy sity u*w ED 1-|= 1-33

w EO 1-]= —1-67
w BD 1'f= 4- 1%7
w BC 1-= —1-33.

Z réw. 287) otrzymamy tu, zwazywszy, ze S= <0 e MjS,
ds N«,Ss  n v XiSSO v U3S*
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Ustawmy nastepng tabliczke

MS®0  «ix .
Pret @0 »i S A A A S
ED 0 rss 400 40 0 17-7 —19-1
EC 0 -1-67 500 48 0 28-9 +23-9
BD +50 +1-67 £00 36 1157 38-6 +26-1
BO -40 -1-33 400 40 533 17-7 —20'9
EB 0 1 300, 20 0 15-0 —14-3

1690 117-9

. 1690
S'= 117-9 14-33.

Teraz mozemy obliczy¢ rzeczywiste natezenie S wedtug wzoru S —
= ®0+ jiiS'. WypisaliSmy je w ostatniej rubryce.

Z powyzszego widzimy, ze sposo6b ten prowadzi do tych samych
wzoréw i wynikéw, jakie otrzymaliSmy w 8. 75.

2. Przyktad podajemy tu wedle Mallera Breslaua.*

Belka wzmocniona lezy na podporach A i C (rys. 97.).

Niewiadoma niechaj bedzie tu X sktadowa pozioma sity wewnetrznej
w $ciegnach AD i DC.
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Wtedy A = Xsiecz a,
A= —2Xsta
Zrébmy przekrdj pionowy w G. to dla belki
poziomej.N = — A dosta= —X,
moment il/==iJu— Ay dosta= Ji0 — Xy,

jezeli MO oznacza moment belki zwj*kiej AC dla tego samego obcigzenia
a AOLOCq zwykta powierzchnie momentéw.
JCft.mainy belke o przekrojg petnym potaczong z kratowg, wiec

I'~ykuu> =»)
Niech bedzie dla: spotczynnik sprezystosci (moment bezwtadnosci przekrdj,
belki AC e J ' A

$ciegien AIDi DC st At
stupa BD 2 Az
to ds\ = siecz «, dS2: —2st g,
A . .
wiec ZS_s ds _ 2 Sl-s’lI siecz a -—--§"522 Sta= 2J0siecz3¢ in 25t
ua g PN
V & dS A21 siecz3 , U st3] nnl,
. eAdX L hAt + €eMAiJ e ;
Al Dalej mamy QM: —Y, ?-Nz —'1, wiec
pifdar r2ijv-0Ar , r 2iikf ip.r, ,
J.Sagr+J. utxd— ),S7ix-J.a* — . A NA+  «*
Thbo Vit gV W )

Wstawiwszy y :x — h:l, y = (-:gq./otrzymamy wreszcie

Fax gJo0 13 1 ju
Wstawiwszy 291) i 292) w 290), otrzymamy
i f»,, , , 2XhH , 2X1 , ™ r2Zsiecz3a , 4Zst3«"l n
- §jo0 +w +ii+xL-vr-+ = 0
stad X*hH + ~""+ 3\ sieczX -j-41st3 = 3J Moydx
r2i
3\ Moydx
wigc X'= -0
0 * si0“ ™ 'ri+2,tl’fd))
3\ Moydx
lub x= 29j~

jezeli [i—i +=jp (14" .-N sieczi+ 2 stl« . . . 294)
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Spotczynnik p zalezny jest tylko od wymiaréw belki i dla tej samej
belki staty.

Jezeli powierzchnie zwykta momentéw podzielimy pionowag BOLO na
dwige czesci, a odstep srodkow cigzkosci obu czesci od podpor A0 i Q0 na-

i eih rih
zwiemy e' i ¢\ toy:J MOijdjc= y j MOxdx = —A’'e\ J\ u o, « o«
eZh ], «éll@
. 'dia carfej belki JJ\*ydx"-J{A ‘c"+ A"cu).
rys.96 tl
jf.0r~-f g =
4 i B

Wstawiwszy te warto$¢ w 298) otrzymamy

3(Alel+ Allell)
---------- P11 v 294)
* Dla dwu sit rownych i w réwnych odstepach (rys. 98.) jest
In A fC et Pa )
mPal. Pa.2 8 5 (3P- a2

wige x G ®
rys. 29 Poniewaz kazda ze sit P
przyczynia si¢ tak samo do
X, wiec dla jednej sity P
4uliP 26l
i) Dla ciezaru jednostajnie
rozdzielonego otrzymamy X,
jezeli gda, dziatajgca w od-
stepie a (rys. 99.) bedziemy
uwazac za site skupiong, wy-
razimy X wedle 295) i scat-

kujemy, otrzymamy wtedy )Y@lgﬁlJ(B_Z__?OZ

=+ m 296>
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i) Jezeli wiec belka obcigzona jest ciezarem witasnym g i uktadem cie-
zardw skupionych b1t &;Qgﬁtgzg@(m*—_a*z' .
OJ-t1n*

Znajagc X mozemy teraz obliczy¢ sity wewnetrzne we wszystkich
pretach. * A

...... 297)

Ula-reyt Aiely «eh (4YI-'&?) Leyll2ce*-tse ¢etnl2  /7°

M JCatezeniadrugorzedne.
8 85. Okreslenie natezen drugorzednych.

Przy obliczeniu belek kratowych przypuszczaliSmy do-
tychczas zawsze, ze prety potaczone sg miedzy sobg przegib-
nie, bez tarcia, a co za tern idzie, ze sity zewnetrzne dziataja
w osi pretow. Tymczasem przy mostach europejskich tgczymy
pojedyncze prety zawsze nitami, wskutek czego katy, jakie
tworza prety belki kratowej przy ugieciu jej, nie moga sie
zmieniaé, a wiec w weztach powstajg momenty, zginajace
prety, ktorych osie nie sg juz teraz proste, lecz wyginajg sie
w jednym kierunku lub esowato. A nawet, jezeli potgczenie
pretdw jest przegibnem (w mostach amerykanskich), to wyste-
puje zawsze tarcie, w skutek czego sity wewnetrzne przyj-
muja potozenie mniej lub wiecej mimosrodkowe.

Natezenia, wywotane sitami wewnetrznemi w przypu-
szczeniu potgczenia przegibnego beztarciowego nazywamy na-
tezeniami pierwszorzednemj (n. Grundspamiuuy, pri-
marc Spanmm//), natezenia, ktdre powstaig wskutek statych po-
tgczen weztowych (a. rigidity of joints), nazywamy nateze-
niami drugorz ejinemi (n. Secundarspannung, fr. effort secon-
daire, a. secondary stress, cz. seJcunderne napjeti). )

Oprocz tych natezen powstajg jeszcze dodatkowe nate-
zenia wskutek mimosrodkowego potaczenia pretéw, wskutek
nagtej zmiany pi'zekroju, ugiecia poprzecznio it. d. Niektorzy
nazywajg te natezenia takze drugorzednemi, my jednak dla
odréznienia od natezen, powstatych z powodu statych potgczen
weztowych bedziemy je nazywa¢ dodatkowemi (n. Zusatz-
spannung). "W tym rozdziale méwi¢ bedziemy tylko o nateze-
niach drugorzednych i wytozymy rzecz te wedtug Rittera*).

*) Ritter W. Anwendungen der graphischen Statik. 1890. i ni*
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§ 86. Zasada obliczenia natezen drugorzednych.

"Wedtug Manderli *), ktdry rozwigzat pierwszy trudne
zadanie wyznaczenia natezen drugorzednych, postepujemy
w nastepny sposob:

Obliczamy najprzéd sity wewnetrzne pierwszorzedne
W przypuszczeniu potgczen beztarciowych przegibnych, z tych
natezenia pierwszorzedne i zmiane Kkatéw przy ugieciu, kto-
reby powstaly przy potgczeniach przegibnych beztarciowych.
Momenty, ktére powstajg wskutek statych -polgczenn wezto-
wych , uwazamy jako niewiadome, ktore wyznaczamy w ten
spos6b , aby przez ugiecie pretdw wskutek tych momentow,
katy te odzyskaty pierwotng wielko$¢. Z momentéw weztowych
wyznaczamy wrescie w zwyktly sposéb natezenia drugorzedne.

Dla obliczenia natezen drugorzednych potrzeba wediug
poprzedniego wyznaczenia natezen pierwszorzednych i znajo-
mosci przekrojéw. ,A zatem musimy zawsze najprzéd wyzna-
czy¢ w zwykly sposéb sity wewnetrzne i obliczy¢ przekroje,
a potem dopiero mozemy oblicza¢ natezenie drugorzedne.

8 87. Zmiana katéw w tréjkacie.

Zmiane katow trojkata wskutek zmiany dtugosci jego bo-,
kéw wyznaczyliSmy juz w tomie I**). Nazwijmy zmiane Kkata;
przy A (rys. 100.) 6a, przy B przy C dy, vi} v2 i vz nate-
zenia pretéw Sét s2 i s3, to wedtug row. 292) (t. I., str. 214)

c

rys. 101

'B ‘B

Eda— {vA— VvA)dot B-|-(y,—y‘)do(C>
£'db= {v3— y~rdoti-h.Crj— v2)dot 6 1 . 298>1

‘? A= to — £ 21ld ot — wm3)dot A 1

*) p. Allgemeine Bauzeitung 18S0.
**) p. Podrecznik Teoryi Mostéw tom |I., wyd. Il. str. 213.
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Réwnanie 298) da sie wykres$lnie tez przedstawi¢, Spusé-
my z A, B i C (rys. 101) prostopadle na przeciwlegte boki
i odetnijmy na nich natezenia v przeciwlegtych bokéw, po-
mczem wykresimy do nich rownolegte, a otrzymamy

v2dot B —a‘, v2dotC—a", vidotB=-c", vzdotC-=b*, wiec
eda=a—b‘—c" |
sdh—b—c'~a" || .............................. 299)
ed,,—c—a‘—b"

§. 88. Kat..odchylenia osi..od pretow.

Teraz bedziemy sie starali wyznaczy¢ styczne katdw
odchylenia osi pretéw (n. Stabdrelnoinlccl) w weztach.

PowiedzieliSmy wyzej, ze

sita wewnetrzna S nie dziata

w osi preta i wywotuje mo-

menty weztowe M i M*(rys.

102.), wskutek czego pret sie

wygina. Nazwijmy styczne

katow nachylenia linii ugie-

ciaw A i B %V, to otrzy-

mamy je, wykresliwszy drugi

wielobok sznurowy, jak dla

belki ciggtej. Powierzchnig

momentéw dzielimy na dwa trojkaty, ktdrych powierzchnie

-Ma i —&M ‘s zaczepiajg w pionowych trzecich czesci. A2U

i VB2 sg to styczne podporowe.

Z rysunku widzimy, ze B2B2", pomnozone przez odle-
gto$¢ biegunowg eJ, jest moment statyczny sity *Ms. a wiec
B'7? ,, WMsAs , VW

1~ 7J~~~-Qel’ ~ 2

o~V _@MEMIs oy B2B2T (BM—BI)S)

300)
a podobnie

8§ 89. Rownania momentow weztowych.

Przypusémy, ze rys. 103. przedstawia nam ugietg belke,
przyczem wykresliliSmy petno cieciwy pretéw, a wykreskowa-
N fay J L ey e
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lisSmy ugiete prety, schodzace sie w wezle 4. Kat zawarty mie-
dzy ugietymi pretami 24 i 34 bytby taki sam, jaki byt przed
ugieciem z powodu

rys.103 potaczenia statego ni- \

f tami, lecz z powodu :

obcigzenia i odksztat- j

cenig (8 87.) zamie- i

nit sie i jest obecnie j

kat 342 o t2—.:

wiekszy od tego kata, zatem 062 r, a ze wzgledu naj
4 s2( 2 3 £ - m ) sx(2 M ,~ M 3)

row. 300) Goyr 61, 67 301)
przyczem iil/3 oznaczajg momenty weztoweprzy danym
wezle il/2 i M3w przeciwlegtym koncu pretow.

Podobne i’6wnania otrzymamy dla &s i
Poniewaz wszystkie momenty -weztowe w weZle 4 musza
by¢ w réwnowadze, wiec
MH ‘+ £31r=0- . 302)
Otrzymamy wiec dla wezta 4 cztery réwnania,ktore mo-
zemy takze inaczej napisaé, nazwawszy
sM " ®»

m ~£' e e o o o 203)
Otrzymamy mianowicie dla wezta 4
e6g = RQwy-fh")~ 8&.~ /h")
e63.s=(2fi3— fis')- (2/1L — u~n)
%" (Bth  fHY) (2fl6.../0(*%) 304)
€0 !

y¥g <&
* +=~flo+ Cre=0
) 3-—
Podobne réwnania dadzg sie ustawi¢ dla kazdego wezia,
a otrzymamy ich tyle, ile jest momentdw weztojwych *mozemy

je zatem obliczy¢, rozwigzawszy réwnania wedle /i

8 90. Wykreslne wyznaczenie momentéw weztowych.

Rozwigzanie 2n rdwnan byloby rzeczg bardzo zmudna,
predzej , chociaz prébowaniem , dojdziemy do celu drogg wy-
kre$lng, podang przez 'Ritte ra. (CWU. W tthkUKW 4<.m )

Przypusémy, ze znamy /i' dla wezta 4., a staramy sie
wyznaczy¢
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Wykresimy wielobok sit (rys. 104.), odcinajac sity — po-

-fcem wykre$lmy kierunki tych sit w odstepach ed i przesunmy
te sity o fi'. Zt6zmy teraz te sity, a otrzymamy wypadkowgq 4.
mOdstepy przesunietych sit od wypadkowej sa rowne 2/i.

Konstrukcya ta czyni zado$¢ wszystkim réw. 304). Od-
stepy sit nieprzesunietych od wypadkowej sg a roznica
tych odstepéw roéwna sie es5, przezco wypetniajg sie pierwsze
trzy réwnania. Ostatnie réw. 304) orzeka, ze suma momentow

dotyczacych sit # ze wzgledu na wypadkowa jest réwng zeru,

co wedle konstrukcyi sie sprawdza.

Zachodzi tylko ta okoliczno$é, ze nie znamy wielkosci fil
Nie pozostaje nam nic innego, jak w pierwszem przyblizeniu
przyjaé ¢¢'=0. Otrzymamy przyblizone wartosci }i, ktére dla
sgsiednich weztow dadzg nam fi', mozemy wiec tam juz dokila-
dniej wyznaczy¢ /i, ktore znéw s dla sgsiednich weztow /i
Na podstawie tych u‘ obliczamy po raz drugi, a jesli potrzeba
i trzeci, /£ tak dtugo, az nie okazg sie juz wiecej znaczniejsze
réznice.

Przy tej konstrukcyi trzeba, rozumie sie, uwzgledniaé
znak es i /i“. Kreslimy wiec w kazdem wezle prety .w porzad-
ku, jak wskazowka posuwa sie na zegaize, i odcinamy do-
datnie 6 na prawo ; na prawo od wypadkowej lezgce fi uwa-
zamy jako dodatnie, na lewo jako ujemne.
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Na rys. 105. widzimy dwa wieloboki sznurowe dla wezta
3 i 4 (rys. 103.). Nazwijmy odstep nieprzesunietej sity od wy-
padkowej 7 to 2«4=/i4 i 2/ =FIs*ATJ3.

GdybySmy znali potozenie wypadkowych, toby$Smy mogli
wprost obliczy¢ /t', tymczasem poniewaz zwykle wypadkowe
niewiele sie przesuwajg, wiec na podstawie tych rownan mo-
zemy w przyblizeniu wyznaczy¢ fi'. Podwajamy cyrklem
dodajemy do tego % i dzielimy przez 3, o te dtugos¢ fi3 prze-
suwamy site 3 na lewo.

"Wyznaczywszy w ten sposéb /t, mozemy fatwo obliczy¢
n~ezem”"/~. Mamy bowiem v'l—Me, a ze wedtug 303)

nf=b1 wiec v @ o 306)

Przyktad. Jako przyktad wyznaczymy natezenia drugorzedne mostu
nad Pegnicg kolei Norymbergia — Neuhaus o rozpietosci 36 m (tabl. IV.),
dla ktérego Stein er wyznaczyt te natezenia innym sposobem (liczebnym?*).

*) p. Handbucli der Ingenieurwissenschaften t. Il. str. 862.
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Pomost lezy u gory, ciezar wiasny wynosi dla pasu dolnego 0-29i/m, dla
gérnego 0-71tjm, ciezar ruchomy 2-94t/m jednej belki. 13elka jest catkowi-
cie obcigzona. Sity wewnetrzne pierwszorzedne S, przekroje pretow A, mo-
menty bezwtadnosci |, odstep witdkna skrajnego od osi obojetnej e i diu-
gosci pretbw s podane sg w ponizszej tablicy.

|

| e S ; ;
Pret s Ps Pi Vi i v

cm cm2 cm4 cm t cm3 kg/cm2 legjem2kg/cm2 kgjcm2 kg/cm2

13 400 86 2040 13-6 353 51 -1270 —1400 254 286 —410
35 400 166 7110 18-0 93-0 17-75 — 360 - 690 104 186 -560
57 400 226 13000 20-0 134-8 32-5 - 20 - 400 6 120 -596
79 400 253 13000 200 1697 325 4- 220 — 460 66 138 —621
9 11 400 253 15100 200 1680 37-75 + 400 - 400 120 120 -664
02 200 48 2140 13-8 150 10-7 -1200 —1470 497 609 +312
24 400 95 4270 13-8 664 10-67 - 360 - 860 75 178  +699
4 6 400 182 5960 16-0 116-7 14-90 - 300 - 650 72 166 +642
6 8 400 224 12260 200 149-3 30-65 - .50- 690 15 207 +667
8 10 400 239 13000 20-0 165-9 32-5 + 600 -f- 500 180 150 +694
01 380 143 4410 12-6 709 11-61 +1120 + 540 223 107 -496
23 429 136 6920 18-0 70-6 16-13 + 740+ 390 186 98 -627
4 5 429 117 5690 17-8 52-8 13-26 + 730 + 600 182 149 —451
67 429 89 3200 14-8 35-0 7-45 + 760+ 710 157 147 -393
89 429 55 1640 12-6 17-2 3-82 + 340+ 140 57 25 -313
12 429 96 12800 20-0 71-9 29-84 + 60-i- 360 17 107  +749
34 429 77 6550 16:0 54-1 1527 + 310+ 490 69 110 +703
56 429 56 3660 14-0 36-3 8-53 + 800+ 670 159 . 112 +648
78 429 40 740 96 185 1-73 + o0 -4 280 107 38 +462
9 10 429 48 1130 11-1 0-66 2-63 + 4001+ 30 62 5 + 14

Najprzéd wyznaczyliSmy natezenia pierwszorzedne i dotyczne katéw
i oznaczyli je narys. 1. Na podstawie row. 298) obliczyliSmy potem zmiane
katobw <0 i z uwzglednieniem znaku oznaczyliSmy wartosci te w rys. 2.,
poczem przj'Stepnjemy do wyznaczenia jai ja wedtug 8 90. (rys. 3. do 13).
W kazdym z tych rysunkéw wykreslilismy dla danego wezta wielobok sit

n. p. wrys. 4. dla wezta i sity dla pretéw 13, 1-2, 10 zawsze w porzadku
tym, w jakim natrafiamy prety, posuwajac sig, jak wskazéwka na zegarze.
Dalej kre$limy kierunki tych sit w odstepach e? w podziatce

liczac dodatnie so na prawo, ujemne na lewo; kierunki te wyciagna¢ na-
lezy od razu tuszem. Sity te sktadamy teraz zapomocg wieloboku sznuro-
wego i otrzymujemy tymczasowe potozenie wypadkowej. Teraz przesuwamy
kierunki o u.!, ktére nam jednak jeszcze nie jest znane, przyjmujemy wiec
fi w przyblizeniu , korzystajac z row. 805), j. i u', lezace na prawo od wy-
padkowej , uwazamy jako dodatnie, na lewo jako ujemne i przesuwamy
odpowiednio kierunki sit w pierwszym wypadku na lewo, w drugim na
prawo. Dla przesunietych sit kreslimy znéw wielobok sznurowy i otrzymu-
jemy poprawiony kierunek wypadkowej. Teraz sprawdzamy, czy dla je-
dnego preta a otrzymane z jednego rysunku réwna sie j.' w drugim, n. p.
czy odstep wypadkowej 1 w rys. 4. (wezet 1) od sity 3, wiec 2u3 réwna
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sie podwdjnemu odstepowi wypadkowej 8 (rys. 6.) i poprawiamy rysunki
te dopoty, a: te zgodno$é osiggniemy ; wtedy odczytujemy . 2 rysunkéw

wedtug podziatki eo ('tu Y\FgTcn?)' ~rP'sa™®my wartosci te w tabliczke

w rubrykach u i u' Na podstawie réw. 305 obliczamy stad wres$cie vki v,',
natezenia drugorzedne na obu kofcach preta.

8 91. Wplyw mimosrodkowego utwierdzenia pretow.

Jesli niektére prety sg mimosrodkowo utwierdzone, to po-
wstajg wskutek tego dodatkowe natezenia, a oprocz tego zmie-
niajg sie natezenia drugorzedne.

Nazwijmy odstep osi preta od wezta ¢, dodatnie lub uje-
mne wedle tego, czy wskutek tego koniec preta zgina sie na
prawo lub lewo, to odnoSne momenty sg M=Sc i M*‘=Sc\

a wedtug 8&5')1(2M s (EC_C'LS—SQE‘ ........................... 307)

Katy zmieniajg sie wiec nietylko wskutek odksztatcenia
pretdw, ale i mimosrodkowego utwierdzenia. Konstrukeya,
wskazana w poprzednim paragrafie, matoco sie zmienia, mia-
nowicie kazde poprzednie &powieksza sie o tg kazde nastepne
pomniejsza sie o te ilos¢, a wiec w rys. 10H i 105., posu-
wamy kierunki sitW> rcna prawo. Zresztg konstrukeya
sie nie zmienia. W ten"sposéb otrzymujemy natezenia drugo-
rzedne , oprécz tego obliczamy wprost natezenia, powstate
wskutek mimosrodkowego utwierdzenia; majg one zwykle znak
przeciwny tak, ze natezenia te po czeSci sie znosza.

§. 92. Wplyw przekroju pretow.

Aby zbada¢ wptyw przekroju pretdbw na natezenia dru-
gorzedne. pomysimy, ze momenty bezwladnosci | wszystkich
pretow staty sie n razy wieksze, a przekrdj ich A i odstep
skrajnej warstwy od osi pozostat niezmienny, to przez to fi
sie nie zmniejsza, natezenia drugorzedne pozostang te same.
Przypusémy teraz, ze takze wszystkie A staly sie n r.azy
wiegksze, e pozostaty te same, wtedy natezenia staty sie n razy
mniejsze, a wiec i i fi n razy mniejsze, zatem natezenia
zmniejszyty sie n razy. Jezeli za§ A nie zmienimy, lecz e sta-
nie n razy wiekszem, to natezenia n razy wzrosna.

Z powyzszego widzimy, Zze natezenia drugorzedne sa
w prostym stosunku proporcyonalne do szerokosci pretéw i na-

Podr. Teor. mostow. II. 10
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tezen pierwszorzednych, a w odwrotnym dD przekroju pretow.
A zatem chcac unikngé wielkich natezen drugorzednych, ng-
lezy robi¢ prety tak waskie, jak to pozwala doktadne poia-
\czenie nitami i wzglad na wyboczenie pretdw cisnionych.
Poniewaz w mostach dla matych rozpietosci, szerokosci
pretdw sg, w stosunku do ich ditugosci najwieksze, wiec tez przy
takich mostach powstajg najwieksze natezenia drugorzedine.

§. 93. Wplyw obcigzenia.

Jezeli na belke dziata ciezar ruchomy, to powstaje pyta-
nie, dla jakiego obcigzenia powstajg najwieksze natezenia dru-
gorzedne. Najpredzej wyznaczy¢ je mozemy zapomocg linij
wplywowych. "Wprawdzie tu metoda linij wptywowych nie da
sie Scile zastosowaé, bo tu zmiany ramion momentow wskutek
odksztatcen sprezystych nie sg w stosunku do wymiaru pretow
nadzwyczaj mate, ale i cata powyzsza teorya jest tylko przy-
blizong , mozemy wiec rownem prawem uzywac linij wptywo-
wych. W tym celu nalezatoby bada¢ wptyw ciezaru P —1, za-
czepionego w pojedynczych weztach; badanie takie bytoby je-
dnak za zmudne. Winkler doszedt przytem do wyniku, ze
w ogolle mozna przyjaé, ze natezenia drugorzedne sg najwiek-
sze dla tego samego obcigzenia, co pierwszorzedne.

8. 94. Wplyw ustroju belki.

Winkler badat natezenia drugorzedne dla rozmaitych
belek kratowych; my tu podamy tylko wyniki, do jakich on
doszedt.

W belce kratowej roéwnolegtej o kracie prostokatnej po-
wstajg natezenia drugorzedne, wynoszgce w pasach 10 do 24%,.
w kracie rownoramiennej 5—14% pierwszorzednych. Natezenia
drugorzedne w kracie sg rdéwniez w pierwszym przypadku
wiegksze, niz w drugim.

Jesli belki kratowe o kracie wielokrotnej obcigzymy tak,
ze tylko jeden uktad jest obcigzony, powstajg bardzo znaczne
natezenia drugorzedne w pasach. Winkler otrzymat w pe-
wnym wypadku natezenia drugorzedne, siegajagce do 88% pier-
wszorzednych, $rednio 45%. Przy obcigzeniu wszystkich weztow
otrzymat on tylko natezenia, wynoszace 12%.
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Jezeli przytem krzyzulce sg polgczone, natezenia drugo-
rzedne 'wzrastajg jeszcze bardziej. Winkler otrzymat w pa-
sach natezenia drugorzedne, wynoszace 27 do 113%, przecietnie
65%, w krzyzulcach przecietnie 51°0.

Na $redniej podporze belek ciagtych powstajg znaczne na-
tezenia drugorzedne w pasie zwlaszcza dolnym , natezenia te
moga, by¢ dwa razy wieksze, niz w innych czesciach belki.

&.95. Polgczenia przegibne.
Jezeli prety belki kratowej potgczone sg przegibnie, to
jednak obré6t preta okoto sworznia nastgpi dopiero wtedy, gdy
moment Mr, wywotany

r®"] tarciem , mniejszy jest
rys. 106 niz moment weztowy 31,

- e R®obliczonypc
\/r\ A sposobem. Sita S (rys.

106.) rozkiada sie na
N —S x dostepi T=Sv?sh(p
—Nstcp, przyczem Ipjest kat tarcia, wiec stgo=/. Jezeli wy-
kreslimy promieniem a koto, to dopdki kierunek sity S prze-
cina koto, nie moze ruch nastgpié, a zatem najwiekszy mimo-

$réd mozliwy jest a=-~WSt e 308)

Mimowsrdd ten najwiekszy mozemy odraza obliczyé.

Wyznaczenie wiec natezen drugorzednych pozostaje takie
samo, jak wprzody, tylko baczy¢ musimy, ze najiu Mr=Sa.

mZ powyzszego wynika, ze aby natezenia byly jak najl
mniejsze, powinne by¢ jak najciensze sworznie, o ile
tylko'wytrzymatosé materyatunatopozwala Tam
wiec, gdzie natezenia drugorzedne sg wielkie, dadzg sie urza-
dzeniem potaczen przegibnych zmniejszy¢ natezenia drugorze-
dne, ale tylko do pewnej granicy,zaleznej od wielkosci $red-
nicy sworznia. Na kazdj7sposob widzimy, ze nawet przy uzy-
ciu pofaczen przegibnych nie dadzg sie natezenia drugorzedne
'zupetnie usunaé.
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