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PRZEDMOWA 
DO DRUGIEGO WYDANIA.

Drugie wydanie niniejszego dziełka nie wiele różni się 
od pierwszego.

"W rozdziale drugim dodałem §. 18., w trzecim §. 51., 
omawiające kształt i sposoby wykreślania linij wpływowych. 
Nowy jedynie jest cały rozdział X... obejmujący najprostsze 
zastosowanie prawa pi’acy odkształcenia, którego znajomość 
obecnie inżynierom jest koniecznie potrzebna.

W  końcu wywiązać się. muszę, z miłego obowiązku po­
dziękowania asystentom moim pp. Ursiniemu i Maćkowski emu 
którzy przeliczyli przykłady i pomagali w przygotowaniu 
tablic.

Dr. M a ksym ilia n  T h u llie .

¥ e  Lwowie, w październiku 1906.
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§. I. Wstęp.
W  pierwszym tomie Podręcznika teoryi mostów podzieli­

liśmy teoryę belek prostych na siedm działów. Cztery pierw­
sze działy stanowiły tom pierwszy, w niniejszym tomie wyło­
żymy trzy ostatnie działy. Mówić będziemy mianowicie o belce 
ciągłej bezprzegubowej, o belkach kratowych statycznie niewy- 
znaczalnych i o natężeniach drugorzędnych.

A . B e l k a  c i ą g ł a  b e z p r z e g n b o w a .

l. (3gólne analituezne naznaczenie sił wewnętrznąeh belki
ciągłej c śH gnce nelttei i przekroju stałum.

§■ 2. Ogólne uwagi.

Mówiliśmy joż w tomie I., że belkę prostą, spoczywającą 
na więcej, niż dwu podporach, nazywamy b e l k a  c i ą g ł a  lub 
w i e l o p r z ę s ł o w ą  (n.kontinuerlicher Träger, f. pouj-re.continue,Unw 
a. continuous beam). Mówiliśmy też, że oddziaływań podpór nie 
możemy tu  wyznaczyć zapomocą prawideł s ta tyk i, lecz ba­
damy odkształcenie belki . które zależne je s t od obciążenia 
i stąd otrzymujemy równania , brakujące do wyznaczenia sił 
zew nętrznych."

Pi’zy wyznaczeniu odkształcenia wchodzi jednak w ra- 
chubę przekrój, przed obliczeniem belki jeszcze nieznany; stąd 
powstaje bardzo wielka trudność. Gdybyśmy chcieli wprowa­
dzić w rachunek przekrój niewiadomy jako funkcyą sił we- 
wnęfcrznych, zadanie nie byłoby rozwiązałnem. Dlatego obli­
czamy belkę ciągłą n ą jprzód w przybliżeniu, przyjm ując prze­
krój stały. Na podstawie w ten sposób uzyskanych sił- ze­
wnętrznych obliczamy przekroje w poszczególnych punktach,, 
a w tedy dopiero, znając w przybliżeniu p rzekroje r możemy 
przystąpić do dokładnego obliczenia belki.

Podr. Teor mostów. II. , , j , ) jfct ̂  .



W  bieżącym rozdziale wyznaczymy więc siły zewnętrzne 
tylko dla przekroju stałego i to w sposób analityczny, odstę­
pując w tym  wypadku wyjątkowo od równoczesnego używa­
nia obu sposobów analitycznego i w ykreślonego, gdyż w tym 
wypadku oba te sposoby znacznie się różnią.

W następnych rozdziałach uwzględnimy zmienność prze­
kroju. W  rozdziale tym  trzym ać się będziemy toku dowodzenia 
W i n k l e r a .

*■ §. 3. Belka pochyło utwierdzona.

Wiadomo ze statyki budowli*), że równanie różniczkowe 
linii ugięcia, je st:

...... dhj M
dx2___________________________eI  ’ ............  '

jeżeli M  oznacza moment statyczny sił zew nętrznych, I  mo­
ment bezwładności przekroju, s spółczynnik sprężystości.

Jeżeli scałkujemy równanie 1), otrzymamy:

e 7 ^ =  — ̂  Mdx + C, więc

dla £= 0  (rys. 1 .) E ls ta ^s lt^ ^—C, a dla
ry.s.J. ,■ x = l  e/sfc ¡3=eIx2 = — l ‘oMdx-\-G)

i  ■ .|I jeżeli T1= s t a  a -r2 = s t&— j.
stąd £I(ri —'h) =  ?0^d''c ■ • 2)

Scałkowawszy jeszcze raz , bę­
dziemy mieli 

s ly = — Mdx2 Ą-CxĄ- .

W yraz — §§ M dx2 możemy częściowo scałkować i otrzy­
mamy e ly——x[Mdx +  \  Mxdx Ą-Cx + Oi .

Jeżeli teraz za ] AMrrYwstawimy w artość, - będziemy mieli 

ely  == eI xÓJx + J Mxdx +  ......................... 3)

Dla x= 0  jest y = 0 = C i ,
dla x = l  je st s I s = s Ih 2 -\-^oMxdx,
więc sl(s—fe3)==|* M x d y i....................................4)

*) p. Podręcznik S ta tyk i budowli U. w. str. ‘246 rów. 379.



Nazwijmy X '  moment wypadkowej wszystkich ciężarów
• ' • " « m ą ' Cff **t

(bez oddziaływania) na długości AC , ił/ moment wszystkich, sił ^ ^ ^ ‘4-. 
zewnętrznych (z oddziaływaniem), po lewej stronie będących, 
ze względu na punkt C , siłę poprzeczną w A  , a J i ' i ilf" 
momenty w punktach i  i 5  na podporach, które nazywamy 
m o m e n t a m i  p o d p o r o w y m i  (Stutzenmoment, Normalmoment 
to ML~Q‘a> Mf=Q‘ia+ x )Jr X '  =  M1 + Q‘x + X '  . . . . 5)

Dla punktu B  będzie
W ‘= M ‘~-Q‘l ~ X “ .................................. 6)

M “_M ‘ X “Stąd otrzymamy Q‘—----------------a wstawiwszy to w ró-

wnanie 5.) iii =  ilf' -1------  -----x-----  — [-X .
________  v v

Dla belk i, w dwu punktach podpartej, jest M ‘= M " —0,
/ X ux

więc M —X  — — =  X , gdy X_ oznacza moment sił zewnętrz­

nych dla belki, w dwu punktach podpartej.
A > ' nr —x) + M“x  v  _sA więc możemy napisać M =  — ---- j ---------- [-X . . .  7)

i ____
Podstawiwszy tę wartość w równaniu 2), otrzymamy

.. x)+ M "X j f« ,
£/(%—t 2)=  \ —  -----j— — -dx-\- \ Xdx,
T -----  •) o v *' O

albo « ( u , 2e lfa —t2)= (ilf' +  ilf")l -|- 2$* Xdx.
Podstawiwszy zaś wartość za ilf w równ. 4), otrzymamy

.. -..—  Jo l Jo
a s t ą d ^ j , ^ . ,  6ef(s—h 2)= (M ‘+ 2 H " ) P + ^ ‘0Xxdx.

Rozwiązawszy te dwa równania ze względu na M ‘ i M “, 
będziemy mieli

M ‘r-= 2 l \ X Ś x — 2 l)dx +  2 s l(2 h i +  h 2—3s) ) 
J\r,l2 =2[l X{l— 3x)dx— 2el(lxi + 2 h 2 — 3s) [ *

Nazwijmy i SR" momenty na podporach belki poziomo 
utwierdzonej o tej samej rozpiętości i tak  samo obciążonej, to 
tu  s= 0 , a= /3= 0 , więc =  t 2= 0 , a zatem według równ. 8) będzie

j-u/zr- ( 9)iiZ‘i= 2 j ioX(32!—2l)dx |

2 ^ 2= 2 { ' Z ( Z - 3 ^ ..................... .... ‘ 9)

— 3 —



_  4  —

Możemy więc napisać

M ‘= W + 2 e i1(2% i 4-t2)— 3s

P ___ “

M"=*WŁ“—2eI-
Ifa  +  2j | ) —3s

J Ł

10)

Z ty c h  dw óch  rów n ań  m ożem y w y z n a c z y ć  Tj i  t2, m iano­
w ic ie  otrzym am y

.Ł - + ć a ( 2M '+ M " - 8i ' ) + r

1
T2 =  _ ^ _ (M '+ 2 3 I" -g i" )+ r1

jeżeli dla skrócenia nazwiemy
f c i i Ł ± S "
w‘=m‘+mu

u )

12)

§. 4. Belka poziomo utwierdzona.

Mnffi?TCTyYaft' i-SO?" dla belki poziomo utwierdzonej mo­
żemy dla danego obciążenia obliczyć według równania 9). Zba­
damy tu kilka przypadków.

a) O b c i ą ż e n i e  j e d n y m  c i ę ż a r e m s k u p i o n y m .  Tu
■ musimy rozdzielić całkę naznaczoną w równ. 9), bo X  —f{%) 
zmienia się, gdy E  (rys. 2.) przekracza punkt C, a mianowicie

’¿¡Ć-~S£L__(a jł_j
f - - - , ? ----------1-/1- J

dla 00 <;e jest X = “ ł—,

a dla e<Cx<l jest X = P e ,« -PO®— e)*),

a więc pierwszy wyraz całkować bę­
dziemy od 0 do I, a drugi od e do /.

Zatem będzie na podstawie równania 9)

W P = 2 P [ ' -l~ {3 x --2 l)c lx -2 p \l (x— Ą{3x—2l)dx.
•> O » *' (>,

Pierwszy wyraz jest między granicami 0 i l równy zeru, 
drugi zaś upraszcza się bardzo i otrzymujemy:

2R ‘P*=— Pe{l2 +  e2— 2 el)= —Feet \
^Podobnie otrzymamy 3J?*72!=—Pe1ei , więc,

P e c j 21
l 2

13)

*) p. Podr. S tatyk i budowli wyd, II. s tr. 20.



.....- - Pf t  } ....................................................... 13)

Teraz możemy obliczyć wyrazy 5Ji' i 91" z równania 12), 
a mianowicie będzie

81'
Pee, (21—c) PcjCl2— Cj2)

1 - ............... .........1 2

----------- 14) ’Pcej (1+e) P e(l2—e 2)

Równanie 13) otrzymaliśmy w inny sposób w Podrę- 
czniku Statyki budowli*). — Tam też rozważaliśmy ̂ wypadek, V~i7i
gdy belka jest ciężarem q

b) c a ł k o w i c i e o b c i ą ż o n a  i otrzymaliśmy
xV(łl2:-:- ) ...................................15)

a  na podstawie równania 12)
W = y i" = — | q l 2 ...................................... 16)

c) C z ę ś c i o w e  o b c  i ą ż  e n i e  j e d n o s t  a j n. e. 1
a) O b c i ą ż e n i e  z l e w e j  s t r o n y :

"W punkcie C działa na długości dx (rys. 3.) ciężar pdx.
Możemy uważać go jako ciężar skupiony, otrzymamy więc

m om ent, wywołany tym  ciężarem , we-
rys.3. dłuS 13)

i  Mm, _ pdxxi(l— x i )5
tmBamm___ __
"I / - r ___p j * _a zatem moment w A

|§ = =  +  SXx( l - X i ) ^ - =
J O v •) o

= — {xi l 2—2ix1 '1+ x 1 3)d x= —{9^(6^ —8eZ+3e2), wreście
2

<  ̂ pjjl, = — 1 2 7 ^ ^ ”̂ "  ̂“ł- 3ej 2).

Podobnie otrzymamy 3)c/‘ =  \ /W l"= r^ xf(l—xl)dx=

- j ź i 0 —Ń = —i ^ + 3e\) • . . . .  17)

’‘I Podręcznik S ta tyk i budowli 2 w yd. str. 258. równ. 427.).
**) » >, » „ „ „ 260. „ 441.).
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stąd

5 T = -

p e
~ ^ ( 2 l i +4:e1 l+Gei 2 + le+ 3e 1 e) =  — ~ jy (l+ e j)2 |

pe~ ^ ( 2 leĄ-6 ee1 +Z2+ 2Ze +  3ej 2)== —-  ̂ (212—c'2)
18)

• n ' 

J L

§) O b c i ą ż e n i e  z p r  a w e j  s t r o n y .
Dla obciążenia jednostajnego z prawej strony punktu C 

(rys. 4.) aż do prawej podpory otrzy­
mamy momenty podporowe, wstawiając 
w równanie 17) i>. zamiast e i na od-

"TC 11 mry s .4. ,/  w rót i 9)i" zamiast ¡¡Di'. A więc

m 2

Stąd otrzymamy dalej :

W' -L cL (21  12 2- ^ 2\  5R"= — P
i i 2

( l 2— e 2) 2

19)

20)

9ł' i
ści e

W i n k l e r  podaje dla ułatw ienia następną tabliczkę dla. 
91", obliczoną z równań 18) i 20) dla rozmaitych warto-

!
o b c i ą ż e n i e o b c i ą ż e n i e

e z lewej strony (rys. 3 ) z prawej strony (rys. 4.)

91' 91 " 91' 9ł"

0 0 0 0-25000 0-25000
0-1 0-00903 0-00497 0-24097 0-24503
0-2 0-03240 0-01960 0-21760 0-23040
0-3 0-06503 0-04298 0-18497 0-20703
0-4 0-10240 0-07360 0-14760 0-17640
0-5 0-14063 0-10938 0-10938 0-14063
0-6 0-17640 0-14760 0-07360 0-10240
0-7 0-20703 0-18497 0-04298 0-06503
0-8 0-23040 0-21760 0-01960 0-03240 ■*
0-9 0-24503 0-24097 0-00497 0-00908
10 0-25000 .. '0-25000 0 0

l p l2 p l2 p l2 pl2



* §. 5. Momenty podporowe belki ciągłej o równo wysokich podporach.

Jeżeli belkę ciąg7ii7~(rys. f>.) oEcTazymy, t o ugnie się wsku- 
tek tego. Na podporach styczno do linii ugięcia będą, ogólnie

b io rąc , nachylone do poziomu. Każde 
przęsło tej belki uw ażać tedy możemy 
jako belkę ukośnie utwierdzoną i zasto­
so w a ć doń równanie 11). Przypuśćmy. 

;v_/___ *__/___4 przytem, że podpory wszystkie są w ró­
wnej wysoiwści, to s = 0 , więc dla m go przęsła będzie, jeśli 
Zni =~ st fir„ — st dm j

+  2Mm— W m),

71' W»* Zljr*! rfhtłm m rvs.iy.tMi/fO '7 Jp - ^i Î ŜtaniinniTmnłwi

jeśli momenty na podporze A  oznaczymy znaczkiem (m—1), 
a na podporze B  znaczkiem m , zaś i l oznaczymy zna­
czkiem przęsła. Dla (w +1) go przęsła otrzymamy także z ró­
wnania 11)

*»«='+ +  M m+i— 9l<m+1),

jeśli e i I  mają te same wartości, co w poprzednim przęśle.— 
Z porównania tych równań otrzymamy

lm+1 (2 M m -j- JŁTm+1—9Vm+1) = — +  2 H/m—-9c
albo

ilm—11 ?;i i 23£m(l m ."ł~ 177! -}-1) 1 j-ll ??:-r i 7 J  ;;i —1~ ''-i 7; - i : > l -- : 21)
W ażne to równanie posłuży nam do wyznaczenia momen- 

t ów podporowych (rys. 6.). *
y~t A

I
O 1

M. h M,h

g | C- D-ł
i  : Tł-i

'T T T 7 S :

A

Zastosujmy równanie 21) do wszyst- ^ “-  
kich przęseł belki ciągłej i zważmy, żeJ. ł  ¿O  o  ̂ --------- u-u 

n ilf„ =  Mjn= 0 , jeśli belka jest w tych «„-/
■7t-i j , punktach wolno podpartą. M i a n o w i c i e .& Ź Z

ln ‘ll,‘ podstawmy w równaniu 2 1 )- 
7H =  1 , 2 , 3j. . . («—1),

a otrzym am y: 
dISVm==l

m-
•2 Mj (J, + /,) +  

ii rj /o -4- ~2 31, (/<, -b ?ji) ~ł~ 3io ?g =  91 o + 9^3 'i3

>n = n—2 Mn—̂lń • -2 -r 2 24-Z«—1| + = 22)

,  ■*
; v _ *¿«..10 “ŷ -i

t~ Ct+ff* ,
V/*. »1 -y, ucfi*v,>

fu."
•/ y o

i? Mł w  s
/ ł-t). AJ T*l> -r*+*u

4 -A» W «»!-/
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W idzimy więc, że ot rzymujemy (»—1) równań, które w y­
starczą nam do wyznaczenia (n — 1) momentów podporowycli. 
Równania te  nazywamy r ó w n a n i a m i  m o m e n t ó w  p o d ­
p o r o w y  eh. (n. Normahnomentgleichungcn). .

Jeżeli belka na pierwszej podporze jest poziomo utwier- 
dzona, to M 0 nie je st = 0 . Aby Ma wyznaczyć, pomyślmy so­
b ie , że przed Zj je st jeszcze jedno przęsło o długości ZQ=  0, 

_wtedy dwa punkty podparcia tego przęsła wyznacz aj ą_ d w a 
punkty linii ugięcia,, a zatem styczną poziomą. W idzimy więc, 
że potrzebujemy tylko zastosować równ. 21) także do przęsła 
zerowego, czyli wstawić wartość m—0 .

Otrzymamy więc
; & U ^ i ^ c z y l i  ..................................23)

/ e3' - v  . —mmmmm ■— , , i  ̂  ̂̂  ^

Utrzymujemy zatem jedno równanie więcej x wystarcza- 
$ce c*° ^yznaczenia jeszcze jednej niewiadomej M0.

Tak samo. jeżeli belka jest poziomo utwierdzona na n tej
podporze, otrzymamy: M n̂ l n+ 2 M Jn= % ‘Jln) t ■n*

.................. • • • • •  24)

6,.Momenty, siły, poprzeczne i oddziaływania.

Niech przęsło A B  (rys. 7.) belki ciągłej będzie dowolnie 
obciążone, wypadkowra wszystkich ciężarów na długości A B

działających niech będzie U , a ri jej 
odstęp od B. — Nazwijmy dalej mo- 

>. .,y, \p l ^ I j ą  <x> \ m enty podporowe w A  i B  M ' i M ",
J^siłę poprzeczną Q‘ przy podporze A, Q"

• ; i _____j przy podporze B  , (obiedwie wewnątrz
f " r'  przęsła), to otrzymamy z równ. 6)
r ; M"=^21‘-\-Q‘L—R ri , a

i s i ,  M "— M' R r t . j;K.

. - ¿ - r -  M " - M '  Itr | ,■ • ^

*  * ^  <i =  —I------  , I ' § r r ’-<'£
n  .........   i  -   Ł

i Chcąc wyznaczyć siłę poprzeczną Q w dowolnym punkcie
—.-A.,C, nazwijmy P  wypadkową ciężarów, działających na długości 

a s  jej odstęp od C, to 26)
. —  L ^ — ..................................27)

6*~7* l<r> 2 « A'< ''f * 5 5̂ /
Z M 0  + L.

, ^ J n T y

X 'jhtf* ►» » er* Ł,
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Nazwijmy dalej Om oddziaływanie w punkcie B . to siła 
poprzeczna przy B (rys. 8.) w m tem  
przęśle je st Qm", a w (m + l)m  przęśle

-A  r  n

U -/___— i a wiS° Qm+l' =  <2m//+ 0m,
czyli 0m°— y  +  g W i • . 28)

a  stąd dla m = 0  O0 — Qi ‘, a dla ńi= n On=  — (j)*".■ iT̂y.iiTOTiiiiiHiwiiiiif*! iltiftiirtniifB(uftitiTiwii>miB8iiuiiaji'ii if«*»»»-

§. 7. Obciążenie zupełne jednostajnie rozłożone,

Dla ciężaru stałego jednostajnie ciągłego g mamy według 
równania 16) 9Z '=9i"=—-J-gl2, więc

s i i * = — i - ^ 12 
% '= — hgh*-

Ustawmy teraz równania momentów podporowych we­
dług 22), a otrzymamy*)

‘ 2 3 ^ (Z, +^2) + M 2 l2 =  —-\-gQi 3-K2 3)
™ . M *  ?2 + 2$f2(l2 + l3)-\-M3 l3=  —;Ĵ r(?2 3 +  Z33)

Mn—iln -  1 +  2ilfn_l(Z„_l +  Z„) = --- ^ (Z „ -i 3 +  l„ 3)

. 29)*

Dla wyznaczenia sił poprzecznych wstawmy w równanie 
25) i 26) R=gl, r —ri =\-l, a otrzymamy ^ ^

V  r = — ł s l  — . .^ 1  30)

g x ...................................... 31)
Otrzymujemy więc równanie linii prostej dla zmiennej x 

i widzimy, że linie sił poprzecznych w każdem przęśle będą 
a4w. a. proste (rys. 9.). Jeżeli ciężar jednost-

rys.9. ko wy jest ten sam we wszystkich przę-
: słach, to linie we wszystkich przęsłach 

będą ~ równoległe. Oddziaływania wy­
znaczamy z równania 28).

Momenty otrzymamy z równań 27)
M = M 'Ą - Q‘x — i gx'z, 

a wstawiwszy za Q‘ wartość z równ. .30)

*) porów. Podręcznik S ta tyk i budowli 2 wyd. str. 270.
. _ infzj ^
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o4v

To równanie przedstawia parabolę o osi pionowej. — Je- 
żeli ciężar jednostkowy jest ten sam, to parabolo mają ten sam

jparam etr (rys. 10.). Chcąc znaleść naj­

większe 31, zróbmy a więc

wedle równania 31) Q'— g x= 0. Na­
zwawszy x l odcinek dla najw M , mo-

rv,s.lfl.

źemy napisać

L<l
= U -

(31‘—31“) 
____ (ii___

Tę wartość wstawmy w równanie 32), a otrzymamy

I tt iL

33)

34)

Jeżeli 31‘=31", to x t = i - l ,  a zatem najw 31 jest w środlru 
przęsła, w innym razie wychyla się trochę ze środka.

J §. 8. Momenty podporowe w przęsłach nieobciażonych.

■ Niechaj rte przęsło belki ciągłej 
będzię_ obciążone (rys. 11 .), a inne 

rv s  ij przęsła n ieobciążone , w tedy otrzy-
ji c .'?!'>/' o fi mamy następne równania momentów

podporowych
231 j { l i + h ) + 3U =  0 

M ih  t -  i)/.-,(?9 +  h ) +  31.,U = 0

A
¿sr 7zr~7\—A

Ir-

+  Ir) +  31rlr — Skrlr
/r -ł~ 231r(lr +  lr+i ) -f 3ir+ jjr+1 =  " Ir

31n-?ln-. i +  2 /V/„_i(/n_i +Zn)= 0

TT»« Z

-»»i t  y

. 35)

Z pierwszego równania mamy:

31,
2 il/j

U (h +h)~- M 2+9i ) 'L2 \  '  2

a więc 312 i Mx mają przeciwne znaki, a bez względu na znak 
J / 3> 21T1. Dalej otrzymamy

J V rst uiem‘

nem i <C-J-, więc +  a zatem bez względu na znak



l  3 U \M 2 1̂2 +  27“J ; znów ma znak przeciwny, niż i)/2. Ogól­

nie możemy napisać M m+O M ,n ( ‘2 + r~—) ............• 36)
_________ __V__  ‘»1+1/

A z a t e m  m o m e n t y  p o d p o r o w e  p r z ę s e ł  n i e o b -
c i ą ż o n y c l i  s ą  n a p r z e  m i a n  d o d a t n i e  i u j e m n e  i k a -
ż d y  n a s  t w Tę^Erifj , n i ż  2 r  azy,  w i ę.ks z y  od
p o p r z e d n i e g o .

Nazwijmy M 2 = — /¿2.1/, a ili3 = — /i3 J f2, to wtedy —
2 (7 j + 72 ) , 2  ( /2 +  Z,j T . t  i j  • i -  t  j=  — i-— —, zas (i3——- - —----- Jeżeli będziemy liczyli od

..: , ... h ...... ... ........._______ hl1!
drugiego końca belki 77, to otrzymamy podobnie

0/, , 7 , ' 2 (/„_, + —U/L + h - i)  ^»-1i =  —i  , Vn-2 = ----------------------------------------- 7-. . .  3 0
i-n—1 _____________¿n-2

-  11 -

Ogólnie możemy napisać na podstawie równania 36)

+  ..................................38)
lm

Spółczynniki /t i ■>> zależne są tylko od rozpiętości prze­
sól i dla danej belki dadzą się ła two obliczyć.

Dla używanych stosunków - = 0 9  do 1*3 waha się / ł i  v
Zm+i _____

między granicami 3'5 a 4-2. />—V Ł̂=r̂ ,
LU-ĈO -*-V lX V .

§. 9. Siły poprzeczne, oddziaływania i momenty w przęsłach 
nieobciażonych.

Jeżeli przęsło jest nieobciążone, to i ? = 0 , więc dla m go 
przęsła otrzymamy z równ. 25)

31m ]\Ttn—l nm
<3m =  -----............. .....................................o9)

Ponieważ tu Mm i mają  znaki przeciwne, więc (),„
będzie miało ten sam znak, co J/,„. a więc naprzemian będzie 
raz dodatniem , drugi raz ujemnem. W  (jm+1) przęśle będzie 

31m+1— Mm
Qm+i = In+ 1

Podzielmy to równanie przez równ. 39), otrzymamy
•̂»<-{-1 m-f-1 m łm 1 “ł~ 4;0)
Qm Mm -^m-1 hn-f 1 1 1 m̂.+1

■&/3}co «V;
J y*4tx: 'to



fim i /{,„+! są dodatnie , więc cały wyraz jest ujemnym.

Ponieważ a 1 +  — więc
P '

<3m+l> 2  J m _ ..................................41)
__ m̂ + i

Z tego w y n ik a , że s i ł y  p o p r z e c z n e  są  n a p r z e - 
m i a n  d o d a t n i e  i u j e m n e  i w z r a s t a j ą  k u  p r z ę s ł u  
o b c i ą ż o n  e m u , je że li, jak  zwykle, 2 1m > Żm+1.

W edług równ. 28) jest 0m= — Qm" + Qm+i ' ; ponieważ Q 
m ają znaki przeciwne, więc z tego wynika, że 0 m będzie miało 
ten sam znak , co <9m+i'j a więc także będzie na-przemian do­
datnie i u jemne. — Podobnie możemy napisać 

O m + i =  —  Q m-f l."  +  Q m + 1'- 

Podzieliwszy to drugie równanie przez pierw sze, otrzy-

f l
Qm+ 2

„   Qm + i" +  (?m+2/ Qm+1 / -rmamy - ~ = -----= - ..........................  - t ----- , przyczem opuścili-

śmy znaczki, bo w przęśle nieobciążonem Q‘ =  Q" — Q.

Licznik jest tu  dodatni i większy, niż 1 +  2 ^ —, zaś mia-
¿m+2

nownik ujemny i mniejszy, niż więc

lm+1
O 1 + 2 ,  Vm+ 1 . i»i+2> ------ Z & f ......................... . 42)

Oni 1 ! 1
..... ........... ....im—

Z równania 42) widzimy, że J5 d d z i a ł y w a n i a  s ą  n a- 
p r z e m i a n  d o d a t n i e -  i u j e m n e  i w z a s t a j ą  k u  p r z ę ­
s ł u  o b c i ą ż o n e m u  (jeżeli 4lni nie jest <Zm+2)?::‘Momenty obli­
czymy z równania 27), mianowicie będzie M =  M„,_i 4- ('¿«'a;.

W stawmy wartość za Qm, to otrzymamy
i -31m—1 i •M = M m̂ Ą ---------------- x, czyli

JJ£=Jim_ , ( l—f  ......................... 43)
A ......  '»'<-•

Ze względu na a; jest to równanie Igo stopnia, linia mo­
mentów będzie więc prosta. W yniki te przedstawiliśmy na ry­
sunku 12.
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ry s . 13. Jeżeli w każdem przęśle są mo- 
111 enty dodatnie i u jemne , t o musi 
być w każdem przęśle punkt, w któ­
rym  M = 0 . Nazwijmy am odnośne x  
(rys. 13.), to z równania 43) otrzy­
mamy

a st,<3

H M *

czyli a„

44)
An

Stąd widzimy, że ponieważ fim zależy tylko od rozpięto­
ści , a nie zależy od obciążenia, am pozostaje niezmiennem, 
którekolwiek przęsło z prawej strony danego przęsła dowolnie 
jest obciążonem. Zawsze wtedy linia momentów przechodzi 
przez 1, więc I  jest p u n k t e m  s t a ł y c h  (n. Fixpmkt, f. foyer, 
point fixe , a. inflexion point). Gdy je s t obciążone przęsło z le- 
wej strony danego p rzęsła^  wtedy otrzymujemy punkt stały 
K. możemy wtedy podobnie napisać r

bm =  - A -   .....................45)
1 +  Vm

Moment w lewym punkcie stałym ' jest niezależnym od 
obciążenia z prawej strony, zaś moment w prawym punkcie 
stałym jest niezależny od obciążenia z lewej strony.

Jeżeli belka jest na zerowej podporze poziomo u twier- 
dzona, w tedy la = 0,

/V
2Ż, » . »-— =  2 więc
Al.

 ̂ ******£• -łv'c

-i*A ya.1^ ir.'L, j-t-ś'¿i < «•



n J  l  \ J  *i ‘ ^  4.1 ?  *  r / t r  <r & ? £< cL /  ?  / r^  f viXUV

*U.-

f ^ - r ł ł l t ^  S c . t ^ u f i J r  <**}*£ J>'? ¿Vv-
*/•,» *i f-łł<?r ftr "i- for*̂ rm-*Of j h  ■*>■** _ --- X4: --- *fl
i'

A r i + 2- i l i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 6 )
Tak samo otrzymamy, jeśli belka jost na n tej podporze 

poziomo utw ierdzona,

l)n =  |  ...........................................47)

Jeżeli bolka ciągła jest na obu skrajnych podporach pod- 
parta, to na tych podporach 31= 0 , więc a, = b n=Q . . . 48) 

"Według równania 38) je st ¿£>2, więc
_ hn . t _Im 7 _l,n , r..

^” l  | ^  ^ j * • • • * • 49)
a zatem p u n k t y  s t a ł e  l e ż ą  w s k r  aj  n y c h t r z e c i c h  
c z ę ś c i a c h  p r z ę ś l  a. W p rzęsłach sfe^lH ^ c ^ y 1 ^ r ^ g e ::/na 
skrajnych p odporach , a w razie utwierdzenia poziomego tych 
przęseł _w jędnej trzeciej długości przęsła. K

(X)
T-
§. 10. Momenty podporowe przęsła obciążonego.

Dla r'pr£ięsła obciążonego mamy według równania 35) 
Mr—llr—1 -1- 2 M r—i (lr- i  +  żr) +  Mrlr = SRr‘lr 

31,-—\ ?r+ 2  31 r(lr-\-lr+\ ) Ą - Zr+1= 9 ir"Zr 
Przypuśćmy na chwilę, że nie r-te przęsło jest obciążone, 

lecz inne na prawo leżące, to byłoby
31,-2 Ir-1 +  2 31 r—i (lr—\ 4 - 3f r lr — 0.

A ponieważ J f r=  — /ir Mr- \ , więc
31r—2 Ir—1 +  2 31r—\ (Zr_j+Zr) — firM r- i  lr= 0  . . . • 51) 

To 'równanie przedstawia związek m iędzy1 M r—i i 31,-2,
który, ja k  wiemy, jest niezależny od obciążenia r-tego przęsła,
więc także prawdziwy, gdy r-te przęsło jest dowolnie obciążone. 

Podobnie otrzymamy
-3Ą-+1 lr+ 1 + 2  Mr (^r+^r-t-l) Vr M rlr—0 . . . .  52)

Te dwa równania dają w połączeniu z równaniami 50) 
następne: •

f l r 3 1 r - i + 3 I r =  % ‘ \

vr 31r+ M r - i= W r " i ......................................  ]
Z tych dwu równań otrzymamy

f l r Vr ~  1  (

M n ^ ‘- ^ r  ( .........................................o 4 )

' ¿1 : ^   ̂A'/Aa. j
■ L-e-ic* -k*

<.t *A•>! a i - a ,Z & ^ c i l A ,~  ld-».lQlS l\  ¿ l i / a - n n z   ̂ A-*~>'ye.
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Wiemy, że spółczynniki ¡u. i v są większe , niż 2 , więc 
mianowniki równania 54) są dodatnie.

W edług równania 12) jest 9V = 2 +
9ir"=22K r"+9)V ,

więc łv9V—Sir" =  2 9Jf/ +  vr 9)ir" —2 90?r"—2Jt/=
=  2Kr' (2łV—l)-f2)V ' (^r-2).

Ponieważ momenty 2Ji' i 3)1" są zawsze ujemne (według 
rów. 13), a 2 v r —1 i vr — 2 zawsze dodatnie, więc licznik jest 
ujemny, a mianownik dodatni; a zatem M,—\ jest ujemnem. 
To samo możAmy udowodnić dla M r. A zatem m o m e n t y  
p o d p o r o w e  p r z ę s  ł a  o b c i ą ż o n e g o  s ą  z a w s z e  u j e m n e .

§. H . Obciążenie najniekorzystniejsze dla sił poprzecznych,

a) Ob c i ą ż e n i e  o d n o ś n e go p r z ę s ł a .
Niechaj będzie tylko jedno przęsło A B  (rys. 14.) belki 

ciągłej obciążone, i^to niech działa ^  punkcie E  siła P, to

siła poprzeczna Q w punkcie F  będzie według 25) i 26}, gdy 
z > e > 0,
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Q-

a gdy Z> e > a Q-

l  1 l P ’ 
M "— M ‘ Pil—e) 55)

l 1 l
Z równań powyższych widzimy, że linia wpływowa bę­

dzie funkcyą e wyższego stopnia, niż pierwszego (bo M ‘ i iii" 
S£Ł / ( e))j a więc będzie to linia krzywa. W iemy jednak, że dla 
e = 0  i e= l jest <2=0 i że różnica rzędnych w F  wynosi P =  
= F “F'". Linie A ‘F“' i F "B ‘ będą się mało co różniły od pro­
stych , bo wyraz pierwszy jest stosunkowo mały. Z kształtu 
linii wpływowej widzimy, że dla najw Q musi być obciążona 
długość F B ,_.a dla najmn Q długość AF, a więc tak  samo, jak  
dla belki jednoprzęsłowej. Tak samo musi też dla ciężarów 
skupionych jeden ciężar, zwykle pierwszy, stać w F, najwięk- 
sze i najgęstsze ciężary blisko F.

b) O b c i ą ż e n i e  r e s z t y  p r z ę s e ł .
Przypuśćmy teraz, że odnośne przęsło nie jest obciążone, 

w tedy Q=Q‘. Z rys. 12. widzimy, że, aby to Q było dodatniem, 
musi być lewe sąsiednie przęsło obciążone , a prawe n ieobcią- 
żone , inne zaś przęsła naprzemian , gdyżeśmy udowodn il i , że 

r  1 5 .  «iły poprzeczne są
n  a j u*fi Ć/J"

llfiliŚ lg — ^ a iii t i l | 9  ŝgli!;i!tiiilllliliiA
doda-

najwif-Ą.) 
¿’lii

w
naprzemian 
.tnie i ujem ne 
przęsłach nieobcią- 
żonych. Stosownie 
do tego będzie linia 
wpływowa w innych

przęsłach naprzemian pod lub nad osią (rys. 14). A więc dla 
najw (4-0) i najw (—Q) w punkcie F  przęsła CD musi być 
belka obciążona według rys. 15).

§. 12. Największe siły poprzeczne.

W edług równania 25) i 26) można obliczyć najw. siły po-
r v s . i 6 . przeczne w danym punk­

cie C (rys. 16.) dla obcią- 
żenia jednostajnego_cią­
głego. Wiemy, że przytem 
musi być długość BC  ob­

ciążoną.
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Podstawmy w tych. równaniach
R = p  (l x), r±= ^{l x), P = 0, 

M"—M' p ( l - - x )2najw  (+Q): X JL . 56)

rys .11.

Dla n aj mniejszości sił poprzecznych musi być obciążona
długość A C (rys. 17), więc

CO
R = p x, r 1 = l—^ , P=px.

"Wstawmy te wartości w ró­
w nania 25) i 26), a otrzymamy

V---- .!• -  :
J3

najw  ( -Q )  = M " — M ' i 2 i _  
T i

57)

ry s .  18.

W edług rys. 15 widzimy, że obciążenia, wywołujące najw 
( + 0  i nojw(-Q), dopełniają się do obciążenia zupełnego, zatem

najw (—Q)=Q,—najw (+Q ,) ..................... 58)
Linie największych i naj­

mniejszych sił poprzecznych, 
będą praw ie paraboliczne, 
wyraz pierwszy bowiem jest 
wprawdzie funkcyą * , ale 
jest zazwyczaj bardzo ■ma­

i l i  łym (rys. 18).

§. 13. Bezwzględnie największe i najmniejsze siły poprzeczne.
O L .

Z rys. 18. i z poprzednich równań widzimy, że najwięk­
sze siły poprzeczne są na podporach i to na lewych każdego

przęsła dodatnie , na prawych 
ry s .  19. ujemne. W  rys. 19. oznaczyli-

cm>tMkn śmy obciążenie dla najw (+Q)
w C. Bezwzględnie największe 
(+  Q) je s t <ila x —- 0  , więc oba 
przęs ła , między któremi leży 

punkt A , muszą być wtedy obciążone. W  rys. 20. oznaczyli­
śmy znów obciążenie dla 
najmn Q w C. Bezwzględnie 
największe (— Q) jest dla x —l,S i t __

r y s . 2 0 .

* ’ *■*->- --
więc oba przęsła, między któ- 
remi leży podpora B . musz;
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być wtedy obciążone, reszta przęseł ma być naprzemian obcią­
żoną. Z równ. 56) i 57) otrzymamy

M " — M ‘
dla a:=0  bezwzględnie najw (+<2) = ----- j-----

M " —M!„ x = l  „ najw {— Q)=------ -̂---

nP Ponieważ oddziaływanie równa się różnicy sił poprze­
cznych po obu stronach podpory, a obie siły poprzeczne są 
największe dla tego samego obciążenia, więc oddziaływanie 
będzie największe także dla tego samego obciążenia, t. j .  gdy 
oba przęsła sąsiednie są obciążone.

Najmniejsze oddziaływanie, powstające z powodu ciężaru 
ruchomego, j est u jemnem. Jeżeli oddziaływanie dodatnie, wy­
wołane ciężarem w łasnym , je st większe od oddziaływania 
ujemnego z powodu ciężaru ruchomego, to oddziaływanie dla 
ciężaru własnego i ruchomego je st ostatecznie dodatnie, w prze­
ciwnym razie ujemne.

"W tym  ostatnim wypadku belka musi być przytw ier­
dzoną do podpory, gdyż inaczej podniosłaby się w tem miej­
scu , czego dopuścić nie możemy ze względów ustrój owych. 
Największe' oddziaływanie ujemne pow staje, gdy dwa sąsie- 
dnie przęsła są nieobciążone , a dalsze n a przemian obciążone 
i nieobciążone.

§. 14. Najniekorzystniejsze obciążenie dla momentów.

a) O b c i ą ż ę  n i e  p r z ę s ł a  b a d a n e g o .

Niechaj w punkcie F  r tego przęsła belki ciągłej działa 
r y s .21 ^  siła P  (rys. 21.), to wiemy,

%/J t że według równ. 13) będzie
p  2 ' p eie

1 .  g)2« _  i

— 18 —

r — * —  -* i i t
<?----- a ------- c-.------i Dalej według równań

54) mamy po opuszczeniu 
znaczka r

i ' — 91" 91'
M r_ x= - -— , M ,.= ~ -----------------

f CP— 1  / i v — 1
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Podstawmy w tych równaniach, wartości z równań 44)

i  45) f i= ——1 i v==^ —1) z rys. 21. c = l—a — b i wartości za

iH' i 31“ z równ. 14), to otrzymamy
Pae e1 

~ ~ d 2
M r -1  =  - (21— 3 6— e ))

60)

Na podstawie równ. 60) dadzą, się linie wpływowe dia 
momentów; podporowych M r—i i M r według S o l i n a  w na­
stępny sposób wykreślić (rys. 22.). Zróbmy B R = l— 3 b = A B — 

c IK—3 BK, F L  momentowi dla belki w dwua A l
Jpg 6

punktach podpartej =  ■--~ ,  DD‘= F L  i wykreślmy D‘R, to

F P _  j _ e, _ j Vr_t.
cliRD l

l -

/ r ^  /0 < * f p ° * - v < * A - y c - ź -  y y J

i*---  T i"--V*--- - -...
t -  //. .J

■ c a^uttuU i

Podobnie otrzymamy F F "—Mr. W  ten sam sposób mo- 
żęmy otrzymać momenty Mr_\ i M r dla innego położenia siły 
P, _a połączywszy końce rzędnych, przedstaw iających momenty, 
.otrzymamy linie ĉ f ) ly w o w ^ ^ F ‘i? i A F "B . f Zróbmy teraz 
AA{=~FF‘, i B B ^ F F " ,  połączmy z B x i zróbmy L ‘C—FL, 
to i j  GBj będzie przedstawiać linię momentów w przęśle AB, 
jeżeli siła P  działa w P . Ponieważ L' leży zawsze niżej L ,
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więc O będzie zawsze poniżej A B  , a zatem moment w punk- 
cie zaczepienia siły je s t zawsze dodatni./  Z rysunku widzimy, 
że jeżeli siła P  leży w F, w punktach. U i W  jest moment

n k tów  o b ojętn ych .
Z rysunku- wynika , że A A t U c\iU FG , więc u : (e— u) =  

(— gdy M^—FC, zatem
u : e—(—M r- \ ) : {Mi —M,—i), więc 

M r-i e

równy zeru. Wyznaczmy, położenie tych

Z rysunku dalej w yn ika:
Pe el

M X = C Ł‘ -  F L‘ = l Ą-'\Mr +  ( Mr- 1 - M Ą ) .

M r i Mr--i są.W  równaniu tem dajemy znak ( + ) ,  bo 
ujemne.

W stawiwszy wartość za Mx w poprzednie równanie, 
otrzym amy po skróceniu

podobnie będzie w-

M r.
'M r- i —Mr— Pe\ 

M rl
61)

Mr— M r- i — Pe
W stawmy teraz wartości z równ. 60) za J i r_i i Mr , t-o 

otrzymamy
a (2 l—3b — e)elu= _________ -35-________

cP+ ( 2 a—b) el—(a+b) e2 
b ( 2 1 — 3 a — e ,) ei 1

i
62)

cP + (2b— a) e±l — {a+b)el 
W  przęsłach skrajnych jest w pierwszem a = 0 , w osta- 

tniem b = 0 , więc dla przęsła pierwszego u =  0, c = l—b, 
b(2 l—el )ei l b(2 l—ex)exl b (l'2 —e'l)l

IV- cl2 +2bel l- b e i 2 P - b ( l 2 - 2 e i l+ ei 2) .P —be2

W  ostatnim przęśle j est b= 0,'C = l—a, w =0, 
a{2l— e)el ' a { P - e ^ ) l

u-
'  ( Z — a ) Z 2 + 2 a e Z — a e 2 Z3-

63)

64)
ae*

Z rysunku 22. widzimy więc, że, jeżeli siła P  stoi w F , 
momenty na długościach u i v: sa ujemne, zaś na długości UW  
dodatnie.

Zbadajmy najprzód, ja k  wielkie może być u i w.
Z równ. 62) wynika, że dla e—0 jest m=0, 

zaś dla e= l jest u —a.
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Podobnie dla ^ = 0  jest w = 0, 
dla e^—l jest io=b.

A zatem widzimy, źe gdy u może być najwięcej =a, 
a  najio w=b  , a zatem na długości I K  między punktam i sta­
łym i moment jest  zawsze dodatni, zaś na długościach A l  i K B  
może być moment ujemnym lub dodatnim. Rozróżniamy z tego 
powodu trzy  części w każdem przęśle , część pierwszą AIfJ~~m+ 
część drugą, średnią IK  i trzecią K B . Rozumie się, że w przę-gA*/«"«^**gto 
ále pierwszem część pierwsza j4 /= 0 j a w przęśle ostatniem  
KB  0.

A zatem możemy powiedzieć: W  c z ę ś c i  ś r e d n i e j  
p r z ę s ł a ^  b e l k i  ci  ągj^ej każdy ciężar, gdziekolwiek na tem 
przęśle działający, sprawia moment dodatni, a więc d la  n a j - 
w i ę k sz e g o M  m u s i  b y ć  t o  c a ł e  p r z ę s ł o  o b c i ą ż o n e , 
d 1 a n a j  m n i e j  s z ó ś c i  w c a l e  n i e o b c  i ą ż o n e.

Dla punktu Ü, leżącego w części pierwszej, jest moment 
równy zeru , jeżeli P  stoi w punkcie F. Jeżeli siła P  posunie 
się na lewo , moment w punkcie U jest dodatnim , jeżeli na 
prawo, ujemnym. A zatem d la  najio M  w p u n k c i e  ?7w c z ę ­
ś c i  p i e r w s z e j  p r z ę s ł a  n ru s i_ b y ji  to  p r z ę s ł o  o b c i ą­
ż o n e  od i  aż  do  F, dla najmn M  od F  do  B .

To samo da się zastosować do punktu  W, w trzeciej czę- 
ści przęsła. D la  najw M  w p u n k c i e  W¡' m u s i  b y c  o b c ią ­
ż o n e  p r z ę s ł o  od F  do 13. d l a  najmn M  o d A  d o F . A za­
tem b a d a n y p r z e k r  ó j j e s t  z a w sz  e d l a  n a j Ayi ększo- 
ś c i  o b c i ą ż o n y ,  a d l a  n a j m n i e j  s z ó ś c i  n i e  o b c i ą ż o ny .

b) O b c i ą ż e n i e  r e s z t y  p r z ę s e ł .
Z rys. 12. widzimy, że obciążenie przęsła CD sprawia 

w części I  i I I  przęsła sąsiedniego na prawo momenty ujemne, 
a w części I I I  dodatnie , dla przęsła sąsiedniego lewego zaś 
w części I  dodatnie, w II  i I I I  ujemne.

A zatem dla części I  dla naj większości musi być sąsie­
dnie prawe przęsło obciążone, sąsiednie lewe nieobciążone, 
a reszta przęseł naprzemian (rys. 23.). Dla części średniej mu­
szą być sąsiednie oba przęsła nieobciążone, a inne naprzemian, 
dla części I I I  zaś musi być sąsiednie prawe przęsło nieobcią­
żone, a lewe obciążone, inne zaś naprzemian.

Ogólnie więc możemy powiedzieć dla wszystkich trzech 
części: D o c z ę ś c i  o b c i ą ż o n e j  d a n e g o  p r z ę s ł a p r z y -
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t y k a p r z ę s ło n i  8 o b c i ą ż  o n e ,  do c z ę ś c i  . n i e o b c i ą ż o -  
n e j  o b c i ą ż o n e  p r z ę s ł o. I n n e  p r z ę s ł a  m a j  ą b y ć  n a - 
j) r  z e m i a n  o b c i ą ż o n e .

"W rys. 23. wykreśliliśmy schemat najniekorzystniejszych, 
obciążeń ciężarem jednostajnie rozłożonym. Jeżeli mamy belkę

r y s . 23.

Tiajw.b uM

flD lllillK

ez fćeJT
m —

f  -p,— i
mmiiiiiiiiii i

, ,  .*• pEUSUMlilM "
c z ę s c J H Y~ <V------

1 ^
W M 22|__

M

+ 2 1

■ M

obciążać układem ciężarów skupionych, to ponieważ tu  otrzy­
mamy linie wpływowe krzyw e, nie uzyskujemy tak prostych 
praw ideł dla najniekorzystniejszego położenia, -jak dla belki 
jednoprzęsłowej. Linia wpływowa będzie miała jednak w da- 
nem przęśle także kształt tró jkąta , lecz o bokach krzywych, 
z wierzchołkiem w punkcie badanym t a k , że w przybliżeniu 
możemy zastosować dla najniekorzystniejszego obciążenia pra­
widła dla momentów belki w dwu punktach podpartej.

Co do obciążenia reszty przęseł kształt linij wpływowych, ’ 
które otrzymamy później w ykreśln ie, da nam pewne wska­
zówki co do ustawienia ciężarów skupionych w rozmaitych 
przęsłach. Zwrócić jednak musimy uw agę, że obciążenie tego 
rodzaju, jak  na rys. 23., jest w praktyce nieprawdopodobnem, 
a przy mostach kolejowych wprost niemożliwem. Przy mo­
stach drogowych, gdzie obciążenie takie jest możliwe, przypu­
szczamy przy obliczeniu rzeczywiście ciężar ruchomy podzie-
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lony na kilka części, przy kolejowych moźnaby albo przypu­
szczając jeden pociąg przyjąć na długości, któraby nie po­
winna być obciążoną , wozy próżne ważące 9 t dla kolei nor­
malnotorowych i wąskotorowych z j azdą na podwoziach , zaś 
6 ton dla kolei wąskotorowych bez jazdy na podwoziach, a zre­
sztą parowozy i wozy ładow ne, albo też przyjmujemy tylko 
dane przęsło obciążone. Przyjmowanie niemożliwych obciążeń 
dla obliczenia belki wydaje nam się nieusprawiedliwionem.

R o z p o r z ą d z e n i e  a u s t r .  m i n i s t .  k o l e j o w .  z d. 1. w rze­
śn ia  1904 . §. 7. u s t. 18. P rz y  dźw igarach , spoczyw ających  n a  w ięcej, 
n iż dw u podporach, tudzież p rzy  dźw igarach  łukow ych  należy  p rzy jąć  
k ilk a  pociągów  w  najn ieko rzystn ie jszem  położeniu celem obliczenia 
najw iększych  m ożliw ych s ił zew nętrznych.

§. 15. Wyznaczenie największych momentów dla obciążenia ciągłego.

a) Ś r e d n i a  c z ę ś ć  p r z ę s ła.  D lanajw iększych momen- 
.tów musi być dane przęsło całe obciążone, dla najmniejszośei
zaś całe nieobciążone, reszta przęseł naprzemian (rys. 23.). Dla 
najw (—M) otrzymamy z równ. 25) i 27), gdy P = i i = 0,

najw (—M)=M /-—(M'—M " )y ..................... 65)

Jestto  równanie linii prostej.
Jeżeli M '— M", to najw (—i t f ) = M '; ..............................66)

jestto równanie linii poziomej.
Podobnie otrzymamy z równ. 25) i 27)

najw ( + M) = 3łP—(M-—M ")y+-|-px ( l-x )  . . .  67)

b) P i e r w s z a  c z ę ść p r z ę s ł a . Dla najw (— R[) musi 
być przęsło dane A B  obciążone od F  do B (rys. 22.). W edług

' , _ M ‘‘—M ' pe/ 1
rown. 25) otrzymamy więc Q '= —— .+  o \  .t /i L

Wedle równ. 27) M = M '+ Q ‘x, więc
• /  Ars i r /  M '— M "  , PC! 2X  e Q .na,)w ( - M ) ^ P --------Y x  +  l 21l- ....................68)

Dla najw (Ą-M) musi być przęsło A B  obciążone od A do

F. Tu je st Q‘==— y ~e\  a M —M ‘ +  Q‘x — fcpx3, więc
L A t

(M7—M")y +  ̂ ( 2  e l - e 2—lx) . . 69)



c) T r z e c i a  c z ę ś ć  b e l k i. Podobnie otrzymamy dla 
trzeciej części

najw  (— (M' — . . . .  70)
1 <■* i

najw ( + M)= j j p (W—311 " )*+ P (1~ Xj  ^  . . 71)
1 ^ 1

^  We wszystkich częściach przęsła jest
najir (+M)+najAv (—M)=5L , . . . . .  72)

jeżeli M. oznacza moment dla obciążenia zupełnego.
Jeżeli wykreślnie przedstawimy linie największych i naj­

mniejszych momentów, to otrzymamy rysunek 24. Dla ujem­

nych największych momentów otrzymujemy w średniej części 
każdego przęsła linie proste, dla dodatnich parabole.

§. 16. Wielkość ciężaru jednostajnego ciągłego.

W poprzednich paragrafach przypuszczaliśmy, że ciężar 
jednostkowy p jest w danem przęśle jednostajny. Dla mostów 
drogowych je st ciężar ruchomy p dla wszystkich przęseł jedno­
stajny, jeśli liczymy na podstawie obciążenia tłumem ludzi. 
Jeżeli rozpiętości są nierówne, może się wszelako ciężar w ła­
sny g poszczególnych przęseł różnić. Przy mostach kolejowych 
jednak, jeżeli rozpiętość przęseł je st nierówna, przyjąć należy 
dla rozmaitych przęseł różne wartości nietylko dla ciężaru 
własnego g , ale też i dla ciężaru zastępczego p, jeżeli wogóle 
używamy ciężaru zastępczego. Dla ciężaru zastępczego dla sił 
poprzecznych należy przyjmować zmienne p nie według dłu­
gości przęseł, lecz według długości obciążonej.



-  25 —

.Rozporządzenie au s try a c k ie  z r. 1904  n ie zna ciężarów  z a s tę p ­
czych, liczy ć  w ięc należy  n a jw ięk sze  s iły  zew nętrzne, obciążając belk i 
c ią g łe  k ilk u  pociągam i norm alnym i.

U. S e lk a  ciągła dwu- i trziiprzęsłowa.

§. 17. Momenty podporowe belki dwuprzęsłowej.

Jeżeli rozpiętości pierwszego i drugiego przęsła belki 
dwuprzęsłowej nazwiemy \  i l2 (rys. 25.), to otrzymamy we­

dług równ. 22.), zważywszy, że 
rys . 2 5'. M0=O i ilf2= 0 ,

i .... .............. ---------- -----~ Ę ,  2 M S ,  %  + % %
i*---- t-7/------ -*--------£-----więc moment podporowy na śre­

dniej podporze B

_ * V t M  7 3 ,

' Jeżeli oba przęsła są równe, to Z1=Z2==Z, więc

Mt .................................. 74)

Przypuśćmy, że p oznacza ciężar jednostkowy ruchomy. 
Jeżeli pierwsze przęsło jest obciążone (rys. 26.), to

/  ~ ' V — l-p h 2, _

rys.-,» . W stawiwszy to w równ. 73),
-------------^otrzym am y

----- *8 — <W - Ą _  p l j 3

8(^i +  ?2)
Załóżmy, że =^-Z, ¿2=7, to

M _____ l l Ł h l — l l  21* 76)
1 +  #  8 1 + #  8 ...........................  J

r v s  1 1 . Jeżeli drugie przęsło jest ob-

jJ il =  — 75)

ciążone(rys. 27.), to otrzymamy
— - — odnośne wzory, jeżeli zamienimy

A- 7/f i  {- i  na l2 i l2 na lt , zatem

m r  _  1 > 1 2 3  _  1  7 T

1 “  8 f Ł + U ~  l + ^ s  ......................................................  ;

Jeżeli teraz oba przęsła są obciążone, to otrzymamy
pî +ph* ( i + l i p j ł  s k

Jlł 8:(it ± k ) ~  8 ( 1 + # )  >
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#3 1
W yrazy —^  i jipg . obliczył L e b  e r  dla rozmaitych, uży-

1 +  # 3wanych stosunków a otrzymamy, dodawszy oba powyż-
*“ 1 +  IA

sze spółczynniki.
Podajemy tu  niektóre wartości:

&=0-5 0-6 0-7 0-75 0-80 0-85 0-90 0-95 100
> 3  \  \ ,  \  \  \  \  I

-—--i 0-08B3 0-1350 0-2018 0-2411 0-2844 0-3320 0-3837 0-4397 0-5 
l ± ź   ̂ 1 1  l 1 i 1 I I

0-6667 0-6250 0-5882 0-5714 0-5556 0-5405 0-5263 0-5128 0-5 
l+ > 3  1 ' I I  I 1 I I I
1 + &

0-7500 0-7600 0-7900 0-8125 0 8400 0-8725 0-9100 0-9525 1-0

§. 18. Linie wpływowe.
Przypuśćmy, że ?t =Z2=Z i wykreślmy najprzód linie wpły­

wowe dla i¥ ,, idąc za wywodami K eck a* ). Wedle równ. 74)

r y s . 2  8 .

*) Yortriige iiber E lastiz ita tslehro  str. 100.
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mamy Mt =  ~ 1 —| |  Jeżeli siła P = 1  działa w E  w odstępie

e od (rys. 28.), to wedle 14)
F e p - e * )

1 “  Z2

9l2'= 0 ,  więc 
Pe(P~e'l) _  Pe(Z+e)(Z—e) e(l+e)l— e

1 _  4Z2 4Z2 4Z2 Z
Dla P = 1 JŁf, e(Z—e) Z+e

l ~ -  W  -~ l M’V ..............................
6(1— 6)

^  * — w~'
gfj,_

W yraz ten da się skonstruować, M==— przedstawia

parabolę. Dla e = — Przez a n' i Z) wykreślmy pa­

rabolę. Uzędnę tej paraboli musimy powiększyć w stosunku
Z | c t----- , więc n. p. dla punktu n kreślimy nn1 poziomą, łączymy

Z
c z ni aż do n\. To samo robimy z innymi punktami, a zupełnie 
taką samą linię kreślimy w drugim przęśle.

W yznaczmy styczną kąta nachylenia stycznej do linii 
wpływowej z równ. 79), a otrzymamy

72__Qp 2

S t^ =  f p ~ ...............................................8 0 )

więc dla e= 0  st

dla e= l step——-~

Jeżeli więc zrobimy nn" = \ l —bbl , to abx i n"b są sty- 
cznemi do linii wpływowej.

Dla dowolnego punktu G w dclstępie x  od A  jest wedle
~j\>f fJQ

równ. 79), ponieważ M ‘—0, M "= M t , M ——^—Jr X ,  albo gdy

ilft oznacza wartość bez względu na z n a k , to ponieważ M x 
, . _  M .x ( X
jest ujemne, M = \ ----- j — ==x( ~ ----  ̂ J > ..................................

przyczem X  oznacza moment belki zwykłej w dwu punktach 
podpartej.
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W  rysunku 29. wyznaczyliśmy wedle poprzedniego linie 
Mwpływowe dla — Rzędne tych linii mamy według 81) od- L

X.ciągnąć od rzędnych linij — , które, jak  wiadomo, otrzymamy,
OD

zrobiwszy aai = l ,  wykreśliwszy w g pionową ¿7̂ i połączywszy 
a z g±. W tedy powierzchnia wpływowa dodatnia jest ag^n1,

njemna bm‘c. Jeżeli punkt g jednak zbliżać się będzie do b, to 
linia agx będzie się obracać około a, otrzymamy położenie jej 
styczne do linii an'b , a w dalszym ciągu posuwania się prze­
cinać ona będzie an‘b. W tedy otrzymamy punk t obojętny e. 

Dla siły poprzecznej w punkcie G (rys. 28.) je st wedle
M Ttr

25) i 26) ze względu, że M '= 0 , M "= M V Q=—,-+  . - — P, alboL i
JRt

gdy [<2] = — —P  jest siłą poprzeczną dla belki w dwu punk­

tach podpartej, to gdy uwzględnimy, że ujemne,

Q H Q \-Mę-
Wedle tego równania wykreślono na rys. 30. linią wpły­

wową dla dowolnego punktu G.
' iJ G- . r  i o t  obliczył rzędne linij wpływowych i ułożył w y­

niki w tablicach*). Podajemy tu  tablicę dla 7, =Z2 =Z, przyczem 
wszystkie cyfry w danym razie pomnożyć należy przez l 
(rys. 31.).

*) por. G r i o t  G u s t a w .  In terpolierbare Tabelleu zu.ni rasclien An- 
tragen  der Einflusslinien iu r  Momente und ScheerkraftH. Ziirich 1904.
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I
■ \  .• ' I

i r>
‘ • • • . \  • i •

\ 1

V I  ‘

.  N
Momenty w tm.

P u n k ty  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0'1323 0 0988 0 0677 0 0402 0 0172 0 -  00106—00154-0-0156-0-0123-0-0068 O
2 0-0976 0‘1976 0-1354 0-0803 0 0343 0—0 0212—0 0309 -0 -0313—0-0247—00185 0
3 0-0682 O11298 0-2031 0-1205 0 0516 0 -0 0 3 1 8 —0 0 4 6 3 -0  0169-0-0370-00203 O
4 ' 0-0285 0 0619 0-1041 01606 0 06S7 0 -  0-0424- 0 -061 7 -0 0 6 2 6 -0 -0 4 9 4 -0  0270 O
5 —0-0060—0-0061 0-0051 0-0340 0-08600—0-0530—0-0772-0-0782—0-0617—0-0338 O
6 —0-0405—0 0740—0-0988—0-0926-0-0636.

rys.3i.

/  Z  3  4  S  C 7 R JO / I  12
4r—ł------ 1-1--- 1--1—* ----i' -I'" +--- 1----i—i-
j,---------------- £------- -I,-------- .y

Siły poprzeczne w tonacli.
P u n k ty  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1-0000 0-7928 0-5927 0-4062 0-2407 0-10310-0-0636—0-0926—0-0938—0-0740—0-405 O

§, 19. Ciężar własny.

Dla ciężaru własnego otrzymamy M u  moment podporowy 
w B , z wzoru 78), jeśli tylko zamiast p  wstawimy gt i g2t więc



Itr . (^ g j+ g ą ) !2 oqn
. ‘ \  S f t+ Z J _____ 8(1 + ») • ' ' • )

Jeżeli, jak  zwykle, lA =ZŁ,=Z, więc .# = 1 , & g^= q^= g, to
o»l 2

=  ...................................... 83)

Chcąc teraz wyznaczyć siły poprzeczne w pierwszem 
przęśle, zastosujemy równ. 30), zważywszy, że tu  jest M ‘= 0 , 
M 0 *=Mit

W=łSh \  = łS ,  Ii ~  • • • 84)

a dla •9-=l i {£==0 2 =  g,
~ W = = - \ 9 l - \ g l = l 9 l -  + 0-375gl; .................86)'

z a ś  - ................................86)

a dla przgseł równy cli
* r — ł 9 l - i 9 l = - § g l = - 0-625gl . . . .  ..87) 

W edług równ. 31) mamy dalej ogólnie Q — Q‘—c/X, a dla
przęseł równycli Q = -¿-g(31—S x ) ......................... 88)

Jestto równanie linii prostej. 
rfj Moment otrzymamy według 32)

M = ig 1x(l1- | ^ + ^  , ......................... 89)

-  30 —

a dla przęseł równych będzie

M= \-gx{l —x)—\g l 2y = |g x (3 1—4x ) .................90)

Jestto  równanie paraboli.
Dla najw M  niech będzie x-=xi , to znajdziemy xit różni­

czkując równanie 89), więc ^ -4 Ś # i(^ i  —2*i) +  ~—= 0  , zatem
(ICC L j

*1 <=¥i + —t - D^a przęseł równych M i = —^ g l2, więc xi = - |Z =
.......1...„Jlili ~..... ' "" " ....... ...  '
=0-375 l.

W stawmy tę wartość w równ. 90), to będziemy mieli 
n a j w j i . i? 1(81—I?)=t-2-.<7?2= 0,0703175g l2 . . 91) 

Z równ. 90) widzimy, że M = 0 dla 3l='Ąx', więc dla
v = :;/  =  0 '7 5 /...

^ W yniki te zestawiliśmy na rys. 32., z którego jeszcze 
wadzimy, że oddziaływanie w B  jest

01 =!<7*+ł<7Z==łgl..................................92)
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Ogólnie jest

°i=8g ^ ^ W ^ +W ^ +l^  • • ■ • 93)

- m -

,«.0»

§. 20. Ciężar ruchomy.

Teraz obliczymy siły zewnętrzne, wywołane ciężarem rn  
chomy m ..

a) 'S i ł y  p o p r z e c z n e .
Dla najw ( +  <2) w P- E  
(rys. 33.) mnsi być obcią­
żona długość EJ3 , a dru­
gie przęsło nieobciążone.

Oa 1 / .’
M t e

rys. 33.
Li ft «  ¡i#

1

v..... u -
2? 2\
I

■ + ------«?----------

Otrzymamy więc z równ. 20) 

SR ^ i 2- * 2)2 9L '=0.4  4 ^ 2  > " l2

Moment w B  będzie według równ. 73)
P (h  2- x i )

2\2
______________________  g p  g || 94)

1 2(Zj+Z2) -j-.ij)
Dalej otrzymamy wedle równ. 56), wstawiwszy M'=—0,

M “=M ,u
najw (+(?) = p j l ^ - x Y  jK h —xV 

' 8  k K k + k )  * h

czyli najw  (+ Q )= = g ^ g -^ ^ { 3 1 1Z4-41112—21jX—x 2} . . .  95)
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Ponieważ dla obciążenia zupełnego według równ. 84) i 31)

** ~  8(/ +?,)! — PX ’ ofcrzymamy najw. ujemną siłę
poprzeczną, odciągnąwszy najw ( +  <2) od Q., zatem

„ aju , ( - « ) - # ( ! ,  -  2 . )  -  ‘ +

-j-4^2—2 lxx —X1)

=iP(1i - 3x) - g p ^ ^ Oi 4+ l i l 23 + ( li- x ) 2(3112+
+41112—21t x —x - ) } ..............................96)

Jeżeli 1-, ==/■) =1, zatem ff—1 , to z równ. 9B) otrzymamy

najw  (+  Q ) = ^ f f - 2{712- 2 1 x - x 2)}, . . . .  97) 

a z równ. 96)

najw  ( - <i)“ M ^ - 2 ^ ) - ^¿-3(2 4̂+ ( l - x ) \7 P — 2lx - x*))

= —“ 3( l4+ 101 2x 2—x 4) ......................... 98)

b) C i ś n i e n i a  n a  p o d p o r y. O0, ciśnienie na podporę 
A, jest największe, gdy pierwsze przęsło jest obciążone, a dru­
gie nie. Otrzymamy więc z równ. 95)

dla cc—0 m l  w O __ P^i (^ i  + ^ 2) )
.. ° ~  8(1, f i , )  ......................... . 9 9 )

a dla Zj =Z2=Z najw  O0 = i 3i;p l '
Największe Oj w  punkcie i? otrzymamy, gdy oba przęsła 

będą obciążone, a więc jak  dla ciężaru własnego według 93)

najw  ° i  + l i ) + l 22(4 l|4 -l2)] |  100)

a dla równych przęseł najw  Oj =  <pl J
Najw (— O,,) powsta je, gdy drogie przęsło jest obciążone, 

a pierwsze nie. W tedy otrzymamy z równ. 84) i 99), odcią­
gnąwszy O0 dla obciążenia zupełnego od najw O0

P(h3 +  h 3) pl i (^ 1+ ^ 2)najw  (—O0)p*=-lpli

PI23 . . 101)
S(li +1Q1i

Dla przęseł rów nych jest najw  (—0}p=—r;gpl 
Równocześnie działa jednak ciężar własny, więc



:  :  8 + * » ) * . __________________________ ;  '  ~ _ /

A więc najw (—O0) jest ujemnem, jeżeli
9ih 3 +(9i -^P)h'3^>^ffi(h + h)h  2i 

czyli jeżeli — g2 ..........................108)p > V T ? + ^ t r '
Jeżeli rozpiętości są równo, oddziaływanie 0„ jest ujemne, 

gdy ;>>(>//.
Możliwem zatem jest oddziaływanie ujemne tylko, jeśli r> 

w stosunku do gA i g2 jest wielkiem i jeżeli ?2, a zatem i g2 

jest znacznie większe, niż li} w z g lę d n ie j. P rzy równych dłu- 
gościach przęseł mogłoby to nastąpić t ylko przy bardzo ma­
łych rozpiętościach około /.-• 10 w. Ox_nie może być wcale
u jem nem.

c) M o m e n t y .  P r z ę s ł o  p i e r w s z e ,  c z ę ść  d r u g a .
W  przęśle skraj nem, jak  

wiemy, n iema części pierw- 
t,y s.,J/i. szej, tu  punkt stały wpada

J  E  na p u n k ty  (rys. 34.). ¥ e -
' __ f  ____  ̂ dług równ. 37) mamy

j  2 ( / , + / 2)l i " . v —----------
’r* 1 1 ’

więc według 45)

. . . . . . . . . . . . . . . . . 104>
a dla — î  ^

¡ 1 ^ 0 - 2 1 ..................................105)
Dla najw (—M) musi być pierwsze przęsło nieobciążone

~pT 3
a drugie obciążone, więc według 77. J i, = —g -  j- l  )’

Wstawiwszy w równ. 65) M '—0, M " =■ M x, otrzymamy

najw  ( - ■ ) - * , . . . . .  106)

Najw (+.34) jest dla obciążenia uzupełniającego, więc 
uwzględniając równ. 89),

• , n,r, , n .. 3+Z23) #  , V h %X
najw ( + M ) = jr M h - x ) -  8^  +£)~

Podr. Teor. mostów. II. ^
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n a j |  ( + M ) = ^ J | r -[311+ ^ ) Ł ( l 1+ l 2) ^ .  . 107)

Dla przęseł równych otrzymamy z rów. 106)
na.hr 31= T\ . p l x ......................... .... 108)

a z rów. 107) najw  (+ M )^ ^ p x (7 l—S x ) ..................... 109)
P  r z ę s ło  p i e r w s z e , c z ę ś ć  t r z e c i a .

Najw (+  M) (rys. 35)

tm///;. (-J/J
'i—€~-Ą

rvs.35.
AT TrsA-........ ...... ,

’Ł-  z ^ r r r f f _ _ __ / _____ f '

P ( h 2~ e 2) 2
3ł± -

a zatem wedle równ. 73) 

M x -

%
4Zj2 

p (Z ,2- e 2) 2

będzie w_punkcie W
części trzeciej, jeśli ob­
ciążymy_długość FB_,
a drugiego przęsła nie 
będziemy wcale obcią­
żać.

W tedy wedle 20)

o, ;

8  ZjtZj + ^ 2) ’
a wedle równ. 71), wstawiwszy M ‘= 0, =

x p (Zj-—x)(li x—e2)najw ( -f- M )= M 1
h 2  J,

P Q\z- e 2)’lx + p_g,l —x){l^x—e2)
8Zj "(^ + Z 2) 2Zt

najw ( + M) [(411l2(l12 + e2)+31I2(l2 + 3e2) - e 4)x+
. S I A I 1 + - M

—41, z(lj +L,,)(x2+ c 2)1 ......................110)
Długość zaś e znajdziemy z równ. 63)

&(Z2— e2)Z , ,  Z,2
- d l a

IV- P - b e 2 

" e= l-«/(b—w)l
£M Ł==sfc

............... 111)

przyczem m>=Z— 2 ................. .........................112)

Możnaby teraz wartość tę dla e wstawić w równanie 110)
i otrzymalibyśmy najw (+ M ) jako funkcyę x. Odciągnąwszy 
tę  wartość od wartości dla obciążenia zupełnego, otrzymali­
byśmy najio (—M). Ale ponieważ wzory te byłyby za zawiłe, 
więc zaniechamy ich wyprowadzenia. Wskazanym jednak po-



wyżej sposobem możemy w każdym danym przypadku wyzna­
czyć najw ( 4-l i )  i najw (—M).

Jeśli li = l2 = lJ to otrzymamy z równ. 110)

-  35 -

najw ( - fM) -- P-1 3(7l '*x+ 10i 2ex— e kx—813e2—81 *x2)

Z równ. 111) otrzymamy dla i —\ l  
, liu j /_]_/*■'i

e=Z

113)

.....................114)\lx ] X
"Wstawiwszy tę  wartość za e w 113), otrzymamy

najw (+M)==|p^41x—x 2—512+2^j . , : .

M: dla obciążenia zupełnego jest według równ. 90)

115)

M r= —j-px(4z—Bi), więc 
najw (—M ) = — \px{4x—'dl)—najw(-^-M), zatem

najw (-3 I )= -£ p l2̂ 13y—20+8^j . . . .  116)

Na podstawie tych. równań wykreśliliśmy linie najw. mo­
mentów dla belki dwuprzęsłowej o równych przęsłach (rys.

rys. 36.

36.). Dla takiejże belki obliczył W  i n k 1 e r  tablice według po­
przednich wzorów, które tu  podajemy.

Ciśnienie na podpory.

najw (+  O0)= 0-3750 gl+ 04375 
najw (— 00)= 0'3750^ —0’0625jpi 
najw ( +  0 1)=l*25(^+p)Z ■ 
tiajm (-{-01) =  1,25^Z.



S i ł y  p o  p r z e c z n e .

X

Siły poprzeczne
ciężar własny ciężar ruchomy

Q n a j w  ( + 0 n a j w  ( — Q )

+ ------

0 +0-375 0-4875 0-0625
0-1 +0-275 0-3437 0-0687
0-2 +0-175 0-2624 0-0874
0-3 +0-075 0-1932 0-1182
0-375 0 0-1491 0-1491
0 4 -0 -025 0-1359 0-1609
0-5 -0 -125 0-0898 0-2148
0-6 —0-225 00544 0-2794
0-7 -0-325 0-0287 0-3537
0-8 -0-425 0-0119 0-4369
0-9 —0-525 0-0027 0-5277
1-0 -0*625 0 0-6250

l g i
pl pl

M o m e n t y .

m o m e n t

X e ciężar w ła sn y ciężar ru ch om y

- M n a j w  (  +  4 / ) n a j w  ( — i l / )

0 0
+

0 0
0-1 - ___ +0-0325 0-03875 0-00620
0-2 ____ _ 0-0550 0-06750 0-01250
0-3 _____ 0-0675 0-08625 0-01875
0-4 ------ 0-0700 0-09500 0-02500
0-5 _____ 0-0625 0-09375 0-03125
0-6 ____ 0-0450 0-08250 0-03750
0-7 _____ 0-0175 0 06125 0-04375
0-75 _____ 0 0-04688 0-04688
0-8 0 - 0-0200 0-C3000 0-05000 '
0-85 0-5423 —0-0425 0-01523 0-05773
0-9 0-7454 -0-0675 0-00611 0-07361
0-95 ’ 0-8885 —0-0950 0-00138 0-09638
1-00 1-00 —0-1250 . 0 0-12500

l l gP pP pP
najw ( + A Q -  +0-07031 gP, dla «==0-3750/.. 

„ (+ M P) = +0-09566 pP, „ æ = 0-43741.



§. 21.  Momenty podporowe belki trzyprzęsłowej.

Tu przypuścimy, że przęsła skrajne są równe i że ich 
rozpiętość L —dl, zaś rozpiętość przęsła średniego l. 

Otrzymamy wtedy według 22)
2 + Z ) +  "h  + 9 i2'ż
M < 1+ 2 M M + 1  ,

albo 2M1(l+'-9-) +  l f 2= 9 i1
M i + 2 M , a  +  ! > ) ~ % '‘ + % ' * } •

a stad otrzymamy
-GR2 ' '+ 9 ł 3'S ) ,

— 37 —

/ V

„  2 ( 1 + » , " # + ? ® ) - %
..... ............... „...4 ( l .+ ^ ) 2- l ......

Ar 2(l+ ^)(9 l2"+ 9 i3̂ ) - ( 9 l i  " ^ 1 % ')
Kl-H»)2- ! _______

117)

Jeżeli obciążone jest.ty lko  całe p i e r w s z e  przęsło cięża­
rem jednostkowym p , to

9?/'= -— \ p l l  SJi3'= 9 i2'= 9 l2"=(), więc
4 ^ ( i+ ^ )  p i i  m m - # )  l1fty

• 1 4(1+ #)2—1 8 4(1+ #)2—1 8 / ' *.* '
1 r ___ ,  Pij2 ....3»3"~ pl2\ n

2  4(1 +&)2—I 8 4fl+ # )2—1 S../ '  '
Jeżeli obciążone jest tylko całe d r u g i e przęsło ciężarem 

jednostkowym p, to
9 ^ " = 9 V = 0 . 9i2'= ^ l "  = —W 2,

u,-n,—€*& ę  . . . . . . .  m
Jeśli w s z y s t k i e  przęsła są całkowicie obciążone, otrzy-

4 £ 3( l+ ^ ) - 2 & 3+ 2(1 +  23)p i2 ~ 
m am y --------- ,

„  „  ( l+ 2 » ) 2 9 * + 2 { l  +  2 » ) J)i '  2 ( l  +  a > )p l! l t„ ,
-------  i ( i + P ) 7 i ------ T --------8+ » T  ' ■ 121>

L e b e r  obliczył dla rozmaitych wartości spółczynniki 
rów. 118), 119), ¿20) i 121). Podajemy tu z nich niektóre:

dla £ = 0 5 ,  0-6, 0-7, 0-8, 0-85, 0-9, 0;95, 1-00

=0-375 0-416 0-451 0-482 0-496 0-509 0-521 0-533 4<1-1-#)2—1

Ś r r -0 -0 &  0-150 0-221 0-308 0-358 0-412 0-471 0-533 4(1+ # ) 2—-1
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dla £=0*6, 0-6, 0-7 0-8, 0-85, 09, 0-95, 1-00
2 

3 + ' 2 5 -= 0 ' B 0 °  0 4 7 6  0 - 4 5 5  0 4 3 5  0 ‘ 4 2 6  0 - 4 1 7  0 - 4 0 S  0 - 4 0 0

2(14-5-3)
- ~ 2 ^ = 0 - o63 0-579 0-610 0-657 0-687 0-720 0-758 0-800 

25-
=0-125 0-130 0133 0134 0134 0-134 0-134 0-1334(1 H- (>)2—1 

253
=0-031 0-047 0-065 0-086 0-097 0-108 0121 01334(1+ v jr—1

§. 22. Ciężar własny.

a) M o m e n t y p o d p o r o w e  otrzymamy analogicznie do 

121) . ...................... 122)

a d la^ i  . . . . . . .  123)

bj S i ł y p o p  r z e c z n e .
W  pierwszem przęśle jest M ‘= 0, więc według

30’) 0 ,— 1al 4-— — 9\ +ff) h

Qi ={% i$-(#-ł-2)— 124)

^ " = G i W i ^ - - { S i ^ + ( B ) + g } i ^ | ^  • • 125)

a dla dowolnego punktu Q = Qj-—g , x ........................ 126)
W drugiem przęśle otrzymamy M ‘ — M" — Mi , więc

< ę = i;g l,  <i3" = - ł g l , ........................127)
a dla dowolnego punktu (£= Q2‘—gx-—£g(l—2x) . . . .  128)
jak  dla belki jednoprzęsłowej.

c) O d d z i a ł y  w a n i e  O0 na podporze skrajnej równe jest 
na drugiej według 28)

9\ # 2(5 # + 6)-fsr7
4 5 2(3+25)0,

g(65+ 452+ l ) + g l( 5 ^  +  f i^ ) ;Q1== . ...------ -------------------------— k  . . . .  129)

rf) M o m e n t  otrzymamy w dowolnym punkcie na pod­
stawie rów. 32)

W  pierwszem przęśle jest JJ/'=0, JŁT" =  ilfj, więc
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W ykreślnie przedstawiliśmy siły poprzeczne i momenty 
na rys. 37. dla 5-=0*77, <^=0891(7.

u * ' §. 23. Największe siły poprzeczne.
——̂—----  —'—/

a ,W pierwszem przęśle otrzymamy najw (+<3), obciążając 
pierwsze przęsło od i i  do 7? i całe trzecie przęsło (rys. 38 . 

Wtedy otrzymamy z równ. 16) i 20)

więc według 117)

CC
a nazwawszy -= » i ,  ij —-

M=Mi -+ |S iX (l1- x )  . .
Ai

W drukiem przęśle jest M‘ — M“= M l , więc 
3I=M, + |gx(l—x) . . . 

rys. ST.
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M  = _  2( 1 + #)(1 — »»2)2— 1 pl\
4(1 +  #)3—1 4 ’

m , Ą -
4(l +  £ )#3( l - m 2)2- 2 #3 

4(1+ £ )2—1
pP 
~8~ ‘

132)

rys. 38.

s-iL__p w m m s  J________M ® * 1*

Jaj/rJO) '
ILlM iIlllIBEiliiSilf.

B  C

/ (  iMililMWiljl^ : ~ ■*- - - ■iliiSliiIBB! W  A __________ ''1 *  $ ś i> 
nąjw :(- Q)

X------------- .JiiiSBfe____ /•mmmmm
A  B  P  D

Jeżeli teraz w równ. 56) wstawimy Bl‘=  O, M "—Mi , to
otrzymamy

. ■ 1—2(1 + » 1 - ™ « #
najw ( +  <2) = ----- 4(1 + ^ )2_ 1- :---- I r + i # —1m) h,

najw  (+ Q )=
'  i #  ( i + ^ ( i - 4 2+ 3 a - m ) 2( 4 ( i + ^ !- i ) p i 1 ia a ;

■ _  _  I' 1 -i- D- ) ...1....... .................... 4 • }
Dla najw (— Q) musi być przęsło pierwsze obciążone od 

A do Ę  i drugie całeprzęsło . A więc wedle 16) i 18)

9 V' = — 9 V = 9 V ‘ =  - i -pP, 9i3'= 0 ,  

więc według 117)

2(i + 4 ^ ^ = ^ + m ] - Ę >

- - - - - - - - 1 4a V ^ i . . . . J — - a d la  r m’
[4(l + # ) W ( 2 - m * ) - h ‘Ąl+2&)-\ pP

4(1+ 9-)2—1 J 8 ' • • ■ '
Jeżeli teraz w równanie 57) wstawimy M ‘—0 , —

otrzymamy

najw  (-Q )==l^— i ? - ......................... 135)



¿J Dla najw. sił poprzecznych, w punkcie E  drugiego przę­
sła musimy obciążyć całe pierwsze przęsło, a drugie od E  do 
C. A więc będzie wedle 16) i 20)

(p_2<2') 2

^ - - ^ ^ ^ M ^ ) 2] = - ^ (^ V 2 +  2te -x^ ). % ‘- 0 .

W edług 117) jest

W M 
i 1 +  2#

a wstawiwszy otrzymane wartości, otrzymamy po skróceniu 
_r _r 2{l—x)'1x-—l!'d-z p 

1 ~  2 1 +  25- 4P’
a więc według 56) i zważywszy, że M ‘= M i , M "—M 3,

. , p l W - 2 ( l - x ) W  , (Z- * ) 2
«OJ» i + f f l - g i ------ ( 1 ^ 2 5 ) — + ^ -  T T 1

• , ' i 4̂ * +  2 ( i - * ) !( iI+ 2 W ’— rc1) P»«,» ( + ® ---------------- -------------------------a „

CCa wstawiwszy j= n ,  otrzymamy

"i,J" < + » " *  ■ ■ ' 136)
Najtv_(— Q) otrzymamy z równania 136), zmieniwszy znak 

i * na (l—x), lub n na (1 — w), więc
. , lid'3 + 2 x \ 2 d'P+ 2 l x - x 2) p , ,najw ( - « ) - -----------------------------------’- iT> lub

a\ ■9'3+ 2n 2(25'+2n—u2) icm
BaJZ  --------- 4(1+ 2 ^  ... .....1)1 • ■ • °

§. 24. Największe oddziaływania.

Największe oddziaływanie ujemne w A  otrzymamy wsta­
wiwszy w równ. 134) i 135) x= 0  i rn=0. Otrzymamy więc 

p l2
z rów. 134) ^ i = 4^3 + 29-)’ zatem

naj'v  (- 0 . ) ------ .......................................................138)

Najw ( +  Ou) otrzymamy, odciągnąwszy najw (—O0) z rów.
138) od Qn dla obciążenia zupełnego z rów. 124), zmieniwszy
w niem <ji i g na p. Więc



• / i a  \ # 2( 5 + 2 ) - l  7 , pl 35(5+2) . iOQ.
n a p v i i M  45*(3 +  25) 1 1 + 45(3+25) 4f3+25)P ' '

Najw (—Ot) otrzymamy, wstawiwszy'- w równ. 137) x = 0  
i n — Ó, a mianowicie

najw  ( - 0 ,) =  - ^ ! - ......................... 140)

Najw ( + O t) otrzymamy, odciągnąwszy wartość równania 
140) od wartości równania 129) dla obciążenia zupełnego i za­
mieniwszy c/l i g na p

... ’ l  +  6 5 + 1 0 5 2+553 , p W
najw (+  01) 4^2(3 +  2^  pl i + 4(1+ 2

naL  , +  0 ( l  +  2 5 )(6 5 + 1 0 5 2+  553)-+5*(3+25 ) p l
,J •' 4 ( l + 5 ) 2- - l  45 • • 14 )

§. 25. Największe momenty,

I. p r z ę s ł o ,  c z ę ś ć  ś r e d n ia.  Największy ujemny mo­
ment w części średniej otrzymamy przy obciążeniu średniego 
przęsła, największy dodatni przy obciążeniu obu skrajnycli 
przęseł. Dla najw (—M) otrzymamy więc 9i, =  0 , !K2 =  +
—\p l%j "więc według 117)

(1 +  2 V)pP p l 2
1 4(4(1 +  •9-)2- 1 )  . 4(3 + 25) ‘

A więc według 65), wstawiwszy il i '= 0  i M "= M 1, otrzy­
mamy
naiw  ( ~ m = ___ pl'* g - _____ & ___ __ Pł!_._ *  142)

■’ ' +25), lx 452(3 +  25) 4 (3 + 2&)l<
Afajw (+  M) otrzymamy, jeśli pierwsze i trzecie przęsło 

są obciążone, więc 9ij = 9 i3 =  —-Jp/,2, 9i2= 0 .
A zatem według 117)

5(1 +  2 5 ) ^  2 $pl, 2 2 5 3 PiP
1 4(4(1 +  5 ):2- 1 ) ~  4(3 +  25) =  3 +  25 8 ’

a więc według 67)

najw (+  M) =  — +  jtP%(li — =

— 42 —

naiw ( i Jf) 3(2+&)l\ — 2(3 + 25)# najw , + 31) 4(3+25) P
jeśli »*==

• f i."\ 3 ( 2 + 5 ) — 2(3  +  2 5 )m  , „ .
=—  4(:i +  2 5 i  P ' l ! 1 U .....................  }
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T rz  e c i a  c z ę ś ć . Najw (--M ) otrzymamy w punkcie W. 
gdy pierwsze przęsło obciążone jest od A do F  i całe drugie 
p rzęsło (rys. 39.).

rys.3.0.
* "  ^  t  f - i )  'f- l 2

. - - f a j ę m e j .  ~  7ę~7fr7~~- ~ %
j  r '» ....

W edług 63) jest

w= 7- 3 - - ^  a st%d
ei)V i

V - W - 2^ i + 0 ’

............................ l41)

“ y l i  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14§
Odstęp Z>2 punktu stałego ITj od C w drugiem przęśle je st 

według 45) ¿2= :TT— > za® według 87) ?'2 ==2(.l +  5-),
1  +  ............  ' *  1............... ................

wiSc ^ 2 = -^ i^ '= a ,................................146)

2(7 + Z') _ ^  2(1+5') 1
a 6 j n  ^ 5

„ (3+25)(l +  2&) . , Ł ̂
S g to t®  1 więC) p °mewaz

25(1 +  5)
3+105+65

Dla obciążenia pierwszego przęsła od i  do i  i całego 
drugiego przęsła jest wedle 16) i 18) 

pe2 9V=9V'— - ^  9y=o,
ewięc według rów. 134), wstawiwszy e zamiast x, gdy --—mj , 

. 4 (1 +  5 ) 5 3m, 2( 2 - m 12) + 2 (1  +  2 5 ) p i2 1
4(i+ 5)2_4i - 8

1 4 (1 + 5 )5 ^  2)+ _ J _ | ^ !
[4(1+ 5 )2— ! 1 ( 1 j + 3 + 2 £ |  8 ‘



Teraz otrzymamy wedle 70)
. 3I,x , i)e2(L—x) .najw  (—M )= -^—+ i — ^ ....... ......................148)

Najiu (+  M) obliczymy, obciążając długość F B  i trzecie 
przęsło. Otrzymamy wtedy analogicznie do 132)

- 2 ( l  +  ̂ l - m ^  +  l p 1 ^
~  4 ( l- f» )2- l  4 .................14 j

a według równ. 71)
najw (-MD-M, . . 160,

II. p r z ę s ł o ,  c z ę ś ć  p i e r w s z a .
Tu dla najw ( - M )  w punkcie J] (rys. 40.) musi być obcią­

żone całe pierwsze przęsło i drugie od F  do C. Dla najw (+JŁ?)

rys.40.
nyitiĘM )  ̂ *—

B  “ \ F  C  J>
nąjioĘt-Mj

musi być przeciwnie obciążone drugie przęsło od B  do F  
i trzecie przęsło. "Według 62)

a(2l— 3 b—e)el 
U cl2 + (2 a—b)el—(a+b)ev 

a ponieważ a ,—5,, więc c= l—2b0,
h ^ l ~ 8 \ - e ) e l  

U~ l 3- 2 b 2l-+ b2e l-2 b 2ev 
a ze względu na 146)

_(3+49-)Z—(3-f 29-) e el '
U (l + 2 $ )P + e l-2 e 2 3 + 2#  ' }

albo, rozwiązawszy to równanie ze względu na e,

Przy obciążeniu, dla którego otrzymamy najw (—M) jest 
wedle równania 16) i 20)

¡ 1 = - W ;  Ń 2" = - ~ {l2~ ę2)211  41

^ '  =  - ^ ^ ( Z 2+ 2  l e - e \



— 4B

a więc według 117)

^  2(1 +  Ą i - p Ę  - e Ą - p
J l 2- e 2)2

M  ,

■■

4(l+-9-)2—1
2(1+4#$» *1*9+p(l— e ) \P + 2 e l-e 2)]—p(l2— e2)2

4i2[4(l +  5-)2—1]
ea wstawiwszy —= w ,,

T  4 (l+ # )£ 3 4(1 +  #)(1—w1)2(l +  2«1—n12)
L 4(1 +  #)2—1 4(l +  -9)2- l  +

u 2(1 - 0 *  W  153)
1 4(1+  #)2—1J 8 ................................ }

a M  - M  2p(?- g)2e8—P?4̂ 3_
• 4Z2(l +  2£)

/  4 . , , 25-3 W 2
_ ( r + 2 ^ (  1 , ! l  + i + i ) i ........................................... }

Teraz otrzymamy według rów. 68)

/ i r \  «  * ^2 i P®1 inajw  (—M)=3I1-— 3 - — x +  ^ . . . .  155)

Najw {Ą-M) otrzymamy, obciążywszy drugie przęsło od 
B  do F, i całe trzecie przęsło, a zatem wedle 16) i 18)

^ = 0 ,  3i2' =  - g ( 2 l - e 2),

%  =  - \ p h 2.

Wedle 117) otrzymamy

2 ( 1 + ^ ) g ( 2 / - e ) 2- & 2- e 2) - ^ 12£

M v 4 ( l+ # )2- l

[
2m 2

4(1" +  ̂ ) ( 2 - « i ) 2- ( 2 - « , 2)) T

2 9 1  i } € ..........................................................................4(l +  £)2 
Dalej mamy

- f ^ 2 Z - e) 2+ g ( 2 / 2- 0 + ł ^  2&

M ‘  M * ~  1  +  2 &



najw (+M)=M1-(M1-3 I1)n+^(2n1- n 12- n ) l2 . 158) 

jeśli n= ~ .

Ś r e d n i a  c z ę ś ć .
Dla średniej części otrzymamy nąjto (—M) , obciążywszy 

pierwsze i trzecie przęsło, zaś najw ( + M), obciążywszy drugie 
przęsło. Jeśli pierwsze i trzecie przęsło j est obciążone, otrzy­
mamy z rów. 132. robiąc m =  0,

■ ■ ■■
* W sta w iw szy  w  rów . 65) M ' =  Dij =  J i2= i i i ", o trzym am y

n * r  . . . .  160)
Jestto równanie linii poziomej.

Dla najw ( +  i)f) należy obciążyć drugie przęsło, więc
9^=913=0, 9 V = 3 V '=  •

2(1 +  #)9V—9V' Pl2za em M i . 2 4(1 f ^ )2_ !  ~

a według 67) najw ( + J f l ) = - ^ ^ ^ + | p x ( l - x )  . . . 161)
ł/A - (y c A- j  ¿**<0 A ry  ■ i  ̂  ‘ • -W W* - . i/, f . . / .

§. 26. Przykład.

D a n e : Most drogowy drew niany leżajow y dla drogi III . kl. 5 00 w 
szeroki bez chodników. — Dajemy 5 belek głównych. — Rozpiętość przę­
seł skrajnych przyjm iem y 1000 m  a średniego przęsła 18-00 m, a  w ięc sto­
sunek 1 :1-3 :1.

Obliczyć należy największe siły poprzeczne i  momenty, przyjm ując 
ciężar tłum u ludzi, przepisany dla dróg I II . kl. 340 kglm1, gdyż ciężar tłum u 
ludzi będzie tu  niekorzystniejszy od ciężaru wozów.

Jako  ciężar s ta ły  przyjmiemy dla przęseł skrajnych 
g =  8-25 l -f- 230 kg/m- 

g =  8'25 X  10 +  230 =  82-5 +  230 =  312-5 kg/m, więc 
g =  0 3125 t/m dla przęseł skrajnych. — Zaś dla przęsła średniego 

<71= 8 '2 5 X  13 +  230 kg/m — 337'25 kg\m,
£ i =  0'33725 t/m

-  46 -

*) P a trz  Podręcznik Teoryi mostów wyd. II. tom  I. s tr. 9.
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£ '=  0*0625 t/m n a  jedną belkę przęsła skrajnego (<*,) ,
ffi/== 006745 jm  na jedną belkę przęsła średniego. ($ )

C l  ę ż a r  s t a ł y .

Spółczynnik 5==^-=Ą -J == 0*77, więc w edług 122) 
h ‘

J , ,  2 [0-77^X 0-0625+  0-06745] 13’-
* * “ -------------- 3 + 2 X 0 -7 7 "  ■ -g  -  -  0 S931< tm

Siły poprzeczne w edług 124) rnięjte. t
a 0'oejts 1Q

<?, '=  (3 X 0-0625 X 0-77 (2 +  0-77) — ÔK.) 4 X 0-772(3 + 2X 0-77 )
=  Qi ' =  +  0-3515 ton 

ę, »== -  0'3515 — 0-0625 X  10 — — 0-0765 ton 
W drugiem  przęśle

Q,/== +  i  0-06745 X  13 =  0-44S ton 
&'"$= -  i  0-06745 X  13 =  — 0-448 ton 

u/cû ic, 0 {— QlJ—Ó'B51bt0n **<■ (*Jh*TAuJv * f ■
Og= -ł- 0*9 i 65 -f-. 0*448425 == +  1*425 ton <*<*. ty * ■. ■

Momenty.
W  pierwszem przęśle otrzym am y w edług 130)

- r  +  J *  U -* )*1

M =  —  0-89317 * +  -J- 0-0625 f  ( l  — ~ )  i-j ¿i \ *1

l f =  -  0-89317 ™ +  3-125 7- f l  -  ~ )

OII
8

^ 0 * 1 0*2 0*3 0-4' 0*5

M  =  0 0*191 0-321 0*388 0-393 0-335
X

T  =  0 * 6 0*7 0 * 8 0*9 1 * 0

i?  =  0-214 0-031 -0 -2 1 4  —0 524 - 0 8 9 3  tm
W drugiem  przęśle otrzym am y w edług 131)

M  =  -  0-893 +  |  0-06745 | ( l  -  | ) * * =  

J f = = -  0-893 +  5*6995 | ( l -  y ) =

Dla j =  0 0-1 0-2 0-3 0-4

i ) / = _  0-893 —0-380 +0*019 +0*304 +0*475 

0*5 0*6 0 7  0*8 0-9

J f =  +  0-532 +0-475 +0-304 +0-019 —0*38
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T “  1
M — — 0-898 trn.

¿ ¿ C i ę ż a r  r u c h o m y .
Siły poprzeczne.

W  pierwszem przęśle otrzym am y największe dodatnie siły poprze­
czne, obciążając pierwsze przęsło od E  do B  (rys. 38.) i  całe trzecie przęsło. 

O trzym am y w edług 133)
. . . . .  2  ( l  +  0 -7 7 )j» (l-» » 2)2+  3-673 10.077 ■

najw (+  <?)=-----i----- 4 (1+ 077^-1-------- ™5) 10
. . . 3 -54p(l —1»2)2+ 3 073 .

najw ( +  Q) = ------- 1 1 - 5 3 ----------------- ‘ +  5 P (1 _  m ) =

6-81 p ( l - » * ) *  +  5-91 , K „
= ------------S r & 3 ----------- + 5 P (1 —O

p ciężar tłum u ludzi dla dróg I I I .  klasy wynosi 340 kg/m*, a  ponie­
waż belki główne są w odstępie Iw , także na m b, gdy m = 0 i p— 0'3 it/m

najw + Q =  -  6'81 X ]°],'36tB+  5'91 +  5 X  0-34 =  2-021

W staw iając dla innych m wartości, otrzym am y 
dla m  =  0-1 0-2 0 3 0-4 0-5 0-6 07

+  9  =  — 0'31 0012 0'13 0-30 0487 0-646 0-769
m =  0-8 0-9 1-0

+  Q = 0 -814  0-74 0-5«
Największe (— Q) otrzym am y z rów nania 134) i 135

r 4=(1+ 3)33 2 -\P
M' = ~ 11(1+3)»-1P m (2 “ m) +3 + 23 8

M x
najw (— Q )=  y  — a  że 3  =  0-77

^  -  -  [ i i i r w S 1034 <2 -  - a +
M i—  - I  [0-096 w 2 (2 -  w 2) +  0-161 ~o

M !=  — [0-096 m2 (2 — w2) +  0-16] 21-125 
iW1== _  2 03 m2 (2 -  m2) — 3-38

najw (— Q) =  p ’»21|. A że ! , =  10
n

( -< ? )  =  -  0-203 w 2 (2 -  j«2) — 0-338 -  ?, 0 34 w 2.10 
»o/io (— Q )=  — 0 203 w 2 (2 — m5) — 0-338 — 1-7 m2.

W staw iw szy w artości za m —  y  i za p  =  0'34 otrzym am y dla
‘i

m =  0- 0-1
najw (— 9) =  — 0-338 —0-360 

m =  0-5 0-.6
najw (— <?) =  — 0 852 —1-07

132

0-2 0-3 0 4
-0-422 —0-53 -0-616

07 0-8 0-9 1-
—1-32 -1 -61 -1 -9 1 —2-24 ton
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W .drugiem  przęśle otrzym am y najw Q z rów nan ia  186)
• •J3+ 2 ( l - n ) 2 ( l + 2  3 - M2) ,

najw (+<?) = -------------------------------------- Vl

W < +  ^ 0 - ^ + 2 ( l - ^ ( l + 2 X 0 '7 7 - ^ )
/  4 (1 + 2 X 0 -7 7 ))  i

0-457 + 2 (1- «)2(2-44 — m2)
9-76

2-02 + 8-84(1—w)2 (2-44 -  w2)

i n \  U ' 4 ö i - ) - y ( i — «)-! (2-44 —= ---- X..-•■g,76; v-------- -13X0-34

najw ( +  Q) - - g.7e

W staw iw szy w artość za w—y i otrzym am y dla

» = 0 0-1 0-2 0-3 0-4
+ Q — 2-41 1-99 160 1-25 0-95

n = 06 0-7 0-8 0-9 1-0
+ Q = 0-51 0-36 0-27 0-22 0-20

Ponieważ belka jest sym etryczną, więe najw i-f Q) dla n je s t zara 
zern rów ne — najw (— ę ) d l a ( l — n). Powyższe w artości dają nam więc za 
razem  najw (— Q).

ß) Momenty. Pierwsze przęsło część średnia 
W edług 37) je s t v2 =  2 ( 1 + ¿) =  2 (1 +  0-77) =  3-5*1

zaś i2= i ^ = r + k i i 4 - 5 4 = 0,22 * = ° ‘22 X 13= 2’86«■

^ * < ¿ ± 2  _  _____ i____ = 4-231
5- 5v2 0-77 0-77 X  3-54

&1 =  1 +  4-231 “  f r i h l =  ° '1912 ll =  1,012 m 
W prost możemy otrzym ać i ,  z rów. 147)

ft, =  2 X  0-77 (1 + 0 -7 7) =
1 3 +  10 X  0'77 +  6 X  0-772

W edług rów nania 142) i 143) otrzym am y
pP x  O 'M X IB ’ x

4 . (3 - f  2 S-) ‘ 4(3 +  2 X 0-77 ) ij
najw (~  .V) =

. . 57-46 x  x
T « - ^  — S 5 f fę — "-»‘“ ę

. , , .... 3(2 + 5)-2(3 + 2S)m ,
najw ( + j t f ) = - i -------4 (3 4 _ g S y-----— P h ' m

■ t i 3 (2 + 0-77) — 2 (3 + 2 X 0-77) m 
najw ( +  JO =  4(3 +  2 x 0 - 7 7 ) ------ ° '84 X  10 *" =

najw ( +  1/) =  15-908 m  — 17 m2.
D la m =  0 0-1 0 2 0-3 0-4 0-5

najw (+A i) =  0 1-421. 2-502 3-242 3-643 3-704 tm
n a j w ( - i l )  =  0 -  0-316 -0 -632  -0-948  -1 -264  —1-580,,

m —  0-6 0-7 0-8 m
najw ( +  M) =  3-425 2-806 1-846 tm

najw (— M) —  — 1-896 —2-212 —2-528,,
Podr. Teor. mostów XX. 4
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Pierwsze przęsło część trzecia.
Tu w yznaczym y najw ( +  M) i najw (—M) tylko jeszcze dla punktów , 

dla k tórych m —  0-9 i 1-0 czyli dla tc =  0‘l  i  »  =  0.
Z rów nan ia 145) otrzym aniy dla

m  ,n\l~W 1-912 „,ao
W~~ 1 l, -  w, V 1-912' 1 0 - 1  m ’

w =  0 et=  ll 
Dalej m am y dla 10 =  0-1 p =  0-34,

7-32»n1 =  ̂ Q -=  0 732, w ięc w edług 148)

x j ____j~4 (14-0-77)0-773 o-732i (‘2 — 0-7322') -4-  ____________ ~[0'34 ■ 13
L.4(14-0-77)1—1 °  ó } +  3 + 2 X 0 -7 7 - J  8

: -  (0-28 x  0-536 x  1-464 + 0-45) 7-183 = — 4-813 tni
; p e * (h —

2 l
0-34 X7"322X (1-0-9)

w ■ , ,r\ -̂ 1* 1 y eJ(Zl— *)-%«’ ( -  -W) =  — - j -  + - — 27---

3/,

»o/to (— M) —  — 4-813 X  0*9 -, _
¿1

najw ( -  i)/) =  -  4-332 +  0-912 =  — 3-42 tm 
Dla u> =  0 , p  =  0-34, ?»j = 1

i - -  G a i o l r S ’0,34 +  B + 2X 0-77  ■ H t -  -  6'289 ■
Dalej otrzym am y w edług 149) dla najw (4- M)

_  [ 2 ( l + 3 ) ( l - OT, y + 1]
1 4(14. 5)*—! 4 ’

2 (1 4- 0-77) (1 — 0-7322)5 4-1  034  X  102.0-77 
J 1 _  . 4 (1 4- 0-77)2 — 1 ' 4

0-239 26-18 6-257
==i r K - 4 -  =  46a2== +  °’130tm’ 

a  w edług rów nania 150)
• r I ™ „  * I p ( l  — m )(m  — m.*) „najw (4- M) =  Mi y  +  — ------- ^ --------- — Z2

najw (4- i i )  =  0-135 X  0-9 4- 0-34 X ° - l  (0-9 -  0-7322) igJ

najw (4- M) =  0-1215 4 - 1’048 =  1-1695 tm.
D la w =  0, p = - 0, otrzym am y więc z rów. 149)

0-34X 1 3 2. 0-77 44-244
1 4 (4 (1 4-  0-77)1 - 1 )  — 46-13 “

a więc otrzym am y dla
m —  0-9 1-0

najw (4- jM) = .  1-170 0-965 tm
najw (— M) =  —3-42 —5-239 tm

D rugie przęsło, część pierw sza.
O trzym aliśm y pierwiej i j= 0 -2 2  l = 0^, a więc w yznaczym y najw ięk­

sze i  najm niejsze m om enty dla « =  0-11 i u —  0'2 ij bo dla u> =  0 czyli dla 
średniej podpory, jużeśm y otrzym ali najto i najw ( -M ) .
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2  rów. 152) otrzym am y, w staw iw szy v = - j

,  J ( B  +  4 3 )^ -« (B  +  2 3 )  (1 +  2 5) u l*
(8 +  2 5 )( i-2 « )  l — 2 u

(3 +  4 X 0 - 7 7 ) - » ( 3 + 2 x 0 - 7 7 )  (1 +  2X 0-77)»
(3 +  2 X  0-77) (1 — 2 v) +  l — 2 v

‘■ - - # S + & 9= o
«. _  2-86 ,  g « - * « »  +  i i i j L  . 169_ o,

1 — 2 v 1 — 2 u 
Stąd otrzym am y dla v — 0-1

¿i _  20-10 e +  54-08 =  0
e =  10-05 — V10-052—  54-08 =  3-28 ni 

dla v =  0-2 e- — 24‘65 e +  143-65 =  0
e =  12-33 — ^ 12-832 -  143-65 =  9-44 m.

-^l wyznaczym y z rów nania 153);
•»wji te/i». 1 5 5 , zatem dla p = = y  =  0‘1, w ,=  ^  =  0-252, j>= 0'34 i/w.

r  4 ( 1  +  5 )3 3  4 ( l  +  ^ ) ( l - % ) 2q  +  2 « 1 - n 1 ^ )‘ ,
1 L 4 ( l g J - 3 ) ? - l  4(1  +  5 ) * - 1  ‘t ‘

2 (1 + * ,» ) » - l ny P  
^  4(1 — 5 ;2 J  8

4 (1 +  0-77) 0-773 4 ( 1 +  0-77)(1 -  mj)5 (1 +  2 mt -  m, *)
' 4 (1 +  0-77)2 — 1 4(1 +  0-77)3 — 1

2 (1 — "I 0 -34 .132
4 (1 +  0-772) — 1J 8

M,

■Ml= I -  TTTco--------- „  +  ~ ~ ~  I 7-183

IŁ-

3-23 7-08 X  0-559X1-44 1-752]
. 11-53 11-53 11-53 J

r  3-23 5-70 , 1-752-1,
L  11-53 11-53 11 11-53J

Mt =  — 4*475 tm.

Pnloi M  M -  2 p V -  «J) e 2- P ^ - 3
------4 P ( l  +  25 )----------

2 X  0 34 (1 -  0-252)5G-2522 -  0-34 X  0-773  ̂^
x 1 3 4(1  +  2X 0-77)

M, -  Mt  =  ° '° 2f 0~g0- -  5 X  169 =  -  2-178 tm  

W edług 155) najw (—iM) =  J»f, -  Ml 

najw ( - M )  =  -  4-475 +  2-178X 0-1 +  — 0, 1 =

»q/«> (— M) —  — 2-644 tm.
w 9-44

Dla v = y = 0 -2 ,  m1==yg-~=0-727, p=0-3, 3=0-77

otrzym am y w edług 153)
% r-L T  4(1 +  5 )53  4 ( l+ 5 X l - w ,) J( l+ 2 w 1- w 12) , 2 ( l - w , 2) n w

1 L  4 (1 + 5 )®— 1 4 (1+ .& )*  — l" -1- 4(1+ 5 2) _ x J ^
pi*
8
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r  noc 7-08(1 -0 -7 2 7 )2(l  + 2X0-727 -0 -7 2 7 2) ,
M' “ L-  0-28----------------------- ITBs-------------------- ; +

2(1 -0 -7 2 7 J)2-]0 34X169  
+  11-53 J ......8 ’

M, =  [ -  0-28 -  0-76 +  0-088]. ° '34 ^ i - 6-9 ,O
=  -  2-2842 tm.

Dalej mamy

M‘~ M- - ( r r W . ' 1 -  ¡ r k )  t p

M ‘ -  ( i +  2 X 0 - 7 7 - "  °-727)’ OT27’ + i f -  T  :169
M i— AĄ =(0-0620 -  0-36). 7-18,

M1 — M2 =  — 2-1396 tm , więc według 154) 
najw =  —  2-2842 +  2-1396 X  0'2 +  \  0-34X  S-562X 0-2 =

najw (— M) =  — 1*954 tin.
Najw (+  M) o trzym am y w edług rów. 156), 157), 158), a m ianow icie 

dla v ==_0'1 w staw im y e =  3-28, p =  0-34.

-  Ł g r + ^ l - i  <2 i1 +  -) (2 -  ”‘)2 -  (2 -  ">2» +
2S» -11>P

^  4 . (1 +  *)2 -  1J  8 ’

L ( l 2̂ 7 7 ) ? - 1  (2 (1 +  °'77) (2 “  °'252)2 ~  <2 ~  °'2522» +
2 X  0-773 -10-84X 163

+  4 (1 +  0-77)2 -  l J  ' 8 1
Mi =  -  [0 011 X  3-48 - f  0-078] 7-18 =  +  0*8348 tm  

Dalej otrzym am y

Jf, -  M, =  [ -  j  + l  j

«  -  *  - [ -  T & m  * » * - * « * >  *
Mx -  AT, =  [ -  0-93415 +  0-36] 7-18 =  —4*1224 tm  

najw (+ 2 /)  = J | - ( j l f ,  - M 2'p ' l+  ^  (2 «, - Wl 2- n )  l \

0-34
najw ( +  3/) =  -  0-8348 +  0-41224 +  ~  0‘1 (2 X 0-252 -  0 - 2 5 2 0 - 1 )  169,

najw (-[- M) =  +  0*5570.
Dla m =  0'2 je s t e —  9-44 p —  0-34 i/m2

0-727

więc [ -  4 ( 1 ^ _ 1 (2 (1 +  5) (2 -  m i y  -  (2 -  *H)) +

M,:

M, =  -

2 3 3 Ig*»
'4(1 +  3)2- l J  8
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Mi =  T -  2 y , ° ^ 2 ^  (2 X  1-77 X  (2 -  0-727)2 -  (2 -  0-727*)) +I- 11*00
+  ̂ ^ - I S  =  _  0248 7>18 =  _  1>746tm

11*00 -J
/  4 2 3 3 \ « i2

Dalej mamy l i ,  — l i 2 =  ( -  1 + 2 ^  » i2(1 — » i)2+  Ł ¿j: 2 3 )  "g" =

=  (_______ - _____ 0-7272 (1 -  0-727)2 +  2 X  (_q-062 +
\ 1 +  2 X 0 -7 7  1 ; ^ 1  +  2 X 0 -7 7 / S v

+  0-36) X  17-18 =  2*1396 tm 
Z atem  najw ( +  M) =

najw ( +  M) =  Jtfj — (il/i — n  +  ^  (2 nt — «12 — ») i2

(4 . M) =  -  1-745 -  21396 X  0-2 +  (2 X  0 727 -  0-7272 -  0-2) 169¿t
= — 1-317 +  4-225 ==+  2-908 tm.

P rzęsło drugie część druga.
2 S 3 102

Najw (— M) =  -  g_j_2 5 - ~s~

najw (— M) —  — 1-082 tm
Najw  ( +  3/) otrzym am y-z rów. 161), m ianowicie

P l̂
najw ( +  jtf) = - - 4(3 +  2 . ^ ) + ^ a :( ; ' ~ a:)

0 3 4 X 1 S 2 , , nQ , ,, , 1Q,■ +  -ł 0-34 n (1 — n) 132
4(3  +  2X 0-77)

== — 3-16 +  28*73 « (1  -  n)

a więc dla n =  y  =  0"3 0-4 0'5

najw ( +  N) =  2-873 ' 3-735 4 023 tm.

Ul. tfczybUżonG wyznaczenie sił u?ewnęłrznuch.

§...27...Zasada.

Widzieliśmy na przykładzie, jak  żmudne jest obliczenie 
sił zewnętrznych belki ciągłej trójprzęsłowej. Jeżeli belka ma 
więcej przęseł, obliczenie staje się jeszcze żmudniejszem. Zna- 
cznie uprościć da się jednak rachunek, jeżeli według L  eb  e r a  
przyjmować będziemy dla momentów tylko całkowite obciąże­
nie przęseł. W iemy z poprzedniego rozdziału, że każde przęsło 
średnie da się podzielić na trzy  części. W  części średniej otrzy­
mamy największe lub najmniejsze momenty, gdy dane przęsło 

„jest całe obciążone lub całe nieobciąźone , a inne przęsła na-
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przemian. W  pierwszej _i_ trzeciej części linie największych 
i najmniejszych M  są liniami czwartego stopnia, które jednak 
dadzą się w przybliżeniu zastąpić p rostą i parabolami , przy- 
czem otrzymamy zamiast A 1 Ki (rys. 41.) linią A i N E l . Ta linia,

łam ana odpowiada obciążeniu całkowitemu przęseł, i tak najw 
(—M) w A  odpowiada obciążeniu I  (rys. 42.), gdy e = 0  , dla

r y s .  42 .

którego otrzymujemy parabolę A ,N . Najiv (—M) w K  odpo­
wiada obciążeniu I, gdy e= l, dla którego otrzymujemy prostą 
N K 1, przechodzącą przez punkt stały I.

L e b e r  udowadnia, że linie te najto (—M) przybliżonych 
m ają wspólne styczne z linią dokładną w A^ i K x tak, że w y­
kreśliwszy te linie moglibyśmy jeszcze na podstawie tych sty­
cznych wykreślić krzywą A 1ITJ. L e b e r  nie kreśli tych linij*),

*) W e y r a u c h  przyjm uje naw et w  przybliżeniu proste A ¡fi, i I i Bi , 
lin ie  te  są jednak  zanadto niedokładne.
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jednak wykreślenie ich jako . paraboli wedle poprzedniego nie 
podlega najmniejszej trudności, a daje wyniki znacznie więcej 
zbliżone do dokładnych.

Ponieważ dla obliczenia przekroju chodzi zwykle głównie
o bezwzględnie największe w artości, więc , jeśli chcemy j e 
otrzymać, obrócimy najw ( - M )  około osi poziomej. Przełóżmy 
je  na górę , wtedy punkt L  przypadnie na L ‘. Widzimy stąd, 
że bezwzględnie największe momenty możemy łatwo wyzna­
czyć w przybliżeniu, przyjm ując obciążenie całkowite przęseł.

Metoda L e b e r a polega 
na tom, .że obliczamy mo­
menty podporowe d la_ob­
ciążenia _ całkowi tego . ka- 
żdego przęsła z osobna . 
Obciążenia to i m omenty 
kombinujemy w ten  spo- 
s ó b , aby otrzymać przy­
bliżoną linią momentów. 
L e b e r  uwzględnia zara­
zem ciężar własny, inny 
dla każdego przęsła; można 
jednak łatwo obliczyć oso­
bno momenty podporowe 
w skutek ciężaru własnego, 
a osobno w skutek ciężaru 
ruchomego. Znając mo­
menty podporow e, łatwo 
obliczymy albo wykreślimy 
zapomocą szablonu para­
bolicznego momenty w dru- 
giem przęśle całkowicie 
obciążonem lub nieobciążo- 
nem. Dla sił poprzecznych 
musi być w danem przęśle 

ienie jednostronne.

rys. 43.

4 4 .

Dla t ego obciążenia obli­
czą się momenty podpo - 
r owe i dodaje do nich mfl- 
menty, powstałe z obcią-
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żenią całkowitego innych przęseł. Na tej podstawie oblicza się 
największe siły poprzeczne w kilku punktach przęsła.

§. 28. Najniekorzystniejsze obciążenia.

Na rysunku 43. i 44. są wykreślone linie największych 
i najmniejszych momentów i sił poprzecznych dla sumy cię­
żarów stałego i ruchomego dla przęsła średniego i skrajnego. 
Na rys. 45. podajemy wedle L e b e r a  schemat obciążeń, które

rys. 45.

i-- f111

-r — H- “
r = V - ar-* £

“1
"i,

+ —
sprawiają w różnych częściach belki najw. ińa jm n . momenty. 
Jeśli belka jest sym etryczna, liczba kombinacyj znacznie się 
zmniejsza.

Ciężar własny, który zmienia się wedle rozpiętości, przed­
stawiliśmy czarną k resk ą , ciężar ruchomy prostokątami bia­
łymi. Liczby wpisane odnoszą się do rys. 43. i 44. i wskazują, 
którą część linii imjw (+31) lub najw (— M) otrzymamy danem 
obciążeniem. Znaki +  i — na rys. 45. oznaczają, że w tem przę­
śle po dodaniu obciążenia jednostronnego dla tego obciążenia 
przęseł otrzymamy najw (+<2) lub najw (—Q).

§. 29. Belka trzyprzęsłowa.

Jako przykład wskażemy tu  sposób wyznaczenia najw. 
sił zewnętrznych dla belki trzyprzęsłowej, której przęsła skrajne 
są równe (rys. 46.). Na podstawie równań 118) i 119) i 120) 
Otrzymamy, jeżeli pierwsze przęsło jest obciążone (rys. 47.)



■i *3(1 +  ») p l \
1 4(1+ » )2—1 8

pPM2= -

rys. 48.

' 4(1 +  »)!
2»

' 4(l + .9-)2—1 8
162)

- * -----/

.11« =M 2 _

Jeżeli drugie przęsło 
j est całkowicie obciążono 
(rys. 48), otrzymamy

: 3 i i E T  ■ • ■ ■ 163)
Jeżeli pierwsze przę- 

D  sło jest obciążone od E  
do 2? (rys. 49.), to otrzy-

CCmamy z 132), gdy m =

„ =  _  4 (ł+ »)»»  p F
4(l + » j » - l ( 8 164)

rys. 50. Jeżeli pierwsze przę­
dę G ' W: sło (rys. 50.) jest obcią-—2T~" - "~22T_" ■ —.......... -............. 

żone od A  do E, to we­
dług 134)

r 4(1+»)#3 , 0 , pl2 1CK
i t‘ - ~ 4 ( i + f f ) » - i m ( a ~ m ) ~8~ ■ • • 16d)

p v s . 51. Jeżeli drugie przęsło

—£T
je s t obciążone od E dojC 
(rys. 51.), to według 136),
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Nakoniec otrzymamy -wedle 56) i 57)
. , 31"—31' , „

najw (+ Q )=  ^— ?------+  | P ( 1  — m) 1».......sAm„ . . , .... ....
, A, 31"—31' ,-

najw  (-<£) =  — =----------- y  P m  lmA ił

. . 167)

Spółczynniki rów. 162) do 165) funkcyi &, podaliśmy 
w §. 21.

§. 30. Przykład sposobem Lebera.

Dla porównania sposobu L  e b e r  a ze sposobem dokładnym 
obliczymy przybliżonym sposobem ten sam przykład, co w §. 26.

Dla ciężaru własnego wzory są tak  proste i obliczenie 
tak  łatwe, że użycie sposobił L e b e r a  nie przedstawia tu  ża­
dnej korzyści. — Ograniczamy się więc tylko na ciężarze ru ­
chomym.

a) M o m e n t y .  N ajprzód obliczym y, ja k  w  §. 26, odstępy punktów  
s ta ły ch , potem  m om enty podporowe. Jeżeli je s t  obciążone pierw sze p rzę­
sło , to  d la  5 = 0 7 7  w edla 162.

4 3 ( l+ a )  pl - 4X0-77 (1+0-77) 0-34X102
4(1+J-)J-1  8

2 »  p l2
4 (1+0-77)2—1 ' 8

2X0-77 0-34X169

-2.057 ł/n.Mr-

jUa^ 4 ( l + T ) 2—1 8 — 4 ( l + 0 -77)2—1 ‘ 8
Jeżeli d rugie przęsło  je s t  obciążone, o trzym am y w edług 163):

- 0‘965 trn

Mi =M 2= — 2 pV~ 
3 + 2 ,’* ‘ 8"

0 -3 4 x l3 2
3+2X 0-77 8 ■ 3-16 im.

P i e r w s z e  p r z ę s ł o . D la w yznaczenia lin ii 6 (rys. 52) t. j. lin ii 
najw . ( + i l i )  w  p ierw szem p rześle śr¿dniej części obciążyć m usim y p ierw ­
sze i trzecie przęsło, w ięc
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3f, =  -  2-057+0 965 =  1 '092 tm 
W ykreśln ie m oglibyśm y zrobić B l 6=1-092 im i w ykreślić  szabloną 

paraboliczną d la j) =  0-34 linie 6. Szablonę tę  możemy w yciąć z papieru , 
w ykreśliw szy  parabolę m om entów  w edług  rów nan ia :

PM =  (l—x), ja k  dla belki zw ykłej.

L iczebnie możemy obliczyć p u n k ty  lin ii 6 wedle rów. 67) ;
7 2 1 0 2

najw ( + J i ) =  — J/j -|— ‘ - 0-34 ?»(1— m) =  — 1-092 ni -)— — 0'34 »¡(1—m),¿t Z
—  — 1-092 m +  17 m  — 17 w 2=  15-908?»—17«!-. 

a  więc zupełn ie ta k  samo, ja k  w §. 26.
Z w zoru tego otrzym am y, ja k  poprzednio, dla 
dla m = 0 0-1 0-2 0-3 0-4 0-5 0-6 0 7  0-8

najw. (+Jfcf)=0 1-421, 2-502, 3-242, 3-643, 3-704, 3-425, 2-806, 1-846
L in ia  3 leży poniżej 6. n ie  potrzebujem y w iec je j koniecznie w y - 

znaczać, co z resz tą  nie p rzedstaw ia  żadnej trudności. D la najw ( - M )  
m usi być przęsło  średnie obciążone (rys. 45) u zatem  najw (—M )—— 2-109 m, 
ja k  w  §. 26 a więc

d la  m = 0 0*1 0-2 0"3 0*4 0"5 0-6
najw (—Jtf)= 0  -Ó-211 —0:422, -0 -633 , -0 -844 , —1-055, —1‘265

0-7 0-8
—1-476 —1'687 tm 

D la w yznaczenia lin ii 5) obciążym y pierw sze i  trzecie przęsło  (rys. 
45), a więc

iU j=  — 2-057 — 3-160 =  — 5*217 (punk t B t rys. 52). D la »»=—- o trzym am y:
h

21=  -  5-217?» +  lÇ . 0-34m ( 1 -m )  =  -  5-217m + 1 7  m -  17 m2=ll-783»/»-17m i 
¿-i

W ięc dla m =  0 8 0’9
. JŁf= —1-954 —3-165 tm.

W idzim y, że w  §. 26 o trzym aliśm y  d la  ?»= 09 M =  — 3"42ił». Jeżeli
• jednak  zaokrąg lim y  k ą t  p rzy  F  łu kiem p arabolicznym , to  zbliżym y się

znacznie do w arto śc i dokładnych. P u n k t możemy także ła tw o  o trzy ­
m ać, gdyż d la najw +  M  m usi być w tedy obciążone ty lko  trzecie p rzęsło ,
więc 3/, =0-965 ¿w, ja k  w §. 26. .....

D r u g i e  p i - z ę s ło .
D la w yznaczenia lin ii 1. w  drugiem  przęśle  obciążam y p ierw sze 

dw a przęsła, w ięc AIt =  — 5-217tm.
| f j =  +  0-965 -  3 1 6 =  -  2-195tm, 

a  w edług rów nan ia  67).

3/== -  5-217 — (— 5-217 +  2-195) « +  ^ 0 ‘34n (1 -» ) ,

M =  -  5-217 +  3-022 n +  28-73 n (1 — »).
A  zatem  dla » =  0-1 »=0-2

—2-329 -0 -0 1 6  tm
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D la w yznaczenia lin ii  2 obciążam y ty lko  pierw sze przęsło, więc 
.lA =  -  2-027, Mi • 0-965 '

M =  — 2-057 — (— 2-047 -  0'965) n  =  — 2-057 +  3‘022 n 
S tąd  d la » =  0-1 0-2 0-3 0 4

M =  -1 -765  —1-453 —1-150 —0-829 tm.
I  tu  w idzim y, że lin ie  1, 2, dość znacznie odstępują od lin ii n a w  

(—M), że jednak  w rysow aw szy m iędzy te  dw ie lin ie  łu k  paraboliczny, 
znacznie sio zbliżym y do praw dy.

Dla w yznaczenia poziomej 3 obciążym y oba p rzęsła  skrajne, w ięc 
Jlii =  Mi = . ! f =  -  2-057 +  0-966 =  M = — 1-092 tm.

Dla w yznaczenia p arabo li 6 obciążam y ty lk o średnie p rzęsło, w ięc 
Mi =  — 3-16 tm a  M — — 3'16 +  28-73 » (1—«), zatem  ja k  w  §. 26.

dla »== 0-2 0-3 0-4 0 5
J | =  1-437 2-873 3-735 4-023 tm.

b) S i ł y  p o p r z e c z n e .
P i e r w s z e p r z ę s ło .  D la najw (+_§) w  pierw szem  przęśle m usi być 

oprócz obciążenia jednostronnego w  tem  przęśle obciążone także trzecie 
przęsło w edług 164).

4 (1 + * )  *3 p p
3r> =  - T ( i q ^ = r (1“ TO) 8“ + 0960

0-34 1H-
Mt =  -  0-2803 ( l - m y x  o +  0-965==o

Mi =  -2 -0 1 2 5 (1 - t o 2) +  0-965.
Jeżeli teraz w rów  56) w staw im y  M'— 0 i  M "— Mit to najw (-(- Q) —

6-817>(1—m2)2+5-91 , k „  „  . , e
= ----------- 11-68-------------- 1- 5 p ( l—m2), ja k  w  §. 26,

Dla najw. (— Q) obciążam y przęsło p ierw sze z lewej strony  danego 
p unk tu  i d rugie przęsło, więc w edług 165.

4 . ( 1 + » )  *3 S1C
= — J a + fy = r  - 8'16-

Mx =  -  2-0125 m* (2- ? n 2) — 3-16.
Jeżeli te raz  w staw im y w  rów. 67) tę  w artość , to

najw (— Q)— ~ -----i-  p m l -  O- —  — 0-203 m 2(2—>»21 — 0"338 — 1-7 m-, jak
‘i i

w §. 26.
D r  u g i  e p r  zę  s ł o.
D la najw + ę  obciążym y p ierw sze przęsło  ca le  a  drugie po praw ej 

s tro n ie  danego punk tu , w ięc w edług  166).

Ą  -  My= -  2-057 -  0-965 +  p ^-== -  3-022 +  47-740 ( 1 -  « 2) n 1 p

W ięc w ed ług  167)
. , 3 -0 2 2 -4 7 -7 4 ^ (1 -m2) » 2 „  «  Dnajw (+(?) =  ą------------------- ------------- i-------p  (1 - » ) 2 B

=  0-207 +  0 906( l - » s) (2-44—?j2), ja k  w  §. 26.
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lY. ¿ B e lk a  o nieskończonej Uośei przęseł.

§. 3 1. Ogólne uwagi.

Jeżeli belka ciągła ma 4_lub 5 przęseł, to możemy
w praktyce obliczać siły zewnętrze w ten sposób, jak  gdyby 
ilość przęseł była nieskończona. Stosuje się to zwłaszcza do 
obliczenia szyn kolejowych i podłużnie. Z tego powodu zasta­
nowimy się tu  nad belką o nieskończonej ilości przęseł.

Przypuśćmy przytem, że wszystkie przęsła są równe, to 
według rów. 37}

« - T T
£ = 4 ,  fy  — -y — ~  3-75, — 3-733

[L == fi& =  3-732, więc otrzymamy z rów. 44) 
dla przęsła 2 3 4 5

4 - =  0-2000 0-2105 0-2113 0-2113.i
Przy dowolnem obciążeniu możemy teraz momenty i siły 

poprzeczne obliczyć według rozdziału II. My tu  jednak zasta­
nowimy się bliżej nad tym  wypadkiem, !̂ gdy belka je st obcią­
żona ciężarem stałym jednostajnie rozłożonym g i~'gdy jeden 
tylko ciężar skupiony może leżeć w jednem przęśle.

§. 32. Obciążenie zupełne jednostajne ciągłe.

Jeżeli belka o nieskończonej ilości równych przęseł jest 
obciążona całkowicie ciężarem j ednostkowym g, to według 
rów. 29) otrzymamy następne równania.

2 5 i  (Z +  l) +  M J  =  -  (P+  P) =  -  ig P ,
M J  +  2 M 2 {1+1) +  M.J =  -  -}gP

. . . . . . . .................................... czyli
4 Mx +  Mz == — l-gl2 

A i  | -j- 4 .Mj -t- =  — \V g l ~

-%« +  4il/,il+J '+ M m+2=

-f 4 =  — i  g l2

168
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Jeżeli n je st nieskończenie wielkie, to możemy przyjąć 
Mm= M m+\ = M m+2 , więc 6 Mm= —l-gl2, a stąd momenty pod­
porowe przęsła średniego

a j — ^  j 2— 0-0833 S l2 ..................... 169)
W stawiwszy w pierwsze dwa równania 168) Ms =  — 

otrzymamy 4 M1 + M 2 =  —^ g l2,
JM if+4|fa+ ( — iV ^ 2) =  — > z czego wynika 

M,=-oV ffl2= — 0-07778 g l2 \
■ M1 = -0 -1 0 5 5 6  g l2/  170)

Na podstawie tych momentów podporowych możemy 
wyznaczyć siły poprzeczne i momenty.

W edług rów. 30) otrzymamy
d la  p r z ę s ł a  s k r a j n e go

Q r—M + T 1 =  +0*3944 gl

Qi =  -0 -6056 g l(

Ą = 0-3944 g l—gx,
d la  p r z ę s ł a  d r u g i e g o  

M, - l f 2

171)

ą 2‘= \g l- 0-5278 gl

Q2 “ —— -\yi
m , - m 2

1 . -0-4722 gl
172)

=0-5278 g l - g x ,  
a dla przęseł średnich

Q'- ł ^ = + 0 ? 5 s l |
=  0-5M  ......................... 173)
Q.= 0:5 g l - ^   I

Momenty  zaś otrzymamy z l’ôwnania 32) d l a  p r z ę s ł a  
s k r a j n e g o

~M"x
M=|(jra:(Z—x) +  - y - = 4 g x ( l—x )—0-1056 g lx  . . . 174)

Najw (+ J f )  jest dla x0, dla którego Q = 0 ,  więc według 
rów. 171) a:0=  0-3944 Z, zatem

najw  ( + M )= +  Ó-0778gl 2 ..................... 176)
Dla przęseł ś r e d n i c h  otrzymamy z powodu, że 

najw ( +  M) dla ¡c0=-‘-Z, więc 
najw  £+M )= 0-125^P -0 '0833^2=  +  OM0417gl2- f | l  176)



§. 33. Momenty podporowe dla obciążenia układem ciężarów 
skupionych,

Jeżeli r-te przęsło jest obciążone ciężarem skupionym P, 
to według 14)

P e d P -e ^ )  P e (P -e 2)
Jlr —  — ; jj  , iHr —  ... ,

zaś według 64)
łv9V—9łr"

JUr—1 = ---------- ,---,
PrVr— 1

albo wstawiwszy yr= J«r= 3 ,7321
3-7321Pei ( P - e i 2) - P e ( P - e 2)

1 r_1 '12-9287P ~~

= I ^ 8 7 P (3'7321e(Z_eX2Z_e)“ e(Z2_e2)) ■ ' • 177) 
Najw- Mr—i j a zatem i największe ^wszystkie momenty 

podporowe po lewej stronie r-tego przęsła, otrzymamy dla ep,

dla którego f  "—0, zatem

3-732l(2Z2—2e0l—4e0Z+3eu2)—Z2+3e02= 0 , a stąd 

e0=O'7886Z—V/ Ör78872Z2—0-4664^=0-3804Z, 
a wstawiwszy to w r. 177), otrzymamy dla obciążenia »-tego 
przęsła najw J f r_i =  —0-08505P I ..................... 178)

Dalej otrzymamy Üf,._2= — * ■ M,—\ = +  0'02279PI
O* i OćjI.

M r- 3^  -0 -2 6 8 2 x 0‘ C8505 P l~ —Q-0061PI
M r- 4=  -0 -2 6 8 3 x 0-08505P/= +  0-00164PZ

=  -0 -2 6 8 4 x 0-08505 PZ= -0-00046PZ
Mr_c= - f  0-00012 7J/.

Jeżeli więc co drugie przęsło^ na prawo r-tej podpory jest 
obciążone ciężarem skupionym P, to

najw  (—Mr)= —(0-08505 +  0-00610+0’00046)PZ=
=  -0*0916 iP i . . . . V . ; . 179)

Jeżeli co drugie przęsło z obu stron r-tej podpory je s t 
najniekorzystniej obciążone, to

najw  (—Mr)==—(0-09161 +0-09161)PZ== -0-1S322P1 . 180) 
Dla przęsła s k r a j n e g o  jest

M= 0 , &==0-21132Z, c=0-78868ż.

— 6 3 -
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W stawiwszy to w rów. 60), jeżeli ciężar P  znajduje się 
w skraj nem przęśle, otrzymamy

« . - o ,

a najw (— M ^  jest dla <?0, dla którego <~ ^ r r=Q>

Zatem

Ph 1
więc ^ (Z 2—3e02)=O, stąd e0=^|==O-5774Z.

. .. _r , PŻ0-21132 x 0-5774(1—0-57742)
i , a j w ( - M , ) _ -------------------- ----------------------------i -

=  -0 -1 0 3 1 :} P l..................................181)
Dla d r u g i e g o  przęsła jest
a=U-2 5=0-211322, e=0'58868Z, więc według 60)

r] jlf P/7
_ i  =  _ _ (2Z2—3bl-6 le0+6e0b+3e0*)=0,

więc eQ= (l—b)— V ( l—l))'l—%l2Ą-U,
a po wstawieniu wartości

=0-78868 Z—0-40827 Z=0-380411.
Dla tej wartości e0 będzie zatem

, P/0-2 x 0-3804 x 0'6196(2—3 x  0-21132-0-38041)
( uah  - MV~  " 0-58868 ’

—0-07893 P I ................. .... 182)
A zatem, gdy obciążone przęsło 1, 2, 4 i 6, 

n aj w (—Mi)= -  (0-10313 +  0-07893 +  0-006 +  0'00046)P/=
=  —0-1886 P I ..................................183)

Ohcąc otrzymać najw ,.(-tMr) na r-tej podporze , musimy 
umieścić ciężary P  w przęsłach przedtem nieobciążonych, 
otrzymamy więc

najw (+  Mr) =  +  (0-02279+0-00164 +  0-00012)PZ,
naly  (+M r) =  +0*02455 P I, ..................... 184)

a jeśli obciążymy w ton sposób belkę po obu stronach r-tej
podpory, to najw (+ Mrl -  0*04910?! ......................... 185)

Aby otrzymać najw ( + M x) możemy zastosować wzór 180),
3-732

zmniejszywszy tylko moment w stosunku ^.qqq ; bo ,a2 =4-0, 

a zatem najw  (+ 31!)=  4-0*022901*1 .....................  186)



§. 34. Największe momenty dla obciążenia układem ciężarów 
skupionych.

Momenty  podporowe, któreśmy wyznaczyli w poprzednim 
paragrafie są, największymi momentami u jem nym i, dodatnie 
n aj w. momenty otrzym amy zawsze w jpunktach. zaczepienia 
siły P. W  tym  wypadku mamy według 25)
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Q- l I J

a według 27) .................187)t l
P r z ę s ł o  s k r a j n e .
Jeżeli tylko przęsło skrajne jest obciążone ciężarem P, 

to według 60) M '= 0,
Pbe(l2—e2)

M --------~d2---- ’ Więc
Pbe(l2—e2) Pe(l—e) 

cl3 ^  l 
Chcąc wyznaczyć najw (4-M), zróbmy 

dM  Pb P
V ~ te= ~ c T z ^ l2~ ^ po3)+ -j -0'— zat em

—- '7 eo= 0 > a s t$d eo =0-427 l, 
a zatem najw ( + l f ) = +  0-2047P I.

Jeżeli oprócz tego obciążymy inne przęsła najniekorzy- 
stniej, to otrzymamy według 186)

M, =0-02290 PI, a lf= 0 '02290  PlĄ-.
i

W stawiwszy #=0-427 Z i dodawszy ten moment do po­
przedniej wartości, otrzymamy

najw  (+M )=0-2047 PM -0-0098 P l=  +  0-2145 P I . . 188) 
P r  z ę s ł o  ś r e d n i e .
"W przęśle średniem największy moment; otrzymamy, gdy 

a z powodu, że a zatem według rów. 187),

M =  M‘ +  ̂ ......................................189)

Wstawiwszy w rów. 177), otrzymamy wreście
\ P  VI

, Ż ^ - J ^ o 0 ( 3-7321M3- - ¥ 3) + y -0-17076 PI . . 190)

Podr. Teor. mostów. U, 5



Jeżeli oprócz tego obciążymy inne przęsła na prawo i na 
lewo najniekorzystniej, to według rów. 184)

( i - 2\ najw (+31) =  \ 0-17076 +  2 x Q-Q2455y-y- JPI= + 0-18873 PI 191) 

§. 35. Największe siły poprzeczne i oddziaływania.

Największą siłę poprzeczna otrzymamy, gdy ciężar P 
leży na którejkolwiek podporze, wtedy z 25) otrzymamy dla

0, r,=Z , więc Q‘~ P .
Oprócz tego należy inne przęsła tak  obciążyć, aby 

H " —M '
TT. było naj większością. Dla przęsła skrajnego musi być 

M ‘ .—  największoscią, więc wedle rów. 182)

naj w (+ QSi == (1+0.-02296) P=»+1-02*39 P . . . .  192)
W  przęśle ś r e d n i e m  otrzymamy dla najniekorzystniej­

szego obciążenia jednostronnego z rów. 179) Mr=  —0'09161 PI,

a PZ=0-02455 PI, 3fr_a =  -0-0658 PI. Dla najw

(+(?) albo najw (—Q) musi być obciążone dane przęsło i co 
drugie na prawo i na lewo, a zatem będzie

JKr= -(0-09161+0-00658)P/=-0-09819PZ,
J * L i=  +(0-02455+0-02455) Pl=  +0-0491P;, 

więc najw  t - Q ) = -(1 + 0 -0 9 8 1 9 +0'Q4910)P=-1.-14729P1
‘ r  (+Q).....................= ± u m 4  }
Najw (— 0) w ■ p i e r  w s z e m  przęśle otrzymamy, obciąża­

jąc  przęsło pierwsze, drugie, czwarte i t. d. naj niekorzystniej. 
Otrzymamy zatem według 178)

najw  ( -< J )= - ( 1  +0-08505) P-= - 1-0S505P . . . 194) 
Oddziaływanie 0„ na podporze 0 jest równe sile poprze­

cznej, więc
naj w (+ 0n) -  +  1-02390P \ iq,

» (—0» )= —1*08505P /  ' . . j
W edług 28) jest 0m= —Qm“ Qm+ \ ' D l a  najniekorzystniej­

szego obciążenia otrzymamy więc z rów. 193), zważywszy, że 
siły P  na r-tej podporze wcale nie kładziemy,

najw (—0r) =  -(0-14721+0-14729)P~-0»2946P . 196)

— 66 —
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Najic (+Or) otrzymamy z równ. 193), jeżeli zważać bę­
dziemy na to , że ciężar P  na r-tej podporze wywiera oddzia­
ływ anie P  i uwzględniając rów. 28)

najw .( + Or) =  (1+0-14729+0-14729) =  +  1-2946P ■ . 197)

Y. " ^ k re ś ln e  wyznaczenie sił zewnętrznych dla 
przekroju stałego.

b,ji<p §. 36. Pierwszy w ielobok sznurowy.

Jeżeli belka ciągła jest obciążona ciężaram i Pit P 2, P3, 
Pj, Pr, (rys. 53.), to możemy wykreślić dla tych. ciężarów wie­
lobok sił i wielobok sznurowy, zamknąć ich jednak nie mo­
żemy, bo wiemy wprawdzie, że

P, + P 2+ P 3 +  Ą  +  P5 =  O0 +  2 i ±  2̂ +  ^3) 
r y s .  53 .

lecz wielkości poszczególnych- oddziaływań nie znamy. Gdy­
byśmy w jakikolwiek sposób wyznaczyli momenty podporowe, 
to moglibyśmy zamknąć wielobok sznurowy i wielobok sił 
i wszystkie siły zewnętrzne byłyby wyznaczone. Momenty M 0 
i M„ są równe zeru, pozostałe (n— 1) momenty odciąwszy 
w pionowych podporow ych, możemy teraz łatwo wykreślić 
zamykające ab,, M i, Cid we wszystkich przęsłach, Jeżeli te-

*
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raz wykreślimy w wieloboku sił równoległe do zamykających,. 
to otrzymamy oddziaływania O0, Oit 02J 03.

Jeżeli mamy oddziaływania, wyznaczenie momentów i sił 
poprzecznych nie podlega już najmniejszej trudności *). Wi- 
dzimy w ięc , źę w celu wyznaczenia sił zewnętrznych belki 
ciągłej dążyć nam wypada najpierw  do wyznaczenia momen­
tów podporowych.

§. 37. Linia ugięcia.

W iemy ze statyki budowli **), że równanie linii ugię­
cia iest:

f ®
M w  198)

d x i  e I

w którem moment sił zewnętrznych M  wyrazić mamy jako 
funkcyę x , a a oznacza długość, którą możemy dowolnie 
przyjąć. i  . , a  U  4* *****

Równanie zaś linii sznurowej***) jest

; f t d ................
jeśli q oznacza ciężar jednostkowy a ¿ odległość biegunową.

W idzimy więc, że obie linie będą te sam e, gdy zrobimy

q—-^, a a zatem linia ugięcia jest l i n i ą  s z n u r o w ą ,

d l  a k t ó r e j  o b c  i ą ż e n i e  j e d n o s t k o w e  j e s t  p r o p o r - 
c y o n a l n e  do m o m e n t u  M  a o d l e g ł o ś ć  b i e g u n o w a  
do  eI, i l o c z y n u  m o m e n t u  b e z w ł a d n o ś c i  i s p ó ł c z y n -  
n i k a  s p r ę ż y s t o ś c i .

W ięc jeśli powierzchnię momentów uważamy jako po­
wierzchnię obciążenia i do wykreślenia wieloboku sznurowego

eIużyjemy odległości biegunowej &==-ą (5 w podziałce sił), to ten

wielobok sznurowy będzie p rzedstaw iałoś belki. Jestto tw ier- 
dzenie M o h r a .

*) por. Podręcznik S ta tyk i budowli wyd. II . str. 16.
**)■'» „ » n » » -246 rów. 379.

***) „ „ „ ,, 262 „ 447.
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Jeżeli zamiast 6= = ^  przyjmiemy rzędne li- '

n ii ugięcia będą n raży większe. Jeżeli więc długości były wy­

kreślone w podziałce — , to teraz rzędne linii ugięcia będąii
w  naturalnej wielkości.

Jeżeli więc belka A B  (rys. 54.) jest dowolnie obciążona 
i dla tego obciążenia wyznaczymy zapomocą odległości biega-

nowej h momenty, toiy s . .T 4 :

ifilffiffiwii uważamy teraz według 
twierdzenia Mo lir  a po­
wierzchnię momentów 
jako powierzchnię obcią­
żenia , dzielimy j ą na 
części dowolnie liniami 
mn i kreślimy  wie­
lobok sił 0123, używ ając 
dla przem iany powierz­
chni na linie podstawy
a , obieramy biegun 0t 

w odległości b i kreślimy drugi wielobok_sznurowy. J eżeli li- 
nie podziału są pionowe , t o , jak  wiemy *] , wielobok ten j est 
styczny do linii sznurowej. W ten sposób- otrzymujemy wy- 
kreślnie ugięcie belki o przekroju stałym. Jeżeli zaś linie po­
działu mn i m‘n‘ nie są pionowe, to wielobok sznurowy abcde 
nie będzie stycznym do linii sznurowej. Tylko boki skrajne, 
równoległe do promieni skrajnych wieloboku są styczne w a 
i e do linii sznurowej., która według twierdzenia M o h r a  
przedstawia ugiętą oś belki. Boki skrajne drugiego wieloboku 
sznurowego są więc stycznymi do linii sznurowej na podpo­
rach czyli tak  zwanemi s t y c z n e m i  p o d p o r o w e mi  (n.
Stutaentangente, a. tangental lines over the points of support).

Z rów. 198) i 199) wynika, że

f - r v ................... ' .................  200)
a  jeśli chcemy, aby rzędne linii ugięcia były n razy większe,

*) por. Podręcznik S ta tyk i Budowli wyd. II. s ti .  22.
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, . q nM  nhy n . , .. ..to robimy gazie y oznacza! rzędną linii momen­

tów, a h pierwszą odległość biegunową. Jeżeli zrobimy teraz
_ , y nhyaq= y. 1, to ^ = - j ,  więc

n = i L
abh ’ 201)'

przyczem b odczytać należy w podziałce sił.
Jeżeli podpory są w nierównej wysokością to należy róż- 

nice wysokości rysować według n razy większej podziałki niż 
długość. V\„- ..v._

§. 38. Wielobok ugięcia.

Dla belki ciągłej potrzebne nam ‘-są tylko styczne, podno- 
rowe, które dla pewnej podpory są te same dla obu sąsiednich.

rys. 55. '

M £~r%  f a • V
'-'M o !, , . j . L

-.}J «^vwí. to&i# )
Á ---- —A

Ą:-K-J3,

c

I przęseł. W  takim  razie powierzchnię momentów możemy po-
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dzielić prostemi ukośnerni, a. że na podporach momenty zwy- 
kle są ujemne, więc dzielimy powierzchnię momentów, ja k t o 
uwidoczniliśmy, na rys. B5. , na trzy  części prostemi A "B‘ 
i A “B “.

Powierzchnię A"C "B", którąbyśmy otrzymali jako po- ^ VI, ^  
wierzchnię momentów dla belki j e dno p r z ę s ł o w ej, gdyby _A"_B" J  
była zam ykającą, nazywamy z w y k ł ą  p o w i e r z c h n i a  m o­
m e n t ó w  (einfaćhe Momentenflache) . Niech będzie wielkość jej 
M jJ o  WJ

A ‘ A " C“B ‘jA.' =  - A ‘A "B ‘- A " B  "B ‘ + A" G" B " ^ a ( —ti —t2 + c).
Z rysunku widzimy, że

ati =  A 'A  "B ‘= W l°= ir i ~,

71/"7
atz = A !'B 'B U ,

nareszcie a c = A "G "B " = ^ - , jeżeli 3K oznacza średni moment
' ‘rri 1 ” ( IZ

belki jednoprzęsłowej.
Kreślimy teraz wielobok sił a b e f ,  obieramy bieguri 0 

e lw odległości b=  2-  według poprzedniego paragrafu, więc będzie
Oj Y l

i - ł f *  4 - - * * * »  S r " *  i r &  ■ ■ • 202)
Długość a ,  służącą za. podstawę przy wyrażaniu pła­

szczyzny przez proste, możemy przyjąć dowolnie, a więc n. p. 
możemy przyjąć a= średniej rozpiętości albo jednej z rzeczy­
wistych rozpiętości. Gdy wszystkie przęsła są równe , wtedy 
przyjm ujem y a= l, więc mamy następne siły:

M ‘ M" m  t _i f __i r___
’ 2 _ ?  h ’ — h ’

Gdyby styczne podporowe były znane , to konstrukcyą 
drugiego wieloboku sznurowego byłaby następną : .,

W odstępie b od pionowej przez środek ciężkości S  zwy­
kłej powierzchni momentów odcinamy z obu stron długość

l - c=3K-~- i łączymy te punkty na krzyż, otrzymane w ten spo-
dfv

sób proste nazywamy l i n i a m i  k r z y ż o w e m  
fr. transversales, lignes en croix), które pierwszy w 
m a n n ,  a które przedstawiają promienie..wieloboku sił

i (n. Kreuzlinien, j 
oprowadził C u l- 1 
oboku sił.
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Jeżeli znamy styczne podporowe A-l U i Bi V, to zróbmy 
UUi =mmi i VV1= nniJ połączmy U z Vi i Ui z V, a otrzy­
mamy drugi wielobok sznurowy, który przedstawia linię Ugię­
cia i który dlatego nazywamy d r u g i m  w i e l o b o k i e m  
sz  n u r o w y  m lub w i e l o b o k i e m  u g i ę c i a  (n. ełastisches 
Poły gon, zweites Seilpolygon, fr. le second poły gon funiculaire). 
Konstrukcyę powyższą podał M o k r.

§. 39. Wyznaczenie momentów podporowych.

Z rys. 55. widzimy, że AMUc\JabO  i BNVc\30fe, a więc 
A M : tx : b i B N : t2 =\-l: b, a stąd

A M = 3b 1 BN==W  
Podstawmy wartości za i t2, a otrzymamy

.i Ti/' 1 .7
2 oh M ‘P iii" i2

— 3 b ~~6abh’ — “ jjga&fc’ 
a więc odcinki AM  i B N  są proporcyonalne do momentów 
podporowych. Jeżeli przyjmiemy b=-^a, to

AM

B N

a jeżeli a —l, to

203)

A M = 11'= m ' ) 
h !

M " 1B N = -  = m ‘
204)

M  rys. 56 Jeżeli chcemy wyznaczyć od­
ległość x  (rys. 56.), w której 
pionowy odcinek między prze- 

<y dłużeńiami: pierwszego i d ru­
giego boku drugiego wieloboku

. M 'sznurowego równa się -j~ , to 

M ‘otrzymamy A M = x:lsJ, więc



x = M 'jl

ĥ (L)
h \ t

7 1 ’

73

a zatem pionowa w odległości j ;= j - ,  a
.......................... ............ .....v

odcina --- (rys. B6.). Gdy a= l, to A M =  . -. 
JA fi

§. 40. Porównanie z belką poziomą obu końcami utwierdzoną.

Poprzednia konstrukcya da się wprost zastosować do
belki jednostronnie lub obustronie poziomo utwierdzonej. Po-

£l  .... ~ ..
przednio przyjęliśmy b = przyczem b mierzymy według po-

działki sił, teraz przypuszczamy b—-}a według podziałki dłu­
gości. Jeśli więc zrobimy oba te przypuszczenia, to stosunek 
podziałki sił do podziałki długości je st już dany.

: , i Dla belki obu-

, , f K*
-VK b

a/,:*.

sl«— '
■y.

Sf■?

rys. ■)/.

u f .F
° y .T ‘

iP

1 M- 

: /%/' <►-

:s

. . 4 \ ^  

A

i f
s

?,■i
4a

\ M
s-f J:I

>0

stronnie poziomo 
u twierdzonej są 
obie styczne pod­
porowe poziome, 
więc oba odnośne 
promienie Oa i 0 /  
(rys. 57.) poziom e; 
zatem punkt a 
wpada na / ,  a stąd 

albo A ‘A"jE+  
+ B ‘B "E ' = E E ‘ G1, co się 
da słowami w yrazić: D l a 
b e l k i  p o z i o m o  o b u
k  o ń c a  m i _u t w i  e r  d z o -
n e j  js^ s t sunia^ p  o- 
w i e r z c  J i n i  uj  e m n y c h  
m o m e n t  ó w r ó w n a  p o- 
w i e r z c h n i m o m e n ­

t ó w  d o d a t n i  c h *). A zatem 3RI— “h jeżeli iOc i 
oznaczają momenty podporowe belki poziomo utwierdzonej, 
a więc 2)Z =-J(9Ji' +  9)i"). Dla belki poziomo utwierdzonej otrzy-

£

1.B-

R ■jy

*) por. Podręcznik S ta ty k i Budowli II. wyd. s tr . 267.
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łt**

mamy więc drugi wielobok sznurowy A Un S„ Vn Bn, a dla tak 
samo obciążonej belki ciągłej ATJSYB.

Z rys. 57. widzimy, że .A F0 F0', więc AM0—
== V0 V0‘= W ,  odstępowi linij krzyżowych M T  i NS. Dalej 
otrzymamy AM0 : b, a zatem wstawiwszy wartość za ti1

l_ (
h a » 1 WT~jrW Ç -.i-l

AM 0=-
a jeżeli h--

6abhJ
M i  W1?c

AM„

a podobnie M i -  h
m y  i \ 2 u, u n‘= y y

t'c  ,

W idzimy s tą d , że odstępy linij krzyżowych w p i o n o ­
w y c h  t r z e c i c h  c z ę ś c i  (n. Drittélverticale , fr. verticale tri- 
sectrice, verticale au tiers) są proporcyonalne- do momentów 3)1" 
i SR*. Dla a= l a b= jjl byłyby te odstępy pomnożone przez 
odległość biegunową równe momentom SR.1 i 9JÏ ". Zmieniwszy 
odpowiednio podziałkę i odczytując 3)1' i 3R"- w podziałce mo­
mentów, otrzymamy 3)c' i 9J£" wprost równe odstępom linij 
krzyżowych w pionowych trzecich części. Na przyszłość przyj­
mować będziemy, że momenty odczytujemy według osobnej 
podziałki momentów. ;s

Z rysunku widzimy; że 1

Q M ^ W U '= m .‘‘(ęa ^ , ( 3 5 f = 7 F = 2 R '^ j 2;  więc v

JfS=(22R" +  9JÎ') W 2= 5R ''^ i podobnie 2 7 T = 0 i'i-^ )2,
-h-...

a więc o d s t ę p y  l i n i i  k r z y ż  o Wy ćh w p i o n o w y c h  pod-” ......---- u . n, | . i « n.liuai-; m ’fWrr-rr—r-—rr -i—n—~-L,.-— -y,.- — --*/— Ł, -i«łp°-
p o r o w y c h  s ą  p r o p  o r c,y o n a l n e  d.o i l o ś c i  IR" i SR', 
a dla a — l równe ilościom 9c" i 9c'. Ilości 'Di' i’ SR" i 9V  i 9i" 
są zależne tylko od obciążenia i dadzą się, jak;w iem y, anali­
tycznie wyznaczyć (§. 4.). Znając j e ,  możemy linie krzyżowe 
wykreślić.

rp Z rysunku widzimy te ż , że odcinki M S  1 N T  są to mo­
menty statyczne siły c, działającej w S ,  ze względu na pio­
nowe podporowe .A&Ji^BZf). Mamy więc

*) por. Podręcznik S ta ty k i Budowli I I . wyd. str. 15.
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M S.b= cm , MS-- c .  m

N T .b ^ c .n , N T ^ \

1
205)

Długości c, m i n są znane, jeżeli obciążenie jest dane, 
dla danego b możemy więc obliczyć także w ten sposób M S  
i N T  i wykreślić linie krzyżowe.

Jeżeli belka jest tylko z jednej strony poziomo utw ier­
dzona, to tylko ta  strona ma styczną, poziomą, AUn (rys. 58.).

Oft Bonieważ na drugiej podporze B  
jiM rys.o tt. moment jfesfc równy zeru , B N = 0,

zatem UVB  jest lin ią proitą. Zna- 
jąc 'linie krzyżowe, potrzebujemy 
więc tylko wykreślić UU0 =  od­

stępowi odnośnemu linij'krzyżow ych i wykreślić B S  i U0S.

oi„

Uo K

r " s V

— ■■■ ’ §. 41. Przęsło nieobciąźone.
IZ Sdzt ■ ■:........... -

Jeżeli dane przęsło je s t nieobciąźone, a którekolwiek inne 
przęsło obciążone, to a = 0,_ więc drugi wieląbok sił  składa się

tylko...z dwóch sił

¿i— i U1. j ł _  i M"Jl
oh 1h ~ i M ah‘ 

Jeżeli styczne podpo­
rowe są dane,_to je st 
on zupełnie oznaczo­
ny. Wiemy z poprze­
dniego, że momenty 
podporowe w przę­
słach nieobciążonych 
są naprzemian doda­
tnie i ujemne i w zra­
stają ku przęsłu ob­

ciążonemu (rys. 59.). W ykreśliwszy drugi wielobok sznurowy,
IW' /  7 \  2 TW" /  7 \ 2

mamy: , B N ^ ^ i — j  , więc A H -.B N —M': M".

Z rysunku widzimy, też, że ai :(l—ai)= A M : BN, więc 
—a ^ —M ': M ", a że także A l I : I B 1=‘M.' :M ", więc 

otj — A j7, (£—al )= I B l .
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A zatem punkt Jj przecięcia się boku średniego XJV 
z  prostą A B  wyznacza punkt, w którym  moment staje się ze- 
rem w przęśle nieobciążonem. Jestto  ów p u n k t  s t a ł y  znany 
z §. 9.; że rzeczywiście jest on punktem stałym, udowodnimy 
to w następnym  paragrafie.

§. 42. Dwa przęsła sąsiednie nieobciążone.

J eżeli teraz weźmiemy pod uwagę, dwa sąsiednie przęsła 
nieobciążone (rys. 60.), to wiemy, że styczna podporowa w B

j est wspólna dla obydwu przęseł. Jeżeli przedłużymy boki 
średnie wieloboku ugięcia obu przęseł, to W ty* wyznaczy kie- 
runek wypadkowej dwóch, sił ¿2 i tA‘j  działających w F i  Ui .
A • ,  # ł  1 M \ l > 1 1 7 7 • i /A ze tj : ¿i ——: •§■ —r~ ■— =¿1 • h więc odstępy poziome wy-

rb CL łl Cl

padkowej TF0 W  od F i  Ut muszą się mieć jak  l : l it a zatem 
l

iPionową TFTF0, odległą od F  o j  a od Î7, o - 5 - ,  nieza-
.......... . ‘ ..  ..................o ......................  o

leżną od obciążenia , nazywamy p r z e s u n i ę t ą p i  o n o»w ą 
p o d p o r o w ą  (n. verschränkte Stützenvèriicale, fr. verticale auxi- 
Maire, contreverticale, verticale adjacente) ; widzimy więc, że prze- 
dłużenia bolców średnich dwóch przęseł nieobciążonych prze­
cinają się w przesuniętej podporowej. "

Z rysunku widzimy dalej, że 7, U0 : I JW 0 =  U0Ui : TFP70, 
a także U0 Ut : F0F=Z : lt , F0 F  : IFiF0 =  I F n : Z1F0, a więc 

: WW0^ I I V 0 : Z, .ITF0, nareszcie i, Z70 : W0= U V 0 : l J W a.
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W idzimy więc, ź.e położenie punktu I x je st przy danych 
l i zależne tylko jeszcze od położenia punktu  1, więc dla 
jakiegokolwiek wieloboku sznurowego pozostaje punkt Z, ten 
sam, jeżeli punkt I  się nie zmienia. Ponieważ" w przęśle skraj - 
nem punkt J, w którym  moment staje się zerem , je st zawsze 
na podporze, więc położenie jego się nie zm ienia, a zatem 
i w następnych przęsłach punkty 1 nie zmieniają  swego po­
łożenia, są więc stałym i.'Z  tego wynika następna konstrukcya r j .&o 
wyznaczenia punktów .stałych: Z punktu  stałego 7  (a w pierw- 
szem przęśle z podpory A) k reś lim y  dowolną prostą I W  •
i otrzymujemy punkty F i  W, kreślimy VB  aż do przecięcia “¿a.
się z pionową trzecich części w TJi i łąozymy Ui z W.  Punkt 
przecięcia się z prostą f$ wyznacza punkt stały  Ir,. Jeżeli 
A , B  i G nie leżą w linii p roste j, co właściwym punktem 
stałym dla przęsła BC  je st punkt J0, a punkt I x leży w pio­
nowej punktu stałego,

r y ś . 6' 1.

Z rys. 61. wyznaczyliśmy w ten sposób punkty stałe Ą  
i J3 dla podpór równo wysokich. Zaczynając z drugiego końca 
E,  wyznaczyliśmy też drugie punkty stałe JST, i K t .

Jeżeli belka je st na pierwszej podporze w A  poziomo 
utw ierdzona, to wedle poprzedniego (§. 9.) punkt sta ły  ls  leży ; 
nie w Aj  lecz w jednej trzeciej pierwszego przęsła.

Z konstrukcyi tej, podanej przez M o h r a ,  w ynika bezpo- | 
średnio, że punkty stałe leżeć muszą w skrajnych trzecich 
częściach przęsła . ' ^

§. 43. Siły poprzeczne, oddziaływania i momenty w przęsłach 
nieobciąźonych.

Rysunek 62. przedstawia pierwszy wielobok sznurowy 
dla belki ciągłej, której n-te przęsło jest obciążone. Linie mo­
mentów są w przęsłach nieobciąźonych proste i przechodzą 
przez punkty s ta łe , stąd momenty podporowe są naprzemian

t
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dodatnie i ujem ne, wzrastają ku przęsłu obciążonemu i są 
więcej niż dwa razy większe od popi’zednich. Siły poprzeczne

rys. 62.

są to pochodne funkcyi momentów, a więc w przęsłach nie- 
obciążonych linie sił poprzecznych są poziome, a źe stę> jest 
naprzemian dodatnia i ujem na, więc i siły poprzeczne są na- 
przemian dodatnie i iijemne. Oddziaływania rów nają się róż­
nicy algebraicznej sił poprzecznych z p rawej i lewej strony 
podpory, a więc, gdy siły poprzeczne zmieniają naprzemian 
znaki, oddziaływania są też naprzemian dodatnie i ujemne.

Jeżeli przęsło Al i  (rys.- 63.) je s t obciążone. a inne przę­
sła nieobciążone, io można podobnie, jak  41., Jatw o dowieść,

że przedłużenia boków średnich drugiego wieloboku sznuro­
wego dwóch sąsiednich przęseł przecinają się w przesuniętej 
podporowej i przedłużenia bolców średnich S M  i S N  przecho­
dzą przez punkty  stale 1 \ K  r gdy podpory są w jednej linii 
prostej , inaczej zaś przez punkt przecięcia się prostej CA

§, 44. Przęsło obciążone.

r y s . 6:5. 
P



względnie B E  \ pionowej przez punk t stały. Aby więc wy- 
kreślić drugi wie] obok sznurowy przęsła obciążonego, postępu­
jem y w następny sposób. Jeżeli mamy dane obciążenie, wy­
kreślamy linie krzyżowe. '40. udowodniliśmy, że J?£Tt
i j ZY\ są .rów ne odnośnym odstępom linij krzyżowych, a że 
odnosi się to i do innych odcinków, więc i do I I X i KKU 
które robimy równe óthiośnym odstępom linij krzyżowych, 
kreślimy IK i i K IV i w ’ ten sposób otrzymujemy dwa średnie 
boki drugiego wieloboku sznurowego. Odcinki A M  i B N ,  któ­
reśmy teraz uzyskali, s% proporcyonalne do momentów pod­
porowych. V

Ponieważ A l < j ^ l ,  a 4 CS <C 180°, więc siła działająca

w działa do góry i je st ujem na, a stąd i M‘ jestCl
ujemnem. Widzimy więc, że m o m e n t y  p o d p o r o w e  p r z ę ­
s ł a  o b c i ą ż o n e g o  s ą u j e m n e .

( J eżeli podpory leżą w linii prostej , to do wyznaczenia 
momentów podporowych możemy użyć następnej konstrukcyi 
(rys. 64.).

Jeżeli A i Gi B j je st zwykłą 
powierzchnią momentów, a SN  
i M S  liniami krzyżow em i, to 
kreślimy w punktach stałych I  
i K  pionowe, które przecinają 
linie krzyżowe w P i  K ‘, a T K ‘ 
jest wtedy linią zamykającą A B , 
jak  w (rys. 63.), odcinki zatem 
A M  i B N  są równe (jeżeli 
ax =  l) , albo proporcyonalne do momentów M ‘ i 31". Robimy 
tex'az momenty M '—A i A2 i M ‘‘= B XB 2, a A2B 2 jest linią za­
mykającą dla belki ciągłej.

§. 45. Dwa sąsiednie przęsła obciążone.

I  tu  (rys. 65.) JF0 W  je st wypadkoAvą sił t2 i i leży 

więc w odległości od V, a zatem przedłużenia boków śre­

dnich dwóch sąsiednich przęseł przecinają, się w przesuniętej 
podporowej. Możemy tu  także udowodnić, że p rosta J J /  po­
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prowadzona przez punkt Z? przecina przedłużenia boków śre­
dnich F.S i Ui S1 w pionowych punktowa- stałych. Widzimy bo-'

wiem z rysunku, że: U0Ul :VV0= l: l i i VV0: W  PF0= J ‘F0: 1' W0, 
a zatem V0 U{ : W W 0 —IB V0 : ll I ‘ W0.

Dalej mamy U0Di TlCsjW 0WI'), więc
U0 Uy : W W 0 — : PF0 J j z a t e m

Gdy punkt I ‘ porusza się w pionow ej, nie zmienia się 
stosunek I ‘ F0 : T  W0, więc i scosunek U01^‘ : W0 Zj' zostaje ten 
sam, a zatem J1' pozostaje w tej samej pionowej. Gdy więc 
punkt 1 je st stałym, to i I, jest także punktem stałym.

§. 46. Dowolne obciążenie przęseł.

Jeżeli belka ciągła o nierówno wysokich podporach jesfc 
| dowolnie obciążona (rys. 66.), to korzystając z poprzednich 

tw ierdzeń, możemy wykreślić drugi wielobok jsznurowy i zeń 
wyznaczyć momenty podporowe. Postępujemy wtedy w na- 
stępny sposób.

1. W yznaczamy punkty stałe A , J2, I 3. .  ,K i , -K%. . . za- 
pomocą konstrukcyi, opisanej w §. 42.

2. W ykreślamy we wszystkich pi’zęsłach linie krzyżowe, 
a to według §. 38., wykreśliwszy drugi wielobok sił i przy- 
jąwszy odpowiednią odległość biegunową b—\ a ,  lub te ż , co 
lepiej i prędzej, obliczając i 9ł", a stąd odstępy linij krzy- 
żowych w pionowych podporowych według §. 40.

W edług §. 38. odstęp między średnimi bokami w piono­
wych trzecich części, a zatem i w innych pionowych jest 
równy odpowiedniemu odstępowi linij krzyżowych. A więc 
robimy A C = 0 1Q11 kreślimy CA{) aż do D2, do przecięcia się
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z pionową punktu stałego w drugiem przęśle , wtedy D, jest  j 
punktom boku średniego drugiego wieloboku sznurowego we- !

dług §. 45. Dalej robi my I)., C'.2 == 0., Q.,, kreślimy C,,A, aż do 
JJ2 i t. d. Potem zaczynamy znów od A k, robimy A i E i ==Ri Pi , 
kreślimy aż do F?i, robimy FzE :, =  B21\ itd.

4. W  ten sposób otrzymamy dla każdego boku średniego 
dwa punkty 0  i F,, G, i F.,, A  i '%  itd. ta k ,  źe te  boki mo­
żemy wykreślić. Pionowe trzecich części, przecinające boki 
średnie, wyznaczają punkty boków skrajnych, które teraz mo­
żemy  wykreślić. Odcinki pionowe między przedłużeniami bo­
ków średnich a podporami są , jak  wiadomo , proporcyonalne 
do momentów podporowych, k tóre w t en sposób możemy wy­
znaczyć. Ozy konstrukcya była dokładna, możemy sprawdzić 
w następny sposób :

1. Boki średnie przecinają się w przesuniętych podporo­
wych n. p. CF\ i F , U2 w W.

2. Punkt przecięcia s i ę boków średnich jednego przęsła 
musi leżeć w pionowej nad punktem przecięcia się linij krzy­
żowych n. p. S j ' nad S t .

3. Prosta, łącząca punkty przecięcia się boków średnich 
z pionowemi trzecich części w przęsłach sąsiednich, musi prze­
chodzić przez podporę, n. p. punkty Vl! i U9 muszą leżeć 
w prostej. Jeżeli przęsło k tóre nie jest obciążone, to obie linie

' Pocir. Teor. mostów II. 6
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rys.07.

krzyżowe wpadają na siebie. Konstrukcyę tę podał pierwszy 
C u l m a n n .

Co się tyczy podzia- 
łek musimy pamiętać , że ^  T 
stosunek podziałki j est, j ak

wiemy, , jeżeli stosu--

nek podziałki długości j est 
1 jm. Druga odległość bie­
gunowa b ma być równą

Jeżeli nie chodzi nam i.
6  N I« /

o ugięcie, a podpory są 
w linii prostej, to obojętna 
je st podstawa a do zamie­
niania pow ierzchni; jeżeli 
zaś podpory są w nieró- P  
wnych wysokościach, a i'ó- *- 
żnice wysokości wykreśli­

my w podziałce to mu­

simy według 202) przyjąć 

b— ^ P r z y j m u j e m y  więc

najprzód u równe rozpiętości średniej lub jednej z danych roz­

piętości, przyjm ujem y dalej & =  -*- w podziałce długości i obie­

ram y taką podziałkę s ił, aby b— nsl

«) §. 47. Obciążenie jednostajne zupełne.

JJ?Jxas..dLl belki.clagłli jest^iednostaińie
obciążone, to linia momentów jest tu  parabolą. Ilości 9t' i ?I" 
wyznaczymy według równania 16), mianowicie =91" = —%g}2, 
a  więc według §. 40. odcinki podporowe linii krzyżowych

l
( ! ) -~{9a~

Dla l= a A‘P = B ‘R = \ g l więc DC=-\gl2, C zatem jest 
wierzchołkiem paraboli, która przechodzi przez A' i B'.
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Wyznaczenie momentów podporowych w ogóle odbywa 
się podług poOTze^Biego p aragrafu, w razie, jeśli podpory znaj-

'c ' B  dUJii Si<i "  HlJLii
4 __  ÎIl!Mllillil!llliilll![!l!ll!llil!ili[IHIIilifiiMi '  prostej według §.

44. (rys. 64.).
Z punktów sta­

łych J  i K  kre- 
pionowe i

i łączym y___punkty
A li.l, „,|[ lllilflitik. 'Cj, 1 z> i ‘ ićli przecięcia się

Hm \ ,̂ i!mi!ll!l!ili!!l!t!lili!!‘!!P'T I » , j< j  K < 7- “liniami
krzyżowemi. Otrzy­

mujemy wtedy 
1 prostą J ‘K ‘, która
i odcina na piono­

wych podporo­
wych momenty 

podporowe.
Znając momen­

ty  podporowe A A ‘ 
i B B ‘, kreślimy 
A ‘B ‘ i w połowie 
przęsła pionową 
D E —-\-gl2, wtedy 
A ‘E  i E B ‘ są sty- 
cznemi paraboli a

D C ^ ^ ł g l * / s i -

ły^ poprzeczne jvy-
zmaczamy w następny sposób: IŁobimy ef=gl, fOiH E B ' i eOj// 
A ‘E , to otrzymamy biegun, i pierwszą odległość biegunową 
h. Prowadzimy teraz Qg // A B ,  jako zam ykającej, a będzie 
e9= Q ‘i 9 f— Q"■ Zróbmy teraz A 1A1/==Q‘—eg i B B ‘= Q “=gf, to 
A ^ B /  jest linią sił poprzecznych.

A lAa j i B ^B ^  możemy też wprost otrzymać:
Zróbmy B 1i I —A l S=h,

dalej SA^IIEA1 i E B i ‘HB‘E.
to otrzymamy Q‘ i Q".



Ą) §• 48. Obciążenie jednostajne częściowe.

Jeżeli tylko część przęsła Ci B}, (rys. 68.) je st jednostajnie 
obciążona, to linia sznurowa składa się z prostej AC i paraboli 
CB. Jeżeli w wieloboku sił wykreślimy promienie równoległe, 
do stycznych podporow ych, to dla obciążenia całego przęsła 
styczna byłaby EF', więc odnośny promień OE‘i\JEF‘. Zróbmy 
też O A ' II CA i OB‘ l/B G , to A ‘B ‘ :B ‘E ‘= ^ : Z .  Z rysunku wi­
dzimy, że G B T o jO A 'B \  więc JBT: :h. A że

A ‘B ,=r.mi , więc B T :p £ i =4yt;1:h, a zatem
YitŻ “

._ 2 Ł 206).

Jeżeli długości B T = d  dla zmiennej fj wykreślimy jako 
rzędne, to otrzymamy według 206) parabolę. Dla ^ = 1 ,  a więc

dla obciążenia zupełnego, jest B T ’= 2F F ‘—^r̂ , więc gdy na­

zwiemy F F ‘—t, to d=BT= 21
U. 207)

rys .69.

n
cl U

\B\:1

(  Jestto  równa­
nie paraboli, a na 
niem zasadza się 
następna konstru- 
kcya (rys. 69.). 

„J-IŁ W  znany sposób 
wykreślamy pa­
rabolę Acrb , dla 
d według równ. 
207) , zrobiwszy 
2?| b=--2t. Zróbmy 
A 07i= £ i , to n r—d,
i-obimy więc d=  
—n r= B T , łączy­

my A  z T , w połowie C0B 0 kreślimy pionową', otrzymujemy 
G i styczną G B , poczem wykreślamy bez trudności paraboli­
czną linię sznurową CB.

-6) §. 49. Obciążenie jednym ciężarem skupionym.

Jeżeli ciężar skupiony P  działa w punkcie Z>0 (rys. 70.), 
a tró jkąt ACB  jest pojedynczą powierzchnia momentów, to
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jeżeli CD=f, ABC^-U f, więc Zróbmy A E —E B ,

E F ‘—\E C ,  to przez i 17przechodzi oś ciężkości tró jkąta ACB,

bo E F  =  IEG. Pónieważ C D = f je st proporcjonalne do SOc, 
więc - możemy tu  zaraz wykreślić drugi wielobok sznurowy. 
Z powodu , że f=  29JJ, więc dlatego i b przyjm iem y 2 razy 
większe, więc b — 2^a—\a .

Jeżeli chodzi nam o wyznaczenie momentów podporowych 
tylko danego przęsła, to możemy przyjąć l —a ; jeżeli zaś jest 
kilka przęseł nierównych równocześnie obciążonych, a mo­
m en ty  wyznaczamy według §. 46., to w tedy musimy przyjąć 
a wspólne dla wszystkich przęseł, najlepiej średnią długość 
przęseł.

Tu przyjmiemy a = l , zatem b—j-l. Przypuśćmy, że A M  
i L B  są liniami krzyżowemi, że więc punkt ich przecięcia się
S leży w pionowej przez F,' środek ciężkości/pojedynczej po­
wierzchni momentów, to promienie skrajne drugiego wieloboku 
■sznurowego N D  i NG są równoległe do linij krzyżowych. Na 
mocy poprzedniego wtedy, gdy -NK/jAS, to N K = },A B .

W idzimy, że
SBM CV)N 1)C, zatem B M : C D =BF: N K . Ale

B F = l A B + ^ A B - A D ) = ł ( 2 A B - A D ) ,  a N K — \A B . 
więc B M : GD—(2 A B —A D ):A B .

Zróbmy teraz D G = A B  i D JJ= A B , to B G = 2 A B —AD. 
A więc prosta GC musi przechodzić przez punkt M , gdyż 
w takim razie
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JBM: C D = B G \ GD, czyli 
BM : CD = (2AB—A D ) : A B , jak  pierwiej.

Podobnie otrzymamy, przedłużając linią HC, punkt L. 
x'Jeżeli punkt G wypada za papier* użyć możemy drugiego 

sposobu wyznaczenia punktów L  i M.
,,P  

vf.71.
K R  B

29~-Jł&.

W ykreślmy V W  // A B  (rys. 71.), GL // B V  i ’ CMI/AWn 
Wtedy linie AM  i B L  są liniami krzyżow em i, jak  to zaraz 
udowodnimy. Przedłużmy AB  i M C  aż do G, to GDC£±2AB W. 
bo D C = B W , a wszystkie boki równoległe, więc GD*=AB, 
a zatem na mocy poprzedniego dowodu punkt M  jest punktem 
linii krzyżowej. To samo możemy udowodnić co do punktu L. 
Z konstrukcyi powyższej w ynika, że punkt S  musi leżeć we­
wnątrz tró jkąta AB C .y  Po wykreśleniu linij krzyżowych mo­
żemy teraz łatwo według §. 44. wyznaczyć momenty w da- 
nem przęśle. Kreślimy w punktach stałych pionowe aż do 
przecięcia się z liniami krzyżowemi w I ' i K ‘, a przez 1' i K ‘ 
zamykającą A ‘B'. Powierzchnia kreskowana przedstawia po­
wierzchnię momentów. *

§. 50. Wyznaczenie wykreślne linij wpływowych.

Na podstawie poprzednich twierdzeń możemy wyznaczyć 
łatwo linie wpływowe sił poprzecznych i momentów. Tok kon­
strukcyi wedle S t e i n  e r a  (tabl. I., rys. 1.) jest następujący:

1. W yznaczamy punkty stałe (rys. a) według §. 42. 
w znany sposób.

* -a  ^

o-£*l ąh* [fi*4 ■ d~> • ̂  ) ć ‘• ^ 7
//.«.I-----'  fil. 1 *b- *>/. J.
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2. Dzielimy każde przęsło na pewną ilość części n. p. na 
4 części i wyznaczamy momenty dla położenia ciężaru w pun- 
ktach 1, 2, 3, 5j 6. Niech n. p. ciężar P = l t  działa w punkcie

2. Przyj ąwszy podziałkę i wykreślamy wielobok sił,

a mianowicie a‘b'=-P^(rys. y), obieramy biegun 0  w odległości 
h —^t, kreślimy promienie, a wielobok sznurowy (ry s ./?). A ‘2‘B ‘ 
jest pojedynczą powierzchnią momentów.

Zrobiwszy 2 H = A ‘B ‘: kreślimy H 2' aż do A", a prosta 
B ‘A "  jest linią krzyżową. D ruga linia krzyżowa przechodzi 
przez A\ jej jednak tu  nie potrzebujemy. W  punktach stałych 
At i kreślimy pionowe aż do przecięcia się z liniami krzyżo- 
wemi, łączymy punkty przecięcia się i otrzymujemy zamyka­
jącą A‘b, która odcina na pionowej w B  odcinek B 'b , równy 
momentowi podporowemu dla tego obciążenia. Linię tę mo­
mentów sprowadzamy teraz do poziomej zamykającej (rys. <5) 
i wykreślamy też momenty w innych przęsłach , prowadząc 
linie momentów przez punkty stałe. Linie te  momentów ozna­
czyliśmy na rysunku cyframi 2. Tak samo wykreślamy linie 
momentów dla położeń ciężaru P  w punktach 1 aż do 6 i 
nie te oznaczone są znaczkiem punktu zaczepienia s i ł y Teraz .
możemy wykreślić linie wpływowe momentów (rys. Jeżeli 
chcemy n. p. wykreślić linią wpływową dla punktu 2, to gdy 
siła P  stoi w 1 , w punkcie 2} M = 2" a , robimy więc (rys. 5 ) ;J
l ‘a '—2"a. Gdy ciężar P  stoi w punkcie 2 , to moment w tym  :
punkcie 2"2, robimy więc (rys. 3 ) 2'2 =  2"2 i t. d.

Jeżeli ciężar stoi w punkcie 7, to sprawia ten sam mo­
ment w punkcie 2, co ciężar w punkcie 5 sprawia w punkcie 
10, więc ¿10", robimy więc bl0" = l ‘b‘ i t. d. Połączywszy po­
szczególne punkty, otrzymamy linię wpływową momentów dla
2. Tak samo wykreślamy linie wpływowe dla innych punktów.

lwiw 17Yb7YbStosunek podziałki dla momentów będzie -——- —
A W------O lm  n t,n

r , ?Na rys. e> wykreśliiiśmyyJmIe wpływov/e dla sił poprze­
czny ć l iy I^ ł i^ Lfinia jest dla punktu 2, dla innych linie kresko­
wane. Jeżeli ciężar P  stoi w punkcie 2 , jak  w danym wy­
padku, to kreślimy w wieloboku sił promień OmllA‘b, a wtedy 
a'm=O0. Na długości od A  do 2 jest więc (¿=O0—o'm , dla 
punktów zaś od 2 do 4 Q=O0—P=*mb‘. Widzimy więc’, że

/s. c . ^  7 J
H * /ii , /3, ¿'¿’i /36_
AS—**#łs , i. ^

J3' ‘ " ' s c'- ^



wszystkie linie wpływowe dla punktów od A  do 2 będą miały 
w 2 tę samą rzędną^%aś linie wpływowe dla punktów od 2 do 
B  mają w 2 rzędną c 2'. Długość 2 '2 = P . W yznaczenie linij 
wpływowych dla sił popi'zecznych jest więc bardzo łatwe, bo 
te nakryw ają się po części.

Jeżeli ciężary przenoszą się na belkę zapomocą poprze­
cznie , to linie te zmieniają sie wskutek tego t a k . jak  przy 
belce jednoprzęsłow.ej. Zamiast linij wpływowych krzywych 
otrzymujemy wieloboki , których w ierzchołki, odpowiadające 
poprzecznicom, leżą na tych liniach krzywych.

§ . 51 .  Własności linii wpływowych i tablice do ich wykreślenia.

Inż. D a u j  o n  udowadnia*), że linie w pływowe momentów 
składają się z części paraboli sześciennych i określa ich wła­
sności. Jeżeli przekrój G leży w części średniej, to niema linia 
wpływowa w danem przęśle punktów zwrotnych. Jeżeli zaś 
leży w części pierwszej, to punkt zwrotny leży w części trze­
ciej i na odwrót. W  sąsiednich przęsłach linia wpływowa ma 
punkt zwrotny w pionowej punktu stałego i to w lewych 
punktu stałego lewego, prawych prawego. Jeżeli będziemy ba­
dali dwie linie wjiływowe przęseł sąsiednich dla punktów C i C1, 
to rzędne ich w przęsłach na lewo leżących mają się jak  od­
stępy C i C‘ od punktu stałego na prawo i na odwrót.

Linie wpływowe sił poprzecznych sk ładają się także z pa- 
rabol 3 rzędu.

Inżynierowie D u p u y  i C u ë n o t  obliczyli dla belek wie- 
loprzęsłowych rzędne linij wpływowych dla rozmaitych sto­
sunków rozpiętości &**). W  osobnem dziele p. n. „Calcul des 
ponts métalliques“ zestawili inżynierowie A dryan C a r t  i Leon 
P o r t e s  (1895) także takie tablice, zaś G- r i ot  w dziele : Inter- 
polierbare Tabellen zum E intragen der Einflusslinien (1904).

W  §48. podaliśmy sposób wykreślenia linij wpływowych 
dla belki dwuprzęsłowej, gdy i,=Z2=Z. Tu podamy jako przy­
kład rzędne tych linij dla tego samego wypadku według Carta 
i Portesa, a także rzędne linij wpływrowych belki trzyprzęsło- 
wej dla 5=0-9.

*) por. A nnal, des ponts et chaussées 1S94 I. s tr. 959.
**) „ ,, „ „ „ „ 1897 III . str. 91.



Linie wpływowe belki dwuprzęsłowej 
dla lĄ — =  l.

« rzędna przekroju, # rzędna ciężaru ruchomego P = l .  ’
i .  M o m e n t y , a. Dane przęsło.

£C
T i - o . 0-2 0-3 0-4 0-5 0-6 07 0-8 0-9 1-0

o 01 + 0  0875 +00751 +0-0626 +0-0501 +0-0376 + 0  0252 +  0-0127 +0-0002 -  0-0123 —0-0248
co 02 + 0  0752 +0-1504 +0-1256 +0-1008 +0-0760 +  00512 -+0-0264 + 00016 -0-0232 -0-0480
N 0-3 + 0  0632 +0-1264 + 01895 +0-1527 +0-1159 +0-0790 + 00422 +0-0054 -0-0814 -0-0683J-*P* 0-4 + 0  0516 4-01032 +0-1548 +0-2004 +0-1580 + 0  1096 +  0-0612 +0-0128 r- 0-0356 -008-10
© 0 5 + 00406 +0-0813 +0-1219 +0-1625 +0-2031 +0-1438 + 0  0844 +0-0250 -0 0 3 4 4 - 0  0936 'Nm 0 6 + 00304 + 00608 +0-0912 +0-1216 + 0  1520 +0-1824 +  0-1128 + 0  0432 -  0-0264 -  0-0960

0-7 +0-0211 +0-0422 +0-0632 +0-0843 +0-1054 +  0-1265 +0*1475 +0-0686 -0-0108 - 0 0 8 9 3
<D 0-8 +  0 0128 +0-0256 +0-0384 +0-0512 +0-0640 +0-0768 +  0 0896 +0-1024 +  0-0152 - 0  0720
S 0 9 +0-0057 +0-0115 +0-0172 +00229 + 0  0286 +0-0344 +  0-0401 + 00458 +0-0515 - 0  0428

0-1 + 00515 +0-0458 +0-0401 +0-0344 +0-0286 +0-0229 +0-0172 + 0  0115 +0-0057 -0 0 4 2 8
O 0-2 + 0  0152 + 01024 +0-0896. +0-0768 + 0  0640 +0-0512 +0-0384 +0-0256 + 0  0128 -0-072003O» 0-3 -0-0103 +0-0686 + 01475 -f 01265 +  0-1054 + 0  0843 +  0-0632 +0-0422 +0-0211 -0-0893N
Ł 0-4 -0-0264 + 00432 +0-1128 +0-1824 +0-1520 +  0-1216 + 0  0912 +  0-0608 +0-0304 - 0  0960

0-5 - 0  0344 +0-0250 + 0  0844 +0-1438 +0-2031 +  0-1625 # •1 2 1 9 +0-0813 +0-0406 -0 0 9 3 8<D
V r\ 0-6 -0-0356 + 0  0128 +0-0612 +0-1096 +0-1580 +0-2004 +0-1548 +0-1032 + 00516 -0-0s40OJJ3 0-7 -0 0 3 1 4 + 0  0054 +0-0422 +0-0791 +0-1159 +0-1527 + 01895 +0-1264 + 0  0632 -  0-0683
f i 0 8 - 0  0232 +0-0016 + 0  0264 +  0-0512 +0-0760 +0-1008 + 01256 +0-1504 +0-0752 - 0  0480

0-9 -0-0123 +0-0002 +0-0127 +0-0252 +0-0376 + 0  0501 + 0  0626 +0-0751 +0-0875 -0-0248
l l l / l l l l l l
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X

T f - 1'0 0 Rzędne w sasiedniem 
przęśle

o 0-1 -0-1248 +0-8753
Drugie przęsło 

+0-0248
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*— 0-4 - 0-4840 +0-5160 +0-0840
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0-1 -0 0 5 7 3 +0-9428
Pierw sze przęsło 

0-0428 '
o 0-2 -0-1280 +0-S720 -0-0720"Too* 0-3 -  0-2108 +0-7893 -0-0893tc
u 0-4 -0-3040 -+0 6960 —0-0960p* 0-423 -0-3264 +0-6736 -0-0962
60 0-5 -0-4063 + 0  5978 -0-0938
s 0-6 -0-5160 +0-4840 -0-0840

0-7 -0-6318 +0-3683 —0-0683
0-8 -0-7520 +0-2480 -0-0480
0-9 —0-8753 +0-1248 -0-0248
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• Linie wpływowe belki trzyprzęsłowej 
dla Zj =  Z3 =0;9 Z. 

u rzędne przekroju, a: rzędne ciężaru ruchomego P = l .

+ 0 , 0-2 0-3 0-4 0-5 0’6 0-7 0-8 0 9 1-0

+0-0S75 + 00 7 5 0 +0-0624 + 00499 + 00374 +0-0249 +0-0124 -0-0002 -0 0 1 2 7 -0-0252 h
+0-0751 + 01502 +0-1253 +0-1005 +0C756 +00507 +0-0258 +0-0009 -0-0240 -0 0 4 8 9
+0-0631 +0-1261 + 01892 + 01522 +0-1163 40-0783 +0-0414 +0-0044 -0-0325 - 0  0695
+ 00515 +0-1029 +0-1544 +0-205S +0-1573 40-10S7 +0-0602 +0-0116 -0-0370 —0-0855 l{
+0-0405 + 0  0809 +0*1214 +0*16' 8 +0-2023 401427 + 0  0732 + 0  0237 -0 0 3 5 9 —0'0954 Z,
+0-0302 +0-0605 +0-0907 +0-1209 +0-1511 +0-1814 -+0-1116 +0-0418 -  0 0279 -  0 0977 Z,
+ 00209 +0-0418 + 0  0627 +0-0837 +0-1046 + 01 2 5 5 + 01 4 6 4 +0-0673 -0 0 1 1 8 -00938Z i
+ 00 1 2 7 + 00253 +0-0380 + 0  0507 +0-0634 +0-0760 +0-0887 + 01014 +0-0140 —0-0733 Z,
+0-0056 + 00113 +0-0179 + 00226 -(0  0282 4 0  0339 +0-0395 +0-0452 + 00508 -0-0435 Zi

+ 0  0516 +0-0442 -r0  0367 +0-0293 +0-0219 +0-0144 + 00070 -0-0004 -0-0078 — 0 0410 /2
+0-0163 +0-0997 +0-0831 +0-0666 +0-0500 +0-0334 +0-0169 +0-0003 -0-0163 —0-0671 Z2
- 0  0076 +0-0654 40-1384 +0-1114 + 0  0844 4 0  0574 +0-0304 + 00034 -0-0236 —0-0806 Z2
-0-0210 +0-0399 +0-1016 + 01 6 8 3 +0-1250 +0-0867 + 0  0484 +0-0101 -0-0281 -0-OS36
-0-0281 +0-0219 + 0  0719 +  0-1219 4  01719 +0-1219 + 0  0719 +0-0219 -0-0281 -0-0781 Z2
-0-0281 +0-0101 + 0  0484 + 0  0867 + 0  1250 +0-1633 40-1016 4 0  0399 -0 0 2 1 9 -0-0G64 ?2
-0 0 2 3 6 +0-0034 +0-0304 + 0  0574 + 0  0844 +0-1114 4 0 1 3 8 4 40-0654 -0-007G -0-0506 Z2
-0 0 1 6 3 +0-0003 40-0169 + 0  0334 + 0  0500 +0-0666 4 0 0 8 3 1 +0-0997 +0-0163 -0-0329 Z2
-  0-0078 -0-0004 +0-0070 4 0  0144 +00219 +00293 + 00367 +0-0442 + 00 5 1 6 —0-0153 Z2

0-1
0-2
0-3
0 4
0-5
0'6
0-7
0 8
0'9

01 
02 
0-3 
0 4
0 5
0 6
0 7
0 8  
0-9
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b. Sąsiednie przęsło.
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B. Siły poprzeczne.
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■Q 0-7 -0-7300 +0-2700 - 0  0563 +0-0896
1 0-8 -0-8343 +0-1657 —0‘0365 +0-0746
¡ 09 —0‘9257 +0-0743 -0-0170 +0-0455



§. 52. Najniekorzystniejsze obciążenie dla sił poprzecznych 
i momentów.

Z kształtu linij w pływ ow ych' sił poprzecznych widzimy, 
że siła poprzeczna w danym przekroju jest największą lub 
najmniejszą, gdy obciążenie sięga od przekroju do prawej lub 
lewej podpory tegoż przęsła, a następne przęsła są naprzemian 
obciążone. Chcąc wyznaczyć najniekorzystniejsze położenie dla 
momentów, załóżmy, że w punkcie D przęsła A B  (rys. 71.) 
działa ciężar P. Dla tego położenia ciężaru wyznaczyliśmy 
linię zamykającą A ‘B ‘, a więc jeśli u — l, A A ‘ i B B ‘ są równe 
momentom podporowym. Z rysunku widzimy, że jeżeli ciężar 
jest w D, w O moment jest równy zeru. Jeżeli ciężar posunie 
się na prawo, w O moment jest ujemny, jeżeli na lewo, do­
datni. Dla najio M  w punkcie O musi więc być obciążona dłu­
gość A B , dla najmn M  długość DB. Ponieważ punkt S je s t ' 
wewnątrz tró jkąta ABC, więc punkty O i R  leżą po za punk­
tami- stałymi. Widzimy więc, że tylko dla punktów pierwszej 
i trzeciej części przęsła mamy punkt obojętny,, dla punktów 
części średniej między punktam i stałymi niema takiego punktu 
obojętnego, moment jest zawsze dodatni, a zatem najw M  jest 
dla zupełnego obciążenia (tabl. I , rys. 2^). Inne przęsła muszą 
być naprzemian obciążone.

§. 53. Największe siły zewnętrzne.

Siły poprzeczne i momenty dla obciążenia układem cię­
żarów skupionych najlepiej obliczymy zapomocą linij w pły­
wowych. Sposób wyznaczenia największych sił zewnętrznych 
na podstawie linij wpływowych podaliśmy w Podr. Teoryi 
Most. w tomie I. (wyd. I I . , str. 39.). Jeżeli belka jest obcią­
żona ciężarem jednostajnym  ̂ ciągłym , jx> najw iększe siły po- 
przeczne i momenty wyznaczymy w następny sposób:

1. W yznaczamy najpierw  punkty  stałe znanym sposobem 
według §. 42. (tabl. I., rys. 2a).

2. Dla wyznaczenia momentów podporowych (rys. ¿3) po­
stępujemy w następny sposób:

Na pionowej przez podporę A  odcinamy TA odległość 
linij krzyżowych na podporach dla obciążenia zupełnego
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pierwszego przęsła. W edług §. 47. jest =  3i

G-dy przyjmiemy a =  l],' to Ti — Ti‘= ^pll a z konstrukcyi otrzy­
mamy wprost moment podporowy M. T4 możemy też otrzymać 
zapomocą konstrukcyi, łącząc B  z wierzchołkiem paraboli wy­
kreślonej dla belki zwykłej, Tk będzie wtedy także =2ipZ( 2=

2. Dalej obliczymy Ts, T2 i T, dla obciążeń częściowych 
pierwszego przęsła od podpory A do punktu 3, 2 lub 1. Jeże- 
liśmy, jak  tu, przyjęli a = lt , to T£= % ‘ i t. d., zaś wyzna­
czymy według równania 18). Punkty  w ten spośób wyznaczone 
łączymy z 7? , a punkty przecięcia się tych. prostych z pio­
nową punktu stałego połączone z A ,  wyznaczają na pod­
porowej B  punkta 1, 2, 3, 4. Odcinki B  1, B  2, B  3, B i  są to 
momenty podporowe dla obciążeń długości A l , 4 2 , AB i AB.

Podobnie otrzyinujerny i w drugiem przęśle momenty 
podporowe Bo. B6, B I, BS  i Co, CG, Cl, CS. I  tu  odcinamy 
najpierw na obu pionowych podporowych ilości Th, T6. . . T 5‘, 
T6‘. . . łączymy te punkty z C, a względnie z B  i przez punkty 
przecięcia się z pionowemi punktów stałych prowadzimy za­
mykające, które odcinają momenty podporowe dla odnośnych 
obciążeń częściowych drugiego przęsła.

3. Teraz rysu jemy najm niejsze momenty i to najprzód 
w pierwszem przęśle. Na długości A są najmniejsze mo­
menty, gdy jest obciążone przęsło średnie (obciążenie I. , rys. 
y ) , wtedy moment na podporze B  jest B 8 .  Zróbmy (rys. <5) 
B ‘0 '" —B  8 i połączmy A ‘ z 0 “‘, wtedy prosta ta  do K \  bę­
dzie linią najmniejszych momentów. Dla wykreślenia dalszej 
części tej linii najlepiej będzie wyznaczyć ją  stycznemi dla

. • . • 7, 27, 3Z, . 4?, . ,, , , . , . ,obciążenia i i dla równoczesnego obciążenia dru­

giego przęsła [ I I ,  I I I ,  IV, V, rys, y}. Najprzód wyznaczymy

i otrzymamy rf4 =  2 i= y l/4" (rys. i), d?i = A ‘?j“, d2= A ‘2", di =  
==A'l". Moment podporowy dla obciążenia I I  jest = B 1 + B S — 
~ B '0 ‘"+ 0 ‘"1'"—B T " ,  zatem 1"1'" jest styczną do linii sznu­
rowej dla obciążenia II. Podobnie otrzymamy styczne 2"2'", 
3"3"', 4''4"' dla obciążenia III, IV  i V, które wyznaczają re­
sztę linii najmniejszych momentów w pierwszem przęśle.
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"W przęśle średniem także najpierw wykreślimy linię naj­
m niejszych momentów. Dla obciążenia IV (rys. y) otrzymamy 
moment ujemny w C C‘0‘ = B Ł  Połączmy 0' z. J 2', a otrzymamy 
moment podporowy w B. Punkt K 2" tej prostej wyznacza 
najmn. moment w punkcie Kz\ jeżeli więc przez K %" poprowa­
dzimy poziomą., to będzie linią najmniejszych momen­
tów. Pozostaje jeszcze krzywa 4go stopnia 2T2"8', którą znowu 
wyznaczymy stycznemi.

Dla najmniejszych, momentów na trzeciej części średniego 
przęsła musi być obciążona pewna długość od B  i t rzecie przę- 
sło (obciąż. V II do X , rys. y). Najprzód więc wyznaczymy 
momenty podporowe dla każdego obciążenia. Np. dla obciążenia 
V II otrzymamy ujem ny moment w O, dodając C‘0‘ do C 5, 
otrzymamy więc C'5', na podporze zaś B  będzie M —JB 5—BO. 
Teraz wyznaczamy według §. 48 ds —2ts — B ‘8‘, dn‘= B T  itd., 
odciągamy od tego odnośny moment podporowy w B  i o trzy­
mujemy wt.edy punkty 8"7" i td . : które połączone z punktami 
8' i 7' itd. dają styczne do linii najmniejszych momentów.

Resztę linii najmniejszych momentów dopełniamy, rysując 
symetrycznie do środka belki.

Linię największych momentów otrzym amy przez odcią- 
ganie rzędnych linii najmniejszych momentów od linii momen- 
tów dla całkowitego obciążenia. Aby zaś tę linię otrzymać, 
zauważymy, że dla zupełnego obciążenia otrzymamy momenty 
podporowe, dodając momenty, wywołane obciążeniem każdego 
przęsła, więc w punkcie B  będzie M = —B A —B S + B O . W  C 
będzie moment także tak  wielki, a znając teraz momenty pod­
porowe , wykreślić możemy z łatwością paraboliczne linie 
sznurowe. , . ■

^  ■ W yznać ze n l e Y s i i p  o p r z e c z nych j est łatwe ; zważyć nam 
tylko trzeba, że obciążenia, w schemacie (rys. y) uwidocznione, 
wywołują najmn Q dla odnośnych punktów. Jeżeli więc od 
punktu A, 1, 2, 3, B , 5, 6 itd. (rys. s) na lewo odetniemy od­
ległość biegunową a i wykreślimy równoległe do odnośnych 
stycznych A!0"', 1" 1"', 2" 2'" i t. d., otrzymamy punkty linii 
najmn. sił poprzecznych.

Dla obciążenia zupełnego linie sił poprzecznych są proste, 
dość więc wyznaczyć dla każdej po dwa punkty, co robimy 
tv ten sam sposób, kreśląc n. p. On'HA'n i t. d. L inie najwięk-
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szych sił poprzecznych otrzymujemy znów przez odciąganie 
rzędnych najmń'Q od linii sił poprzecznych dla obciążenia zu­
pełnego. Ostatnie 3 rysunki ( |,  t], ó) przedstawiają -wyznacze­
nie sił zewnętrznych, -wyw ołanych ciężarem własnym. Tu wy­
znaczamy tylko momenty podporowe dla obciążenia całkowi­
tego przęseł, a więc B i ,  B S  i CO. Moment w B  będzie M — 
=  —B 4—-.1?8-i-.G'0; dalsza konstrukeya je st wobec tego, cośmy 
wyżej powiedzieli, zupełnie jasną.

YL Obliezenie analityczne belki ciągłej o przekroju
zmiennutn.

§. 54. Belka pochyło utwierdzona.

Dotychczas przypuszczaliśmy, że przekrój belki ciągłej, 
a więc i moment bezwładności był stały, teraz zbadajmy, o ile 
obliczenie to się zmie n i, jeśli przekrój będzie zmienny, przy- 
czem wyłożymy rzecz według " Wi n k l e r a .

Dla belki pochyło utwierdzonej otrzymamy wtedy zamiast 
równań 2) 3) i 4), jeśli I  jest zmienne,

C M£(Ti—T ,)= \ - y d x  .....................   208)
•) o -L

£y-£%~- \-j-xdx  . . . . . . . . 209)dx ' J I
........... ........7~m
£(s—U2) = \ ~ j x d x .....................   . 210)

•Jo 1 '
Równanie 5) i 7) pozostaje niezmienione. Wstawiwszy rów.7) 

w rów. 208) i 210), otrzymamy
, M ‘ (*'(/—x)dx M"Clxdx C‘Xdx

i f e r s i - , y r r ~ + > y . 1 3 r w  • • 2U>

• • «*>
Nazwijmy / 0 średni moment bezwładności, t. j. taki, aby •

vM t  ’ ‘ .........................   • 213>Ąfr......
przyczem całkować mamy od początku do końca belki przez 
wszystkie przęsła.

Nazwij my dalej dla pewnego przęsła



to, jeśli I  stałe, A ^ = B = 0 = 1.
Nazwijmy jeszcze dla skrócenia

QIa C‘ Xxdx _ 6Jn ClX (l—x)d(l—x)
1 1  ) o ~ r - x  ’ ż'a j  ~ i =91' 214)

to 91

\Jiya

Wstawiwszy te wartości w rów. 211) i 212), otrzymamy 
Qel0 l(Zi —r2)= 3 (2 A - B)M ‘l 2+ 3 B M "1-2 - (9?'+  91*)Z2,

6eJ0(s—¿t2) =  (8 5 —2 C ) i ¥ ' ć 2+ 2 C i i i " i2-  9i "¿2.
A stąd otrzymamy

. . . . 216)

jeżeli •- /?=C, v = 3 B ~ 2C . . . .  . 217)
Dla przekroju stałego otrzymamy znowu « = /3= y=1, 

a wtedy rów. 216), przechodzi w rów. 11).
Jeżeli dla belki poziomo utwierdzonej nazwiemy, jak  pier­

wej, momenty podporowe 9)i' i 9Ji", to według rów. 216) 
0=2a9K' +  "- 9 i ',  0=y9tt' +  2/SSK- -91",

więc m ^Z a W i + y m '1, 9 i" = y S » '+ 2/?aft" . . . .  218)
Dla przekroju stałego przechodzi rów. 218) w rów. 12).

§. 55. Wyznaczenie ilości pomocniczych.

W  celu wyznaczenia ilości pomocniczych a , /? i y wy­
kreślmy w każdym punkcie belki rzędną proporcyonalną do

odwrotności momentu bez-

I I  D
rys-.12.

A

mungs flachę).
Podr. Teor. mostów. II.

j t, władności, więc ~j (rys. 72.).

Końce tych rzędnych , wy­
znaczają linię krzywą, a po­
wierzchnia między tą  linią 
a osią niech się nazywa o d- 

B  w r o t n a  p o w i e r z c h n i a  
b e z w ł a d n o ś c i  (n. Kriim-

G
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„ „  . C!dx Clxdx C‘x 2dx , . ,Całki \ -  , \ — \ — oznaczają zatem powierzchnię od-
. _____ J o J- */ o J- v o 1  . __ __  __  ___  •.

wrotną bezwładności A', moment jej statyczny S‘ i bezwładno­
ści I ' ze względu na AH , więc

2 L S ‘ 3 L I 't> aj-ou n  <J-l0
= 1. ’ Z2 ’ p

Nazwijmy moment statyczny i bezwładności ze względu
D n M . T„ • t, 2 / „  3InJ" na B L (S" i 1" i B{

więc

r*= ^ - r Ą ^ = l2^ _ 2 i^ l^ +  i * - 2 i s ‘+ r ,

B i = ^ ^ { A ‘l—S ‘)—2 A —B,

3 XC1= ™ 7(^ i Z2- 2 ^ '  +  7 ') = 3 4 - 3 B + C ,P
a zatem według 217)

b .q C„ /3=C, y = 3 B —2C=3A—a —/ ? .............219)
Do wyznaczenia ilości pomocniczych a , ¡3 i y potrzebu- 

jem y więc tylko< A^ B, C i C\ ,  a więc powierzchnię i momenty 
statyczne bezwładności odwrotnej powierzchni bezwładności, co 
możemy wyznaczyć albo rachunkiem^sposobem zwykłym lub 
S i m p s o n a  lub konstrukcyą albo planimetrem.

§. 56. Wyznaczenie ilości 9 i‘ i 91".

Według rów. 214)
„ |  610C‘Xzdx. 

l 2 Jo I  ’
^  , 6 i0r 'X (i-x )d (i-Ą

l 2 Jq 1
przyczem X oznacza mo- 

r f i '  ment dla belki w dwu pun­
ktach podpartej. Jeżeli wy­
kreślimy zwykłą linią mo­
mentów AG B__(rys. 73.) i je- 

lJi żeli każdą rzędną pomno-
........... 10 ,żyrny przez to nowe rzj-

rys.73.
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dne dadzą nam powierzchnię kreskowaną A B C E B  , którą na­
zwiemy s k u r c z o n a  u o w i e r  z o.h ni  a m o m e n t ó w  (n. ver- 
zerrte Momentenflache).

Nazwijmy moment statyczny tej powierzchni dla pio- 
nowej A A ' a Ą .  dla pionowej B B ‘, to V ?  '

§. 57. Momenty podporowe belki ciągłej.

Jeżeli równanie 216) zastosujemy do dwóch sąsiednich ' 
przęseł belki ciągłej o równo wysokich podporach, ja k  w §. 5., 
to otrzymamy

6sTaTm̂ = i -4” 2/3m Mm—Sim"),
6fio =  H- +1 (2cm ą. i itfm 9im+i ‘) ,

a stąd xaut-^cax-^i.-tsj-SLeM .

=  lm9łm." -i;],.+iWm+i' • ■ • • ■. • • - 221)
Rów nanie to posłuży nam do wyznaczenia momentów 

podporowych^ jak  dla przekroju stałego.

§. 58. Punkty stałe.

Jeżeli tylko jedno przęsło jest obciążone, to w nieobcią- 
żonych przęsłach otrzymamy momenty podporowe, podstawia­
jąc  w rów. 2-21) m —1, 2, itd. i W'—9l"==0, więc

2(^1 ¿i +  «2 ̂ +  7 2 h  ̂ 2  =  Oj 
j  >t 12 M x +  2 (/?2 lt +  c313).M2+ y 3 ls M z —0,

Z pierwszego równania wynika

M2----- « ( S + f t j ? ) * , ,  .  drugiego

M f~  — ¡*2 —+ ^ 2 —+  — a zatem
I y3 h\ '/2

*(B1 4 - a M  +, ,  _"(P im +a2*2/ _ th  nnoi
(¿ 2  T I 1  . . .  - ¿ ¿ i )y2l2 ---- y3l3

 ̂ Podobnie więc, j ak dla przekroju stałego, momenty pod- 
(~̂ r o w g ^ Ł̂ ^ jpi-zemian cloclIrPflTB-yi^wzrastają k u przęsłu obcią-
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żonemu; podobnie też w każdem przęśle znajdują się dwa 
punkty stałe, dla których, jak  w 44) i 45),

1 1) =  - ? — ...................... .... . 223)
‘ JLb“’ + ? '

Dalsze obliczenie odbywa się zupełnie, jak  dla pi-zekroju 
s tałego.

§. 59. Przykład. \!Ę%; Jl .
Jako przykład obliczmy momenty, w yw ołane ciężarem w łasnym , dla 

tej samej "belki trzyprzęsłowej , k tó rą  obliczyliśmy dla przekroju stałego 
w §. 26. A więc niech będzie 10‘00 m, Z=13'00m, <^=0 0625, ^ = 0  06745. 
Na rysunkuJL  .tałjU II . w ^n ^czy liśm y  na podstawie poprzedniego oblicze­
n ia  p rzybń^śegO j iirżekrój" belki. W ysokość belki drew nianej o trzym a­
liśm y h =  35 cm , szerokość b =  28 cm, wysokość siodełka 28 cm. Obliczamy 
teraz mom enty bezwładności J  —  •¡’j  bh3 w  dw u m iejscach to znaczy tam , 
gdzie belka je s t pojedynczą i tam  gdzie złożoną.

J l== b h3 =  28 X  S53 =  100036 cm \
J, =  TV b h3 =  -Jj 28.633 =  583443 cm3.

Na rysunku  3 w ykreśliliśm y na tej podstawie -y  (linie kreskowane)

i w ypisaliśm y 122222. Dla połowy belki obliczyliśmy teraz powierzchnię

prostokątów, odczytując długości w mm, wysokość w edług liczb n a  rysunku

( 10OGCO\— —— J i otrzym aliśm y powierzchnię 140'1. Podzieliwszy tę powierzchnię

przez długość 165 mm, otrzym aliśm y 0-849 czyli w łaściw ie 0-00000849 jako

średni odw rotny m om ent b e z w ład n o śc ią . Aby wyznaczyć podzieliliśmy
J

— przez i w ykreślili n a  rysunku  —■ (linie pełne).
*J </Q " J

Siodełko teoretycznie powinno sięgać do tego punktu , gdzie m om ent
ujem ny przybiera w artość największego mom entu dodatniego, ze względu
n a  k tóry  został przekrój belki pojedynczej wyznaczony, a  ta  gran ica nie
przekracza w  naszym  przypadku 1 m etra na lewo i praw o od podpory, ze
względu jednak na przytw ierdzenie dajem y siodełko 3 m  długie.

Jeżeli ?3=Zi m ierzyć będziemy w mm, więc Z3=100mmj to ¿ ł '= 8 5 ’273,

a że«70 =  0-849, więc A  — , gdzie A ' =  je s t powierzchnią średnich

odw rotnych momentów bezwładności dla przęsła Igo, ./0 średnim odw rotnym  
momentem bezwładności dla tegoż przęsła a l rozpiętości w  mm, więc

i , « , *

Dla pierwszego przęsła je s t J ‘= 192-312, J"=282207, więc gdy J 0= O ,849.

c _ ^ ^ | 19, (| | 89=PlCl=ą ^ o - 8 4 9  _0-71S7-.,
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Y, =  S . 0-74325 -  0-4889 — 0-7187 =  1-02215.
Podobnie otrzym am y dla drugiego przęsła A ' —  102-16, i2 =  130 mm, 

102-13
przeto A—  - =  0-78585, J ‘ —  .7" =  620-953, J0 dla przęsła drugiego =  1.

3X620 . 95-8 n 0 c2 =  |i2 = - ^ T - . 3.-----=  0-847o,

Y2 =  0-6627.
W  celu wyznaczenia 91' i  9ł" w ykreślam y zw ykłe powierzchnie mo­

m entów rys. (2). W pierwszem przęśle otrzym am y dla % —
M  =  g l- —  i  0-0625 X  102 =  0-781 tm w  drugiem 

M =  =  ¿-0-06745 X  132 =  1-43613 tm.

Mnożąc odnośne rzędne momentów przez otrzym aliśm y skurczonąi/
powierzchnię momentów. Dalej otrzym am y m om ent sta tyczny  tej powierz­
chni w  pierwszem przęśle ze względu n a  oś A A ' i B B '

Si =  26-62 tm 3 zaś Ą  =  27-71 tm 3

¿uni. iM  -. % " =  _  6 X  62 =  1-5972 tm

3V =  +  = 1,6626 tm-
Dla drugiego przęsła otszym am y S, = S i =  78 tm 3 ze względu na 

podporowe osie B B ' i C'C‘, a  więc w edług 220)

3?," = 9 V =  =2-769 tm .Jo1
Teraz ustaw im y rów nanie momentów podporowych. Ponieważ tu  

z powodu sym etryi Ml =  il/2, więc w ystarczy jedno równanie, któro otrzy­
m am y z 221., w staw iając m  =  1, a  więc

2 (S, Z, +  «3 1) M  +  T2 l if* =  h +  l 
a  po w staw ieniu  w artości
{2 (0-4889 X 10 +  0-8475 X  13) +  0-6627 X  13}iU, =  10 X  1-5974 - f  13 X  2 '769  

il/i =  M2 =  — 1-1589 tm.
W  §. 26. otrzym aliśm y dla przekroju stałego 

Mi —  — — 0-89317 tm.
W idzimy więc, że w pływ  zmienności przekroju je s t znaczny.

Yll. Obliczenie dokładne belki ciągłej kratowej o prze­
kroju zmiennym.

§■ 60. Dokładność rozmaitych sposobów obliczenia.

Powyżej wyłożony sposób obliczenia belki ciągłej o prze­
kroju zmiennym jest bardzo żmudny, a pomimo tego dla belek
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-kratow y c h , o któr e tu  często chodzi, niedokładny. Obliczając 
bowiem belki ciągłe k ra tow e, według poprzedniego sposobu 
uwzględnimy przy wyznaczeniu momentu bezwładności tylko 
przekrój pasów, krzyżulców zaś wcale nie uwzględniamy. Błąd, 
jak i z tego powodu popełniamy w wyznaczeniu momentów 
podporowych, jest bai-dzo znaczny, tak dalece, że mniejszy 
błąd popełniamy, licząc według sposobu dla przekroju stałego, 
niż uwzględniając zmienność pasów, a nie uwzględniając krzy- 
żulców. Dlatego, licząc sposobem przybliżonym, będziemy zaw­
sze przyjmować przekrój stały, a licząc dokładnie, musimy 
uwzględnić także i krzyżulce.

§. 61. Zasada dokładnego obliczenia. Lula,.
Zasada obliczenia dokładnego belki ciągłej polega na 

tem *), że uważamy belkę jako w dwu punk tach na skrajnych 
podporach A  i I) (rys. 74.) podpartą 1 wyznaczamy ugięcie obcią-

żonej belki liczebnie lub 
rys.74. wykreślnie. Otrzymujemy

,/ l i l i l i l i l M  w ten sposób ugięcia na
. t f f  ' podporach yi) y2...

Po -----------j <)n Teraz przypuszczamy,
|  że na podporze B  działa

do góry siła Oj —-1 na
belkę nieobciążoną (nawet 
ciężarem własnym) i wy­

znaczamy ugięcia na podporach —<// i —-<//. Tak samo wy­
znaczamy ugięcie , jeśli siłaOA= l  działa na drugiej podporze
i otrzymujemy —^ ", —yz" i t. cl. Dla belki ciągłej ugięcia
w punktach B, C... muszą być równe zeru, więc

..ó , y j o  \ oo4v
Ęj~~Q'y^— o^y?."— • • • = o  >

Otrzymamy w ten sposób («-—I) rów nań , właśnie tyle, 
co mamy niewiadomych. Z równań tych wyznaczymy teraz 
0 lt 02... dla danego obciążenia.

Ponieważ dla rozmaitych prętów belki najniekorzystniej­
sze obciążenia są rozmaite, więc dla każdego z nich musieli- 
byśmy powtórzyć cały żmudny rachunek.

*) P- sposób F o n t y i o l a n t a . K o c h l i n ,  S tatique grajihiąue str. 338.



Pręt
Ą l P dl P ' dl' _P"

Pręt
A l P dl P' d l1 _P"

cm2 cni t mm i mm t cm2 cm t mm t mm t

a 85 600 +  s r o +  2-7 -  20-15 -1 -7 +  11-5 a‘ 48 420 - 4 3 -1 -9 +28-5 + 1 2 -1 5 -8

b 90 600 +  86-5 +  2-9 -  60-4 - 2 0 +  26-4 a" 42 420 + 4 2 +2-1 -2 8 -5 - 1 -4 +  13-5

c GO 600 +131-5 +  6-6 -100-65 - 6 -0 +  29-8 V 18 420 -3 6 -5 -4 -3 +28-5 +3-3 -  8-0
d 75 G00 4-166-0 +  6-6 -140-9 -7 -5 +  22-5 b" 18 420 +34-8 + 3  8 -2 8 -5 -3 -3 +  5-0

e 75 600 +193-5 +  7-7 - 1 4 0 9 —7-5 +  50-5 c‘ 36 420 -2 9 -5 -1 -7 +28-5 + 1  6 -  0-5

f GO 600 +19G-G +  9-7 -100-65 - 6 0 +  92-7 c" 55 420 +26-8 +  10 -2 8 -5 -1 -0 5 -  2-5
9 90 600 +150-0 +  50 -  GO-4 - 2 0 +  88 d‘ 75 420 -2 1 -8 —0-G +28-5 +0-8 +  7-0
ii 35 600 +  57-8 +  4-7 -  2015 -1 -7 +  37-2

d" 90 420 +20-0 +0-5 — 28-5 —0-7 — 9-5
i 55 800 -  0-45 -  0-02 0 0 -  0-45

k 88 800 0 0 0 0 -  0 o' 60 300 -  0-9 -0 -0 2 0 0 -  0-9

l 60 600 -114-8 -  5-7. +  40-25 +2-0 -  73-4 e‘ 90 420 -1 8 -5 -0 -6 -2 8 -6 -0 -7 -4 8 -0

m 70 600 -1S3-5 -  7-9 +  80-5 +3-4 -101-2 e" 75 420 +16-5 +0-7 +28-5 +0-8 +45-2

n 60 600 -205-0 -1 0 -2 +120-75 +G-0 — 82-0 f 55 420 +14-0 +0-5 -28 -5 —1-05 -1 5 -0
0 110 600 -180-5 -  4-9 +  161-0 +8-05 — 17 0

f " 36 420 -1 7 -0 -1 -0 +28-5 i + 1 '6 +  12-4
P 60 600 - 1 5 0  5 -  7-5 +120-76 +G-0 — 28-0

g' 18 420 +47-2 +  5-2 -2 8 -5 -3 -3 +  18-8
r 70 600 -  110;5 •' -  4-7 +  80-5 +3-4 -  29-8
s 60 600 -  60-5 -  3-0 +  40-25 +2-0 -  20-8 U" 18 420 -5 0 -0 — 55 +28-5 i +3-S -2 1 -0

t 88 300 0 0 0 0 0 li1 42 420 +80-2 + 4  0 -2 8 -5 1 -1 -4I
+50-8

u 55 300 -  0-45 -  0-01 0 0 -  0-45 h" 48 420 -8 2 -4 -3 -6 +28-5 +1-2 -5 3 -0

103
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Dla wyznaczenia linij wpływowychtrzebaby przyjąć P = l ,  
działające po kolei we wszystkich węzłach dolnych i dla tych 
przypadków wyznaczyć siły wewnętrzne. Droga to dość żmu­
dna , do wykreślenia linij wpływowych możemy dojść j eszcze 
innym sposobem, który poniżej podamy.

Przykład. Belka ciąg ła ABC  (t. III. r. 1.) .dwuprzęsłow a o rozpiętości
2 razy po 24»» je s t obciążona ty lko w drugiem  przęśle B C , pierwsze przę­
sło A B  nie je s t wcale obciążone. Niecliaj będzie ciężar w łasny jednej belki 
0'9 ł/m, z czego w ypada 0 6  t/m na pas dolny a 0 3  t/m  na górny. Ciężar ru ­
chomy niech będzie &lĘ>t/m. W edług tego obliczone ciężary węzłowe są 
oznaczone n a  rysunku.

Przekroje pojedynczych prętów , które należy tymczasowo wyznaczyć 
wedle przybliżonej zwykłej te o ry i , uw idoczniliśm y powyżej w tabliczce. 
Przypuszczając, że belka je s t tylko podparta  na podporach skrajnych A i C, 
kreślim y wielobok sznurow y i plan sił (rys. 2. i 3.), obliczamy skrócenia 

f  . A przedłużenia ^wszystkich prętów  i wyznaczam y ugięcie belki sposobem
p. f  W  i 11 i o t  a *) (rys. 4.). O trzym aliśm y w ten sposób ugięcie punk tu  B i / , =

=  168 mm.
Teraz przypuśćmy, że w B  działa s iła  P —  40 i do góry. Dla tego 

obciążenia kreślim y plan sił (rys. 5.) i otrzym ujem y siły, zestawione w  ta ­
bliczce w  rubryce P'. Obliczywszy odpowiednie dl‘, w ykreślam y połowę 
(z powodu sym etryi) ugiętej belki i o trzym ujem y ugięcie punk tu  B  165 mm.

i
Zatem  dla siły  P = 1  y l , a  w edług 224)

168—0 , - ^ 5 =  0 , stad  O,=  4 0 . ^  =  40-7 i.40 ' lGo
W rysunku 2. otrzym aliśm y O0 =  3l-7, 02= 5 S '1 8 , od tego odjąć na- 

, . 40-7lezy i) == 2035, więc

O0 = l l - 3 5 i ,  0 , = 4 0 ‘7 i ,  02 =  37'83i.
Na tej podstawie wykreśliliśm y plan sił (rys. 7.), z którego o trzym u­

jem y dokładne siły  w ew nętrzne dla danego obciążenia (P" w  tabliczce).

§. 62. Prawo pracy przygotowanej.

Jeżeli na pręt jakiś belki kratowej działają równe i wprost 
przeciwne siły S  (rys. 75.), to praca ich, t. j. iloczyn sił przez 

! drogi w kierunku sił, jest  w czasie jakiegokolwiek ruchu pręta
— 0. Ruch ten możemy bowiem rozłożyć na postępowy, pod- 
czas którego prace obu sil S  są równe i wprost przeciwne
i znoszą s ię , i na obrotowy około dowolnego punktu pręta E ,

*) patrz Podr. teoryi mostów tom I. 2 w ydanie str. 216.



podczas k tórego praca jest równa zeru , bo kierunki sił prze- 
ehodzą przez punkt obrotu.

ry s .75 J eżeli długość pręta  wzrośnie z j akich ­
kolwiek przyczyn (a więc niekoniecznie 
wskutek sił S) o As, to praca sił S  da się 
wyrazić równaniem

fAs
L=iS \ dAs-

Jo___
-SAs.

Ponieważ odnosi się ona do jakichkol­
wiek, byle nadzwyczaj małych możliwych 
przesunięć, więc nazywa się ona p r a c ą  ’OtnjJLl' 
m o ż l i w ą , p r z y g o t o w a n a  fn. virtuelle ***>
Arbeit). Dla całej belki kratowej będzie

A = 2 S d s .....................  225)
Siły wewnętrzne , działające w p rętach belk i , możemy 

jzastąpić każdą, dwiema siłami działającemi w kierunku 
p rę ta , zaczepiajacemi w węzłach. P onieważ m ają one zatem 
kierunek wprost przeciwny, więc praca ich je st —2Sds. P rzy­
puśćmy, że na belkę tę działają siły zewnętrzne P, które są 
w równowadze między sobą i z siłami wewnętrznemi, a rzuty  
przesunięć się odnośnych punktów zaczepienia na kierunki 
tych sił, nazwiemy dp, to w każdym węźle dla równowagi 
suma składowych pionowych i poziomych. wszystkich sił i est 
równa z e ru , a na podstawie zasady momentów przygotowa-• - V m ^iiw nnwniWiiMiprriî Wlo r i . r  ' i i i i
ny ch ,*') i praca ich jest równa zeru. Zatem praca możliwa 
wszystkich sił zewnętrznych i wewnętrznych musi być równa
zera. "Więc SP dp—2Sds= 0  ..................................  226)

Praw o powyższe zwane p r a w e m  p r a c y  p r z y g o t o -  
wr a n e j * * )  l u b  m o ż l i w y c h  p r z e s u n i ę ć  (n. Frincip der 
virtuellen Arbeit, der virtuellen Verchiebungm) można w ten spo­
sób wyrazić : W  s t a n i e  r ó w n o w a g i  s i ł  z e w n ę t r z n y c h  
S f f e w n ę t r z n y c h  p_ra.o.a,,p_yzygot p w ^ n a  s i ł  z e w n ę t r z ­
n y c h  r  ó w n a  s i ę  p r a c y  o d k sz t  a ł c e  n i a b e  l k i k r  a t  o- 
w ej  (n. FormänderunÏÏsarbrit) . . . ^

*) p. F r a n k e .  M echanika teoretyczna str. 163.
**) M o h r. B eitrag  zur Theorie des Fachw erkes Z. d. Ar. u. J . V. zu 

H ann. 1874. 1875.
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§. 63. Prawo Maxwella.«a«— -------- -----     . '

Przypuśćmy, ze wskutek jakichkolwiek sił zew nętrznych 
zmieniły się długości s prętów belki kratow ej (rys. 76.)

o As, przyczem węzeł Ai zrobił i ;--
; A  Tys/?6' i  drogę ôl = A 1B 1 a węzeł A2 drogę

A j  /""■ X à^=A^B^.
\ l Z  Na mocy prawa pracy przygo-
Ą \ ~  \ [ _  towanej możemy wyznaczyć ¿ i,

■tf- f  które powstają wskutek J 13'
^  /  zwawszy S, siły wewnętrzne, wy-
J wołane siłą = 1 ,  działającą w A ^

w kierunku Ai B i . Mianowicie mamy wtedy 1. J, ^JES^As.
Podobnie wyznaczymy <52, nazwawszy S2 siły wewnętrzne, 

wywołane siłą = 1 , działającą w Ą 2 w kierunku Ą 2B2. Otrzy­
mamy Avtedy 1. ô., =2S,,As.

Dla pewnego obciążenia jest
—  — Ss*')
2 1 .................. .... 22i)

jeżeli S  oznacza siłę wewnętrzną, odpowiadającą danemu obcią- 
żeniu a A  przekrój pręta. A zatem otrzymamy

(5 ^ 4 S, 228)
 1....... £.4 ’  -...........eA

Załóżmy, że S = S 2, to <?t , .............................. 229)

a gdy | = Ą ,  to .................................. 230)
___ uL»-

a ponieważ wtedy <?, = & ,, zatem możemy wypowiedzieć na­
stępne tw ierdzenie :

S i ł a  r ó w n a  j e d n o ś c i ,  z a c z e p i a ~j ą c a w A i , a d z ia - 
ł a j a c a  w k i e r u n k u  A jB j. p r z e s u w a  p u n k t  A 2 w k ie - 
r u n k u A 2B 2 o d ł u g o ś ć ,  k t ó r a  j e s t  t a k  w i e l k ą ,  j ale 
11J u g o ś c A± B j , Oyk t ó r  a p r z e s  u w a  s i ę  g d y w A 2 
d z i a ł a  s i ł a  = 1  w k i e r u n k u  A ZB.2.

Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem M a x w e l l  a .* *
___________  z /z

7  { lw u ,  )
*) p. Podręcznik s ta ty k i budowli "2 "wyd" str^SST

CcéçJ 4 * 4 ÛL*4̂ t •¿t&'M-dj
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§. 64. Linia wpływowa ugięcia.

Aby wynaleźć linię wpływową ugięcia punktu C (rys. 77.) 
postąpimy według M ü l l e r  a B r e s l a u  a w następny sposób:

Zaczepmy w G 
siłę p ioho w ą P  =  1 
i wyznaczmy w 
znany sposób li­
czebny lub wykre­
śliły wielobok u- 
gięcia pasu, na któ­
rym leży pomost 
(n. p. pasu górne­
go) , to rzędna yd 

oznacza ugięcie 
punktu D, gdy w 
G działa siła — 1. 
Uwzględniamy tu

jednak tylko ugięcia pionowe. Na mocy praw a M a x w e l l  a 
będzie jednak oznaczać także ugięcie punktu G , jeżeli 
w punkcie I) działa siła — 1. To sarno możemy powiedzieć
o każdym innym punkcie pasu ADB, a zatem linia A'D ‘B ‘ 
jest linią w pływową ugięcia punktu  C.

Jeżeli więc siły Pu &  i A . działają na belkę, to ugięcie 
w punkcie C będzie yc =  P ,yi + P2y2 +  P3y3.

§. 65. Linia wpływowa oddziaływania belki dwuprzęsłowej.

Jeśli mamy wyznaczyć oddziaływanie 0 : belki ciągłej 
dwuprzęsłowej na środkowej podporze B  (rys. 78.), prżypu- 

ry s  78 szczamy, że belka
je st podparta tylko 

f  w A  i C, a w B  
9- iQ ¿Q . działa na dół siła 

pionowa =•= l  i kre­
ślimy dla niej wie­
lobok ugięcia pasu 

dolnego A ‘B ‘C‘. Na mocy poprzedniego paragrafu jest A ‘B ‘C' 
zarazem linia wpływowa ugięcia punktu B .
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Przypuśćmy . t e raz , że na belkę ciągłą ABC  działa w D 
siła P, to w Ti powstanie oddziaływanie nieznane nam jeszcze 
Qt . Z linii wpływowej otrzymamy ugięcie punktu B, które dla

rys.79.P
aA/^S/)7WW\Aa f  JF \e ^

- —r-w-i—

belki ciągłej j est 
równe z e ru , więc 
P y— OyC — 0 , a za­
tem

1O -Py . 231)

U

Ponieważ c jest 
ilością s ta łą , więc 
widzimy, że linia 
A ‘B ‘C' jest zara- 
zem linia wpływo­
wą oddziaływania

Q\i a ~~ j est  mno-

żnikiem dla tej 
linii.

W  podobny spo­
sób przypuszcza­

jąc, że belka podparta je st w B  i C a obciążona^sił^=jL w. A, 
otrzymamy (rys. 79 ) linię wpływową A " B “C" clla oddziały­

wania O0; przyczem O0 *=— Py.

§. 66. Linie wpływowe sił poprzecznych i momentów.

W yznaczmy teraz linie wpływowe siły poprzecznej w prze­
dziale FG  (rys. 79«).

Jeżeli u <^x Q=O0—P,
v u > x + a  Q--jO0.

Jeśli więc zrobimy A"F"H A'B", to różnica rzędnych linij 
A ‘‘F" i A "F ‘ wyznacza Q. Dla M > ® + a  jest linia wpływowa 
dla O0 zarazem linią wpływową dla Q. W  przedziale FG jest 
linia wpływowa prostą, więc F"G‘.
<P Dla momentu statycznego jest znowu, J§ j>J)

jeśli m >  x {, M = O rxv,
„ u < .x i . M = Q„ xi —P(Xt
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Niech będzie M ‘= —, to dla M '= O 0,
xi

^ -t\ X ą -----Ma „ u <^x. M‘ — O0—P —— .v ■ xt
A więc dla u x t linia wpływowa dla O0 je st zarazem 

linią wpływową dla M ‘. a więc i dla i i  z mnożnikiem dla

długości AG  mamy od rzędnej linii O0 odciągnąć — -.
xl

Dla u—0 jest yx ==P, dla u = x l j e s ty ^ O ,  a więc powierzchnia 
kreskowana jest powierzchnią wpływową momentów.

Widzimy więc, że do wykreślenia linij wpływowych sił 
poprzecznych i momentów potrzebujemy jednego tylko w y­
kresu ugiętej belki i kilku linij prostych.

W  jaki sposób na podstawie linij wpływowych wyzna­
czamy największe siły poprzeczne i momenty i największe 
siły wewnętrzne, wiemy z tomu pierwszego.

Yiu. »  UW p o d  p ó r.

§. 67. Ogólne uwagi.

Dot3rchczas przypuszczaliśmy, badając belkę analitycznie, t 
że podpory znajdowały się w jednej linii, a właściwie, że belka 
jest tak podparta w kilku punktach, że p r z e z  t o  p o d p a r ­
c i e  nie powstają żadne momenty, gdy ciężaru własnego nie 
uwzględnimy. Badając belkę ciągłą sposobem wykreślnym, przy­
puszczaliśmy już jednak także nierówno wysokie podpory, to 
samo musimy teraz zrobić przy użyciu sposobu liczebnego 
zwłaszcza, że podpory czasami umyślnie umieszczamy w nie- ' 
równej wysokości, czasem zaś wskutek osiadania się filarów 
niektórych nierówność ta powstaje pomimo naszej woli.

Pokrótce wspomnimy też w tym rozdziele o wpływie na 
momenty łożysk szerokich albo podwójnych i przytwierdzenia 
belki stale do filaru.

§. 68. Momenty podporowe przy nierówno wysokich podporach.

Niechaj odstępy pionowe podpór od poziomej , przecho­
dzącej przez pierwszą podporę będą s1; s2...s„, przyczem ozna­
czamy je  jako dodatnie dla podpór niżej leżących, to jeśli
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przypuścimy, że belka nie jest wcale obciążona, więc 9fl'==5ft" =  . 
= 0 , otrzymamy dla m-tej podpory belki ciągłej , analogicznie 
jak  §. 5., na podstawie rów. 11)

l/ll / żt i o n,r \ i T̂H “1
7- i  “1" fbeL •

m4-l
A stąd t. ¿<J

Sk*-!™ Mni-llm +  2Mm(lm +  lm-j-ł) +  M m+llm+l —■

 m —1 Sm+i sni\ 232)
\ ljii 1 4 -  1 /

"Wstawiając w tom równaniu za m wartości od l  do n —1, 
otrzymamy n—1 równań momentów podporowych , z których i 
możemy wyznaczyć n—1 niewiadomych moment ów podporo- 
wycla, wywołanych nierówną wysokością podpór.

Do tych momentów dodać należy momenty, wywołane 
obciążeniem, które wyznaczyliśmy w poprzednich rozdziałach. 
W idzimy stąd, że najn iekorzystniejsze obciążenie i linie wpły- ■ 
wowe sił poprzecznych i momentów dla obciążenia są nieza-1 
wisłe od wysokości podpór, których w pływ zupełnie osobno 
Obliczamy. ’ pnJWt-0 .

§. 69. Wpływ zmiany wysokości jednej podpory.

Jeżeli jedna podpora się zniży o s (rys. 80.) , to na tej 
podporze linia ugięcia jest ku dołowi w ypukłą, a zatem po­
wstaje tu  moment dodatni. Przez podwyższenie podpory śred­
niej powstaje przeciwnie moment u jemny.

rys.80.

Ponieważ obciążenie belki sprawia na średnich podporach 
moment ujem ny, zatem przez ^podwyższenie podpory moment 
ten się powiększa, przez zniżenie zmniejsza, na sąsiednich pod- 
porach przez podwyższenie podpory C moment ujemny się 
zmniejszaj przez zniżenie powiększa.

Przez podwyższenie podpory powstaje na prawo od niej 
dodatnia, na lewo ujemna siła poprzeczna.
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Momenty na sąsiednich podporach zmieniają znak i stają 
się coraz mniejsze, co możnaby udowodnić zupełnie w ten sam 
sposób, co dla obciążenia jednego przęsła w §. 8.

Udowodnione w §. 9. twierdzenia co do sił poprzecznych
i oddziaływań stosują się i tu taj.

rys. 81.

IB,

ireślnie możemy wyznaczyć wpływ zniżenia się jednej 
podpory B  (rys. 81.) w sposób, wskazany przez W. K i t t e r a .  
Jeżel_i belka nie jest obciążona, to boki  średnie wielobokuj 
schodzą się w jedną linię. Wedle §. 42. prosta A B  przecinał 
pi-zedłużenie boku średniego w pionowej punktu stałego J () J. 
Prosta J K 0 je s t bokiem średnim , więc B B i i CCj są równe 
momentom podporowym. Zróbmy B 0B \  = B B i i C0 C\ =  CC{, 
poprowadźmy A 0B \ ,  B [C \ i a otrzymamy linie momen­
tów w tym  w ypadku. fi/ ¿¡fi,’ €<,

§. 70. Najkorzystniejsza wysokość podpór.

Przez zmianę wysokości podpór zmieniają się momenty. 
Zachodzi więc teraz py tan ie? w jakiej wysokości muszą leżeć 
podpory dla najmniejszej ilości materyału.

rvs.02.

t l J Jeżeli przekrój belki ciągłej jest- s t a ł y , to obliczamy go 
według największego momentu. Bezwzględnie największe mo­
m enty są tu  ujemne na podporach (rys. 82.). Jeżeli środkowe 
podpory zniżymy, zmniejszamy najw (—M ) , za to wzrasta 

ajtv (+M ). Najkorzystniej byłoby więc zniżyć o tyle pod-
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pory średnie, aby najw (—ikf) było bez względu na znak 
równe najw (~|-M ).

%> Jeżeli przekrój belki ciągłej jest z m i e n n y ,  wtedy o ilo­
ści m ateryału rozstrzyga powierzclinia momentów i sił poprze­
cznych. Tu musimy w każdym wypadku szukać, kiedy te po­
wierzchnie będą najmniejsze. W iele nie możemy jednak zao­
szczędzić na m ateryale przez zmianę wysokości podpór, bo 
jeśli w jednem miejscu momenty lub siły .poprzeczne maleją, 
to w drugiem wzrastają t a k , żc wysokość podpór prawie nie 
wpływ a na ilość materyału.

§. 71. Belka dwu- i trzyprzęsłowa.

Jeżeli średnia podpora belki dw  u p r z ę s ł o w ej zniży się
o s, to z rów. 232) otrzymamy

2 JS£i +  ̂ ) ~ 6eI ( J ~+ y  j  > zai;em

.....................

a ...................................... 234)

Bozumie się, że dla podwyższenia podpory średniej o s 
otrzymamy równie wielki moment ujemny.

Ponieważ 3I1 =  O0Ji , więc

° o = ^ = p r  , .................. ... ■ • 235)

_0i = - (0o + 02) =  - 1̂ r2(1i + l 2) . . . . .  236)
Dla U =U =1

O . f g ? , 0 , = - | L S ..........................237.

^ j Jeśli obie średnie podpory belki trzyprzęsłowej zniżą się
o s, a rozpiętości jej są li =&l=*l3, l2 — l, to otrzymamy M t =  
= M 2, do określenia którego wystarcza jedno równanie według

232) 2MX (?j -j-1)+ M.>l—be/y-, a zatem
"i

.................. 23b>

° 0 = - O i l i + ^  • * . ....................... 239)



rjl> Równ. 234) i 238) możemy ogólnie -wyrazić M w= a . ^

gdzie a oznacza pewien spółczynnik. Moment średni, -wywo­
łany obciążeniem, da się przedstawić w kształcie b .q l2, siła

. bql2 , ,. bql2wewnętrza w pasie —— , przekrój pasu a moment bez-fl HT
v , , ■ T Ah2 bql2h , __ bql2hs abnolswładnosci = ——  zatem Mw—a - Ą - = c . l s , l e -4 4t 4TP 4t j

żeli przyjmiemy h=-ln, przyczem c i n oznaczają, pewne ilo­
ści stałe.

Jeżeli największy mom ent, wywołany obciążeniem, na­
zwiemy Mc=bi ql2, to

31«, cis s .
Mę b1 ql2 Cl 1 ....................................... 240)

Z atem stosunek momentu podporowego, wywołanego 
_zmiana wysokości podpór do momentu , wywołanego obciąże­
n iem, jest w p r o s t  p r o p o r c y  o n a l n y  do r ó ż n i c y w y s o- 

^ k o ś c i s a o d w r o t n i e  do r o z p i ę t o ś c i.
" W i n k l e r  oblicza, że jeśli s wyrazimy w mm, a l w m, 

to dla belki dwuprzęsłowej c, = 0 2 5 ,  dla belki trzyprzęsłowej 
C i=011, a więc jeśli s=10»im  będzie

dla l= 1 0  30 50 100 150 m
M

dla belki dwuprzęsłowej *=0-25 0-08 0-05 0'025 0'016

M
n „ trzyprzęsłowej • - = 0 ‘11 0-04 0’02 0-011 0007.JjjLę

W pływ małej zmiany względnej wysokości podpór jest  I 
więc dla belki ciągłej bardzo znaczny przy m ałych rozpięto - 1 
ściach, mały przy wielkich.

§. 72. Podwójne łożysko.

Dawniej używano często dla belek ciągłych na jednej j  

podporze dwu łożysk ta k , że właściwie powstawały oprócz j 
r y s  83. wielkich p rzęseł, także

przęsła małe między dwo­
ma łożyskami jednej pod- 

■-d tapiu-“"  pory. Chociaż teraz nie
używamy już nigdy dwu łożysk na jednej podporze, to także 
szerokie jedno łożysko działa podobnie, jak  dwa łożyska.

Podr. Teor. mostów II. ®
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r y s .  8  kr.

Mogą przytem zajść dwa wypadki. Jeżeli oddziaływanie 
w G (rys. 83.) wypada ujem ne, a belka nie je st zakotwioną,

to belka w tern miejscu 
się podnosi i przy obli­
czeniu przyjąć należy, że 
belka w C nie je st pod­

partą. Jeżeli oddziaływania w B  i G są dodatnie (rys. 84.), to 
wtedy długość BG  stanowi rzeczywiste pi’zęsło, które przy 
obliczeniu należy uwzględnić.

Z powodu, że obecnie unikamy tak podwójnych, jak  i sze­
rokich łożysk , nie będziemy wchodzić w szczegóły obliczenia 
takich belek, które zresztą małoco się różni od obliczenia be­
lek o pojedynczych łożyskach, trzeba tylko dodatkowo badać, 
czy oddziaływania są ujemne, czy dodatnie.

§. 73. Wpływ przytwierdzenia belek do filarów.

Jeżeli belki są stale połączone z filarami, to filary musza 
wziąć udział w ugięciu belek (rys. 85.), a więc pewna część

rys.85.

momentu podporowego A M  zostaje zużytą na ugięcie filaru. 
Jeżeli moment przy podporze po lewej 'stronie oznaczymy 

; jedną, a po prawej dwiema kreskami, to

M 2' - M 2" ^ A M 2 itd.

Nazwijmy k ą ty  nachylenia stycznej linii ugięcia na pod- 
j porach t 0 , r 1; t 2 . . . t 4 , to na podstawie rów. 11) otrzymamy

4W .. u  i  ‘¿ i  i k m .



Gsfrt =  + l2(2Ms 
6 eI t2= - 1 2 (M1"  +  2 M2‘ — 9i2") 
GeIti— + 13 (2 M2" + jfeTg' - 9 i 3' )

241)

Z rysunku widzimy, że % = q - , a że eI2=AM 2r, jeżeli J 2Z/*
oznacza moment bezwładności filaru, a możemy przyjąć;

h‘=o-?jh , to m : - 4 ^ ) )
n.qp; i ’

podobnie ^  = —̂ - h i (¿If,' —ilĄ")j

Z porównania rów. 241) i 242) otrzymamy

(M t ' - M ą  —Di")

242)

2 1 -7 ^  (iii, ' - Jfj") =  +  Z2(2M ," +  M2 ■3^)

2-lY h2(M2' - i l i 2") =  - / 2(ilf, "+2Jf2
2

2 - l jh (M z' - M ' ‘)= + l3(2M2" +  i f 3' - ą o

248)

Otrzymujemy w ten sposob 2 (m—1) rownańy; Eiore nam 
służą do wyznaczenia 2(n—1) niewiadomych.

Ponieważ równania 243) m ają ten sam kształt, co rów na­
nia momentów podporowych 21), więc też i wszystkie tw ier­
dzenia co do najniekorzystniejszego obciążenia , co do stosun­
ków momentów podporowych przęseł riieobciążonych, co -do 
zmiany znaku sił poprzecznych j oddziaływań są i tu  ważne.

rys.86.

Odstępy punktów stałych  obliczyć można ze stosunku dwóch 
momentów podpor owych.
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Momenty po obu stronach, każdej podpory mają, ten sam 
zńak (rys. 86.).

B. Belki kratowe statycznie niewyznaczalne 
i natężenia drugorzędne.

IX. JBelki kratowe statycznie niewyznaczalne.

§. 74. Pręty nadliczbowe.

Belki kratowe mogą być, jak wiadomo*), albo statycznie 
wyznaczalne albo statycznie niewyznaczalne albo też chwiejne. 
Belek k ratowych prostych ostatniego rodzaju nie powinniśmy 
w praktyce używać, o statycznie wyznaczalnych jużeśmy mó- 
w ili, teraz mówić mamy o belkach kratowych statycznie nie- 
wy z n acz alny ch.

Jeżeli ilość węzłów nazwiemy m, ilość prętów n, to otrzy­
mamy belkę kratow ą statycznie niewyznaczalną, jeśli 2»w—3 0 ,  
Chcąc z takiej belki kratowej utworzyć belkę_ statycznie wy- 
znaczalną, musimy w—2m-{-3 prętów opuścić, a zatem te k= n +  
—2 w + 3  pręty  nazywamy n a d l i c z b o w y m i  (n. überzählig), 
inne pręty  nazywamy - p o t r z e b n y m i  (n. nothwendig).

Opuściwszy pręty  nadliczbowe, moźemy dla danego obcią­
żenia wyznaczyć w pozostałych prętach siły wewnętrzne ©,, 
©2, . . . , poczem w miejsce prętów nadliczbowych przycze­
piamy po kolei za każdy pręt dwie siły r ówne j edności i wprost 
przeciw ne, działające w kierunku tego pręta.. Nazwijmy siły 
w ew nętrzne, wywołane siłami = 1  zamiast pierwszego pręta 
nadliczbowego, u2‘, u3‘. . zamiast  drugiego pręta m2", 
m, ".. .  , zamiast trzeciego uL"J, u2“‘, ux“‘. . . ,  nareście nazwijmy 
Su  S2, S ..., rzeczywiste siły wewnętrzne prętów potrzebnych 
belki statycznie niewyznaczalnej , _a S‘, S", S “‘ prętów nadli­
czbowych, to

'ą Ą + « , 'S' +  “S "+ •••]
+«*;£ '+M2 "S" +  m2'" S '" + ... \ .................244)

s, -Ś , + u, 'S'+uS'S"+u,,,,S‘“ + ...\

*) por. Podręcznik s ta ty k i budowli II . wyd. s tr . 824.



§. 75. Obliczenie sił wewnętrznych prętów nadliczbowych.

Z powyższych równań widzimy, że moglibyśmy łatwo 
o bliczyć S i , S2..., gdybyśmy znali siły wewnętrzne prętów  nad­
liczbowych S \ S", S“\  Siły te wyznaczymy na podstawie od­
kształceń. Nazwijmy odkształcenia prętów potrzebnych ds1, ds2, 
ds3... a prętów nadliczbowych ds', ds", ds'“, to na mocy prawa 
pracy (§L 62.'i, możemy napisać

¡SPdp—2 S d s = 0 .................................. 245)
a wstawiwszy wartość za S

2Pdp—2&ds— S ,ds2u '—S"ds2u"—...= 0  . . . .  246) 
Równanie to je st ważne ogólnie dla jakichkolwiek sił 

w równowadze zostających i dla jakichkolwiek przesunięć mo­
żliwych wskutek zmiany długości prętów. Załóżmy, że wszyst­
kie P  są równe zeru, S '= 1, S" =  S“' =  0, to

J£dsu‘= 0. czyli 
,dst + « 2 + u /d s :t +  ...ds'—-0>

Podobnie możemy napisać
nx "dsx ‘+ %" ̂ 2 +  w, “ds.x +  ...ds“= 0  

Mj "YZśj +  u2“‘ds% +  u3“‘dsz-i- .. ds“‘—Ó 
Jeżeli ciepłota prętów potrzebnych jest t 0, to dla tej cie­

p ło ty  są długości prętów, a zatem i położenie wszystkich wę­
złów oznaczone. Jeśli przy tej ciepłocie wstawimy pręty  nad­
liczbowe t a k , że przez to nie nastąpi zmiana kształtu belki, 
to przy każdej innej ciepłocie odstępy węzłów są inne i wsta­
wienie prętów nadliczbowych wywołuje natężenia.

Dla innej ciepłoty z  i dla obciążenia innego zmieniają
się siły w ew nętrzne, a zatem i długości prętów, przyczem
możemy napisać ogólnie

d s= a (i—%(J)s-i--—, ..............................  248)8jA.
jeżeli a oznacza spółczynnik rozszerzalności, s długość pręta, 
a A  przekrój.

s
Nazwijmy Q=—z ..................................... ........ .................  249)£ j3l.

-  117 -

Jc równań 247)

U=a{v—r0)eA
to ds= ę(U + S) . .

Widzimy za tem , że wpływ zmiany 
uwzględnić jako zmianę siły wewnętrznej i że podwyższenie 
•ciepłoty o ( t—t0) odpowiada ciągnieniu a(r—t,j)£.

.....................  250)

..................... 251)
ciepłoty możemy
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k równań 252}

Przyjąć możemy dla żelaza a =0000012, £=2000000%/««2 
dla stali «=0-000011, £=2150000 kgjan~, więc w przybliżeniu 
dla obydwóch ea=24:Jcqlcm 2.

- Równanie 247) możemy więc teraz nap isać:
Uj +  $1) "I" M2'(>2( ̂ 2, +  Ą )+ ••  • +  Q'( U' +  S ‘) ~ 0  

u i +  i5i) +  M2" 2) +  ••• +  <?"(U“ +  S") = O
« i '> 1  ( &i +  «i ) +  «2" '? 1( ^3 +  & )-+  ••• +  <>"'( Z7ł"-+  S ‘" ) = 0

Jeżeli mamy dane przekroje prętów, względnie jeśli je  
po obliczeniu belki w sposób przybliżony przyjmiemy, jeśli

znaną nam jest ciepłota t0, 
r'VS' 87's / w i m , '  Przy  której belkę zestawiono

J1-) _ _ i ciepłota w danej chwili
to możemy obliczyć dla każ­
dego pręta ę i U. Siły S są 
funkcyami sił znanych nam 
©, u i nieznanych S1, <S", S“‘. 
Widzimy więCj że w rówm

/2 M
...

/FJ?

- o j
. /  V? +JFJ3 .

-MJF

252) mamy tylko k niewiadomych S1, S", S1“..., dla których wy­
znaczenia mamy k równań. W  ten sposób wyznaczymy siły 
zewnętrzne prętów nadliczbow ych.

Jeśli ciepłota się nie zmieniła, czyli t = t 0, to ¿7=0, więc 
rów. 252) nieco się upraszczają i możemy napisać 

«1 'i>i SJJ ^ ,£ 38x± u ^ § t 8t + 8 '= 0 \
M1 " ?1 +  M2 " i>2 S2 +  «3 "(>3 S2 +  •••-!- e "s " =  0 } • • 253).

M ! + M2<ni,2'̂ ’2 T ttis l“  9.3^3 +  — OJ



Jeżeli w rów. 252) i 253) wszystkie ilości ę pomnożymy 
pi-zez dowolną stałą liczbę , to przez to wartości S S " ,  S “‘ 
się nie zmieniają. W idzimy w ięc , źe aby otrzymać • w ra­
chunku liczby wygodniejsze , możemy wszystkie ę przez sto­
sowną liczbę stałą pomnożyć, cg zupełnie na wynik rachunku 
nie wpływa.

Przykład. Belka równoległa o kracie równoramienne.] podwójnej (rys. 
87.) obciążona je s t w punkcie 1 ciężarem 10 i. Belka ta  je s t sta tycznie nie- 
wyzna.czalną, bo m =  10, « =  18, więc

fc ==« +  3 —.2 »t =  18 +  3 -  20 =  1 , 
ft zatem  jestto  belka sta tyczn ie n iew yznaczalna pierwszego rz ę d u , k tó ra  
m a jeden p rę t nadliczbowy. Niech zastrzał będzie prętem  nadliczbowym .

Na rys. 87 a) z lewej strony  w ypisaliśm y długości prętów , z prawej 
przekroje w cmV W yznaczm y za pomocą planu s ił siły  €> dla danego obcią-
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żenja (rys. 876).

Nazwa
pręta

© u 5 A

cm2

1000000
P

up Wp© « 2P S

tt ł m
cm
kg

A 0 -  7-5 -0 -5 0 3-0 40 3-76 -  1-87B +  14-06 0 937 -  7-64
0 I -12-5 -0 -8 7 6 0 30 8-33 -  7-247 +  90-69 6-305 -12-75
I I I - 12-5 +0-87 5-0 70 3-B7 +  3-106 — 38-82 2-702 -12-25

I I I I I -  4-2 -0 -8 7 6-0 70 3B7 -  3-106 +  13-06 2-702 -  4-4B
I I I IV -  4-2 +0-87 50 30 8-33 +  7-247 -  30-44 6-305 -  3-96
A 1 0 -0 -8 7 BO 30 8-33 -  7-247 0 6-305 — 0-26
1 2 +  8-5 4-087 B'0 70 3-57 +  3-106 +  26-40 2-702 +  8-76
2 3 -j- 8-5 -0-87 6-0 70 3-67 — 3-106 -  26-40 2-702 +  8-26
3 B 0 + 0 8 7 B’0 30 8-33 +  7-247 0 6-305 f  0-25
0 1 +14-9 +1-00 6-831 30 9-72 +  9-72 + 14483 9-72 +16-19
I 2 0 -1 -0 0 6-831 IB 19-44 —19-44 0 19-44 — 0-29

I I 3 — 4-8 + 1 0 0 B-831 IB 19-44 +19-44 — 93-31 19-44 — 4-51
I I I B 0 -1 -0 0 B-831 30 9-72 -  9-72 0 9-72 — 0-29

1 I I +  4-8 -1 -0 0 B-831 IB 19-44 —19-44 -  93-31 19-44 +  4-51
.2 I I I ' 0 + 1 0 0 B-831 IB- 19-44 +19-44 0 19-44 +  0-29
3 IV -i- 4-8 -1 -0 0 B-831 30 9-72 — 9-72 — 46-66 9-72 +  4-51

IV B — 2-5 +0-50 3-0 40 3-76 +  1-87B -  4-44 0-937 — 2-36
A I — — B-831 30 9-72 — — — +  0-29

— 44-56 144-822

Przypuśćm y teraz, że zam iast A l  działa ją  n a  belkę 2 siły = 1  w  A  i  I  
w prost przeciwne. Siły, pow stające w tedy w e w szystkich prętach  potrzeb­
nych, znajdziem y również zapomocą planu  sił (87 e). Są to  siły  u , k tórych 
w ielkość i znak , jako też i wielkość sił © zestaw iliśm y w tabliczce, W  ta ­
bliczce tej zestaw iliśm y też długości prętów  s , przekroje A  i obliczyliśmy 
100000 p.

Ponieważ tu  je st jeden pręt nadliczbowy. czyli k = l ,  więc 
otrzymamy z rów. 244)
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siła  rv Ti 
ł )

9%«
s iła r p jl? ,

cj

St =© j +Mj S', S2=© i+M 25'', ¿ /P .. . . . 244 o?j 
Zatem rów. 258) przedstawi się w następnym kształcie 

«1 i»i (®1 +  M) <?) +  M2i>2(@2 +  M2£') +  ••• +  (>'£' =  0,
czyli 2 uq<5+(2u,2q+ q')S '=0,

zatem ............................S» * V
Wstawiwszy wartości, otrzymamy

_ĄA-&P,
s ‘— S r a + M T 0“ ' '  9 d y  tę

tość za S' wstawimy w 254), otrzymamy S i , S2 i t. d., któreto 
wartości uwidoczniliśmy w ostatnim rzędzie tabliczki.

' Z porównania rubryk © i S  widzimy, o ile się różnią 
wyniki dokładne od przybliżonych. Ze znaków sił u widzimy

T y s .  8 8 .

też, że_ gdyby siła 10 t działała w 3, otrzymalibyśmy u , a za­
tem i uS‘ równe, lecz ze znakiem przeciwnym. Jeżeliby więc

/  -.io-YCi t s j) »urC . 1

I

siłuwMs
dj



działały symetrycznie dwie równe siły w 1 i 3, to u i u S '1 By­
łyby równe zeru , a więc dla obciążenia jednostajnego zupeł- 
nego wyniki dokładnego obliczenia belki równoległej o kracie 
dwukrotnej nie różnią się wcale od Ayyników obliczenia pr zy­
bliżonego , przy którem przypuściliśmy, że cała siła przenosi 
się na jeden układ 0 1 1 1 3 IV. A że pasy obliczamy dla obcią­
żenia całkowitego, więc obliczenie przybliżone będzie dla pa- 
sów zupełnie, dla krzyżulców w praktyce dostatecznie dp-j 
kładnem.

§. 76. Belka równoległa o kracie złożonej.

J a k o lprzykład wyznaczenia sił wewnętrznych w belce 
statycznie niewyznaczalnej wyższego rzędu wyznaczamy siły 
wewnętrzne dla tej sa,n^ '  b e lk i, w której jednak urządzimy

r*. *łhjeszcze słupy (rys. 88a)
Teraz belka będzie miała 4 pręty nadliczbowe: A l, i słupy 

II , 211, 3III.

Nazwa
© u u‘ u" u “‘ s A 1000000

0
up<Bpręta

t t t t t m cm2
cm
kg

A 0 -  7-5 -0 -5 0 0 0 0 3-0 40 3-75 4- 14-06
0 I —12-5 — 087 0 0 0 5-0 30 8-83 4- 90-59
1 I I - 1 2  5 + 0  87 +1-61 0 0 5 0 70 3-57 — 38-82
I I I I I -  4-2 -0 -8 7 —1-61 4-1-61 0 50 70 8-57 4- 13-05
I I I IV -  4-2 +0-87 +1-61 -1-61 4-1-61 5-0 30 8-33 — 30-44
A 1 0 —0'87 0 0 0 5-0 30 8-33 0
1 2 +  8-5 4-087 +1-61 0 0 5-0 70 3-57 4- 26-40
2 3 +  8-5 -0 -87 —1-61 +1-61 0 5-0 70 3-57 -  26-40
3 B 4- 0 +0-87 4-1-61 -1 -6 1 4-1-61 5-0 30 8-33 0
0 1 +14-9 +1-00 0 0 0 5-831 80 9-72 4-144-83
I 2 0 -1 -0 0 -1 -9 0 0 0 5-831 15 19-44 0
I I 3 -  4-8 -¡-1-00 +1-90 -1 -9 0 0 5-831 15 19-44 — 93-31

I I I B 0 -1 -0 0 -1 -9 0 4-1-90 -1 -9 0 5-831 30 9-72 0
1 I I Ą- 4-8 - 1 0 0 -1 -90 0 0 5-831 15 19-44 -  93-31
2 I I I 0 +1-00 4-1-90 -1 -9 0 0 5-831 15 19-44 0
8 IV +  4-8 -1 -0 0 —1'90 4-1-90 -1 -9 0 5-831 30 9-72 — 46 66

IV B -  2-5 4-0-50 -1 -0 0 4-1-00 -1 -0 0 3-0 40 3-75 -  4-44
A I — — — — 5-831 30 9-72 —

1 I 3-0 15 10-00 —

2 I I 3-0 15 1000 —

3 . I I I 3-0 15 100O
-  44-55
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Nazwa
pręta U~p

A 0 0-937
0 I 6 305
1 II 2-702

I I I I I .2-702
I II IV 6 305
A I 6-305
1 2 2-702
2 . 3 2-702
3 B 6-306
0 1 9-72
I 2 19-44

11 3 19-44
I I I B 9-72

1 I I 19-44
2 I I I 19-44
3 IV 9-72

IV B 0-937
A I —

1 I ; —,■
2 II — .

3 I I I —
144-82

U U 'p

O
O

-i- 5-001 
+  5-001 +11-668 

0,
+  5-001 
+  5-001 +11-668 

0
+36-936 
+36-936 
+  18-468 
+36-936 
+36-936 
+18-468 
-  1-875

226-15

+

uu"p

0
0
0
5-001

11-668
0
0
5-001

11-618
0
0

36-936
18-468
0

36-936
18-468

1-875

u 'p u'p<&

-142-27

0 
0 
0 
0+11-668 
0 
0 
0+11-668 
0 
0 
0

+18-468 
0 
0

+18-468 
1-875

+58-39

0 
0

+  5-75

+13-49 
0

+  5-75 
5-75 

+13-49 
0

-36-94 
+36-94 
-18-47  
-36-94  
+36-94 
-18-47  
-  3-75

0 
0

-  71-88 
5 -7 5 +  24-15

-  49-00 
0

+  48-88
-  48-88 

0 
0 
0

-177-31 
0

- 177-31 
0

-  88-65 
+  9-38

-530-62

w y

+

0
0
9-26
9-26

21-71
0
9-26
9-26

21-71
0

70-19
7019
35-10
70-19
70-19
35-10

3-75

+435-17

Nazwa
pręta u‘u"p il‘u“‘p u'np u"u'"p u "  p<3 u " ‘p& m' " 2P JL

A 0 0 0 0 0 0 0 0 -  4-66
0 I 0 0 0 0 0 0 0 -  7-55
1 II 0 0 0 0 0 0 0 -10-97

I I III -  9-26 0 9-26 0 -  24-15 0 0 -  6-08
I I I IV -  21-71 21-71 21-71 — 21-71 +  49-00 -  49 00 21-71 -  2-54
A 1 0 0 0 0 0 0 0 +  4-95
1 2 0 0 0 0 0 0 0 +10-03
2 3 -  9-96 0 9-26 0 ' +  48-88 0 0 +  6-62
3 B -  21-71 21-71 21-71 — 21-71 0 0 21-71 +  1-40
0 1 0 0 0 0 0 0 0 +  9-21
I 2 0 0 0 0 0 0 0 -  1-96
II 3 -  7019 0 70-19 0 +177-31 0 0 — 2-42

I I I B -  35-10 35-10 35-10 -  35-10 0 0 35-10 — 1-61
1 I I 0 0 0 0 0 0 0 +  2-841
2 I I I - 7 0 1 9 0 70-19 0 0 0 0 +  2-38
3 IV — 35-10 35-10 35-10 -  3510 +  88-65 -  88-65 35-10 +  3-19

IV B -  3-75 3-75 3-75 -  3-75 -  9-38 +  9-38 3-75 -  7-30
A I ___ ___ - ___ — — — — -  5-69
1 I ___ _ ___ — — — • — +  4-03
2 I I 0'22
3 I I I — — — — — — — -  030

-276-27 117-37 276-27 —117-37 +330-31 -128-27 117-37



Siły © i u zostają, te same, co w poprzednim paragrafie. 
Rys. 886 przedstawia plan sił, jeżeli zamiast I I  działają w 1 
i 1 siły równe jedności i w prost przeciwne, rys. 88c, jeśli w I I  
i 2 działają siły równe jedności, a 88 cl, jeśli w I II  i 3 dzia­
łają siły równe jedności. Siły wewnętrzne w pierwszym wy­
padku nazwijmy u1, w drugim u", w trzecim u“‘. W yniki ze­
stawiliśmy w tabliczce.

W edług rów. 244) mamy
' # != © ! + u 1S,+ uĆ S"+ ui 'lS ,,,+ u l '"Sl v '

S2= @2 +  m2 + u2"S“‘ + u2‘1' 8*.
S3 — ©3 +  % S' +  «3 '/!?" +  u3 "S‘“ +  n3‘“ SI,r
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256)

257)

Gdy wstawimy wartości za Si w rów. 253), otrzymamy 
Mj " S ‘" + Ui “‘Snr) + Ui Q2 (©2 +U2S/+U.2/S" +  

+  w2 +  u2 “SIV) -\-...+q‘S‘=0, czyli’
.£«(3©+ (^m2̂  +  ę')<S" +  S'[ 2 u u ‘qĄ - S " ‘2 u u " q  +  S ivS uu‘“q= 0’ 

2 u ‘ę ® + S ‘2 u ‘u q +  S " ( 2 u 2q + q " ) + S ‘“ 2 u ' u “ S lv 2 u ‘u  “ ę = 0  
2 u 'lę& + S l2ii"UQ+S"2u'lulQ+S",(2u"2Q+Ql“)+

+  SirSu"u‘“ę = 0 
Su,“ 'q & - \-S ‘2 u ‘“u q -\- S " 2 u ,“ ‘u 'q Ą -S “ ‘2 u ,“ ‘u " q-\- S2V( 2 u “ ‘2ę  +

+  (0 ^ = 0  
W stawiwszy wartości otrzymamy

—44-55 +  (144-82 +  9-72)Sy+226-15S"—142-27S'"+58-395/r=-0,
-  530-62 +  226-155'+(435-17 +  10)<S" -  276 -27S'" + 1 1 7 -3 7 # =  0, 
+  330-31—142-27S'—276-275" + (276-27+  10)S'"-‘-117-37S/r= 0 , 
—128-27+58-395'+117*375"—117-37S"' + (117-37+10)S/r= 0 . 

A stąd po rozwiązaniu równań mamy 
fi" =  —5-694, 5 " =  +4-026, 5 " '=  -0-220, Sn '= -0 -2 9 6 .
Na podstawie tych wartości i wartości u możemy nareście 

obliczyć według 256) dokładne wartości sił wewnętrznych 5, 
które znajdują się w ostatnim rządku tabliczki.

Z porównania tych sił ze siłami wewnętrznymi, któreśmy 
otrzymali w poprzednim paragrafie widzimy, że przez dodanie 
słupów zmieniliśmy zupełnie siły wewnętrzne i to nietylko 
w krzyżulcach ale i w pasach. N. p. otrzymujemy w 12. za­
miast +  8 -75 +10-03. A zatem obliczenie kraty  złożonej o krzy­
żulcach tęgich przez nieuwzględnienie słupów i rozłożenia na 
dwa układy daje wyniki zupełnie niezgodne z rzeczywistością,
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chociaż przeważnie większe , dodanie słupów wzmaga jednak ' 
w niektórych prętach siły wewnętrzne. A że obliczenie dp- 
kładne jest nadzwyczaj żmudne . więc lepiej nie używać ta- 

j kiej kraty.

§. 77. Belka wieloboczna.

Sposób obliczenia belki wielobocznej statycznie niewyzna- 
czalnej jest taki sam, jak  belki równoległe j; nie potrzebujemy 
się więc powtarzać. W yniki jednak obliczenia są tu  inne, niż 
w poprzednich paragrafach. W inkler oblicza jako przykład 
belkę paraboliczną zbieżną o kracie równoramiennej dwukro­
tnej i dwóch słupach*) i otrzymuje wprawdzie dla pasów wy­
niki dokładne, mało co się różniące od przybliżonych, dla krzy- 
źulców zaś zupełnie odmienne.

Jeżeli krata jest więcej, niż dwukrotną, to liczba prętów 
nadliczbowych je st większa, niż 1. Dla belki równoległej roz­
kładanie na pojedyncze układy, jest dozwolone, gdyż błąd jest 
bardzo mały, dla belki wielobocznej daje sposób ten przybli­
żony tylko dla pasów dość dokładne wyniki, dla k ra ty  zaś nie.

To samo stosuje się także do belek o kracie prostokątnej
i podwójnych gibkich krzyżulcach. Belki takie równoległe mo­
żemy snadnie obliczać według sposobu przybliżonego.

§. 78. Belka Howe’a.

Belka Howe:a ma kratę złożoną ze sztucznem natężeniem. 
W  celu obliczenia je j dokładnego należy obliczyć ją  naprzód 
bez względu na sztuczne natężenie, a więc według §. 76., 
uwzględniając tę okoliczność, że drzewo ma inny spółczynnik 
sprężystości, niż żelazo, a potem uwzględnić wpływ sztucznego 
natężenia**).

W prawdzie obliczenie przybliżone kraty  złożonej daje 
wyniki bardzo niedokładne , jednak z powodu , że natężenia 
sztuczne nie dadzą się dokładnie wyznaczyć, więc dokładniej­
sze wyznaczenie sił wewnętrznych już z tej przyczyny nie jest 
możliwe. W  praktyce wystarcza więc wyznaczenie przybliżone.

*) p. W i n k l e r .  Theorie der gegliederten B alkenträger, str. 252.
**) p. Podr. t. most. tom  I. wyd. I I . str. 10S.
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§. 79; Belka ciągła.

Sposób ten wyznaczenia sił wewnętrznych da się zasto­
sować także do belki wieloprzęsłowej. Jeżeli w belce dwuprzę- 

ry s .8 9 . słowej (i'ys. 89.), opu­
ścimy pręt mn, to otrzy­
mamy dwie belki staty­
cznie wyznaczalne. P ręt 

mn jest więc tu  prętem nadliczbowym W  belce trzyprzęsłowej 
mamy dwa takie pręty nadliczbowe , w czteroprzęsłowej trzy. 
Jeżeli przytem krata je st podwójna lub potró jna, liczba prę­
tów nadliczbowych wzrasta. Dalsze obliczenie jest takie samo, 
jak  w poprzednich paragrafach.

§. 80. Wpływ zmiany ciepłoty.

Jeżeli ciepłota t0 belki statycznie niewyznaczalnej się 
zmieni o (z— z0) , to zamiast rów. 258) musimy użyć pierwot­
nych rów. 252) i wprowadzić w rachunek ilości U=a(x—t0)c4 
według rów. 250).

Jeżeli belka składa się z części drewnianych i żelaznych, 
musimy uwzględnić tę okoliczność, że a i e są inne dla części 
drewnianych a inne dla żelaznych.

X  Zastosowanie prawa pracy odkształcenia.

§.81.  Pochodne pracy odkształcenia belki kratowej.

Przypuśćmy, że na belkę działają ciężary Pt , P 2, P 3)... 
P 4, które są między sobą w równowadze. Niechaj siła wewnę­
trzną w pewnym pręcie nazywa się S  , przekrój jego A , dłu­
gość s. P ręty  przyjm ijm y na razie niesprężyste, ale przypuść­
my, że z jakichkolwiek powodów stają się dłuższe o As, wtedy 
punkty zaczepienia ciężarów w kierunku ciężarów przesuną 
się o v1} v2, v3,. ■ .vn.

Na podstawie prawa pracy przygotowanej (§. 62.) mo- 
żemy n apisać

Piv1 +  P 2̂ 2 +  • • ; PnVn—2 S A s .....................  258)
Jeżeli chcemy między siłami zewnętrznemi rozróżnić od­

działywanie, to napiszemy to równanie
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2Po + 20Ac~ 2 S A s .............................. 259)
Przesunięcia podpór Ac zwykle nie dają się przew idzieć. 

Jeżeli grunt jest dobry, przyjm ujem y zwykle zlc=0.
Dotychczas As były zupełnie dowolne. Teraz przypuśćmy, 

że jedna z sił P  zmienia się o dP. W tedy lewa strona rów n.
258) zmieni się o dPv. A że As jest od P  niezależne , więc 
praw a strona zmieni się o JBdSAs zatem dPv—2dSAs, więc,“*“̂ ^?*-*

-  ¿.̂3u;,<>•<■. ■ dP ..................................  ’
Jeżeli teraz zamiast dowolnych 4s wprowadzimy przedłu­

żenie sprężyste wskutek sił S, to wedle 227) As—-^~, więc

d S

z. A
S 2s

, S s d S  2sA ■
i f p Z Ł ’ MD

bo wykonawszy częściowe różniczkowanie prawej strony, otrzy­
mamy lewą.

W yraz ̂ 9̂  jestto  praca odkształcenia całej belki kra-

towej od stanu bez natężenia do natężenia S. Praca ta  bowiem

równa się dla każdego pręta }rSAs=l-S~==-^-^j, dla całej więc...... '  ---- — ,. ...... £-o-  ¿¡eJL ~

belki s Ę ^ —L  ■/»«**- 262)

Wstawiwszy tę wartość w  261) otrzymamy

T- a f - .............................. 2S3)
Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie. Jeżeli belka była 

]’¡erwoi ¡iit- n ; : ■•/.■nia i ciepłota sie nie zmieniła, to p r z e- 
s u n i gc i  e p u n k t u  z a c z e p  i e n i a  s i ł y  P  w k i e r u n k u  
t e j  s i ł y ,  r ó w na_ s i ę c z ę ś c i o w e j  p o c h o d n e j  w e d l e  f  
p r a c  y od k s z t a ł c e n i a  b e l k i .

Uwaga. Jeśliby pręty  były mimośrodkowo połączone, to pow stałyby 
w prętach oprócz ciągnienia i-ciśnienia także momenty, które należałoby 
uwzględnić. _

Przykład. W jznaczyć należy ugięcie /  punktu  C belki trójkątnej 
(rys. 90.).

Jeżeli w punkcie G działa siła  P, to z tró jk ą ta  sił widzimy, że jeżeli 
nazwiem y a siłę w ew nętrzną w  AC, A{ przekrój, s długość 

b „ „ AU, A-, , l
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P  Ps P  Pl 
2ivstx 2/i’ . 2si« 4/i

P raca  odkształcenia będzie więc

£ =  i: 2eA:
Z rów. 268) otrzym am y

o “ ° i ^
'2sĄ 1 26^2'

_ dL_2as (to ii ó6
•r “  Jp_ ~  gj,- dp T  ¡X ap 264)

i 5
2

W staw iw szy to w  264) i  w artości za a i  A, otrzym am y 
Ps

l P s3 . P l3~' 2/  s , pz _z_ ____
s 4 j  ■ 2fc +  47( s.4 , 4A ._  2 ^ 7 i * +  1 6 iA 2h 2

f==± ( ° ±  +  J L ) .........................
J 2sh.3\ A , ~ 8 J t /  .

Jeśli przekroje obliczono zostały dla równych natężeń, to

2h-\ p  4/it
W staw iw szy to  w rów. 265) otrzym am y

26B)

266)

§. 82. Pochodna pracy odkształcenia dźwigaru o przekroju pełnym.

Mamy dany dźwigar A B  (rys. 91.) o przekroju pełnym. 
W  A  jest łożysko stałe, w B  przesu \/mve^t)ez tarcia. Na belkę 
działają siły Pv  P2, P 3 i oddziaływania Oj i 02. ¥  przekroju 
TTj niech działa moment M, siła podłużna N  i poprzeczna JJ.
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- Przypuśćmy najprzód , że -przedłużenie, osi wynosi ¿kZs, 
obrót przekroju Adcp, przesunięcie Ag i przypuśćmy, że te  war­

tości są dowolne i od

rys. 91. sił niezależne-
W skutek tego na­

stąpi przesunięcie fjpun- 
k tów zaczepienia sił P  
(pod P  rozumiemy także 
oddziaływania).

"Wedle praw a pracy 
przygotowanej m a m y  
wtedy
P  ̂  +  P/t), +  . .  .P ,Ą =  

= fN A (7s  - \-fM A d (p + fQ d q .
Jeżeli teraz jedna 

tylko siła przesunie się
o to otrzymamy tworząc pochodne cząstkowe wedle tego P  

^ ^ A d s + l f i i d ^ + ^ d n ................. 267)diWMiAMl.

Jeżeli teraz zamiast odkształceń dowolnych przyjmiemy 
odkształcenie wskutek sił P, to otrzymamy*)

Nds- 
sA

, 7 Mds Ad(p=-

Ads=

268)
eJ  

dq =  0
Wstawiwszy te wartości w rów. 267) otrzymamy 

CdN N  , CdM M J
” = J ^ a f i l k z £ Z ? ’

zamiast czego możemy napisać
M 2

2  eJ
ds\ 269)

dP
W yraz w klamrze jestto  praca odkształcenia dżwigaru,

V2więc praca dsdA,N  M v'bo natężenie v— jH —-j-, odkształcenie zaś 

a dla całego przekroju

vds

*) por. Podr. S tat. Budowli. 2. wyd. str. 410. ( \ oumj,. f i  8 i  ?3Q  3 

»* «owm 4-joa- V ^  obu«*,
X)Ł(' ,
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dL= c7s(
2e„

f Sa dsC-o/N M v \ \  .
r ® r s l i i +  j  ) dA’

, T , M N
dł - T e W ) d A + * - A j

t  iK2r jw M + - p  2<2.A.

Jeżeli naznaczone całkowanie w całym przekroju wyko­
namy, otrzymamy, zważywszy, że fvdA = 0 , f v 2d A = J, fd A = A ,

N 2ds M 2ds
dL= 2 eA  1 2 s J \

Zatem praca odkształcenia całego dźwigaru wynosi
CN2ds 
J 2 +

r i f 2iZs 
J  2 e /  !

a wstawiwszy tę wartość w 269), otrzymamy
<3L

T _ óP

270)

271)
zupełnie, jak  rów. 263).

Zatem t wierdzenie wy- 
powiedziane w poprzednim 
paragrafie, tyczące sig belki 
kratowej , je s t ważne talcże 
dla dźwigaru o przekroju 
pełnym .

Zauważyć musimy, że 
praca odkształcenia jest nie­
zależna od znaku iV i i)/, 
a tak  samo od znaku S  (rów.
261.), bo mamy tu  tylko kw adraty tych ilości.

I. Przykład. W yznaczyć strzałkę ugięcia /  belki jednym  końcem 
utwierdzonej (rys. 92.), obciążonej na drugim  końcu ciężarem P.

VV przybliżeniu możemy tu  przyjąć N —  0, ds — dx, więc wedle 270)
r>M ÓM, zatem wedle 2 i l ) / =  \ — <i-dx.J oSJ Om

C‘APdx 
J  0 2 z j

Z rysunku  widzimy, że w punkcie O
n • dM - P x ,  więc - j p — x ! zatemM=

, c m  , ęlPx* pp ¿¿¿u
± =  J 07 jxdx =  J „17  dx = J I j ................... - • 2<2>

2. Przykład. Belka AC  (rys. 93.) podparta je s t w C i zawieszona 
W 5  zapomocą p ręta  ¿22?. W A działa siła  P, należy wyznaczyć ugięcie 
w  punkcie A.

9Podr. Teor. mostów. II.
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Powierzchnia momentów w AC  przedstaw ia się jako tró jką t. Moment
JPl. x $

w  Ii wynosi M —  — Plu  w punkcie JS:M==Px w  punkcie E 1 M = -------— .
h

Ciągnienie w BD
-0 t> 1̂ +  h ■j O  - j j  p  a — P  ^  siecz a,

/  Ł 1’y S -  9 3  / " p  ciśnienie w  BC
^  J,___ Pl'l ~l~ 3̂ -

Jeżeli przekrój belki 
A C  s ta ły  A ,  p ręta  BD  
Alt to  otrzym am y wedle

263) i  271) /  =

^ Pochodne pracy dla 
A B  (^trzymamy 

d ii ,

=  -  i A{x d x  =

i) Pochodna_ pracy dla BD  będzie

V S1 A  dP h

i) Pochodna pracy dla BC  będzie

rm x ón far: m _  , \ Pt x‘ h . J [_ « « 3 A 2* a 
¿¿¡T j l t i ?  m \  + -V ^ "  ¥  8 s j y = ~ikj ■

Zatem  pochodne pracy całego dźw igaru

................

i
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§. 83. Prawo najmniejszości pracy odkształcenia.

Jeżeli dźwigar posiada punkty podparcia stałe w kierunku 
•oddziaływań, to dla nich v=0. Nazwijmy te oddziaływania sta- 
tycznie niewyznaczalne X , to wedle 263)

d L = 0 ..........................................  274)ir=
dX

Więc siły X  muszą być takie ,_ aby praca odkształcenia 
zależna od X  była najmniejszą lub największą. Ponieważ tu

druga pochodna jest 
dodatnią, więc praca 
L  musi być n a j ­
m n i e j  s z o ś c i ą.

Pod powyższymi 
w arunkam i bi’zmi to 

” »?prawo, które nazy- 
wamy też praw em ™ ^- 

J  O a ą t i g l i a n a *), jak  
następuje :

O d d z i a ł y w a n i a p o d p ó r  s t a t y c z n i e  n i e w y z n a - 
■ c z a l n e . m a j ą, w e d l e  p r a w i d e ł  s p r ę ż y s t o ś c i  t a k i e  
w a r t o ś c i ,  j a k i  e o d p o w i a d a j ą n a j m n i e j s z o ś c i  p r a ­
c y  o d k s z t a ł c e n i a .

I. P rz y k ła d . Znaleść oddziaływanie' 0 i belki jednym  końcem u tw ie r­
dzonej , drugim  podpartej , obciążonej zupełnie ciężarem jednostkow ym  g 
(rys. 94.).

Tu N =  0, więc wedle 274) i  270)

a gdy przekrój ataly t Mj o i dxz ° :

s ta d

Agę 2 djb[
Dalej m am y M = O tx — , więc =  x, zatem 

£  M*dx=o = £((> ,* -

o .- i - g i  n  ■

m  
: 8 ’

i i h L
a  mom ent w O M =  $- glx — g x 1

Dla x t—  -£? jest 

d la  x  =  l
nąjwMz m ^ l )

M ji= ~ ig P )

275)

276)

*) p. C a s t i g l i a n o  Théorie de l’équilibre des systèmes élastiques et 
ses applications.- P aryż 1879.

**) por. Podr. S tatyk i Budowli II. wyd. str. 255. rów. 415.
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2. Przykład, W yznaczyć oddziaływ ania i m om enty belki obu końcam i 
poziomo utw ierdzonej, obciążonej ciężarem, w zrastającym  od Odo p (i\. 95.).

Tu w punkcie C M = 0 ^ x — p  jeżeli Mt oznacza mo­

m ent podporowy lewy.
Tu znowu JV =  0, więc na mocy 274) i 270)

dL  CM ,)M ,  ,  , , , ,
' a g y s a e>

\ M <-~ d x = =  0 i ‘ \ =  0 . . . . . .  277)J DO, J dii/! <

rys. 95

r- , . d M  OM  1 .Dalej m am y =  1, więcóM1

0  =  j !Mxdx =  j  ’ (O j*2— 1̂ Ą - M ix^dx  

Dalej m am y M  . \d x  —  0, zatem

Ot P  p l* t 
3 30 2

Z rów nań 278) i 279) otrzym am y
°! ~';łs. !>! ]

_  pl* . . . .  
~  30  J

y /jj 3
A więc w  punkcie C M  — ^¡¡plx — - -- — pl*

278)

280),

*  -  f  ( n -  S  ‘  # * = ł ® .  ^  i f  •
n:,j'V ('I- M) =  ,± 0-02111 pl2 1 9

zaś dla ;r j=  l 31, =  — ^  p l2 / • • • • • • • - /

§. 84. Zastosowanie tego prawa do belek statycznie 
niewyznaczalnych.

Długości prętów belki kratow ej s niech się zmienia o ńxr 
przytem niech będzie Ac przesuniecie podpory w kierunku od­
działywania a ¿przesunięcie jakiejkolwiek siły P  w kierunku P.
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Prawo pracy przygotowanej brzmi wtedy wedle 226)
2Pd + 2SA c= 2 S A s .............................. 282)

Jeżeli nazwiemy S', S", S‘" siły w prętach nadliczbowych, 
to  wedle 244) możemy napisać
2P d + 2 ( 6 :+c'S'+c"S"->r . .  . ) 4 c = ^ ( @ + m 'S ,/ +  m"/S"+ . .  .JAs 283) 

Jeżeli teraz przyjmiemy S‘ = l, S" =  S“‘ =  . ■ .0, to 
2c‘A c= 2 S'As, a podobnie 

2c"A c= 2S"As 
2c ',,M = 2 S '“As

Jc równań . . 284)

Jeżeli teraz zamiast dowolnych przesunięć i Ac przyj - 
miemy 1’zeczywiste sprężyste przedłużenia prętów Ac i As, to 
otrzymamy równanie M a x w e 11 a

2 c'A~g= 2 S 'A s 
2c,lAc=2S"As 

2 ć “A c= 2S“‘As k równań . . . .  285)

Ponieważ ^ = c ‘̂ = c " . . l |p = w " ,  zatem mo­

żemy to równanie napisać
„  dc , -.dS .
2M icz 2m is

„  dc , dS .
dS* dS7'

Je równań . . . 286)

Równania 286) możemy otrzymać wprost z rów. 282) przez 
■częściowe różniczkowanie według wszystkich niewiadomych 
-z wyjątkiem  dowolnych przesunięć <5.

W  razie, jeżeli przyjmiemy stałe lub przesuwowe pod­
pory, Ac=0, a zatem otrzymamy z 286)

„c>S . dS Ss

v dS . dS Ss - 287)

S‘sPonieważ praca odkształcenia A = 2 ^ j j  , więc zrównanie 
to  możemy inaczej wyrazić.



iłJLfe- w i e l k i e ,  a b y  p r a c a  o d k s z t a ł c e n i a  b y ł a n a j ­
m n i e j  s z o ś c i ą .

Widzimy więc, że prawo najmniej szóści pracy odkształ­
cenia, które przedtem udowodniliśmy dla oddziaływań, ważne, 
jest także dla sił wewnętrznych prętów nadliczbowych, a da­
łoby się udowodnić ogólnie, że jeżeli siły wewnętrzne S  belki 
kratowej statycznie niewyznaczalnej wyrazimy jako funkcye 
niezależnie zmiennych x', x " . . to a; muszą mieć takie war­
tości, aby praca odkształcenia A była najmniejszością.

rys. 96

1. Przykład (według Ostenfelda). W spornik EBCD  (rys. 96.) m a s tał»  
łożysko w  C i D. W B  obciążony jest 30 tonami. W yznaczyć siły  w ew nę­
trzne. Belka je st statycznie niewyznaczalną pierwszego stopnia, uw ażam y 
p ręt B E  jako nadliczbowy. Opuściwszy ten pręt, otrzym am y 

siłę w ew nętrzną w  BD  30. -§• =  Ą- 50 t
i, » ?? BC  30. =  4 0 1.

Siły m otrzym am y, zaczepiając w E  i B  siły rów ne jedności. W tedy 
otrzym am y siły u‘ w  ED  1-| =  1-33

w EO  1 -| =  — 1-67 
w  BD  1 'f  =  4- 1*67 
w BC  1 - | =  — 1-33.

Z rów. 287) otrzym am y tu , zważywszy, że S =  <30 •+• MjS', 
dS ^ «, Ss n  v XiSS0 v Uj 2sS ‘
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U staw m y następną tabliczkę

Pręt ©0 »i s A M,S®0 « i2« . S
A . A

ED 0 r s s 400 40 0 17-7 —19-1
EC 0 -1 -6 7 500 48 0 28-9 +23-9
BD + 5 0 +1-67 £00 36 1157 38-6 +26-1
BO - 4 0 -1 -3 3 400 40 533 17-7 —20'9
E B 0 1 300, 20 0 15-0 —14-3

1690 117-9

S '= - 1690
14-33.117-9

Teraz możemy obliczyć rzeczyw iste natężenie S  w edług wzoru S —  
=  ®0 +  jiiS'. W ypisaliśm y je  w ostatniej rubryce.

Z powyższego widzimy, że sposób ten  prowadzi do tych sam ych 
wzorów i wyników, jak ie  otrzym aliśm y w  §. 75.

2. Przykład podajem y tu  wedle M allera Breslaua.*
Belka wzmocniona leży n a  podporach A  i C (rys. 97.).
Niewiadoma niechaj będzie tu  X  składow a pozioma siły  w ew nętrznej 

w  ścięgnach AD  i DC.
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W tedy Ą =  X siecz a,
Ą  =  — 2 X  s t  a 

Zróbmy przekrój pionowy w G. to dla belki
poziomej. N =  — Ą  dost a =  — X, 

m om ent il/ == iŁTu — Ą y dost a =  JŁi0 — X y , 
jeżeli M0 oznacza mom ent belki zwj^kłej A C  dla tego samego obciążenia 
a  A0L 0Cq zw ykłą powierzchnię momentów.

JCft.mainy belkę o przekroją  pełnym  połączoną z kratow ą, więc

l '™ U K U U ’> ................. =»)
Niech będzie d la : spółczynnik sprężystości ( m om ent bezwładności p rzekró j, 

belki AC  e J  ' A
ścięgien AJD i DC  st A t

słupa BD  e2 A z
dS\ . dS2to =  siecz «, =  — 2 s t  a,

^  Ss dS S lsi . 5 ,s2 2JO siecz3« 2X1więc Z —  =  2 ‘- i  siecz a ----- ^  2 St a = ------- ----------------— 2 s t 3«ua Ej £2 -̂-2
V &  dS ^ [ 2 1  siecz3« , U  s t3«-] nnl ,
. eA dX  L h A t +  e^Ai J ........................................ ;

_  , . dM dN ,AJ Dalej mamy ^ =  — y, (- ^ =  — 1, więc

p ifd a r  r2ijv-óAr , r 2iikf i p . r , ,
J .  S ą g ^ + J .  u t x d*— ), S ”ix- J .  a * ---- . A  ^ A,;+  «•*

+  i T ' , v , + ą f !W  , J “Z Jo o i S-A*J 0 __ -Vi: 1̂ *

Eja x  e,jJ 0 1 3eJ 1 ¡u '
W staw iw szy 291) i 292) w  290), otrzym am y

i  f » , ,  ,  , 2XhH  , 2X1 , ^  r 2Z siecz3 a , 4Zst3«"l n
-  £j j 0 + w  +  i i + x  L - v r - + = 0

s tą d  X ^h H  +  ~^" +  3 \ siecz3« -j-41st3a =  3 J  M0ydx

r2i
3 \ M0ydx

-er *  owięc X =

cch /
W staw iw szy y : x  —  h : l ,  y  =  -j-. otrzym am y wreszcieU

0  *  si0“ ’* ' r i + 2 , t l ’ f d ) )
3 \ M0ydx

lub x =  ....................... 29j^

jeżeli [i — i  +• j p ( 14“ . - ^  siecz3a +  2 s t1«^ . . . 294)
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Spółczynnik p. zależny jest tylko od w ym iarów  belki i dla tej samej 
belki stały .

Jeżeli powierzchnię zw ykłą momentów podzielimy pionową B 0L0 na 
dwie części, a odstęp środków ciężkości obu części od podpór A0 i  C0 na-

<X4*+j i ęi h ri h
zwiemy e' i c‘\  to y: J M0ijdjc=  y j  M0xdx  = — A 'e \ J \  u , « « *bo„

ęzh ], <x̂e" ®*
. 'd ia carłej belki J  J \ ^ y d x ^ - j { A ‘c‘ +  A"cu).

r y s .96 t

lO-

jf„.O r ~ - f

4! i B

F  !«--- Oj--->f
i1*

[ > ----------— >r ^ f \

W staw iw szy tę w artość w  298) otrzym am y
3 (A'e' +  A"e")

"    ---------- » "  i  t  • ----------  • f •2u.hl2
**) Dla dw u sił równych i  w  rów nych odstępach (rys. 98.) je s t

Pa
(3P -  a 2)

I CC ct
■ P a l.-^— P a ^ -

rys. 99

•2 8 6

więc X

294)

Pa (6*2 — a1)
2iihP

Poniew aż każda ze sił P  
przyczynia się tak  samo do 
X , więc d la  j e d n e j  s i ł y  P

. . 29514u/iP
i1) D la ciężaru jednostajnie 

rozdzielonego otrzym am y X, 
jeżeli gda , działająca w od­
stępie a (rys. 99.) będziemy 
uważać za siłę skupioną, w y­
razim y X  wedle 295) i scał-

V ęl9a (8Z2— o2)kujem y, otrzym am y w tedy  X  =  J j  -----

■ • ■ 2 9 6 >
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i) Jeżeli więc belka obciążona je s t ciężarem w łasnym  g i układem  cię- 
, , , . , j-.1, v  * 5glł + 2 2 P a (3 1 * — a*)'zarow  skupionych P. to X  == ~ — ~— g— — - . . . . . . .  297)

O J - Ł l l l“

Znając X  możemy teraz obliczyć siły  w ew nętrzne we w szystkich 
prętach. * ^

U /a - r + y  t  A i e \ y  « <  ̂  ( +YJ - '& ? )  . ¿ y / / 2 c  • * - t s «  ¿ ¿ t n / 2  ✓ / / '

M  JCatężeniadrugorzędne.

§. 85. Określenie natężeń drugorzędnych.

Przy obliczeniu belek kratowych przypuszczaliśmy do­
tychczas zaw sze, że pręty połączone są między sobą przegib- 
nie, bez tarcia, a co za tern idzie, że siły zewnętrzne działają 
w osi prętów. Tymczasem przy mostach europejskich łączymy 
pojedyncze pręty zawsze nitam i, wskutek czego kąty, jakie 
tworzą pręty  belki kratowej przy ugięciu jej, nie mogą się 
zm ieniać, a więc w węzłach powstają momenty, zginające 
pręty, których osie nie są już teraz proste , lecz w yginają się 
w jednym  k ierunku lub esow ato. A naw et, jeżeli połączenie 
prętów jest przegibnem (w mostach amerykańskich), to wystę­
puje zawsze ta rc ie , w skutek czego siły wewnętrzne przyj­
mują położenie mniej lub więcej mimośrodkowe.

N atężen ia , wywołane siłami wewnętrznemi _w przypu­
szczeniu połączenia przegibnego beztarciowego nazywamy n a ­
t ę ż e n i a m i  p i e r w s z o r z  ę d n e m j (n . Grundspamiuuy, pri- 
marc Spanmm//), natężenia, k tóre powstaią wskutek stałych po­
łączeń węzłowych (a. rigidity of joints) ,  nazywamy natęże­
niami d r  u g o rz  eji n e m i (n. Secundàrspannung, fr. effort secon­
daire, a. secondary stress, cz. seJcunderne napjeti). )

Oprócz tych natężeń powstają jeszcze dodatkowe natę­
żenia wskutek mimośrodkowego połączenia prętów, wskutek 
nagłej zmiany pi'zekroju, ugięcia poprzecznio i t. d. Niektórzy 
nazywają te natężenia także drugorzędnem i, my jednak dla 
odróżnienia od natężeń, powstałych z powodu stałych połączeń 
węzłowych będziemy je  nazywać d o d a t k o w e m i  (n. Zusatz- 
spannung). "W tym  rozdziale mówić będziemy tylko o natęże­
niach drugorzędnych i wyłożymy rzecz tę według R it te r a * ) .

*) R i t t e r  W . Anwendungen der graphischen S tatik . 1890. ï  ni*
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§. 86. Zasada obliczenia natężeń drugorzędnych.

"Według M a n d e r l i  *), który rozwiązał pierwszy trudne 
zadanie wyznaczenia natężeń drugorzędnych, postępujemy 
w następny sposób:

Obliczamy najprzód siły wewnętrzne pierwszorzędne 
w przypuszczeniu p ołączeń beztarciowych przegibnych, z t ych 
natężenia pierwszorzędne i zmianę kątów przy ugięciu , któ- 
reby powstały przy połączeniach przegibnych beztarciowych. 
Momenty, które powstają wskutek stałych -połączeń węzło­
wych , uważamy jako niewiadome, które wyznaczamy w ten 
sposób , aby przez ugięcie prętów wskutek tych momentów, 
kąty  te  odzyskały pierw otną wielkość. Z momentów węzłowych 
wyznaczamy wreście w zwykły sposób natężenia drugorzędne.

Dla obliczenia natężeń drugorzędnych potrzeba według 
poprzedniego wyznaczenia natężeń pierwszorzędnych i znajo­
mości przekrojów. ,A zatem musimy zawsze najprzód wyzna­
czyć w zwykły sposób siły wewnętrzne i obliczyć przekroje, 
a potem dopiero możemy obliczać natężenie drugorzędne.

§. 87. Zmiana kątów w trójkącie.

Zmianę kątów tró jkąta wskutek zmiany długości jego bo-, 
ków wyznaczyliśmy już w tomie I**). Nazwijmy zmianę kąta; 
przy A  (rys. 100.) óa, przy B  przy C dy, vi} v2 i vz natę­
żenia prętów St, s2 i s3, to według rów. 292) (t. I., str. 214)

C c
rys. 101

'B ‘B
E d a — { v ^ — v Ą )  d o t  B  - | - ( y , — y , ) d o t  C >

£  ' d b = { v 3  —  y ^ d o t i - h . C r j — v 2 ) d o t  G  1  . 

' ? A =  t o  — £ 2 l d o t  — ■v 3 )  d o t  A  I

298>;

*) p. Allgemeine B auzeitung 18S0.
**) p. Podręcznik Teoryi Mostów tom I., wyd. II. str. 213.



Równanie 298) da się wykreślnie też przedstawić, Spuść­
my z A, B  i C (rys. 101.) prostopadle na przeciwległe boki
i odetnijmy na nich natężenia v przeciwległych boków, po- 
■czem wykreślmy do nich równoległe, a otrzymamy

v2 dot B —a‘, v2d o tC —a", vi dotB=-c", vz dotC-=b‘, więc
e da=a—b‘—c'‘ |
sdh—b—c‘~ a "  | .............................. 299)
eó,,—c—a‘—b" I

§. 88. Kąt..odchylenia osi..od prętów.

Teraz będziemy się starali wyznaczyć styczne k ą t ó w  
o d c h y l e n i a  o s i  p r ę t ó w  (n. Stabdrelnoinlccl) w węzłach.

Powiedzieliśmy wyżej, że 
siła wewnętrzna S  nie działa 
w osi pręta i wywołuje mo- , 
menty węzłowe M  i M ‘ (rys. 
102.), wskutek czego pręt się 
w ygina. Nazwijmy styczne 
kątów nachylenia linii ugię­
cia w A  i B  % i V, to otrzy­
mamy je, wykreśliwszy drugi 
wielobok sznurowy, jak  dla 
belki ciągłej. Powierzchnię 

momentów dzielimy na dwa trójkąty, których powierzchnie 
-Ma i —§•M ‘s zaczepiają w pionowych trzecich części. A 2U

i VB2 są to styczne podporowe.
Z rysunku widzimy, że B 2‘B2", pomnożone przez odle­

głość biegunową eJ, jest moment statyczny siły ^Ms. a więc
73 '7? „ WMs Ą s , _ v W

1 ~  7J~~~Q eJ  ’ ~ 2
. _.'-v (2M—M ‘)si , , B 2B 2" (3M—3I')S)™«o ------- f a J - ,  s tąd
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a podobnie
300)

§. 89. Równania momentów węzłowych.

Przypuśćmy, że rys. 103. przedstawia nam ugiętą belkę, 
przyczem wykreśliliśmy pełno cięciwy prętów, a wykreskowa- 
^ . f - y J L .**■*-r  •>'*

U d  ¿ £ £ ( 2 r f T - )
£ .... h.............
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liśmy ugięte pręty, schodzące się w węźle 4. K ąt zaw arty mię­
dzy ugiętymi prętam i 24 i 34 byłby taki sam, jaki był przed

ugięciem z powodu
r y s .  10 3 

r,

większy od tego k ą ta , zatem ó2.

rów. 300) «5 s 2 ( 2 3 Ł - m ‘ )  s x ( 2 M , ~ M 3' )

połączenia stałego ni- \ 
ta m i, lecz z powodu : 
obciążenia i odkształ- j 
cenią (_§. 87.) zamie- i 
n ił się i je s t obecnie j 
kąt 34  2 o t 2—t 3  : 

r,, a ze względu na j

2vr 6 J..2 . . .
6<7, 301)

przyczem i il/3 oznaczają momenty węzłowe przy danym
węźle il/2' i M3 w przeciwległym końcu prętów.

Podobne i’ównania otrzymamy dla <5.rs i 
Ponieważ wszystkie momenty -węzłowe w węźle 4 muszą 

być w równowadze, więc
M-i “i- -f- 31 ̂ =  0 - ............... 302)

Otrzymamy więc dla węzła 4 cztery równania, które mo­
żemy także inaczej napisać, nazwawszy

sM  " • ■-
m ~ £ '  • • • • •

Otrzymamy mianowicie dla węzła 4

eóą  =  (2,w-, y - fh ') ~ §& . ~  /h ') 
e ö 3 .s = ( 2  f i 3 — f i s ‘ ) -  ( 2 / 1, —  u ^ )

*6 "  (ßth fH ') (2fl6...//(*')
e70 , ł7q . <7r. . (/(!

203)

fh  + ~ flló+  <,
¿5.____3 ----

/t6= 0

304)

Podobne równania dadzą się ustawić dla każdego węzła, 
a otrzymamy ich tyle, ile je st momentów węzłojwych ^możem y 
je  zatem obliczyć, rozwiązawszy równania wedle /i.

§. 90. Wykreślne wyznaczenie momentów węzłowych.

Rozwiązanie 2 n równań byłoby rzeczą bardzo żmudną, 
prędzej , chociaż próbowaniem , dojdziemy do celu drogą wy- 
kreślną, podaną przez ' R i t t e  r a. (CWU. W  tfhkUKW 4<. m ,) 

Przypuśćmy, że znamy /i' dla węzła 4. , a staram y się 
wyznaczyć
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W ykreślmy wielobok sił (rys. 104.), odcinając siły —, po-

-fcem wykreślmy kierunki tych sił w odstępach ed i przesuńmy 
te siły o fi'. Złóżmy teraz te siły, a otrzymamy wypadkową 4. 
■Odstępy przesuniętych sił od wypadkowej są równe 2/i.

Konstrukcya ta  czyni zadość wszystkim rów. 304). Od­
stępy sił nieprzesuniętych od wypadkowej są a różnica
tych  odstępów równa się e<5, przezco wypełniają się pierwsze 
trzy  równania. Ostatnie rów. 304) orzeka, że suma momentów

dotyczących sił ^  ze względu na wypadkową jest równą zeru,

co wedle konstrukcyi się sprawdza.
Zachodzi tylko ta  okoliczność, że nie znamy wielkości fi1. 

Nie pozostaje nam nic innego, jak  w pierwsźem przybliżeniu 
przyjąć ¿¿'=0. Otrzymamy przybliżone wartości } i , które dla 
sąsiednich węzłów dadzą nam fi', możemy więc tam już dokła­
dniej wyznaczyć / i ,  które znów są dla sąsiednich węzłów /,i‘. 
Na podstawie tych u‘ obliczamy po raz drugi, a jeśli potrzeba
i trzeci, /£ tak  długo, aż nie okażą się już więcej znaczniejsze 
różnice.

Przy tej konstrukcyi trz e b a , rozumie s ię , uwzględniać 
znak eó i /i‘. Kreślimy więc w każdem węźle pręty .w porząd­
ku , jak  wskazówka posuwa się na zegai-ze, i odcinamy do­
datnie ó na prawo ; na prawo od wypadkowej leżące fi uwa­
żam y jako dodatnie, na lewo jako ujemne.
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Na rys. 105. widzimy dwa wieloboki sznurowe dla węzła
3 i 4 (rys. 103.). Nazwijmy odstęp nieprzesuniętej siły od wy­
padkowej 7?, to 2«4=/ i 4' i  2 /^ = fls‘Ą-7]3.

Gdybyśmy znali położenie wypadkowych, tobyśmy mogli 
wprost obliczyć /t', tymczasem ponieważ zwykle wypadkowe 
niewiele się przesuw ają, więc na podstawie tych równań mo­
żemy w przybliżeniu wyznaczyć fi'. Podwajamy cyrklem 
dodajemy do tego % i dzielimy przez 3, o tę długość fi3' prze­
suwamy siłę 3 na lewo.

"Wyznaczywszy w ten sposób / t , możemy łatwo obliczyć
n ^ ę z e m ^ /^ . Mamy bowiem v 'I —Me, a że według 303)

„  6 Ifi . Qei)f=  , więc v .........................  306)

Przykład. Jako przykład wyznaczym y natężenia drugorzędne mostu 
nad Pegnicą kolei Norym bergia — N euhaus o rozpiętości 36 m (tabl. IV.), 
dla którego S t e i n  e r  wyznaczył te  natężenia innym  sposobem (liczebnym*).

*) p. H andbucli der Ingenieurw issenschaften t. II . str. 862.
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Pom ost leży u  góry, ciężar w łasny  wynosi dla pasu dolnego 0-29 i/m , dla 
górnego 0-71 tjm , ciężar ruchom y 2-94 t/m jednej belki. 13elka je s t całkow i­
cie obciążona. Siły w ew nętrzne pierwszorzędne S, przekroje prętów  A, mo­
m enty bezwładności I , odstęp w łókna skrajnego od osi obojętnej e i d łu­
gości prętów  s podane są w  poniższej tablicy.

P rę t
s A I e S I

s P-s Pi vi - ' i ' V

cm cm2 cm4 cm t cm3 kg/cm2 leg jem2kg/cm2 kg ¡cm2 kg/cm2

1 3 400 86 2040 13-6 353 5-1 -1270 —1400 254 286 —410
3 5 400 166 7110 18-0 93-0 17-75 — 360 -  690 104 186 - 5 6 0
5 7 400 226 13000 20-0 134-8 32-5 -  20 -  400 6 120 - 5 9 6
7 9 400 253 13000 20 0 169 7 32 5 4 -  220 — 460 66 138 —621
9 11 400 253 15100 20 0 1680 37-75 +  400 -  400 120 120 -6 6 4
0 2 200 48 2140 13-8 15-0 10-7 -1200 —1470 497 609 +312
2 4 400 95 4270 13-8 66 4 10-67 -  360 - 860 75 178 +699
4 6 400 182 5960 16-0 116-7 14-90 -  300 -  650 72 166 +642
6 8 400 224 12260 200 149-3 30-65 -  . 50 -  690 15 207 +667
8 10 400 239 13000 20-0 165-9 32-5 +  600 -f- 500 180 150 +694
0 1 380 143 4410 12-6 70-9 11-61 +1120 +  540 223 107 - 4 9 6
2 3 429 136 6920 18-0 70-6 16-13 +  740 +  390 186 98 -6 2 7
4 5 429 117 5690 17-8 52-8 13-26 +  730 +  600 182 149 —451
6 7 429 89 3200 14-8 35-0 7-45 +  760 +  710 157 147 - 3 9 3
8 9 429 55 1640 12-6 17-2 3-82 +  3 4 0 +  140 57 25 - 3 1 3
1 2 429 96 12800 20-0 71-9 29-84 +  60 -i- 360 17 107 +749
3 4 429 77 6550 16:0 54-1 15 27 +  310 +  490 69 110 + 703
5 6 429 56 3660 14-0 36-3 8-53 +  800 +  670 159 . 112 + 648
7 8 429 40 740 9-6 18-5 1-73 +  io0 -4- 280 107 38 + 462
9 10 429 48 1130 11-1 0-66 2-63 +  400I+ 30 62 5 +  14

Najprzód w yznaczyliśm y natężenia pierwszorzędne i dotyczne kątów
i oznaczyli je  n a  rys. 1. Na podstaw ie rów. 298) obliczyliśmy potem zmianę 
kątów  e o i z uwzględnieniem znaku oznaczyliśmy w artości te w  rys. 2., 
poczem przj'Stępnjem y do wyznaczenia ¡a i  ja' w edług §. 90. (rys. 3. do 13). 
W  każdym  z tych  rysunków  w ykreśliliśm y dla danego węzła wielobok sił

n. p. w rys. 4. dla węzła i  siły  dla prętów  13, 1-2, 10 zawsze w porządku

tym , w jak im  natrafiam y pręty, posuwając się, jak wskazówka n a  zegarze.

Dalej kreślim y kierunki tych sił w odstępach e? w podziałce

licząc dodatnie so na prawo, ujemne na lewo; k ierunki te w yciągnąć n a ­
leży od razu tuszem. Siły te sk ładam y teraz zapomocą wieloboku sznuro­
wego i otrzym ujem y tym czasowe położenie wypadkowej. Teraz przesuw am y 
kierunki o u.', które nam  jednak jeszcze nie je s t znane, przyjm ujem y więc 
fi w przybliżeniu , korzystając z rów. 805), ¡j. i u.', leżące na prawo od w y­
padkowej , uw ażam y jako d o d a tn ie , n a  lewo jako ujemne i przesuwam y 
odpowiednio kierunki sił w  pierwszym w ypadku na le w o , w drugim  na 
prawo. D la przesuniętych sił kreślim y znów wielobok sznurow y i otrzym u­
jem y poprawiony kierunek wypadkowej. Teraz sprawdzam y, czy dla je ­
dnego pręta a otrzym ane z jednego rysunku  rów na się ¡j.' w  drugim , n. p. 
czy odstęp wypadkowej 1 w rys. 4. (węzeł 1) od siły  3 ,  więc 2u3 rów na
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się  podwójnemu odstępowi wypadkowej 8 (rys. 6.) i poprawiam y rysunk i 
te  dopóty, a ż  tę  zgodność osiągniem y ; w tedy odczytujem y [j. z  rysunków

w edług podziałki e o ('tu Ŷ F gT cn^) ' ^ rP 'sa^®my w artości te  w tabliczkę

w rubrykach u. i u.'. Na podstawie rów. 305 obliczamy s tąd  w reście vŁ i v,', 
natężenia drugorzędne na obu końcach pręta.

§. 91. Wpływ mimośrodkowego utwierdzenia prętów.

Jeśli niektóre pręty są mimośrodkowo utwierdzone, to po­
w stają wskutek tego dodatkowe natężenia, a oprócz tego zm ie ­
niaj ą się natężenia drugorzędne.

Nazwijmy odstęp osi p ręta od węzła c, dodatnie lub u je- 
mne wedle tego , czy wskutek tego koniec pręta zgina się na 
prawo lub lew o , to odnośne momenty są M = Sc  i M ‘= S c\

qArn (2 M —M')s (2c—c')Ssa według 300) %e= ^  ■■ — QEf  ...........................  307)

K aty zmieniają się więc nietylko wskutek odkształcenia 
prętów, ale i mimośrodkowego utwierdzenia. Konstrukeya, 
wskazana w poprzednim paragrafie, małoco się zm ienia, mia­
nowicie każde poprzednie c5 powiększa się o t c, każde następne 
pomniejsza się o tę  ilość, a więc w rys. 10H i 105., p o s u -  
w a m y k i e r  u n  k i siłW> rc n a p r  a w o. Zresztą konstrukeya 
się nie zmienia. W  ten"sposób otrzymujemy natężenia drugo­
rzędne , oprócz tego obliczamy wprost na tężen ia , powstałe 
wskutek mimośrodkowego utwierdzenia; mają one zwykle znak 
przeciwny tak, że natężenia tę po części się znoszą.

§. 92. Wpływ przekroju prętów.

Aby zbadać wpływ przekroju prętów na natężenia dru­
gorzędne . pomyślmy, że momenty bezwładności I  wszystkich 
prętów stały się n  razy w iększe, a przekrój ich A i odstęp 
skrajnej warstwy od osi pozostał niezmienny, to przez to fi 
się nie zmniejsza, natężenia drugorzędne pozostaną te same. 
Przypuśćmy te ra z , że także wszystkie A  stały  się n  r.azy 
większe, e pozostały te  same, wtedy natężenia stały się n  razy 
m niejsze, a więc i <5 i fi n  razy mniejsze, zatem natężenia 
zmniejszyły się n  razy. Jeżeli zaś A  nie zmienimy, lecz e sta­
nie n  razy większem, to natężenia n  razy wzrosną.

Z powyższego widzimy, że natężenia drugorzędne są 
w prostym stosunku proporcyonalne do szerokości prętów i na-

Podr. Teor. m ostów. II. 10



tężeń pierwszorzędnych, a w odwrotnym _djD przekroj u prętów. 
A zatem chcąc uniknąć wielkich n atężeń drugorzędnych, ną- 
leży robić pręty tak wąskie, jak  to pozwala dokładne połą- 

\ czenie nitami i wzgląd na wyboczenie prętów ciśnionych.
Ponieważ w mostach dla małych rozpiętości, szerokości 

prętów są, w stosunku do ich długości największe, więc też przy 
takich mostach powstają największe natężenia drugorzędine.

§. 93. Wpływ obciążenia.

Jeżeli na belkę działa ciężar  ruchomy, to powstaje pyta­
nie, dla jakiego obciążenia powstają największe natężenia dru­
gorzędne. Najprędzej wyznaczyć je  możemy zapomocą linij 
wpływowych. "Wprawdzie tu  metoda linij wpływowych nie da 
się ściśle zastosować, bo tu  zmiany ramion momentów wskutek 
odkształceń sprężystych nie są w stosunku do wymiaru prętów 
nadzwyczaj małe, ale i cała powyższa teorya je st tylko przy­
bliżoną , możemy więc równem prawem używać linij wpływo­
wych. W  tym celu należałoby badać wpływ ciężaru P —1, za­
czepionego w poj edynczych w ęzłach; badanie takie byłoby j e- 
dnak za żmudne. W i n k l e r  doszedł przytem  do w yniku, że

I w ogóle można przyjąć, że natężenia drugorzędne są najwięk- 
sze dla tego samego obciążenia, co pierwszorzędne.

§. 94. Wpływ ustroju belki.

W i n k l e r  badał natężenia drugorzędne dla rozmaitych 
belek kratow ych; my tu  podamy tylko w yniki, do jakich on 
doszedł.

W  belce kratowej równoległej o kracie prostokątnej po­
w stają natężenia drugorzędne, wynoszące w pasach 10 do 24%,. 
w kracie równoramiennej 5—14% pierwszorzędnych. Natężenia 
drugorzędne w kracie są również w pierwszym przypadku 
większe, niż w drugim.

Jeśli belki kratowe o kracie wielokrotnej obciążymy tak, 
że tylko jeden układ je st obciążony, powstają bardzo znaczne 
natężenia drugorzędne w pasach. W i n k l e r  otrzymał w pe­
wnym wypadku natężenia drugorzędne, sięgające do 88% pier­
wszorzędnych, średnio 45%. Przy obciążeniu wszystkich węzłów 
otrzymał on tylko natężenia, wynoszące 12%.
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Jeżeli przytem krzyżulce są połączone, natężenia drugo­
rzędne 'wzrastają jeszcze bardziej. W i n k l e r  otrzymał w pa­
sach natężenia drugorzędne, wynoszące 27 do 113%, przeciętnie 
65%, w krzyżulcach przeciętnie 51 °/0.

Na średniej podporze belek ciągłych powstają znaczne na­
tężenia drugorzędne w pasie zwłaszcza dolnym , natężenia te 
mogą, być dwa razy większe, niż w innych częściach belki.

§■ .95. Połączenia przegibne.

Jeżeli pręty belki kratowej połączone są przegibnie, to 
jednak  obrót pręta około sworznia nastąpi dopiero wtedy, gdy

moment Mr , wywołany 
r®"’] tarciem , mniejszy jest

r y s .  106 niż moment węzłowy 31,
-  * * — 1—-------------------------------------------------------- *•" obliczony poprzednim

\ / r \  ^  sposobem. Siła S  (rys.
106.) rozkłada się na 
N —S x  dostęp i T=Sv?sh(p 

—Nstcp,  przyczem rp jest kąt ta rc ia , więc stgo=/. Jeżeli wy­
kreślimy promieniem a koło, to dopóki kierunek siły S  prze­
cina koło, nie może ruch nastąpić, a zatem największy mimo-

śród możliwy jest a = -~ w s t q>..................................................  308)

Mimowśród ten największy możemy odraza obliczyć.
Wyznaczenie więc natężeń drugorzędnych pozostaje takie 

samo, jak  wprzódy, tylko baczyć musimy, że najiu Mr= Sa.
■Z powyższego wynika, że aby natężenia były jak  najJ 

mniejsze, powinne być j  a k n a j c ie  ń s z_e s w o r z n i e , o i le  
t y l  k o ' w y t r z y m a ł o ś ć  m a  t e r  y a ł u n a  to p  o z w a 1 a. Tam 
więc, gdzie natężenia drugorzędne są wielkie, dadzą się urzą­
dzeniem połączeń przegibnych zmniejszyć natężenia drugorzę­
dne, ale tylko do pewnej granicy, zależnej od wielkości śred­
nicy sworznia. Na każdj7 sposób widzimy, że nawet przy uży­
ciu połączeń przegibnych nie dadzą się natężenia drugorzędne 

' zupełnie usunąć.
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