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O DEKOMPOZYCJI HJŃKCJI PRZEŁĄCZAJĄCYCH

Streszczen ie . W artyku le  omówiono trz y  modele de
kompozycji fu n k c ji p rzełączających. Przedstaw io
no sposób podejścia do problemu m in im alizacji 
fu n k c ji przełączających podlegających dekompozy
c j i  według zdefiniowanych schematów,

1« Term inologia, oznaczenia

N iech funkcja f  będzie funkcją przełączającą opisaną na zbiorze 
zmiennych X o mocy n , X = |x^ . . . ,x n| .  "Podziałem " X. na zbio
rze X je s t rodzina n iepustych, rozłącznych podzbiorów tworzących
zb ió r X

X : AU B u  CU . . . .  “ X

oraz

X : AH  BO  C H . . . .  o 0 

N iech { a ,b |  będzie podziałem na zbiorze X .

O kreślen ie: 0 fu n k c ji f(x) mówimy, że podlega dekompozycji lub 
zb ió r X je s t funkcyjn ie rozdz ie lny, ze zbiorem ograniczonym (zw iąza
nym) A 1 zbiorem wolnym B, wtedy gdy is tn ie ją  funkcje P i  0 ta 
k ie , że:

f(x) - F [0 (A )tB ] . . .  (1 )
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J e ś l i  funkcja p rzełączająca je s t dekomponowalna wg schematu przed
stawionego wyrażeniem ( 1 ) to  mówimy, że funkcja podlega dekompozycji 
p ro s te j. Wyrażenie (1 ) można z ilustrow ać schematem przedstawionym na 
r y s . 1 .1 .

Is tn ie ją  również bardziej złożone modele dekonęozycji jak: 

dekompozycja w ielokrotna

f(x ) - f [0 (a ) ,  y  (B ) ,  . . . ,  c]

co można zilustrow ać schematem przedstawionym na ry s . 1 .2 .

(2 )

W

w
w

Kx)

Rys. 1.2

dekompozycja ite ra o y jn a

f(x) = 3?[z>[y(a), b] ,c] (3 )
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W
■ w

w -K*)
Rys. 1.3

gdzie:
<p ,y , . . .  to  funkcje ograniczenia podzbiorów.

Rozpatrzmy kolejno przedstawione modele dekompozycji.

2 . P ro sta  alternatywna dekompozycja

Dyskusję metody rozpocznijmy od prostego przykładu. N iech będzie da
na funkcja

fOO “27(0,5,6,7,10,11,12,13).

Okazuje s ię , że można znaleźć funkcję

0 (A) =27(1,2,3,4,5), X .  , x2, *3 , x j

gdzie:

oraz

A = |x i,  X3, x4} ,  X \ A  = B = |x 2 j.

f (x )  - P[«>(A), B ] »27(0 ,3)

Znajdowanie tych  zależności "metodą rebusową" je s t bardzo trudne 1 
d la  w iększej licz b y  zmiennych niem al niem ożliwe.

Rozpatrzmy następującą s ia tk ę  Karnaugha (zwaną matrycą podzia łu ): 
r y s . 2.1
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X 2
O

4

Ja k  widać jeden w iersz je s t negacją drugiego. Przyjm ijm y, jeden z 
w ierszy rrp. d rug i, op isu je pewną funkcję X na zbiorze °  A,
o ż y li w iersz pierwszy odpowiada stanowi X . Można łatwo wykazać słusz
ność r e la c j i:

0 (A ) <*=> * (A )

Wprowadzenie dodatkowych w ierszy składających s ię  z samych jedynek lub 
samych zer n ie  zmieni wyrażenia 0  ( a ) .

Twierdzenie 2.1. Funkcja f(x)  podlega dekompozycji f [0 (a ),b ] ze 
zbiorem wolnym B i  zbiorem ograniczonym A, wtedy gdy matryca po
d z ia łu  posiada cz te ry  lub mniej znaczące rodzaje w ierszy.

Dowód:

f (A ,B ) = f [0 (A ),b ]  = f [o , b] 0 ( a ) + F [ l ,B ]0 (A )

- gdy F [0 ,B j « 0 ,F [1 ,B ] = 0, w iersz składa s ię  z sanych zer,
- gdy f [o, b ]  ■ 0 ,F ( l,B ] = 1, w iersz je s t pewną kombinacją zer i  je 

dynek, która odpowiada fu n k c ji 0 (A ),
- gdy F |0 , bJ  «• 1, F [ l ,B ]  = 0, w iersz je s t kombinacją zer i  jedynek, 

Irtóra odpowiada fu n k c ji 0 ( a ),
- gdy F [0 ,B] w 1, F [1 ,B ] « ‘ 1, w iersz składa s ię  z samych jedynek.

Twierdzenie 2.1 je s t warunkiem koniecznym, a le  niewystarczającym .

X1 3X4

0 1 2 3 8 9 10 11

1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 1 1 1 1 0 0

f(x)
Rys. 2.1
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Twierdzenie 2 .2 . Funkcja podlega dekompozycji F [?>(a ) , b ] ze zbiorem 
wolnym B i  zbiorem ograniczonym A, wtedy, gdy matryca podziału po
s iad a  co najwyżej dwa znaczące rodzaje kolumn.

Dowód: je s t oczyw isty, wynika z dowodu tw . 2 .1 .

Przykład 2.1

Dana je s t

f (X )  = £ (0 ,1 ,2 ,3 ,8 ,1 0 ,1 7 ,1 9 )

gdzie:

X - { v  V  x3* X4}

Znaleźć funkcję ograniczenia <P (A) oraz f(?> ,b ).
Należy sprawdzić 2n - n - 2 przypadków n ietryw ialnych  podziałów. Mo
że s ię  zdarzyć, że licz b a  dopuszczalnych podziałów wynosi 0, 1 lub>1 . 
0 - oznacza, że funkcja n ie  podlega dekompozycji, 1 - odpowiada przy
padkowi p ro ste j, alternatyw nej dekompozycji, >  1 - przypadek dekompo
z y c ji w ielokrotnej lub ite ra c y jn e j. Wracając do przykładu - podział: 

, x2 / przedstawia s ia tk a  Karnaugha przedstawiona na r y s .2.2

X3X4

00 01 10 11

00 1 1 1 1

01

10 1 1

11 1 1

f(x)
Rys. 2.2
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Zgodnie z twierdzeniem 1.2 i  1.1 funkcja podlega dekompozycji ze zbio
rem ograniczonym i  zbiorem wolnym |x^ , x^ j

A = {x 3, x4) ,  B » ( x i ( x2)

niech

0 (A ) - * 3*4 + x3*4

<P (A ) o x3x4 + XjX4

Uproszczeniem je s t tu  n iew ątp liw ie możliwość wykorzystania negacji 
fu n k c ji ograniczenia <P (A ), c o  je s t szczególnie jaskrawe w przypadku, 
gdy wyrażenie Q (A ) je s t skomplikowane. D la zdefiniowania 0 (A ) nale
ży wybrać w iersz dający wyrażenie p rostsze. Może s ię  zdarzyć, że nie- 
is tn ie je  podział pozwalający na dekompozycję analizowanej fu n k c ji. W 
t e j  s y tu a c ji należy rozw iązania szukać według jednego ze sposobów:

1. Rozpatrujemy przypadek gdy: x. = 0, x , = 1 to znaczy zmniejsza-
t) u

my liczb ę  zmiennych o j = 1 . . .  m [1] i  rozpatrujemy możliwość dekom
p o zycji tak  uzyskanych fu n k c ji. Metoda ta  wydaje s ię  być bardzo żmudna
i  wolna.

2. Znajdujemy matryce podziału  podlegające dekompozycji, reprezen
tu jące  funkcje związane re la c ją :

0Fi(x)  
l e j o — kj-

lub

y j* i(x ) 

l e j o . . . .  k,}
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3 . W ielokrotna alternatyw na dekompozycja

Przypadek ten  ma m iejsce gdy znajdujemy w ięcej n iż  jeden podział 
analizowanej fu n k c ji. Rozpatrzmy najprostszy przypadek tzn , gdy i s t 
n ie ją  dwa podziały fu n k c ji.

Twierdzenie 3 .1 . N iech:

f (X )  = f (A ,B ) - P p (A ),B ] = g[y ( b ) , a]

wtedy:

Dowód:

f (A ,B ) = f [<P(A),b]  = P [O ,B ]0 (A ) + p [ l fB ]i> (A ) 

= g [v ( b ) , a]  = g [o,a] v ( b ) + g [i ,a ] v ( b )

d la

P [0 ,B ] = 0, F [ l fB] = 1 =±>0(A) . . .  ( i )

G[0,A] = 0,G [1,A ] = 1 = > V (b ) . . .  ( i i )

d la

x-6X, X = AU B, Ax: f (x )  => f(x) 
xeX

na podstawie ( i ) ,  ( i i )

<P(A) U Y {b ) =*-f(x)
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analog iczn ie:

F [0 fB] - 1, P [ l fB ] » 0 =*>0( a )

G[0,A] - 1, G [1,A ] - 0 = i> y (B )

0 (A ) U Y  (B )= > f(x ), f (x )  - f (A ,B ) - H [0 (A ),V (B )]

Przykład 3.1

Nieok będzie dana funkcja f (x )  * *£ lJ (0 ,2 ,3 ,5 ,8 ,1 0 ,1 1 ,1 2 ,1 4 ,1 5 ) . Ma
try cę  podziału przedstaw ia ry s . 3 .1 , X ■ |x ^ , x2, x j, x^j

*3*4

00 01 10 11
X1X2 ' 00 1 1 1

01 1

10 1 1 1

11 1 1 1

Rys. 3.1

f (x )

Ja k  widać funkcja podlega dekompozycji ze zbiorem ograniczonym 
x^| oraz zbiorem wolnym ,X g j. Niech 0 (x^,x^ ) ■= to 0 = x^ +
+ x.

f (x )  » P|0 (x3, x4 ), xl t x2]  ■* +  x2 )

Je ś l i  rozpatrzymy drugi .podział, gdzie: y (x 1,x2 ) => x.,x2, y=  
to  funkcja

f (x )  «. 0 Y +  0V- h [0 (a ) ,V (b ) ] .
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Twierdzenie 3 .2« Niecht

f (x )  - f (A ,B ,C ) - F[<P(A),B,C] = G ^ (B ) tA ,c ]

wtedy:

f (A ,B ,C ) - H[<P(A)t y ( B ) , c ]

U ogóln iano tw ierdzenia 3.1 i  3.2 otrzymamy:

Twierdzenie 3 .3 . Nieoh:

f (x )  « f (A ,B , . . . . ,C ,D )  -

- f [< )(A ),B ,. .. . ,C ,d]  - p [v (B ) fA ,  C,D] -

- H[x(c)tA,B,...,D)]

wtedy:

f (A ,B ,  C,D) - x [0( A ) , y ( B )  ,X (C ),D J

Twierdzenie 3 .4 . Nieoh:

f (x )  « f (A ,B ,  C ,D ,B) -

- F ^ (A ,B  ,C)D ,B] • G |y(A ,B ,D )fC,E] -

- . . . .  - h [x Ca , . . . , c , d ) ,b , e]

wtedy:

f (A ,B t . . . . fC ,D ,E) - K f p ( A ) , y ( B ) , . . . . t X (c ) ,0 (d ) ,e ]



50 Jan  Piecha

4. Ite racy .jn y  model dekompozycji 

Twierdzenie 4 .1 . Niech:

f(x) »  f (A ,B ,C )  = f [î > (A ,B ),c]  = G [v (A ) ,B ,c ]
wtedy:

f(A ,B ,C ) = P [? [V (A ),B ],C ]

Słuszność tw ierdzen ia możemy zilustrow ać następującym przykładem: 

Przykład 4.1

Funkcja log iczna opisana na zbiorze sześciu  zmiennych X = ■{x1, x „, \ V 1 2
x^, x^, Xgl , dana je s t w p ostaci matryc podziału , przedstawionych 
na ry s . 4.1 i  ry s . 4 .2 .

x 1x3X5X6
X2X4

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

f(x)
Rys. 4.1

Zb iór ograniczony A = |x .j, x^, x^, Xg j, zb iór wolny B = jx 2, x^j.

x 2x 3x 4X6

X4X5 1 1 1 ■ 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

Rys. 4.2
f(x)
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Zbiór ograniczony jl = |x 1, x ^ j, zbiór wolny B' •= jx 2, x^, x^j 
Otrzymujemy:

f (x )  - I'Jii(x 1,x3,x5,x6 ),x 2,x4J  - g |V(x 1 ,x5 ),x 2,x3,x4,x6J

Wyróżnić tu  można trz y  charakterystyczne podzbiory:

C - { x i , x5} ,  D -  {x 3, xg }, E o {x 2, x j

Przyjm ijm y:

0 (* J|^ » * 5  »*6 )• "  ^i*3*5^6 + X1X3*5X6 + X1X3X5X6 + X1 % X5 %  +

+ x 1x 3; 5x 6 + X ^ ^ X g

V ( * , , X g )  o  3 ^ * 5  +

Rozpatrzmy funkcję (x^ »x ^ x ^ X g ) okazuje s ię , że można dokonać de
kompozycji te j fu n k c ji ze zbiorem ograniczonym |x^  »x ^ j. Rys. 4 .3 :

*3*6 1 1

1 1

1 1

i > ( x 1 , x 3 , x 5 , X g )

Rys. 4.3
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“ ? [v (x 1,x5 ),x 3,x6j

v C * ,,* ^ ) - + x ,^

f(x., ,x5,x3,x6,x2,x4 ) = P |p [v (x 1 ,3̂  ),x 3,x6J  ,x2,x4

Przypadek ten  można uogólnić do s y tu a c ji, gdy stopni kaskady je s t k,

5 . Zastosowania metody

Przy dużej lic z h ie  zmiennych czas trw ania procesu syntezy oraz mi
n im a liz a c ji metodą Mc Cluskey’ a je s t hardzo d łu g i, metoda s ta je  s ię  ma
ło  przydatna. Algorytm m in im alizacji Gimpela ze względu na rozbudowaną 
ta b lic ę  pokryć (C C ), je s t jeszcze bardziej czasochłonny. D la k lasy 
fu n k c ji podlegających dekompozycji, według przedstawionych schematów, 
czasy syntezy i  m in im alizacji s ie c i logicznych można znacznie sk rócić : 
Zb iór zmiennych X u lega rozb ic iu  na rozłączne podzbiory. Proces mi
n im a liz a c ji może s ię  odbywać równolegle w poszczególnych podzbiorach. 
Bardzo is to tn y  je s t fa k t, że przedstawiony algoiytm  może być stosowany 
d la  ograniczonej lic z b y  zmiennych, jako że oparty je s t na a n a liz ie  sia^ 
tek  Kamaugha fu n k c ji. Ocena, czy funkcja o dowolnej lic z b ie  zmien
nych podlega dekompozycji może być dokonana przy użyciu algorytmu, któ
r y  przedstawiono w zesz. Nr 20, n in ie jsz e j s e r i i .

Innym aspektem zagadnienia je s t możliwość r e a liz a c ji fu n kc ji lo g icz 
nych na elementach o założonej lic z b ie  w ejść. Gdy funkcja podlega de
kompozycji w ielokrotnej zgodnie z tw ierdzeniam i: 3.3 i  3 .4 , bierzemy 
pod uwagę (w-1) ograniczeń f(x), gdzie: w je s t liczb ą  wejść e le 
mentu.
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Na przykład:

f (X )  = f (A ,B , . .

f [v ( a ) , b , . . .

g [v ( b )',a , . . . w ejścia  
1 * (w-1 )

h [k ( c ) , a ,b , . . . . . , D , e J  »

k [« (d ) , a ,b , .
w ejście w

skąd:

<P (A ), V (b ), . . . ,  x(c) - pokrywają w ejścia  od 1 do (w-1 ) 
...D ,E  , . . . .  - pokrywają w ejście w.
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ABOUT DECOMPOSITION OP SWITCHING HJNCTIONS 

S u m m a r  y

The pq?er presents three models o f sw itch ing  functions. The problem 
o f m inim alisation  o f function  which can be decomposed is  discused.
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