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SZCZEGÓLNE KRZYWE NA PŁASZCZYŹNIE GAUSSA

Streszczenie: Przedstawiono sposób matematycznej 
analizy krzywych drugiego i czwartego stopnia na pła
szczyźnie Gauss a oraz zachodzące związki pomiędzy 
tymi krzywymi. Niektóre krzywe tego typu występują 
jako miejsca geometryczne prądów silników asynchro
nicznych przy połączeniach kaskadowych w układach re
gulacyjnych.

Ogólne równanie krzywej na płaszczyźnie Gaussa:

1. Określenie stopnia krzywe.i

A A  A 2 A  mii A + Bv + Cv + ... + ltv V = --------------------------- d )

gdzie:
A, B, ...» M, N - współczynniki stałe
v - parametr zmienny

Równanie (1) można napisać:

* *1 CV)U) * j°^ U ) U )
V ” Ą  (v)U )  ♦ j,32 (v)U ) U)



Po przekształceniu zależność (2) przyjmie postać:

y, (v)(m+n) * 3y2 W ) (młn)
V = —  r >-=   C3)

ĆCv)(2n)

Równanie prostej nieprzechodzącej przez początek układu:
A A AP « S + Tx

✓ 0 APo przesunięciu układu współrzędnych o wartość S:
A i A A AP = P - S = Tx

[y1( v ) (młn)- s 1^ v ) U n )J*j [y2 tv ) U t n ) - « 2 <sW Un)JA f A Av *v -s
ó(v) (2n)

gdzie S s1 + js2

Oznaczając T = t^ + jt2 punkty przecięcia prostej P' i
 ̂ A  0  Akrzywej V będą posiadały kierunek prostej T

t, r,(v)lmtn) - s #iv)t2n)

tES = *1 ' ,, (v)(młn) - i W ‘2") U )

Zależność (4) można przedstawić:

( / 2 t 1 ~  / 1 t 2 ^ v ) ( m + n  ̂ + "  s 2 łl )  i v )  ( 2 n ^ = 0

Liczba przecięć prostej P' z krzywą V' określa stopień 
równania krzywej V'. Jeżeli m > n  równanie (1) jest rów
naniem stopnia (m+n) - tego, jeśli m « n wówczas rów
nanie jest stopnia 2n.

W wypadku, gdy mianownik równania (t) posiada współ
czynniki rzeczywiste, lub gdy współczynniki są zespolo
ne ale o tym samym kierunku, równanie takie jest stopnia 
m-tego jeśli m > n, lub stopnia n-tego jeśli n > m.
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2 o Krzywe przekrojów stożkowych

Jeżeli w równaniu (1) przyjmiemy m = n = 2 oraz 
współczynniki mianownika przyjmą wartości rzeczywiste, 
wówczas otrzymamy:

i) A + Bv + Cv2 , c)
d + ev + fv2

Jest to równanie drugiego stopnia i reprezentuje krzy
we przekrojów stożkowych. g
Przesuwając układ współrzędnych o wartość otrzymamy:

- A j J ł - (6)
d + ev + f v '

Dla v = 00 krzywa (6) przechodzi przez początek układu
/s 2y"s ©o jeżeli: d + ev + fv * 0 co zachodzi, gdy:

=-e + )Je^ - 4df - e - ^e2 - 4df
V1 = 2f * V2 * 2f

2Oznaczając zi = e - 4df możemy mieć trzy przypadki:
a') jeżeli A = 0, obydwa pierwiastki równania są rze

czywiste i jednakowe,
b) jeżeli A ■> 0, obydwa pierwiastki są rzeczywiste 

i różne,
c) jeżeli A < 0, obydwa pierwiastki są zespolone i 

sprzężone.
u a) Dla A = 0, v.j = v2 » w, a zatem równanie (6) moż

na napisać:
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1
Podstawiając ^  = p  H-, = Kw p -~; y = P otrzymamy:

A  / V " 2 (7 )V' = K-p + H.p

Równanie (7) jest równaniem paraboli.
ad b) Dla A => 0, v 1 = w,,; v2 * w2 i równanie (6) przyj
mie postać:

V' = TT7 ^  + F  Y = (8)f(v - w,j)(v - w2) V - w 1 v- w2

gdzie
A  A  a . AA Kw1 + H a Kw 2 + H

R 1 = fTw1 - w2) i R2 = " F u , ”- w2)

Z zależności (8) można otrzymać równania dwóch prostych
Cl C: a a

a 2 1 a  R 1 R2
1 ~ Wi - v,'2 + y - « 1 ’ A2 “ w2 - w 1 + v - w2 ' ̂ '

Łlożna wyznaczyć punkt przecięcia się obu prostych A p
A  A  y\

a b2 + R 1 r2 - R 1M = -------- + = — ------
W 1 ” v;2 w2 " W 1 W 1 “ w2

Przesuwając układ współrzędnych o wartość M równanie 
(8) przyjmie postać:
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Zależność (10) jest równaniem hiperboli, zaś proste 
i A2 S£i r^wnaniami asymptote

/v Vad c) Dla A < Ü  w. » >'♦ j?» *2 * ^  “ J?» gdzie w ^ W j  
W tym wypadku równanie (6) przyjmie postać:

A  /A

ÿ  = Kv = + 7— ( 11 )f (v  - Wj) (v - W 2) ( v - W j )  (V - w 2 )

gdzie i
* K( V  ł .i ? ) + H. A _ _ K (1  ̂- jy)+H 
M  “ 2jfy ' 2 2 jf 7

Równanie (11) można napisać:

T i TPV' = ------   +     (12)v p - iy p + j? k ;

gdzie: p = v - t"1
Zależność (12) przedstawia sumę dwóch kół, których 

środki są określone zależnościami:
A  /A

*  ^  > , _
^k1 ~-2jy * *Sc2 ” 2jr>/

Środek krzywej (12) będzie określony: M = Mkj + Mk2
Przesuwając układ współrzędnych o wartość M równa

nie (12) przyjmie postać:
A  _ A  A  A  *i oC A  _  wV"= V'- M = Rje0 - R2e 0 (13)

gdzie:

R = ; R = — - v + -i7?K 1 2 j y 2 2j7 9 e ~ v - a* - j7

Zależność (13) jest równaniem elipsy.
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Jeżeli zaistnieje przypadek, że albo = 0» albo
R 2 = O, wówczas równanie (13) staje się
równaniem kołao

3 o Cyrkularność krzywej
A A A 2

a A + Bv + Cv *Krzywa wyrażona równaniem V = g + + £v2 Przecno-
A A A adzi przez nieskończoność jeśli: D + Ev + Pv^ = O

A. a = E + \Ie 2 - 4DPV = 00 dla w, = ------ ----------1 2F

w„ = E - \ A 5 A AE - 4DF
2 A2F

A zatem warunek ten jest spełniony dla dwóch różnych 
pierwiastków zespolonych*

Jeżeli krzywa przechodzi dwa razy przez nieskończo
ność przy dwóch różnych pierwiastkach zespolonych ale 
nie sprzężonych, mówimy, że jest ona bicyrkularna.

A A A O
C A + Bv + Cv , , .Krzywa wyrażona równaniem V = ------- ^----  przechodziiJ + Jiv g

tylko jeden raz przez nieskończoność jeżeli w = =
Taka krzywa jest krzywą monocyrkularną.

A A A P
.0 A + Bv + Cv . . . . .Krzywa V = ------------—  określająca krzywe przekrojowstoz-

d + ev + fv
kowych przechodzi przez nieskończoność jeśli

_ rę-J_Vę--r..4df 
1,2 " 2f

Jeżeli w^ i Wp są wartościami.rzeczywistymi krzywa
nie jest cyrkularna, jeżeli obydwa pierwiastki są ze
spolone i sprzężone krzywa jest monocyrkularna. A zatem 
parabole i hiperbole są krzywymi niecyrkularnymi, zaś 
elipsa i jej szczególny przypadek - koło, są krzywymi 
monocyrkularnymi.

Każda krzywa na płaszczyźnie Gaussa określona jest 
stopniem i cyrkularnością.



Szczególne krzywe na płaszczyźnie Gaussa_______113

4« Przykłady krzywych

a) V » A + Bv - krzywa pierwszego stopnia niecyrkularna 
(prosta)

A  A

bl V = *--- - krzywa drugiego stopnia monocyrkularna
C + Dv (k o ło )
A  A A  2

c) V = A 4 Bv * - krzywa drugiego stopnia,
d + ev + fv jeśli 4 = e2 ■» 4df ^  0 niecyrku

larna
pjeśli A * e - 4df ■< 0 monocyrku

larna
A  A  A ?. a A + Bv + Cvd) V = — -  ........krzywa trzeciego stopnia mcnocyr-

D + Ev kularna (kubik monocyrkularny)

2
Y .  3 fi bV̂ + °V kubik monocyrkularny

A  A  A  ^

f) V =     — - - krzywa czwartego stopnia bicyrku-
D + Ev + Fv larna (kwartyka bicyrkularna)

. 2\ c. a + bv + cv ...................g ’ V = —-  j— t  - kwartyka bicyrkularna
D + Ev + Fv

5« Inwersja krzywej 

Krzywą czwartego stopnia (kwartykę) bicyrkularną

A A, A ?y A Bv ł Cv , *
fi -  -  2D + Ev + Fv*

można przesunie o taką wartość R

Q = V + R = + RD) + (B + RE)V t (C ł RF)v2
^  A  A  QD + Ev + Pv
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aby został spełniony następujący warunek:
A  A A  AA + RD = Ka
B + RE = Kb gdzie a,b,c - wartości rzeczywiste 
C + RP = Kc

A v a -*• bv + cv
* ~ K * - a  2D + Ev + Fv

Inwersja krzywej (15):
A  A  A OA 1 1 D + Ev + Pv

s * i  = 5T----   2a + bv + cv

(15)

(16)

jest równaniem drugiego stopnia i przedstawia krzywe 
przekroju stożka.

Jak podano w punkcie 2, w zależności od współczynni
ków mianownika równanie (16) może być albo równaniem 
paraboli, albo hiperboli, albo elipsy.

Kwartyka bicyrkularna wyrażona równaniem (16) prze
chodzi przez początek układu współrzędnych Q = 0 jeżeli: 
a + bv + cv^ = 0. Jest to ten sam warunek co i dla krzy
wych przekrojów stożkowych, gdy przechodzą one przez nie
skończoność.

Kwartyka bicyrkularna 
(1 5 ) w początku układu 
może posiadać tylko je
den punkt, a mianowicie 
gdy A = b - 4ac * 0.
Jest to punkt "wierz
chołkowy" krzywej (rys.1).

Jeżeli A >  0, wówczas 
krzywa posiada w począt
ku układu współrzędnych 
dwa punkty rzeczywiste. 
Krzywa taka posiada pę
tlę. Początek pętli leży

Rys.1. Kwartyka bicyrkularna W Początku układu (rys.2; 
z punktom "wierzchołkowym" w 

początku układu
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Jeżeli A ^ O, wówczas krzywa posiada w początku 
układu współrzędnych punkt nierzeczywisty« A zatem dla 
A <  0 krzywa dla wartości v rzeczywistych nie przecho 

dzi przez początek układu współrzędnych (rys.3)«

Porównując związki podane w punkcie 2 i podane wyżej, 
można powiedzieć, że:

a) inwersja paraboli daje kwartykę bicyrkularną z 
punktem wierzchołkowym w początku układu współrzędnych,

b) inwersja hiperboli daje kwartykę bicyrkularną po
siadającą pętlę, która bierze swój początek w początku 
układu współrzędnych,

c) inwersja elipsy daje kwartykę bicyrkularną nie- 
przechodzącą przez początek układu współrzędnych»

6. Analiza kwartyki bicyrkularne.i

Badając kwartykę bicyrkularną:

Re

J J

Rys.2. Kwartyka bicyrkular- Rys»3« Kwartyka bicyrku-
na z pętlą w początku układu larna nie przechodząca

przez początek układu

(17)
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dla bardzo małych wartości v, bliskich zeru, możemy 
przedstawić ją równaniem:

A  A

- AK A + Bv (10)
i- f \  “  A  A(o) D + Ev

Dla v = 0 krzywa V = f(v) i koło przechodzą
przez wspólny punkt.

Podobnie można napisać dla bardzo dużych wartości "v" 
bliskich nieskończoności

1 ' E f Fv
A , . /VTeraz dla v = «> krzywa V = f(vj i koło K^ooN przecho

dzą przez wspólny^punkt.
Jeżeli krzywa V = f(v) i koło posiadają jeszcze

drugi wspólny punkt, to można będzie go znaleźć z porów
nania obu równań:

A A  A  P  A Ai', A A + Bv + Cv A + BpV = K, \ czyli a — ----   2 -   a 'V0' D + Ev + Fv D +

Podstawiając: AE - ED = a^ + ja0; CD - AF = b^ + jb^*
AA AACE - BP = c,, + jc2 

otrzymamy równanie:

[a.,(p-v) + b.,v2 + c<)v2p]+ j[a2 (p-v) + b2v2 + c£v2p] = 0
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AZ powyższego^równania otrzymuje się, że krzywa V =
= f(v) i koło K, x posiadają wspólny punkt jeżeli 

' °'= 0 i p = 0 oraz drugi punkt wspólny dla

a1b2 ~ a2b 1 
P2 = a2 c, - a, o.

a2ci”aic2+\ra1C2~a2c1 ^ ^ b2c1—b1 c2^ ̂ a1b2~a2b 1̂y' m
2(b2c1 - b1c2

v„ = a2cl”a1c2_ V a 1C2=a2C 1̂  " ^ ^ 2 C1=^1C2^ ̂ ai^2_a2^1^
2(b2c^ — ^1^2^

A  # AKoło posiada drugi wspólny punkt z krzywą V, w
punkcie podwójnym kwartykio

Postępując podobnie dla koła K ^ j  i krzywej V otrzy
mamy tak samo dwa wspólne punkty obu krzywych, gdzie dru
gim punktem wspólnym będzie również punkt podwójny kwar- 
tyki o tych samych współrzędnych»

Zakładając v = x + v, gdzie v* będzie nową zmienną, 
zaś x dowolną wartością rzeczywistą stałą i wprowadza
jąc takie podstawienie do równania kwartyki bicykularnej, 
dochodzimy do ogólnego wniosku, że wszystkie koła stycz
ne, których współczynniki stałe, zespolone są związane 
ze współczynnikami stałymi zespolonymi kwartyki, prze
chodzą przez punkt podwójny kwartyki»

Kwartyka bicyrkularna jest obwiednią rodziny kół 
przechodzących przez jej punkt podwójny»

Wprowadzając podstawienie v = x + v, jak również p =
= x + p ogólne równanie kół stycznych przyjmie postać:

Ą  A  A  P  , A  A  .K’ = A + Bx + Cx + (,B + 2Cx)p(o) ĆL A  A ?  ,  A  A ,

3 D + Ex + Fx + CF + 2Px)p
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Równanie krzywej, na której będą leżeć środki rodziny 
kół stycznych będzie miało postać:

i, _ tPB - EC)x2 + 2 (PA - DC)x ł (EA - PB) (2()v
(EF - E P ) x 2 + 2 (f>F - DP)x + (DE - DE)

Krzywa środków rodziny kół stycznych do kwartyki bi- 
cyrkularnej jest określona równaniem drugiego stopnia.
W zależności od współczynników rzeczywistych mianownika, 
krzywa M może być albo parabolą, albo hiperbolą, albo 
elipsą.

Ocoôbie KpMBtie no TayccoBbiM KOop^nHaTaM

IIpeflCTaBJieH aHajin3 KpnBbix BTopoii n neTBepTon cTeneHM 
n HeKOTopbie B3a n M 00TH0m e H n a  b npnMeHeHnn b ocoôbix cxeMax 
acnHxpoHHbix ManiMH.

Les courbes de deuxième et quatrième ordre sur le plan Gauss

L’auteur donne l’analyse mathématique des courbes de deu
xième et quatrième ordre sur le plan Gausse, ayant en vue l’appli
cation pour les machines asynchrones.


