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SZCZEGOLNE KRZYWE NA PLASZCZYZNIE GAUSSA

Streszczenie: Przedstawiono spos6b matematycznej
analizy krzywych drugiego i czwartego stopnia na pta-
szczyznie Gauss a oraz zachodzgce zwiazki pomiedzy
tymi krzywymi. Niektére krzywe tego typu wystepuja
jako miejsca geometryczne pradéw silnikéw asynchro-
nicznych przy potaczeniach kaskadowych w ukdadach re-
gulacyjnych.

1. OkresSlenie stopnia krzywe.i

Og6élne rownanie krzywej na ptaszczyznie Gaussa:

Q/i_A+Bv+Cv +_"+/in
T TTTTTTTTTTTTTT T T T d)
gdzie:
A, B, ...» M, N - wspokczynniki state
Vv - parametr zmienny
Rownanie (1) mozna napisac:
* *1 CVYUY™* jo~ U)HU) U)

V-7 A (WDU) e .2 (VDU)



Po przeksztakceniu zaleznos¢ (2) przyjmie postac:
y. (v)(m+n) * 3y2W) (min)

V = — r >-= C3)
ccvy2n)

Réwnanie prostej nieprzechodzacej przez poczatek uktadu:
B « S +Tx

Po przesunieciu uktadu wspédrzednych o wartosé §:

P'= P-S= Tx

VL(v)(min)-s1”v)Un)J*j [y2tv)Utn)-«2 <swUn)J

7%0-$
6wy M

gdzie S sl + js2

Oznaczajgc T = t + jt2 punkty przeciecia prostej P" i
N
0 A

krzywej Q bedg posiadaty kierunek prostej T

t, r¢)Imtn) -

tES = *1 " ,, (v)(mn) - w2 u)

Zaleznos¢ (4) mozna przedstawic:

(l2¢1 ~ J1t2” v) (m+n™ + " s2H) iv)(2nh= 0

Liczba przecie¢ prostej P* z krzywa V' okresla stopien
réwnania krzywej V. Jezeli m>n réwnanie (1) jest roéw-
naniem stopnia (m+n) - tego, jesli m « n woéwczas row-
nanie jest stopnia 2n.

W wypadku, gdy mianownik réwnania (t) posiada wspok-
czynniki rzeczywiste, lub gdy wspédczynniki sa zespolo-
ne ale o tym samym kierunku, roéwnanie takie jJest stopnia
m-tego jesli m > n, lub stopnia n-tego jesli n > m.
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20 Krzywe przekrojéw stozkowych

Jezeli w réwnaniu (1) przyjmiemy m = n = 2 oraz
wspodczynniki mianownika przyjmg wartosci rzeczywiste,
wéwczas otrzymamy:

D A + Bv + Cv2 ,C)
d + ev + fv2

Jest to roéwnanie drugiegostopnia i reprezentuje krzy-
we przekrojow stozkowych. o]
Przesuwajac uk#ad wspoédrzednych o wartosc otrzymamy:

-AjJd ¥ - (6)
d + ev + fv*

Dla v =00 krzywa (6) przechodzi przez poczatek uktadu

5 2
y'"s ©o jezeli: d + ev + fv * 0 co zachodzi, gdy:

=e + )JeN - 4df - e - Ne2 - 4df
V1 = 2f * V2 * 2f
Oznaczajgc a4 = e2— 4df mozemy miec¢ trzy przypadki:

a) jezeli A = 0, obydwa pierwiastki réwnania sg rze-
czywiste i jednakowe,

b) jezeli A =0, obydwa pierwiastki sg rzeczywiste
i rézne,
c) jezeli A < 0, obydwa pierwiastki sg zespolone i
sprzezone.
ua Dla A =0, vj = v2 » w, a zatem réwnanie (6) moz-

na napisac:
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Podstawiajgc ~ =p H, = Kw p—; vy = P otrzymamy:

A v L]
V= K-p + H.p? @)

Rownanie (7) jest réwnaniem paraboli.
ad b) Dla A =0, vl = w,,; v2 * w2 i réwnanie (6) przyj-

mie postac:

Ve o= N+ Y = 8
PZV - W,_]F)(V -w2) vV - wl v- w2 ®
gdzie
A A a. A
A Kwl + H a Kw2 + H
R1 = fTwl - w2) i R2 = " Fu, 7- w2)

Z zaleznosci (8) mozna otrzyma¢ rownania dwoch prostych

Cl C: a a
a 2 1 a R1 R2
1~ Wi -2 +y - «l 7 A2 “w2 - wl+v - w2 N

tlozna wyznaczy¢ punktprzeciecia sie obu prostych Ap
A A N

A - b2 __ R1 _ r2 - R1

W1l ” v2 w2 " W1 W1l “ w2

Przesuwajgac uk#ad wspédrzednych o wartos¢ M réwnanie
(8) przyjmie postac:
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Zaleznos¢ (10) jest rownaniem hiperboli, za$ proste
i A2 & r™wnaniami asymptote

ad ©) Dla A<U w. » >"e j?» *2 * A “ 3?2%» gdzie VG"W\ii

W tym wypadku réwnanie (6) przyjmie postac:

A A

y = Kv i = I (1)
f(v - W) (v - W2) (v-Wj) v - w2)
gdzie i
* KCV+ 1?7) + H. A _ K - jy)+H
Moo 2jfy " 2 2jf7
Rownanie (11) mozna napisac:
Ti TP
Vi ———e — + a2
v p -1y p+ 37 k

gdzie: p =v - ¢l

Zaleznos¢ (12) przedstawia sume dwoéch kék, ktérych
Srodki sa okreslone zaleznosciami:

A /A
* N >

AL ~-2Jy % SR 7 2 i,

Srodek krzywej (12) bedzie okreslony: M = Mkj + Mk2

Przesuwajac uktad wspé*rzednych o wartos¢ M roéwna-
nie (12) przyjmie postac:

V= V- M = Rje0 - R2e O 13)
gdzie:
Ri=2jy " B T5j7 o e = V_oa&-7

Zaleznos¢ (13) jest roéwnaniem elipsy.
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Jezeli zaistnieje przypadek, ze albo = 0» albo

R2 = 0, wéwczas roéwnanie (13) staje sie
réwnaniem kotao

30 Cyrkularnos¢ krzywej

A A A 2
. | _ a A + Bv + Cv *
Krzywa wyrazona rownaniem V =g + + £v2 Przecno-

A A A a
dzi przez nieskonczonos¢ jesli: D+ Ev+ Pv™ =0

Y dla W, = = E* Ne2 - 40P
il 2F

Wy = E-\AE—4DF
2F

A zatem warunek ten jest spedniony dla dwéch réznych
pierwiastkow zespolonych*

Jezeli krzywa przechodzi dwa razy przez nieskoriczo-
nos¢ przy dwoch réznych pierwiastkach zespolonych ale
nie sprzezonych, moéwimy, ze jest ona bicyrkularna.

9 _ 3 + gv x evo

U+ Jiv
tylko jeden raz przez nieskonhczonos¢ jezeli w = =
Taka krzywa jest krzywg monocyrkularng.

Krzywa wyrazona réwnaniem przech%dzr

AP

A
+ + . -
Krzywa 9 :A ————— Bv . v okreslajaca krzywe przekrojowstoz-

d + ev + fv
kowych przechodzi przez nieskonczonosc¢ jesli

_re-J_Ve--r..4df
1,2 2f

Jezeli w™ 1 Wp sg wartosciami.rzeczywistymi krzywa

nie jest cyrkularna, jezeli obydwa pierwiastki sg ze-
spolone 1 sprzezone krzywa jest monocyrkularna. A zatem
parabole i1 hiperbole sa krzywymi niecyrkularnymi, za$
elipsa i1 jejJ szczegdlny przypadek - koto, sa krzywymi
monocyrkularnymi .

Kazda krzywa na p#aszczyzZnie Gaussa okreslona jest
stopniem i cyrkularnoscia.
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4« Przykdtady krzywych

a) V » A + Bv - krzywa pierwszego stopnia niecyrkularna
R R (prosta)
bl V = *—— - krzywa drugiego stopnia monocyrkularna
C + Dv (koto)
A A A 2
c) V=A4Bv * - krzywa drugiego stopnia,
d+ ev + fv jesli 4 = e2 » 4df ~ 0 niecyrku-
larna

jeshi A * ep - 4df = 0 monocyrku-

larna
d) aV:—A fABV + -C.Y.--krzywa trzeciego stopnia mcnocyr-
D+ Ev kularna (kubik monocyrkularny)
2
Y . 3fi b+ °V kubik monocyrkularny
) V= — - - krzywa czwartego stopnia bicyrku-

D+ Ev + Fv larna (kwartyka bicyrkularna)

- 2
g\ %za—ibv +JCVt - kwartyka bicyrkularna
D +Ev +Fv

5« Inwersja krzywej

Krzywg czwartego stopnia (kwartyke) bicyrkularng
A A A ?
Yy A  Bv +Cv ’
B+ev +R/%
mozna przesunie o taka wartos¢ R

Q =V +R = +RD)+(B+RE)Vt(C}RF)v2
D+Ev+Pv
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aby zostat spedniony nastepujacy warunek:

A +RD = Ka
B + RE = Kb gdzie a,b,c - wartosci rzeczywiste
C + RP = Kc

2 (15)

Inwersja krzywej (15):

A A A 0
A 1 1D +Ev + Pv
s * i =5T——— 2 @16)
a + bv + cv

jest rownaniem drugiego stopnia i przedstawia krzywe
przekroju stozka.

Jak podano w punkcie 2, w zaleznosci od wspédczynni-
kow mianownika rownanie (16) moze by¢ albo réwnaniem
paraboli, albo hiperboli, albo elipsy.

Kwartyka bicyrkularna wyrazona rdéwnaniem (16) prze-
chodzi przez poczatek uktadu wspoétrzednych Q = 0 jezeli:
a + bv + cv® = 0. Jest to ten sam warunek co i dla krzy-
wych przekrojow stozkowych, gdy przechodza one przez nie-
skoriczonosé.

Kwartyka bicyrkularna
(15) w poczatku uktadu
moze posiada¢ tylko je-
den punkt, a mianowicie
gdy A=Db - 4ac * O.
Jest to punkt "wierz-
chotkowy"™ krzywej (rys.1).

Jezeli A > 0, wbéwczas
krzywa posiada w poczat-
ku uk¥adu wspoétrzednych
dwa punkty rzeczywiste.
Krzywa taka posiada pe-
tle. Poczatek petli lezy

Rys.1l. Kwartyka bicyrkularna W Poczatku uk#adu (rys.2;

z punktom"wierzchotkowym™ w
poczatku uk+adu
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Jezeli A ~ 0, wéwczas Kkrzywa posiada w poczatku
ukdadu wspétrzednych punkt nierzeczywisty« A zatem dla
A < 0 krzywa dla wartosci v rzeczywistych nie przecho
dzi przez poczatek uktadu wspoétrzednych (rys.3)«

Re
J J
Rys.2. Kwartyka bicyrkular- Rys»3« Kwartyka bicyrku-
na z petlg w poczatku uktadu larna nie przechodzgca

przez poczatek uk+adu

Poréwnujac zwigzki podane w punkcie 2 i1 podane wyzej,
mozna powiedziecC, ze:

a) inwersja paraboli daje kwartyke bicyrkularng z
punktem wierzchotkowym w poczatku uktadu wspoédrzednych,

b) inwersja hiperboli daje kwartyke bicyrkularng po-
siadajgca petle, ktéra bierze swdj poczatek w poczatku
ukdtadu wspodrzednych,

c) inwersja elipsy daje kwartyke bicyrkularng nie-
przechodzaca przez poczatek uktadu wspétrzednych»

6. Analiza kwartyki bicyrkularne.i

Badajac kwartyke bicyrkularna:

an
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dla bardzo matych wartosci v, bliskich zeru, mozemy
przedstawi¢ ja roéwnaniem:

. A + Bv (10)
f(oj D+ Ev
Dla v = 0 krzywa V = f(v) 1 koto przechodzg

przez wspoélny punkt.
Podobnie mozna napisa¢ dla bardzo duzych wartosci
bliskich nieskonczonosci

\

1- E T Fv

A . XN
Teraz dla v =«> krzywa V f(vj i koto Ko\ przecho-

dza przez wspolny”punkt.

Jezeli krzywa V = f(v) i koto posiadaja jeszcze
drugi wspélny punkt, to moznabedzie go znalez¢ z poréw-
nania obu réwnan:

+ + +
\i/.’ = 'IQ \ czyli % Bv * CVZ A Bpa‘
VO~ D + Ev + Fv D+

Podstawiajgc: AE - ED = a» + jaO; CD - AF = b + jbn*

CE - BP = ¢, + jc2

otrzymamy roéwnanie:

[a-,(p~Vv) + b.,v2 + c2p]+ j[a2(p-v) + b2v2 + cEv2p] = O
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A

Z powyzszego”réwnania otrzymuje sie, ze krzywa V =
= f(v) 1 koto K, x posiadaja wspélny punkt jezeli

wow

= 0 1 p = 0 oraz drugi punkt wspélny dla

alb2 ~ a2b1l
P2 = a2c, - a,o.

a2ci’aic2+\ralC2~a2cl ™~ N b2cl-blc2™ Malb2~a2bin

y' m
2(b2c1 - b1ilc2
_a2cl”alc2_ V alC2=a2C1" "~N"N2C1=~1C2M Main2_a2nn
2(b2cr — Mnen
A _ _ i# A
Koto posiada drugi wspdlny punkt z krzywg V, w

punkcie podwéjnym kwartykio
Postepujac podobnie dla kota K~ j i krzywej V otrzy-

mamy tak samo dwa wspélne punkty obu krzywych, gdzie dru-
gim punktem wspolnym bedzie réwniez punkt podwéjny kwar-
tyki o tych samych wspédrzednych»

Zaktadajagc v = x + v, gdzie v* bedzie nowg zmienng,
zas x dowolng wartoscig rzeczywistg statg i1 wprowadza-
jac takie podstawienie do rownania kwartyki bicykularnej,
dochodzimy do ogdélnego wniosku, ze wszystkie kota stycz-
ne, ktérych wspétczynniki state, zespolone sa zwigzane
ze wspotczynnikami statymi zespolonymi kwartyki, prze-
chodza przez punkt podwdjny kwartyki»

Kwartyka bicyrkularna jest obwiednig rodziny kot
przechodzgcych przez jej punkt podwdjny»

Wprowadzajgc podstawienie v = x + v, jak rowniez p =
= X + p og6lne rownanie kék stycznych przyjmie postac:

K~ = A+ Bx + Cx + (B+ 2Cx)p
(O% G— A A ? A A
D + Ex + Fx + CF + 2PX)p
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Rownanie krzywej, na ktorej beda leze¢ sSrodki rodziny
k64 stycznych bedzie miato postac:

i,  tPB - EC)x2 + 2(PA - DC)x + (EA - PB) QOv
(EF - EP)x2 + 2(BF - DP)x + (DE - DE)

Krzywa $rodkéw rodziny két stycznych do kwartyki bi-
cyrkularnej jest okreslona roéownaniem drugiego stopnia.
W zaleznosci od wspodczynnikdéw rzeczywistych mianownika,
krzywa M moze by¢ albo parabolg, albo hiperbolg, albo

elipsa.

Ocobbie KpMBtie NO TayccoBbiM KOop~nHaTaM

IlpefICTaBJieH aHajin3 KpnBbix BTopoii n neTBepTon cTeneHM
n HeKOTopbie B3anMOOTHOmeHna b npnMeHeHnn b ocobbix cxeMax
acnHxpoHHbix ManiMH.

Les courbes de deuxiéme et quatrieme ordre sur le plan Gauss
L’auteur donne l’analyse mathématique des courbes de deu-

xiéme et quatrieme ordre sur le plan Gausse, ayant en vue l’appli-
cation pour les machines asynchrones.



