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Streszczenie; W pracy podano prosty sposób określe- 
niastopnia równania charakterystycznego dowolnego ukła­
du równań różniczkowych pierwszego rzędu na podstawie 
rozmieszczenia operatora p w macierzy« Zastosowanie 
tej metody do analizy stanów nieustalonych amplidyny 
prowadzi do wniosku, że przy pominięciu strumieni roz­
proszenia otrzymujemy zawsze równanie charakterystycz­
ne stopnia drugiego niezależnie od liczby obwodów 
elektrycznych w obu osiach i ich wzajemnych sprzężeń« 
Podano przykłady obliczenia zastępczej stałej czasowej.

1 • V/ s t ę p
Analiza stanów nieustalonych amplidyny jest przedmiotem 

licznych publikacji, co tłumaczy się szerokim zastosowaniem 
tej maszyny jako wzmacniacza w nowoczesnych zautornatyzowa- 
nych układach napędowych. W większości prac analiza ta ogra­
nicza się do rozwiązania i dyskusji układu dwóch liniowych 
równań różniczkowych pierwszego rzędu, odpowiadających, w 
przypadku maszyny nieobciążonej, dwóm obwodom elektrycznym 
na pierwszym i drugim stopniu wzmocnienia.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie uproszczonej 
analizy stanów nieustalonych amplidyny o nienasyconym oby/o­
dzie magnetycznym i nieobciążonej, jednak z uwzględnieniem 
większej liczby obwodów elektrycznych w obu osiach i wzajem­
nych sprzężeń pomiędzy nimi.

Analiza tego rodzaju pozwala na uzyskanie funkcji przej­
ścia amplidyny w zależności od parametrów dowolnej liczby 
uzwojeń rzeczywistych, bądź też od innych czynników (np. 
prądy wirowe, wychylenie szczotek z osi obejętnej)9których 
wpływ można zastąpić przez wprowadzenie do schematu odpo­
wiednio dobranych umyślonych uzwojeń skupionych.
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Analiza maszyny obciążonej stanowi zagadnienie odrębne, 
ponieważ dotyczy układu złożonego z dwóch członów? amplidyny 
i odbiornika. Niniejsza praca nie obejmuje analizy stanów 
nieustalonych amplidyny obciążonej, tym niemniej wyniki roz= 
ważań ogólnych mogą być przy takiej analizie również wykorzy<= 
stanę.

2. Schemat zastępczy i układ równań
Jako podstawę dla wyjściowego układu równań przyjmujemy 

elektromagnetyczny schemat zastępczy, uwidoczniony na rys.1. 
Oznaczenie zwojów i oporności poszczególnych uzwojeń na sche« 
macies

z r R - uzwojenie sterująces s
z , R - uzwojenie twornikatw9 tw v
Zq, Rqq - uzwojenie poprzeczne stojana
z , R - uzwojenie sprzęgające umieszczone w osi
q q podłużnej i włączone szeregowo do obwodu

poprzecznego
z, , R,, - dodatkowe uzwojenie twomilca ze zwartymi

szczotkami podłużnymi
z *R - uzwojenia zwarte stojana umieszczonewd wq* wd* wq . ,, . . . 0H ^ w osi podłużnej i poprzecznej
z ,,z ,R - dodatkowe uzwojenia zwarte stojana, połą-
md mq m czone elektrycznie.
Dla przejrzystości rysunku uzwojenie zdd narysowano na 

osobnym twomiku. Obwód magnetyczny w osi poprzecznej jest 
więc na schemacie powtórzony dwukrotnie.

Szkic obwodu magnetycznego na schemacie ma znaczenie czy­
sto formalne (zaznaczenie przewodności s —--- i

A 1 \vL a J. Obwodu tego nie należy utożsamiać z obwodem
/*qw maszynie rzeczywistej.

Strumienie i indukcyjności rozproszenia poszczególnych 
uzwojeń oznaczono na schemacie indeksem "g",

Uzwojenia na schemacie zastępczym mogą być uzwojeniami 
rzeczywiście nawiniętymi, bądź też mogą być rozpatrywane, 
jako uzwojenia umyślone, zastępujące oddziaływania i sprzę-
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d

Rys,1# Schemat zastępczy nieobciążonej maszyny z polem 
poprzecznym do ogólnych rozważań dynamicznych
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żenią magnetyczne, spowodowane różnymi zjawiskami ubocznymi« 
Omówimy krótko najważniejsze«

Uzwojenie z ^  może reprezentować oddziaływanie ze zwojów
komutujących 0 ^  oraz oddziaływanie podłużne 6X , powstają­
ce przy wychyleniu szczotek poprzecznych z osi obojętnej.
W rozważaniach przybliżonych można przyjąć, że oba te oddzia­
ływania są proporcjonalne do prądu poprzecznego (przy komu­
tacji opóźnionej i wychyleniu szczotek w kierunku wirowania 
oba oddziaływania są zgodne i liczbę zwojów z ^  wyznaczamy
z zależności z„. . 1  » <9 + 0  ).qd q zk <*'Dodatkowym uzwojeniem twomika ,z^^ można się posłużyć 
do zastąpienia oddziaływania hister©zowego i prądów wirowych 
żelaza twomika (przy upraszczającym założeniu [3,4,7]
proporcjonalności między tym oddziaływaniem i strumieniem
poprzecznym dobieramy liczbę zwojów z ^  i oporność 
z warunków; E.. = CL. . § .  . E ,, - 6>_ ).dd Ed q Rdd * dd Fe

Uzwojenia z^d i‘zw moS3 zastąpić tłumiące działanie 
prądów wirowych stojana w osi poprzecznej i podłużnej, a 
połączone szeregowo uzwojenia zmd i - transformatorowe
sprzężenie między poprzeczną i podłużną osią magnetyczną, 
występujące w maszynie rzeczywistej np. za pośrednictwem 
prądów wirowych stojana przy niesymetrii oporów magnetycz­
nych liczonych wzdłuż osi połówek biegunów amplidyny [3] 

Schematowi wg rys.1 odpowiada poniższy układ równań, wy­
pisany w postaci operatorowej w założeniu zerowych warunków 
początkowych i skokowego przebiegu napięcia sterującego 
Us(t) = Us . l(t):
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Ponieważ przy stałej prędkości wirowania E, e n . $ ,u. ha q
więc jako funkcję przejścia amplidyny możemy uważać przebieg 
czasowy strumienia poprzecznego § otrzymany w wyniku roz-
Y/iązania układu (1 ).

Oznaczenie i znaki w układzie równań (1 ) odpowiadają 
oznaczeniom i strzałkom kierunkowym na schemacie (1) i nie 
wymagają objaśnień, natomiast na bliższe omówienie zasługują 
zastępcze liczby zwojów skupionych wprowadzone w miejsce roz- 
łożonych uzwojeń twomika.

W układzie równań występują dwie różne wartości zastęp- 
czej liczby zwojów skupionych, a mianowiciee

- zastępcza 1fstrumieniowa” liczba zwojów skupionych, 
obliczona z zależności $ & A .z^.i^, gdzie § jest stru- 
mieniem wzbudzonym przez przepływ uzwojenia rozłożonego,
a A przewodnością obwodu magnetycznego, obliczoną dla uzwo­
jenia skupionego,

- zastępcza "indukcyjnościowa" liczba zwojów skupio­
nych, odpowiadająca zależności e e z'^ p$» gdzie e jest 
to 3EM transformacji indukowana w uzwojeniu rozłożonym przez 
zmiany strumienia §.

Współczynniki równania charakterystycznego układu równań 
(i) przybiorą zatem postać wyrażeń, zawierających obie war­
tości zastępczych liczb zwojów i z' oraz przewo­
dność A . To samo dotyczy dodatkowego uzwojenia twomika
(z., i z',).dd ddAby poprawnie zinterpretować fizykalny sens tych współ- 
czynnikÓT/ należy wprowadzić do wzorów na indukcyjności 
uzwojeń rozłożonych obie omówione powyżej liczby zwojów 
skupionych. Stosując taką formę zapisu znajdujemy np. na- 
, stępujące wyrażenie dla wypadkowej indukcyjności rozłożonego 
uzwojenia twomika i skupionego uzwojenia poprzecznego sto- 
jana połączonych szeregowo [3] %

(z' + z )(v tw —  q'Nz, + z ) tw-“ q7 A (2)

przy czym
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We wzorach (2) i (3) znak "+" dotyczy uzwojeń magnesują- 
cych zgodnie, a znak uzwojeń magnesujących przeciwsobnie. 

Oznaczenia w (2) i (3)g N,a - liczba prętów i par gałęzi 
równoległych uzwojenia twomika, p - liczba par biegunów,
(Kj - współczynnik łuku biegunowego.

W ogólnym przypadku równanie charakterystyczne układu (i) 
będzie zawierać operator p w potędze szóstej (w układzie 
mamy 6 równań rzędu pierwszego). Rozwiązanie takiego równa­
nia na liczbach ogólnych jest niewykonalne, Rozwiązanie nie­
których zagadnień ze stanów nieustalonych, np. badanie sta­
bilności maszyny metodami stosowanymi dla układów automatyki 
nie wymaga co prawda rozwiązywania równania charakterystycz­
nego, jednak może być wykonane tylko po uprzednim podstawie­
niu szczegółowych wartości współczynników przy wszystkich 
potęgach operatora "p". Dla rozważań wstępnych wskazane 
jest w wielu wypadkach takie uproszczenie układu równań, by 
uzyskać możliwość dyskusji na liczbach ogólnych. W zasadzie 
jest to możliwe przy równaniu charakterystycznym stopnia 
drugiego lub co najwyżej trzeciego (pomijamy przypadki 
szczególne, np. równanie dwukwadratowe).

0 możliwościach obniżenia stopnia równania charakterystycz' 
nego można wnioskować na podstawie rozmieszczenia parametru 
"p" w macierzy współczynników lewej strony układu równań.

3. Określenie największej potęgi parametru "p" 
w równaniu charakterystycznym układu liniowych 

równań różniczkowych

Rozważania przeprowadzimy dla układu równań różniczkowych 
liniowych rzędu pierwszego. Celem ułatwienia zwięzłego sfor­
mułowania twierdzenia i dowodu oraz uproszczenia objaśnień 
graficznych posłużymy się pojęciem "siatki macierzy" pod 
którym rozumiemy tablicę otrzymaną z rozważanej macierzy w 
ten sposób, że wszystkie elementy macierzy nie zawierające 
interesującego nas parametru "p" zastępujemy kropkami (lub 
innym umownym znakiem), a w miejscach elementów, zawierają­
cych ten parametr wpisujemy samą literę "p".

Można sformułować i udowodnić twierdzenie następującej 
treścis największa możliwa wartość wykładnika potęgowego 
parametru "p", występującego w wyznaczniku det (X) jest 
równa najmniejszej liczbie linii równoległych do boków ma­
cierzy, przy pomocy których można całkowicie wykreślić pa­
rametr "p" z powierzchni macierzy [~A~1.
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Dowód powyższego twierdzenia? rozwijamy wyznacznik det |~F| 
według kolumn i wierszy wzdłuż których wykreślono parametr 
”p” z macierzy [a]0 Każde kolejne rozwinięcie usuwa jedną 
linię równoległą do boku macierzy [X] i zawierającą "p” ze 
wszystkich minorów poprzedniego rozwinięcia» W wyniku kolej- 
nych rozwinięć w ilości równej najmniejszej liczbie linii 
równoległych do boków i wykreślających "p” z macierzye 
otrzymamy rozwinięcie det [X] z minorami pozbawionymi pa= 
rametru ”p"s który natomiast pojawi się we współczynnikach 
niektórych minorów w potędze równej co najwyżej liczbie 
wszystkich 'wykonanych rozwinięć»

Należy zwrócić uwagęj że twierdzenie dotyczy największej 
możliwej potęgi "p"» W przypadkach szczególnych niektóre 
z minor ów wyznacznika det [X] mogą być równe zeru i wykła­
dnik potęgowy parametru. "p” może być mniejszy od najmniej- 
szej liczby linii wykreślających ”p" z "siatki macierzy”» 

Jako ilustrację do stosowania omówionego twierdzenia mogą 
służyć przykłady różnego rozmieszczenia' parametru "p" na 
siatkach macierzy kwadratowych* uwidocznione na rys.2»
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Rys,2. Przykłady wykreślania parametru "p” z siatek macie­
rzy kwadratowych przy użyciu najmniejszej liczby linii równo 

ległych do boków siatki
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4o Zastosowanie twierdzenia o potedze parametru p. 
do uproszczenia układu równań (1)

Macierz kwadratową (4 ) współczynników lewej strony układu 
równań (1 ) można wypisać w postaci pokazanej na rys.3.

Na rys04 uwidoczniono rozmieszczenie parametru ”p” na 
siatce macierzy (4 )« z którego wynika, że pominięcie wszyst­
kich indukcyjności rozproszenia umożliwia analizę stanów 
nieustalonych przy pomocy równania kwadratowego. Wprowadze­
nie do układu równań (1 ) jakiegokolwiek współczynnika induk­
cyjności rozproszenia podnosi o jedność stopień równania 
charakt erys tyc z ne go„

Ponieważ strumienie rozproszenia w amplidynie są małe w 
porównaniu do strumieni głównych, więc omówione uproszczenie 
obniży dokładność obliczeń szczegółowych w granicach dopu­
szczalnych. Jako przykład zastosowania analizy uproszczonej 
może posłużyć wyprowadzenie wzoru na zastępczą stałą czasową 
przy pominięciu strumieni rozproszenia

5. Określenie zastępczej stałej czasowej amplidyny 
jako funkc.ii stałych czasowych poszczególnych uzwojeń
Jeżeli ograniczymy się do przebiegów apariodycznych, to 

zastępczą stałą czasową funkcji czasowej f(t) możemy wyrazić 
znanym wzorem [3,4,7,10]s

OO

O
lub równowartym wzorem operatorowym

Tz s F(0) - f(-0) ^  ' p F(P

gdzie r(p) jest transformatą Laplace-Carsona funkcji f(t), 
f( 00 ) wartością ustaloną, a f(-0) lewostronną granicą 
tej funkcji w punkcie t a 0.

Jeżeli mianownikiem operatorowej funkcji przejścia jest 
trójmian kwadratowy, to dla przypadku

F(p) e---
ap + bp + c
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/ ? • £ • • • • •  

P  P  •  P  •  • •  •

P p • • p  •  •  •

•  / ? • • •  • p  •

P  p  •  •  •  • • p

+ • • • • • • •

Rys04o Rozmieszczenie parametru "p" w siatce macierzy
(4)s a) rozmieszczenie ”p", b) oznaczenie linii zawie=

rających wpw
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otrzymujemy

i . ¿ . Az c e (8)
a przy d a 0 będzie T s —  •

Dla przykładu obliczymy zastępczą stałą czasową amplidyny 
przy pominięciu wpływu prądów wirowych stojana. Układ równań
(1) pomniejszy się wtedy o trzy równania dotyczące zwartych 
zwojów stojana.

Zaniedbując indukcyjności rozproszenia i wprowadzając w 
miejsce strumieni głównych § ^ i §  zastępcze prądy magne­
sujące i! , i i możemy układ równań (1 ) zapisać w następu- cljącej postaci macierzowej

+1 0 -1 +1 +1 9
VV d 0

0 +1 0 0 i'
¿u q 0

+TSP 0 +1 0 0 • is = U /R s' s
-(k T .p+K' ) v q q<r i1 ' +T pq 0 +kq 0 Lq 0

-TddP -Kia 0 0 +1 xdd 0

(9)

W układzie (9) oznaczają?

i',rts^ / A . z o - zastępcze prądy magnesujące 
^  ó/9 ci q s w 0Si podłużnej i poprzecznej

i , i' = i t i' B   . i - prądy? uzwojenia sterują-
s q zs q s cego, obwodu poprzecznego

i dodatkowego uzwojenia 
twornika.

Wszystkie prądy zredukowano na liczbę zwojów uzwojenia
sterującego z .s
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Stałe czasowej T a L /R - uzwojenia sterującego, s s s
T = L^/R - uzwojeń poprzecznych, T^d = Lqd/Rq - cew*i 
sprzęgającej z^d, T^d 3 ^dd^dd ” dodatkowego uzwojenia 
twornika.

Stałe T„ i TnJ są odniesione do całkowitej oporności
4 4a

obwodu poprzecznego Rq 3 R^w + Rqq + Rqd.

k = (z^ + z )/z , - współczynnik redukującyq tw q qd
z

K'. s — ^  k ,K.. = zredukowany współczynnik wzmocnienia 
i1 zs ^ 11 prądowego na pierwszym stopniu w amplidy-

nie idealnej (bez sprzężeń między osiami),
K' = i' - ’'przechodni" zredukowany współczynnik
id dd/i^ wzmocnienia prądowego dodatkowego uzwoje­

nia twornika na drugim stopniu wzmocnienia.
Rozwiązanie układu (9 ) względem prądu magnesującego i'

(a więc i względem S M  wyjściowej) daje operatorową funkcję 
przejścia o postaci (7), przy czym poszczególne współczynni­
ki wynoszą?

a 3 (t + T ,, ).T' s dd' q
b = T + T + T,, + T , (1+k .K' )s q dd qd x q id'
c « 1 + K' ,K' + ~  K'id i1 k i1
d 3 k ,T .q qd 
, . t u

(10)

Stosując wzór (8) otrzymujemys
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Y/yrażenie (11) ma sens fizykalny tylko w przypadku prze= 
biegu aperiodycznego, czyli przy spełnieniu nierówności 
b2 >4ac.

Jeżeli uwzględnimy działanie tłumiące zwojów zwartych 
w obu osiach (sprzężenie transfomratorowe pomijamy w dal= 
szym ciągu, tzn. z układu równań (1 ) usuwamy róvmanie szóste), 
to wzór na zastępczą stałą czasową przybierze bardziej skom= 
plikowaną postać, a mianowicie

T +T +T,,+T ,+T ,(l + k K' ) + T (1+ K' ) k T , s q dd wd qdv qa idy wqx kq i1 ' q qd

1 + K'idKii+ ̂  Kn

Iłowe oznaczenia we wzorze (12) 
2

Kłi
(1 2)

wd L J R  a  wd wd z j A j/R j wd Ad v/d stała czasowa uzwojenia zwarte* 
go w osi podłużnej

T s L /R wq wq wq z A  /R wq q' wq stała czasowa uzwojenia zwarte* 
go w osi poprzecznej o

Pozostałe oznaczenia są identyczne, jak w (11)<>
Jeżeli amplidyna posiada

%{

LSI

¿S3

4d

 ")RS1

■ ? ZS2
c :

(.Zl

)
7)RS2

Zs3 

) ̂ 53

Rys.5. Do obliczenia zastępczej 
stałej czasowej trzech uzwojeń 

steru.iacvch

kilka czynnych uzwojeń 
sterujących, to v/e wzorach 
(11) i (12) należy w miej~ 
scu stałej czasowej 
podstawić sumę stałych 
czasowych wszystkich uzwo= 
jeń sterujących. Dla przy** 
kładu rozpatrzymy część 
obwodu magnetycznego w osi 
podłużnej, sprzężonego z 
trzema uzwojeniami steru­
jącymi (rys.5)« Fragment 
układu równań, odnoszący 
się do obwodów tych uzv/o- 
jeń można napisać w na­
stępującej postaci opera­
torowej?

V Ł  + R A ,s1 s1 s1
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zs2 Płfd - “szśa - - us2
(13)

z + R _i t  ^ U _s3 d s3 s3 s3

Y/prowadzając do powyższego układu zastępczy prąd magne­
sujący zredukowany na liczbę zwojów np» pierwszego uzwojenia 
sterującego, czyli i'^ s §  ̂ /A^zs-] i sumując równania (13)
stronami otrzymujemy (po.prostych przekształceniach)?

Tzs pî d + "̂zs e

gdzie oznaczają?
T s T +T +T , - zastępczą stałą czasową uzwojeń steru- 
zs s1 s2 s3 jących, stanowiącą sumę stałych czasowych

obwodów poszczególnych uzwojeń
z2 Z 3i sai - —  i + i - zastępczy prąd sterujący, będący 

zs sl ẑ  S2 zg1 sj sumą algebraiczną prądów sterują­
cych, zredukowanych na liczbę 
zwojów zS I

U' U ,  z _ U . z U _V  -¿1 _ —¿1 _ —^  -JL- + —§2 _§2 _ sum ilorazów zreduko-
¿-1 R . R „ z „ R „ z „ R -si s1 s1 s2 s1 s3

wanych napięć sterujących (zewnętrz­
nych) przez oporności odpowiednich 
uzwojeń sterujących.

Zastąpienie trzeciego równania układu (9 ) równaniem (14) oraz
wprowadzenie do układu (9 ) prądu i w miejsce i nie

j \ 2S szmieni ogólnej postaci wzoru (7) na funkcję przejścia ampli- 
dyny, ani wzoru (11) na zastępczą stałą czasową» We wzorach 
tych należy tylko podstawić zamiast stałej czasowej Tg, 
sumę stałych czasowych T wszystkich trzech uzwojeń steru-ZSjących. Analogiczny wniosek jest oczywiście słuszny w odnie­
sieniu do wzoru (12).
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Zastępcza stała czasowa ułatwia porównawczą ocenę ampli- 
dyn, umożliwiając zastosowanie pojęcia wypadkowej dobroci 
wzmocnienia mocy, które definiujemy, jako iloraz współczyn­
nika wzmocnienia mocy przez zastępczą stałą czasową« Umie­
jętność obliczania tej stałej jest więc istotną pomocą dla 
konstruktora, który chce oceniać porównawczo rozmaite warian­
ty konstrukcyjne maszyny przed wykonaniem modelu«
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ynP O m E H H blïï AHAJIM3 IIEPEXOÆHblX nPODiECCOB
B AMIIJIM^MHE

Abtop noKa3aji npocTOÜ cnocoô onpeflejieroifl CTeneHH xapax- 
TepncTMHecKoro ypaBHeHMH æjih cocTaBa ^wclx^epeHpMajiBHBix 
ypaBHeHMÜ nepBoiï CTeneHH. Cnocoô ocHOBaH Ha aHajiM3e pacnpe- 
.qejieHMfl onepaTopa ,,p” Ha MaTpMHHOii mtocKocra. IIoKa3aHo, hto 
npw ycjiOBMii npeHeôpexieHMH noTOKaMii pacceHHHH, Mbi nojiynaeM 
Bcer^a ypaBHeHne BTopoii CTeneHH, He3aBMCMMO ot HMCJia ajieK- 
TpMHecKwx KOHTypoB H MX cpenjieHHM no ^ByM ochm. ÆaHbi npn- 
Mepbi pacneTa nocTOHHHbix BpeMeBH.

ANALYSE SIMPLIFIÉE DES ÉTATS NON-ÉTABLIS DANSL’AMPLIDYNE
L’auteur donne un procédé très simple de déterminer le dégré de l’équation characteristique d’un système des équations différentielles de premier ordre. Le procédé est basé sur la disposition de l ’opérateur ,,p” sur la matrice. L’application de cette méthode à l ’analyse des états non- -établis aboutit à la conclusion que à la condition d’élimer les flux de dispersion on reçoit toujours l ’équation characteristique de deuxième ordre. Ce résultat est indépendant du nombre des circuits électriques dans les deux axes et de leurs couplages mutuels. L’auteur donne un 

exemple du calcul de la constante de temps résultante.


