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PRZYCZYNEK DO WYKRESÓW KOŁOWYCH

S tre s z c z e n ie .  P rzez  wprowadzenie tzw . w spółczynnika  
p ro p o rc jo n a ln o śc i ^  rów nania okręgu  na  p ła sz c z y ź n ie  
Gaussa można w p ro s ty  sposób wyznaczyć p o ło ż e n ie  o k rę 
gu odwróconego o raz  p rzep row adzić  a n a l iz ę  rów nania 
okręgu. Podano w n io sk i w y n ika jące  z t e j  a n a l iz y  o raz  
p rzy k ład y  liczbow e w zasto so w an iu  do czwóm ików.

Z t e o r i i  krzywych wskazowych wiadomo, że rów nanie

w ogólnym przypadku p rz e d s ta w ia  n a  p ła s z c z y ź n ie  Gaussa okrąg  
nie przechodzący p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u .

Położenie okręgu ( i )  można w yznaczyć, o b l ic z a ją c  w ektor 
środka Ś o raz  prom ień r  p rz y  pomocy znanych wzorów

1. W s t ę p

A A

(1 )

(2)

r A y  A V (3 )
C . D -  D . C

Przy badan iu  obwodów e le k try c z n y c h  p rą d u  zmiennego c z ę s to  
występuje zag ad n ien ie  k r e ś le n ia  k rzyw ej wskazowej o równa
niu  będącym odw ro tnością  rów nania  ( 1 ) ,  t j .
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Równanie ( 4 ) p rz e d s ta w ia  o g ó ln ie  b io rą c  okrąg  n ie  p rze - 
chodzący p rz e z  p o c z ą te k  u k ła d u , a  jego  p o ło ż e n ie  można wy- 
znaczyć p rz e z  o b l ic z e n ie  w ek to ra  ś ro d k a  5 ^  o ra z  prom ienia 
r *  wg wzorów

A V

<$* C . BO

r  * C c B TT
A
D

A , B — B e A

(5)

(6)

P rzez w prowadzenie pewnego w spó łczynn ika  można określić  
p o ło ż en ie  okręgu  (4 ) z danego rów nania ( 1 ) p rzy  pomocy wzo
rów p ro s ts z y c h  n iż  ( 5 ) i  ( 6 ) .

O kazuje s i ę  p rzy  tym, że ś ro d k i okręgów ( 1  ) i  ( 4 ) mogą 
le ż e ć  po przeciw nych s tro n a c h  o s i  l i c z b  rzec zy w is ty ch  lub 
o s i  l i c z b  u ro jo n y ch , w z a le ż n o ś c i  od z n a k u j

2 . W spółczynnik p ro p o rc jo n a ln o ś c i rów nania okręgu
,  A A A

Załóżmy, że w ogolnym przypadku w sp ó łc z y n n ik i A, B, C i  
D rów nania (1 )  s ą  lic z b a m i zespolonym i w p o s ta c i

A « A1 + j  A2 

B •  B,j + j  Bg
A
C
A

D

c 1 + j  c 2

D1 + j  D2

(7 )

Po p o d staw ien iu  ( ? )  do (2 )  i  p ro s ty c h  p rz e k sz ta łc e n ia c h  
otrzymujemy

A
S s ,  +  3 s

gd z ie
A2  D1 +  B1 C2 "  A1 D2  “  B2  C1 

2 7  (D1 C2 - C , ^ )

B1 C1 + B2 C2 -  A1 D1 °
2 . (D ; C„ -  c7 D0 )

A2 D2

(8)

(9)

(10)
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Podobnie podstawiając (7 )  do ( 5 ) otrzymujemy

Ś* = S* + j  S* ( 1 1 )

gdzie
„ A2 D1 + B1 C2 ~ A1 P2 ~ B2 C1

51 = 2 . (A2 B1 -  A1 B2 j

£
A1 D1 + A2 D2 -  B1 C1 B2C2

(1 2)

'2  "  2 . (A2 B1 -  A1 B2 )

Stosunek składowych rz e c z y w is ty c h  (9 )  i  (1 2 ) wynosi

(1 3 )

A2 B1 ”  A1 B2 
D1 C2 *  C1 °2

A! * A2 

B1* B2
V  c 2

D1* D2

a stosunek  składow ych u ro jo n y ch  (1 0 )  i  (1 3 ) d a je

S , -  ( a2 Bi -  A, B2 ) 

S i = D1 c 2 “ °1 D2

V  A2 
B1* B2

V  C2

V  D2

(1 4 )

(1 5 )

przy czym ¿1 j e s t  l i c z b ą  rz e c z y w is tą ,  s t a ł ą  d la  danego okrę* 
gu. Wyrażenie

A ., A
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nazywać będziem y w spółczynnikiem  p ro p o rc jo n a ln o ś c i  równania 
okręgu (1 ) i  zd e fin iu jem y  go jak o  i l o r a z  wyznaczników utwo
rzonych  ze współczynników  l i c z n ik a  i  m ianownika rów nania 
ok ręgu .

W spółczynnik te n  może p rz y b ie ra ć  w a r to ś c i  d o d a tn ie  i  ujem
ne (p rz y p a d k i sz c z e g ó ln e  ¿/ = O i ^ U = + _ < »  o raz  w n io sk i s tąd  
w y n ik a jące , z o s ta n ą  ro z p a trz o n e  w u s tę p ie  4 ) .
Z wyprowadzonych równań (1 4 ) i  (1 5 ) w ynika n a s tę p u ją c y  wnio
sek  ogólny:

W niosek 1

J e ż e l i  w spó łczynn ik  p ro p o rc jo n a ln o ś c ią  danego równania ̂ A
okręgu V(p) « * +- $  - j  ■■ ma w a rto ść  d o d a tn ią  ( > 0 ) ,

e + P 6 r / mwtedy w ek to ry  środków okręgów danego |_V(p)J i  odwroconego

[ v f p )  = 3 po łożone s ą  sy m etry czn ie  względem o s i  rzeczy-
* >P /

w i s t e j .

+ j ¿ ¿ > 0

A

f y  n  j

+

J - R  ^ -------------

I r *  I

* -  —  
5  ~ / « “ l

l  °2  J n * -  J L  

P  l £ M

P o » ' d r >

R y s.1 . K o n stru k c ja  ok ręgu  f* ( p )  = z  danego okręgu

v ( p ) = i ^ 4  d la  ¿w > o\y +
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W przypadku, gdy < 0 w ektory  środków ty c h  okręgów po
łożone są  sym etryczn ie  względem o s i  u ro jo n e j ( ry s .1  i  2 ) .

+j

s "|<“I •
r s yl<“l /

o \ r
\

p* *Pz
\ s\ y / i  I

j  +

/
v * (p )s m

A* / \ 1Ryst 2. K o n stru k cja  okręgu V (p )  a  j  z danego okręgu

Y (p) s  i  +- P- |  d la f t  < 0 
C + p D

3. Wyznaczenie p o ło ż e n ia  okręgu  odwróconego

Między modułami S i  S* w yrażeń (8  ) i  (11 ) o ra z  prom ie
niami r  i  r *  okręgów (1 )  i  (4)» zach o d z i na podstaw ie  
wzorów (14) i  (15 ) zw iązek
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Wzory (1 8 ) i  (1 9 ) w o p a rc iu  o w niosek  1 u m o ż liw ia ją  nastę
p u ją c ą  k o n s tru k c ję  okręgu odwróconego. A, a + p B

J e ż e l i  dany j e s t  okrąg  o rów naniu  V (p) » -------  * , to
A* 1 L + p L

okrąg  o rów naniu  V ( p )  s  znajóujem y w te n  sposób , źe

o d le g ło ść  S 3  | ś  I ś ro d k a  od p o czą tk u  u k ła d u  w spółrzędnych 
o raz  prom ień r  danego okręgu d z ie lim y  p rzez  bezwzględną 
w arto ść  w spó łczynn ika  p ro p o rc jo n a ln o ś c i  , a  n a s tę p n ie  kre= 
ćlim y z w ie rc ia d la n ą  o d b itk ę  otrzym anego okręgu względem osi 
rz e c z y w is te j  j e ż e l i  ¿1 > 0 , lu b  względem o s i  u ro jo n e j je ż e l i  
¡U 0 ( ry s .1  i  2 ) .

4. A n a liza  rów nania okręgu

Przy  pomocy w spó łczynn ika  p ro p o rc jo n a ln o ś c i  f i  można w 
p ro s ty  sposób p rzep row adzić  szczegółow ą a n a l iz ę  rów nania 
okręgu (1 )•

a )  Z ak ładam y^  e  0 , co prow adzi do z a le ż n o ś c i

V  A2
B„, B^

(20)
Warunek (2 0 ) s p e łn ia  s i ę  d la  n a s tę p u ją c y c h  p ię c iu  przypad= 
ków

/\
3) A = A1 i  B » B1

4 ) 1 = jAg i  B « jB2

5 ) Â  ; Ag = B̂  i Bg

Przypadki powyższe prowadzą do n a s tę p u ją c y c h  równań
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3) V(p)

4) V(p)

5) V(P )

A1 + P B1 TC
C + p D

jA2 + p ¿B2 

Ó + p D

A-j + ¿A2 + p 0 (B1 + jB2 )

Ć + p fi

(2 3 )

(2 4 )

(2 5 )

Równania (21 ) do (2 5 ) p rz e d s ta w ia ją  n a  p ła s z c z y ź n ie  Gaussa 
okręgi przechodzące p rz e z  p o czą tek  u k ła d u , ponieważ d la  
w szystkich  ty ch  przypadków j e s t  s p e łn io n y  w arunek S s  r .  
Wyniki powyższe można sform ułow ać n a s tę p u ją o o ;

A  A

A/ \ A + p Brównanie typu  V(p ) -  v
C + p D

A A

przy za ło żen iu  C ^ 0 i  D ^ 0 p rz e d s ta w ia  ok rąg  p rzech o 
dzący p rzez  p o czą tek  u k ład u  je ż e l i s

a )  jed en  ze w spółczynników l i c z n ik a  j e s t  równy ze ru  
( i  s  0 lu b  B s  0)

b ) oba w sp ó łczy n n ik i l i c z n ik a  s ą  lic z b a m i ty lk o  r z e 
czyw istym i (A s  A1 i  B s* B1 ) lu b  ty lk o  uro jonym i 
a - j A g  i  B = j B 2 )

c)  oba-w spó łczynn ik i l i  c z n ik a  s ą  l ic z b a m i zespolonym i, 
a  ic h  składow e rz e c z y w is te  i  u ro jo n e  s p e łn i a ją  
za leżn o ść  A1 s A2 -  B1 s B2# ;

b) Z a ło ż e n ie ^  s  co p row adzi do z a le ż n o ś c i



128 Karol Lubelski

Warunek (2 6 ) s p e łn ia  s i ę  d la  n a s tę p u ją c y c h  p ię c iu  przypadków

1 ) C -  0

2 ) D » 0

3) C -  O, i  D « D1

4 )  c  B j c 2 i  d e  ą

5 ) C1 s C2 -  Di s D2

P rzypadk i powyższe prow adzą do n a s tę p u ją c y c h  równan

1 ) K p ) . i ^  - B + i -  *  <2 7 >
p D *

2) v ( p ) -  ^ » M + p N (28)
y c

3 ) i ( p ) . i ± A i _  ( 2 9 )
' ' °1 + P D1

4 ) v ( p    (30)
j0 2 + p JD2

5 ) v ( p )  «  ^  +  +  p \  ( ^ A+  ( 31)

Równania (2 7 ) do (3 1 ) p rz e d s ta w ia ją  na p ła sz c z y ź n ie  Gaussa
p r o s te ,  ponieważ d la  w sz y stk ich  ty c h  przypadków S i r  są
n ie sk o ń czen ie  w ie lk ie ,  a  w ięc j e s t  to  g ra n ic z n y  przypadek 
okręgu o n ie o g ra n ic z e n iu  w ielk im  prom ieniu^  W yniki powyższe 
można sform ułować w n a s tę p u ją c y  sposóbs rów nanie typu

' "D \
V(p^ = r  l+l p rzy  z a ło ż e n iu  A ^ 0 i  B ^ 0 p rzed s taw ia

p r o s tą  n ie  p rzechodzącą  p rzez  p o c z ą te k  u k ład u  j e ż e l i s

a )  jed en  ze w spółczynników  m ianownika j e s t  równy zeru  
(Ć -  0 lu b  D a  0 ) ,

b )  oba w sp ó łczy n n ik i mianownika s ą  l ic z b a m i ty lk o  rze~  
czyw istym i (C » C1 i  fi a  D .) lu b  ty lk o  uro jonym i

A A l »
(C « jC2 i  D -  j D2 )
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c l  oba w sp ó łczy n n ik i mianownika s ą  lic z b a m i zespo lonym i, 
a ic h  składowe rz e c z y w is te  i  u ro jo n e  s p e łn i a ją  z a le ż 
n o śc i i C2 -  : D2 *

1 ) okrąg n ie  p rzechodzący  p rz e z  p o c z ą te k  u k ład u  w spó ł
rzędnych, j e ż e l i  ¿1 Ą 0 , p rzy  czym

a )  d la ^ i^ > 0 , p o czą tek  u k ład u  w spó łrzędnych  le ż y  ze
w nątrz okręgu  (S >  r )

b ) d la ^ u < 0 , p o czą tek  u k ład u  w spó łrzędnych  le ż y  we
w nątrz okręgu  (S <  r )

2) okrąg przechodzący  p rzez  p o c z ą te k  u k ła d u  w sp ó łrzęd 
nych, j e ż e l i  La  = 0

3) p ro s tą  n ie  p rzechodzącą  p rz e z  p o c z ą te k  u k ład u  w spół
rzędnych j e ż e l i  ¡u s* ±

Na zakończenie podano dwa p rz y k ła d y  liczbow e w z a s to s o 
waniu do czworników, d la  k tó ry c h  rów nan ia  krzywych w skazo- 
wych s p e łn ia ją  warunek 0 (p rz y k ła d  1 ) o ra z  ¡u -  0 i  
¿1 s co (p rzy k ład  2 ) .

Z przeprow adzonej a n a l iz y  rów nania ( 1  ) można w yciągnąć n a
s tęp u jący  ogólny w niosek 1

Wniosek 2

Równanie v ( p )  
p ro p o rc jo n a ln o śc i

_ A + p B w z a le ż n o ś c i  od w spó łczynn ika  
C + p D

może p rz e d s ta w ia ć  na p ła sz c z y ź n ie  Gaussa



5 . P rzyk łady  liczbow e

P rzyk ład  1 y

Wyznaczyć krzywe wskazowe p rz e k ła d n i n a p ię ć  -  TT °raz
« U2 ,w spółczynnika w zm ocnienia napięciow ego K = 7t— czw om ika

1ja k  na r y s . 3 , p rzy  z a ło ż e n iu , że oporność * p zm ienia
s i ę  w g ra n ic a c h  od p = 0 do p = o°

130  Karol Lubelski____________________

R y s.3 . Gzwornik do p rz y k ła d u  1

Równanie krzyw ej wskazowej p rz e k ła d n i n a p ię ć , ja k  łatwo 
o b lic z y ć , p rz e d s ta w ia  s i ę  n a s tę p u ją c o

A

= L° >2 + -i2 ) + Ł - a J r .  ę a . .+ .i 4 *8?) .  j jb J ł  
a ' ' u2 (0*2 + j 2 )  + p C + p

_B_
A

P D

7/spółczynnik  p ro p o rc jo n a ln o ś c i tego  rów nan ia  w ynosi

0 *2 , 2 

•6*8. 4*82

0 * 2 . 2 

1 0

-  7*282 <  0
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Wobec tego  równani© ifc ( p )  p rz e d s ta w ia  ok rąg  n ie  p rzec h o 
dzący p rzez  p o czą tek  u k ła d u , p rz y  czym w ek to r środka  te g o  
okręgu o raz jego  prom ień wynoszą

£ T i  a • T n o   ̂ 147°13’ Q .  j ^ 1S s  -  3 14 + 3 2 02 = 3 74 e u a S . e w

r  = |-3*66 + j  2 ‘80 | » 4*61

Równanie krzyw ej wskazowej w spó łczynn ika  w zm ocnienia na= 
pięciowego

A
U,v f \ * 1 (0*2 + ,j2 ) + p

' "  fi 3 ^ p T "  (0*2 + j 2 ) + p . (-6 * 8  + j  4*82)

Wektor środka o raz  prom ień tego  okręgu na p o dstaw ie  wzorów 
(18) i  (19 ) wynoszą

s " -  f i ?  * ° ' 513
4*61

"  7 282 “  33

+J
tU<0

R ys.4 . Wykresy kołowe do p rz y k ła d u  1
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Ponieważ 0 , w ięc ś ro d k i obu okręgów le ż ą  po przeciw nych 
s tro n a c h  o s i  u ro jo n e j  ( r y s .4 ) ,  p rzy  czyn

ś *  = 0 - 5 1 3  . e 3 <180° - « >  -  ° ’ 513 . e 3 32° 47' = s -  . e34 

a  w ięc wskazy Ś i  Ś* s ą  odchylone sy m etry czn ie  względem osi
+ j*

P rzy k ład  2
,  A

Wyznaczyć krzywe wskazowe oporu  w ejsciov/ego Z oraz
A

przew odności w ejśc io w ej Y czw óm ika  sym etrycznego ty p u #  
o z m ie n ia ją c e j s i ę  o p o rn o śc i na w y jśc iu  Rq = p w g ran icach  
od p * 0 do p s o o  ( r y s . 5 ) .

19 SL ira s i

R y s .5 . Czwornik do p rz y k ła d u  2

Równanie krzyw ej wskazowej oporu  w ejściow ego ja k  łatwo 
o b lic z y ć  p rz e d s ta w ia  s i ę  n a s tę p u ją c o

nf , '  - i l  ± 1  15) ±  p . ( 0 '4  ±  .12) _____
we p ( - 1  + j  0-832} + p . 0 “ 1 4 6  + 3 0"175)

Ponieważ

¿i =

3 , 15
0*4. 2
-  1 , 0*832 

-0*146, 0*175

= O
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więc równanie to  p rz e d s ta w ia  ok rąg  p rzechodzący  p rz e z  począ= 
tek  układu, p rzy  czym

Ś -  -  3*54 -  j  8*55 » 9*25 . e'
-j 112 30*

r  -  ̂ 0*108 9*25

Równanie krzywej wskazowej przew odności w ejściow ej

i  M  t (-1  t  i  0 -832 ) ±  P . ( -0 -1 4 6  ±  i  0-175
wet p ' '  (3  + J 15) + P • ¡0*4 +

Ponieważ d la  tego  rów nan ia  j e s t  jj. = oo , w ięc p rz e d s ta w ia  
ono p ro s tą  n ie  p rzechodzącą p rzez  p o c z ą te k  u k ład u  ( r y s . 6 ) .
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B KAHECTBE IIPMJIOiKEHMH K  TEOPMM KPYrOBBIX 
^M A rP A M M

B paôoTe beo^m tch K03c]3ci)iiLi,neHT nponoppMOHajibHOCTM 
b ypaBHemiH Kpyra Ha TayccoBoii iuiockoctm  m nojiynaeTCH npo- 
CTOÜ MeTOÆ o6o3HaHeHHH HHBepcupoBaHHoro Kpyra m aHajiH3 ypaB- 
HeHwii. ^aHbi 3aKJiiOHeHMH m HMCJieHHbie npHMepw no neTbipex-
nOJIIOCHMKaM.

CONTRIBUTION AUX DIAGRAMMES CIRCULAIRES

L'auteur introduit un coefficient de proportion dans les équations du 
cercle sur le plan Gauss et il obtient un simple procédé d’établir la po
sition du cercle et de l ’analyse de l’équation. Il donne les conclusions de 
cette analyse et les examples numériques pour les quadrupôles.


