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Streszczenie. Przez wprowadzenie tzw. wspdiczynnika
proporcjonalnosci ™ rownania okregu na ptaszczyznie
Gaussa mozna w prosty sposdb wyznaczy¢ potozenie okre-
gu odwrdconego oraz przeprowadzi¢ analize réwnania
okregu. Podano wnioski wynikajgce z tej analizy oraz
przyktady liczbowe w zastosowaniu do czwémikow.

1. W step

Z teorii krzywych wskazowych wiadomo, ze réwnanie

A A

(1)

w ogllnym przypadku przedstawia na ptaszczyznie Gaussa okrag
nie przechodzacy przez poczatek uktadu.

Potozenie okregu (i) mozna wyznaczy¢, obliczajgc wektor
érodka S oraz promien r przy pomocy znanych wzoréw

@)

r A y A v (3)
c.D-D.C

Przy badaniu obwodéw elektrycznych pradu zmiennego czesto
wystepuje zagadnienie kre$lenia krzywej wskazowej o réwna-
niu bedacym odwrotnoscig réwnania (1), tj.
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Rownanie (4) przedstawia ogdlnie biorgc okrag nie prze-
chodzacy przez poczatek uktadu, a jego potozenie mozna wy-
znaczy¢ przez obliczenie wektora $Srodka 5”7 oraz promienia
r* wg wzoréw

\%

gké.s 5)

A

rox .ﬁch D @)

, B—B e A

Przez wprowadzenie pewnego wspotczynnika  mozna okreslic¢
potozenie okregu (4) z danego réwnania (1) przy pomocy wzo-
row prostszych niz (s) i (6).

Okazuje sie przy tym, ze Srodki okregow (1) i (4) moga
lezeé¢ po przeciwnych stronach osi liczb rzeczywistych lub
osi liczb urojonych, w zaleznos$ci od znakuj

2. Wspotczynnik proporcjonalno$ci rownania okregu
Zatézmy, ze w ogolnym przypadku wspétczynniki ,/3\ é ¢i
D réwnania (1) sg liczbami zespolonymi w postaci

A« Al +j A

Be Bj +] Bg

A (7)
C cl+jc2

A

D DL+ D2

Po podstawieniu (?) do (2) i prostych przeksztatceniach
otrzymujemy

S s, + 3s (8)

gdzie
A2 D1 . B1 C2- Al D2 - B2 C1 (9)
27 (b1 cCc2-C ™)

Bl ClL+B2C2- ALDl ° A2 D2
2 . (D; C, - c7 DO) ao
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Podobnie podstawiajgc (7) do (5) otrzymujemy

§* = S* + j S* (1)
gdzie
A2 D1 + Bl C2 ~ Al P2 ~B2 Cl (i2)
5 = 2 . (A2 Bl - Al B2]j
AL DL+ A2D2- BlCl pgo 13)
By v 2 (A2 B1 - AL B2)
Stosunek skiadowych rzeczywistych (9) i (12) wynosi
Al * A2
A2 B1 . Al B2 \B/l* B% (14)
DL C2 . Cl °2 ¢
D1* D2
a stosunek skiadowych urojonych (10) i (13) daje
vV A
S, - (a2 Bi - A B2) *
B1* B2 (15)
Si = Dl c2 * °1 D2 vV C2
vV D2

przy czym ¢l jest liczbg rzeczywistg, statg dla danego okre*
gu. Wyrazenie

A, A
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nazywa¢ bedziemy wspdiczynnikiem proporcjonalnos$ci réwnania
okregu (1) i zdefiniujemy go jako iloraz wyznacznikéw utwo-
rzonych ze wspo6tczynnikéw licznika i mianownika réwnania

okregu.

Wspdtczynnik ten moze przybieraé wartoSci dodatnie i ujem-
ne (przypadki szczeg6lne ¢/ = Oi“"U=+_<» oraz wnioski stad
wynikajgce, zostang rozpatrzone w ustepie 4).

Z wyprowadzonych réwnan (14) i (15) wynika nastepujacy wnio-
sek ogdlny:

Whniosek 1

Jezeli wspotezynniky proporcjonalnoscig danego réwnania
okregu V(p) « *+$ -jm mawarto$¢ dodatnig ( > 0),

wtedy wektory s’reod+kcJJDW60kregéw danego [_\//(pfﬁ i odwroconego

[vfp) = ey 3 potozone sg symetrycznie wzgledem osi rzeczy-
wistej.
Rys.1. Konstrukcja okregu f*(p) = z danego okregu

v(p)fyjr"4 dla ¢w>o0
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Wprzypadku, gdy < 0 wektory $rodkéw tych okregow po-
tozone sg symetrycznie wzgledem osi urojonej (rys.1 i 2).

4

Ryst2. Konstrukcja okregu 6@} a 1 j z danego okregu

Y s i +P- dlaft<0
LRSI

3. Wyznaczenie potozenia okregu odwrdéconego

Miedzy modutami S i S* wyrazen (8 )i (11 ) oraz promie-
niami r i r* okregéw (1) i (4)» zachodzi na podstawie
wzorow (14) i (15) zwigzek
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Wzory (18) i (19) w oparciu o wniosek 1 umozliwiajg naste-

pujaca konstrukcje okregu odwrdconego. A, a+pB
Jezeli dany jest okragg o réwnaniu  V(p) » - * to
A* 1 L+plL
okragg o réwnaniu V (p) s znajoujemy w ten sposob, Ze

odlegto$¢ S 3 |$ | Srodka od poczatku uktadu wspdtrzednych
oraz promieA r danego okregu dzielimy przez bezwzgledng
warto$¢ wspdtczynnika proporcjonalnosci , @ nastepnie kre=
¢limy zwierciadlang odbitke otrzymanego okregu wzgledem osi
rzeczywistej jezeli ¢1 >0, lub wzgledem osi urojonej jezeli
iU 0 (rys.1 i 2).

4. Analiza réwnania okregu
Przy pomocy wspétczynnika proporcjonalnos$ci fi mozna w
prosty sposGb przeprowadzi¢ szczegdtowg analize réwnania
okregu (1)
a) Zaktadamy” e 0, co prowadzi do zaleznoSci

V AR
B’” B/\ (20)

Warunek (20) spetnia sie dla nastepujacych pieciu przypad=
kéw

3) A=Al i Ié» B1
4) 1 =jAg i B« jB2
5 A ; Ag = B i Bg

Przypadki powyzsze prowadza do nastepujgcych réwnan
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3) V(p) /21++pP551 (23)
jA2 + p (B2

4) V(p) 6+pD (24)
Aj + ¢A2 + p 0 (BL + jB2)

5) V(P) (25)

C+pfi

Rownania (21 ) do (25) przedstawiajg na ptaszczyznie Gaussa
okregi przechodzace przez poczatek uktadu, poniewaz dla
wszystkich tych przypadkéw jest spetniony warunek S s r.
Wyniki powyzsze mozna sformutowaé¢ nastepujgoo;

. . \ A+ p?3
réwnanie typu \Y - v
yp A(p ) C+ pD
przy zatozeniu CAO0 i D~O przedstawia okrag przecho-

dzacy przez poczatek uktadu jezelis

a) jeden ze wspotczynnikow licznika jest roéwny zeru
(i s 0 lub Bs 0)

b) oba wspo6tczynniki licznika sg liczbami tylko rze-

czywistymi (A s AL i B s Bl) lub tylko urojonymi

a-jAg i B=jB2)

c) oba-wspodtczynniki licznika sg liczbami zespolonymi,
a ich skladowe rzeczywiste i urojone spetniajg
zaleznos¢ Al s A2 - Bl s B2# ;

b) Zatozenie® s cprowadzi do zaleznosci
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Warunek (26) spetnia sie dla nastepujacych pieciu przypadkow
1) C-0

2) D»0

3) C- 0, i D« D1
4y ¢ Bjc2 i de a
5) ClsC2 - Di s D2

Przypadki powyzsze prowadza do nastepujacych rownan

1)K p).in -B+i- * 7>
pD *

2) v(p) - » » M+ p N (28)
y c

3)i(p).i £ A i _ (29)
' ! °1 + P D1

4)v(p (30)

jo02 + p JD2
5) v(p) « N + + p\ (M A+ (31)

Réwnania (27) do (31) przedstawiajg naptaszczyZznie Gaussa
proste, poniewaz dla wszystkich tychprzypadk6wS ir sg
nieskonczenie wielkie, a wiec jest to graniczny przypadek
okregu o nieograniczeniu wielkim promieniu® Wyniki powyzsze
mozna sformutowaé w nastepujacy s\posébs rownanie typu

Vipr =r H przy zatozeniu AN 0 i B~ 0 przedstawia
prosta nie przechodzacag przez poczatek uktadu jezelis

a) jeden ze wspotczynnikow mianownika jest rowny zeru
(C-0 Ilub Da 0),

b) oba wspoétczynniki mianownika sg liczbami tylko rze~
ciywistymi (CA» IC1 i fiaD.) Ilub tylko urojonymi
(C«jCc2 i D- jD2)
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cl oba wspétczynniki mianownika sa liczbami zespolonymi,
a ich skfadowe rzeczywiste i urojone spetniajg zalez-

nosci i C - : De*
Z przeprowadzonej analizy rownania (1 ) mozna wyciaggnaé na-
stepujacy ogolny wnioseki

Whniosek 2

A+ p B w zaleznos$ci od wspo6iczynnika

Rownanie v(p) - C+pD

proporcjonalnosci

moze przedstawia¢ na ptaszczyznie Gaussa

1) okrag nie przechodzacy przez poczatek uktadu wspét-
rzednych, jezeli ¢1 A 0, przy czym

a) dla”i®>0, poczatek uktadu wspotrzednych lezy ze-
wnatrz okregu (S > r)

b) dlaru<0, poczatek uktadu wspo6trzednych lezy we-
wnatrz okregu (S < r)

2) okrag przechodzacy przez poczatek uktadu wspotrzed-
nych, jezelila = 0

3) prostg nie przechodzgcg przez poczatek uktadu wspot-
rzednych jezeli ju s*+

Na zakornczenie podano dwa przyktady liczbowe w zastoso-
waniu do czwornikéw, dla ktérych réwnania krzywych wskazo-
wych spetniajg warunek 0 (przyktad 1) oraz ju- 0 i
s co (przykiad 2).
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5. Przyktady liczbowe

Przyktad 1 y
Wyznaczy¢ krzywe wskazowe przektadni napieé - TT °raz

wspdtczynnika wzmocnienia napigeciowego K = J7tJ2— czwomika

jak na rys.3, przy zatozeniu, ze opornosc * p  zmienia
sie w granicach od p =0 do p =0°

Rys.3. Gzwornik do przyktadu 1

Rownanie krzywej wskazowej przektadni napie¢, jak tatwo
obliczy¢, przedstawia sie nastepujaco

A

= L°>2 +-i2) + £-alr. ga.+ i 4%8?) . j jbit B

a' ' ou2 (0%2 + j2) + p C+pD

7/spétczynnik proporcjonalnos$ci tego réwnania wynosi

02, 2
*6*8. 4*82 . 74282 < 0
0*2. 2

1 0
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Wobec tego réwnani© ifc (p) przedstawia okrag nie przecho-
dzacy przez poczatek uktadu, przy czym wektor Srodka tego
okregu oraz jego promien wynosza

§s . dha+ I = 374 e 1 147°137°, @ o !
f = |-3%66 + ] 2°80| » 4%61

Réwnanie krzywej wskazowej wspotczynnika wzmocnienia na=
pieciowego

A

vf \ Us 1 (0*2 + ,j2) + p

"fi 3~ pT" (0*2 + j2) +p . (-6*8 + j 4*82)
Wektor Ssrodka oraz promien tego okregu na podstawie wzorow
(18) i (19) wynoszg

4*61
s" - fi1? * °'513 "7 282 " 33

d
tu<0

Rys.4. Wykresy kotowe do przykitadu 1
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Poniewaz 0, wiec $rodki obu okregéw lezg po przeciwnych
stronach osi urojonej (rys.4), przy czyn

§* = 0-513 . e3 <180° -«> - °’'513 . e3 32°47'=5s- . e34

a wiec wskazy S i S* sg odchylone symetrycznie wzgledem osi
+ j*

Przyktad 2

Wyznaczyé krzywe wskazowe oporu wejsciov/ego Z oraz
przewodnos$ci wejsciowej ¥ czwomika symetrycznego typu#
0 zmieniajacej sie opornosci na wyjsciu Rg = p w granicach
od p*0 do psoo (rys.5).

19SL irasi

Rys.5. Czwornik do przyktadu 2

Réwnanie krzywej wskazowej oporu wejsciowego jak fatwo
obliczy¢ przedstawia sie nastepujaco

M, - il £115) £+ p . (0'4 = .12)
we p (-1 +j 0-832} +p . 0“146 + 3 0"175)
Poniewaz

3, 15
= 0*4. 2 _
o= -1, 0*832 =0

-0*146, 0*175
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wiec roOwnanie to przedstawia okrag przechodzacy przez pocza=
tek uktadu, przy czym

_i <
§ . - 3%54 - | 8%55 » gr25 ) 11230

r - A 0*108 9*25
Réwnanie krzywej wskazowej przewodnosci wejsciowe]j

i M t (-1 ti 0-832) + P . (-0-146 + i 0-175
wetp ' ' (3 +J 15) + P » j0*4 +

Poniewaz dla tego rownania jest j. = 00, wiec przedstawia

ono prostg nie przechodzacg przez poczatek uktadu (rys.6).
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B KAHECTBE IIPMJIOIKEHMH K TEOPMM KPYrOBBIX
"MArPAMM

B paboTe beo”mtch  KO03c]3ci)iiLi,neHT  nponoppMOHajibHOCTM
b ypaBHemiH Kpyra Ha TayccoBoii iuiockoctm m nojiynaeTCH npo-
CTQU METOA 0603HaHeHHH HHBepcupoBaHHoro Kpyra m aHajiH3 ypaB-
HeHwii. ~aHbi 3aKJiiOHeHVH m HMClieHHbie npHMepw no neTbipex-
nOJIIOCHMKaM.

CONTRIBUTION AUX DIAGRAMMES CIRCULAIRES

L'auteur introduit un coefficient de proportion dans les équations du
cercle sur le plan Gauss et il obtient un simple procédé d’établir la po-
sition du cercle et de I’analyse de I’équation. Il donne les conclusions de
cette analyse et les examples numériques pour les quadrupdles.



