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I .  Wstęp

7/ elektrotechnice teoretycznej jak i w praktyce energo- 
elektrycznej brak dotychczas ustalonego poglądu co do tak 
podstawowych wielkości jak energia czynna i energia bierna 
układu. Istnieją różne interpretacje tych wielkości. 7i szcze
gólności odnosi się to do energii biernej, co do której sze
reg autorów"!) uważa, iż sano pojęcie energii biernej nie na 
fizykalnego znaczenia. Wiąże się to także z tym, iż ogólne 
rozważania na temat różnego typu mocy układu nie były wys
tarczająco przekonywujące i ogólnie przyjęte. Z tych wzglę
dów w nawiązaniu do wcześniejszych prac autora ( [11J , 112]) 
zostanie poniżej przedstawiona nowa, ogólna teoria mocy od
nosząca się tale do dwu- jak i wie 1 oprzewodowych układów elek
trycznych i dowolnych, okresowych przebiegów, z której to 
teorii między innymi uzyskuje się jednoznaczną interpreta
cję energii czynnej i biernej pola elektromagnetycznego ukłaii.

Obecnie przedstawiona praca różni się od poprzednio opu
blikowanych prac autora z tej dziedziny pod dwoma względami:

1) Wprowadzono częściowo inne oznaczenia oraz inne defi
nicje niektórych mocy.

2) Ściśle powiązano zagadnienie różnego typu mocy z ener
gią układu.

7/ tej pracy wyprowadzono po raz pierwszy konsekwentną te
orię kompensacji nocy biernej Q dla dowolnych przebiegów i 
układów nierównomiernie obciążonych przy czym uzyskane wy
niki mają podstawowe znaczenie praktyczne. Oprowadzono tak
że szereg nowych wielkości i pojęć nie mających swych odpo- 
wiedników ani w poprzednio opublikowanych pracach autora 
ani też w teoriach mocy przedstawionych przez innych auto
rów. Do tych -wielkości należą przede wszystkim funkcje mocy 
przebiegów. Okazuje się - jak zostanie wykazane - że mają 
one głębokie znaczenie energetyczne.

Podstawowym narzędziem analizy matematycznej użytym w tej 
oracy jest przestrzeń Kilberta i uogólniona funkcja symbolicz
na wprowadzona już wcześniej przez autora w pracy [12] .

1J Por. prace; [1], [?] i U?]



Funkc.ie ortonormalne
Nieskończony ciąg funkcji rzeczywistych lub zespolo

nych zmiennej rzeczywistej t:

(t) , ‘/ipftjf .... y^(t), •••* ••• i** 1 »01

w którym każda z funkcji w domkniętym przedziale [atb] 
jest całkowalna wraz z kwadratem, nazywamy układem orto- 
normalnyra w tym przedziale, jeżeli dla każdego m i n  za
chodzi :

b

f^m  Wn dt “ 4nn » ... I - 1 .02
a

gdzie ^Tt) oznacza funkcję sprzężoną do funkcji <f{t) a 
ómn jest deltą Kroneckera.
Podstawowymi układami ortonormalnymi mającymi zastosowa
nie w elektrotechnice są:

_ , sin<x>t , cos cot ; .... sin n u)t ,
\[l \[T /2 \It / 2  \Jt /2

cos n6<jt ...
\ T /2

oraz

» • •

... X — 1 • 03

w przedziale: Q <; t < T.

¡U)t 2jw t SJwt

\[t \(t~ \[t"



-  3 -

Gdy układ funkcji I - 1.01 jest ortogonalny lecz nie znor
malizowany to zachodzi:

L

/•
b

0, gdy n # m
... I - 1.04m

Ł  ifcdt =
ifj, gdy n =

gdzie Nffl nazywany normą funkcji •

Niech U(t) będzie dowolną funkcją całkowalną wraz z kwa
dratem w domkniętym przedziale [a,b] •
Całki: b

u, = f  U(t) f *  (t) dt, (h *= 1,2 ...) .. I - 1,05
a

istnieją i nazywamy je współczynnikami Fouriera funkcji 
U(t). Układ ortonormalny I - 1.01 nazywamy układem zupeł
nym, jeżeli dla każdej funkcji U(t) całkowalnej wraz z 
kwadratem w przedziale [a,b] i dla każdego <?=- 0 możemy 
dobrać takie N = N (ó), iż zachodzi:

_/iu(t) - | u ,  t>i? «-= j ... i - 1.06
a

gdy tylko n^N^).
Mówimy wtedy, że funkcja U(t) jest aproksymowalna przez 
szereg u h i>h (t) przeciętnie z kwadratem z dowolną 
dokładnością.
Gdy n —  <*= , otrzymamy:

o
C S—! 2

lirn^ J  |u(t) - £ u h  <fih (t)| dt = 0 ... I - 1.07

Mamy:
b b

f  |u(t) - ̂  (Hh(t)|2 dt ./[u(t) - /h (t)l [u(t) -

/h(t)]dt >y luitjydt-yjuCt^E^ctjjdt



-/u(t)[Zu£ ^ ( t ) l d t + / l 2 \  fh(t)]CEv£
<3 L a

=/|u(t)i2dt-Z^/lu(t)|Vh(t)dt J u £  /U(t) <^(t)dt+
o b a

+Ę̂ \ i  4t '
a

= /*¡U(t)|2 dt /u(t) /¿(t) dt]*-
a “ a

‘ I X /  'u'^> #£(*) 4t + i  Jhru llJa n,r

= / |u(t)|2 «  - ¿-i, i  - S \  i  + 2 ”huh
<7 i

Stąd: b

> i t ) | 2 « - S K I 2 - o
a

czyli:
/ | u ( t)| 2 «  = | h j 2 . . . 1 - 1 . 0 8

Szereg ^(t) nazywamy szeregiem Fouriera funkcji
u(t) i mówimy, że iest on zbieżny przeciętnie z kwadra
tem do funkcji b\t)<>
Piszemy:

OT)

u W - g ^ C t )  . . . 1 - 1 . 0 9

Należy zauważyć, żc zwykła zbieżność sze: egu Fouriera do 
funkcji dla której został zbudowany, nie zawsze ma miejs
ce. nawet gdy układ funkcji {^(‘Oj jest zuepłny. Za
chodzi jednak zawsze dla układów(zupełnych zbieżność 
przeciętna z kwadratem,, W dalszym ciągu tej pracy przez 
układ funkcji będziemy stale rozumieli układ
zupełny funkcji ortonormalnych.



Niech l(t) będzie funkcją całkowalną wraz z kwadratem 
w przedziale Ca,b] dla której zachodzi:

i(t) ~ 2 th fh(t) . . . 1 - 1 . 1 0

Suma i różnica dwóch funkcji z których każda jest całko
walna wraz z kwadratem jest funkcją całkowalną wraz z 
kwadratem.
Stąd, na podstawie I - 1.08 zachodzi: 

b b
Z f  Cu(t) + I(t)] %*(t) dt ,/[u (t)  + I(t)]* (fh (t) dt
h a a«1
/ [ U + i]  [U + l]*dt

oraz;
b

£ / &(t) - I(t)] S£'(t) dt ./[u(t) -

- %(t) dt - 1] [u - 1y  dt

Odejmując stronami, otrzymamy: 
b b

£[/u(t) sg'ft) dt/'[i(t)]' % ( \ )  dt +
h /¡a a b

*/[u(t)]'% (t) dt . / I(t) %'(t) dt] = 
a b a

«= /(U I* + U*I ) dt 
a

Wstawiając w miejsce U(t) funkcję jU(t), 6dzi® ¡3 ■ V“ 1 
otrzymamy %

b f

« / r1^  dt "
- f  [aft)]* %  (t) dt . /i(t) ij*(t) dt) -

ii , a



Stąd, dodając stronami, otrzymamy; 
b b

f ( t )  dt f  j£(t) dt -
b

= yu(t) i* (t) dt
a

czyli:
oo

I* (t) dt = g u ,  . l*h ... I - 1.11

2. Przestrzeń Hilberta.
Gdy dany jest układ zupełny funkcji {^(t)) to roz

winięcie funkcji U(t) na szereg I - 1.09 jest jednoznacz
ne. Oznacza to, że każdą funkcję U(t) możemy przedstawić
przez jeden i tylko jeden dla danego ciąg współ
czynników uh danych przez zależność I - 1.05. Ciąg ten 
nazwiemy przedstawicielami) funkcji U(t) i oznaczymy sym
bolem U.

Zachodzi twierdzenie (Pischer-Riesza) powiadające, że 
jeżeli dany jest dowolny nieskończony ciąg liczb zespolo
nych (u/J , którego suma kwadratów modułów jest zbieżna, 
to istnieje taka funkcja U(t) dla której ciąg liczbowy 
{uy,} stanowi zespół współczynników Fouriera, czyli:

QO
u h <fih (t) -  U(t) ... I - 2.01

Zbiór wszystkich ciągów liczb zespolonych {û J takich, 
że szereg ĵ|u/,|<' jest zbieżny, nazywamy przestrzenią 
Hilberta (H)•

W przestrzeni H moduł przedstawiciela jest określony 
przez relację I - 1.08 a iloczyn skalamy dwóch przedsta
wicieli przez relację I - 1.11.

1) w olhibinowicz - Kwantowa teoria atomu, BVH 1954, str.209 
i następne.

b
/u ( t )
a
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Mamy:

u(t) i u i
u2

TT |2 dflul ^|U(t)i2 dt = |uJJ

. . .  I  -  2.02

... I - 2.03

u . j  ££ / u(*) i*(t) dt Łi  ••• 1 " 2»04

3. Uogólnione funkc.ia symboliczna.

Niech F(t) jest funkcją rzeczyv/istą i okresową, cał
kowalną wraz z kwadratem w domkniętym przedziale [0,T], 
gdzie T jest okresem tej funkcji.
Zachodzi:

to® , . t oo too .
. % r" ^ fhujt V 1 1 ihcut V ”  ̂ - jh w tF(t)~ Z  f.a-' - f  + 2 . ^ ^  + f/, e

O /?«=7 "  /?=/ -r O
•  • •  J- — 01

gdzie:

- ł / pw e"^ dt; h = 0,±1,±2,..
... I - 3.02

orazs
+  O o

Kładziemy

f0 ♦ VI | V “ ~iCt)

... I - 3.03

... I - 3.04

1) Znak = znaczy: odpowiada.



-  8 -

Na podstawie I - 3.03 oraz twierdzenia Fischer-Riesza 
(por. str. 6) funkcja F(t) ¿jest funkcją zespoloną zmień' 
nej rzeczywistej t, okresową o okresie T i całkowalną 
wraz z kwadratem w domkniętym przedziale [0,T].
Nazwiemy ją funkcją symboliczną stowarzyszoną z funkcją 
rzeczywistą F(t) (por. [12]).
Kładziemy j

tzn., że Y/artości skuteczne (normy)- funkcji rzeczywis
tej i stowarzyszonej z nią funkcji symbolicznej są sobie 
równe.

I - 3.05

Stąd:

•  •  • I - 3.06

Łatwo wykazać, iż
r T

O
I - 3.07

o



II. Układy .jednofazowe

Moc symboliczna, czynna i bierna w układach jednofazowych
Niech dane są dwie funkcje rzeczywiste, okresowe U(t) 

i J(t) całkowalne wraz z kwadratem w wspólnym domknię
tym przedziale [0,T] reprezentujące odpowiednio przebieg 
napięcia i prądu w.układzie 1-fazowym.
Zachodzi:

+ o* +00

U(t)',X u )]e''iwl; J(t) ihe ••• II- 1.01

Kładziemy:

v 0 •  v  ■ -

*h- \  \  ̂...II-1.02

Stąd na podstawie 1-1.11 oraz 1-3.04, otrzymamy:
T

i  f  u(t) j ( t )  at - v0i 0 + g  vhi h . . .  11 -  1.03

-  V o  ł  & r A  e 3 T h

gdzie:
y  ~ ̂ h”°V a *h **est wielko®c:i-̂  sprzężoną do wiel-^ /Nkości 1̂ .

Moc:
... II - 1.04

nazwiemy u o g ó l n i o n ą  m o c ą  s y m b o 
l i c z n ą .
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Zachodzi:
T

P = Re { i  J  U(t) J(t) dtj ... II - 1*05
o

* V o  + I V h  cos%
T

Q = Jm { ^  J U(t) J(t) dt} ... II - 1.06
o

'  £  V h  sin v h1)

gdzie P jest mocą czynną a Q jest mocą bierną układu. 
Tak jak dla przebiegów sinusoidalnych, otrzymamy:

P± = P + jQ; P± ■ Vp2 + Q2 ... II - 1.07

Kładziemy:

P = U . J ... II - 1.08
m

Moc Pm nazwiemy mocą modułową. W układach 1-fazowych 
jest ona równa mocy pozornej tradycyjnie oznaczanej li
terą S.

2. Rozkład ortogonalny funKcAl symbolicznej 

Kładziemy: 

dfJ(t) S  j Ct) + S f { t )

J (t) ii . U(t) ... II - 2.01
1  U

^Por. pracę C.I.Budeanu f3j oraz str. 24 tej pracy.
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Stąd:

■P.
J±(t) J^(t)dt = £ j - | u ( t )  [ j ( t )  - - |u < t ) ] d t

V J A .

■ TjHł/®(t) i t t)d t  ■ " I  • a t l

Z powyższego^wynika, że funkcja Jy(t) jest ortogonalna 
do funkcji J^(t) i dlatego rozkład II-2.01 funkcji 
J(t) jest rozkładem ortogonalnym tej funkcji. Funkcję 
Ĵ (t) nazwiemy symboliczną funkcją p r ą d u  d e 
f o r m a c j i .
Zachodzi:

T T

i f i W  ¿f Ct)at .± J  iW[J(t) -  at
O 0

ir
\

Z drugiej strony otrzymamy:

T ' T

£/*J(t) ^ ( t )d t  = J.(t) + j / t ) ]  Jy(t)at = 4

Stąd:
2 2 t2 _ j2 _ P..jŁA

f “ 2U

Kładziemy:
, ,  ¿f V,

¥K =  U . <r„ ... II * 2.02
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i otrzymujemy:

= P2 + Q2 + K2 II - 2.03m

Moc K nazwiemy m o c ą  d e f o r m a c j i .
Na podstawie rozkładu ortogonalnego możemy napisać:

g = — | y = g - jb ...II- 2.04
U U2

Wielkości g i b są rzeczywiste i posiadają wymiar w si- 
mensach. Nazwiemy je odpowiednio: przewodnością czynną i 
przewodnością bierną układu 1-fazowego (dwójnika). y jest 
symboliczną admitancją tego układu. Na podstawie II-2.04 
mamy:

¿¿(t) = y U(t)
... II - 2.05

Jr(t) = J(t) - y U(t)

Związki II-2.05 pozwalają na sprecyzowanie pojęcia defor
macji. D e f i n i c j a :  Funkcję symboliczną J(t)  ̂na
zwiemy funkcją zdeformowaną od funkcji symbolicznej U(t), 
jeśli ma miejsce nierówność:

T

-yU(t)|2 d t > 0  ... II - 2.06

Z powyższej definicji wynika, że wartość skuteczna Jy 
jest miarą deformacji funkcji symbolicznej przebiegu prą
du J(t) a moc K jest miarą dodatkowego obciążenia 
układu wynikłego z deformacji^ przebiegu prądu względem

• układach 1-fazowych występuje jedynie deformacja kształ
tu przebiegu tj. dystorsja. W układach wielofazowych obok 
dystorsji może równocześnie wystąpić deformacja symetrii 
czyli asymetria w obciążeniu poszczególnych faz układu 
(por. str.38).
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przebiegu napięcia. Pełniejszą interpretacją mocy K zaj
miemy się później.
Kładziemy:

Jw(t) ~  g u(t) 

Jq(t) &  b U(t)
... II - 2.07

Funkcję Jw(t) nazwiemy symboliczną funkcją p r ą d u  
c z y n n e g o  a funkcję J_(t) symboliczną funkcją 
p r ą d u  b i e r n e g o  rozpatrywanego układu. Po
nieważ przewodność g i b są zależne odpowiednio od mocy 
P i Q, stąd wyprowadzone funkcje symboliczne prądów J (t) 
oraz J (t) są także zależne od odpowiednich mocy i da
dzą się przy ich pomocy wyrazić. Istotnie, na podstawie 
II-2.04 otrzymamy:

J (t) = J w w . iqlt> ■ Jq II - 2.09

gdzie:

df P
w

df £
U ... II - 2.10

Zachodzi:

¿Ct, = J,_(t) - jj (t) + jy(t;w ... II - 2.11

Należy zauważyć, że w układzie 1-fazowym o przebiegach 
sinusoidalnych zachodzi: Jy(t) e O i że dla tych układów 
relacja II-2.11 przyjmuje postać:

J(t) = Jw(t) - j Jq(t) ... II - 2.12
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Kładziemy:

P^t) U(t) J(t) ... II - 2.13

oraz

P(t) ^  Re {p±Ct)} 

Q(t; M  jm {p±Ct)}

Stąd:

p(t) = \  {P.(t) + P±(t)} 

Q(t) = ̂ {PiCt) - P±(t)}

Zachodzi:

... II - 2.14

... II - 2.15

... n  - 2.16

Funkcję P(t) nazwiemy f u n k c j ą  m o c y  
c z y n n e j  a funkcję Q(t) nazwiemy f u n k c 1 ą 
m o c y  b i e r n e j .  Definicje funkcji P(t) i Q(t; 
różnią się od definicji, które autor zaproponował w po
przedniej pracy (por. [19] str.12). Podstawowa i najbar
dziej istotna różnica polega na tym, że obecne definicje 
nie są zależne od sposobu rozkładu ortogonalnego funkcji 
przebiegów a są zależne jedynie od samych przebiegów na
pięcia i natężenia prądu. Obie wprowadzone funkcje mocy
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są wielkościami zachowawczymi1̂ a relacje 11-2« 16 można 
by przyjąć za definicje mocy czynnej P i mocy biernej Q, 
Między dowolną funkcją przebiegu F(t; a stowarzyszoną z 
nią funkcją symboliczną F(t) (por. str.7) zachodzi re
lacja:

F(t) = 1 -  |_F(t) + P(t)] + a F„ ... II - 2.17
V2 °

gdzie
a = 1 - '{2  

Stąd:

U(t) J(t) = j[u(t) J(t) + U(t) J(t)] +

+ | [U(t) J(t) + U(t) J(t)] +

+ - r 2- [u(t) + U(t)] + -~~[j(t) + J(t)] +
\[2 \i2

+ a2 V I 
o  o

czyli:

p(t) = U(t; . J(t)
... II - 2.18 

P(t) + A(t)

gdzie:

A(t) = 7  [u(t; J(t) + ir(t) j(t)] + — ^[uU) + u(t)] + 
Ł V 2

+ ̂ i j ( t )  + J(t)] + a2 V I
i i  0 0

^Przez wielkości zachowawcze należy rozumieć te wielkości, które spełniają tzw. zasadę zachowania mocy. Por.rozdz.lv.



Zachodzi:

T

£  J A(t)dt = 0 •  •  • II - 2.19
o

Dla przebiegów przemiennych, otrzymamy:

A(t) = ■“ [U(t) J(t) + U(t) J(t)] • •  • II - 2.20

Funkcja p(t) jest mocą chwilową układu. Zależność 
II-2.18 określa związek zachodzący między mocą chwilową 
a funkcją mocy czynnej.
Z definicji II-2.14 mamy:

Dla układów o przebiegach sinusoidalnych relacja II-2.22 
sprowadza się do zależności II-1.07 i jest uogólnieniem 
tak zwanego "trójkąta mocy" mającego zastosowanie w tych 
układach. Naturalnie, relację II-2.21 da się w analo
giczny sposób jak dla przebiegów sinusoidalnych odwzoro
wać na płaszczyźnie Gaussa z tym, że odpowiednie trójką
ty uzyskamy dla wartości chwilowych funkcji P(t)

P±(t) = P(t) + j Q(t) ... II - 2.21

Stąd:

P^(t) = P2(t) + Q2(t) ... U  - 2.22

i
Kładziemy:

U0(t) - |u(t)| i J0(t) - |j(t)|
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/Kt) =  b(t) - t u t t i*(t) =  a(t) - u)t;
(

ŜC-t) *  J3(t) -c<(t) ... II - 2.24

Wszystkie nowo wprowadzone funkcje są w sposób jednoznacz
ny określone i zależne wyłącznie od przebiegów.
Otrzymamy:

p,(t; = u (t) j  ct)
1  0  0

. . .  I I  -  2 .25
P±(t) = P±(t) e ^ (tj

<0

p (t ;  = p±i t )  cos^(t)
. . .  I I  -  2 .26

Q(t) = Pi(t) sin̂ (t)

Dla przebiegów przemiennych (na podstawie II-2.20)f otrzy
mamy:

A lt) = Uo ( t )  JQ(t )  cos[2cJt +oc(t) + ySlt)] I I  -  2.27  

Stąd:

p(t) = U0(t; J0(t) jcos^(t) +

+ cos [2urt + oc(t) + /Kt)}J ... II — 2.28

Jak widać, relacja II-2.28 jest uogólnieniem znanej rela
cji dla mocy chwilowej ważnej dla przebiegów sinusoidal
nych. Alternatywnie, relację II-2.28 można uzyskać bezpo
średnio wychodząc z związków zachodzących między funkcja
mi przebiegów U(,t) i J(t) a wyprowadzonymi funkcjami 
Uo(t) i
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Istotnie, na podstawie II-2.17 oraz II-2.23 dla przebie
gów przemiennych otrzymamy:

u(t, = u0ct) cos [cjt + pet;]
• • XI •• 2 »29

J(t) = JQCt) cos [pt + <*(t)]

Stąd:

UCt; J(t) = 2 U0(t) Jo(t> cos [>t +P(t>] cos (̂ t+oc(t)]
... II - 2.30

Wyrażenie II-2.30 po elementarnym przekształceniu spro
wadza się do zależności II-2.28.
Kładziemy:

UQ(t) -  UQ(t) JQ(t) —  JQ(t) e3“' ^
... II - 2.31

Stąd:

U(t; * Uo(t) e3̂ ; J(t) = JQ(t) e3a>t ... II - 2.32
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Rys.la przedstawia odwzorowanie symbolicznych funkcji 
przebiegów, a rys.lb odwzorowanie funiccji mocy na płasz
czyźnie Gaussa. Strzałki nuP oznaczają, że "kompleksory”
odwzorujące funkcje U (t) i Ĵ (t) "wirują” na płaszczyź-

O onie Gaussa z prędkością kątową w kierunku matematycz
nie dodatnim.
Ze względu na formalną stronę teorii mocy opartej na meto
dzie symbolicznej wydaje się, że warto obok już wyprowa
dzonych funkcji mocy wprowadzić jeszcze jedną funkcję 
analogiczną w pewnym sensie do funkcji p(t). W tym celu 
rozważmy wyrażenie:

m(t) =  U(tJ J(t) + TJ(t) J(t) ... II - 2.33
1

otrzymamy:

m(t) = P±(t) + Ue(t) Jo(t) ed2* ... II - 2.34

Dla przebiegów przemiennych powyższe wyrażenie da się za
pisać w postaci:

m(t) «= p(t) + jq(t) ... II - 2.35

gdzie:
i

qCt) = U0(t) J0(t) .

• |sin jP(t) + sin[2û t + ̂ (t) + ;S(t)]j II - 2.36

Na rys.lc podane jest odwzorowanie funkcji m(t) na 
płaszczyźnie Gaussa. Odcięte tej funkcji odpowiadają war- 
tościora chwilowym funkcji p(t), a rzędne odpowiadają 
wartościom chwilowym funkcji q(t). Dla przebiegów sinu
soidalnych otrzymamy: i\(t) * = constans; oraz UQ(t)
J (t) = UJ <= const. Stąd, dla przebiegów sinusoidalnych 
odwzorowaniem funkcji mCt; na płaszczyźnie Gaussa jest 
okrąg przechodzący przez początek układu po którym poru-
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sza się grot kompleksora m(t) z prędkością kątową 
(względem środka tego okręgu) równą 2t u>. Niezależnie od 
rodzaju przebiegów (okresowych), otrzymamy:

Prawa strona relacji 11-3*01 jest splotem dwóch funkcji 
okresowych (o wspólnym okresie T), zespolonych i  całko
walnych wraz z kwadratem w domkniętym przedziale [0,T]. 
Splot dla dowolnych dwóch funkcji tak określonych zawsze 
istnieje i jest funkcją okresową o okresie T, całkowalną 
wraz z kwadratem w przedziale [0,T]. 
łatwo wykazać, że:

r

... II - 2.37
o

Rys.lc

3. Splot i .iego interpretacja

Kładziemy:
T

ś(t) =  u(t+r) j(r)dt • • . II - 3.01
o

• • . II - 3.02
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Wielkość SCt) nazwiemy mocą korelacji układu. Aby wy~ 
jasnić jej znaczenie fizykalne rozważmy złożony, 1 i- 
n i o w y obwód elektryczny składający się z elementów 
R» 1» M i C. Stosując metodę prądów Oczkowych Maxwells 
do takiego układu^), otrzymamy:

s nl dIk(t) i /’
~ < Rik V «  - iik - a j -  * £-  K i t ) «  - B^t),xk

(i =■ 1, 2, ... m) ... II - 3o03

W tej zależności:
n = ilość oczek niezależnych obwodu
Î (t) = prąd oczkowy w k-tym oczku
E.(t) = wypadkowa SEM działająca w i-tym oczkuX y

R.. , L., , -—  są odpowiednio równe zastępczej oporności
XK L . .ikoczkowej, zastępczej indukcyjności oczkowej oraz odwrot
ności zastępczej pojemności oczkowej.
Przechodząc do metody symbolicznej, otrzymamy:

* ” iRik * h k  + 5#ku>!
... II - 3.04

gdzie:
QeJc(t) jest symboliczną funkcją naboju elektrycznego, 

rozmieszczającego się na okładce kondensatora o pojemnoś-
0 1  ° i k -

^Poniżej przedstawione rozumowanie jest powtórzeniem wywodÓYł 
autora przedstawionych w pracy: "Stan ustalony w układach 
elektrycznych liniowych o przebiegach odkształconych", któ
ra zostanie opublikowana w nr 12 "Elektryka" Politechniki 
Śląskiej. -•



Zachodzi:

dl. (t)
? Lik dt = i ? wLik ^?h *hk ei5ha;t)*** 11 " 3«°5 

Stąd:
T

S±(t) E±(t + t )  i ± W & t
O

- Z ń  W  «** ¡ wk ik

Całkowita moc korelacji układu:

Ś(t) = E s . (t)1  ̂ ... n  - 3.06
i  1

Czyli:

••• II " 3.07
Wielkość ś(t) jest wielkością zachowawczą. Por.rozdz.IV.
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Kładziemy:

jhcrt

jhcrt

... II - 3.08
jhcJtv w  ^  ( i ^ 5 ehk . W ? \ . 3

W(t) =  T(t) - V(t) = ę (Th - Vh) e°na,t... II - 3.09

(Należy zauważyć, że P̂ , T^ i są wielkościami rze
czywistymi;.
Stąd: ____________________

Ś(t) = 2P(t) + 2 ̂ |^- ... II - 3.10

Wielkość P(t) posiada wymiar mocy zaś wielkości T(t) 
i V(t) posiadają wymiar energii. Jak widać W(0) jest 
różnicą energii pola magnetycznego i pola elektrycznego 
uśrednioną w czasie jednego okresu. Funkcja W(t) wskazu
je na to, że przyjętej bazie {e3hurfc) jest przyporządko
wany ciąg liczbowy {Ŵ }, którego każdy element jest równy 
różnicy energii, pola magnetycznego i elektrycznego odpo
wiadający określonej harmonicznej przebiegów prądu i na
pięcia. To pozwala na rozpatrywanie ciągu |Wh} jako roz
kładu spektralnego energii W(0) w zależności od zawar
tości harmonicznych w rozpatrywanych przebiegach. Ponie
waż {n a podstawie II-1.04 oraz 11=3.01) = S(0),
otrzymamy:

... II - 3.11

Relacja II-3.11 zawiera właściwe uzasadnienie definicji 
podanej dla mocy biernej Q. Istotnie, definicja podana
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przez C.I.Budeanu ([33) w postaci szeregu: 1^ sin
jest tylko jedną z wielu możliwych definicji spełniają
cych pewne związki formalne i korzystne do wprowadzenia 
pod wieloma różnymi względami. Dopiero z relacji II-3*11 
widać, że przyjęta w tej pracy relacja dla mocy bięrnej. 
Q (por.II-1.06j pokrywająca się z definicją podaną 
przez C.I.Budeanu, posiada i s t o t n y  sens fizy
kalny. . .

4* Współczynniki mocy

Z przedstawionej teorii - a w szczególności z zależ
ności II-2.03 - wynika, że związki zachodzące między po
szczególnymi .mocami dadzą się w prosty sposób przedsta
wić za pomocą prostopadłościanu (rys.2), który nazwiemy 
p r o s t o p a d ł o ś c i a n e m  -mocy.

Kładziemy:

cos P*m
cos P i■ p  cosr = p- i m

i otrzymujemy:

COS / '  = C 03  f  . cos f

’.. II — 4.01

II - 4.02

^Por. pracę 1 , 13» 12 , 1.131 oraz S16|,
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gdzie cos W nazwiemy współczynnikiem mocy czynnej układu 
o przebiegach odkształconych* cosy' można by zaś nazwać 
w s p ó ł c z y n n i k i e m  r e a k c j i  o b c i ą 
ż e n i a .
Zachodzi:

¿ „ (t )  = J ( t )  -  yU(t)

Stąd:

II - 4.03

Kładziemy (rys.2(:
P  Qcos y  = siny' = p
*i i

• •. II - 4.04

Stąd:

y = y e”*3̂ , gdzie: y = |y| • • • II - 4.05

Kamy:

o

Przeto:

II - 4.06
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Ponieważ lewa strona wyrażenia II-4.06 jest wielkością 
rzeczywistą, przeto otrzymujemy:

Związek 11-4*08 może stać się podstawą do określenia do
kładności z jaką została przeprowadzona analiza układu o 
przebiegach odkształconych w zależności od przyjętych w 
rachunku ilości wyższych harmonicznych zawartych w prze
biegach. Według rys.2 otrzymujemy:

Wielkość c o s / nazwiemy w s p ó ł c z y n n i k i e m  
d e f o r m a c j  i.
Relacja II-4.10 pozwala na wyliczenie współczynnika de
formacji w zależności od zawartości wyższych harmonicz
nych w przebiegach prądu i napięcia.

Jy = J2 - y[VQ IQ cosy + £  Vh Ih cos (.r n “'¥')]
... IIII - 4.07

oraz:

g v h i h sta Crh -  r) = O, (y<0 = o) • •. II - 4.08

Z wzoru II-4.07 mamy:

Stąd

h ;vh \ cos ^h * ̂

• • • II - 4.10
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5. Kompensacja mocy bierne.i w układach 1-fazowych

W tym paragrafie zadanie, które sobie stawiamy polega 
na kompensacji mocy biernej Q iw związku z tym na wy
jaśnieniu roli mocy deformacji K w układzie. Ponieważ 
samo zagadnienie kompensacji mocy Q w układach o prze
biegach odkształconych ma duże znaczenie praktyczne ro
zumowanie ograniczymy do układów mających znaczenie prak
tyczne. Z praktyki wiemy, że moc Q pobierana przez 
układ ma charakter indukcyjny (tzn. że jest dodatnia) i 
że elementem kompensującym jest kondensator o odpowiednio 
dobranej pojemności.

Z powyżej przedstawionej teorii wynika, że wprowadze
nie do układu kondensatora idealnego jest równoważne wpro
wadzeniu elementu pobierającego prąd J (t), przy czym:c

Kompensacja mocy biernej Q polega na tym,aby dobraó 
tak pojemność C kondensatora kompensującego, aby zacho
dziło:

Niech C jest pojemnością dowolnego (idealnego) konden
satora wprowadzonego do układu na napięcie U(t).
Na podstawie II-1.06 moc bierna pobierana przez ten
kondensator wyniesie:

II - 5.01

• •  • II - 5.02

Q • •  • II - 5.03c
gdzie:

•  • . II - 5.04

Stąd

3 (t) = - CwAU(t)qc II - 5.05
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Korzystając z warunku II-5.02, otrzymamy:

C =
U2u)-.

... II - 5.06

W zależności tej moc bierna Q jest mocą bierną pobie
raną przez układ kompensowany przed wprowadzeniem konden
satora. Tak obliczona pojemność wprowadzona równolegle do 
układu powoduje całkowitą kompensację mocy biernej. Gdy 
zależy nam na kompensacji nie całkowitej lecz częściowej 
układu np. takiej aby uzyskać współczynnik reakcji ob
ciążenia cos^ równy cosV' szukana pojemność C kon
densatora kompensującego wyniesie (por. rys.2 oraz 
II-4.01):

c , PttfiT-. .tgń  _  jx . 5.07
\Tou. A

Prąd JqCCt) (II-5.05) jest prądem płynącym przez kon
densator potrzebnym do całkowitej kompensacji mocy bier
nej Q. Vl rzeczywistości jednak przez kondensator płynie 
Jc(t), gdzie:

S0 M  = -  ̂5qo(t) + V o (t)

= JO«. Ś h  idt h-1 n

Stąd:

J*. - DOu>.\ |7(h - rf... II . 5.08

Prąd Jyc jest prądem dodatkowo obciążającym kondensa
tor. To dodatkowe obciążenie jest wynikiem wystąpienia 
wyższych harmonicznych w napięciu zasilania.
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Moc deformacji K pobierana przez kondensator wynosi: c

Moc Kq jest miarą dodatkowego obciążenia kondensatora i 
powoduje dodatkowe obciążenie sieci. Dlatego jej oblicze
nie jest konieczne. Z zależności II-5.09 wynika bowiem, 
że wyższe harmoniczne napięcia winny być eliminowane z 
obszaru zasilania kondensatora nawet w przypadku sztywne
go napięcia zasilania, jeśli wpływ ich na moc K jestV • C
Jak wiadomo możemy to uzyskać przez zastosowanie cewek 
indukcyjnych o małej indukcyjności połączonych szeregowo 
z pojemnością C kondensatora kompensującego (por. |8]

Kompensacja mocy biernej nie rozwiązuje zagadnienia 
zwiększenia współczynnika mocy czynnej cos(f i nie roz
wiązuje problemu, który można by określić jako kompensa
cję układu do minimum mocy modułowej. Istotnie - jak to 
wynika z poprzedzającej teorii - wprowadzenie kondensa
tora o pojemności C obliczonej z relacji II-5.06 do 
układu, powoduje dodatkowe odkształcenie prądu -przewodo
wego i pogarsza współczynnik deformacji cos/. Ujawnia 
się to w fakcie wzrostu prądu deformacji Jy(t). Tak więc 
obok kompensacji mocy biernej w celu polepszenia pracy 
układu charakteryzującej się poborem minimalnej mocy mo
dułowej, konieczne jest zmniejszenie występującej w ukła
dzie mocy deformacji K. Zakładając, że kompensacja mocy 
biernej została przeprowadzona, zagadnienie minimum mocy 
modułowej sprowadza się do uzyskania w przewodzie dopro
wadzającym prąd możliwie nieznacznie odbiegający od prądu 
czynnego J (t) = g U(t). Zagadnienie to zostało przez 
autora przeanalizowane i zostanie opublikowane w oddziel
nej pracy ponieważ leży ono poza tematyką tej pracy.

• • . II - 5.09

duży.

i L9]).



III. Układy wielofazowe i wieloprzewodowe

Moc w układach wielofazowych i wieloprzewodowych
Dla k-tej fazy lub k-tego przewodu wprowadzamy oznacze

nia (rys. 3):

P (t) = symboliczna funkcja przebiegu napięcia zasadnicze- 
* goU
J (t) = symboliczna funkcja przebiegu prądu zasadniczego.

J£
Ogólnie: wskaźnik MkM odnosi się stale do k-tej fazy 

lub k-tego przewodu,
wskaźnik f,h" odnosi się stale do h-tej harmo
nicznej •

Kładziemy:
T

¿ i f ( t ) «
o

ś(t) =  (* + *> M

0 ... III - 1.01
k -n

Por. pracę I.Rosenzweiga [13], str.7
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k*n 7

P - H e { g l / f i k(t)Jk (t)dt]
L  0 1

Q = Jm{ ^ T  j W  dt}

... III - 1.02 

... III - 1.03

Zachodzi:

P± = P + j Qj P =\|p2 + Q2 ... III - 1.04

Kładziemy:

... III - 1.05TT df \ | ^ V  _ df \ ' ^ T2

oraz:

P =  U . J ... III - 1.06m m m
"Wielkość P nazwaliśmy m o c ą  m o d u ł o w ą
układu”' ). jWst ona równa maksymalnej mocy czynnej, którą 
da się uzyskać z układu przy danych wartościach U i Jm.
Kładziemy:

Y M  P| .-.¿2 J Q B = -^ ... III - 1.07
U U Um m m

/

Stąd;

Y = G - jB ... III - 1.08

G nazwiemy przewodnością czynną, B przewodnością bier
ną a Y symboliczną admitancją układu.

1) por. [6J, [13], [14] i [15].
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Kładziemy:

... III - 1.9
k  ■ 1 < 2  n

Zachodzi:
T T

„  r  k*n _ I

■ *  | ł /  w * >  \ ( t )  dt
O j -  0

• *  J * ? / P * ( t )  -  p  V * ) ]  « k ( ‘ ) d t

Stąd:
T

>k

Kładziemy:

*Vm

2

M W
Stąd:

Z i / ^ k  ( t)  V ł ) « -  j,
o

Z drugiej strony:

J ; ł  / w o  - f ł / i  Pk(t)-  * k (t)]- 

f ł / i y ^ i 2 4t - f r J ł / W y * ) *
=  j ;  -  y  P j
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Czyli:

Stąd

... III - 1.10

gdzie

K df ... III - 1.11

Moc K nazwaliśmy m o c ą  d e f o r m a c j i .  Jest 
ona zależna tak od zawartości wyższych harmonicznych w 
funkcjach przebiegów jak i od n i e r ó w n o m i e r -  
n o ś c i poboru lub wydatku mocy czynnej i biernej 
przez poszczególne fazy. Bardziej szczegółowo jej znacze
niem zajmiemy się później.
Kładziemy:

\1 definicjach III-1.12 znak lub obieramy w za
leżności od tego jaki znak mają moce P i
Otrzymamy

Stąd, na podstawie III-1.10 zachodzi;

Znak łt+” obieramy dla dodatnich a znak dla uje
mnych wartości odpowiednio mocy P i Q.
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W układach równomiernie obciążonych o przebiegach sinu
soidalnych relacja III-1-14 redukuje się do zależności:

t 2  r 2  t 2J = J + Jm wm qm ... III - 1.15

Kładziemy:
df k=n*±<*)s  s y * )  y * } •••111 - i *16

Stąd:

P(t) = Re {p± (t)} » Re { J r u k (t) Jk (t)j
...•,111-1.17 

Q(t) = Jm {p. (t)j = Jm { J]Uk (t) Jk (t)}

Zachodzi (na podstawie III-1.02 oraz III-1.03):

0  T

Q - 7  f  Q(t) dt

dt
0 t ... III - 1.18

Zależność III - 1.16 i III - 1.17 posiadają w rozpatrywa
nym układzie wielofazowym tę samą postać co odpowiadające 
im zależności obowiązujące w układach 1-fazowych i posia
dają także tę samą interpretację fizykalną. Funkcje P(t) 
i Q(t) są odpowiednio funkcją mocy czynnej oraz funkcją 
mocy biernej a wielkość P^t) nazwiemy c h w i l o w ą  
m o c ą  s y m b o l i c z n ą  u k ł a d u .

2. Komnensac.ia mocy biernej w układach wielofazowych
Przez układ równomiernie obciążony rozumieć będziemy 

układ dla którego spełniona jest relacja: Y = 1 dla
każdego ki l ,  gdzie k, 1 = 1 , 2, n. W^takiCh ukła
dach zachodzi:

p k  ”  p i  *
... III - 2.01
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Kompensacja mocy biernej w tych układach sprowadza się 
do zagadnienia tego samego typu co w układach 1—fazowych* 
Układ taki należy kompensować przy pomocy kondensatora 
(lub filtru) składającego się z identycznych elementów 
połączonych w gwiazdę i gdzie pojemność C jednej fazy 
tego kondensatora obliczamy przy pomocy wzoru 11-5*06*
W układach wielofazowych istotną rolę odgrywa jednak zja
wisko n i e r ó w n o m i e r n o ś c i  obciążenia.

Aby uwypuklić wpływ nierównomierności obciążenia na 
rozkład mocy niezależnie od odkształcenia przebiegów roz
patrzymy najpierw dowolny n-fazowy układ o przebiegach 
sinusoidalnych. Do układów o przebiegach sinusoidalnych 
możemy zastosować bezpośrednio klasyczną metodę symbolicz
ną i otrzymujemy:

J.vk III - 2.02

... III - 2.03

* i k  -  *  V  " SA v  k  “  1 «2 — . n  III - 2.04

Z zależności III-2.04 widać, że każdy dowolny układ n-fa- 
zowy da się rozłożyć na dwa układy połączone w gwiazdę 
(rys.4).



-  37 -

Pierwszy z tych układów, który nazwiemy układem "Y" jest 
układem symetrycznym i pobiera w y ł ą c  z n i e  moc 
czynną P i moc bierną Q. Drugi układ, który nazwiemy 
układem nrH jest układem niesymetrycznym i pobiera wyłącz
nie moc deformacji K. Przewodność deformacji "r" obli
czamy z relacji (por.rys.4):

A

ę = ... XIX - 2.05
Uk

k*n
Jak widać, kompensowanie mocy biernej Q = .SQk uzyska
my poprzez kompensowanie układu "Y". Całkowity prąd bier-
ny (por.III-1.12), który należy w układzie "Y"., qm .kompensować wynosi

J s ... III - 2.06qm um

Dla symbolicznej wartości funkcji naboju elektrycznego 
rozmieszczającego się na okładkach kondensatorów w poszcze
gólnych fazach baterii kompensującej, otrzymamy:

A  1  AQ , = -r- J , ek qk

Q2 . J 2ek \ W  * qk

Stąd:
k~r> _ / „ \ 2 kcn

s i .  - 0 )  •  s >

2
qk

Czyli:

J sc u}Q ... III — 2.07qm em

gdzie:

Q ...III -2.08
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Kładziemy

df emQ
C U ... III - 2.09

m
m

Stąd (na podstawie relacji III-2.06 i III-2.7) s z u 
k a n a  p o j e m n o ś ć  j e d n e j  f a z y  s y 
m e t r y c z n e j  b a t e r i i  k o m p e n s u 
j ą c e j :

Naturalnie można było przyjąć relację III-2.10 jako defi
nicję pojemności C co fomnalnie jest prostsze lecz nie 
daje wglądu w głębsze znaczenie fizykalne wprowadzonych 
wielkości.
Moc K pobierana przez symetryczną baterię kompensującą 
obliczBna przy pomocy relacji III-2.10 jest równa zeru. 
Czyli: że t a k  o b l i c z o n a  b a t e r i a
n i e  p o b i e r a  p r z y  p r z e b i e g a c h
n i e o d k s z t a ł c o n y c h  m o c y  d e f o r 
m a c j i  K, a r ó w n o c z e ś n i e  c a ł k o 
w i c i e  k o m p e n s u j e  m o c  b i e r n ą
Q p o b i e r a n ą  p r z e z  u k ł a d .  
Przechodzimy do omówienia układów wielofazowych o prze
biegach odkształconych.

gdzie admitancja symboliczna Y jest zdefiniowana przy 
pomocy relacji III-1.07.
Zauważmy, że tak samo jak poprzednio dany układ da się 
rozłożyć na dwa układy i to - na układ symetryczny "Y"

Mamy
T

0

oraz:
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pobierający wyłącznie moc czynną P i moc bierną Q 
oraz na układ " r  ”, który jest niesymetryczny i pobiera 
wyłącznie moc deformacji K. Z powyższego rozkładu wynika, 
że kompensacja mocy biernej Q polega na skompensowaniu 
układu ”Y”, tzn. na takim dobraniu baterii kompensują
cej, aby całkowity prąd bierny przez nią pobierany był rów
ny - J^, gdzie:

J = —qm Um

ITiech pojemność jednej fazy symetrycznej baterii kompen
sującej wynosi Ĉ . Moc bierna pobierana przez jedną fa
zę tej baterii wynosi (por.II-5.03)

Q , = - C co U? . A, ... III - 2.11ck m k k

Stąd* całkowitą moc bierną Q pobieraną przez kompen
sator uzyskujemy z relacji: 0

«0 - S'3<* - - °.W%Ź \  ...III -2.12

Kładziemy:

. . . h i - 2.13
k=i v m7

Oprowadzając współczynnik do zależności III-2.12,
otrzymamy:

O = - C U A ... III — 2.14*c m m m

Aby uzyskać całkowitą kompensację mocy biernej układu 
musi być spełniony warunek:

q 3 — Q ... III — 2.15* c
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gdzie Q jest całkowitą mocą bierną pobieraną przez u k ła d  
przed wprowadzeniem do układu kompensatora. Stąd:

C ... n i  - 2.16
a  U uf A
m m

Prąd Jcv(t) pobierany przez jedną fazę baterii kompensu
jącej wynosi:

S0 k J'3ck + Sr c *  (t)
d \  (t)

m dt

Ponieważ:

m

otrzymamy:

J . (t) = jwC . 2  (h - 51 ) V.. e*3*1“* yck v '  ą m tr i m' hk

Stąd:

^  -  o  -  O 2 . (  Z  v *  )ycm vck m m' s f z f hk'
... III - 2.17

Kładziemy:
lr2 df k * 2
hm “  2 - Vhk 111 " 2*18

Oprowadzając zdefiniowaną wielkość V do III-2.17 
i przeprowadzając elementarne przekształcenie, otrzymamy:

J, = U C uj . \ /v (h- A )2 /Vhm\2 ycm m m  m' rjj~) ... III - 2.19
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Moc defoiroacji K pobierana przez baterię kompensującą
wynosi: U J .cStąd:m ycm

Kc - - *m)2( ^ )  2 -  H I  - 2.2°

3. Współczynniki mocy
Z przeprowadzonych rozważań wynika, że całość teorii 

mocy w układach wielofazowych lub wieloprzewodowych da 
się - podobnie jak dla układów 1-fazowych - przedstawić 
za pomocą prostopadłościanu podanego na rys.2. Wobec tego 
obowiązują również tutaj wzory II-4.01 oraz II-4.02. Po
dobnie jak uprzednio, dla układu jednofazowego, mamy:

+ 1 1 * *

Jh M t
3* k  “ Clok -  i  Vo k ) ♦ -  Y ^ )  .•

... III - 3.01
Stąd (por.II-4.07 i II-4.08):

Jrk -  4  - K k  Jok “ •* + £ vhk ̂ k 006^  - *>)
... III - 3.02

oraz:

S vhk h k  sin (rhk -y) ' °! (v,ok - °->
... III - 3.03

Na podstawie III-3.02, otrzymamy:

-  § 4  -  J  i f  §  vhk ha 003 <**-»>}

czyli:

k,i *,/ jc
m

P± - fi2 + Q2 = f  g  y ^  I ^  cos („^-w
... III - 3.04
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Uwzględniając rys. 2 otrzymujemy o g ó l n y  w s p ó ł 
c z y n n i k  d e f o r m a c j i :

k-n oo

£  2  vhk cos ^hkA-i /»-O ___ _cosy = ------- ; ... III - 3.05k / k»n mo r\ / /f*/> mo o
y k -1 h-0 n iŁ  “  A-/ h -0

Wzór ten pozwala na obliczenie współczynnika defomnacji 
mając dane poszczególne harmoniczne przebiegu.



IV. Zasada zachowania moc.y

Kim przystąpimy do właściwego zagadnienia tj. do wykaza
nia które z mocy są mocami zachowatwozymi a które takimi nie 
są, zajmiemy się s y n t e t y c z n y m  u j ę c i e m  
całości rozważań na temat mocy przedstawionej w tej pracy*
W tym celu posłużymy się wektorialną przestrzenią Hilberta*

1* Przestrzeń wektorialna

Wiech X oznacza jakiś zbiór niepusty* Przypuśćmy, 
że każdej parze uporządkowanej x i y elementów tego 
zbioru przyporządkowany jest pewien element x + y na
leżący do niego - nazywamy go sumą elementów x i yj 
załóżmy dalej, że dla każdej liczby zespolonej A oraz 
każdego elementu x zbioru X określony jest pewien 
element Ax tego zbioru, nazywamy go iloczynem liczby 
A oraz elementu x.
Wiech dla tych działań spełnione są następujące warunki:

I. x + y a y + x

II. x  + (y + ż) » (x + y) + z

III. x + y » x + ź  pociąga: X a z

IV. a(x + y) a x + Ay

V. (A + a) x - Ax + ax

VI. A(ak) = (Aa) x

VII. 1 X a X

Przy tych założeniach powiadamy, że zbiór X stanowi 
przestrzeń wektorialnąx'.

X^A*Mostowski i M.Stark - Algebra Wyższa, tom I* R'.N 1954 
str.170«
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W punkcie 2 (str,6) określona przestrzeń Hilberta jest 
przestrzenią wektorialną, zmetryzowaną (jej metryka jest 
metryką w sensie odległościowymi)» Przedstawiciel funkcji 
tej przestrzeni jest wektorem, którego moduł jest równy 
normie tej funkcji#
Oznaczmy przez w(g) zbiór macierzy jednokolumnowych 
g-wymiarowych:

W d f

... IV - 1.01

których elementy należą do H(a,b)
Sumę dwóch elementów zbioru W (g) określimy wzorem:

f2
V1
?2

* 1  +  V
w2 + V2

• + • ' M • t
• • • •

f iC VS W + Vg g

aji ... IV - 1.02

Każdy element macierzy £Btnależy do H(a,b). A zatem, 
jeżeli
20 € v;(g) i 2*eDt(g) to C3St-2B + tt) e w(g)

Iloczyn liczby zespolonej A oraz elementu 230 określimy 
wzorem:

a 20 df
AW.

AW

*.. IV - 1.03

* H(a,b) oznacza, że każda funkcja tt.,(t), *2(t)f... W (t) 
jest całkowalna wraz z kwadratem w przedziale [a,b] f (
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Każdy element macierzy | | n a l e ż y  do il(a,b). Ctąd /2J3 
jest elementem zbioru W(g). Łatwo zauważyć, że postula
ty I - VII są wypełnione dla zbioru w(g). Wynika stąd, 
źe zbiór 11 (g) stanowi przestrzeń wektorialną.
Kładziemy:

20' ai || w', v2 rg ... IV - 1.04

gdzie: —  ||u1± u2i ..., uhi«*.|| ••• IV - 1.05

Definic.ia: Iloczny skalamy dv/óch wektorów 20 i 21 okre
ślimy' wzorem

3J'.3'áí I*;, «2 a'

V*
6

c. IV - 1.06

k-a
... IV - 1.07

20 .,2T#= ¿fŚw.. vt.*=, jmt jk jk

... IV - 1.08

W myśl tej relacji kwadrat modułu wektora 20 definiujemy 
przez zależność

Í2J5 12 df 2 wk • » i

H m 2 % lyW (*)i2 «  i v - n o ?

Przestrzeń w(g) z przyjętą definicją iloczynu skalar
nego (lV-1.06) jest przestrzenią metryczną wyposażoną
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w metrykę odległościową. Dla dwóch wektorów tej prze
strzeni zachodzi nierówność:

1211 Ul >  121'. Z 1 ... IV - 1.10

Istotnie zachodzi:

u.(t) i r ( t ) d t | ; ,.. IV - 1.11

2. Rozkład ortogonalny wektorów przestrzeni VHn.) —

Kładziemy:' 
k ok

1k
2k

* llTok- ?1k- ę2 k - ‘

ok

‘1k

2k

ę, df 
* Jk =

... IV - 2.01 

ôk* ^k* I2k *' *
A A

---------------------Por. rozdział I.
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oraz analogiczne definicje dla wektorów sprzężonych
\

k*
V, V ( V  V,

V  Uk» Jk 1 J '

IU

, a ' -  i«;, ... o;i

IV - 2*02
i «  8j

i1 I i i' ̂  I Jn» J2* ^ml

v y . » w.
oraz analogiczne definicje dla wekorów £1,11 *3 i -3 
Zachodził

tt',3 - . ik

Stąd: A  A  VPA « tt.3 IV - 2.03
* myśl definicji III-I.02 i II>1»03 otrzymamy:

P . Re (tt'.S ) ... IV - 2.04
Q m Jm {U . 3}

oraz
Pi « P + J Q ... IV - 2.03



Na podstawie twierdzenia o rzucie prostopadłym , kła
dziemy:

3  =  Ą  +

3i “  Y it , (gdzie Y jest liczbą dobraną

x )

tak, aby:)
df

Otrzymamy:

Stąd:

St.3 -«'.Uj. +3,)
A V A y V

= U'. 3, - il'.Y U
V / A v

= Y(U'.U)

Pi = y iitr

y - — . 3.* ja.
" la l2 " la i2

ful ■r + o lal^

... IV - 2.06

... IV - 2.07

... IV - 2.08

Kładziemy:

G == —
i d f  ‘

d f ^

lar ... IV - 2.09

Czyli

Nachodzi
Y = G - j B

= Y U = (Gtt-jBU) 
■ GU- j Ba

... IV - 2.10

IV - 2.11

Teoria operatorów rzutowych i ich interpretacja jest 
świetnie przedstawiona w książce L.A.Lustemika i Yli.J.So
bolewa: Elementy Analizy Funkcjonalnej str.209 i nast.
PWN 1959.
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Kładziemy:

Stąd:

Zachodzi:

5w =  GU
A rł*f A3 -  BU

3i ■ 3 „ * i 3 ,

v V

... IV - 2.12

IV - 2.13

3'.3 - (3'i + 3^).(3i +
A j  V A V

= 3 ±. 3^+3ęr.^r(na podstawie IV-2#06)

Jtąd:

Lecz:-

lii2 - XV - 2.14

Pi
A  V

- * ± . 3 ±

= YST.Ytt - Iy |2(U'.U) 

ńl2- Iy|2IAI2; lifl - |y Hal ... IV - 2.15

A\2 P - 1SŁ
lar

2 J ?
" l a r  lul4

>tąd: 2 2 2 _ P +Q
lul2 " Idl2

Wstawiając do IV-2.14* otrzymamy':

lUp lii2 = P2 + Q2 + lUl2 l3,l2 

Na podstawie III-1.06:

... IV - 2.16

lul li U  P.m
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Stąd i

Kładziemy*

Stąd:

/  = P2 + q 2  + |a|2 |a \ 2 ... iy - 2*17

A  I I A

K —  Ifitl |5L

2 2 2 2 
Pm “ P + Q + K

... IV - 2.18

IV - 2.19
Teoria przedstawiona w tym paragrafie, opierająca się 
na rozkładzie ortogonalnym wektorów w przestrzeni w (n) 
nie wprowadza do uprzednio przedstawionej .teorii nowej 
treści fizykalnej* Jej znaczenie polega na tym iż ujmuje 
ona syntetycznie całość zagadnienia a wprowadzone wekto
ry mogą być bezpośrednio wprowadzone do syntetycznej ana
lizy układów wieloprzewodowych o dowolnych, ustalonych 
przebiegach.

3* Zasada zachowania mocy

Niech dana jest sieć n-fazowa zasilająca m n-fazo- 
wych odbiorów podłączonych równolegle (rys05)* Założymy 
że straty na przewodach łączących są pomijalnie małe.

Iiys.5
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Wskaźnikiem "c" oznaczać będziemy wielkości odnoszące 
się do zasilania całości* Stąd, na podstawie założeń 
otrzymam;':

6£(t) = uj(t) = 6g(t) = *.* « u£(t) = . . .  uj'(t) 

j£(t) = jJ(t) + j?(t) +..«+ Jv(ł )+•••+
IV --3.01

dla k = 1, 2, o o*, n*
A  A

Na podstawie definicji i własności wektorów U i 3 za
chodzi :

"i* ^  *kr■f V  + • • # "ł* V
... IV - 3.02

2J5-
Ci-1

... IV - 3.03

Zachodzi:
A  $ V _  A  _  /  ■> > ł

uc. 3 - a c. g r
. v

śr'. i ’ + ó 2'. i2 +...+ a^.i* +...+ a'". $ '

p| + p? + ... + p? + ... +

Stąd:

n ,.. IV - 3.04

Z relacji IV-3.04 wynika zasada zachowania mocy symbo
licznej. Orzeka ona, że w układach bez strat suma mocy 
symbolicznych pobieranych przez poszczególne odbiory 
jest równa mocy symbolicznej dostarczonej do układu 
przez zasilanie całości takich układów.
Ponieważ:

P° = Pc + j Q°

^ P rt+ j Q ’‘



g d z ie j

P° = Re ¡U'', i cJ , Qc = Jm jui-.3c} 

r  = ne{a«'.5“j , Q = J n {a“'.3“i
Otrzymamy:

IV - 3.05

Z relacji IV-3.05 wynika zasada zachowania moc;/ czynnej 
i biernej. Jej słowne sformułowanie jest analogiczne do 
zasady odnoszącej się do mocy symbolicznej.A 
Przeprowadzimy rozkład ortogonalny.'- wektora 3 C względem 
wektora £r przy pomocy znanego już schematu postępowania. 
Kładziemy,":

IV - 3.06
i

Stąd

czyli
IV - 3.0?
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Stąd (na podstawi« IV-2.09):

Yc - Gc - i Bc ♦ M IV -

IV -

Na podstawi« IV-3.05 i iv-3f0? otrzynamy;
cc-m

oc -
t/Lmm

' B ’  Z?
gdzi« G* i B* są wielkościami rzeczywistymi. 
Zachodzi;

S i  m  rc ń c - (oc - i  bc) ó c

Jtąd;

• Ar

< £**- ^ B‘ >°
OL m m

3 B ' ) r

4 f* IV •**  *
Graz (na podstawi« def. IV-2*12);

a m-m a-m

a -  M i -  £ < n r -  3 g r r

Jtąd;

Podobnie;

<*-m
}c _ KT,4a

S * :
ot«»r

. IV -
*  -  £ K

\  » 3C - 3?
OLmfn - A

iiamy;
A  _  « Z *  A

^  ^ 444 IV -

i c‘.  i c -  (por,IV -2.14)

i * r  - i2- l i i i2 4*9 IV -

3.10

3.11

3.12 

3.13

3*14

3.15



gdzie;
l i f  -  if. ii - l i f l d f

... IV - 3.16

V.‘stawiając do IV-3.15, otrzymamy

i - ' ( i ( < jc )2 ♦ | d f  & ' 2
>°)2 - Cpc)2 + (qc)2 + (k0)2

gdzie;
kł= |fl‘||i<|

na podstawie definicji IV«-2,18. 
Zachodzi;

’ty. gmm
- = 1615^1 (por.IV-3.0l)

Lecz;

... IV - 3.17

IV ~ 3.18

... IV - 3.19

A „  A

« • /  ~

... IV - 3.20

Stąd;
.  -A • t A m / n  .3; « s t e

a  m l

Porównując IV-3.10 z IV-3.19 widzimy więc, że
CL m m

Kc*c £  K“ ... IV - 3.21
Z powyższej nierówności wynika, że moc K odmiennie od 
mocy P, Q i nie jest mocą zachowawczą.
Podobnie łatwo wykazać, żo:
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4* Splot
Kładziemy;

k=n

U X 3 =  2 ^ / u k(t+'r) * V 0  dr
0

Czyli;

... IV - 4.01

Stąd;
S(t) = H  x 3 ... IV - 4.02

* r  v „ a aC" ?7 v£1 x 3 = ttc* Z 3 *
CL~I

oimm „
I g . . . I V -4.03

Czyli;
g c ,(t) = Z 3 “(t) ... IV - 4.04

Z zależności IV-4.04 wynika zachowawcza własność splotu, 
tzn., że suma mocy korelacji pobieranych przez poszcze
gólne odbiory* jest równa funkcji mocy korelacji dostar
czonej do układu przez zasilanie całości.
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