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Przedmowa

Niniejszy skrypt ma charakter podrecznika dla studentéw pierwszego roku studiow
kierunkéw elektronika i informatyka w zakresie przedmiotéw teoria obwodéw oraz pod-
stawy elektrotechniki.

Warunkiem wstepnym do zrozumienia przedstawionych w nim zagadnien jest znajo-
mosc fizyki w zakresie szkoty $redniej oraz matematyki w zakresie wyktadanym w szkotach
wyzszych, chociaz dla podstawowych zagadnien wystarczy znajomos$¢ matematyki w zakre-
sie szkoty Sredniej.

Celem jest przedstawienie teoretycznych podstaw nauki o liniowych i nieliniowych
obwodach pradu statlego. Rozpoczynanie wyktadu z teorii cbwodoéw od obwodéw pradu
statego umotywowane jest wzgledami dydaktycznymi. Po pierwsze, jest to na og6t naturalna
kolejnos¢ przy analizie obwoddw, rozpoczyna sie jg zazwyczaj od analizy obwodu dla pradu
statego, ktdra jest podstawg do dalszej analizy obwodu dla pragdu zmiennego (ze wzgledu
na konieczno$¢ uwzglednienia w nich tzw. warunkéw poczatkowych). Po drugie, wyprowa-
dzanie podstawowych metod analizy obwoddw oraz twierdzen jest formalnie prostsze niz
dla obwoddw pradu zmiennego, a wyprowadzone metody i twierdzenia mozna, bez ponow-
nego wyprowadzania, na podstawie formalnej analogii miedzy podstawowymi rownaniami
obwodow pradu statego (réwnaniami Kirchhoffa i prawem Ohma) zastosowac dla obwo-
déw pradu zmiennego rozpatrywanych za pomocg rachunku operatorowego.

W rozdziale 1 wprowadzone sg podstawowe pojecia napiecia, potencjatu i natezenia
pradu elektrycznego.

W rozdziale 2 przedstawiono podstawowe prawa obwodéw pradu statego: sg nimi
obydwa prawa Kirchhoffa oraz tzw. charakterystyka pragdowo - napieciowa elementu, wraz
z niezbednymi konwencjami w zakresie strzatkowania i oznaczen.

W rozdziale 3wprowadzono prawo Ohma, pojecie liniowego obwodu pradu statego oraz
pojecie uktadéw zastepczych.

W rozdziale 4 przedstawiono w zarysie macierzowy zapis praw Kirchhoffa, zasade
Tellegena,metody analizy liniowych obwoddw pradu statego: metode obydwu praw Kirch-
hoffa, metode potencjatéw weztowych oraz metode pragdéw Oczkowych. Na ich podstawie
wyprowadzono najwazniejsze ogolne zasady dotyczace liniowych obwoddw: zasady Theve-
nina i Nortona, zasady wzajemnosci iwyodrebnienia. Wprowadzono réwniez pojecia wielo-
biegunnik6éw i przedstawiono metode analizy obwodow z wielobiegunnikami.

W rozdziale 5 przedstawiono podstawy analizy obwoddw liniowych za pomocg kompu-
terow.

W rozdziale 6 przedstawiono metody analizy obwoddéw nieliniowych, w tym metody
linearyzacji, metody graficzne oraz metody iteracyjne.



_8.

W rozdziale 7 oméwiono elementy sterowane, zrodta sterowane oraz metody analizy
obwodéw ze zrodtami sterowanymi, w tym uktady zastepcze tréjnikéw dla sktadowych
zmiennych.

W rozdziale 8 oméwiono podstawy analizy obwodéw magnetycznych opierajac sie na
analogii miedzy obwodami pradu statego a obwodami magnetycznymi.

W rozdziale 9 przedstawiono zasadnicze pojecia dotyczace analizy obwodoéw, ktérych
elementy posiadaja okreslone tolerancje, sa nimi pojecie obszaréw tolerancjiirozrzutu, wa-
runki sprawnos$ci uktadu oraz obszar sprawnos$ci. Wprowadzono pojecia wrazliwosci
i przedstawiono metody wrazliwosciowe oparte na obwodzie dotgczonym oraz obwodzie
przyrostowym.

W rozdziale 10 przedstawiono kompletny program komputerowy analizy liniowych
obwodéw ALIOS1. Program ma charakter dydaktyczno-demonstracyjny, moze jednak
z powodzeniem by¢ zastosowany do analizy konkretnych obwodoéw liniowych pradu statego.

Autor pragnie podziekowa¢ prof. dr hab. Michatowi Tadeusiewiczowi za cenne uwagi,
dzieki ktérym usunieto wiele usterek, kolegom z Zaktadu Teorii Obwodéw i Sygnatéw
Instytutu Elektroniki, a wszczegdlnosci prof. dr hab. Janowi Chojcanowi za szereg cennych
uwag, ktore przyczynity sie do powstania tego skryptu. Doc. dr inz. Zdzistawowi Pogodzie
dziekuje za pomoc przy redakcji skryptu, mgr inz. Halinie Delewicz za wykonanie rysunkow
a pani Marii Knapik za wykonie maszynopisu tego skryptu.

Autor



Rozdziat 1

POJECIA PODSTAWOWE

Pojecie tadunku (naboju) elektrycznego wprowadza sie przy wyjasnianiu zjawisk zacho-
dzacych przy elektryzacji. Aczkolwiek nie znamy natury samego tadunku elektrycznego,
mozemy jednak poznacjego dziatanie.

Przyjecie koncepcji tadunkéw elektrycznych dodatnich i ujemnych, mogacych sie swo-
bodnie przemieszcza¢ w swoim $rodowisku (Yadunki swobodne) badz zwigzanych Scisle
z osrodkiem i mogacych sie przemieszczaé jedynie wbardzo niewielkich granicach (fadunki
zwigzane) pozwala na tatwe zrozumienie i wyttumaczenie zjawisk elektrostatyki - nauki
o0 dziataniach tadunkoéw elektrycznych nieruchomych wzgledem siebie.

Celem wyjasnienia zjawisk dynamicznych, tj. sit dziatajgcych na tadunki elektryczne,
wprowadza sie pojecie pola elektrycznego.

Przestrzen, w ktérej ujawniajg sie dziatania dynamiczne (sity) na wprowadzone tadunki
elektryczne, nazywa sie polem elektrycznym.

W najprostszym przypadku zrédtem pola elektrycznego sg nieruchome tadunki elektry-
czne (pole elektrostatyczne).

Celem ilosciowego okreslenia pola, a zarazem sit dziatajacych na znajdujace sie w nim
tadunki, wprowadza sie nowa wielkos¢ fizyczng zwana natezeniem pola elektrycznego.

Natezeniem pola elektrycznego nazywamy wielko$¢ wektorowa, bedaca gra-
nicg stosunku wektora sity F, dziatajgcej na dodatni tadunek g, do
wielkosci tegoz tadunku, gdyq -* 0 :

(11)

Wektor natezenia pola ma ten sam kierunek izwrot, co sita dziatajgca w tym punkcie
pola na dodatni nab6j probny. Celem uproszczenia zapisu opuscimy znak granicy, pamie-
tajac jednak, ze zgodnie z definicjg, naboj g musi by¢ bardzo maty
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(12)

Pole elektryczne jest okreslone przez powyzsze rownanie, to znaczy, ze znajomos$¢
wektora natezenia pola w kazdym jego punkcie jednoznacznie okres$la to pole.

Przy przesuwaniu tadunkéw elektrycznych w polu elektrycznym wykonana musi by¢
pewna praca, ktorg tatwo obliczy¢. Przy przesunieciu np. tadunku prébnego q wzdtuz
elementarnej drogi dr, elementarna praca dA wykonana przez sity pola okre$lona jest
iloczynem skalarnym:

dA = Fdr = gKdr (1.3)
Natomiast przy przesunieciu tadunku prébnego od punktu A do punktu B (rys.1.1) praca

ta wyniesie

(1.4)

dr

Rys. 1.1 Rys. 1.2

Obliczmy prace konieczng do przesuniecia naboju wzdtuz drogi zamknietej ACBDA
(rys.1.2))

ACBDA ACBDA

W mysl zasady zachowania energii praca ta musi by¢ réwna zeru; w przeciwnym razie
przenoszac nabdj po tej drodze w odpowiednim kierunku mogliby$Smy za kazdym razem
otrzymac¢ pewng prace kosztem energii pola, a to wymagatoby nieskonczenie wielkiej
energii pola, aby nie ulegto ono zmianie, tymczasem energia ta jest skonczonej wielkosci.
Zatem
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/lacbda = ( J* Kdr
ACBDA

skad

| Kdr=i Kdr=o0 (1.5)
ACBDA

W polu elektrostatycznym catka okrezna wektora natezenia polajest rowna zeru. Warto
zauwazy¢, ze wiasnosc¢ ta dotyczy kazdej zamknietej drogi.

Z powyzszej wiasnosci wynika bezposrednio, ze praca przeniesienia fadunku elektry-
cznego zjednego punktu pola do drugiegojest niezalezna od drogi, a zalezyjedynie od pola
(wektor K) oraz wspétrzednych obu punktow. Jest bowiem:

gJ*Kdr = ¢j'Kdr + gJ*Kdr = 0
ACBDA ACB BOA

skad
.I:Kdr:.I:Kdr:.I:B Kdr =
ACB ADB A

Catka ta rdbwna jest stosunkowi pracyA ab do naboju g. Wielko$¢ ta, rowniez charaktery-
styczna dla pola elektrostatycznego, nosi nazwe napiecia elektrycznego.

Napiecie elektryczne miedzy dwoma punktamijest to stosunek pracy wyko-
nanej przez sity pola przy przeniesieniu naboju q zjednego punktu pola do
drugiego, do tego naboju

o

B
{7ab = lim = f K dr (16)
?-°q A

Napieciejest rowne catce liniowej natezenia pola.
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Przyjmijmy dowolny punkt P za punkt odniesienia; wtedy wielko$¢
Ka = fKdr =7 1.7

jest funkcja jedynie wspoétrzednych punktu A oraz samego pola. Wielko$¢ te, charaktery-
styczng dla danego punktu pola, nazwiemy potencjatem elektrycznym.

Potencjat elektryczny danego punktu jest to stosunek pracy wykonanej
przez sity pola przy przeniesieniu naboju prébnego z danego punktu do
punktu odniesienia do tegoz naboju.

Punktem odniesienia moze by¢ dowolny punkt pola. Czesto dobiera sie jako punkt
odniesienia punkt lezacy w nieskofczonosci.
Z definicji potencjatu i napiecia wynika prosty zwigzek miedzy tymi wielko$ciami

B P B P P
{/ab = Kdr:J Kdr + J Kdrzf Kr - fldrz
A B

/
A A P
Use = Va - Vb (1.8)

Napiecie elektryczne miedzy dwoma punktami jest rdwne réznicy ich
potencjatow

Obydwie wielkosci, napiecie i potencjat, charakteryzujg zdolno$¢ pola do wykonania
pracy.
Z punktu widzenia matematycznej teorii pola, pole elektrostatyczne mozna rozpatry-
wac jako pole wektorowe K. Pole to jest polem bezwirowym (potencjalnym), zatem
rotK = 0 (1.9)

(odpowiada to w postaci catkowejtf Kdr = 0); dla takiego pola wektorowego mozna zawsze
znalez¢ pole skalarnej wielko$ci V (potencjatu), przy czym

K= - grad V (1.10)

Z zatozenia bezwirowosci pola wynika bezpos$rednio niezalezno$¢ catki liniowej wekto-
ra natezenia pola (a wiec napiecia) od drogi.
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Mozemy z kolei przej$¢ do rozpatrywania zjawisk ruchu fadunkow elektrycznych.

Ruch tadunkoéw elektrycznych dodatnich lub ujemnych nazywa sie pragdem
elektrycznym.

Prad elektryczny ilosciowo okre$lany jest przez natezenie pradu elektrycznego.

Natezenie pradu elektrycznego / jest to stosunek tadunku elektrycznego dq
przeptywajacego przez okreslong powierzchnie w czasie di do tegoz czasu di:

0.H)

W dalszym ciggu rozpatrywac bedziemy jedynie przypadki, w ktérych natezenie pradu
jest state, niezalezne od czasu.Takie prady nazwiemy pradami statymi:

| = const

Prady state wywotujg stacjonarny rozktad tadunkdéw elektrycznych, to jest rozkiad
niezalezny od czasu.W zwigzku z tym pole elektryczne wywotane przez prady state jest na
zewnatrz przewodow identyczne z polem elektrostatycznym wywotanym przez nieruchome
tadunki elektryczne rozmieszczone w przestrzeni w taki sam spos6b i w takiej samej iloSci
w kazdym jej punkcie, jak przeptywajace tadunki. Na pole elektryczne nie wptywa bowiem
fakt, ze jedne tadunki w danym miejscu pola zastepowane sg w wyniku ruchu tadunkéw
przez drugie, o ile tylko ilo$¢ fadunkéw w tym miejscu nie ulega zmianom w czasie.

Powyzsze fakty umozliwiajg nam utrzymanie i stosowanie zasadniczych poje¢ - nateze-
nia pola, napiecia elektrycznego i potencjatu elektrycznego - wprowadzonych w elektrosta-
tyce réwniez w teorii obwodéw pradu statego.

Pole elektryczne wywotane przez prady state jest polem bczwirowym
(potencjalnym).



Rozdziat 2

PODSTAWOWE PRAWA OBWODOW
ELEKTRYCZNYCH

2.1. Obwodd elektryczny | jego elementy

Na rys. 2.1.1 przedstawiony jest prosty obwaéd elektryczny, w ktérym wyrézni¢ mozna
zrodto energii elektrycznej (bateria), odbiorniki energii elektrycznej (opornica suwakowa,

Rys. 2.1.1

zarowka), przyrzady pomiarowe (woltomierz iamperomierz) oraz przewody tgczace. W ta-
kim obwodzie mozna zaobserwowaé m.in. przeptyw pradu oraz napiecie elektryczne miedzy
réznymi punktami obwodu. Ograniczmy sie tu do takich obwodoéw elektrycznych, w ktérych
istniejg prady i napiecia nie zmieniajgce sie w czasie *). Obwody takie nazwiemy obwodami

*) Zatozymy przy tym, ze rozpatrujemy te obwody po dostatecznie dtugim czasie od chwili zatgczenia w nich
Zrodet energii elektrycznej, by uniknagé koniecznosci uwzglednienia tzw. stanéw nieustalonych, ktérych
rozpatrzenie nastapi pézniej.
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pradu statego. Zwr6émy uwage najeden z elementéw obwodu - np. na zaréwke. Zmieniajac
nastawienie opornicy suwakowej, mozna tym samym zmienia¢ natezenie pradu ptynacego
przez zarowke. Réwnoczesnie zmienia sie napiecie na zaréwce. Przeprowadzajgc pomiary
natezenia pradu inapiecia na danym elemencie, mozna otrzymac wykres zaleznosci pradu
od napiecia. W wyniku tego do$wiadczenia mozna wiec doj$¢ do wniosku o wspotzaleznosci
pradu inapiecia kazdego z elementéw obwodu.

Zalezno$¢ taka jest charakterystyczna cechg kazdego z elementéw obwodu i nosi nazwe
charakterystyki pragdowo-napieciowej lub napieciowo pragdowej, w dalszym ciggu krétko
"charakterystyki" elementu.

Charakterystyka pradowo-napieciowa jest to zalezno$¢ funkcyjna miedzy
pradem i napieciem elementu, wyrazona graficznie lub analitycznie.

Rys. 2.1.2

Na rys.2.1.2 przedstawione sg przyktadowecharakterystyki pragdowo-napieciowe
(rys. 2.1.2a) i napieciowo-pradowe (rys. 2.1.2b) dwdch zasadniczych rodzajéw elementéw:
zrodha i odbiornika energii elektrycznej. Charakterystyke mozna wiec wyrazi¢ w postaci
analitycznej:

u=u(l) (2.1.1)
albo

1= I([]) (2.1.2)

wzglednie przedstawi¢ w postaci graficznej (rys. 2.1.2).

Ksztatt charakterystystyki zalezy od rodzaju danego elementu (zrodto, odbiornik),
materiatu, z ktdrego jest wykonany ijego technologii (metal, p6tprzewodnik, elektrolititp.)
oraz od réznych czynnikéw zewnetrznych (np. temperatura). Symbol graficzny elementu
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a) b) c) d)

Rys. 2.1.3

stosowany wschematach elektrycznych obwodéw przedstawionyjest wraz z charakterystyka
elementu na rys. 2.1.3d.

2.2. Strzatkowanie w obwodach elektrycznych

Wprowadzimy tu pewne konwencje dotyczgce sposobu oznaczania kierunku przeptywu
pradu oraz napiecia. Jako kierunek przeptywu pradu przyjmuje sie kierunek ruchu tadun-
kéw dodatnich.Wprowadzmy strzatke pradu z nastepujgcym okre$leniem:

Strzatka pradu wskazuje kierunek przeptywu pradu, jezeli wartos¢
liczbowa pradu | jest dodatnia.

Jezeli warto$¢ liczbowajest ujemna, prad ma kierunek przeciwny do strzatki. Przy takim
zatozeniu prad / —\ (rys. 2.2.1c) ma kierunek zgodny ze strzatka, a prad | = li przeciwny.
W metalach prad elektryczny jest ruchem tadunkéw ujemnych (elektronéw), wobec czego
rzeczywisty kierunek ruchu elektronéw jest przeciwny do kierunku wyznaczonego przez
powyzszg konwencje. Miedzy dwoma pradami przeciwnie zastrzatkowanymi | i Ix
(rys .2.2.1a) musi zatem zachodzi¢ zalezno$¢

I=-1x

Strzatka pradu jest écisle zwigzana ze sposobem wigczenia przyrzadu pomiarowego -
amperomierza - do obwodu. Przy pokazanym na rys. 2.2.1a sposobie wigczenia, strzatka
pradu jest skierowana do zacisku amperomierza oznaczonego "+". Przy dodatniej wartosci
pradu przyrzad wychyli sie w kierunku dodatnim, przy ujemnej wartosci pradu, gdy prad
w rzeczywistosci poptynie w kierunku przeciwnym do strzatki pradu, przyrzad wychyli sie
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a) b) c)

u*

kierunku ujemnym. W takim przypadku nalezy zamieni¢ zaciski amperomierza, a otrzyma-
ne wskazania odczytac¢ jako ujemne.

Przyporzadkujemy napieciu elektrycznemu miedzy dwoma punktami strzatke z naste-
pujacym okresleniem:

Strzatka napiecia tgczy punkty, miedzy ktérymi istnieje napiecie, przy
czym grot strzatki wskazuje punkt posiadajgcy wyzszy potencjat, o ile
wartos¢ liczbowa napieciajest dodatnia.

Przy takim zatozeniu grot strzatki napiecia wskazuje dla wartosci U = U\ (dodatnigj) -
punkt o wyzszym potencjale A (wzgledem punktu B), natomiast dla warto$ci U — Uz, punkt
A posiada nizszy potencjat od punktu B.

Z powyzszego wynika, ze kierunek strzatki napiecia jest Scisle zwiazany ze znakiem
wartos$ci liczbowej napiecia, a tym samym réwniez z wykresem. Odwrdcenie strzatki napie-
cia spowodowac musi zmiane znaku wartosci liczbowych napiecia. Miedzy dwoma napie-
ciami przeciwnie zastrzatkowanymi U i Ux (rys 2.2.1b)
musi zatem zachodzi¢ zaleznosé¢

M
U=-UX

Strzatka napiecia jest rowniez $cisle zwigzana ze spo-
sobem wigczenia przyrzadu pomiarowego - woltomierza
- do obwodu. Przy pokazanym na rys. 2.2.1b sposobie
wiaczenia grot strzatki wskazuje punkt, do ktdrego wia-
czonyjest zacisk"+" woltomierza. Przy dodatniej wartosci
napiecia przyrzad wychyli sie¢ w kierunku dodatnim, przy
ujemnej wartosci napiecia (gdy punkt A bedzie miat nizszy
potencjat od punktu B) przyrzad wychyli sie w kierunku
ujemnym. W takim przypadku nalezy zamienié¢ zaciski N
woltomierza, a otrzymane wskazanie odczytac¢jako ujem-

ne- Rys. 2.2.2
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W przypadku oznaczania napie¢ za pomocg indekséw, pierwszy indeks przyporzad-
kowany jest punktowi, do ktérego skierowana jest strzatka (rys. 2.2.2), zatem réwniez

Umn = - Uhm

2.3. ldealne Zrddta energii elektrycznej

Badajac blizej charakterystyki zrodet, mozna wyré6zni¢ dwa ich rodzaje: W zrodle
pierwszego rodzaju napiecie stosunkowo mato zalezy od pradu ptynacego ze zrédta*- zrodta
takie nazwiemy zréddtami napieciowymi. W zrédle drugiego rodzaju prad ptynacy ze zrédta
stosunkowo mato zalezy od napiecia istniejgcego na zrédle - zrodta takie nazwiemy
zrodtami pragdowymi. Nalezy podkresli¢, ze taki podziat wynika gtéwnie z ksztattu chara-
kterystyki zrodta oraz zakresu napiec i pradow, w ktdrym sie zrodto wykorzystuje. Tym
niemniej podziat taki jest bardzo wygodny, gdyz umozliwia idealizacje Zrddfa..

W celu uproszczenia dalszych rozwazan wprowadzimy pojecie zrodet idealnych. Ideal-
nym Zrédtem napieciowym jest sita elektromotoryczna (idealna SEM), dla ktérej napiecie
nie zalezy od przeptywajgcego przez nig pradu. Wielkoscig charakterystyczng SEM jest
wielkos¢ E, réwna napieciu istniejgcemu na niej. Symbol graficzny SEM idealnej wraz zjej
charakterystyka przedstawiony jest na rys. 2.1.3b. Warto$¢ pradu ptynacego przez SEM
zalezy od zewnetrznego obwodu.

Idealnym Zrodiem pradowym jest sita pradomotoiyczna (idealna SPM), dla ktorej
prad nie zalezy od napiecia istniejgcego na niej. Wielkos$cig charakterystyczng SPM jest
wielko$¢ J pradu ptynacego przez nig. Symbol graficzny idealnej SPM wraz z jej charakte-
rystyka przedstawiony jest na rys. 2.1.3c. Warto$¢ napiecia na SPM zalezy od zewnetrznego
obwodu.

Rzeczywiste zrodta energii elektrycznej rozpatrywane bedg dalej. Okaze sie przy tym,
ze wprowadzone tu SEM i SPM beda czesciami sktadowymi schematéw zastepczych
rzeczywistych zrédet.

Znajomo$¢ charakterystyk wszystkich elementéw obwodu oraz warunkéw zewnetrz-
nych, dla ktérych zostaty one sporzadzone, jest konieczna dla celéw jako$ciowego i iloscio-
wego okreslenia zachowania sie obwodu, a w szczegélnosci do okreslenia napie¢ i pragdéw
powstajagcych w obwodzie.

2.4. Przyrzady pomiarowe

W obwodzie elektrycznym zachodzi potrzeba mierzenia napie¢ i pradéw. Do pomiaru
napiecia stuzy woltomierz, do pomiaru pradu amperomierz. Nie wchodzac w szczegoty
dziatania tych przyrzadéw, mozemy na poczatku wprowadzi¢ przyrzady idealne: woltomie-
rze nie pobierajace pradu oraz amperomierze, na ktérych napiecie jest rowne zeru. Wpro-
wadzenie przyrzadow idealnych nie zmienia warunkéw pracy obwodu, gdyz idealny
amperomierz zachowuje sie jak idealny przewod, a idealny woltomierz jak przerwa w ob-
wodzie (przez woltomierz idealny nie ptynie prad).
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Dotychczasowe rozwazania dotyczyty jedynie samych elementéw obwodu, a w szcze-
gdlnosci zaleznoSci miedzy napieciem a pragdem jednego itego samego elementu.

2.5. Struktura obwodu, schemat elektryczny | graf obwodu

Nie ulega watpliwosci, ze napiecia i prady powstajgce w poszczegdlnych elementach
obwodu zalezg od sposobu potaczenia elementéw miedzy sobg, a wiec od struktury obwodu.
Mozna zauwazy¢, ze w obwodach na og6t nie zmieniajg sie napiecia i prady przy zmianie
wzajemnego potozenia jego elementéw, o ile tylko nie zmieni sie sposéb ich potgczenia.
Strukture obwodu cechuje wiec wtasnos¢ niezaleznosci obwodu od przestrzennego rozmie-
szczenia jego elementow i odksztatcenia przewodow tgczacych - jest ona wiec whasnoscia
topologiczng. Stwierdzenie to upowaznia nas do abstrahowania w dalszym ciggu naszych
rozwazan od przestrzennego rozmieszczenia elementow.

Celem dalszego uproszczenia nalezy zatozyc¢, ze same przewody tgczace nie wptywajg
na napiecia iprady obwodu - przewody tgczace sg przewodami idealnymi. W tym celu nalezy
doprowadzi¢ do tego, by posiadaty one idealng izolacje (aby prad ptynatjedynie wzdtuz
przewoddw i nie nastepowaty uptywy pradu) oraz by posiadaty one zerowy opér (aby nie
wystepowaly napiecia miedzy koricami tego samego przewodu). Innymi stowy, idealny
przewod posiada charakterystyke pragdowo-napieciowa, dla ktérej niezaleznie od ptyngcego
pradu napiecie jest stale rdwne zeru. Uwzglednienie oporu przewodow #gczacych nie
przedstawia trudnosci. Symbol graficzny przewodu idealnego ijego charakterystyka przed-
stawione sg na rys. 2.1.3a..

Spetnienie dwdch ostatnich zatozen o niezaleznosci pradoéw i napie¢ od wzajemnego
potozenia i o przewodach idealnych pozwala na wprowadzenie pojecia schematu elektry-
cznego obwodu - pewnej abstrakcji obwodu rzeczywistego.

Schemat elektryczny obwodujest to graficzne przedstawienie sposobu
potaczenia elementéw obwodu elektrycznego.

Schemat obwodu sktada sie z elementéw schematu, ktérymi sa symbole rzeczywistych
elementow obwodu. Symbole te przedstawione sg na rys. 2.1.3. Przyktadem schematu
elektrycznego obwodu przedstawionego na rys. 2.1.1 jest schemat z rys. 2.5.1. Schemat
elektryczny obwodu jest wiec topologicznie identyczny z geometryczng strukturg rzeczywi-
stego obwodu.

W dalszym ciggu postugiwaé sie bedziemy
pojeciem schematu elektrycznego obwodu, utoz-
samiajac go w potocznym jezyku z obwodem
elektrycznym. Nalezy jednak pamietaé o tym, ze
schemat elektryczny obwodu powstaje w wyniku E
pewnych zalozen upraszczajgcych, w zwigzku
z czym wyprowadzone najego podstawie wnio-
ski o0 zachowaniu sie rzeczywistego obwodu oraz
obliczone na jego podstawie prady i napiecia Rys. 2.5.1
bedg stuszne i prawdziwe jedynie wtedy, gdy
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zatozenia powyzsze sg spetnione. Nawet
najbardziej doktadne i poprawne oblicze-
nia pradéw inapie¢ na podstawie schematu
moga by¢ niezgodne z wynikami pomiarow,
jezeli nie spetnione sg zatozenia o idealno-
Sci przyrzadow pomiarowych, zrodetnapie-
cia, przewodow inie zachowane sg warunki
zewnetrzne, dla ktérych wyznaczono cha-
rakterystyki elementéw obwodu.

Rozpatrzmy bardziej ztozony obwdd
elektryczny, ktérego schemat przedstawio- Rys. 2.5.2
nyjest na rys. 2.5.2. Strukture tego obwodu
mozna przedstawi¢ w jeszcze prostszy sposét za pomocg tak zwanego grafu. Dla obwodu
zrys. 2.5.2 graf przedstawiony jest na rys. 2.5.

Graf obwodujest to twor geometryczny sktadajacy sie z odcinkéw zwanych
gateziami *)(np. AB, BD itd.), potgczonych ze sobg w punktach zwanych
weztami (A, B itd.).

Kilka gatezi grafu tworzgcych zamknietg droge
tworzy cykl (oczko) - np. gatezie AB, BD, DE, EA
albo AB, BD, DC, CE, EA itd.

Graf obwodu mozna uznaé za dalszg abstrakcje
obwodu elektrycznego, w ktérej uwzgledniona jest
jedynie struktura, a wiec spos6b potgczenia po-
szczegdlnych weztdw miedzy soba. Graf obwodu
jest wiec réwniez topologicznie identyczny z geo-
metryczng strukturg rzeczywistego obwodu.

Pojecie gatezi, wezta i oczka mozna stosowaé

réwniez w odniesieniu do schematu elektrycznego A
obwodu iprzez analogie rowniez do samego obwo-
du. W ten sposéb otrzymamy odpowiednio$¢: Rys. 2.5.3

element obwodu
miejsce potaczenia
dwach lub wiecej
elementow

kilka elementow
tworzacych zamkniety
kontur

element schematu

gatgz grafu

wezet schematu wezet grafu

oczko schematu = cykl (oczko) grafu

*) W teorii graféw nazywanych tez krawedziami lub lukami.
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2.6. Prawa Kirchhoffa

Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze dla kazdego z elementdw obwodu (zrodet
i odbiornikéw) istnieje zalezno$¢ miedzy jego napieciem i prgdem. Natomiast sposéb
pofaczenia poszczegblnych elementéw w obwdd, a wiec struktura obwodu, okresla wspét-
zalezno$¢ miedzy napieciami i pradami réznych elemen-
téw. Wspotzaleznosci te podane sg przez dwa prawa
Kirchhoffa. Pierwsze z nich dotyczy zwigzku miedzy prg-
dami a drugie zwigzku miedzy napieciami.

Rozwazmy dowolny wezet obwodu (rys. 2.6.1). Nie-
trudno zauwazyé, ze ilos¢ tadunkéw doptywajacych do
wezta w kazdym przedziale czasu musi by¢ réwna ilosci
tadunkéw odptywajacych z wezta. Gdyby tak nie byio,
musiatyby sie tadunki w wezle stale gromadzi¢ albo mu-
siatyby one stale odptywaé. Stan taki nie mdégtby by¢ h
stanem ustalonym ijest wykluczony przy rozpatrywaniu
obwodow. Przyporzadkowujactadunkom odptywajgcym
znaki traktujacje jako ujemne tadunki doptywajace,
mozna wiec dla wezta napisac:

Rys. 2.6.1

2dqg =0

gdzie kropka pod znakiem sumy oznacza sumowanie po wszystkich gateziach danego wezta.
Stad wynika, ze réwniez

a poniewaz z definicji® =/, zatem

(26.1)

Jest to tak zwane pierwsze prawo Kirchhoffa :

Dla kazdego wezta obwodu elektrycznego algebraiczna suma natezen
pradoéw doptywajacych do wezta jest zawsze réwna zeru.

Prady doptywajgce do wezta liczymy przy tym ze znakiem dodatnim, za$ prady odpty-
wajgce z wezta ze znakiem ujemnym.
Dla wezta przedstawionego na rys. 2.6.1 mamy zatem

Is- h~In- h -0
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Pierwsze prawo Kirchhoffa dotyczy zatem zwigzkéw miedzy pradami elementow styka-
jacych siewjednym wezle. Pierwsze prawo Kirchhoffa tatwo uogélni¢ na dowolng wyodreb-
niong cze$¢ obwodu, tzw. odciecie :

Dla wyodrebnionej czesci (odciecia) obwodu algebraiczna suma natezen
pradéw doptywajacych do tej czesci (odcigcia) obwodu jest zawsze
réwna zeru.

Pod terminem "wyodrebniona cze$¢ obwodu" (odciecie) rozumiemy tu cze$¢ obwodu,
ktéra mozna otoczy¢ zamknieta powierzchnig. Istotnie, suma pradéw doptywajacych do
zamknietej powierzchni musi by¢ réwna zeru, w przeciwnym razie wewnatrz powierzchni
nastepowatby staty przyrost lub ubytek tadunkoéw.

Przyktadem zastosowania tego prawa moze by¢ cze$¢ obwodu z rys. 2.6.2wyodrebniona
przez linie kreskowana "a", a znajdujaca sie wewnatrz linii. Dla tej czesci obwodu:

/i +1(,—13—14—0

Rys. 2.6.2

Rozwazmy teraz dowolne oczko obwodu, np. oczko ABDEA (rys. 2.6.3). Przyjmijmy
kierunek obiegu oczka (np. zgodny z kierunkiem wskazoéwek zegara) i sumujmy wszystkie
napiecia w oczku liczac napiecia, ktdrych strzatki sg zgodne z kierunkiem obiegu jako
dodatnie, za$ napiecia, ktérych strzatki sg przeciwne do kierunku obiegu, jako ujemne.
Zauwazmy przy tym, ze napiecia na sitach elektromotorycznych sg réwne co do wartosci
sitom elektromotorycznym, a ich strzatki sg zgodne ze strzatkami sit elektromotorycznych
oraz ze na sile pradomotorycznej réwniez istnieje napiecie. Otrzymamy

2 U=Ei-Us +Us
0

gdzie kotko pod znakiem sumy oznacza sumowanie wzdtuz zamknietego konturu.
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Rys. 2.6.3

Wykazemy, ze algebraiczna suma napie¢ woczkujest zawsze rowna zeru. Istotnie, praca
wykonana przy przesunieciu naboju wzdtuz zamknietej drogi, jakg przedstawia oczko, musi
by¢ réwna zeru, stad wynika réwniez, ze wzdtuz oczka

Kdr =0
Catke okrezng mozna roztozy¢ na sume catek, np. dla konturu ABDEA(rys.2.6.3):

j Kdr=/ Kdr+ / Kdr + f Kdr +/ Kdr=20
A B 0 E

poszczegOlne catki rdwne sg napieciom miedzy odpowiednimi punktamii tak

/Kdr = Uab = —E\
A

(grot strzatki napiecia t/abjest w punkcie A, dlatego znak minus przy Ei) podobnie

/ Kdr = [/Bd = Ua
b

/| Kdr= Ude = Es
d
/IKdr= [/lea= - U8
E
a wiec
-El+ WBW+E5-U& =0

Il Prawo Kirchhoffa mozna zatem sformutowaé w nastepujacy sposéb:

Dla kazdego oczka obwodu elektrycznego algebraiczna suma napieé jest
zawsze réwna zeru.
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(2.6.2)

Drugie prawo Kirchhoffa dotyczy zatem zwigzkéw miedzy napieciami na réznych
elementach jednego oczka.

Drugie prawo Kirchhoffa mozna uog6lni¢ na dowolny kontur, to znaczy dowolng
zamknietg droge, niekoniecznie przechodzacg wzdtuz elementéw obwodu:

Dla kazdego zamknietego konturu algebraiczna suma napiec¢ jest
réwna zeru.

Na przyktad dla konturu ABDCA (rys. 2.6.3) mozna napisac:
Ei - Ut+U3- tlca=0

Przy uktadaniu réwnan wedtug Il prawa Kirchhoffa nalezy traktowaé wszystkie SEM
tak, jak napiecia i liczy¢ wszystkie napiecia, ktorych strzatki sg zgodne z kierunkiem obiegu
konturu, jako dodatnie, za$ napiecia, ktorych strzatki sa przeciwne do kierunku obiegu, jako
ujemne.

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze tak sformutowane prawa Kirchhoffa nie wymagaja
zadnych zatozen co do ksztattu funkcji opisujacych zaleznos$¢ napiecia od pradu - sg one
zupetnie niezalezne od nich - zalezg jedynie od struktury obwodu elektrycznego.

Nie wyjasniona dotychczas sprawa,ile niezaleznych réwnan wg pierwszego i drugiego

prawa mozna dla danego obwodu napisa¢, bedzie rozpatrywana w rozdziale o obwodach
ztozonych.

2.7. Pracaimoc

Przy przeptywie pradu elektrycznego wobwodzie zrddta energii elektrycznej dostarcza-
ja energii elektrycznej, ktéra w odbiornikach ulega zamianie na inne rodzaje energii:
cieplna, mechaniczng, promieniowania itp. W mys$l zasady zachowania energii suma energii
wydawanych przez poszczeg6lne zrédta Wzk musi by¢ rowna sumie energii pobranych przez
poszczeg6lne odbiorniki WOk

2 Wzk =2 Wok (2.7.1)

Stad wynika, ze réwniez i dla mocy obowigzuje zasada zachowania mocy w obwodzie
elektrycznym, wystarczy bowiem powyzsze réwnanie podzieli¢ obustronnie przez czas t,
w ktorym energia byta wydawana i pobierana:

2 Pzk Pok (2.7.2)
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Suma mocy wydawanych przez zrodta musi by¢ rowna sumie mocy
pobieranych przez odbiorniki.

Zasade zachowania mocy mozna réwniez wyrazi¢ jako

2 Pi=o (2.7.3)

traktujgc moce dostarczane jako ujemne moce pobierane:

Suma mocy pobieranych przez poszczeg6lne elementy obwodu musi by¢
réwna zeru.

Zasada zachowania mocy wynika bezposrednio z obu praw Kirchhoffa (patrz R. 4.3),
nie musi ona by¢ osobno postulowana.

Na rys. 2.7.1 przedstawio-
ny jest prosty obwod elektry-
czny skiadajacy sie z dwoch
czesdci 1i 1l. Jedna z nich jest
zrédtem energii, druga od-
biornikiem. Przy zastrzatko-
waniu napie¢ ipradow tak,jak
to przedstawiono na rysunku,
zatozono, ze cze$¢ | przedsta-
wia zrddto, a czes¢ 1l odbior-
nik. Czy rzeczywiscie czes¢ |
jest zrodtem, a cze$¢ Il jest
odbiornikiem, mozna stwier-
dzi¢ dopiero po uzyskaniu z
obliczeA lub pomiaréw infor-
macji o znakach liczbowych
wartosci napiecia i pradu ( + Rys. 2.7.1
czy -). Jezeli oba znaki sg do-
datnie, to rzeczywiscie czes¢ | przedstawia zrédto energii, a cze$¢ Il odbiornik. W czesci |
ptynie bowiem wtedy prad z punktu o nizszym potencjale Ado punktu o potencjale wyzszym
B, azeby za$ przenosi¢ fadunki dodatnie z miejsca o nizszym potencjale do miejsca o poten-
cjale wyzszym, trzeba dostarczy¢ im energii z zewnatrz, co zachodzi jedynie w zrodtach.
Energii tej dostarcza wtedy SEM E, w ktdrej nastepuje zamiana energii nieelektrycznej, np.
chemicznej na elektryczng dostarczang tadunkom przeptywajgcym przez zrodto. W czesci
Il ptynie prad od miejsca z wyzszym potencjatem D do miejsca o potencjale nizszym C.
Energia elektryczna bedzie tu zamieniana na inny rodzaj energii, np. cieplng, chemiczng,
mechaniczng itp. Jezeli oba znaki sg ujemne, to zaréwno prad zmieni swoj rzeczywisty
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kierunek, jak i miejscami o potencjale wyzszym bedg A i C - nie zmieni to faktu, ze czes¢ |
jest zrédtem, a czes¢ Il odbiornikiem energii elektrycznej.

tatwo wyrazi¢ moc P przez napigcie i prad: Jezeli tadunek dq dostarczony jest z punktu
A do punktu B, miedzy ktérymi istnieje napiecie U, to praca wykonana przy tym wynosi:

clA = Udq

Jezeli praca ta wykonana zostata w czasie d t, to moc

Moc pradu statego w danym elemencie obwodu jest réwna iloczynowi
napiecia i pradu tegoz elementu

P=UI (2.7.4)

Prace wykonang przez prad staty oblicza sie wedtug definicji mocy z poprzedniego
wzoru jako

A=Pt =Ult (2.7.5)

Wzory powyzsze odnosza sie zarowno do zrodta energii elektrycznej, jak i do odbior-
nika.

Powyzsze fakty postuzyé moga do ustalenia prostych regut: Zwréémy uwage na wzajem-
ne potozenie strzatek napiecia i pradu. Dla czesci | sg one zgodne (skierowane w tg sama
strone). Taki system nazwiemy strzatkowaniem wydajnikowym (zrédtowym). Dla czesci Il
sg one przeciwnie skierowane. Taki system nazwiemy strzatkowaniem odbiornikowym.

Jezeli przy strzatkowaniu wydajnikowym obliczona warto$¢ liczbowa mocy
jest dodatnia, to dany elementjest wydajnikiem energii. Jezeli wartos¢ licz-
bowa mocy jest ujemna, to dany elementjest odbiornikiem energii. Jezeli
przy strzatkowaniu odbiornikowym obliczona wartos¢ liczbowa mocy jest
dodatnia, to dany elementjest odbiornikiem. Jezeli warto$¢ liczbowa mocy
jest ujemna, to dany elementjest wydajnikiem energii.

System strzatkowania odbiornikowego iwydajnikowego przedstawionyjestnarys. 2.7.2.
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Systen wydajnikowy

wyda jnik
Ul<0 odbiornik

—t
cC
—
v
1 1
C
v
o

Systen odbiornikowy

P=UI>0 odbiornik
P=UI<0 wyda jnik

Rys. 2.7.2



Rozdziat 3

LINIOWE OBWODY ELEKTRYCZNE PRADU STALEGO

3.1. Obwody liniowe

Badajac blizej réznego rodzaju elementy obwodu, mozna wyr6zni¢ dosy¢ szeroka klase
elementéw posiadajacych liniowe charakterystyki pradowo-napieciowe (rys. 3.1.1). Do
klasy tej zaliczy¢ mozemy zaréwno te elementy, dla ktérych nie mozna stwierdzi¢ odstepstwa
od zaleznosci liniowej (1 na rys. 3.1.1) jak i takie elementy, ktorych charakterystyki w zakre-
sie, w ktorym elementy te sg stosowane, mozna przyblizy¢ linig prosta (2 na rys. 3.1.1).

Analitycznie mozna dla takich elementow wyrazi¢ charakteiystyki prgdowo-napieciowe

U urv

a) b)
Rys. 3.1.1 Rys 3.1.2

rownaniem noszacym nazwe prawa Ohma
U=RI (3.1.1)
lub

(3.1.2)
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Elementem liniowym nazywamy element o liniowej zaleznos$ci pradu
od napiecia.

Prawo Ohma w powyzszej postaci jest SciSle zwigzane ze sposobem strzatkowania
(rys. 3.1.2a). Jezeli odwrocimy strzatke napiecia (rys. 3.1.2b), trzeba konsekwentnie napisaé
prawo Ohma jako

poniewaz U = —IT.
Z prawa Ohma wynika wazny wniosek: dla elementu liniowego stosunek napiecia
panujacego na nim do pradu jest wielkoscig stala:

Y = R = const

Wielko$¢ ta jest wiec wielkoscig charakterystyczng dla elementu liniowego.

Opor elektryczny R jest wielkoscig charakteryzujaca zalezno$¢ napiecia od
pradu dla elementu liniowego. Jest on réwny stosunkowi napiecia na
elemencie do pradu ptyngcego przez element.

Czesto uzywanajest rowniez wielko$¢ rowna odwrotnosci oporu - przewodnos¢ elektry-
czna G

r-R (3.1.3)

W dalszym ciggu uzywaé¢ bedziemy réwniez okres$lenia "op6r" lub "op6r liniowy" dla
okreslenia elementu liniowego.

Dla oporéw liniowych mozna, korzystajagc z prawa Ohma, wyrazi¢ moc elektryczng
wzorami

P=UI=GU2=RI2 (3.1.4)

Wartos$¢ oporu elektrycznego (lub przewodnosci) zalezy od ksztattéw geometrycznych
przewodnika, materiatu, z ktérego zostat wykonany i technologii wykonania oraz od warun-
kéw zewnetrznych (np. temperatury itp.).
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3.2. Liniowe obwody elektryczne
Okreslimy najpierw pojecie liniowego obwodu elektrycznego:

Liniowy obwod elektryczny jest to obwdd sktadajacy sie wytgcznie ze zrédet
idealnych i elementow (oporéw) liniowych.

W mysl powyzszej definicji mozemy traktowac rzeczywisty obwod elektryczny jako
obwad liniowy, jezeli prady i napiecia wszystkich elementéw obwodu beda lezaty w zakresie
liniowosci elementéw (beda spetniaty prawo Ohma) orazjezeli zrédta energii elektrycznej
mozna zastgpi¢ uktadami zastepczymi sktadajgcymi sie wytgcznie z zrodet idealnych i opo-
réw liniowych.

Poniewaz zatozenie o liniowosci obwodu robi sie przed analizg danego obwodu, to
w przypadkach, gdy nie mozna z gory przewidzieé, ze wszystkie prady i napiecia elementéw
beda lezaty w zakresie liniowosci, konieczne jest sprawdzenie tego po dokonaniu analizy.

3.3. Uklady zastepcze rzeczywistych zrédet energii elektrycznej

Charakterystyka pragdowo-napieciowa rzeczywistego zrodta energii elektrycznej moze
by¢ zmierzona w uktadzie przedstawionym na rys. 3.3.1. Przez zmiane oporu obcigzenia
Zrédta mozna uzyskac rézne pary wartosci pradu inapiecia odpowiadajace sobie iwykresli¢
na ich podstawie charakterystyke (rys. 3.3.2).

zrédito
energii
elektrycznej

Rys. 3.3.1

Z charakterystyki powyzszej wynika, ze w zakresie pragdéw od /j do h (lub napie¢ od
Ui do Ui) moznaja aproksymowac przez linie prostg "I" przechodzacg przez dwa punkty
0 wspotrzednych (0, U0) oraz , 0), posiadajaca wiec rownanie:

U=UO-IRw (3.3.1)
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Rys. 3.3.2
przy czym
uo
R* 1z (3.3.2)

Jezeli powyzsze réwnanie (3.3.1) potraktowac jako réwnanie Il prawa Kirchhoffa, to
mozna narysowac | uktad zastepczy zrédta (rys. 3.3.3).

Rzeczywiste zrodto energii elektrycznej mozna w zakresie liniowosci
zastgpiC przez szeregowe potgczenie sity elektromotorycznej Uo i oporu Ry

Z powyzszego wynika, ze do scharakteryzowania rzeczywistego zrodta energii elektry-
cznej w zakresie jego liniowosci potrzebna jest znajomo$¢ dwdch wielko$ci: napiecia U0
oraz tzw. oporu wewnetrznego Rw . Wyznaczenie obu wielkosci na podstawie charaktery-
styki napieciowo-pradowej zrodta wynika z rys. 3.3.2
oraz wzoru (3.3.2).

Warto zwréci¢ uwage, ze w praktyce najczesciej
Rw=>0, zatem im wiekszy prad ptynie ze zrodta, tym
mniejsze jest napiecie na nim. Potocznie moéwi sie
wtedy o spadku napiecia na oporze wewnetrznym
zrodia.

Nietrudno zauwazy¢, ze réwnanie (3.3.1) mozna
napisa¢ réwniez i w innej postaci, traktujac napiecie
U jako zmienng niezalezna, a prad / jako zmienng
zalezng. W tym samym zakresie liniowosci mamy
wtedy:

;=/z- t/ICH (3.3.3)
Rys. 3.3.3
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przy czym

(3.3.4)

Jezeli powyzsze rownanie (3.3.3) potraktowac jako réwnanie | prawa Kirchhoffa, to

mozna narysowac Il uktad zastepczy zrodia (rys. 3.3.4).

Rzeczywiste zrodto energii elektrycznej mozna zatem w zakresie liniowosci
scharakteryzowa¢ dwoma wielkoSciami: pragdem h i przewodnoscig Gw ¢

Oba uktady zastepcze sg rownouprawnione.
Idealng SEM mozna uwazac za przypadek
szczegOlny zrodia, w ktorym opor wewnetrzny
jest réwny zeru, a idealng SPM jako szczegdlny z

przypadek zrédta z zerowgq przewodnos$cia wew-
netrzna.

Rys. 3.3.4

3.4. Opor zastepczy szeregowego potgczenia oporéw

Wykazemy, ze n szeregowo potgczonych oporéw Ri mozna zastgpi¢ jednym oporem
zastepczym Rz (rys. 3.4.1), to znaczy, ze przyjednakowym pradzie/na uktadach z rys. 3.4.1a
i 3.4.1b powstanie to samo napiecie U. Uk}ady sg nierozréznialne zapomocg pomiaru pradu

i napiecia.

a)
Rys. 3.4.1

Dla uktadu z rys. 3.4.1a otrzymamy z Il prawa Kirchhoffa:

t/ :_2I u
1=
Poniewaz dla kazdego z oporow

Ui =Ril

b)
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a ten sam prad plynie przez wszystkie opory, zatem

U=i/?/=/£ Ri (3.4.1)
1=1 1=
Dla uktadu z rys. 3.4.1b otrzymamy

U = I Ri (3.4.2)

z poréwnania (3.4.1) i (3.4.2) otrzyma sie

n

Rz = X Ri
=l (3.4.3)

Opor zastepczy szeregowego potgczenia oporow jest rowny sumie tych
oporow.

3.5. Opodr zastepczy rownolegtego potgczenia oporow

Przy réwnolegtym potaczeniu oporéw wygodniej jest postugiwac sie przewodnosciami.
Wykazemy, ze rownolegte potaczenie n przewodnos$ci Gi mozna zastapi¢ jedng przewod-
noscig zastepczg Gz (rys .3.5.1a i b).

| In |
n a
Gn
L J |
%) b)
Rys. 3.5.1

Dla uktadu z rys. 3.5.1a otrzymamy z | prawa Kirchhoffa:

n

1=1
Poniewaz dla kazdej z przewodnosci

li=GjuU



.34.
To samo napiecie U istnieje na wszystkich przewodnosciach, zatem
I=1 GiU=U1 Gi (3.5.1)
i=1 i-1
Dla ukfadu z rys. 3.4.2b otrzymamy
I = UGi (3.5.2)

zatem z poréwnania (3.5.1) z (3.5.2) otrzyma sie

Gz=2 Gi (3.5.3)
\%

Przewodno$¢ zastepcza rownolegtego potaczenia przewodnosci jest rowna
sumie przewodnosci.

Jezeli np. mamy dwa opory potgczone réwnolegle, to opor zastepczy obliczony na podstawie
wzoru (3.5.3) wyniesie:

Rz= -Ri™2
Ri+Rz (3.5.4)
Wz6r ten uzywany jest bardzo czesto.

Stosowanie uktadéw zastepczych zrodet, potaczen szeregowych i réwnolegtych oporéow
moze znacznie uproscic¢ obliczanie obwodow elektrycznych. Dalsze uktady zastepcze poda-
ne beda w nastepnych rozdziatach.



Rozdziat 4

LINIOWE OBWODY Zt OZONE

4.1. Zadania analizy i syntezy obwodow

Zagadnienia analizy obwodow elektrycznych sprowadzajg sie do wyznaczenia pragdow
i napie¢ w elementach lub czesSciach obwodu, na podstawie znanej jego struktury, znanej
wartosci oporéw jego elementéw oraz znanych wymuszajacych sit elektromotorycznych
i pradomotorycznych. Dalszym celem analizy moze by¢ obliczenie mocy, sprawnosci i in-
nych wielko$ci charakteryzujgcych obwod elektryczny, a zaleznych od pradéw i napie¢
w obwodzie.

Zagadnienia syntezy obwodoéw elektrycznych moga polegaé na:

» dobraniu struktury obwodu,
e dobraniu elementéw obwodu,

» dobraniu sit elektromotorycznych i prgdomotorycznych tak, by otrzy-
many obwdd spetniatz gory zatozone kryteria, w szczegdlnosci dotycza-
ce wartosci napie¢ i pradéw lub mocy w okreslonych elementach lub
czesciach obwodu.

Typowym przyktadem syntezy moze by¢ uktad do pomiaru oporu, w ktérym jako
strukture obwodu mozna wybra¢ uktad mostka, w nim dobra¢ odpowiednio elementy
(opory oraz zrddta zasilajace) tak, by uktad spetniat zatozone z gory kryteria (np. pomiar
oporéw w zadanym zakresie). Zagadnienia syntezy sg na ogoét trudniejsze od zagadnien
analizy i nie zawsze rozwigzalne wjednoznaczny sposéb.

Najczesciej do syntezy obwodu dochodzi sie drogg analizy kolejnych wariantéw obwodu
coraz lepiej spetniajgcych zadane warunki. Z tego tez powodu omowimy bardziej szczego-
towo metody analizy obwoddw ztozonych.
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4.2. Zastosowanie praw Kirchhoffa do analizy obwoddéw

Rozpatrzmy obwdd elektryczny sktadajacy sie zg gatezi oraz zw weztéw. Przyjmujac,
zewkazdej gatezi obwodu moze znalez¢ sie badZ op6r, badz sita elektromotoryczna idealna,
badz sita pradomotoryczna, problem polega na obliczeniu pradéw lub napieé¢ wg gateziach
obwodu.

Znajomos¢ rozptywu pradéw lub rozktadu napie¢ w obwodzie wystarcza dla innych
obliczen (np. mocy).

Do analizy obwodow wystarcza w zasadzie stosowanie obu praw Kirchhoffa oraz
réwnan tgczacych napiecia i prady poszczegélnych elementéw (w obwodach liniowych tzw.
Prawo Ohma). Celem wyznaczenia g niewiadomych pradéw // potrzebny bedzie uktad g
réwnan o g niewiadomych.

Pokazemy dalej, ze mozna napisaé

n=w A (4.2.1)
liniowo niezaleznych réwnan wedtug pierwszego prawa Kirchhoffa oraz

I=g-w +1 (4.2.2)

liniowo niezaleznych réwnan wedtug drugiego prawa Kirchhoffa, przy czym zatozono tu, ze
w réwnaniach drugiego prawa Kirchhoffa wszystkie napiecia na oporach zastgpiono przez
iloczyny ich pradow i oporéw. £acznie otrzymamy wiec:

n+l=w—\+g —w+\=g

réwnan o g niewiadomych pradach lub napie-
ciach.

Pokazemy na przyktadzie zastosowanie obu
praw Kirchhoffa.
Na rys. 4.2.1 przedstawionyjest obwdd sktadaja-
cy sie zg - 6 gatezi, w =4 weztéw. Dla tegoR
obwodu mozna wiec napisa¢

n=w—1=4 —1=3

réwnania wg pierwszego prawa Kirchhoffa:

wezet A N+1Is —h =Q
wezet B —li+14—13=0
wezet C A+h -h=0

tatwo zauwazyé, ze réwnanie dla wezta Djest sumg powyzszych trzech réwnan, niejest wiec
réwnaniem liniowo niezaleznym.

Wedtug drugiego prawa Kirchhoffa mozna napisa¢:
l=g-w+i=6-4+1 =3

réwnania:
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oczko | —IsRs+liRi+URa+E\ —E4=0
oczko Il —h Ra~IliRi~U$+Ea=0
oczko Il -1eRe+hR2-hRI+E6-Ei =0

tatwo zauwazyé, ze kazde nastepne rownanie oczkowe bedzie juz zalezne od powy-
zszych réwnan.
tacznie mamy wiec# = 6 rownan o szesciu niewiadomych

li ,h ,U  Is,h , U3

prad I3 jest znany i wymuszany przez site prgdomotoryczng, natomiast napiecie na niej U3
jest nieznane.

Z powyzszych réwnafn mozna obliczy¢ dowolng z niewiadomych wielkosci. Z punktu
widzenia analizy zadanie jest wiec rozwigzane.

Jak wida¢, stosunkowo prosty obwdd prowadzi juz do uktadu szesSciu réwnan o szesciu
niewiadomych. Z tego powodu, metoda oparta na stosowaniu obydwu praw Kirchhoffajest
w przypadku bardziej ztozonych obwoddéw praktycznie rzadko stosowana.

Celem uzasadnienia liczby rownan niezaleznych, jakie mozna napisa¢ dla pierwszego
prawa Kirchhoffa, nalezy odpowiedzie¢ na pytanie: ile ijakie spo$rdd g pragdéw mozna by
wybraé niezaleznie od siebie. W tym celu rozpatrzmy graf obwodu (np. obwodu z rys. 4.2.1)
przedstawiony na rys. 4.2.2a.

Aby w obwodzie nie ptynat zaden prad, nalezy przerwac pewng liczbe gatezi, np. AD,
AC i CD tak, by zlikwidowa¢ wszystkie oczka grafu.Podgraf uzyskany w ten sposéb przed-
stawiony jest na rys. 4.2.2b. Tego rodzaju podgraf nazywany jest drzewem grafu.

Drzewem grafu nazywamy podgraf powstaty z grafu przez usuniecie takiej
minimalnej liczby gatezi, by znikaty wszystkie oczka grafu.Gatezie uzupet-
niajgce dane drzewo do petnego grafu nazywamy gateziami tgczacymi.

Drzewo grafu taczy ze sobg wszystkie wezty grafu. Stad wynika, ze liczba gatezi drzewa
n=w- 1 (4.2.5)

a liczba gatezi taczacych
l-g-n=g-w +1 (4.2.6)

Nietrudno zauwazy¢, ze dany graf moze mie¢ wiele drzew (np. rys. 4.2.2b,c i inne).

Usuniecie z grafu gatezi tgczacych uniemozliwia przeptyw pragdu w obwodzie; inaczej
mowiac, przyréwnanie do zera pradow gatezi fgczacych sprowadza wszystkie prady obwodu
do zera. Stad mozna stwierdzi¢, ze wiasnie prady gatezi taczacych w liczbie / mozna ustali¢
wzajemnie niezaleznie od siebie, a pozostate prady (prady gatezi drzewa w liczbie n) sg
zalezne od nich poprzez« réwnan pierwszego prawa Kirchhoffa. Udowodnimy to w dalszej
czesci tego rozdziatu.Zatem wedtug pierwszego prawa Krchhoffa mozna napisaé tyle
réwnan, ile jest gatezi drzewa:

n=w-—1

a wiec dla kazdego wezta z wyjatkiem jednego.



Drugim wnioskiem, jaki mozna wysnué¢ z powyzszych rozwazan, jest mozliwos$¢ wyraze-
nia pradow poszczegdlnych gatezi drzewa przez prady gatezi fagczacych. Matematycznie
oznacza to, ze mozemy wyrazi¢ g pradéw gatezi obwodu przez g - w + 1 pradow gatezi
taczacych; zwigzki te wyprowadzimy ponizej.

Podobnie mozna stwierdzi¢, ze sposréd g napie¢ na gateziach obwodu mozna przyjaé
jako wzajemnie niezalezne od siebie napiecia gatezi drzewa w liczbien = w - 1. Pozostate
napiecia (napiecia gatezi tagczacych) w liczbie réwnej liczbie gatezi fgczacych

lI=g-n=g-w+ 1 4.2.7)

mozna wyrazi¢ poprzez napiecia gatezi drzewa za pomoca | réwnan na podstawie
drugiego prawa Kirchhoffa.
W istocie np. napiecie C/ad (rys. 4.2.2b) mozna wyrazié¢ przez napiecie gatezi drzewa
Uab i t/BD; UdC przez Z/bdi Ubc itd.
Rozpatrzmy blizej zwigzki miedzy pra-
dami gatezi tgczacych, a pradami gatezi 6
drzewa oraz zwigzki miedzy napieciami ga-
tezi drzewa, a napieciami gatezi fgczacych.
Wybierzmy w tym celu dowolne drzewo
dla grafu obwodu (rys. 4.2.3) i oznaczmy
galezie tgczace kolejno numerami od 1 do/
=g-w+ 1(narys.4.2.3 od 1do 3), a gatezie
drzewaod/ + 1dog (narys.4.2.3 0d 4do 6).
Przyjmijmy dowolne kierunki pradu w kaz-
dej gatezi, a na ich podstawie odpowiednie
strzalki napiecia.
Wyodrebnijmy z obwodu w -1 czesci,
ktére mozna otoczy¢ linig zamknieta tak, by
kazda z linii wyodrebniajacych poszczegéline Rys. 4.2.3
czesci, przecinata tylko jedng gatgz drzewa.
Otrzymanym w ten sposob czeSciom, tzw. odcieciom obwodu, przyporzadkujemy numer
odpowiedniej gatezi drzewa. Jezeli dla tak otrzymanych odcie¢ obwodu napiszemy réwna-
nia wedtug | prawa Kirchhoffa, to otrzymamy uktad w -1 niezaleznych réwnan, poniewaz
prad kazdej z gatezi drzewa wystepuje tylko wjednym réwnaniu, a gatezi drzewajestw - 1.
Jako kierunek dodatn' dla pradow przyjmiemy kierunek pradu w gatezi drzewa.
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W ten sposob udowodniono, ze

Dla kazdego obwodu zawierajacego w weztéw mozna napisac
n —w -1 niezaleznych réwnan wedtug I prawa Kirchhoffa.

Scisle rzecz biorac, powyzsze twierdzenie dotyczy takiego przypadku, w ktérym
réwnania | prawa Kirchhoffa napisano dla wyodrebnionych w szczeg6lny sposob czesci
obwodu (odcie¢). Moznajednak udowodnié, ze rowniez uktad réwnan | prawa Kirchhoffa
napisany dla w-1 weztow jest uktadem réwnan liniowo niezaleznych.

Na rys. 4.2.3 pokazane sg linie wyodrebniajgce poszczegolne czesci (odciecia) obwodu.
Dla tego uktadu mozna napisa¢ rownania

czes¢ | —h —h +U =0
czesc 11 +h +h —h +h =0 (4.2.8)
czesc 11 +12-13 +/6=10
w postaci macierzowej
[
r—i —i o 1 0 o Z roi
i i-i o1 o0 , -0 (4.2.9)
0 1-1 0 0 1 " 0
h
albo
Al =0 (4.2.93)

Macierz prostokatna A, wystepujgca w powyzszym réwnaniu, nazywana bywa funda-
mentalng macierzg rozcie¢. Macierz te mozna podzieli¢ na dwie:

A- [a 1]
gdzie

; ) ]

1
A = 1
0

ORr
=

I
[oXaTu
O R O
O Q

-1
-1 (4.2.10)

za$ macierz kolumnowa pragdéw na macierz kolumnowag praddw gatezi taczacych h,h ,h,
oznaczonych dalej jako

"I'r

> 5

oraz macierz kolumnowg pradoéw gatezi drzewa
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u
It = Is
lg

zatem rdéwnanie przybierze postac

L
[A-TT o (4.2.11)
skad
AlL+Ir=0
lt=- A"l (4.2.12)
albo w postaci rozpisanej:
-1-1 0 h
1 1-1 li
0o 1-1 h
oraz
1 0 0
o 10 ,
00 1 7
1 10
A 1 -1 1 h
h 0-1 1
0go0lnie za$
1
I n
-A
albo oznaczajac
1
/
-A (4.2.13)
I=CIL (4.2.14)

gdzie macierz C jest tzw. macierza faczaca pradowg i moze by¢ réwniez napisana bezpo-
$rednio na podstawie schematu (grafu) obwodu. UdowodnilisSmy zatem, ze:
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Prady poszczegdlnych gatezi obwodu mozna wyrazi¢ przez prady gatezi
taczacych, to znaczy znajomos$¢ pradow gatezi taczacych wystarcza do
wyznaczenia wszystkich pradéw obwodu.

Rownocze$Snie mozna uwazaé¢ réwnanie
(4.2.14) za inng postaé pierwszego prawa Kirchhof-
fa.

Mozliwo$¢ wyrazenia g pradéw gatezi przez
mniejszg liczbeg-w> +1 pragdéw pozwala na zmniej-
szenie liczby rownan przy analizie obwoddéw ele-
ktrycznych. Z faktu tego korzysta sie przy tzw.
metodzie pragdéw oczkowych (metoda Maxwella).

Korzystajgc z przyjetego drzewa grafu, mozna
tatwo zestawié zbiér niezaleznych oczek, stosujac
nastepujacg regute: i -te oczko sktada sie z i -tej
gatezi taczacej oraz gatezi drzewa. W taki sposob
jednoznacznie okreslone sg wszystkie / =g -w +1
niezalezne oczka, gdyz kazda z galezi tgczacych
reprezentowana jest tylko w jednym oczku. Dla
uktadu z iys. 4.2.4 otrzymamy w ten sposob réwna-
nia Il prawa Kirchhoffa:

Ui+ Ua- Ui=0
U2+ U*- Us- U6=0
U3+Us + U6=0

Roéwnania te mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j

ri oo 1-1 0
010 1-1-1
001011

IUII

‘lﬁ ) r%i
U3 =

s 0
ué

Mozna udowodnié, ze macierz prostokgtna wystepujaca w tym réwnaniu jest transpo-

nowang macierza C :

CTU=20

(4.2.15)

Macierz C nazywana jest tez fundamentalng macierza cykli. Ostatnie rownanie ma-

cierzowe przedstawia nam Il prawo Kirchhoffa.
W ten sposob wykazano, ze:

Dla kazdego obwodu elektrycznego, zawierajgcego g gatezi oraz w weztéw,
mozna napisa¢ g -w + 1roéwnan niezaleznych wedtug Il prawa Kirchhoffa.
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Powyzsze twierdzenie zostato udowodnione
dla specyficznego sposobu uktadania réwnan na
podstawie drzewa.

Macierz C mozna fatwo otrzymaé bezpo-
$rednio z grafu obwodu: przyporzadkujmy po-
szczegO6lne wiersze macierzy gateziom grafu, za$
kolumny oczkom zdefiniowanym jak poprzednio
(rys. 4.2.5). Na przecieciu ¢-tego wiersza i j -tej
kolumny macierzy wystepuje + 1, jezeli dana
gataz i wystepuje wj -tym oczku, a kierunek
strzatki jej napiecia jest zgodny z kierunkiem
strzatki napiecia gatezi tgczacej nalezacej do te-
goz oczka, -1, jezeli kierunek strzatki jest nie-
zgodny, a Ojezeli dana gataz nie wystepuje wy-tym
oczku. Mozna rowniez uzy¢ do tego celu strzatek
pradu.

Nuner oczek

t
[
2 0
3 0
a 1
5 -1
6 0

2

Rys. 4.2.5

Wyprowadzone wyzej zalezno$ci pozwalajg réwniez na wyrazenie napie¢ gatezi przez
napiecia gatezi drzewa. Na podstawie (4.2.13) otrzymamy

CT=1[1 - a't]

(4.2.16)

Dzielgc macierz kolumnowa napie¢ przez macierz napie¢ gatezi taczacych

"ul
uL= ui
u3
oraz macierz kolumnowg napie¢ gatezi drzewa
WK
UT= us
ué

mozna réwnanie (4.2.15) przepisa¢ w postaci

n-ay
LUt
skad
ul- a'tut=o
oraz
UL= A'TUt
U= AT Ut

(4.2.17)
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U =ATUT (4.2.18)

Rownanie powyzsze mozna uznac za inng postac Il prawa Kirchhoffa.

W obwodzie elektrycznym mozna wyrazi¢ napiecia wszystkich gatezi przez
napiecia gatezi drzewa.

Na podstawie powyzszych rozwazah mozna podac inng interpretacje pradéw gatezi
faczacych, utozsamiajac je z tzw. pragdami Oczkowymi. Mozna bowiem przyjaé, ze kazdy
prad oczkowy ptynie w danym oczku tak, jak gdyby pozostatych oczek nie byto, przy czym
jego kierunek okreslony jest przez gataz tagczacg danego oczka.W obwodzie, ktérego graf
przedstawiony jest na rys. 4.2.4, przez gataz 4 ptyng prady oczkowe I\ \ h , przy czym
uwzgledniajgc ich kierunki otrzymamy:

la=1li + h
i podobnie
Is= —h —h + h
Is ——i + i

co, jak tatwo sprawdzi¢, jest zgodne z poprzednimi rownaniami.

Pojecie drzewa grafu pozwala wiec na napisanie uktadu réwnan niezaleznych wedtug
obu praw Kirchhoffa. Nalezy tu zwrdci¢ uwage, ze istnieja réwniez i inne sposoby wyzna-
czenia uktadéw niezaleznych, nie oparte na pojeciu drzewa.

4.3. Zasada zachowania mocy i zasada Tellegena

Obliczmy sume mocy wszystkich gatezi obwodu.Wykazemy ze suma ta musi by¢ row-
na 0:

9
y jik k=0
1

kil 4.3.1)

Wyrazenie powyzsze mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej jako

uti=0
bo
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[UxU2...Uqd] UJi+ Udi +

Napiecia mozna wyrazi¢ przez napiecie gatezi drzewa:

u= AT urt

1
Transponujac, otrzymamy
UT=Ut[A 1]

Prady mozemy wyrazi¢ przez prady gatezi tagczacych

1
| = 1]
- A
zatem
1
UTl=Ut [A 1 1 1
- A
ale
1
[*"1] t
- A
stad
UTi=0

Powyzsze réwnanie wyraza zasade zachowania mocy.

.+ Ugig

Suma mocy wszystkich gatezi obwodu jest réwna zeru.

Zasada zachowania mocy nie musi wiec by¢ specjalnie postulowana, jest ona wynikiem

istnienia obu praw Kirchhoffa.

Zasada zachowania mocy moze by¢ uog6lniona i przedstawiona w postaci tzw. twier-
dzenia Tellegena. Zat6zmy, ze rozpatrywac bedziemy dwa obwody a i b o identycznej
strukturze, to znaczy posiadajace takie same grafy. Charakter i wartosci elementéw tych
obwodéw mlogq by¢ zupetnie rozne. Jezeli posiadajg one te same grafy, to réwniez ich

macierze A muszg by¢ takie same.
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Dla obwodu a zatem

1
Ua— AT Ura la = / lu
1 - A
Dla obwodu b réwniez
1
ub= AT ym Ib = I K
1 -A
tatwo wykazac, ze
Ullb=0 oraz Uila=0 (4.3.3)

Powyzsze dwa réwnania znane sg jako twierdzenie Tfellcgena. Zwr6émy uwage, ze
mnozymy tu transponowang macierz napie¢ jednego obwodu przez macierz pragdéw dru-
giego obwodu. Dowad jest taki, jak przy zasadzie zachowania mocy:

1

UT= Ui [A" i1 Ib= _,. b

stad
Ullb= UL [a 1] N R

Twierdzenie Tellegena znajduje zastosowanie miedzy innymi przy analizie wrazliwosci
obwodu na zmiany jego parametrow.

4.4. Metoda pradoéw Oczkowych (metoda Maxwel!a)

Rozpatrzmy gatagz obwodu przedstawiong na rys. 4.4.1. Moznajg uwazac za uniwersal-
na; z niej bowiem wynikaja jako szczeg6lne przypadki nastepujace rodzje gatezi:

e galaz oporowa, gdy Ei = 0 i JOi = 0,
e galaz ze zrodtem rzeczywistym napieciowym, gdy JOi = 0,
e galaz ze zrodtem rzeczywistym pragdowym, gdy Ei = 0.

Dla gatezi tej mozemy napisaé zwigzek miedzy napieciem Ui a pragdem li:
Ui+ Ei- (li- Joi)Ri=0. (4.4.1)
Nazwijmy przez Ezi zastepczg SEM: Ezi - Ei + JoiRi, czyli

U ——Ezi+Rilim (4.4.2)
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Ui
Ri -0 -N

Ei

Joi -e -

Rys. 4.4.1

Przedstawimy obecnie podstawy metody pradéw oczkowych.

Rozpatrzmy dowolny obwéd o g galeziach. Pierwsze prawo Kirchhoffa dla danego
obwodu mozna zapisa¢ w postaci:

I=CIL
Natomiast rGwnania drugiego prawa Kirchhoffa bedg miaty postaé:
CTu=0
za$ rownania galezi:
Ui= —Ezi+ Rili
zapisa¢ mozna macierzowo w postaci:
U=- E+ RdlI (4.4.2a)

gdzie Rd - macierz diagonalna oporédw gatezi

Ri O . .0
0 Rz. . O
Rd
0 0 0 0Rg
za$
Ezy
Ez2
E =
Ezt

Podstawiajac rownania | prawa Kirchoffa do réownan gatezi, otrzymamy:

U=- E+RdC I (4.4.3)
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a podstawiajac z kolei powyzsze réwnanie do rownan Il prawa Kirchhoffa otrzymamy:

CTU=- CTE+CTRdC tL=o0
Oznaczajac
CTRdC =R
oraz
CTE = Uy j
otrzymamy
RIL= U2 (4.4.4)

Réwnanie powyzsze przedstawia tzw. metode prgdéw oczkowych (metode MaxweUa).
Aby wyjasni¢ blizej znaczenie oraz spos6b tworzenia macierzy R, rozpatrzymy obwaéd
z rys. 4.4.2. Dla niego macierz C, przy przyjeciu drzewa z rys. 4.2.3, ma postac:

(@]

I
oF ook
.

PR Lok o
PRPRPOROO

jej wiersze przypisujemy poszczeg6lnym gate-
ziom, za$ jej kolumny oczkom.
Macierz R jest iloczynem trzech macierzy

R=CTRdC (4.4.5) Rys. 4.4.2

lloczyn CT Rd ma postacé

Ri 00 0 0 O

10 01-1 o g gR3 0 o g

CTRd= 01 0 1-1-1 0 0 ORaO 0
0010 1 1 a

0 00 OR5O0

0O 00 O O rb

R\V0O 0 Ra-Rs 0
0 R20 R*—Rs ~Rs
0 0 R3 0 Rs RO

Wi iersze tej macierzy odpowiadajg teraz poszczeg6lnym oczkom, jej elementami sg
warto$ci oporéw gatezi wchodzacych w sktad danego oczka ze znakiem +, jezeli kierunek
pradu ptynacego przez dany opdrjest zgodny z kierunkiem pradu gatezi taczacej wyznacza-
jacej dane oczko. Jezeli dana gatgz nie wystepuje w danym oczku, to na przecieciu kolumny
odpowiadajacej tej gatezi i wiersza odpowiadajgcego oczku wystepuje O.



. 48.

Dalsze mnozenie CTRd C daje

1 0 0
Ri0 0 R4-Rs 0 0
R=CTRdC = 0/2 0 /4 —Rs —Re 1 1 0
00 Rs 0O Rs Rs
-1 -1 1
0-1 1
R\ + Ra + Rs Ra+ Rs -Rs
Ra+ RS R2 + Ra+ Rs + Rs —Rs —Rl
-Rs -Rs - Rs Rs+ Rs + Rs

tatwo stad wyznaczy¢ budowe macierzy R. Pierwszy wiersz tej macierzy odpowiada
pierwszemu oczku. Pierwszy wyraz pierwszego wiersza przedstawia sume oporow gatezi
pierwszego oczka. Drugi wyraz to suma oporéw gatezi wspolnych dla pierwszego i drugiego
oczka. Przyjmujac koncepcje pradéw Oczkowych (rozdz. 4.2) stwierdzamy, ze prady pier-
wszego i drugiego oczka przeptywajg przez opory R 4 iRs w tym samym kierunku, dlatego
oba opory wystepuja ze znakiem +. Trzeci wyraz, to opor wspdlny pierwszego i trzeciego
oczka. W tym przypadku prad pierwszego i prad trzeciego oczka przeptywajg przez opor
Rs w przeciwnych kierunkach, stad znak -. Podobnie mozna zinterpretowac nastepne
elementy macierzy.

Macierz Uz mozna réwniez tatwo zinterpretowac

+ Ea
Ea—E&
E6

Kazdy wiersz macierzy Uz przedstawia sume sit elektromotorycznych danego oczka,
przy czym sity elektromotoryczne, ktérych kierunek zgodnyjest z kierunkiem danego pradu
Oczkowego wystepujg ze znakiem +, pozostate ze znakiem -.

Uogélniajac powyzsze stwierdzenia na dowolne obwody mozemy uktad réwnan dla
metody pradéw Oczkowych przedstawié¢ w postaci:

Rnh + Rnh + £13h + +R11/1
£211\+ R22h + Rnh + ... + £21/i

t/u
f/2k

RWI\ + Ruh + R\sh + eee +7iji/i = t/ik

albo macierzowo

RIL= Uz
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gdzie
RuRn « . .RU' iun -
i?72iRzi « = mRzi Uik
Uz =
Rn R m. -Rn ilik

Macierz oporow R mozna napisa¢ bezpo$rednio na podstawie schematu obwodu. Po
przyjeciu drzewa obwodu, uktadu niezaleznych oczek i zwigzanych z nim pragddw Oczkowych
otrzymamy poszczeg6lne elementy macierzy wedtug prostej reguty:

¢ Ru jest sumg oporéw i-tego oczka
® Rij = Rji jest r6wne sumie oporéw wspélnych dla oczkai orazj *),

przy czym, jezeli kierunki obu pradéw Oczkowych sg takie same, przy odpowiednim
oporze wystepuje znak +, jezeli za$ przeciwne - znak

tatwo zauwazyé, ze macierz R jest symetryczna wzgledem przekatnej gtéwnej tzn. Rij
= Rji-

JRéWﬂi62 macierz napie¢ wymuszajagcych U mozna tatwo napisa¢: poszczegolne jej
wiersze sg sumami sit elektromotorycznych oraz napieé na sitach prgdomotorycznych
dziatajgcych w danym oczku, przy czym dane sity elektromotoryczne lub napiecia wystepuja
ze znakiem +, jezeli ich kierunekjest zgodny z kierunkiem pradu oczkowego, a ze znakiem
-, gdy kierunek ten jest przeciwny.

Zalety metody pradéw Oczkowych sg nastepujace:

e Liczba réwnan iniewiadomych réwna jest liczbie niezaleznych oczek |
—g - w+1, awiec mniejsza niz przy metodzie opartej na obu prawach
Kirchhoffa;

e Sposéb uktadania réwnan jest w duzym stopniu sformalizowany, uta-
twiajgc tym samym rozpatrywanie nawet bardzo ztozo- nych obwodow.

Metode pradéw oczkowych mozna stosowaé
nie tylko opierajac sie na zbiorze oczek niezalez-
nych otrzymanych na podstawie drzewa. W przy- ') 3
padku obwodéw planarnych, tj. takich, ktére
mozna narysowac na ptaszczyznie tak, by poszcze-
go6lne gatezie nie przecinaty sig, mozna przyjac, ze
zbior niezaleznych oczek, to zbior oczek najpro- «)
stszych - oczek sieci (1-10 na rys. 4.4.3). Kazdemu
oczku przyporzadkowujemy prad oczkowy, przy
czym przyjmujemy kierunkiwszystkich pradéw Ocz- '0 S )
kowych zgodnie z kierunkiem wskazowek zegara.
W takim przypadku kazdy prad gateziowy moz-
na wyrazi¢ przez dwa prady oczkowe ptynace przez
dang gataz. Na przyktad na rys. 4.4.4

Rys. 4.4.3

*) Z obu sum nalezy wytaczy¢ opory réwnolegle do sil prgdomotorycznych.
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li = h=Lk ~ jLi

Postepujac podobniejak poprzednio, zastg-
pimy w réwnaniach Il prawa Kirchhoffa dla
poszczegblnych oczek prady gateziowe przez
prady oczkowe; otrzymamy wtedy uktad /=g -
w + lrownan o takiej samej liczbie niewiado-
mych pradéw Oczkowych. Z uwagi na ten sam
kierunek wszystkich pragdéw Oczkowych,
w otrzymanych rownaniach wszystkie Rij (i™j)
bedg posiadaty znaki ujemne, mozna zatem na-

pisac:
+«ll/|i—«12/|2—«l3fq — — Rufu = Un
——R2A/li + «22/12 —Rn fU ~ — « 2tfu = U22
—-Ru/ti — Rnfu —«13fu — .. + Rnfu = Un
albo
RI1=Uz
gdzie
+£11 —Rn . . . -«,] )
—Rn +R22 . . | «21 w
R= Uz= (4.4.6)
—«u -RV2 . . . +Rn Un
gdzie
*6 R6
. €>
jRb jest suma oporéw i -tego oczka,
Rij = Rji jestsumag oporéw wspélnych I, R
dla oczek i orazj.
Uu jest sumga sitelektromotorycz- 2
nych i -tego oczka.
Hi )
(X Ui
Na przyktad dla obwodu z rys.4.4.5 otrzymamy:
Rys. 4.4.5
(«1 + Ra + «5) fu — «4 12 —«4lu— E\—£4
—Rafu + («2 + Ra) fu —R2fu — £4 — 13

—«1fu ~R2fu + (E2+Ri + Ri)fu=~Ei + E6
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Jezeli w powyzszym przyktadzie dane byty wartosci oporow, sity elektromotoryczne El,
E4,E¢ isitapradomotoryczna/, to niewiadomymisa: prady oczkowelli ijL2 oraz napigcie
na sile prgdomotorycznej U3 . Prad oczkowy I12 jest wtedy znany i réwny 13.

Po obliczeniu pradéw oczkowych z powyzszego uktadu réwnan tatwo wyznaczyé prady
gatezi:

h =-/1i +/u
h — /12 + /3
h= /n2
h — —fu + fu.
h = fu
h = fu

Jezeli w obwodzie podlegajgcym ana-
lizie oprécz sit elektromotorycznych wy-
stepujg sity prgdomotoryczne, to w miare j
mozliwosci nalezy tak dobra¢ uktad nie-
zaleznych oczek (drzewo grafu), by sity Rys. 4.4.6
pradomotoryczne byly réwne odpowied-
nim prgdom oczkowym.

Rys. 4.4.6 przedstawia przyktad doboru niezaleznych oczek.

4.5. Metoda potencjatow weztowych (metoda Coltri)

Rozwazmy dowolny obwéd posiadajacy w
weztow. W obwodzie takim mozna przyja¢ dowol-
ny wezet jako wezet odniesienia (p na Tys. 4.5.1)
i jemu przyporzadkowac potencjat rowny zeru.
tatwo zauwazyé, ze znajomos¢ potencjatéw po-
zostatych w -1 weztéw pozwala na jednoznaczne
okre$lenie napie¢ na gateziach obwodu, a tym
samym na obliczenie wszystkich pradow.
Metoda potencjatéw weztowych polega wias-
nie na obliczeniu potencjatéw tych w -1 weztow.
W swej istocie polega ona na napisaniu rownania
pierwszego prawa Kirchhoff’a dla kazdego wezia,
wyrazajac przy tym prady gatezi przez potencjaty fys-4-51
poczatkéw i koAcow gatezi.
Na rys. 4.5.1 pokazano wycinek sieci z oznaczonymi potencjatami weztow. Napiecie
galezi taczacej wezet i zweztemj mozna wyrazi¢ przez potencjaty obu weztéw Vii Vj:

Uji = Vj-Vi (4.5.1)

Prad tejze gatezi lji mozemy wyrazi¢ przez napiecie na gatezi i elementy gatezi. Z
drugiego prawa Kirchhoffa otrzymamy bowiem:
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Ujt + Eji ~ (1ji ~ Joji) Rji —o0 (4.5.2)
a stad
lji = Gji Uji + Gji Eji + Joji
Nazwijmy Jzji zastepczg sitg pradomotoryczng gatezi:
Jzji = Gji Eji + Joji
wtedy
lji = Gji Vj — Gji Vi + Jzji
Suma pradéw wwezle i musi by¢ réwna zeru:

24 ;="
J

I GjiVi- 1 GjiVi+ | Jzji= 0
1 J 1

gdzie sumowanie przeprowadzonodla wezta i, tzn.sumowaé nalezy w wezle i wedtug

wskaznikaj. Porzadkujgc otrzymane dla wezta i rownanie potencjatéw weztowych otrzy-
mamy:

Vi2 G ji-2 Gjivj= 2 Jzji
i 1 ) (45.3)
Podobne réwnanie moznanapisa¢dla i =I,...,n =w -1 weztdw, wszystkich z wyjatkiem
wezta odniesienia, otrzymujgcwten sposob uktad n réwnan on niewiadomych potencjatach
weztowych.
Zwroémy uwage na budowe tych rownan. W réwnaniach dla wezta i pierwszy wyraz
oznacza potencjat danego wezta pomnozony przez sume przewodnosci N Gji ¥gczacych

1
dany wezet i z wszystkimi pozostatymi weztami. Oznaczmy te sume przez:

Gii = 2 Gji
1
Drugi wyraz przedstawia sume iloczynéw przewodnosci gatezi Gji tgczacych dany
wezet i z pozostatymi weztami i potencjatow tych weztdw v j. Po prawej stronie rownania
znajduje sie suma zastepczych sit prgdomotorycznych

hi =2 hji
J

wystepujacych w gateziach dochodzgcych do danego wezta i.Jezeli w danej gatezi znajduje
sie sifa elektromotoryczna, to po prawej stronie rownania wystagpi ona pomnozona przez
przewodno$¢ gatezi: Gji Eji ;jezeli znajduje sie tam sita pradomotoryczna, to wystapi ona
jako Joji. W obu przypadkach znak + obowigzuje wtedy, gdy sity skierowane sg do wezta
i

Latwo zauwazyé¢, ze rownania potencjatdw weztowych mozna napisa¢ bezposrednio na
podstawie schematu obwodu, ich ogdlna posta¢ ma wyglad:
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Gn V\ — GRVj—G13Vi — e« —GlInVn=lzl
—Gj\V\+ GziVi—Gh Vi— m~ Gin Vn — Izl
~ Gnl Vi —Gnl VI ~ Gnl . . . .+ GnnVn —ht
albo w postaci macierzowej
GV =1z

gdzie macierz G jest macierza przewodnosci:

+Gn —Gi2 —G13 . «—Gin
-G u +G22 —G23 . —G2n
-G ii —G32 +G33 e —Gnl

G =

—Gnl —Gn2 —G n3 + m.+ Gnn

ktérej elementy zostaty juz poprzednio okre$lone. Macierz ta jest symetryczna wzgledem
przekatnej gtdwnej Gij = Gji. Wszystkie jej elementy sa niedodatnie, z wyjatkiem elemen-
téw przekatnej gtowne;j.

Macierz V jest kolumnowg macierzg potencjatéw weztowych

Vi
Vi

Vn
Macierz Iz jest kolumnowa macierzg zastepczych sit prgdomotorycznych weztow:

1z1
1zI

Jej elementy zostaty rowniez poprzednio okreslone.

Obliczenie potencjatow weztowych pozwala z kolei na obliczenie pragddw gatezi z row-
nan:

lji = Gji Vi - Gji Vi + Jzji

Nalezy tu jeszcze raz wyraznie podkresli¢, ze kazde réwnanie potencjatow weztowych
jest w istocie rownaniem pierwszego prawa Kirchhoffa dla danego wezta, w ktérym prady
wyrazono przez potencjaty weztow.

Pokazemy na przykfadzie zastosowanie metody. Na rys. 4.5.2 przedstawiony jest sche-
mat obwodu uprzednio rozpatrywanego metodg pragdéw oczkowych (rys. 4.4.4). Przyjmijmy
np. wezet 4 jako wezet odniesienia. Otrzymamy wtedy
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(G4 + Gs)Vi —G5K2 —G4Y3 = —G4E4 + A
—G$W\ + (Gi HGs + Gs)Vi —GiVs = —Gi£i —GsEs
—GNYi . —GlK2 + (Gi + G2 + Gg)Vs — + GlEl + G4E4

Z powyzszego uktadu réwnan.tatwojwyzna-
czy¢ potencjaty weztoéw, a na ich podstawie pra-
dy gatezi. Dla pradu li otrzymamy np. (patrz
rys. 4.5.2):

li = (Va~V2~ £i)Gi

Pewne trudnosci moga wynikna¢, jezeli
w obwodzie wystepujg idealne zrédta napiecio-
we. Jezeli np-w_obwodzie z rys. 45.2 Rn = 0.
oraz Rasl-Q-(rys. 4.5.3), to bezpos$rednie napisa-
nie réwnan jest niemozliwe ze wzgledu na to, ze
wtedy przewodnosci tych galezi sg nieskoncze- Rys. 4.5,2
nie duze.
Uwzglednijmy gatezie 4 i 6 nie przez ich przewodnosci i potencjaty weztow, ale przez
ich prady 14 i j6, co jest dozwolone, poniewaz réwnania potencjatdw weztowych sa
réwnaniami | prawa Kirchhoffa. Mozna otrzymac wtedy uktad rdwnan

Gsv1 -G 5k2 = 73-/4
—G$Vi + (Gi + Gs)V2 G1P3= —G\E\ —/fi
—G\V2+ (Gi + G2)V2= 14+ GiE1

Rownania powyzsze mozna napisac tak, jak
gdyby gatezie 4 i 6 nie istnialy, a nastepnie
doda¢ po prawej stronie rownan odpowiednio
prady l4 i/qg. Uwzgledniajac dodatkowe zalez-
nosci, jakie w tym przypadku istniejg miedzy
potencjatami weztow

V3-Vi= £4
v2= -e 6

otrzymamy uktad réwnan:

Rys. 4.5.3
GsVi + h = J3—GjEfi
-(Gi + Gy)Yi +h = —GIEi + Gif4 + (G1+ G$)Es
(Gi + G2Vi —j4 = Gifi —(Gi + Gi)E4 —G\E$

w ktérym niewiadomymisg Vi.4 ila.

.Réwnania potencjatow weztowych majg te same zalety, co réwnania pragdéw Oczkowych
- zmniejszajg liczbe réwnan i umozliwiajg formalizacje uktadania réwnan. W poréwnaniu
z metodg pragdéw Oczkowych sg one korzystniejsze przy obwodach o matej liczbie weztdw,
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a duzej liczbie oczek oraz w przypadku obwodéw nieplanarnych, gdyz nie wymagajg one
wtedy wybierania zbioru niezaleznych oczek.

Spos6b powyzszy mozna uogo6lnic i zalgorytmizowac, otrzymujac tzw. zmodyfikowang
metode potencjatow weztowych, ktéra pozwala na uwzglednienie gatezi z bezoporowymi
sitami elektromotorycznymi.

Oprécz przedstawionych tu metod pragdéw Oczkowych i metody potencjatéw weztowych
istniejg rowniez inne, np. metoda hybrydowa i metoda tablicowa (metoda tableau), np. [1],
posiadajace w niektorych przypadkach pewne dodatkowe zalety.

Jak z powyzszego wynika, kazda z tych metod prowadzi do uktadu algebraicznych
réwnan liniowych. Z teorii tych réwnan wynikajg pewne wiasnosci, ktére pozwalajg na
wyprowadzenie ogélnych zasad dotyczacych liniowych obwodéw pradu statego, ktérych
znajomos$¢ pozwala czesto na znaczne uproszczenie analizy takich obwodéw oraz na

unikniecie niepotrzebnych dodatkowych obliczen. Zasady te przedstawimy w nastepnych
rozdziatach.

4.6. Obwody z jedng sitg wymuszajaca

Rozpatrzmy obecnie obwody z jedng sitg wymuszajacg (rys. 4.6.1). Zadaniem naszym
bedzie okreslenie zaleznosci dowolnego z pragddw lub napiec od tej sity wymuszajacej. Nie
ograniczymy ogoélnosci rozwazan, jezeli przyjmiemy, ze galgz z sita wymuszajacg Ji umie-
szczona jest miedzy weztem w, przyjetym jako wezet odniesienia, a weztem pierwszym.
Roéwnania potencjatow weztowych przyjma wtedy postaé

+ GW\ —G\V2—GIR3—+ * —Gi,V, —J1
- G2Vi+G2Vi~ GziV3~ m +~G2Wn=0 456.1)

- Gn\WW\ - Gn2V2- GazVi- . e« « +Gnnkn = 0,

Rozwigzanie réwnan potencjatéw weztowych dla dowolnego potencjatu Vi mozna
przedstawi¢ nastepujaco:

+Gn —G12 . . J .. —Gin
-G2A +g2 . .0 .. —Gn
-Gm -G .0 . e« —G3a

—Gnl -Gn2 « ! b 1 m +Gnn

gdzie A = del G ~ 0 (macierz G musi byé nieosobliwa), w liczniku wyrazenia na Vt
zastgpiono i-tg kolumnewyznacznika A przez kolumne zastepczych sit prgdomotorycznych.
Oznaczajac dalej przez Au dopetnienie algebraiczne elementu Gu wyznacznika, uzyskane
z wyznacznika A przez skreslenie pierwszego wiersza i i -tej kolumny, otrzymamy po
rozwinieciu wyznacznika w liczniku wzgledem i -tej kolumny
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(4.6.2)
Dla weztaj otrzymamy
(4.6.3)

Zatem dla napiecia na k -tej gatezi miedzy i-tym a
j -tym weziem

Uk (4.6.4)
Wszystkie wyznaczniki A oraz Alt sg zalezne je- Rys. 4.6.1
dynie od struktury obwodu oraz od wartosci jego oporéw, wyrazenie AN jest WNC

dla danego obwodu wielkoscig statg

All - Aij
o i (4.6.5)

zatem
Uk = KjuUtJi (4.6.6)

Zwigzek ten $wiadczy o liniowej zaleznosci miedzy dowolnym napieciem obwodu
awymuszajacym je pradem. Wielko$¢K jui/k nazwiemy transmitancja obwodu od pradu/i
do napiecia Uk mPoniewaz prad w gatezi k mozna wyrazi¢

Ik = GkUk
to otrzymamy
Ik —GkKfiJAJi
albo
Ik=KIliAh (4.6.7)

Wielko$¢ Kjxh nazwiemy transmitancjg obwodu od pragdu J\ do pradu Ik. Podobne
wyrazenia mozna uzyskaé przy zasilaniu obwodu zrédtem napieciowym U |, wtedy

Uk = Kui,Ui Ui (4.6.8)

oraz

Ik = KuiA Ui
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze:

W liniowych obwodach pradu statego zjedng sitg wymuszajaca napiecia i
prady sg proporcjonalne do sity wymuszajacej.

Schematycznie powyzsze cztery przypadki przedstawiono na rys. 4.6.2 a- d. W kazdym
z tych przypadkéw transmitancje mozna obliczy¢ na podstawie wyzej podanych wzoréw;
moznaja rowniez zmierzy¢, dokonujgc za kazdym razem pomiaru dwoch wielkosci, jak to
przedstawiono na rys. 4.6.2 a-d.

Uk

— Kk
U, * LIUK
TT "u«l*

4.7. Zasada superpozyciji

Dla obwodu z dowolng liczba sit elektro- i prgdomotorycznych rozwigzanie réwnan
potencjatow weztowych dla dowolnego potencjatu Vi mozna przedstawi¢ nastepujaco:

+Gn —G12 . . /z21 m. “Gin
—G21 +G22 - . lzz . . —G2n
-C3 —G32 e . h3 . « -G T

—Gnl -G,2 e« . /z, m* +GNNn
V.= 4.7.1)

gdzie A = det G ~ 0 (macierz G musi by¢ nieosobliwa), w liczniku wyrazenia na Vi
zastgpiono i -tg kolumne przez kolumne zastepczych sit prgdomotorycznych. Oznaczajgc
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dalej przez Avtdopetnienie algebraiczne otrzymane z A przez skreslenie wiersza; i kolumny
i (z uwzglednieniem znaku), mozna napisac:

H -3 f/," (47.2)

W powyzszym rownaniu wyrazenia Aji oraz A sg zalezne jedynie od przewodnosci
obwodu, nie zalezg natomiast od wymuszajacych sitelektromotorycznych i prgdomotorycz-
nych; sg zatem dla danego obwodu wielko$ciami statymi. 1zj - zastepcze sity pragdomotory-
czne weztdw sa, jak to wykazano w rozdz.4.5, liniowo zalezne od sit elektromotorycznych
i pradomotoiycznych dziatajacych w gateziach stykajacych sie w danym wezle.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze w liniowym obwodzie elektrycznym potencjat kazdego
z weztow jest liniowa funkcja sit wymuszajacych elektro- i pradomotoiycznych dziatajacych
w tym obwodzie.

Napiecie miedzy dowolnymi weztami obwodu mozna wyrazi¢ jako réznice potencjatow
tych weztow

Uik = Vi- VK

Zatem

tym samym i napiecie jest liniowg funkcjg sit wymuszajacych.
Jak wykazano w rozdz. 4.3, réwniez i prady gatezi mozna wyrazi¢ przez potencjaty
weztdw, zatem:

W liniowych obwodach elektrycznych napiecia miedzy dowolnymi punkta-
mi obwodu oraz prady w dowolnych elementach obwodu sg liniowymi fun-
kcjami sit wymuszajacych.

Rownanie 4.7.3 mozna réwniez zinterpretowac inaczej. Jezeli obwdd zawiera sity
elektromotoryczne od Ei do Er oraz sity pradomotoryczne od Jr+i do Js, to mozna
powyzszy wzdr wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Uk = KI E\ + K2E2 + o o ¢ + KrEr + Kr+] Jr+l + Kr+2Jr+2 +
. + KsJs

Kazde napiecie (i kazdy prad) mozna wyrazi¢ w postaci sumy sktadowych, z ktérych
kazda wywotanajest przezjedng z sit wymuszajacych, bowiem np.
KrEr jest sktadowag napigecia Uik wywotang przezSEM Er jezeli pozostate sity wymuszajace
sg rowne zero. Wiasno$¢ ta, wiasciwa uktadom réwnan liniowych, moze nam postuzy¢ do
sformutowania zasady superpozycji, wyrazajacej te wtasnos¢ w innej postaci:
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W obwodzie liniowym, w ktérym dziatajg sity wymuszajace (elektromoto-
ryczne i pradomotoryczne), mozna obliczy¢ dowolne napiecie tub prad jako
sume sktadowych wywotanych przez kazdg z tych sit dziatajagcych z osobna.

Kazda ze sktadowych obliczanajest wiec przy zatozeniu, ze wszystkie sity wymuszajace,
z wyjatkiem jednej sg réwne zeru. Nalezy tu zwréci¢ uwage, ze przyréwnanie do zera sity
selektromotorycznej jest rownowazne ze zwarciem jej, za$ przyrownanie do zera sity prado-
motorycznej rownowazne jest odtgczeniu z obwodu gatezi, w ktérej ona dziata.

E>0 V2 = E,C) VLI

Rys. 4.7.1

Zasade superpozycji wyjasnimy na przyktadzie z rys. 4.7.1. Stosujac réwnanie potencja-
téw weztowych do tego obwodu otrzymamy:

(Gi+ G2)Vz=Ei Gi +Jz

stad

[['/)C T O £'4t+cro *

Do tego wyniku mozna tez dojs¢ stosujac zasade superpozycji: Obliczmy sktadowg
napiecia V2 pochodzacg od SEM Ej (w obwodzie odtaczamy gataz z SPM J2 ):

vn = Rz G1
"“Ri+Rz 1~ Oi + Gz

Obliczamy sktadowg napiecia V2 pochodzacg od SPM /2 (w obwodzie zwieramy SEM Ej):
V21 = Ui + Gzh
Otrzymujemy tgcznie

V2= VA + vZ= 1+ ar+62)2

Zasada superpozycji moze ufatwi¢ w znaczny spos6b analize uktadow.
Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze wedtug zasady superpozycji, mozna oblicza¢ jedynie
napiecia i pragdy. Nie mozna natomiast obliczy¢ mocy danego elementu, jako sumy mocy

dostarczonych przez poszczegélne sity wymuszajace, gdyz moc danego elementu zalezy od
iloczynu napiecia i pradu danego elementu:

P =UIl —(Uzi + Uzz) (/21 + ~22) 54 Uz\ Izi + Uzzhz
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4.8. Dwajniki, zasady Thevenina i Nortona

Dwojnikiem nazywamy obwdd elektryczny
posiadajgcy dwa zaciski. Dwojnik nie zawieraja-
cy zrédet energii elektrycznej nazywa sie dwajni-
kiem pasywnym, natomiast zawierajacy zrodta
energii nosi nazwe dwojnika aktywnego.

Rozpatrzmy najpierw dwojnik pasywny (rys.
4.8.1). Wykazemy, ze kazdy dwodjnik pasywny
mozna zastapi¢jednym oporem zastepczym R 2.
Obliczymy w tym celu napiecie U na zaciskach
wejsciowych, jakie powstaje przy przeptywie pra-
du przez dwajnik. Stosujac metode potencjatow Rys. 4.8.1
weztowych i przyjmujac jako wezet odniesienia
wezet 0, mozna otrzymac uktad réwnan

+ G\WJ —G\tVz —G13K3 — -GiKn=1/
—G21U + G2P2~ G2P3— -G2v,,=0
- GniU - Gnv2- Gm3v3- . . . +G,,,Fn=0

stagd po rozwigzaniu

(4.8.1)

Wyznaczniki Aji i A zalezg jedynie od elementéw (oporéw) uktadu ijego struktury.
Oznaczajgc

An
Rw — (4.8.2)

otrzymamy dla dwojnika pasywnego
U=RWI

Rw jest tzw. oporem zastepczym dwajnika.

Wielkosc¢ ta zalezyjedynie od warto$ci oporow sktadowych dwdjnika orazjego struktury,
jest wiec wielkoscig charakteryzujaca w zupetnosci dwojnik. Opdr zastepczy dwdjnika
mozna wyznaczy¢ analitycznie (wzér 4.8.2) lub pomiarowo, dokonujac pomiaru napiecia
i pradu na wejsciu dwojnika

Bu- U (4.8.3)
albo korzystajac z dowolnej metody pomiaru oporéw elektrycznych.
Wykazemy teraz, ze kazdy dwdjnik aktywny mozna przedstawi¢ w postaci uktadu
zastepczego Ilub 11 (rys. 4.8.2 b i c). Pierwszy uktad zastepczy sktada sie z sity elektromoto-
rycznej i oporu, drugi z sity pradomotorycznej i oporu.
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Stosujac znowu metode potencjatéw weztowych i przyjmujac jako wezet odniesienia
wezet 0, otrzymamy

.+ G\\U ~ GnV2 ~ GnV3- . . . —=G\nVn= —I + lzi
— G21U + Gzinl ~ G22V3— . . . —G2nVn = 122
- GnU - Gny2- Gn3y3- . . . +G,nyn= im

gdzie Izi ... hn - zastepcze sity pradomotoryczne poszczeg6lnych weztéw wewnatrz dwoj-
nika aktywnego, a prad | odptywa z dwdjnika.
Obliczajac napiecie U na podstawie powyzszego uktadu rownan otrzymamy

U=2 (4-8.4)

tatwo zauwazy¢, ze pierwsze wyrazenie po prawej stronie:

to napiecie biegu jatowego dwojnika aktywnego, tj. napiecie istniejace na zaciskach dwdj-
nika aktywnego, jezeli jego prad 1 = 0.

W drugim wyrazeniu mozna zidentyfikowa¢ » jako op6r dwdjnika aktywnego przy

sprowadzeniu wszystkich zastepczych sitprgdomotorycznych do zera. W istocie, przy/zj = O

co po uwzglednieniu strzatkowania (wydajnikowe !) daje

Rw = A (4.8.5)

Mozna zatem napisa¢ dla kazdego dwdjnika aktywnego:
U=UO-Rwl (4.8.6)

Rownanie takie odpowiada uktadowi zastepczemu | pokazanemu na rys.4.8.2b, tzn. przy
przytozeniu tego samego napiecia U na dwojnik aktywny (rys.4.8.2a) ijego uktad zastepczy
(rys.4.8.2 b) w obu uktadach poptynie ten sam prad I, oba uktady sa wiec nierozréznialne
przy pomiarach pradu i napiecia na ich wejsciu. Wyniki powyzsze mozna wyrazi¢ w postaci
tzw. zasady Thevenina:

Kazdy liniowy dwdjnik aktywny mozna zastapi¢ uktadem sktadajagcym sie z
szeregowego potgczenia sity elektromotoiycznej Uo oraz oporu Rw . Sita
elektromotoryczna Uo réwna jest napieciu biegu jatowego dwojnika, a opor
Rw -jego oporowi wewnetrznemu mierzonemu przy wytaczonych zrédtach.
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11
R»

Uo(

* b> c)

Rys. 4.8.2

Przy wyznaczaniu oporu wewnetrznego nalezy, zgodnie z wymaganiem zatozy¢lg = 0,
tzn. zastgpic¢ wszystkie sity elektromotoryczne dwdjnika aktywnego zwarciem, a wszystkie
sity pradomotoryczne przerwg. }

Na rys. 4.8.3a przedstawiony jest dwdjnik aktywny, dla ktérego nalezy znalez¢ ukiad
zastepczy (rys. 4.8.3 b).
fi.  Napiecie biegu jatowego dwajnika obliczamy przy zatozeniu 1 = 0, otrzymamy wtedy

Uo = E\ + hRy.i

Opo6r wewnetrzny dwdjnika obliczymy
przy wylaczonych sitach elektromotorycz- R3 r
nych (rys.-4.8.3c)

Rw " R3+ Ra
W ten spos6b obliczono parametry

Uo i Rw uktadu zastepczego Thevenina.
Przedstawimy obecnie drugi uktad za- R:

R
stepczy dwdjnika aktywnego. Rownanie 4 1
(4.8.4) mozna réwniez przeksztatci¢, obli-
czajac z niego prad |
, = <4'87> c)
Rys. 4.8.3

tatwo zauwazy¢, ze poniewaz pierwsze
wyrazenie po prawej stronie jest rowne:

to jest to prad zwarcia dwdjnika aktywnego, tj. prad ptynacy przez zaciski wejsciowe
dwaojnika po ich bezoporowym zwarciu, a wiec przy napieciu U0 =0.

W drugim wyrazeniu jest odwrotnosicg zdefiniowanego juz uprzednio oporu

wewnetrznego dwdjnika, a wiec mozna napisac
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Rownanie dwojnika aktywnego przyjmie zatem postaé
1=1z—UGw (4.8.9)

co odpowiada uktadowi zastepczemu Il dwodjnika aktywnego przedstawionemu na
rys.4.8.4b.
Powyzsze wyniki mozna ujg¢ w postaci tzw. zasady Nortona:

Kazdy liniowy dwojnik aktywny mozna zastapi¢ uktadem sktadajgcym sie
z rownolegtego potaczenia sity pradomotorycznej /2oraz przewodnosci Gw .
Sita pradomotoryczna /¢ jest rowna pradowi zwarcia dwdjnika a przewod-
no$¢ Gwjego przewodnosci wewnetrznej mierzonej przy wytaczonych

zrodtach.
b>
Rys. 4.8.4
R3 R
Dla przyktadu przedstawionego na rys.
4.8.5a otrzymamy u e 1z© G. u
1 - £ ] b>
2 R3+ R4 "2R34-Rg
oraz
1 EI© 2©
CW —R3+ R4
Kazdy dwadjnik ak Z 9
azdy dwojnik aktywny mozna za- Rys. 4.8.5

tem scharakteryzowac przez dwie wiel-
kosci:
e op6r wewnetrzny lub przewodnos$¢ wewnetrzna,
¢ napiecie biegu jatowego lub prad zwarcia.

Stosowanie obu uktadéw zastepczych moze znacznie utatwic analize ztozonych obwo-
dow elektrycznych. Jako przyktad zastosowania tych uktadéw zastepczych przedstawimy
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tzw. zagadnienie dopasowania odbiornika do zrédta. Przy przekazywaniu energii elektrycz-
nej zjednej czesci obwodu do drugiej, np. z czesci Ado czesci B na rys. 4.8.6a, moze wynikng¢
zagadnienie wyznaczenia warunkdéw, jakie spetni¢ musi czes¢ B, aby cze$¢ A mogta oddaé
do czesci B maksymalng energie. Rozwazmy przypadek, w ktdrym cze$¢ B nie posiada
zrodet energii. W mysl przedstawionych poprzednio zasad mozna wtedy cze$¢ A traktowac
jako dwojnik aktywny i zastapic¢ jg wedtug zasady Thevenina uktadem zastepczym, za$ czesé
B jako dwdjnik pasywny mozna zastgpic jej oporem zastepczym Rwo mDochodzimy w ten
sposob do uktadu zastepczego przedstawionego na rys. 4.8.6b.

Zagadnienie obecnie brzmi: Dwojnik aktywny o napieciu biegu jatowego uo i oporze
wewnetrznym Rw obcigzony jest oporem Rwo ®Przy jakiej warto$ci oporu obcigzenia Rwo
moc wydzielona na nim bedzie najwieksza?

. . L «

Moc wydzielona na odbiorniku Rwo ,io *x
4eodt&wa. na iva* v , U.o/ » 2 4o ek pe-eCeiyT/Mo
Po==/ RWO — 1 o Rh
a) B b)
Rys. 4.8.6

Maksimum™* po ze wzgledu na Rwo otrzymamy dla rRwo spetniajgcego warunek

d Po
drn =0

co jak tatwo sprawdzi¢, wystapi przy
Rwo —Ro

Maksimum mocy wydzielonej przez dwdjnik
aktywny o oporze wewnetrznym Rw wystapi przy
oporze odbiornika Rwo réwnym oporowi wewnetrz-
nemu dwdjnika. Warunek Rwo = Rw nazywany jest
tez warunkiem dopasowania odbiornika do zrddia.

tatwo zauwazyé, ze przy dopasowaniu odbiorni-
ka do zrédta moc wydzielona na oporze wewnetrz-
nym dwojnika aktywnego (moc strat) jest rowna mocy
wydzielonej w odbiorniku i dlatego sprawnos¢ przy
dopasowaniu wynosi50%, Warunek dopasowaniare-
alny jest wiec tylko w takich przypadkach, gdy spraw-
nos$é jest rzecza drugorzedna. Rys. 4.8.7

*) tatwo sprawdzié¢, ze d2Pald Rw,2< 0
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Na rys. 4.8.7 przedstawiona jest wznormalizowanej postaci zalezno$¢ mocy wydzielonej
na odbiorniku od oporu odbiornika. Stosunek mocy do mocy maksymalnej mozliwej do
uzyskania, jako funkcje stosunku oporu odbiornika do oporu wewnetrznego dwojnika,
mozna wyrazi¢ jako

Po _ f (Rwo\
Pom ™Rw J

Jak wida¢ z wykresu, zalezno$¢ ta ma maksimum piaskie tak, ze np. niedopasowanie
w granicach 20% oporu Rw powoduje zmniejszenie mocy w stosunku do maksymalnej
0 okoto 1%.

4.9. Zasada wzajemnosci

Na rys. 4.9.1 przedstawiony jest obwdd elektryczny, w ktdrym dziata tylko jedna sita
elektromotorycznaE . Sita ta wywotuje wjednej z gatezi prad o natezeniu 1. Pragd ten mozna
obliczy¢ np. przez zastosowanie metody pradéw oczkowych. Przyjmijmy w tym celu zbior
niezaleznych oczek, oparty na jednym z drzew grafu obwodu, tak by SEM E znalazia sie
w gatezi fgczacej, oznaczonej numerem 1, a prad / w gatezi tagczacej oznaczonej numerem
2. W takim przypadku SEM E wystapi jedynie w réwnaniu pierwszego oczka, a prad /
bedzie prgdem oczkowym drugiego oczka. Otrzymamy wtedy:

Rnh +*12h + *13h + eee + *In/n =E '
*21/1 + *22/2+ *2313 + emm+ *2n/n = 0

*nl/l + *n2/2 + *n3/3 + em4"*nn/n

0]

Po rozwigzaniu otrzymamy

1
>

12=1 (4.9.1)

Wykazemy, ze SEM E przeniesiona do gatezi, w ktdrej uprzednio ptynat prad / (rys.
4.9.2), wywota w gatezi, w ktdrej ona uprzednio dziatata, ten sam prad /.
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Rozpatrzmy w tym celu obwdd z rys. 4.9.2; poptyna w nim oczywiscie, na ogétinne prady
niz w obwodzie z rys. 4.9.1, oznaczmy je kreskami:

Rn Ei+ RnE2+ RnE3+ = .
R21El + R22E |l + J?23E3+ . + + RInEn

0
E
mRUtEi + R,2Ei + R,3Ei + .mm+ ROnEn = 0

Po rozwigzaniu otrzymamy

r_ p (4.9.2)

ale z warunkow symetrii macierzy R: Rij = Rji wynika, ze rdwniez
A= A2 (4.9.3)

a zatem

Powyzsze rozwazania prowadzg do tzw. zasady wzajemnosci.

Jezeli sita elektromotoryczna E umieszczona w gatezi a pasywnego obwo-
du liniowego wywotuje w gatezi b prad I, to ta sama sita elektromotoryczna
umieszczona w gatezi b tegoz obwodu wywota w gatezi a taki sam prad.

Analogiczne twierdzenie mozna udowodni¢ dla sit pradomotorycznych i napie¢ miedzy
dwoma weztami. Celowe jest przy tym skorzystanie z metody potencjatow weztowych.

4.10. Zasada wyodrebniania

Rozwazmy dowolny obwdd elektryczny,
w ktdrym za pomoca zamknietej linii wyodreb-
niono czes¢ A (rys. 4.10.1). Czes$¢ A potgczona
jest zresztg obwodu wweztach 1,2 i3, pomie-
dzy ktérymi istniejg napiecia U1z , U23 oraz
U21, przy czym

Un + U2l = URA

Jezeli pomiedzy weziy 1i 3 wigczymy dwie
rownolegte sity elektromotoryczne réwne na-
pieciu Ul3,a pomiedzy wezly 1i2 dwie rowno-
legte sity elektromotoryczne U21 (rys.4.10.2),
to nie zmieni to rozptywu praddw ani rozktadu
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Rys. 4.10.2 Rys. 4.10.3

napie¢ zadnej z czesci obwodu; nie zmienity sie bowiem napiecia i prady dla obu czesci
obwodu.

Roztgczenie obu czesci obwodu z pozostawieniem po jednej z dwu réwnolegle potgczo-
nych SEM dla czesci A ireszty obwodu (rys. 4.10.3) réwniez nie zmienia rozptywu pradow
i rozktadu napiec¢ z tych samych, co uprzednio powodoéw.

Dowolng cze$¢ obwodu, potgczong z resztaw m weztach mozna wyodreb-
ni¢ przez wiaczenie m - 1 par sit elektromotorycznych réwnych napieciom
miedzy poszczeg6lnymi weztami.

Wyodrebnienia obwodu mozna dokona¢ réwniez stosujac sity pradomotoryczne. Do
kazdego wezta, za wyjatkiem jednego, przyjetego jako wezet odniesienia, nalezy w tym celu
dotaczy¢ dwie réwnolegle potaczone, ale przeciwnie skierowane sity prgdomotoryczne

Rys. 4.10.5

réwne pragdom ptynagcym do wyodrebnionej czeSci obwodu. Drugie konce tych sit dotgczamy
do wezta odniesienia; moze nim by¢ dowolny z weztow (rys. 4.10.4), nie zmieni to rozptywu
pradéw w obu czesciach obwodu.



Rozlgczenie obu czesci obwodu (rys. 4.10.5) réwniez nie zmieni warunkdéw zasilania cbu

czesci.

Dowolng cze$¢ obwodu potagczong z resztg w w weztach mozna wyodrebnié
przez wiaczenie m -1 par sit pradomotorycznych réwnych pradom ptyna-
cym w gateziach tgczacych obie czesci.

Warto zwréci¢ uwage, ze stosowanie
zasady wyodrebnienia nie wymaga zad-
nych dodatkowych zatozen. W szczegol-
nosci nie wymaga sie liniowosci zadnej
z czesci obwodu tak, ze zasada ta wazna
jest réwniez i dla obwodow nieliniowych.

Za pomocg zasady wyodrebnienia
mozna tatwo uzasadnié¢ spos6b pomiaru
mocy dostarczonej przezjeden uktad do
drugiego za posrednictwem n przewo-
déw. Dla przyktadu rozpatrzmy n = 3
(rys. 4.10.6a). Zastosowanie zasady wy-
odrebnienia prowadzi tu do uktadu z rys.
4.10.6b, w ktérym oczywiste jest, ze moc
pobrana przez uktad B réwna jest:

Pb —Un 11+ U23l2

gdyz moc pobrana przez ukfad B na rys.
4.10.6b dostarczona jest przez sity ele-
ktromotoryczne Ui3 i U23 mMoc te moz-
na zatem zmierzy¢ za pomocg dwdch
watomierzy (rys. 4.10.7) -jako sume ich
wskazan.

Przy n przewodach mozna zatem
zmierzy¢ moc oddawang przez jeden
uktad do drugiego za pomocgn -1 wato-
mierzy.

4.11. Wielobiegunniki pasywne

12 uU13

~023

Rys. 4.10.6

uid\

% ‘n3v

Rys. 4.10.7

Obwad posiadajacy wiecej niz dwa zaciski nazywamy wielobiegunnikiem. Wielobiegun-
nik mozna uwaza¢ za uogdlnienie pojecia dwdjnika. Na iys. 4.11.1 przedstawiony jest m -
biegunnik, tj. wielobiegunnik posiadajagcym zaciskow do ktorych doptywajg prady od li do
Im . Wewnetrzna struktura wielobiegunnika moze by¢ dowolnie ztozona. Rozpatrzymy
najpierw wielobiegunniki pasywne, tj. nie zawierajgce zrodet wewnetrznych.
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W prowadzenie pojecia wielobiegunnikéw
umozliwia podziat ztozonych obwodéw na prostsze
ich czesci - wielobiegunniki. Wielobiegunniki te be-
dzie mozna scharakteryzowaé przez zaleznosci
miedzy pragdami doptywajacymi do ich zaciskéw
a.napieciami miedzy tymi zaciskami w postaci tzw.
rownan wielobiegunnika, ktére bedzie mozna
przedstawic¢ rowniez w postaci macierzowej jako

I=GU,

przy czym macierz kolumnowa | zawiera m - 1
pradéw doptywajacych do wielobiegunnika, a ma-
cierz kolumnowa U, m -1 napieé¢ miedzy jednym
z weztoéw a pozostatymim -1 weztami. Macierz G

Rys. 4.11.1

bedzie zatem posiadata wymiar (m-1) x (m-1) i bedzie w zupetnosci charakteryzowata
wielobiegunnik, tak jak np. dwojnik pasywny, ktory jest catkowicie scharakteryzowany przez
jego przewodno$¢ zastepcza G. Elementy tej macierzy bedzie mozna wyznaczy¢ znajac

strukture wielobiegunnika oraz war-
tosci jego elementéw; bedzie je moz-
na réwniez wyznaczy¢ na drodze po-
miarowej bez znajomosci struktury
wewnetrznej. W ten sposob wielobie-
gunnik bedzie niejako opisany z "zew-
natrz", bez znajomosci jego struktury
wewnetrznej. Na rys. 4.11.2a,b,c
przedstawione sg najprostsze wielo-
biegunniki: dwajnik, trojnik i cztero-
biegunnik.

b)

Rys. 4.11.2

Na rys. 4.11.3 przedstawiony jest wielobiegunnik wyodrebniony z reszty obwodu za
pomocy przytgczenia m -1 sit elektromotorycznych pomiedzy biegun (wezet) odniesienia
w a poszczeg6lne bieguny. Sity te rowne sg napieciom, ktdre istniaty tam przed wyodreb-
nieniem (patrz zasadawyodrebniania rozdz. 4.10). Korzystajac z zasady superpozycji mozna

w wyodrebnionym wielobiegunniku wyrazi¢ kaz-
dy zjego pradoéw jako sume sktadowych pocho-
dzacych od kazdej z sit elektromotorycznych
dziatajacych z osobna.

Kazda z tych sktadowych jest proporcjonalna
do napiecia, ktore jg wywotuje. Wspoétczynnik
proporcjonalnosci Gij nazwiemy transmitancja.
Sktadowa pradu lij doptywajgcego do i -tego
bieguna pochodzgca od j -tego napiecia (rys.
4.11.4) moze wiec by¢ wyrazona jako

lij ~ Gij Uj (4.11.1)

za$ caly prad doptywajacy do i -tego bieguna

Rys. 4.11.3
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/i = Gil U\ + Gi2Ut + ... + Gi.m-l Gm-I',

jest on zatem liniowg funkcja napie¢ wymuszajacych jego przeptyw (rozdz. 4.6). Podobnie
mozna wyrazi¢ prady innych biegunéw. Zaleznos$ci te mozna wyrazi¢ macierzowo jako

I=GU (4.11.3)
gdzie
11 1 Gn c12 Gi.m-i
h Uz G2 G2 G2,m-1
u= G-=
fm-1 LAnN-t Gm-1,1 Gm-1,2 m-l,m-1

Rownanie dla m -tego pradu jest tu w zasadzie zbedne. Prad Im jest bowiem w mysl
uogélnionego | prawa Kirchhoffa réwny ujemnej sumie wszystkich pozostatych pradow;
réwnanie jego jest wiec rownaniem liniowo zaleznym od pozostatych m -1 réwnan. Poszcze-
gblne elementy macierzy przewodnosci G maja
konkretne fizyczne znaczenie.

Elementy przekatnej gtdwnej Ga sg przewod-
nosciami wejSciowymi mierzonymi miedzy biegu-
nem odniesienia a i -tym biegunem, przy
pozostatych biegunach zwartych do bieguna odnie-
sienia. Wynika to bezposrednio z zasady superpo-
zycji: jezeli zatlozymy, ze wszystkie bieguny oprécz
i -tego zwarte zostaty z biegunem odniesienia, to
wszystkie napiecia z wyjatkiem Ui réwne sg zero
(rys. 4.11.4); wielobiegunnik w takim potgczeniu
zamienia sie w dwdjnik, dla ktérego z réwnania
(4.11.2) otrzymamy prad la wywotany istnieniem
i -tego napiecia

lii = Gu Ui Rys. 4.1.4
skad

Gu= 7T (4.11.4)

jest przewodnoscig wejsciowa.

Elementy Gij,jak tojuz wyjasniono, sg transmitancjami, a wiec stosunkiem sktadowe;j
pradu i -tego bieguna, wywotanejj -tym napieciem, do tego napiecia, przy zwarciu pozo-
statych biegundw do bieguna odniesienia (rys. 4.11.5)

(4.11.5)

W obwodzie przedstawionym na rys. 4.11.5 istnieje tylkojedna sita elektromotoryczna;
obowiazuje wiec dla niego zasada wzajemnosci. Wynika z niej, ze dla transmitancji Gji
obowigzuje zaleznos$¢
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Ga = Ga

W ten sposéb transmitancje i przewodnosci
wejsciowe mogga by¢ wyznaczone z pomiarow.

Roéwnanie (4.11.3) charakteryzuje wielobie-
gunnik w spos6b jednoznaczny. Wielkoscig cha-
rakte- rystyczng dla wielobiegunnika jest zatem
jego macierz przewodnosci zawierajgca (m-1)2

wyrazéw, z tego — —H niezaleznych od
siebie*. Wielobiegunnik jest zatem scharakte-
ryzowany przez HiillL— 11 parametréw, ktére

mozna nazwac statymi wielobiegunnika i ktore
maja okreslone wyzej znaczenie fizyczne.
Jako przyktad rozpatrzymy tréjnik przedsta-

wiony na rys. 4.11.6a. Jest to rGwnoczes$nie przy- Rys. 4.11.5
ktad potaczenia oporéw w gwiazde. Elementy
macierzy przewodno$ciowej mozna obliczy¢ wyrazajac dla tego obwodu prady li ii2 przez

napiecia Ui i U2 lub wychodzac z fizykalnej interpretacji tych elementéw. | tak: Gi1 jest
przewodnoscig wejsciowg tréjnika miedzy biegunami 1 i 3 przy biegunie 2 zwartym do
bieguna 3 (rys. 4.11.6 b), stad:

G = EI(E2+£5s)
£l + g2 + £3
podobnie z drugiej strony:
.g2(gl +£3)
G2 " i
G12jest transmitancjg od napiecia U2 do Li,ooi 9a i2

pradu li przy zwartym wejsciu (patrz rys.
4.11.6 c), zatem

N2=-£1i/32=-£1"]

(uwaga na znak -, bo dla przewodnoscigi
zastosowano strzatkowanie wydajniko-

we), stad
Glz— ¢ +£;:§2+ £3
Z zasady wzajemnosci wynika tu, ze 0
G12 = G21
W ten spos6b wyznaczono wszystkie elemen- Rys. 4.11.6

ty macierzy G.

*) Jezeli wielobiegunnik nie zawiera sil sterowanych.
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Jako drugi przyktad rozpatrzymy
trojnik z rys. 4.11.7. Jest to przykitad
potaczenia oporéw w tréjkat. Ozna-
czenia przewodnos$ciwskazuja wezty,
pomiedzy ktére wigczone sg opory. u2=o
Podobnie jak poprzednio dla prze-
wodnos$ci wejSciowej otrzymamy

(rys. 4.11.Tb)
G'll = gl3 + gl2 Rys. 4.11.7
G*22=g12 + g23
0 '12= —g12

Jezeli obydwa trojniki (potgczenie w gwiazde i potgczenie w trojkat) majg te sama
macierz

G =G’
to znaczy

Gn =G'n

Cc2 G
oraz

Gn=G"'12

to trojniki te sg rownowazne (zastepcze) inie mozna ich odroznic¢ przez pomiary z zewnatrz.
Warunkiem réwnowaznos$ci beda nastepujace zwigzki miedzy ich przewodnos$ciami:

gn - gig2

gl + gl + g3
gn - glg3

gl + gl + g3
gn-  gigi

gl + g2 + g3

Strukture tych wzoréw tatwo zapamietac. Z powyzszego wynika, ze mozna kazde
potaczenie oporéw wgwiazde zastgpi¢ potgczeniem wtréjkat i odwrotnie. Takie przeksztat-
cenia obwoddw moga w niektdrych przypadkach uprosci¢ ich analize.

Wi ietobiegunnik moze by¢ réwniez opisany przez jego macierz oporowag R. W istocie,
jezeli macierz G jest nieosobliwa (det G * 0), to z réwnania

I=GU
mozna obliczy¢ U mnozac obydwie jego strony przez macierz odwrotng G"1
G~11=G _1GU =U

Zatem oznaczajgc

R=G “1 (4.11.6)
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otrzymamy

U=RI (4.11.7)

Réwniez elementy macierzy R posiadajg okres$lone znaczenie fizyczne i moga by¢ wyzna-
czone na podstawie pomiaréw.
Dla trojnika otrzymamy

(4.11.8)

Stad tatwo zauwazy¢, z&Rn jest oporem wejsciowym trojnika mierzonym miedzy biegunami
1i 3 (biegunem odniesienia) przy 12 = 0 (rozwartym biegu- nie 2).

Podobnie R22 jest oporem mierzonym miedzy biegunami 2 i 3 przy rozwartym biegunie
1 R12 = R21 jest transmitancjg od sity pragdomotorycznej I2 do napiecia Uj przy
rozwartym biegunie 1

Istniejg rowniez inne postacie rownan trojnikéw. W zasadzie mozna dowolne dwie
wielkosci z czterech: Ul ,U2 JI J2 wyrazi¢ przez pozostate dwie. Latwo to uogolni¢ dla
wielobiegunnikéw. Nalezy jednak stwierdzi¢, ze w niektérych przypadkach wielobiegunni-
kéw nie wszystkie postacie rdwnan istniejg. Dotyczy to w szczeg6lnosci tzw. wielobiegunni-
kéw zdegenerowanych.

4.12. Wielobiegunniki aktywne 2 autonomicznymi zrodtami

Jezeli wewnatrz wielobiegunnika oprocz oporéw znajdujg sie réwniez autonomiczne
zrodta energii elektrycznej, to wielobiegunnik taki nazywa sie wielobiegunnikiem aktyw-
nym. Do réwnan wielobiegunnika aktywnego mozna doj$¢ réwniez rozpatrujac wielobie-
gunnik wyodrebniony (rys. 4.12.1).

Rys. 4.12.1 Rys. 4.12.2
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Rowniez i tu mozna skorzysta¢ z zasady superpozycji, wyrazajac prady doptywajace do
poszczegdlnych biegunoéw wielobiegunnika jako sume sktadowych pochodzacych od po-
szczegOlnych sit elektromotorycznych Ui ... Um-l oraz od wewnetrznych sit wielobiegun-
nika. Te ostatnie mozna obliczy¢ lub zmierzy¢ w uktadzie z rys. 4.12.2, w ktdrym wszystkie
bieguny wielobiegunnika zostaty zwarte dowezta (bieguna) odniesienia. Prady te,1z1... hm,
sa wywotane wylacznie przez wewnetrzne zrédta wielobiegunnika aktywnego. Skiadowe
pradéw, pochodzace od poszczeg6lnych sit elektromotorycznych Ul ... Um-1 , mozna
obliczy¢ lub zmierzyc¢ tak, jak to podano dla wielobiegunnika pasywnego (rys. 4.11.4), (rys.
4.11.5), przy zatozeniu, ze przy ich obliczaniu wszystkie wewnetrzne sity elektro- i prgdomo-
toryczne byly rbwne zeru (tzn. sity elektromotoryczne zwarte, za$ pradomotoryczne rozwar-
te). Dla pradu doptywajgcego do i -tego bieguna otrzymamy wtedy

h —hi + Gil Ul + GizUIl + ... Gi.m-l Um-I (4.12.1)

Dla wielobiegunnika mozna zatem napisa¢ macierzowe
I=1z+GU (4.12.2)

W réwnaniu tym

jest macierzg kolumnowag reprezentujgcag sktadowe pradu | wywotane istnieniem wewne-
trznych sit wymuszajacych.

Roéwnanie wielobiegunnika aktywnego mozna uwazac za uogoélnienie zasady Nortona
dla dwdéjnikow aktywnych na wielobiegunniki aktywne. Znak + jest tu zwigzany z "odbior-
nikowym" strzatkowaniem wielobiegunnika. (Przy takiej konwencji dla dwojnika aktywnego
mieliby$Smy réwniez / = Iz + G U). Tak jak dla dwdjnika aktywnego wielko$ciami chara-
kterystycznymi byty prad zwarciah oraz przewodno$¢é wewnetrzna G (wielkosci te dostepne
byly z pomiaréw), tak i tu wielko$ciami chara-
kterystycznymi wielobiegunnika aktywnego sg
macierze Izoraz G, ktérych elementy sktadowe
sg rowniez dostepne z pomiaru.

Dokonujgc wyodrebnienia wielobiegunnika
z uktadu za pomocg m -1 sit prgdomotorycznych
(rys. 4.12.3) mozna w podobny sposob dojs¢ do
réwnania:

U=Ez+R I (4.12.3)

W réwnaniu tym macierz kolumnowa Ez
przedstawia napiecie pojawiajgce sie miedzy bie-
gunem odniesienia a poszczeg6lnymi biegunami
przy odtgczonym obwodzie zewnetrznym (gdy | Rys. 4.12.3
= 0). Poszczeg6lne elementy macierzy R majg
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réwniez okreslone znaczenie fizyczne, ich zwigzek z elementami macierzy G mozna tatwo
otrzymac, mnozac rownanie (4.12.3) przez R’ (gdy macierz R nie jest osobliwa)

R-1U = R-1Ez + |
Il=- R~1Ez+ R-1U

0znaczajac

-R-1Ez = Jz (4.12.4)

oraz

R-1= G (4.12.5)

otrzymamy réwnanie (4.12.2).

4.13. Obwody z wielobiegunnikami

W dalszym ciggu, w analizie obwo-
déw zawierajacych liniowe wielobiegun-
niki, zajdzie konieczno$¢ wyrazenia row-
nan wielobiegunnika jako zaleznosci
miedzy pradami wielobiegunnika i po-
tencjatamijego weztow. Réwnanie takie
tatwo otrzymac z réwnan wielobiegun-
nika. Zauwazmy, ze dla tréjnika (rys.
4.13.1):

U V2rvE (413D

gdzie Vi,V 2, V3 to potencjaty poszcze-
gélnych weztow wejsciowych tréjnika
mierzone wzgledem punktu odniesienia
0. Réwnoczesnie prad I3 doptywajacy do

oo T - Rys. 4.13.1
wezta wejSciowego 3 trojnika musi,
w mysl uogolnionego | prawa Kirchhof-
fa, by¢ rowny
I3=-h - h (4.13.2)

Podstawiajgc wyrazenia na potencjaty do rownan (4.12.2) otrzymamy:
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li = hi +c\w\ +612V2—(Gn +G12) v3
i2=1In+ G2LV\ +Gn V2—(G21 +G22) V3
I3= —(hi +In) —G11 + G2)V\ —(G 11 +Gii) v2 +

+ (G11 +G12 + G21 + Gii) V3

€0 mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

1=1z+ GV
gdzie
r/,i [F*i1 Gil G12 Gi3
1= h Iz= la G= G2t Gn G23
h la G3i G32 G33

la ——(hi + la)

G3i = —(Gl11 + G21)

G3i = —(Gn + Gn) (4.13.4)
G33= + (Gn + G2+ G2L + Gii)

Macierz G ma tu specyficzne wiasnoéci: suma elementéw kazdego wiersza i kazdej
kolumny jest rowna zeru, wiec mozna jg tatwo uzyska¢ z macierzy tréjnika napisanej dla
rownania wigzacego |i U (4.12.2).

Otrzymane tu wyniki nietrudno uogdlni¢ na dowolne wielobiegunniki liniowe. Dla
dowolnego n-biegunnika bedzie

I=1z+ GV (4.13.5)
przy czym
h' zI! r Kii
h la Vi
1= Iz = vV = *
In Izn Kn
Gn Gn Gln
Gzi Gn Gin
G=
Gal Gal

Suma sktadnikéw kazdego wiersza tej macierzy jest réwna 0:

=1
réwniez suma elementéw kazdej kolumny jest rowna 0:
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n
2> *°
1=1

Rozpatrzymy obecnie obwody liniowe zawierajgce wielobiegunniki liniowe. Dla prosto-
ty przedstawimy tu potgczenie tréjnika z obwodem liniowym (rys. 4.13.2 a). Wyniki tatwo
bedzie uog6lni¢ na dowolne obwody zawierajgce dowolng liczbe wielobiegunnikow.

Troéjnik potagczony jest z obwodem w weztach i, j,k.

Rozpatrzmy najpierw obwod bez wielobiegunnika (rys. 4.13.2 b). Stosujagc metode

Rys. 4.13.2

potencjatéw weztowych, mozemy dla tego obwodu napisa¢ réwnanie w postaci macierzo-
wej:

G’V = fz (4.13.6)

albo w postaci rozpisanej
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+G'n e =G 'ii.e-G"l; -G ik —G'In VU~ ~1'zl

—ci tivcra L gy —G'ik  —G'in Vi I'zi
S9N Le—G itk GYj —G fjk -G 'jn V-
—G'kl »+ -G 'ki. *—G'kj +G'kk  —G'kn AL ik
-G 'ni!*-G'ni'. —G'nj —G'nk +G'nn v'n I'n

Rownania wielobiegunnika wyrazone przez potencjaty jego biegunéw wzgledem tego
samego punktu odniesienia, co dla poprzedniego obwodu, maja posta¢

<1+ Gil VvI+G12V2+GI13Vi=11
l22+ G21 V\+ G22 K2 + G23K3 — 2 (4.13.7)
/z3 + G31 KI+ G32 K2+ G33K3 =13

Przeprowadzimy obecnie przenumerowanie weztdw wielobiegunnika tak, by ich nume-
ry byly rowne numerom weztéw obwodu, do ktérych wielobiegunnik bedzie dotgczony;
zatem

1-wezet tréjnika staje sie i-tym,
2 - wezel trojnika staje sie./-tym,
3 - wezet trojnika staje sie fc-tym.

Rownoczesnie uzupetnimy réwnania wielobiegunnika (4.13.7) do wymiaru réwnego
wymiarowi obwodu, wprowadzajac odpowiednio zerowe wiersze i kolumny w okre$lone
miejsce macierzy. Otrzymamy wtedy rownania wielobiegunnika w postaci:

‘om 0.0 .. 0 .. 0 ..O0" Kk=j 12\
1" 7 0. ..¢"iiG"ij GUik 0 VUi 1"zi
I'f + ooovemjicrjjz 6"ikz. o "=
I"zk o'Z(ai G"kjZ.G"kk Z 0 vk r'k

0 C,)!!! C,) m C,) m C,) L. C,) V'™n rn

albo
1”7z + G"V’=1" (4.13.8)

Potgczenie wielobiegunnika z obwodem weztach i,j,k powoduje zréwnanie sie poten-
cjatéw obwodu i wielobiegunnika

VAERVAERY
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oraz konieczno$¢ uwzglednienia pradow odptywajacych z tych weztdw do wielobiegunnika.
Rownania potencjatow weztowych sg réwnaniami | prawa Kirchhoffa, prady wielobiegun-

nika nalezy zatem odja¢ od prawej strony réwnania otrzymujac réwnanie dla obwodu
z wielobiegunnikiem

GV=1z-I" (4.13.9)
po podstawieniu rownania (4.13.8)

G'V=1z-G"V-1"2
co ostatecznie daje

(G'+GemV=1Iz- 11z (4.13.10)

Rownania obwodéw z wielobiegunnikami mozna zatem zapisaé rowniez w postaci

GV=1z (4.13.11)
Przy czym

G=G +aG" (4.13.12)

lz=1z- 1" (4.13.13

Powyzszy sposob uktadania rownan obwodéw z wielobiegunnikami mozna uog6linié
i przedstawi¢ w postaci nastepujgcego postepowania:

1. Nalezy napisa¢ réwnania potencjatow weztowych obwodu bez
wielobiegunnikdéw.

2. Nalezy napisa¢ réwnania wielobiegunnikéw wyrazajac ich prady
przez potencjaty wzgledem wezta odniesienia obwodu.

3. Nalezy uzupetni¢ réwnania wielobiegunnikéw do wymiaru réwnan
obwodu (n) oraz przenumerowac wezty wielobiegunnikéw zgodnie
z numerami weztdw obwodu, do ktérych wezty te beda dotaczone.

4. Nalezy doda¢ macierze przewodno$ciowe obwodu G’oraz macierze
wielobiegunnikéw G”.W tym celu wystarczy do odpowiednich ele-
mentéw macierzy obwodu G’ lezacych na przecieciu wiersza ijk
i kolumny i,j,k doda¢ odpowiednie elementy macierzy wielobiegun-
nikow.

We wspomnianym przyktadzie np. do G’ij nalezy doda¢ G”ij, do G’h doda¢ G™u itd.
Roéwnoczesnie od zastepczych sit pradomotorycznych weztéw obwodu nalezy odjac¢ zaste-
pcze sity prgdomotoryczne wielobiegunnikéw, np. od 1Zzi odjgc/'zi itd.

Otrzymany w ten sposob uktad réwnan

GV=1 (4.13.14)

mozna rozwigzac tak, jak w przypadku obwodoéw skfadajacych sie wytacznie z dwdjnikéw.
Powyzsza metoda moze by¢ tatwo przystosowana do maszynowej analizy obwodow
elektrycznych zawierajacych oprécz dwoéjnikéw réwniez i wielobiegunniki.
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Dla przyktadu rozpatrzmy obwod elektryczny zawierajacy jeden tréjnik przedstawiony
na rys. 4.13.3a. Do takiego obwodu sprowadza sie w zasadzie jednostopniowy wzmacniacz
tranzystorowy. Zgodnie z przedstawionym na poprzednich stronach schematem, wyzna-
czamy najpierw réwnania potencjatow weztowych obwodu z odtagczonym tréjnikiem (rys.
4.13.3b) réwnanie (4.13.6)

GV =1z
G\ + G2+ G3 —G3 0 0" Wi\ GiE{
—G1 G3+G4+ G7 —Ga O v3 GT7Ej
0 - &< G4+ Gs O Va 0
0 0 0 Gs Vs 0

Réwnania tréjnika napiszemy uwzgledniajac juz przenumerowanie weztdw oraz uzu-
petnienie jego macierzy do wymiardw macierzy obwodu (4.13.8) i wyrazajac je przez
potencjaty weztowe patrz(4.13.3):

Illz+ G|| V|| :1
(/"7 G n Grn B i
d s 0 0 V"3 "3
1zt 62 "2 Voo /s
1"73 G"a 2 " I"s

Rys. 4.13.3
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Celem uzyskania rownan obwodu z tréjnikiem (rys. 4.13.3 a) nalezy doda¢ do siebie
otrzymane macierze: macierz G’ obwodu bez tréjnika i macierz G” tréjnika. Praktycznie
wystarczy "natozy¢ na siebie” obie macierze i zsumowac elementy w poszczegélnych krat-

kach.
Otrzymamy w ten sposob macierz obwodu G

G=G +G"
G'i+G'2+G'3+G"u —G'3 G" 12 G"13
G = - 0*3 G'3+G'4+G'7 -G\ 0
G"21 —G'4 G4+G'6+G"22 GmB
G''3l 0 G"32 G'j+ G "33

W podobny spos6b otrzymamy macierz zastepczych sit prgdomotorycznych (réwnanie
(4.13.13))

lz=1z- 172z
Giti-/"zi

G7£7

Iz = S

RS

Uktad réwnan potencjatéw weztowych dla obwodu z trojnikiem (rys. 4.13.3a) ma zatem
postaé

G'i+G'2+G'3+ G "h -G'3 G"I2 G"I3 [Kil
-G '3 G'3+G'4+C'7 G4 0 k3
G"2 -g'4 G'4+G'6+G"22 G"2=3
G"ai 0 G"32 G'5+G"38 V5
G'iE\ —I"2z\
G'7E£'7
~1"t2

RS

Rozwigzanie tego uktadu réwnan pozwala na obliczenie dowolnych napie¢ i pradow
w obwodzie.



Rozdziat5

OBLICZANIE OBWODOW LINIOWYCH PRADU
STALEGO NA KOMPUTERACH

Z przedstawionych dotychczas przyktadow wynikajasno, ze obliczanie pragdéw inapieé

w obwodach z wiekszg liczbg gatezi i weztéwjest bardzo pracochtonne. W szczegélnosci np.
obliczanie zaleznosci jakiej$ wielkosci (np. pradu) od zmian jednego z parametréw obwodu
(np. oporu) wymaga¢ moze duzego naktadu pracy. Mozliwosci, jakie stwarza tu zastosowa-
nie komputeréw, sg bardzo duze. Przy obecnym stanie rozwoju komputeréw i techniki
programowania mozliwe sa wszechstronne analizy bardzo ztozonych obwoddéw w bardzo
krotkim czasie przy umiarkowanych kosztach. Zakres czynnosci, ktdre moze wykonaé
odpowiedni program analizy obwod6w pradu statego, mozna podzieli¢ na pie¢ czesci:

e Przygotowanie danych o obwodzie.

e Ukladanie rownan.

¢ Rozwigzywanie rownan.

» Obliczanie napie¢, pradow i mocy.

» Automatyczne obliczanie wariantéw uktadu, charakterystyk, zaleznosci

od zmian parametréw itp.

Omoéwimy w zarysie powyzsze czynnosci.

5.1. Przygotowanie danych o obwodzie

W obwodzie (rys. 5.1.1) nalezy ponumerowa¢, w dowolny sposob, wezty od 0 do w.
Utozenie réwnan wedtug metody potencjatéw weztowych wymaga przyjecia wezta odnie-
sienia. Zatozymy, ze jest nim wezet "0" obwodu. Na rysunku 5.1.2 przedstawiono schematy
gatezi. Dla kazdej gatezi wyrozniamy wezet poczatkowy "wp" oraz koricowy W . Jako
kierunek przeptywu pradu wgatezi przyjmujemy kierunek od wezta poczatkowego do wezta
koncowego. Sita elektromotoryczna jest skierowana do wezta poczatkowego (rys. 5.1.2b).
Sita pragdomotoryczna (rys. 5.1.2c) jest skierowana od wezta poczatkowego do koricowego.



.83.

Dane wyrazajgce strukture ob-
wodu i warto$ci elementow przy- R6
gotowujemy podajac kolejno dla
kazdej gatezi *) 6Q

XXX nazwe gatezi, © .
wp wezet poczatkowy, 2Q 4Q
wk wezet korcowy,
RL 11Q

R warto$¢ oporu gatezi; R3 3Q O 5
Jezeli w gatezi dziata sita ele- 5V
ktromotoryczna, to podajemy
ponadto jej warto$¢ E. Nazwa ga-
tezi z oporem musi sie zaczynaé
od symbolu R, np. 721, 7212, RB 1 Rys. 5.1.1
itd. Nazwa gatezi z sitg elektro-
motoryczng musi sie zaczynac od litery E, za$ z sitg pradomotoryczng - od litery 1. Pierwsze
litery nazwy gatezi pozwalajg programowi na odréznienie gatezi oporowej od innych typow
gatezi.

Jezeli w gatezi znajduje sie sita prgdomotoryczna, to dla niej podajemy:

XXX nazwe gatezi, R R
wp wezet poczatkowy, wp wp
wk wezet koricowy, 1
| wartos¢ §i’ry pradomo- jRx
torycznej.
L;.RX O 1*
Dla przyktadu podanego na CX
rys. 5.1.1 dane majg postac:
EI 1015 " - "
E2 1 2 2 10 ) b ©)
R3 2 0 3
E4 3 2 4-12 Rys. 5.1.2
15 3 00.6667
R6 1 3 6

Dane powyzsze w sposdb jednoznaczny okre$lajg strukture obwodu, kierunki pradéw,
kierunki sit elektromotorycznych i pradomotorycznych, ich wartosci oraz wartosci oporow.
Liczbe gatezi oraz liczbe weztéw mozna juz okresli¢ na podstawie tych danych (patrz
program ALIOS1 w dodatku I).

*) Spos6b podawania danych zalezny jest od stosowanego programul.
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5.2. Ukfadanie réwnan obwodu

Dla celéw analizy liniowych obwodéw pradu statego najczesciej stosuje sie metode
potencjatéw weztowych. Metode te tatwo przystosowaé do potrzeb analizy komputerowej.
Stosowanie metody pragdéw Oczkowych jest mniej korzystne, m.in. z powodu koniecznosci
znajomosci drzewa obwodu, ktora to czynnos$¢ daje sie, co prawda, dosy¢ tatwo zalgoryt-
mizowac, przedtuzajednak czas liczenia. Pokazemy nizej zastosowanie metody potencjatow
weztowych dla obwodéw bez gatezi zbezoporowymi sitami elektromotorycznymi. Uwzgled-
nienie bezoporowych sit elektromotorycznych nie przedstawiatoby wiekszych trudnosci,
program statby sie jednak mniej przejrzysty. Dla celéw analizy komputerowej przedstawio-
ny w rozdz. 4.5 sposob uktadania macierzy przewodno$ciowej G, polegajacy na sprawdza-
niu, jakie przewodnosci potgczone sg z danym weztem, nie jest najlepszy. Podamy tu inny
sposob, lepiej przystosowany do analizy komputerowej. Zauwazmy, ze kazda przewodno$¢
Gx ,wigczona miedzy weztami "i*i"j", wystepuje w macierzy G w nastepujacych miejscach:

na przecieciu j-tego wiersza i i-tej kolumny ze znakiem +
na przecieciuj-tego wiersza ij -tej kolumny ze znakiem +
na przecieciu i-tego wiersza ij-tej kolumny ze znakiem -
na przecieciu/-tego wiersza i i-tej kolumny ze znakiem -

Jezeli wgatezi istnieje sitaelektromotoryczna®, skierowana do i-tego wezta, to wystapi
ona, pomnozona przez warto$¢ Gx,w macierzy |w i-tym wierszu ze znakiem +, a wj-tym
wierszu ze znakiem -

Jezeliwgatezi znajduje sie sita prgdomotoryczna skierowana do i-tego wezta, to wystgpi
ona w i-tym wierszu tej macierzy ze znakiem +, a wj-tym wierszu ze znakiem -.

Algorytm uktadania macierzy G polegaé moze wiec na odczytaniu danych dla kolejnych
gatezi obwodu i dodaniu w odpowiednich miejscach wspomnianych wyzej warto$ci Gx
z odpowiednim znakiem. Na przyktad po odczytaniu drugiego wiersza danych (dla E2) stan
macierzy G bedzie wygladat nastepujgco *):

wezty
0 1 2 3
i )
3 0 0 0 0

przy czym wpis dokonany przy odczytaniu danych dla E2 zaznaczono thustym drukiem. Stan
macierzy | bedzie nastepujacy:

0 -5*1
. 5%1 + 10*0.5
wezty 0- 10*05
0

*) Dla prostoty algorytmu wprowadza si¢ do macierzy G dodatkowo zerowy wiersz i zerowg kolumne
przypisane 0-wemu weztowi. Wiersz ten i kolumna nie sg juz potem wykorzystywane.
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Po odczytaniu danych wszystkich gatezi, macierze G i lprzyjma nastepujaca postac:

1.333 -1.000 -0.333 0.000 * -4.333 "'
-1.000 1.667 -0.500-0.167 1= 10.000
-0.333 -0.500 1.083-0.250 - -2.000

0.000 -0.167 -0.250 0.417 -3.667

Na podstawie tych danych mozna przystapi¢ do rozwiazania uktadu réwnan potencja-
téw weztowych. Zerowa kolumna i zerowy wiersz byly potrzebne tylko przy uktadaniu
réwnan, w dalszym postepowaniu -juz nie.

5.3. Rozwigzywanie réwnan

W wyniku dziatania algorytmu uktadania réwnan otrzymuje sie macierz G oraz macierz
kolumnowa wyrazéw wolnych | reprezentujgcg uktad réwnan

GV=I (5.3.1)

Rozwigzanie takiego uktadu mozna by uzyska¢ na drodze macierzowej mnozac obu-
stronnie przez macierz odwrotng G_1 :

V=Gt (5.3.2)

Odwracanie macierzy jest jednak niechetnie stosowane, gdyz wymaga duzej liczby
operacji dzielenia i mnozenia rzedu r? + n (gdzie n = w-Y). Najczesciej stosuje sie tu
metode eliminacji Gaussa ijej pochodne. Metode Gaussa pokazemy na przyktadzie uktadu
trzech réwnan o trzech niewiadomych:

RP> Ki h
R?> Vz = h (5.3.3)
RP> 3 h

Oznaczmy przez Rp)- T-te rownanie w'/'-tym kroku eliminacji.

Metoda Gaussa polega na takim przeksztatceniu uktadu réwnan (5.3.3), by otrzymaé
rownowazny uktad réwnan, w ktorym wystepuje macierz trojkatna z elementami ponizej
gtéwnej przekatnej rownymi zeru. Taki uktad réwnan tatwo rozwigzaé przez kolejne pod-
stawienia obliczonych potencjatéw do poprzednich réwnan.

Najpierw wyeliminujemy zmienng V\ z drugiego i trzeciego rownania odejmujac od

drugiego réwnania pierwsze pomnozone przez oraz od trzeciego pierwsze pomnozone

Przez 1771' Symbolicznie mozna to zapisa¢ w nastepujacy sposob



co daje uktad réwnan

w ktérym np.
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RP =

— _f *
RP =RP £Crr’1RP

= 2> - A
RP = R?> Cnler

rP Gl GI2 Gi3 rFii
rP 0 gP gP f2
Rp 0 G@G® f3

G~ = G22—G 12

1£2)=/2- jtd.

/l
= /P
7P

(5.3.4)

(5.3.5)

W kolejnym kroku eliminujemy w podobny sposéb z trzeciego réwnania zmienng F2:

otrzymujac

(Uktad tych rownan fatwo juz rozwigza¢ "od konca". Z ostatniego réwnania R " :

RP =RP
RS=rP
rP=R P -||rP

rP G1G12Gi3 [Fi 1l
rP OgPgP f2
rP 0 OgP T3

_IP

F3=
GP

Podstawiajac te warto$¢ do R?” otrzymamy:

m - Gg>F3
G$

f2=

a po podstawieniu Fz i F3 do pierwszego réwnania

_ /1 —Gi3F3- GIF2

Fr G1

H L}
iP
iP

(5.3.6)

(5.3.7)
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Powyzsza metoda wymaga jedynie + n2—j mnozen i dzielen, jest zatem dla

wiekszych n szybsza, niz metoda odwracania macierzy, a wiec nadaje sie w szczeg6lnosci
dla obwoddéw z wiekszg liczbg weztéw. Na przyktad dla n — 30 otrzymujemy dla metody
odwracania macierzy 27900 operacji mnozenia i dzielenia, a dla metody Gaussa tylko 9890,
w zwigzku z czym czas rozwigzywania uktadu réwnan metoda Gaussa bedzie znacznie
krotszy.

Dalsze ulepszenia tej metody, zmierzajace do zwiekszenia doktadnosci, mozna znalez¢
np. w [2].

5.4. Przykiad analizy obwodu programem ALIOS1

W dodatku | zamieszczono program analizy liniowych obwodéw pradu statego
ALIOS1. Program umozliwia analize liniowych obwodoéw pradu statlego zawierajagcych
opory, sity elektromotoryczne i sity pragdomotoryczne. Jako wyniki analizy otrzymuje sie
potencjaty poszczeg6lnych weztéw - V, prady -/, napiecia - U, moce wydzielane na oporach
-P oraz moce wydzielane przez SEM i SPM - PZ. Program ma charakter przyktadowy, nie
zostat zoptymalizowany pod wzgledem szybkosci dziatania ani zajetosci pamieci, aby
w mozliwie pogladowy sposéb pokazaé¢ zasady komputerowej analizy obwodow.

Dla obwodu z rys. 5.1.1 otrzymano wyniki przedstawione na rys. 5.4.1.

Obwod zrys. 5.1.1
El 1 0 1.0000 5.0000
E2 1 2 2.0000 10.0000
R3 2 0 3.0000 0.0000
E4 3 2 4.0000 -12.0000
15 3 0 0.6667 0.0000
R6 1 3 6.0000 0.0000
vo = 0.0000
VI = 4.8039
V2= -1.4118
V3= -7.7255
| u P Pz
El -0.1961  -0.1961 0.0384  0.9804

E2 -1.8922  -3.7843  7.1605 18.9216
R3 -0.4706  -1.4118 0.6644  0.0000
E4 1.4216 5.6863 8.0834 17.0588
15 0.6667 -7.7255 0.0000 5.1504
R6 2.0882 125294 26.1644  0.0000

Rys. 5.4.1

Bardziej wyczerpujace przedstawienie probleméw komputerowej analizy obwodéw
mozna znalez¢ np. w [1]{5].



Rozdziat 6

OBWODY NIELINIOWE PRADU STALEGO

6.1. Elementy nieliniowe

Elementy nie spetniajgce prawa Ohma, a wiec posiadajgce nieliniowg charakterystyke,
nazywamy elementami (oporami) nieliniowymi. Element nieliniowy jest okreslony przez
podanie jego charakterystyki.

U= UQ)
lub

I =1(U)

Charakterystyki elementéw nieliniowych moga by¢ symetryczne, jezeli U(l) = -U(-I)
(rys. 6.1.1) - charakterystyka"a", albo niesymetryczne - charakterystyka "b". Przy elementach
o symetrycznych charakterystykach obojetnyjest kierunek przeptywu pradu przez element,
tzn. obie koncédwki elementu sg nierozréznialne. W przypadku elementéw o niesymetrycz-
nych charakterystykach konieczne jest od-
réznienie obu koncowek.

Z uwagi na trudnosci analitycznego
wyrazenia charakterystyk, podane sg one
najczesciej w postaci graficznej.

Najbardziej rozpowszechnionym ele-
mentem nieliniowym jest zaréwka. Nieli-
niowos$¢ jest tu spowodowana zmiang
temperatury metalowego widkna pod
wptywem przeptywu pradu. Charaktery-
styka zarowki jest symetryczna, przedsta-
wiono jg na rys. 6.1.2.

Nieliniowe charakterystyki wykazujg
przyrzady oparte na wyfadowaniach ele-
ktrycznych w gazach. Tak zwana neondw-
ka sktadajgca sie z dwoch elektrod umiesz-
czonych w atmosferze gazu szlachetnego Rys. 6.1.1
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(neon, argon itp.) posiada charakterystyki
przedstawione na rys. 6.1.3. Cecha szczeg6lna
tej charakterystykijest niezalezno$é napiecia od
pradu w pewnych jego granicach oraz koniecz-
no$¢ przytozenia odpowiednio wielkiej warto$ci
napiecia, wiekszej od tzw. napiecia zaptonu Uz
, celem osiggniecia przeptywu pradu. Podobne
charakterystyki wykazujg przyrzady oparte na
wyladowaniach jarzeniowych (Swietléwki itp.).

Luk elektryczny posiada charakterystyke
przedstawiong na rys. 6.1.4. Cechg charaktery-
styczng jest tu fakt, ze wzrostowi napiecia na
elektrodach tuku towarzyszy zmniejszenie sie
pradu tuku.

Opory wykonane z potprzewodnikdéw, tzw.
waristory, posiadajg charakterystyki typu

U=C_CIP

gdzie C - warto$¢ stala,
fi - wspdtczynnik nieliniowosci prze-
waznie = 0,1- 0,3.
Przyktadowa charakterystyka podana jest
narys. 6.1.5.
Charakterystyki niesymetryczne posiadajg

Rys. 6.1.2

Rys. 6.1.3

np. réznego rodzaju diody p6tprzewodnikowe i prézniowe. Na rys. 6.1.6 przedstawiono dla
poréwnania charakterystyke diody krzemowej ("a"), germanowej ("b") i diody prézniowej

().

Osobna grupe przedstawiajg elementy, ktorych charakterystyki posiadajg w pewnych
zakresach pradow lub napie¢ ujemne nachylenie (tzw. opory ujemne). Na rys. 6.1.7a
przedstawiono charakterystyke elementu uzaleznionego napieciowo, dla ktérego prad jest
jednoznaczng funkcja napiecia, moze on by¢ zatem opisany zaleznoscig | - 1(U). Przykia-
dem takiego elementu moze by¢ np. tzw. dioda tunelowa. Charakterystyki tego typu bywaja
réwniez nazywane charakterystykami typu "n". Drugi rodzaj elementdw, to elementy uza-
leznione pradowo (rys. 6.1.7.b). Dla nich napieciejestjednoznaczng funkcjg pradu U=U(l).
Tego rodzaju charakterystyki nazywane bywajg charakterystykami typu "s".

Rys. 6.1.4

Rys. 6.1.5



-90-

Rys. 6.1.6

Rys. 6.1.7
6.2. Podstawowe prawa obwodow nieliniowych

Jak wynika z wyprowadzen obu praw Kirchhoffa, sg one wazne réwniez i dla obwodow
nieliniowych. Dla danego obwodu nieliniowego, posiadajacego w weztéw oraz g gatezi,
mozna zatem napisac 'v-l1 rownan pierwszego prawa Kirchhoffa :

D/ =o0 (6.2.1)
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orazg-w+1 réwnan drugiego prawa Kirchhoffa
2U=0 (6.2.2)

tacznie z rownaniami (charakterystykami) gatezi w liczbie g réwnan nieliniowych typu
U=uU() lubl = I(U) (6.2.3a,b)

otrzymamy uktad w -1+ g-w + \+ g = 7g rébwnan, o g niewiadomych pradach / ig
niewiadomych napieciach U.

Podstawiajac (6.2.3a) do (6.2.2) lub (6.2.3b) do (6.2.1) otrzymaé mozemy g rGwnan og
niewiadomych pradach lub napieciach.

Niestety, rozwigzanie takiego uktadu nie jest tak proste, jak w przypadku obwodéw
liniowych. Nie istniejg bowiem og6lne metody analitycznego rozwigzania uktadu réwnan
nieliniowych, zwyjatkiem pewnych stosunkowo prostych przypadkéw. Dodatkowgtrudno$¢
sprawia tu fakt,ze w wiekszosci przypadkéw charakterystyki elementow podawane sg
w postaci graficznej.

Metody rozwiazywania obwod6w nieliniowych mozna podzieli¢ na 3 grupy:

1. Metody oparte na linearyzacji elementéw nieliniowych,
2. Metody graficzne,
3. Metody iteracyjne.

Z podanych w rozdziale 4 zasad, jedynie zasada wyodrebnienia jest wazna bez ograni-
czen. Pozostate zasady, a wiec zasada superpozycji, wzajemnosci, Thevenina i Nortona nie
obowiazujg w przypadku obwodéw nieliniowych. Mozna je stosowac jedynie do liniowych
czesci obwodu.

6.3. Metoda linearyzacji

Metoda linearyzacji polega na aproksymacji nieliniowych charakterystyk elementéw
charakterystykami liniowymi. Oczywiscie jest to mozliwe jedynie w ograniczonym zakresie
pradow inapie¢ kazdego z elementéw. Na rys. 6.3.1 przedstawiona jest charakterystyka 1,
ktéra w zakresie napie¢

U<U< U™
lub pradow
I"<i <r

moze by¢ zastapiona prostg 2. Latwo sprawdzi¢, ze prosta 2 jest rownocze$nie charaktery-
styka uktadéw zastepczych z rys. 6.3.2b i c, jej réwnanie

I =lo+ UG

odpowiada bowiem pierwszemu prawu Kirchhoffa dla obwodu z rys. 6.3.2b, za$ réwnanie
tej samej prostej z prgdem jako zmienng niezalezng
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U=Eo+IR

odpowiada drugiemu prawu Kir-
chhoffa dla obwodu z rys. 6.3.2¢c
(jezeli lo iEo sg rowne odpowied-
nim odcinkom na rys. 6.3.1).

Opo6r R = nazywany bywa

oporem dynamicznym elementu
nieliniowego, mozna go réwniez
okresli¢ jako

w zakresie liniowosci charaktery-
styki/' </ < 1™

Z powyzszego wynika, ze
opor nieliniowy mozna w zakresie
liniowosci zastapi¢ liniowym ukta-
dem zastepczym, ktérego para- Rys. 6.3.1
metry lo, Eo i R tatwo wyznaczy¢
z charakterystyki.

Zastgpienie wszystkich oporéw nieliniowych ich uktadami zastepczymi sprowadza ob-
wod nieliniowy do liniowego obwodu zastepczego, ktory juz tatwo obliczy¢ dowolnymi
metodami znanymi dla obwodoéw liniowych. Po obliczeniu nalezy jednak sprawdzi¢, czy
wszystkie prady lub napiecia elementéw nieliniowych znajduja sie w zakresach liniowosci,
tj. czy dla danego elementu spetnione jest

r<i<r
lub

U<U<U”

Rys. 6.3.2
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Rys. 6.3.3

Jezeli okaze sie, ze warunki te nie sg spetnione, nalezatoby przeprowadzi¢ linearyzacje
danej charakterystyki w innym zakresie i powtdrzy¢ obliczenia. Z uwagi na to, metode te
stosuje sie zazwyczaj w przypadkach, gdy charakterystyki posiadajg duzy zakres liniowosci
oraz przy niewielkiej liczbie elementéw nieliniowych.

Rozpatrzmy dla przyktadu uktad z rys. 6.3.3a, zawierajacy jeden element nieliniowy
o charakterystyce przedstawionej na rys. 6.3.4. Zastgpienie oporu nieliniowego liniowym
uktadem zastepczym z iys. 6.3.2c sprowadza uktad do ukiadu zastepczego (rys. 6.3.3b),
w ktérym tatwo obliczyé, ze przy E\ - 10V, R2= 1052,R3=5Q otrzymamy
U\ —6.75 V. Napiecie to miesci sie w zakresie liniowosci, a wiec obliczeniejest poprawne.
Natomiastdla E\ = 5V otrzymuje sie U\ = 3.75 V, co nie miesci sie juz w zakresie liniowo-
sci. Dla takiego napiecia charakterystyka 2 nie mozejuz zastgpi¢ charakterystyki 1. W takim
przypadku nalezatoby charakterystyke zlinearyzowa¢ w innym zakresie, np. przez charakte-
rystyke 3 (rys. 6.3.4). Otrzyma-
my wtedy t/i = 3.26 V, co mie-

Sci sie w zakresie liniowosci no-
wo przyjetej charakterystyki.

Powyzszy przyktad wykazu-

je, ze metoda linearyzacji pro-
wadzi szybko do celu, jezeli
mozna z géry oszacowac napie-
cie lub prad elementu nielinio-
wego i przyja¢ aproksymacje
w odpowiednim zakresie. Jeze-
li nie mozna tego zrobi¢, moze
zaj$¢ koniecznos¢ kilkakrotnej
zmiany charakterystyki zastep-
czej.

Metoda linearyzacji moze
okazac¢ sie bardzo pracochton-
na przy "recznym" sposobie
analizy obwodu, jezeli w obwo-
dzie znajdzie sie wieksza liczba
elementéw nieliniowych, kté-
rych charakterystyki mozna Rys. 6.3.4



aproksymowac jedynie wieloodcinkowymi liniami tamanymi. W takim przypadku trudno a
priori wyznaczy¢ te odcinki poszczegdlnych charakterystyk, na ktorych lezg punkty pracy
poszczegblnych elementdw. Rozwigzanie takiego zagadnienia wymagatoby analizy wielu
wariantow liniowego uktadu zastepczego. W takim przypadku mozna zastosowa¢ metode
odcinkowej linearyzacji (za pomoca linii famanej).

Rozpatrzmy obwdd przedstawiony na rys. 6.3.5a posiadajgcy cztery elementy nielinio-
we, z ktérych kazdy mozna aproksymowac z wystarczajaca doktadnos$cig tréjodcinkowa linig
tamang (rys. 6.3.5b).

Zastapienie elementow nieliniowych liniowymi elementami zastepczymi daje obwdéd
jak na rys. 6.3.5¢c, w ktorym sity elektromotoryczne i opory przyjmuja rézne wartosci
w zakresie napie¢ od 0 do Ul, w zaleznosci od wartosci napiecia (pradu) istniejgcego
w danym elemencie. Dla pierwszego elementu otrzymamy

dla O0<t/<U\ :¢su iRn
dlaUi<U<U2:E12iRn

dla 1/2<U D £13 10?713

a) b)

c) En Rn R3k E3k

Rys. 6.3.5

ogolnie dla i-tego odcinka charakterystyki otrzymamy:
Eli oraz Ru

podobnie dla drugiego elementu
Ey oraz Ry-

dla trzeciego
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wreszcie dla czwartego

Em oraz Rm

Ograniczmy sie do elementéw z rosnagcymi charakterystykami (dla nich »~ > 0 dla

kazdego U). Dla takich obwoddw mozna wykazac, ze posiadajg one tylkojedno rozwigzanie.
Poprawne rozwigzanie, tj. rozwigzanie, dla ktérego punkty pracy wszystkich elementow
znajdujg sie na odpowiednich odcinkach linii famanych, otrzyma sie tylko dla jednej kom-
binacji odcinkéw, np.

dla i=1j=2k=11=3.

Poniewaz a priori nie wiadomo, ktora z kombinacji jest wtasciwa, nalezy dany obwad
przeliczy¢ dla wszystkich kombinacjii,j,k,l. £atwo sprawdzi¢, ze w przypadku obwodu zm

elementami aproksymowanymi n- odcinkowymi liniami tamanymi istnieje n n takich kom-
binacji. W rozpatrywanym przyktadzie nalezatoby zatem obliczy¢ 34 = 81 obwodow, co przy
recznym obliczaniu bytoby zbyt pracochtonne. Uzycie do tego celu komputeréw umozliwia,
ze wzgledu na znaczng szybko$¢ liczenia liniowych obwoddw, praktyczne stosowanie meto-
dy lineaiyzacji odcinkowej. Istniejg przy tym metody pozwalajace z gory wykluczy¢ pewng
liczbe "niemozliwych™ kombinacji [2]. Warto tez podkresli¢, ze otrzymuje sie rozwigzania

réwniez dla obwodo6w z elementami, dla ktérych moze zmieni¢ znak, a obwo6d moze

posiada¢ kilka rozwiazan.

Metoda linearyzacji moze by¢ zastosowana do obliczania przyrostéw napie¢ i pradow.
Zat6zmy, ze w obwodzie na rys.6.3.3 sita elektromotoryczna E\ doznata przyrostu o e\
(rys. 6.3.6a) oraz ze w zakresie zmian E\ + ei prad i napiecie elementu nieliniowego
pozostajg w zakresie liniowosci charakterystyki elementu nieliniowego. Zastepujac element
nieliniowy jego uktadem zastepczym, otrzymamy obwdd jak na rys. 6.3.6b. Poniewaz obwad
ten jest obwodem liniowym, mozemy w nim zastosowa¢ zasade superpozycji i osobno
obliczy¢ prady i napiecie wywotane przez site elektromotoryczng E\ i Eo tgcznie
(rys. 6.3.6¢)- beda to np. prady 7n ,h i,hi oraz napiecie U\i, a osobno prady wywotane
przez przyrost sity elektromotorycznej ei, bedg to prady h , h , h oraz napiecie ui
(rys. 6.3.6d).

Oczywiscie:
71=/11 +u
h =721+ ¢2
h =731+ 13
Ul = Uu +ui

Z powyzszego wynika, ze w uktadach takich mozna obliczy¢ przyrosty pradéw i napie¢
bez koniecznosci obliczania samych pragddw i napie¢. W tym celu nalezy zastgpi¢ element
nieliniowyjego oporem dynamicznym, asite elektromotoryczna, ktérej przyrost rozwazamy
zastgpi¢ samym przyrostem (rys. 6.3.6d). Taki obw6d mozna analizowaé¢ dowolnymi meto-
dami liniowymi.

Metoda linearyzacji dla przyrostéw jest szeroko stosowana np. w elektronice.
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Rys. 6.3.6

6.4. Metody graficzne, obwody z Jednym elementem nieliniowym

Rozpatrzmy najpierw najprostszy obwod nieliniowy sktadajacy sie z szeregowego pota-
czenia dwdch elementdw nieliniowych ijednej sity elektromotorycznej idealnej (rys. 6.4.1).
Charakterystyki obu elementéw przedstawione sg na rys. 6.4.2.

W obwodzie obowigzuje drugie prawo Kirchhoffa

Ui + U2= U0 (6.4.1)

oraz dane sg obie charakterystyki w postaci
I =h(Ui) (6.4.2)
i=hm (6.4.3)

Przez obydwa opory ptynie ten sam prad I.

W powyzszych trzech réwnaniach mamy trzy niewiadome U\, Uz oraz I.

Po podstawieniu do (6.4.3) napiecia U2 wyznaczonego z (6.4.1) otrzymamy dwa réwna-
nia o dwaéch niewiadomych/ i U\:

| = 1(Ui) (6.4.4)
/ = 12(U0- Ui) (6.4.5)

Uktad tych réwnan mozna rozwigza¢ graficznie rysujagc obie zaleznosci na jednym
wykresie. Pierwsza zalezno$¢ to charakterystyka pierwszego elementu 1. Drugg zalezno$é
(6.4.5) mozna zidentyfikowac jako zwierciadlane odbicie charakterystyki 2 wzgledem osi I,
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UE

u0Q

Rys. 6.4.1 Rys. 6.4.2

przesuniete w prawo o odcinek réwny sile elektromotorycznej Uo (2’ rys.6.4.3). Punkt
przeciecia sie obu krzywych P wyznacza prad |, napiecie U\ oraz napiecie Uz (rys.6.4.3).

Celem rozwigzania uktadu sktadajgcego sie z szeregowego potgczenia SEM Uo oraz
dwoéch oporéw nieliniowych wystarczy zatem narysowaé charakterystyke jednego z nich
oraz zwierciadlane odbicie charkterystyki drugiego oporu, przesuniete o warto$¢ réwng
SEM Uow kierunku osi U.

W szczegdlnosci metode powyzsza mozna zastosowac, jezeli jeden z elementdw jest
liniowy. Mamy wéwczas

IM ) (6.4.6)
_ Uo_s7
| = R (6.4.7)
skad
-1 M)
Uo-Ux
R (6.4.8)

Drugie rownanie przedstawia pro-
stg przecinajgcg o$ napiecia w miejscu
U = Uo, a 0$ pradu w miejscu

/=X (rys .6.4.4)

Powyzsza konstrukcja moze stano-
wi¢ podstawe do rozwigzywania dowol-
nie ztozonych obwodo6w zawierajacych
jeden element nieliniowy. Dowolny ob-
wod elektryczny zawierajacy poza jed-
nym elementem nieliniowym tylko
idealne zZrédta i liniowe opory (rys.
6.4.5a), mozna zawsze przedstawic
w postaci ukfadu z rys. 6.4.5b, gdzie li-
niowg cze$¢ obwodu reprezentuje li-
niowy dwajnik aktywny. Korzystajac

Rys. 6.4.3
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Rys. 6.4.4

z zasady Thevenina dla dwdjnika aktywnego, mozna go przedstawi¢ w postaci uktadu
zastepczego sktadajacego sie z SEM Uo i oporu wewnetrznego Rz w wyniku czego otrzy-
mamy uktad z rys. 6.4.5c identyczny z uktadem z rys. 6.4.1. W uktadzie tym za pomoca
konstrukcji (rys. 6.4.4) mozna obliczy¢ prad i napiecie na dwojniku aktywnym. Znajomos¢

Rys. 6.4.5

a) b)

Rys. 6.4.6
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tych wielkosci umozliwia obliczenie rozptywu pra-

du irozktadu napie¢ w poszczegdlnych elementach E
dwajnika.
Na rys. 6.4.6a przedstawiony jest obwdd z jed-
nym elementem nieliniowym. W obwodzie tym za- 13,
stapiono cze$¢ liniowg (dwdjnik aktywny) uktadem
zastepczym Uo , Rz, otrzymujac R T
r2 Uit
1
R3R* RyS. 6.4.7

Rz R3+Ra’
co pozwala na zastosowanie konstrukcji z rys. 6.4.4 i obliczenie pradu | oraz napiecia
w liniowej cze$ci obwodu w uktadzie z rys. 6.4.7.
Np. prad h :

B=A(E +11).

6.5. Nieliniowe elementy zastepcze

W teorii obwodéw liniowych mozna wprowadzi¢ pojecie oporu zastepczego dla szere-
gowego potgczenia oporow i rownolegtego potaczenia.

Rozpatrzmy obecnie mozliwo$¢ wprowadzenia nieliniowych elementéw zastepczych.

Narys.6.5.1a przedstawionejestszeregowe potgczenie idealnej sity elektromotorycznej
z nieliniowym oporem, ktére mozna zastapi¢ zastepczym elementem nieliniowym
(rys. 6.5.1b).

Istotnie, dla obwodu z rys. 6.5.1a obowigzuje

/ = 1(Un) (6-5.1)

oraz
Un=U-Uo, (6-5.2)

a) b)
Rys. 6.5.1
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zatem
/= 1(U - U0 = I1z{U) (6.5.3)

Znajac charakterystyke oporu nieliniowego | = J(Un) oraz site elektromotoryczng Uo
mozna znalez¢ charakterystyke zastepczg oporu nieliniowego | = 1Z(U) przez przesuniecie
jej o odcinek Uow prawo (rys .6.5.1a). (Albo réwnowaznie - przez réwnolegte przesuniecie
uktadu wspotrzednych w lewo).

Na rys. 6.5.2 przedstawionajest odpowiednia konstrukcja dla réwnolegtego potaczenia
idealnej sity praqdomotorycznej i oporu nieliniowego.

W tym przypadku

In = In(U) (6.5.4)
oraz

I —In+lol (6.5.5)
zatem

I=h(U)+1lo =1z{U) (6.5.6)

co odpowiada przesunieciu charakterystyki In(U) o odcinek low gore.

1=12(U)

Rys. 6.5.2

Rownie tatwo mozna uzyskaé charakterystyki nieliniowego oporu zastepczego szerego-
wego i réwnolegtego potaczenia oporéw nieliniowych.
Dla potgczenia szeregowego (rys. 6.5.3)

Ui = ui() (6.5.7)
U2 = UI{T) (6.5.8)
oraz
u = U + Ui= Ui() + udi) = uzAr) (6.5.9)

Celem otrzymania charakterystyki zastepczej szeregowego potgczenia nalezy dodac dla
danego pradu napiecia obu elementéw.



Rys. 6.5.3

Dla potaczenia réwnolegtego (rys. 6.5.4)

h =h{U) (6.5.10)
12=h{U) (6.5.11)
oraz
[ =1, +h =1L +14V) = Iz(tf) (6.5.12)

Celem otrzymania charakterystyki zastepczej réwnolegtego potgczenia nalezy dodac
dla danego napiecia prady obu elementéw.

I=1Z<U)

Rys. 6.5.4

Stosowanie zastepczych elementow nieliniowych umozliwia czesto zmniejszenie liczby
elementow nieliniowych w uktadzie, prowadzgc tym samym do uproszczenia obliczen.
W niektérych przypadkach mozna doj$é przez wielokrotne stosowanie elementéw zaste-
pczych do obwodéw prostych, np. typu pokazanego na rys. 6.4.1, dla ktérych rozwiazanie
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Rys. 6.5.5

jestjuz znane. Tak np. obwod z rys. 6.5.5a mozna upros$ci¢ zastepujac w pierwszym etapie
szeregowe potaczenie oporéw 2 i 3 oraz SEM Ej i oporoéw 4 i 6 oporami nieliniowymi
zastepczymi 2, 3 oraz 4, 6,7 (rys. 6.5.5b). W nastepnym etapie mozna zastapi¢ rownolegte
potaczenie oporéw 4, 6, 7 oraz 5 jednym oporem zastepczym 4, 5, 6, 7, otrzymujac uktad
z rys. 6.5.5¢, ktory jest identyczny z uktadem z rys. 6.4.1 i moze by¢ tatwo rozwiazany.

Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze nie wszystkie obwody nieliniowe mozna sprowadzi¢ tg drogg
do prostszych obwodéw. Juz prosty stosunkowo nieliniowy mostek nie moze by¢ tym
sposobem rozwigzany.

6.6. Obwody z dwoma elementami nieliniowymi

Jezeli obwdd zawierajedynie dwa elementy nieliniowe, to sprowadzi¢ go mozna zawsze
do zastepczego obwodu z rys. 6.5.5a. Zauwazmy, ze dowolny obwdéd zawierajacy, procz
liniowych oporéw, idealnych sitelektromotorycznych i pradomotorycznych, dwa nieliniowe
opory mozna zawsze przedstawi¢ w postaci podanej na rys. 6.6.1a. Zastosowanie zasady
wyodrebniania zapomoca sitpradomotorycznych pozwala nawyodrebnienie liniowej czesci
L (rys. 6.6.1b). Mozna obecnie osobno rozpatrzy¢ czes¢ liniowg i przeksztatcic¢ ja w odpo-
wiedni sposob. Stosujgc do wyodrebnionej czesci liniowej zasade superpozycji mozna
obliczy¢ napiecie Ui jako sume trzech sktadowych. Pierwsza pochodzgcajedynie od pradu
li jest do niego proporcjonalna, druga pochodzgcajedynie od pragdu h jestproporcjonalna
do tegopradu, trzeciapochodzi od sitprgdomotorycznych i elektromotorycznych czesci liniowej,
jest ona réwna napieciu biegu jatowego uktadu liniowego (w celu obliczenia tej sktadowej

nalezy bowiem zgodnie z zasadg superpozycji odtgczy¢ obie zewnetrzne sityprgdomotoryczne).
Mozna zatem napisa¢

Ui= - Rnh - R22l2 + Uio,(6.6.1)

gdzie i?n iR u wspdtczynniki zalezne od struktury czesci liniowej.
Podobnie mozna napisaé

U2~ ~R2a~R2l2 + Uom (6.6.2)

Zauwazmy, ze powyzsze rownania mozna réwniez traktowac jako réwnania pradow
Oczkowych obwodu zastepczego przedstawionego na rys. 6.6.2.
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a)

Rys. 6.6.1

Mozna zatem kazdy uktad zawierajagcy dwa elementy nieliniowe sprowadzi¢ do uktadu
zastepczego z rys. 6.6.3, ktory jest rownowazny uktadowi z rys. 6.5.5a i moze by¢ rozwiazany
w sposob przedstawiony powyzej.

Praktyczne zastosowanie tej metody wymaga obliczenia napie¢ biegu jatowego czwor-
nika liniowego "L", tzn. napie¢ Clioi f/2 jakie powstang po odtgczeniu elementdw nielinio-
wych, a nastepnie przedstawienia réwnan czesci liniowej L w postaci réwnan (6.6.1) i (6.6.2)
i okre$lenia wartosci trzech oporéw zastepczych.

iUio Rii-Rig R22~Rgi ip

Rys.6.6.2
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T U io R 11— R ]2 R¢?2 ~ R s i ~ 20 T

u, R12-R21 u2

Rys. 6.6.3

6.7. Metody iteracyjne

Obliczanie bardziej ztozonych obwodéw przeprowadza sie najczesciej metodami itera-
cyjnymi, w szczeg6lnosci wtedy, gdy stosuje sie metody komputerowej analizy. Przedstawimy
ponizej dwie metody, moga one by¢ stosowane do dowolnie ztozonych obwodéw zaréwno
nieliniowych, jak i liniowych. Obie metody przedstawimy opierajac sie na pojeciu drzewa
obwodu. W drzewie obwodu muszg znalez¢ sie wszystkie elementy obwodu uzaleznione
pradowo, za$ w zbiorze gatezi fgczacych, wszystkie elementy uzaleznione napieciowo.
Pozostate elementy mogg znalez¢ sie zaréwno w drzewie, jak i wsrdd gatezi tgczacych.

6.7.1. Metoda lteracji prostej

Pierwsza z nich, to tzw. metoda iteracji prostej. Metoda opiera sie na mozliwosci
wyrazania pradéw gatezi drzewa przez prady gatezi taczacych oraz napie¢ gatezi taczacych
przez napigcia gatezi drzewa, zalezno$ci te wyprowadzono w rozdziale 4.2. (4.2.12i4.2.17).
Mozna réwniez zacza¢ od wyrazenia napie¢ na galeziach fgczacych przez napiecia gatezi
drzewa.

Przyjmijmy dowolne wartosci dla pragdéw gatezi
taczacych obwodu I .Na podstawie tych wartosci
mozna obliczy¢ pozostate prady obwodu - prady ga-
tezi drzewa It. Znajac wartosci pradow gatezi drze-
wa mozna, z charakteiystyk elementow U = 11(1),
wyznaczy¢ napiecia na tych gateziach U j. Znajomosc
napie¢ gatezi drzewa pozwala z kolei obliczy¢ napie-
ciagatezitaczacych Ul , ana ich podstawie (znow za
pomocg charakterystyki elementéw / = 1(JJ) mozna
wyznaczy¢ prady gatezi tgczacych 11 . Gdyby byly
one réwne pragdom pierwszego przyblizenia I, to

zagadnienie bytoby rozwigzane. Jezeli nie sa one
réwne, to calg operacje, zwang krokiem iteracji, na-

Rys. 6.7.1
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lezy powtorzy¢ z innymi wartosciami L, az do uzyskania dostatecznej zgodnosci miedzy

Lali

Przedstawimy podstawowe problemy zwigzane z tg metodg iteracji na przyktadzie
prostego obwodu z jednym elementem nieliniowym z rys. 6.7.1. Przyjmijmy, ze gatezig
drzewajest gatagz z SEM E zaznaczona na rysunku pogrubiong linig, charakterystyka gatezi
taczacej (a) i gatezi drzewa (b) przedstawione sg na rysunku 6.7.2a. Zaczynamy iteracje
przyjmujac za pierwsze przyblizenie prad gatezi tgczacej /il5 (rys. 6.7.2a). Znajac prady
w gateziach tgczacych mozna obliczy¢ prady gatezi drzewa, w tym przypadku prad réwny
jest pragdowi gatezi tgczacej lil\ Na podstawie pradu gatezi drzewa mozna z charakterystyki
tej gatezi (b) wyznaczy¢ napiecie gatezi drzewa (punktl), jest ono rowne Ih mZnajac
napiecia gatezi drzewa mozna wyznaczy¢ napiecia gatezi taczacych. W tym przypadku
napiecie na gatezi tgczacej Up®= U . Znajac to napiecie, mozna z charakterystyki gatezi
(a) wyznaczy¢ prad tej gatezi (punkt 2). Prad ten jest rowny pradowi gatezi tgczacej
W ten sposob zamkniety zostat pierwszy cykl iteracji. Gdyby

to oznaczatoby to, ze znalezione zostato rozwigzanie z okreslong przez powyzsza nieréw-
nos$¢ doktadnoscia. Jezeli ten warunek nie jest spetniony, to trzeba kontynuowac iteracje.
W przypadku iteracji prostej dla nastepnego cyklu iteracji przyjmuje sie warto$¢ pradu
z poprzedniej iteracji, a wiec

/P =/P,

otrzymujac kolejne punkty 3,4,5... powtarzajac postepowanie az do osiggniecia dostatecznej
doktadnosci, a wiec punktu dostatecznie bliskiego punktowi stanowigcego rozwigzanie
uktadu.
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Rys. 6.7.2b

W tablicy 6.7.1 przedstawiono przebieg iteracji dla obwodu z rys. 6.7.1, przy czym
przyjeto, ze element nieliniowy ma charakterystyke typu ij = a U\ |U\| .W kolumnie "a"
przedstawiono wartosci napigcia na elemencie nieliniowym U\ w kolejnych iteracjach, dla
przypadkugdy R = 4 Q orazE = 6V.Moznazauwazyc¢, ze iteracjajest zbiezna, napiecie
na elemencie nieliniowym ustala si¢ na warto$ci U\ =5V.

tatwo jednak zauwazy¢, ze procedura iteracji prostej nie zawsze musi by¢ zbiezna.
W przypadku wiekszej wartosci rezystancji liniowej R ,np. R = 20 £ (rys. 6.7.2 b), iteracja
moze by¢ rozhiezna. Ilustruje to przyktad przedstawiony na tym rysunku. Przebieg iteracji
w tym przypadku przedstawiony jest w tablicy 6.7.1 w kolumnie b.

W takich przypadkach nalezatoby przyja¢ do kolejnej iteracji warto$¢

I[n> < Kn+V </(")

Tablica 6.7.1
E = 6.000 E = 10.000 E = 10.000 E = 10.000
R = 4.000 R = 20.000 R = 20.000 R = 20.000
a=0.01 a=0.01 a=0.01 a =001
a =06

n

1 2.000 2.000 2.000 2.000

2 5.840 9.200 4.880 6.000

3 4.636 -6.928 5.023 5.059

4 5.140 19.599 4,995 5.000

5 4,943 -66.828 5.001 5.000

6 5.023 903.185 5.000 5.000

7 4,991 . 5.000 5.000

8 5.004 . 5.000 5.000

9 4,999 . 5.000 5.000

10 5.001 5.000 5.000
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Rys. 6.7.2.C

czyli

i{n+» =ann) + (I-a)l{n>,

0 < a< —1. Przez odpowiedni dobd6r warto$ci a mozna uzyskac zbieznos$¢ procesu iteracyj-
nego, co przedstawiono na rys. 6.7.2c oraz w tablicy 6.7.1 w kolumnie ¢, po 5 iteracjach btgd
jest mniejszy od 0.1%.

PrzesledZzmy obecnie te metode w sposob ogdlny dla dowolnego obwodu. Przypusémy,
ze w wyniku przeprowadzenia iteracji w n-tym kroku obliczone sg prady gatezi fgczacych

+ ,wtedy prady gatezi drzewa mozna obliczy¢ wedtug rownania (4.2.12)

{=-AI"> (6.7.1)

Zaktadajac dla uproszczenia, ze obwod zawiera jedynie sity elektromotoryczne (uwz-
glednienie sit prgdomotorycznych nie przedstawia trudnosci, uczynitoby jednak wywody
mniej przejrzystymi), otrzymamy dla napiecia na i-tej gatezi drzewa (rys. 6.7.3)

U® = Uniift?) +Er, = I/n(/#)) (6.7.2)

gdzie [/, i(/"przedstawia charakterystyke elementu nieli-
niowego i-tej gatezi, a [/n(/n “charakterystyke catej i-tej

gatezi drzewa. Unjslp
Dla wszystkich gatezi drzewa mozna to zapisa¢ w postaci U,
macierzowej: E,(t)

(#*>)+ Er (6.7.3)

gdzie macierz kolumnowa napie¢ na elementach nielinio-

wyeh Rys. 6.7.3
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'Ug-w+2 (iffiw+1)

un(ly = (6.7.4)
Ug(4n)
za$ macierz kolumnowa sil elektromotorycznych
Eg—w+2
Et= (6.7.5)

Gatezie drzewa posiadajg bowiem numery odg-w-t-2 dog (patrz rozdziat 4.2).
Po obliczeniu napie¢ gatezi drzewa mozna z réwnania (4.2.17) obliczy¢ napiecia gatezi
tagczacych

U = AT UF) (6.7.6)

za$ na podstawie charakterystyk mozna wyznaczy¢ prady wgateziach tgczacych. Na elemen-
cie nieliniowym i-tej gatezi taczacej istnieje napiecie Uu - Eu, zatem

1&* = ju (t/ii5- Eu) (6.7.7)

€O w zapisie macierzowym ma postac

liny* = (UA> - E) (6.7.8)

Gwiazdka *w I[”’5* oznacza, ze bedzie to na 0g6tinna warto$¢ niz warto$¢ poczatkowa
«-tej iteracj I["5.

W ten sposob zostata zakonczona «-ta iteracja. Jezeli w jej wyniku wartosci koricowe
iteracji sg dostatecznie bliskie warto$ciom poczatkowym, tj.

W (6.7.9)

to mozna uzna¢, ze sa one rozwigzaniem obwodu. Jezeli warunek ten nie jest spetniony,
nalez;' dokona¢ nastepnej n+ l-szej iteracji. W ogdlnym przypadku przyjecie wartosci
koncowych «-tej iteracji jako wartosci poczatkowych n + I-szej iteracji

IIn+2) = I[")*
moze doprowadzi¢ do rozbieznej iteracji.W takich przypadkach mozna przyjac¢
I[«+1) = a |g0 + (i-a) |[«)* (6.7.10)

gdzie wspotczynnika (0 < a < 1) pozwala na uzyskanie zbieznosci (zbyt duze a prowadzi
do zwiekszenia liczby koniecznych iteracji, zapewniajac zbieznos¢, zbyt mate moze dopro-
wadzi¢ do rozbieznej iteracji). Optymalny dobdr a zapewniajgcy uzyskanie minimalnej
liczby iteracji, jest tu osobnym problemem.
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Obwad nieliniowy przedstawiony na rys. 6.7.4 rozwigzano powyzszag metodg. Wszystkie
opory w tym obwodzie sg nieliniowe, opisane zaleznosciami typu Ui = ai li\li|.

Dla wartosci wspdtczynnikéw przedstawionych na rys. 6.7.4 przeprowadzono obliczenia
otrzymujac ponizsze wyniki:

= 1741 E 00 © ~2
= 6.934E-01
/3= 6.707E-01
/4= 1048 E 00
/5 =-2.274 E-02
/6 = 1.070E 00

Liczba iteracji = 51
Na rys.6.7.5 przedstawiono
schemat blokowy tej metody.

Rys. 6.7.4

6.7.2. Metoda Newtona-Raphsona

W opisanej w poprzednim rozdziale metodzie iteracji prostej znaczng trudnosé przed-
stawia odpowiedni dob6r wspétczynnikow a. Dla kazdej bowiem gatezi taczacej nalezatoby
dobra¢ inny wspotczynnik celem otrzymania optymalnego procesu iteracji. Przedstawiony
ponizej algorytm Newtona - Raphsona nie posiada tej wady, a réGwnocze$nie zapewnia
z jednej strony zbiezno$¢ procesu iteracyjnego, jezeli punkt startowy znajduje sie dostate-
cznie blisko rozwigzania, z drugiej zas strony zapewnia szybsza zbiezno$¢ algorytmu w po-
blizu rozwigzania. Okupione jest to jednak wiekszg ztozonos$cig obliczeniowa.
Przedstawimy te metode na przyktadzie rozpatrywanego juz obwodu z rys. 6.7.1 a. Dla tego
obwodu mozna bowiem napisa¢ réwnanie | prawa Kirchhoffa:

U+ U2=E
i rownania elementéw:

h =% I = 1I(U)
Poniewazh =/, otrzymamy stad

F(U)="H -I1(U ) =Q (6.7.11)

Rozt6zmy funkcje F(U) w szereg Taylora wokot punktu

(6.7.12)



Wczytanie
danych

znalezienie
drzewa obwodu

(macierzy A)

I[nN*=1L(uin)-E L)

Wyprowadzenie
wynikéw

Rys. 6.7.5

Dla nastepnej iteracji t/”+ ~znajduje sie w poblizu I/-n\ zatem mozna poming¢ w roz-
ktadzie cztony z wyzszymi pochodnymi:

d=_

FE/n+1>) = F(/ ny + qU

_ <) (6.7.13)
u=u)

Jezeli znamy warto$¢ I/-n\ to kolejna warto§¢ UMm+” powinna nas doprowadzié¢ w po-
blize rozwigzania, a wiec powinno by¢ F(l/-n+”) = 0, skad



t/'1+1) = [/(O ~3LFJ (6.7.14)

Interpretacja graficzna powyzszego rownania przedstawiona jest na rys. 6.7.6. Jezeli
narysujemy styczng do krzywej F(U) w miejscu U = I/-n\to zauwazymy, ze przecina ona 0$

U w punkcie B a wiec w miejscu U - Z tréjkata ABC wynika, ze
Eyw) <F
0.1 _ ga :duU
U=[/n)

Widaé stad, ze przy kolejnych iteracjach algorytm prowadzi szybko do rozwigzania
(punktR). Przebieg iteracji przedstawionyjestw tablicy 6.7.1. w kolumnie d. Juz po 4iteracji
otrzymuje sie btgd mniejszy od 0.1% . Z tablicy 6.7.1 wynika, ze w tym przypadku metoda
Newtona-Raphsona najszybciej prowadzi do celu.

FdJ<as>

Rys. 6.7.6

W niektérych przypadkach, przy nieodpowiednim doborze punktu startowego ( daleko
od rozwigzania) lub przy specyficznym charakterze nieliniowosci, algorytm Newtona-
Raphsona moze okaza¢ sie rozbiezny. Skuteczne stosowanie tej metody wymaga wiec
przyjecia dobrego przyblizenia poczgtkowego. Na rys. 6.7.7 przedstawionyjest przypadek,
w ktédrym obwod posiada kilka rozwigzan. W zaleznosci od doboru punktu startowego
metoda daje rézne rozwiazania. Jezeli przyjmiemy za warto$¢ poczatkowg (punkt startowy)
napiecie U\, to otrzymamy jako rozwigzanie punkt Pj, jezeli Uz, to punkt P2itd.

Algorytm Newtona-Raphsona mozna uog6lni¢ na przypadek wielowymiarowy. W tym
celu nalezy przedstawi¢ réwnania obwoddéw w postaci:

F(U)=0 (6.7.15
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Rys. 6.7.7

Ponizej przedstawimy jeden z mozliwych sposobow.

Przyjmijmy drzewo obwodu, w ktérym znajda sie wszystkie elementy uzaleznione
pradowo, natomiast w zbiorze gatezi faczacych, zawierajagcymg - w + 1 gatezi, wszystkie
elementy uzaleznione napieciowo. Wtedy mozna wyrazi¢ (z charakterystyk gatezi) napiecia
gatezi taczacych przez ich prady (réwnania elementéw):

1= -11 (Ur)

na podstawie (4.2.12) prady gatezi drzewa przez prady gatezi tgczacych (pierwsze prawo
Kirchhoffa):

= -A’lt=-A’ (U

na podstawie pradéw gatezi drzewa mozna z ich charakterystyk obliczyé napiecia (rGwnania
elementow):

UT = Ut(lt) =Ut(-A’ It (Ut))

Znajac napiecia galezi drzewa mozna obliczy¢ napiecia gatezi tgczacych (4.2.17) (drugie
prawo Kirchhoffa):

Ur=ATUt=At Ut(-A IL(UD)

€0 mozna przepisa¢ w postaci:

F(Un =UI-AtUt(-A’uUrn)) =0 (6.7.16)
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a wiec w postaci (6.7.15) (w tym przypadku U = UL
Wprowadzimy macierz Jacobiego funkcji F W postaci:

~aFi(U) 3Fi(U) gFi(U)
BU1 BUz BUn
3F2(U) 3F2(U) BFz(U)
J(U) = BU1 BUz BUn (6.7.17)

aFn(U) 3F,(U) 3Fn{V)
BUi BUz BUn

Roéwnanie dla obliczenia kolejnego przyblizenia mozna wiec przedstawi¢ w postaci
analogicznej do (6.39):

Un+t) =uUm - JUM) 1FUM) (6.7.18)

Jak zpowyzszego wzoru wynika, do obliczenia kolejnych warto$ci zmien-nych konieczna
jest znajomo$¢ Jacobianu obliczonego dla wartosci zmiennych z poprzedniej iteracji oraz
znalezienie jego macierzy odwrotnej. Celem unikniecia obliczania macierzy odwrotnej
(wymaga wiekszej liczby operacji niz rozwigzanie odpowiedniego uktadu réwnan), mozna
powyzszy wzér przeksztatci¢ do postaci:

J (U< Un+l) = J (U<rp) Ure- F (U< (6.7.19)

co przedstawia sobg uktad réwnan liniowych wzgledem U®+1* Zagadnienie obliczania
kolejnych iteracji sprowadza sie wiec do obliczenia Jacobianu funkcji JiU ~j oraz jej

wartos$ci U*n"irozwigzania uktadu réwnan liniowych, celem wyznaczenia Un+ \ Prakty-
cznie metoda ta wymaga stosowania komputeréw ze wzgledu na pracochtonnos¢ obliczen.

6.8. Obwody nieliniowe posiadajgce wiele rozwigzan

Cechg charakterystyczng obwod6w nieliniowych jest mozliwo$¢ wystepowania w nich
wielu rozwiazan. Do takich obwodow nalezg np. tzw. przerzutniki, oraz obwody zawierajgce
elementy o charakterystykach typu "n"i"s". Rozpatrzmyjeszcze raz obwdd z rys. 6.4.1. Niech
charakterystyka pierwszego elementu nieliniowego bedzie charakterystykag typu "n"
(rys. 6.8.1a), za$ drugi element niech bedzie elementem liniowym R. Korzystajac z metody
graficznego rozwigzania obwodow zjednym elementem nieliniowym (rozdz. 6.4), otrzyma-
my przy matej wartosci R przypadek przedstawiony na rys. 6.8.1a -jedno rozwiazanie dla
punktu pracy elementu . Jezeli jednak zwiekszymy warto§¢ SEMt/o oraz R, otrzymamy
przypadek przedstawiony na rys. 6.8.1b. Teraz mozliwe sg trzy r6zne rozwigzania, dla
punktéw P i,P2i P3 . Stosujagc metody iteracyjne otrzymamy, w zaleznosci od doboru
punktu startowego iteracji, jedno z tych rozwigzan. W bardziej ztozonych obwodach liczba
mozliwych rozwigzan nie jest na og6t znana a priori. Znalezienie wszystkich rozwigzan
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Rys. 6.8.1

w takich obwodach jest problemem trudnym. Jedyna, prostg i skuteczng metoda pozwala-
jaca na znalezienie wszystkich rozwigzan jest metoda linearyzacji odcinkowej.

W realnym obwodzie punkt pracy Pi bedzie punktem niestabilnym, to znaczy obwaod
nie moze sie znalez¢é w tym punkcie w stanie ustalonym, pozostate punkty pracy P2 i P3sg
mozliwe. W ktérym z nich realny realny obwaod sie ustali, nie mozna stwierdzi¢ ani uzasadnic
na podstawie teorii obwodow pradu statego. Konieczne jest tu uwzglednienie elementow

biernych obwodu (indukcyjnosci oraz pojemnosci) oraz znajomo$é sposobu zatgczania
obwodu.



Rozdziat 7

OBWODY ZE STEROWANYMI ELEMENTAMI |
WIELOBIEGUNNIKAMI

7.1. Elementy sterowane

W dotychczasowych rozwazaniach rozpatrywano elementy obwoddéw, w ktorych napie-
cie jest jedynie funkcjg pradu ptyngcego przez ten element:

U= U{l) (7.1.1)
wzglednie
1 =1(U) (7.1.2)

Obecnie rozwazymy elementy, dla ktérych napiecie uzaleznione jest od pradu I ptyna-
cego przez ten element oraz od innej wielkosci fizycznej X:

U= U(lX) (7.1.3)
wzglednie
I —I(U,X) (7.1.4)

Przedstawicielem tej klasy elementow moze by¢ np. fotodioda, w ktorej prad / zalezny
jest od napiecia U oraz od strumienia $wietlnego <>padajacego na ztgcze fotodiody:

I=([/,<!>) (7.1.5)

Zalezno$¢ taka mozna przedstawi¢ na ptaszczyznie I, U w postaci rodziny krzywych
I —1(U, ¢n) przy <x= const. Na rys.7.1.1 przedstawiono rodzine charakterystyk fotodio-
dy krzemowej. Innym przyktadem takiego elementu moze by¢ tzw. termistor, gdzie role
wielkosci A' przyjmuje temperatura.

Wigczenie takiego elementu w szereg z oporem R i SEM E (rys. 7.1.2) mozna rozpa-
trywa¢ przy konkretnej wartosci X - X n , podobnie jak potgczenie szeregowe oporu
nieliniowego



Rys. 7.1.1

I =1(U,Xn) = In(V)

zoporem R i SEM E (patrz rozdziat 6.4).

Rys. 7.1.2

W ten sposéb punkt pracy uktadu moze by¢ ustalony przez zmiane wartosci wielkosci
X. Na przyktad dla X = X\ - punkt 1, d\aX =Xn -punkt n. Przy zmianie wartosci wielkosci
X od Xi do Xn punkt pracy bedzie sie przemieszczat wzdtuz prostej 1od punktu 1do n.
Mozna moéwié, ze element taki jest sterowany przez wielkosci X.

Elementy o charakterystykach

I =1(U,X)
U= U(I,X)

bedziemy nazywali elementami sterowanymi, a wielko$¢” - wielkoscig sterujgcg. Mozliwe
sg rowniez elementy sterowane przez wiecej niz jedng wielko$¢ sterujacg, wowczas
I =1(U,XI,X2,...Xn).
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7.2. ldealne napieciowe i prgdowe zrodia sterowane

Dla dalszych rozwazan wygodne jest wprowadzi¢ pojecie idealnych zrédet sterowanych.
Sa one uogodlnieniem pojeé idealnych zrédet napieciowych i pradowych.

Idealnym napieciowym Zrodtem sterowanym nazwiemy zrédto napieciowe,
ktorego sita elektromotoryczna E jest proporcjonalna do wielkosci
sterujacej X (najczesciejjest to napiecie lub prad).

Es = kEX (7.2.1)

(7.2.2)Napiecie na idealnym napieciowym zrodle sterowanym zalezy jedynie od wielko-
&ci sterujacej, nie zalezy wiec od pradu ptynacego przez zrodto:

U =Es = kEX (7.2.2)
Zalezno$¢ powyzsza mozna graficznie wyrazi¢ przez rodzine charakterystyk

(rys. 7.2.1b).*)

Xi < X2 <x3=0< x4 < x5

EsO u
a)
b>
Rys. 7.2.1
Jezeli wielkoscig sterujgcajest napiecie Uxmiedzy weztami ,to mamy do czynienia

ze zrédtem napieciowym sterowanym napieciem (rys. 7.2.2a). Dla takiego Zrodia :

Es = kim Wx (7.2.3)

*) Dla sil sterowanych stosujemy odbiornikowy system strzalkowania
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Jezeli wielkoscig sterujgca jest prad Ix
ptynacy w gatezi wigczonej miedzy weztami
“i" i "§", to mamy do czynienia ze zrédtem ‘ k
napieciowym sterowanym pradowo (rys.
7.2.2b). Dla niego:

< X i* O e,
:kmilx (7.2.4) )
J i j i
a) b>

Podobnie mozna wprowadzi¢ pojecie
idealnego pradowego zrodta sterowanego.
Jest nim zrodto pradowe, ktérego prad wy-

. . . Rys. 7.2.2
muszany Jx jest proporcjonalny do wielko-
Sci sterujgcej X
Js = k\X (7.2.5)

Prad w takim zrdédle sterowanym zalezy jedynie od wielkosci sterujgcej, nie zalezy od
napiecia najego zaciskach, zatem

I =JS=k\X (7.2.6)
Powyzsza zalezno$§¢ mozna graficznie wyrazi¢ przez rodzine charakterystyk
(rys. 7,2.3b).

Jezeli wielkoscigsterujacajest napiecie Uxmiedzy weztami "i"i "'j"", to mamy do czynienia
z zrodtem pragdowym sterowanym napieciem (rys. 7.4.2a). Dla takiego zrodta :

Js —feui Ux (7.2.7)

a)

b)

rys. 7.2.3



Jezeli wielko$cig sterujacg jest
prad Ix ptynacy w gatezi wigczonej
miedzy weztami "i"i" f,to mamy do
czynienia z zrédtem pragdowym ste-
rowanym pragdem. Dla niego:

Js —ku Ix (7.2.8)

Idealne napieciowe i pragdowe
Zrodia sterowane stanowig idealiza-
cje rzeczywistych zrédet. Majg one
jednak wazne zastosowanie w sche-
matach zastepczych rzeczywistych
sterowanych zrédet, tranzystoréw
i innych elementow elektronicznych.

7.3. Liniowe uklady zastepcze rzeczywistych dwodjnikéw sterowanych

Rozpatrzymy szeregowe potaczenie idealnego sterowanego zrodta napieciowego Es
zoporem R i idealnym zrédtem napigeciowym Eo (rys .7.3.1a). Dla X = 0 otrzymujemy
szeregowe potaczenie oporu R zidealnym zrédtem napieciowym Eo, dla ktérego charakte-
rystyka pradowo-napieciowgjest prosta li przecinajaca 0$ Uw miejscu Eo (rys. 7.3.1b). Dla

X * O powstaje sita elektromotoryczna  =kxEX, ktéra dodaje sie do napiecia na oporze

R, wtedy

-1109.

Rys. 7.2.4

U=EO0O+R I +kxEX

Ryj. 7.3.1



-120-

Na rys. 7.3.1b przedstawiono te zaleznos¢ dla punktu pracy P o wspétrzednych h , U\.
Dla tej warto$ci” otrzymujemy charakterystyke pradowo-napieciowa, ktérajest przesunie-
ta rownolegle wzgledem prostej o kxeX w prawo dla dodatnich wartosci X'i w lewo dla
ujemnych. Otrzymujemy w ten spos6b rodzine charakterystyk, ktéra w poréwnaniu z rodzi-
ng charakterystyk dla idealnego Zrédta sterowanego napieciowo (rys. 7.2.1b) przesunieta
jest w prawo i pochylona w prawo.

tatwo zauwazyc, ze

t -¢ U
KXE ~ 3X (7.3.2)

Rowniez tu przyjeto odbiornikowy system strzatkowania pradu i napiecia. Uktad zaste-
pczy scharakteryzowany jest trzema parametrami: £0,H i kxsi mParametr Eo (stata sita
elektromotoryczna) decyduje o rownolegtym przesunieciu rodziny charakterystyk, para-
metr R (op6ér wewnetrzny) decyduje o nachyleniu charakterystyk, za$ parametr kxe o od-
legtosci miedzy poszczeg6lnymi prostymi.

Rys. 7.3.2

Rownolegte potaczenie idealnego sterowanego zrodta pragdowego z przewodnoscig G
oraz idealnym Zroédiem pradowym Jo przedstawiono na rys. 7.3.2a. Dla X = O ukiad
redukuje sie do réwnolegtego potaczenia przewodnos$ci G z idealnym zrédtem pradowym
Jo, dla takiego uktadu charakterystyka pradowo napieciowg jest prosta "1" (rys. 7.3.2b),
przecinajagca o$/w punkcie/o-Dla A"~ 0 powstaje sitaprgdomotorycznal/r = kxE X, wtedy

I =Jo+ GU + kxiX (7.3.3)

Na rys. 7.3.2b przedstawiono te zaleznos$¢ dla punktu pracy P o wspétrzednych h , Ui
(w tym przypadku Jo < 0, Xs >0, k? < 0).

W ten spos6b otrzymujemy réwniez rodzing charakterystyk, ktéra w poréwnaniu z ro-
dzing charakterystyk idealnego sterowanego zrddta pradowego (rys. 7.2.3b), jest pochylona
w prawo iprzesunieta w dot. Takjak i poprzednio, ukad zastepczy scharakteryzowany jest
trzema parametrami: Jo,G i kxs mParametr Jo (stata sita prgdomotorczyna) decyduje
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o rownolegtym przesunieciu rodziny charakterystyk, parametr G (przewodnos$¢ wewnetrz-
na) decyduje o nachyleniu charakterystyk, zas parametr kxi o odlegtosci miedzy poszcze-
gélnymi prostymi.

tatwo zauwazy¢, ze w tym przypadku

K-= A%
(7.3.4)Z poréwnania charakterystyk obu uktadéw zastepczych wynika, ze moga one by¢
wzajemnie rownowazne. Jezeli rozwiktamy rownanie (7.3.3) wzgledem napigcia U:

mr— Jo , J kxi v
u ~ G G G

to bedzie ono identyczne z rownaniem (7.3.1), jezeli:

R = (identyczne nachylenie obu rodzin charakterystyk)

kxe = “ N

Przy spetnieniu powyzszych warunkéw oba uktady zastepcze sa wzajemnie rowno-
wazne.

Poréwnujac charakterystyki rzeczywistego elementu sterowanego (np. rys. 7-1-2b)
z charakterystykami uktadow zastepczych (rys. 7.3.1b i 7.3.2b) mozna zauwazy¢, ze rzeczy-
wisty element mozna w pewnym obszarze, zwanym dalej obszarem liniowosci elementu,
zastgpi¢ uktadem zastepczym. Przez odpowiedni dobér parametréw uktadu zastepczego
EO,kxE i R mozna doprowadzi¢ do tego.ze w pewnym obszarze rodziny charakterystyk
uktadu rzeczywistego i uktadu zastepczego bedg sie pokrywaty z dostateczng dla praktyki
doktadnos$cig. Obszar ten zakreskowano na rys. 7.3.3. W przyblizeniu mozna go okresli¢
przez graniczne wartos$ci napie¢ U\, U2 oraz graniczne wartosci wielkosci sterujgcej
X2 i Xt.

Tak wiec dla

Ui < U< U2

prad | bedzie mozna okres$li¢ na podstawie zastepczego uktadu (rys. 7.3.2a) jako

| =Jo+ GU +kxiX

lub z rbwnowaznego mu uktadu (rys. 7.3.1a)

U=EO0O+RI +kxeX

W zaleznosci od charakteru elementu obszar liniowosci moze by¢ wigekszy lub mniejszy.



Rys. 7.3.3
7.4. Trojnik aktywny sterowany

Szeroka klase elementéw sterowanych stanowia elementy, w ktérych wielko$¢ sterowa-
najest napieciem lub pradem. W najprostszym przypadku mozna je przedstawi¢ w ppstaci
sterowanego tréjnika aktywnego (rys.
7.4.1). Przyjmiemy dowolny wezetwej-
Sciowy tréjnika jako wezet odniesienia
(w tym przypadku wezet 3). Dla takie-

u3

go uktadu
h =/i (Ui, U2
h=h(uhu? (74.1)

Obydwa prady sagwiec uzaleznione
od napie¢ na wejsciu i wyjsciu tréjnika.
Trzeci prad /sjest na podstawie uogol-
nionego | prawa Kirchhoffa rowny su- Rys. 7.4.1
mie obu pradéw:

~h —1\+ h (7.4.2)
Podobnie dla napiecia 1/3otrzymamy na podstawie Il prawa Kirchhoffa
i/3= Ux- U2 (7.4.3)

Do peinego opisania trojnika wystarczg wiec zaleznosci (7.4.1). Zalezno$ci powyzsze
mozna rowniez rozwikta¢ wzgledem dowolnych dwoéch z czterech zmiennych
h,h,U i, U2np.:
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Ui =fz(li,h)

u2=uU (li, h) (7.4.4)
albo

Ux=fs{U2,h)

h =U (U2h) (7.4.5)

Wszystkie te pary réwnanjednakowo opisujg dany uktad *). Narys. 7.4.2 przedstawione
sg charakterystyki tranzystora jako typowego przedstawiciela tej grupy elementéw, w tym
przypadku prad li - to prad bazy Ib ,h - to prad kolektora Ic, napiecie Ui - to napiecie

BC 107... 109 BC 107,147,237
BC 147... 149 <<tm 2

BC 217... 239
r,

Uct-SV Jo
704
r—
1
;  Hit i- <tr
Rys. 7.4.2

miedzy emiterem a baza Ube , za§ U2 -to napiecie miedzy kolektorem a emiterem UcE,
zatem

Ube =fs {Uce, Ib)
Ic =/6 (UCE, Ib) (7.4.6)

Na rys. 7.4.3a przedstawiono potgczenie tréjnika aktywnego z dwoma elementami
nieliniowymi. Rozpatrujac uktad trojnika wraz z dotaczonym z prawej strony obwodem od
strony biegunéw 1-3 mozna stwierdzié¢, ze przedstawia on sobg dwdjnik, dla ktérego prad
wejsciowy Ib jest funkcjg napiecia wejsciowego UBE oraz napiecia UcE, ktére mozna tu
traktowac jako wielko$¢ sterujaca:

Ib =/b (Ube, Uce) (7-4.7)

Otrzymujemy dla strony wejsciowej uktad zastepczy (rys. 7.4.3b), w ktérym dla oporu
nieliniowego mamy zalezno$¢

*) W niektdrych przypadkach uktad moze by¢ opisywany tylko niektérymi réwnaniami.
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S({ 3 SSWshuoe> L J)uw

EQt) Vi Ic-fe<UCEIB> *|V g)Ec

b) c>

Rys. 7.4.3

IB = IB (UB) (7.4.8)

przedstawiong na rys. 7.4.4c.
Z drugiego prawa Kirchhoffa za$

Ub + Ube = Eb (7.4.9)

Te trzy réwnania pozwalajg na zastosowanie graficznej metody rozwigzywania szerego-
wego potgczenia dwdch oporow nieliniowych z sitg elektromotoryczna (rozdziat 6.4),
przedstawiong tu na rys. 7.4.4a. W tym przypadku jednak dwdjnik nie jest scharakteryzo-
wany pojedynczg charakterystyka, ale rodzing charakterystyk zalezng od napiecia UCE e
W zwigzku z tym rozwigzaniem bedzie jeden z punktow przeciecia sie Q\  -Qs charakte-
rystyk. Kazdemu z tych punktéw odpowiada inny prad Ib m

Podobnie rozpatrujgc uktad tréjnika wraz z dotaczonym do niego z lewej strony obwo-
dem od strony biegunéw 2-3 mozna stwierdzi¢, ze przedstawia on sobg réowniez dwajnik,
dla ktérego prad Ic jest funkcjg napiecia UcE oraz pradu Ib , ktéiy mozna tu traktowac jako
wielkos¢ sterujaca:

Ic =fc (UCE,Ib) (7.4.10)

Dla strony wyjsciowej otrzymamy zatem uktad zastepczy z rys. 7.4.3c, w ktérym dla
oporu nieliniowego mamy zalezno$¢

Ic = 1c{UC) (7.4.11)

przedstawiong na rys. 7.4.4d.
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Rys. 7.4.4

Z drugiego prawa Kirchhoffa za$
Uc+ UCE=Ec (7.4.12)

Te trzy réwnania pozwalajg réwniez na zastosowanie metody graficznej z rozdziatu 6.4.

Rozwigzanie przedstawiono na rys. 7.4.4b. W tym przypadku dwdjnik rowniez scha-
rakteryzowany jest rodzing charakterystyk, rozwigzaniem tego uktadu bedzie jeden z pun-
ktow P i.. .Po6 przeciecia charakterystyk. Kazdemu z tych punktéw odpowiada inne
napiecie UcE-

Rownania 7.4.6 - 7.4.12 opisujg wiec caly ukfad. Latwo zauwazyé, ze punkt pracy
obwodu wejsciowego Q musi leze¢ na charakterystyce odpowiadajacej tej wartosci UCE ,
ktéra wyznaczona jest przez punkt pracy P (rozwigzanie) obwodu wyjsciowego. Z kolei
punkt pracy P musi leze¢ na charakterystyce odpowiadajacej tej wartosci Ib, ktéra wyzna-
czonajest w obwodzie wejsciowym przez punkt pracy 23 >Pi odpowiadajace wartosciom
iBi i UcEi . Jedynie te warto$ci spetniajg rownocze$nie wszystkie réwnania opisujace
powyzszy uktad.

Graficzna metoda jest w tym przypadku bardzo przydatna, prowadzi ona w prosty
sposéb do rozwigzania uktadu. W przypadku tranzystoréw mozna zazwyczaj z wystarczajaca
dla praktyki doktadnoscig zastapi¢ rodzine charakterystyk Io = / (Ube,Uce )jedng chara-
kterystyka, gdyz prad bazy Ib mato zalezy od napiecia UcE- W tym przypadku rozwigzanie
jest szczegOlnie proste.

Podobne konstrukcje graficzne mozna stosowac rdwniez w przypadkach, gdy réwnania
trojnika podane sa w innych postaciach.
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7.5. Liniowy ukiad zastepczy trojnika aktywnego

Kazde z réwnan opisujacych tréjnik aktywny mozna uwazaé za roOwnanie opisujgce
element sterowany i tak np. d!a réwnania

h =/i (ifi, U2 (75.1)

mozna uwazac¢ Uzjako wielkos$¢ sterujagcgX (patrz réwnanie (7.1.4)). Przy takiej interpre-
tacji trojnik od strony wejsciowej (zaciskdw 1-3) zachowuje sie jak dwadjnik sterowany
napieciem Uz Podobnie w drugim réwnaniu

h=f2(Uh U2 (75.2)

mozna uwazac za wielkosc¢ sterujgcg X napiecie U\

Od strony wyjsciowej (zaciskéw 2-3) tréjnik zachowuje sie rowniez jak dwéjnik stero-
wany napieciem U\. Taka interpretacja umozliwia wprowadzenie liniowych uktadéw zaste-
pczych. W obszarze liniowosci mozna zastgpi¢ rodzine charakterystyk wyrazong réwnaniem
(7.5.1) zlinearyzowang rodzing (rys. 7.3.2b) wyrazong réwnaniem

I\ —70i + GU Ui + G12U2 (7.5.3)

a rodzine charakterystyk wyrazong réwnaniem (7.5.2) zlinearyzowang rodzing wyrazong
réGwnaniem

l2=Jo2+ G2U2 + G2 Ui (7.5.4)

gdzie zamiast wspotczynnikéw ks wprowadzono wspoétczynniki G12 i G21. Powyzsze dwa
rébwnania opisujg zatem trojnik w zakresie jego liniowosci.

Na rys. 7.5.1 przedstawionyjest liniowy uktad zastepczy opisany przez te same réwnania
(7.5.3) i(7.5.4). Mozna zatem twierdzi¢, ze w obszarze liniowo$ci mozna zastgpi¢ trojnik
aktywny liniowym uktadem zastepczym. Jak wynika z rozwazan przeprowadzonych w po-
przednich rozdziatach, parametr G1l decyduje o nachyleniu charakterystyk wejsciowych
trojnika, zas parametr G220 nachyleniu charakterystyk wyjsciowych. Podobnie state sity
pradomotoryczr.e ioi i Jo2 decydujg o przesunieciu odpowiednich rodzin charakterystyk
w goére lub w dét. Sterowana sita prgdomotoryczna G2 U2 uwzglednia wptyw napiecia
wyjsciowego nawejscie trojnika. G 12decyduje tu o odlegtosci poszczegblnych charakterystyk
od siebie: im wieksze G12, tym wiekszy wplyw napiecia wyjsciowego U2 na wejscie.
Sterowana sita prgdomotoryczna G21 U\ uwzglednia wptyw napiecia wejSciowego na wyj-
Scie trojnika. Im wieksza warto$¢ parametru G21, tym wiekszyjest ten wptyw. Oba réwnania
mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako
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Rys. 7.5.1

Warto zwro6cié uwage na to, ze rownanie macierzowe trojnika (7.5.5) ma postac¢ analo-
giczng do réwnania dwdéjnika oraz tréjnika aktywnego (znak + wynika tu z odbiornikowego
systemu strzatkowania). Macierz G nie jest tu macierzg symetryczng (G\z * Gzi) «Jest
to charakterystyczna cecha uktad6éw ze sterowanymi zrédtami.

Podobnie mozna otrzyma¢ réwnania zastepczych uktadéw liniowych wychodzac z in-
nych uktadéw réwnan nieliniowych opisujgcych tréjnik.

Wychodzac z rownan (7.4.4) otrzymamy

Ui = £oi + Ru h + R12I2
U2 — E02 + R22I2 + Ri\ h (7.5.6)

gdzie : Axe = £12 wzglednie £21.

Liniowy uktad zastepczy tréjnika aktywnego odpowiadajacy powyzszym réwnaniom
przedstawiono na rys. 7.5.2. R6wniez i tu mozna wyjasni¢ znaczenie poszczeg6lnych para-
metrow: Rn i R22decydujg o nachyleniu charakterystyk, £01 i £02 o przesunieciu chara-
kterystyk w lewo lub w prawo, za$ sity elektromotoryczne sterowane okre$lajg wptyw wyjscia
nawejécie i odwrotnie.

W postaci macierzowej

U=E0+RI (75.7)
gdzie
‘Ui F, _ £01 1= W p _ (RIIR12
U £02 h \R21R22

Réwniez i to rownanie macierzowe tréjnika aktywnego podobne jest do réwnania
dwojnika.
Wychodzac z réwnan (7.4.5) mozemy otrzymac

Ui = £01 + hu i + h\2 U2

2 —Jo2 + /221 1i + h22 U2 (7.5.8)
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Rys. 7.5.2
albo
u; Eoi A nil A12
h Ja2 212 Ui (7.5.9)

Liniowy uktad zastepczy odpowiadajacy powyzszym réwnaniom przedstawiono na
rys. 7.5.3.

Wszystkie powyzsze uktady zastepcze sg rownowazne. Latwo jest przejs¢ z jednego
uktadu do drugiego. Rdwnania uktadu zastepczego Il otrzymamy np. z uktadu I (7.5.5),
obliczajac z tego ostatniego U

GU=I-J
skad

U=G"1ll G~1J
Poréwnujac z (7.5.7) otrzymamy

R=G'1
oraz

EO=- G-1Jo

Stosowanie liniowych uktadéw zastepczych przy analizie obwodéw wymaga, po doko-
naniu obliczen, sprawdzenia, czy prady i napiecia elementdw nieliniowych mieszczg sie
w przyjetym zakresie linearyzacji(patrz rys. 7.3.3). Nalezy przy tym zrécié¢ uwage na to, ze
w zaleznos$ci od przyjetego obszaru, dla ktérego przeprowadza sie linearyzacje, parametry
uktadu zastepczego, np. J i G, moga przyjmowac r6zne wartosci.



Rys. 7.5.3

7.6. Liniowy ukfad zastepczy tréjnika aktywnego dla sktadowych
zmiennych napiec i pradow

Przy analizie obwodo6w elektrycznych czesto wystarczajgca jest znajomos¢ sktadowych
zmiennych pradéw i napie¢ spowodowanych przez sktadowe zmienne sit wymuszajacych.
Zaktada sie przy tym, ze w obwodzie ustality sie pod wptywem statych sit wymuszajgcych
odpowiednie punkty pracy.

Rozpatrzmy tréjnik aktywny zasilany z obu stron statymi sitami elektromotorycznymi
Ei i Ei oraz malg w poréwnaniu z SEM Ei zmienng sitg elektromotoryczng e\, ktérej
warto$¢ mozna zmienia¢ (rys. 7.6.1)*) . Pod ich wpltywem ustala sie na wejsciu napiecie
Vw a na wyjsciu t/20, w tréjniku natomiast odpowiednie punkty pracy O i P, ktére mozna
wyznaczy¢ np. za pomocg konstrukcji przedstawionej w rozdziale 7.4. W okolicy P i O

Rys. 7.6.1

*) Dla uproszczenia przyjeto, ze w tréjniku |1 mato zalezy od Wodlatego dla strony wejéciowej tréjnika
istnieje tylko pojedyncza charakterystyka.
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Rys. 7.6.2

(rys. 7.6.2) mozna teraz przeprowadzi¢ linearyzacje, tj. zastapi¢ charakterystyki nieliniowe
rodzing charakterystyk liniowych, a tym samym zastgpi¢ rzeczywisty trojnik jednym zjego
liniowych uktaddw zastepczych przedstawionych poprzednio. Zastepujac tréjnik aktywny
uktadem zastepczym przewodno$ciowym (rys. 7.5.1) otrzymamy uktad z rys. 7.6.3a.

Otrzymany uktad jest juz uktadem liniowym. Stosujgc do niego zasade superpozycji
mozna obliczy¢ dla kazdego pradu i napiecia dwie sktadowe. Pierwszg, ktorajest wynikiem
dziatania wszystkich autonomicznych sit wymuszajgcych dziatajgcych w obwodzie
(Joi,Jo2, Ei, Ej) , bedzie tzw. sktadowa stata; np. dla napiecia U bedzie nig Uio- Sktadowe
state mozna wg zasady superpozycji obliczy¢ w uktadzie z rys. 7.6.3b. Drugg sktadowg
bedaca wynikiem dziatania sity wymuszajacej ei (oznaczymy jg matymi literami jako tzw.
sktadowg zmienng) mozna obliczy¢ w uktadzie z rys. 7.6.3c: np. dla napiecia Ui - bedzie
nig Ui.

Jezeli interesujg nas tylko sktadowe zmienne, to wystarczy rozwigza¢ uktad z rys. 7.6.3c,
tzn. zastepczy uktad dla sktadowych zmiennych. Uktad ten otrzymuje sie z og6lnego
(rys. 7.6.3a) przez usuniecie wszystkich autonomicznych sit wymuszajgcych, z wyjatkiem ich
sktadowych zmiennych.

Uktady zastepcze dla sktadowych zmiennych sg szeroko stosowane w elektronice przy
analizie uktadéw tranzystorowych i lampowych.

7.7. Obwody ze sterowanymi Zrodtami napieciowymi i pradowymi

Obwody zawierajace sterowane zrédta napieciowe i pradowe bedg opisane, po zasto-
sowaniu dowolnych metod uktadania réwnan (metoda obu praw Kirchhoffa, metoda po-
tencjatdéw weztowych, pradéw Oczkowych itp.), rowniez uktadem liniowych réwnan
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algebraicznych. Z tego wynika, ze wiasciwosci obwodoéw wynikajace z tego faktu beda
réwniez obowiazywatly w obwodach ze sterowanymi zrédtami. Jedyng réznicg, w stosunku
do rozpatrywanych wrozdz. 4. obwodoéw, bedzie fakt, ze wyznacznik charakterystyczny tego
uktadu réwnan nie bedzie juz symetryczny wzgledem gtdwnej przekatni. W zwigzku z tym
wyprowadzona w rozdz. 4.9 zasada wzajemnosci nie bedzie wazna w takich obwodach.
Pozostate zasady, dotyczace obwodoéw z jedng sitg wymuszajacg (w tym roéwniez pojecie
transmitancji), zasady superpozycji, Thevenina, Nortona i wyodrebnienia, bedg wazne
réwniez w obwodach zawierajgcych takie zrodta. Nalezy jedynie zwréci¢ uwage na to, ze
w dwajnikach i wielobiegunnikach wielko$¢ sterujgca musi sie znajdowaé wewnatrz tegoz
dwdjnika (wielobiegunnika) iniejest ona przyréwnywana do zera przy obliczaniu np. oporu
zastepczego dwojnika lub przy stosowaniu zasady superpozycji (tak jak sie to czyni przy
autonomicznych zrodtach).



Rozdziat 8

OBWODY MAGNETYCZNE

8.1. Podstawowe prawa obwoddéw magnetycznych

W zastosowaniach technicznych czesto spotyka sie uktady, w ktérych pole magnetyczne
skoncentrowane jest wczesci przestrzeni, w szczeg6lnosci w tej czesci, ktéra wypetnionajest
materiatami ferromagnetycznymi. Przyktad takiego uktadu przedstawiony jest na rys. 8.1.1.

z "' N
/ \

Rys. 8.1.1

Strumien magnetyczny wytworzony przez prad ptynacy przez uzwojenie wzbudzajace
w przewazajacej swej czesci ptynie wewnatrz materiatu ferromagnetycznego. Jedynie nie-
wielka jego cze$¢ zamyka sie przez powietrze. Te cze$¢ strumienia (reprezentowana przez
kreskowane linie na rys. 8.1.1) nazwiemy strumieniem rozproszenia. Uktady takie nazwie-
my obwodami magnetycznymi. Warto$¢ strumienia rozproszenia zalezy od konfiguracji
uktadu iwktasnosci magnetycznych poszczeg6linych jego czesci. Jezeli strumien rozproszenia
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stanowi nieznaczng czes¢ strumienia ptyngcego wewnatrz obwodu, to mozna go w pier-
wszym przyblizeniu poming¢, co znacznie upraszcza obliczanie obwodéw magnetycznych.

Podstawowymi prawami opisujacymi pole magnetyczne wytworzone przez prady sta-
te sg:

rotH =y (8.1.1)

oraz
divB = 0 (8.1.2)

Rownania te majg odpowiedniki w postaci catkowej
¢HdI=2/ (8.1.3)

oraz
BdS =0 (8.1.4)

Catka okrezna wektora natezenia pola magnetycznego wzdtuz zamknietej linii rowna
jest algebraicznej sumie pragddw przeptywajacych przez powierzchnie ograniczong tg linia.

Catka powierzchniowa po zamknietej powierzchni z wektora indukcji magnetycznej
réwna jest zeru.

Prawa te bedzie mozna przedstawia¢ w postaci majacej duze podobienstwo do obu praw
Kirchhoffa znanych z teorii pradu statego, a tym samym stworzy¢ podstawy dla analogii
miedzy obwodami pradu statego a obwodami magnetycznymi.

Rozwazmy obwdd magnetyczny przedstawiony na rys. 8.1.2a. Przeptyw pradu statego
przez uzwojenie 1,2 i 3 powoduje powstanie pola magnetycznego. Jezeli pominiemy stru-
mienie rozproszenia, to pole to bedzier6zne od zerajedynie wewnatrz rdzenia, wykonanego
zazwyczaj z materiatu ferromagnetycznego.

Strumien indukcji magnetycznej bedzie sie wtedy rozgateziatjedynie w pewnych miej-
scach, ktére mozna nazwac weztami obwodu (punkty A, B, C i D).

Otoczmy dowolny wezet B (rys. 8.1.2) zamknietg powierzchnig S. Dla takiej powierzch-
ni obowiazuje

dBdS =0

Z uwagi na brak pola na zewnatrz rdzenia, / B dS bedzie r6zna od zera jedynie dla
powierzchni przekroju rdzenia Sbd , Sba i Sbc (rys. 8.1.2 b)

#BdS =/BdS +/BdS +/BdS =0

Sd ha Sbc
oznaczajac
/ BdS = Os
Sbd
/ BdS = 03
Sba
/ BdS =02

Sbc



Rys. 8.1.2

otrzymamy zatem
05+ 03+ 02=0

Uogélniajac, mozna wynik ten zapisa¢ w postaci | prawa Kirchhoffa dla obwodow
magnetycznych:

Algebraiczna suma strumieni doptywajgcych do wezta obwodu
magnetycznego jest réwna zero.

Strumienie odptywajgce z wezta uwazamy przy tym za ujemne doptywajgce. Schematy-
cznie mozna wezet przedstawié jak na rys. 8.1.2c.

Rozwazmy dowolng zamknietg linie wewnatrz obwodu magnetycznego, np. BACB na
rys. 8.1.2d. Bedziemy rowniez méwili o oczku obwodu magnetycznego. Dla takiej linii catka
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okrezna z wektora natezenia pola réwna jest sumie pradow przeptywajacych przez powie-
rzchnie ograniczong tg linig (powierzchnia zakreskowana na rys. 8.1.2 d), zatem

$SHdAl =ziri - z2r

Wprowadzmy pojecie sity magnetomotorycznej uzwojenia
F=zlI (8.1.6)

gdzie z - liczba zwojow uzwojenia, a | - prad ptynacy przez uzwojenie.

Sile magnetomotorycznej przypisujemy kierunek dziatania zgodny z kierunkiem pola
wytworzonego wewnatrz uzwojenia przez to uzwojenie. Sita magnetomotoryczna uzwojenia
pierwszego jest wiec skierowana ku gérze. (Dla uzwojenia czwartego ku dotowi).

Catke okrezng z wektora natezenia pola mozna rozhi¢ na trzy catki: od A do C, od C
do B i od B do A. Kazda z tych catek réwna jest napieciu magnetycznemu miedzy tymi
punktami:

c
/ Hdl  UMac
B
J Hdl = Umcb
C
[ dl = Una
zatem
C B A
<£HdI=AHdI +C/HdI+BJHdI=Um*z+ Un Qo + UmBa = Fi- F2.

Mozna wiec powiedzie¢, ze dla oczka obwodu suma napie¢ magnetycznych jest rowna
sumie sit magnetomotorycznych.
Powyzsze réwnanie mozna rowniez przedstawi¢ w postaci

UMtc —Fi + UMna + UMcb +F2 —0

Na rys. 8.1.3 przedstawione sg napiecia i sity
magnetomotoryczne danego oczka.

Uogélniajac powyzsze fakty mozna stwierdzic,
ze przy przyjetych konwencjach odnosnie strzatko-
wania sit magnetomotorycznych i napie¢ magnety-
cznych mozna obie wielkosci traktowac identycznie
przy ustalaniu Il prawa Kirchhoffa dla obwodoéw
magnetycznych. Mozna przyja¢ formalnie, ze kazde
uzwojenie, przez ktére ptynie prad, wytwarza na-
piecie magnetyczne Um¥ réwne co do wartosci sile
magnetomotorycznej tegoz uzwojenia

F=1lz =Umf Rys. 8.1.3
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otrzymujac drugie prawo Kirchhoffa dla obwodéw magnetycznych:

% Um =0 (8.1.7)

Dla dowolnego oczka obwodu magnetycznego algebraiczna suma napiec
magnetycznych i sit magnetomotorycznych réwnajest zero.

Takie sformutowanie drugiego prawa Kirchhoffa pozwala na przyjecie schematu zaste-
pczego obwodu magnetycznego przedstawionego na rys. 8.1.4.

Rys. 8.1.4

Wprowadzone w ten sposdb oba prawa Kirchhoffa sa zatem réwnowazne podstawo-
wym prawom opisujgcym pole magnetyczne wytworzone przez prady state. Pierwsze prawo
Kirchhoffa (8.1.5) wynika bezposrednio z réwnania (8.1.4), za$ drugie prawo Kirchhoffa
(8.1.7) zrbéwnania (8.1.3).

Wprowadzimy obecnie zwigzek miedzy strumieniem magnetycznym przeptywaja-
cym przez element obwodu magnetycznego a napieciem magnetycznym Um istniejagcym na
tym elemencie.

Rozwazmy blizej element obwodu magnetycznego w postaci walca (rys. 8.1.5). Zatézmy,
ze pole magnetyczne wewnatrz elementu mozna uwazac zajednorodne. Wéwczas otrzyma-
my dla napiecia magnetycznego miedzy podstawami walca

Um—f Hdl=///
A (8.18)
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bo catkowanie odbywa sie wzdtuz linii sit, a natezenie polajest state wzdtuz drogi catkowa-
nia.

Dla strumienia magnetycznego przeptywajacego przez walec otrzymamy

4&>=/BdS=BS (8.1.9)
S

bo indukcja magnetyczna na powierzchni
przekroju jest stata i prostopadta do powie-
rzchni.

Dla materiatow ferromagnetycznych
istnieje nieliniowa zalezno$¢ miedzy nateze-
niem pola a indukcjg magnetyczng (chara-
kterystyka magnesowania):

lub

(8.1.10)
zatem

Un =H I =H {B)~ H (8.1.12)

Napiecie magnetyczne elementu obwodu magnetycznego jest zatem nieliniowg funkcja
strumienia:

Un - Um ($) (8.1.12)
albo, wyrazajac €jako funkcje Un m
= O (Um) (8.1.13)

Zalezno$¢ ta, jako charakterystyka elementu, opisuje element obwodu magnetycznego.
Jak widac¢ z powyzszego wyprowadzenia, mozna jg tatwo uzyskac z charakterystyki magne-
sowania przez pomnozenie wszystkich jej odcietych H przez diugos$¢ elementu I, a jej
rzednych B przez powierzchnie przekroju S.

Dla obwodéw magnetycznych mozna zatem przy zatozeniach:

1) pomijalnos$ci strumienia rozproszenia,
2) jednorodnosci pola wewnatrz obwodu,

otrzymac uktad sktadajacy sie z rdwnan:

I prawa Kirchhoffa 2 ~ = 0 dla kazdego wezta

Il prawa Kirchhoffa £ Um = 0dla kazdego oczka
]

oraz charakterystyki elementu  Um = Um (PHf) dla kazdego elementu.

Sposrdd tych rownarn jedynie rownania elementéw sg nieliniowe. Uk}ad tych réwnarn co
do formy jest identyczny z uktadem roéwnan opisujgcych nieliniowe obwody elektryczne
pradu statego:
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u=u(l) (8.1.14)

Analogia dotyczy tu

prad/ -strumien <
napiecie U - napiecie magnetyczne Um
sita elektromotoryczna E - sita magnetomotoryczna F .

W ten sposo6b dla analizy i syntezy obwodéw magnetycznych mozna przy spetnieniu
podanych wyzej warunkéw stosowac te same metody co dla nieliniowych obwoddéw pradu
statego.

Nalezy jednak zwréci¢ uwage na to, ze ze wzgledu na specyfike pola magnetycznego
Sciste spetnienie powyzszych zatozen nie jest wzasadzie mozliwe. Dlatego obliczenia oparte
na powyzszej metodzie bedg obarczone btedami. Tym niemniej doktadnos¢ obliczen moze
by¢ w wiekszos$ci przypadkow wystarczajaca dla celéw praktycznych. Doktadnos¢ te mozna
zresztg powiekszy¢ przez czesciowe uwzglednienie strumieni rozproszenia (poprzez wpro-
wadzenia dodatkowych elementéw obwodu), uwzglednienie zwiekszenia efektywnego
przekroju szczelin powietrznych itp.

Jezeli charakterystyka magnesowania w przewidywanym zakresie natezen pola jest
liniowa lub moze by¢ aproksymowana linig prosta, to

B=nrHoH (8.1.15)
Mnozac obustronnie przez powierzchnie przekroju S i uwzgledniajac, ze H - ~y
otrzymamy stad
* = Um 3-1-16)
Oznaczajac /
Rm=H "s i8-1-17)

otrzymamy prawo Ohma dla liniowego elementu obwodu magnetycznego :

UM=Rm O (8.1.18)

Napigecie magnetyczne na liniowym elemencie obwodu magnetycznego jest
proporcjonalne do strumienia magnetycznego ptynacego przez ten element.

Jak wynika ze wzoru (8.1.16), opdr magnetycznyjest wprost proporcjonalny do dtugosci,
a odwrotnie proporcjonalny do powierzchni przekroju oraz przenikalnosci magnetycznej
elementu. Roéwniez i tu istnieje analogia z oporem elektrycznym. Liniowymi elementami
obwodu magnetycznego sa w szczeg6lnosci szczeliny powietrzne.
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8.2. Obliczanie obwodéw magnetycznych

Przy obliczaniu obwoddw magnetycznych wystepujg w zasadzie dwa zagadnienia.
W obu zagadnieniach danyjest obwo6d magnetyczny, tj.jego konfiguracja, wymiary geome-
tryczne oraz charakterystyki magnesowania materiatéw obwodu.

W pierwszym zagadnieniu ponadto dane sg wszystkie sity magnetomotoryczne F = Iz,
a wiec liczby zwojow i prady poszczegélnych uzwojen. Obliczaniu podlegajg strumienie
w poszczeg6lnych czesciach obwodu. Jest to wiec typowe zagadnienie analizy obwodu.

W drugim zagadnieniu oprocz obwodu dane sg strumienie w pewnych czesciach obwo-
du. Na ich podstawie nalezy wyznaczy¢ sity magnetomotoryczne, a wiec liczby zwojow
i prady uzwojen. W tym zagadnieniu tkwig wiec elementy syntezy obwodu.

8.3. Obwdd szeregowy

Na rys. 8.3.1 przedstawiony jest jednooczkowy obwdd magnetyczny. Wymiary geome-
tryczne obwodu podane sg na rysunku, charakterystyki magnesowania materiatow poszcze-
gélnych czesci obwodu przedstawia rys. 8.3.2.

Jako dtugos¢ elementow obwodu przyjmiemy dtugos¢ sredniej linii magnetycznej, jak
to pokazano na rys. 8.3.1. (linia przerywana). Jest to, oczywiscie, pewne przyblizenie
polegajgce na zastgpieniu danego elementu z niejednorodnym polem, elementem ojedno-
rodnym polu magnetycznym o dtugosci réwnej dtugosci $redniej linii magnetycznej. Przyje-
cie takie w wiekszosci przypadkdéw, w szczegoélnosci przy duzym stosunku dtugosci elementu
do jego wymiaréw poprzecznych, daje w praktyce dobre wyniki.

Dla powyzszego obwodu mozna utworzy¢ schemat zastepczy, ktory przedstawiono na
rys. 8.3.3a. Na schemacie tym element liniowy 3 zastepuje obie szczeliny powietrza (sq one

potgczone szeregowo), podobnie element 2 zastepuje obie czesci o dtugosciach j (jeg®

réwnowazna dtugos¢ wynosi 12).

Rys. 8.3.1



Rys. 8.3.2

Obliczenie strumienia O wywotanego sitg magnetomotoryczngF = Iz moznaprzepro-
wadzi¢ najlepiej metodg graficzng korzystajac z metody zastepowania szeregowego pota-
czenia elementéwjednym elementem zastepczym: szeregowe potgczenie elementéw 1,24
mozna zastgpi¢ jednym elementem 5 otrzymujac uktad z rys. 8.3.3b, ktdry tatwo rozwigzac
metodgq podang w rozdz. 6.4. Sposob konstrukcji rozwigzania przedstawiony jest na
rys. 8.3.4. Ze znanych charakterystyk magnesowania materiatow, np. dla czesci 1

Bi = Bi (Hi)
otrzymuje sie charakterystyki
Oi = Oi (UMi)

mnozac wszystkie rzedne wykresu Bi = Bi (H{) przez powierzchnie przekroju elementu
Si, awszystkie odciete przez dtugos¢ elementu h, otrzymujac w ten sposéb charakterystyke
pierwszego elementu (1" narys. 8.3.4). Podobnie otrzymuje sie charakterystyki pozostatych
elementdw nieliniowych "2" i "4". Charakterystyke zastepczego elementu "5" otrzymuje sie

Rys. 8.3.3
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Rys. 8.3.4

przez sumowanie napie¢ magnetycznych elementéow 1,2 i 4 dla tych samych wartosci
strumienia $w tych elementach. Rezultatem jest charakterystyka "5" na rys. 8.3.4.
Szczelina powietrznajest liniowym elementem magnetycznym o oporze magnetycznym

RMi = lirJo Si
Zgodnie z zasadami podanymi w rozdz. 6.4, na osi napie¢ magnetycznych Um odcina
sie odcinek F, na osi strumienia <> odcinek P Przez tak otrzymane punkty mozna

przeprowadzi¢ prostg "1, ktéra w przecieciu z charakterystyka elementu "5" w punkcie P
daje rozwigzanie: rzedna tego punktu réwna jest wartosci strumienia, ktory poptynie
w obwodzie magnetycznym. Réwnoczesnie dtugo$¢ odcinka OP’jest proporcjonalna do
wartosci napiecia magnetycznego na ferromagnetycznej cze$ci obwodu magnetycznego
UMs, za$ dtugosc odcinka P’M jest proporcjonalna do wartosci napiecia magnetycznego na
szczelinie powietrznej UMy

Poniewaz

Un>+ Unb=F =12

mozna tez powiedzie¢, ze Ums przedstawia te cze$¢ sity magnetomotorycznej ("amperoz-
wojow"), ktérg nalezy uzy¢, by pokonac¢ op6r magnetyczny czesci ferromagnetycznej obwo-
du, zas Um 3 te cze$¢, ktora nalezy uzy¢, by pokona¢ op6r magnetyczny szczeliny. Warto
zauwazy¢, ze w wiekszosci obwodéw magnetycznych dtugos¢ drogi magnetycznej w czesci
ferromagnetycznej jest znacznie wieksza od dtugosci drogi w szczelinie powietrznej, mimo
to zazwyczaj

Umz >> Ums



Stad wynika, ze najwieksza cze$¢ sity magnetomotorycznej koniecznajest do pokonania
oporu magnetycznego szczeliny powietrznej. W tak prostych obwodach mozna wpierwszym
przyblizeniu poming¢ op6r magnetyczny czesci ferromagnetycznej i wtedy

F=1z~ UMz- Rm3<3

Upraszcza to znacznie obliczenie sity magnetomotorycznej F. Réwnocze$nie warto
zauwazy¢, ze przy projektowaniu obwodéw magnetycznych nalezy stara¢ sie o mozliwie
mate szczeliny powietrzne celem osiggniecia duzych indukcji przy niewielkich sitach magne-
tomotorycznych.

Jezeli znanyjest strumien 4> w obwodzie, a wyznaczeniu podlega sita magnetomotory-
czna konieczna do uzyskania takiego strumienia, to wystarczy w obwodzie rys. 8.3.3a
wyznaczy¢ kolejno napiecia magnetyczne poszczeg6lnych czesci ocbwodu. W tym celu
wystarczy obliczy¢ indukcje z kazdej zjego czesci, np. dla czesci 1:

p. _*1
BI “ 37

Nastepnie z charakterystyk magnesowania okres$la sie natezenie pola H\ w tej czesci
(rys. 8.3.2).
Napiecie magnetyczne

UM\ = H\ h

Dla szczeliny powietrznej

Po

zatem

Um3= prdis =% &3

Konieczna site magnetomotoryczng mozna wyznaczy¢ z Il prawa Kirchhoffa dla obwo-
déw magnetycznych:

F=1z=Umi+ Un2+ Un3+ Um3

W przyblizeniu moznaocenic konieczng site magnetomotoryczng F ("amperozwoje 12):



8.4. Obwdd dwuoczkowy

Obwo6d magnetyczny przedstawiony na rys. 8.4.1 posiada dwa oczka i dwa wezty.

Przy danych wymiarach geometrycznych obwodu, charakterystykach magnesowania
oraz wartosci sity magnetomotorycznej obliczenie strumieni magnetycznych mozna prze-
prowadzi¢ opierajac sie na schemacie zastepczym przedstawionym na rys. 8.4.2a. Mozna
w tym przypadku zastosowaé metody analizy stosowane w nieliniowych obwodach pradu
statego. W szczegdblnosci mozna sie postuzyé metoda przeksztatcania obwodoéw zastepujac
kolejno szeregowe i réwnolegte potaczenie elementéw - elementami zastepczymi.

1i,S, 1£S2

Rys. 8.4.1

Element 4 (szczelina powietrzna) oraz element 2 tworzg szeregowe potgczenie, moga
wiec by¢ zastgpione elementem zastepczym 5, otrzymujemy w ten sposéb schemat jak na
rys. 8.4.2b. W tym schemacie elementy 3i5 potgczone sa réwnolegle i moga by¢ zastagpione
elementem 6. Otrzymujemy w ten sposéb schemat z rys. 8.4.2c. W tym schemacie sita
magnetomotoryczna F polaczona jest szeregowo z dwoma elementami nieliniowymi. Za-
stosowanie metody podanej w rozdz. 6.4 pozwala na rozwigzanie uktadu.
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Catos$¢ konstrukcji graficznej mozna przeprowadzi¢ na jednym rysunku (rys. 8.4.3).
Punktem wyjsScia sg charakterystyki elementu 4 (szczelina) oraz elementu 2. Dodajac
odciete tych charakterystyk dla tych samych warto$ci strumienia w obu elementach otrzy-
mamy charakterystyke zastepczego elementu 5. Warto zwréci¢ uwage, ze szczelina powie-
trzajako element liniowy o stosunkowo duzym oporze magnetycznym potgczona szeregowo
z elementem nieliniowym powoduje znaczng linearyzacje wypadkowej charakterystyki 5.
Sumujgc rzedne charakterystyk 5 i 3 otrzymamy charakterystyke elementu zastepczego 6.
Zgodnie z konstrukcjg podang w rozdz. 6.4, rysujemy teraz charakterystyke

= <5 (F —UM\ ) dla elementu 1. Wspétrzedne punktu przeciecia sie tej charakterystyki
z charakterystyka elementu 6 wyznaczajag nam strumief <5 oraz napiecie magnetyczne
UM3mZ kolei dla tego napiecia mozna, z charakterystyki elementu 5, odczyta¢ warto$¢
strumienia i>2. Strumien ten plynie przez szczeling. Z charakterystyki szczeliny 4 mozna
teraz wyznaczy¢ napiecie magnetyczne na tej szczelinie Um+

Rys. 8.4.3

W ten sposéb, nieskomplikowana konstrukcja graficzna pozwala na wyznaczenie wszy-
stkich istotnych wielkosci obwodu.

Graficzna metoda analizy ma te zalete, ze przez swojg poglagdowos$¢ umozliwia tatwo
analize wplywu zmian poszczegélnych parametréw obwodu jak np. dtugos$é szczeliny,
powierzchnia przekroju rdzenia itp. Np. zmniejszenie dtugosci szczeliny spowoduje wieksze
nachylenie charakterystyki 4 a tym samym zwiekszy nachylenie charakterystyki 5, co z kolei
zwiekszy nachylenie charakterystyki 6. W ten sposob punkt P przesunie sie w gére powo-
dujac zwiekszenie sie strumieni w obwodzie.

Odwrotne zagadnienie - znalezienia wymaganej sity magnetomotorycznej zapewniaja-
cej odpowiednig warto$¢ strumienia d>2w szczelinie powietrznej, mozna zrealizowa¢ bez
konstrukcji graficznej, stosujgc jedynie oba prawa Kirchhoffa oraz charakterystyki magne-
sowania. Rysunek 8.4.4 przedstawia schemat obliczen.
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Rys. 8.4.4

8.5. Obwdd z magnesem trwatym

Metode obliczania obwod6éw magnetycznych mozna zastosowaé réwniez do obwodéw
z magnesami trwatymi. Na rys. 8.5.1a przedstawiony jest prosty obwéd magnetyczny. Cha-
rakterystyka magnesowania materiatdw przedstawiona jest na rys. 8.5.2.

Celem namagnesowania magnesu zastosowano uzwojenie o liczbie zwoi z i pradzie I,
a wiec sile magnetomotorycznej F = 1z.Jezeli uprzednio materiat nie byt namagnesowany,
to wiaczenie sity magnetomotorycznej spowoduje ustalenie sie punktu pracy na krzywej
pierwszego magnesowania "d" w punkcie A’.

f( AUp=Hplp

b)

Rys. 8.5.1
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Rys. 8.5.2

Jak widaé, do tego konieczna jest odpowiednia sita magnetomotoryczna, ktéra musi
pokonac¢ op6r szczeliny powietrznej oraz opdr magnetyczny magnesu trwatego. Po wytgcze-
niu sity magnetomotorycznej punkt pracy przesunie sie po krzywej "b" do punktu A, ktérego
wspotrzedne okre$lg napiecie magnetyczne na szczelinie oraz na cze$ci ferromagnetycznej
obwodu; jak wynika z Il prawa Kirchhoffa, otrzymamy teraz (rys. 8.5.1b)

Hm Im + Hplp =0
czyli
Hm Im —~ Hp Ip

Punkt A okre$li nam strumien <lvi, jaki ustali sie w obwodzie.

Strumien ten zalezeé bedzie od oporu magnetycznego szczeliny; bedzie on tym wiekszy,
im mniejsza dtugos¢ szczeliny I. Nachylenie prostej "a" zalezy od oporu magnetycznego
szczeliny, a tym samym od jej dtugosci. Jedynie w obwodzie bez szczeliny strumiefi moze
przyjmowaé warto$¢ <€b = Br S odpowiadajacg indukcji remanentu Br.

8.6. Obwdd magnetyczny pradnicy z magnesem trwatym

Na rys. 8.6.1 przedstawionyjest uproszczony obwo6d magnetyczny pradnicy z magnesem
trwatym. Obwéd sktada sie z magnesu M, wykonanego z materiatu magnetycznie twardego
(posiadajacego petle histerezy), nabiegunnikow N i twornika T wykonanych z materiatu
magnetycznego miekkiego (z "bezpetlowg" charakterystyka magnesowania). Chociaz
ksztatty elementow nie spetniajg Scisle zatozen podanych w rozdziale 8.1, to jednak mozna



- 147.

Rys. 8.6.1

przyjac, ze dla kazdego z nich mozna znalez¢ zalezno$¢ miedzy strumieniem a napieciem
magnetycznym - a wiec charakterystyke tego elementu. Mozna wtedy wprowadzi¢ obwad
zastepczy przedstawiony na rys. 8.6.2a, ktdry po zastapieniu szeregowego potgczenia ele-
mentéw, magnesu i nabiegunnikéw jednym elementem zastepczym "m", a szczelin powie-
trznych z twornikiem elementem zastepczym "x"mozna sprowadzi¢ do obwodu z rys. 8.6.2b.

Rys. 8.6.2

Konstruujagc w znany sposdb charakterystyke elementu zastepczego otrzymamy
charakterystyke "m" przedstawiong na rys. 8.6.3.

Stosujac graficzng konstrukcje dla obwodu z dwoma elementami nieliniowymi, podang
w rozdz. 6.4, rysujemy odwrdcong charakterystyke elementu T (twornika) dla potozenia
twornika w pozycji a (rys. 8.6.1) i otrzymamy charakterystyke ta. Jezeli obwéd magnetyczny
byt namagnesowany dostatecznie silnym polem (patrz poprzedni przyktad), to w obwodzie
ustali sie punkt pracy A.

Jezeli teraz twornik obroci sie wokot swej osi w potozenie b (rys. 8.6.1), to wskutek
zwigkszenia sie szczeliny zmieni sie znacznie op6r magnetyczny elementu "t". Element ten
bedzie teraz opisany przez charakterystyke tb (rys. 8.6.3). Punkt pracy A przesunie si¢ do
punktu B, w obwodzie ustali sie mniejsza warto$¢ strumienia magnetycznego.
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Rys. 8.6.3

Powrot twornika do pozycji "a" nie doprowadzi jednak uktadu do punktu pracy A.
Z uwagi na histereze, punkt pracy uktadu bedzie sie poruszat po nowej krzywej m osiggajac
teraz w potozeniu "a" punkt A’, ktoremu odpowiada strumien mniejszy od poprzedniego
<. Kolejny obrot twornika do pozycji "b" spowoduje powrét punktu pracy z A’do B.

Widac stad, ze punkt pracy bedzie sie przemieszczat po nowej, czeSciowej, petli histerezy
od punktu B do A’i z powrotem. R6znica miedzy strumieniami € i <¥jest istotna przy
okresleniu wielkosci sity elektromotorycznej indukujacej sie w uzwojeniu twornika. W twor-
niku bedzie sie strumien zmieniat od wartosci + do —O’,anieod + ¢ do —$>.



Rozdziat 9

ANALIZAWRAZLIWOSCIOWA

9.1. Zaleznos¢ funkcji uktadowych od parametrow obwodu

Przy dotychczasowych rozwazaniach zaktadano, ze wszystkie parametry obwodu (opo-
ry, SEM, SPM itd.) majg state warto$ci, za$ prady i napiecia zalezne sg od tych parametréow
obwodu. Rozpatrzmy np. obwdéd dzielnika napiecia przedstawiony na rys. 9.1.1. Transmi-
tancje tego uktadu mozna wyrazi¢ jako:

is U2 R2
A“ TI-Ri +R2
jego opor wejsciowy jako: R,
Rw R\ + R2
za$ prad wejsciowy jako:
Ui
h = R\ + R2
Wszystkie te wyrazenia majg wspolna po-
stac: Rys. 9.1.1

F = F(RhR?

gdzie F nazwiemy funkcjg uktadowa. Moga nig by¢ zaréwno prad, napiecie transmitancja
itp. Funkcja uktadowa jest wiec zaleznoscia danej wielkosci od parametréw obwodu :

F = F(X)

przy czym X = [Xh X 2... Xn]r jest wektorem parametréow obwodu. W powyzszym przykia-
dzie X = [«!, RZ]T.

Przy budowie uktadow elektronicznych, a wszczegdlnosci przy masowej produkcji tych
uktadéw, trzeba uwzgledni¢ fakt, ze poszczegélne parametry obwodu moga wykazywaé
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odchylenia od ich nominalnych wartosci, dla ktérych uktad zostat zaprojektowany. W zwigz-
ku z tym réwniez wszystkie funkcje uktadowe (prady, napiecia, transmitancje itp.) beda
wykazywaty odchylenia od zaprojektowanych wartosci

Naszym zadaniem bedzie analiza zaleznos$ci funkcji uktadowych od zmian ich parame-
trow.

9.2. Obszary tolerancji i rozrzutu

Dokonujac pomiaru partii oporéw o nominalnych warto$ciach Rn, zauwazymy rozktad
wartosci oporéw wokdt ich wartosci nominalnych. Rozktad ten moze mie¢ np. charakter
przedstawiony na rys. 9.2.1a, gdzie p(R) przedstawia gesto$¢ rozktadu prawdopodobien-
stwa. Jezeli z tej partii wyselekcjonujemy wstepnie opory o warto$ciach Rn + <8R to rozktad
tej partii mozemy czesto przyblizy¢ za pomoca rozktadu réwnomiernego, przedstawionego
na rys. 9.2.1b. W tym przypadku opory z tej partii przyjmujg wartosci z zakresu:

M l-g) **«.(![|$F)

Rys. 9.2.1

AD
Wielko$¢ In = ~-nazywana jest tolerancjg elementu.

Wprowadzimy pojecie obszaru tolerancji parametréw uktadu.

Obszarem tolerancji uktadu nazywamy obszar, w ktorym znajdujg sie
parametry uktadu z uwzglednieniem ich tolerancji.

Dla uktadu z rys. 9.1.1 obszar ten przedstawiony jest na rys. 9.2.2 jako prostokat. Przy
wiekszej liczbie parametréw otrzymujemy jako obszar tolerancji hiperprostopadtoscian
tolerancji.
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Jezeli zbudujemy ukiad z elementéw ktérych parametry mieszczg sie w obszarze
tolerancji, to funkcja uktadowa réwniez bedzie miata pewne rozrzuty jej wartosci.

Obszar rozrzutu jest to obszar, w ktérym znajdujag sie wartosci funkcji
uktadowej, jezeli parametry uktadu znajduja sie w obszarze tolerancji.

Celem obliczenia obszaréw roz-
rzutu funkcji uktadowych nalezatoby
obliczy¢ najwieksze i najmniejsze war-
tosci funkcji uktadowych dla wartosci
parametréow z obszaru tolerancji. Dla
uktadu z rys. 9.1.1 obszar rozrzutu dla
transmitancji ii bedzie okreslony przez:

K- <K <K+
gdzie
.o Rz —¢Rz
Ri + dRi +R z- dR2 Rys. 9.2.2
"o i?2 + ORz
A+ " Ry - 6Ri +Rz + 6Rz
dla Rw za$:
Rw——Rw —Rw+
gdzie

Rw—= Ri + Rz ~ 6Ri —dRz i?iv+ = R\ + Rz + dRi + &RIi

Obliczanie obszaréw rozrzutu tg metodg jest na ogét bardzo skomplikowane i praco-
chtonne. Przedstawimy dalej bardziej efektywne metody obliczania obszaréw rozrzutu.

9.3. Warunki sprawnosci uktadu

Podstawg do projektowania uktadéw sg zazwyczaj pewne warunki natozone na odpo-
wiednie funkcje uktadowe, zapewniajgce poprawng prace ukfadu. W wspomnianym przy-
ktadzie dzielnika napie¢ mogg to by¢ np. zadania, by transmitancja uktadu oraz opor
wejsciowy dzielnika spetniaty warunki:

mKmin A K < Kmax

Rw min ~ Rw S jRiv min
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Warunki te nazwiemy warunkami sprawnosci. Celem projektowania bedzie znalezienie
takiego obszaru parametréw, ktéiy zapewni spetnienie warunkéw sprawnosci. Bedzie to
tzw. obszar sprawnosci uktadu.

Obszarem sprawnosci uktadu Ra nazwiemy zhiér warto$ci parametrow
uktadu, dla ktérego uktad spetnia narzucone warunki sprawnosci:
Ra —{X | Fjmin ™ Fi i Fimax }

gdzie m jest liczbg warunkéw sprawnosci.

Na przyktad dla rozpatrywanego przyktadu, warto$¢ transmitancji K ma wynosi¢
0.5 + 2%, za$ opor wejsciowy Rw 2 k$2 H— 10%, wtedy:

Ra={Ri,R2\ 049 <K <=0.51 , 1.8kQ <Rw< 22KkQ].

W tym przypadku obszar sprawnos$ci mozna fatwo wyznaczy¢ z nastepujacych réwnan:
Pierwszy warunek sprawnosci daje:

049 3 RHTS 3 °'51

Granice obszaru sprawnos$ci mozna wyznaczy¢ ze skrajnych réwnosci, ktore dajg nam
réwnania prostych, ograniczajagcych obszar sprawnosci (rys. 9.3.1):

d 051 D ,
—0.49 1 prosta Kmax

r2= Ri prosta .Kmin

Wartoéci Ri i R2 lezagce miedzy tymi prostymi, w zakreskowanym obszarze, spetniajg
wymagania odnosnie do transmitancji K.
Drugi warunek sprawnosci daje :

1.8kQ < Ri +R2< 2.2kQ

skad proste ograniczajace ten obszar sprawnosci:
R2——Ri + 2.2kQ prosta Rw max
R2= —Ri 4 1.8kQ prostaRiv min

Warto$ci Ri i R2 lezace miedzy tymi prostymi, w zakreskowanym obszarze, speniajg
wymagania odno$nie do oporu wejsciowego Rw.

Obydwa warunki sprawnos$ci spetnione sa dla wartosci R\ i R2 lezacych wewnatrz
podwdjnie zakreskowanej czesci - obszaru sprawnosci Ra mWewnatrz obszaru sprawnosci
lezy réwniez punkt nominalny ( dla warto$ci R\ = R2= 1kQ).

Znajomos$¢ obszaru sprawnosci daje mozliwos¢ bardzo efektywnego projektowania
uktadéw, pozwalajac na rozwigzanie m.in. takich probleméw, jak centrowanie, czyli dobo6r
nominalnych wartos$ci parametréw, oraz problem doboru tolerancji poszczegélnych para-
metréw. Pokazemy to na przykladzie tys. 9.3.2, na ktérym przedstawiony jest obszar



sprawnos$ci uktadu Rw . Jezeli dobie-
rzemy jako punkt nominalny punkt
Ni ( a wiec nominalne wartosci ele-
mentéw Xin ), to obszar tolerancji
Ti zapewni, ze wszystkie uktady wy-
konane z elementoéw, ktoérych para-
metry znajdujg sie w obszarze
tolerancji beda spetnialy warunki
sprawnosci. Latwo zauwazy¢, ze no-
minalny punkt N2 umozliwia stoso-
wanie wiekszych tolerancji
parametrow. Poniewaz koszt ele-
mentow maleje wraz ze zwieksza-
niem ich tolerancji, to rozwigzanie to
jest korzystniejsze.

Przy produkcji masowej wyma-
ganie, by kazdy wykonany uktad spet-
niat warunki sprawnosci, jest ze
wzgledéw ekonomicznych czesto nie-
celowe. Méwimy wtedy o tzw. uzysku,
ktory réwny jest stosunkowi liczhy

1.5 R.

Rys. 9.3.1

sprawnych uktadéw uzyskanych w procesie produkcji do liczby wykonanych uktadow.
Znajomo$¢ obszaru sprawnosci pozwala na ocene tego uzysku. Na rys. 9.3.3 przedstawiony
jest obszar sprawnosci uktadu Ra , przyjety punkt nominalny N oraz zatozony obszar
tolerancji T. Sprawne beda jedynie uktady zbudowane z elementéw, ktérych wartosci
parametrow lezg wewnatrz zakreskowanej czesci (wewnatrz obszaru wspolnego Ra i T ).
Mozna wtedy obliczy¢ uzysk na podstawie znajomosci tych obszaréw. Pozwala to réwniez

Rys. 9.3.2
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na dobranie takiego punktu nominalnego
i obszaru tolerancji, by zapewni¢ odpo-
wiednig warto$¢ tego uzysku. Jezeli np.
rozktad prawdopodobieAstwa jest réwno-
mierny, to uzysk bedzie rowny stosunkowi
pola powierzchni zakreskowanej do pola
obszaru tolerancji.

Wyznaczanie obszar6w sprawnosci
dla bardziej ztozonych ukfadow jest jed-
nak na og6t trudnym zadaniem, rzadko
bowiem mozna wyznaczy¢ analitycznie
granice obszaru sprawnos$ci (granice ob-
szarOw sprawnosci sg zazwyczaj liniami
krzywymi). Poza tym pojawiajg sie, przy
wiekszej liczbie warunkéw sprawnosci,
trudnosci ze wzgledu na wielowymiaro-
wos¢ problemu.

9.4. Projektowanie uktadéw zapewniajgce spetnienie warunkéw
sprawnosci

Przy projektowaniu uktadéw zadane sg zazwyczaj wymagane warunki sprawnosci
uktadu.
Mozliwe sa dwa sposoby podejs$cia do tego zagadnienia:

1. Dobieramy wartosci nominalne i tolerancje parametréw, na ich
podstawie obliczamy obszary rozrzutu i sprawdzamy, czy spetnione
sg warunki sprawnosci. Jezeli nie sg one spetnione, to zmieniamy
wartosci nominalne i tolerancje i ponownie sprawdzamy, czy warun-
ki sprawnosci sg spetnione. W ten sposdb, iteracyjnie, dochodzimy
do rozwigzania problemu. Spos6b ten wymaga efektywnych metod
obliczania obszar6w rozrzutu.

2. Obliczamy obszar sprawnos$ci uktadu i z niego okreslamy wartosci
nominalne parametréw i ich dopuszczalne tolerancje. Sposo6b ten
omoéwiono w poprzednim rozdziale.

Zazwyczaj postepowanie wediug pierwszego sposobu jest tatwiejsze. Nalezy zatem
przedstawi¢ metody pozwalajace na okreslanie obszaréw rozrzutu na podstawie znanych
wartosci nominalnych itolerancji parametrow uktadu. Metody te mozna podzieli¢ na dwie

grupy:

1. metody wrazliwo$ciowe, w tym metoda oparta na tzw. obwodzie
dotgczonym i metoda oparta na tzw. obwodzie przyrostowym,
2. metoda funkcji biliniowej.
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9.5. Metoda wrazliwosciowa

Wyznaczmy wplyw zmiany wartosci jednego z parametrow X funkcji uktadowej F(X)
na tg funkcje. Jezeli X zmienisie o AX, to otrzymamy z rozktadu na szereg Taylora:

FIX+AX)=F(X) +U AX+j A (AX)2+ ... (9.5.1)

Zaktadajac mate zmiany parametréw /X, mozna ograniczy¢ sie do liniowego cztonu:

F(X +AX) ~ F(X) + U AU

albo
AF —F(X + AX) —F(X) = ~ AX

Wprowadzajac tzw. wrazliwos$¢ bezwzgledng S :

dX (9.5.2)
otrzymamy przyrost funkcji uktadowej spowodowany zmiang parametru o AA™

AF ~ S AX (9.5.3)

Wprowadza sie tez tzw. wrazliwo$¢ wzgledng Sx , (gdzie gorny indeks oznacza funkcje
uktadowa, a dolny zmienng, wzgledem ktérej oblicza sie wrazliwos$¢):

cF_ dF Xn

(9.5.4)
® ~dX AT

gdzie:
Xn -warto$¢ nominalna parametru,
Fn -warto$¢ funkcji uktadowej przy nominalnej wartosci parametru.
Dzielgc obustronnie wzor 9.5.3 przez Fn, mozemy wyrazi¢ wzgledng zmiane funkcji

uktadowej tr = przez wzgledng zmiane parametru elementu tx —

A -l 1M
Fn ~ dX Fn Xn

Jezeli odchylenie wzgledne réwne jest tolerancji parametru y ~ . t0

I £ 1msEtx (9.5.5)
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Wzory 9.5.3 i 9.5.5 wazne sa tylko dla matych odchylen od wartosci nominalnej, t.zn.
takich, przy ktoérych wystarczy z dostateczng doktadnoscig uwzgledni¢ tylko liniowy czton
w rozktadzie na szereg Taylora (9.5.1).

Dla rownoczesnej zmiany wielu parametréw mozna, ograniczajac sie znowu do linio-
wych cztonéw w rozktadzie na szereg Taylora, otrzymac:

FX+AX)=F(X) + 2 AXi
i=l 1
Stad " ZF
2 AF-sJgA*
i=l
oraz
n
AF« 2 & (9.5.6)
i=1
gdzie: Si = sg wrazliwosciami funkcji uktadowej wzgledem i-tego parametru. Wz6r ten

pozwala na obliczenie wartosci odchylenia funkcji uktadowej dla dowolnych odchylen
parametrow od ich warto$ci nominalnych.

Wprowadzajac za$ wrazliwosci wzgledne Si, = / otrzymamy:

¥~ X Sxi h\ (9.5.7)

Wzory 9.5.6 oraz 9.5.7 pozwalajg na obliczenie wzglednego odchylenia funkcji uktado-
wej pod wptywem zmian warto$ci n parametréw. Na ich podstawie mozna obliczy¢ obszar
rozrzutu. Poszczego6lne cztony tych wyrazerh mogg przyjmowac wartosci dodatnie lub ujem-
ne w zaleznosci od znakéw wrazliwosci Sx, iodchylen AXi. Rozpatrzmy tzw. najgorszy
przypadek, ktory wystapi wtedy, gdy wszystkie cztony pod znakiem sumy beda miaty te same
znaki, wtedy odchylenie funkcji uktadowej bedzie maksymalne:

(9.5.8)

albo

-2 'Sxitd | (9.5.9)
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Obszar rozrzutu wynosi wtedy Fn + AFmax «W tym przypadku wszystkie uktady zbu-
dowane z elementow o tolerancjach tx, bedg miaty wartosci funkcji uktadowej mieszczace
sie w obszarze rozrzutu. Wszystkie wyniki otrzymane metodg wrazliwo$ciowg sg przyblizone
i majg wystarczajacg doktadnos¢ jedynie przy odpowiednio matych tolerancjach Ix\.

Podstawowg zaletag metody wrazliwosciowej jest mozliwos¢ rGwnoczesnego obliczania
wplywu wielu parametréw oraz stosunkowo maty naktad obliczeniowy, co przedstawimy
w nastepnych paragrafach. Pewng wadg jest natomiast mozliwos¢ jej stosowania jedynie
przy matych odchyleniach parametréw od ich wartosci nominalnych oraz trudnosci w ocenie
"matodci” tych parametréw.

Podstawowym zagadnieniem przy stosowaniu tej metody jest efektywne obliczanie
wrazliwosci funkcji uktadowych na zmiany parametréw obwodu. W nastepnych rozdziatach

przedstawimy podstawy dwéch metod pozwalajgcych na efektywne obliczanie tych wrazli-
WOSci.

9.6. Metoda wrazliwoSciowa oparta na obwodzie dotgczonym

Niech dany bedzie obwdd "N", przedstawiony na rys. 9.6.1a, dla ktérego nalezy obliczy¢
wrazliwos$ci napiecia \JO na zmiane oporu R\ . Wprowadzmy nowa gataz o nieskonczenie
wielkim oporze dotgczong do miejsc, pomiedzy ktérymi istnieje napiecie Uo (w tym
przypadku rownolegte do oporu R2), otrzymujemy wtedy obw6d z rys. 9.6. 1b. Wprowadze-

nie tej gatezijest zabiegiem czysto formalnym, nie zmienia ono rozptywu pradéw irozktadu
napie¢ w obwodzie.

h U, -

zzP " 2
R |

" A
E .O R, un E’(l) R U’ lJO
|
a) b)
Rys. 9.6.1

Rozpatrzmy rownolegle obwdéd "D" o identycznej strukturze (o tym samym grafie),
rys. 9.6.2, w ktérym dobierzemy pézniej rodzaj elementéw i ich parametry. Prady i napigcia
tego obwodu oznaczymy daszkami ~ .
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Z twierdzenia Tellegena (rozdziat 4.3) wynika:

2 u0=0
2 0i=0 r m

Jezeli w obwodzie "N" skutkiem zmiany para-
metrow obwodu ulegng zmianie napiecia o dU i fe)
prady o dl, to powyzsze réwnania przyjma postac:

2 {U+dU)o= 0

Rys. 9.6.2
2 tf(/+d/) =0
odejmujac te rGwnania stronami otrzymamy:
2 (0dU-0 df)y=0 (9.6.1)
Dla rozpatrywanego obwodu otrzymamy:
(£ dUs - Osd/ff) + (/2dt/i - Oi d/O +
+ (£dU2-0 2d12) + (0 dU0O-0 odlo) =0 (9.6.2)

Podkreslmy jeszcze raz, ze réwnanie 9.6.2, wynikajace z zasady Tellegena, jest wazne
niezaleznie od rodzaju i wartosci parametrow elementéw obwodu "D", mozemy zatem fakt
ten wykorzysta¢ do uproszczenia powyzszego wyrazenia. Celem naszym jest obliczenie
zmiany di/0 napigcia U0 pod wptywem zmiany wartosci oporu R\ o di?i:

1. Jezeli wobwodzie "D" zatozymy, ze/0 = const = 1[A], awiec w tej gatezi umieszczona
jest SPM /0 , to ostatnie wyrazenie w nawiasie przyjmie warto$¢ dUQO, poniewaz dIi0 = 0
(prad ptynacy przez op6r RO jest réwny zero, bo zatozono, ze op6r RO jest nieskonczenie
wielki)

2. Jezeli w gatezi "s" (w ktorej w obwodzie "N" dziata SEM) zatozymy w obwodzie "D"
zwarcie, to Us = 0 (poniewaz Uo = Es = const, to dUs = 0), wtedy wyrazenie w pierwszym
nawiasie bedzie rowne zero.

3. W galezi "1" zmienia sie op6r/?i, napiecie na tej gatezi zalezy wiec od tego oporu i od
pradu:

Ui = Ui (jrRili) = KiA
skad
dUui™dRi+~dJi“hdRi+RidJi
zatem wyrazenie w drugim nawiasie
(fTdC/, - Oid/i) =£ h dRi + £ Ridh - 0i d/,

przyjmujac w obwodzie "D" ten sam opo6r R i, a wiec Oi =fiR i, otrzymamy
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(?idi/i - t/id/i) = /T/i cLRi

4. W galezi "2" opdr Rz nie ulega zmianie, zatem
du2=~d | 2=R2dI2

zaktadajagc w obwodzie "D" ten sam opér Rz, otrzymamy

(fidu2- 02d12 = £ R2dI2-fi R2dI2—0
Ostatecznie rownanie 9.6.2 przyjmie postac:

/T/i 4R + dU0 =0
skad

SI1~~5RT~ 1 (9.6.3)

Obwdd "D", nazywany tez obwodem dotgczo-
nym, przedstawiony jest na rys. 9.6.3. Jak z powyz- R. I Id
szego wynika, wrazliwos$¢ napiecia U0 na zmiane
oporu Ri mozna wyznaczy¢ obliczajac prad /1w J
obwodzie pierwotnym "N" oraz prad fi w obwo- 1A
dzie dotgczonym. tatwo zauwazyé, ze obliczajgc
wszystkie pragdy w obu obwodach mozna obliczyé¢
wrazliwos$¢ napiecig Uo na zmiane wartosci opo-
ru R2

ub

© ?jgg fih Rys. 9.6.3

Przedstawiong na przyktadzie metode obwodu dotgczonego mozna tatwo uogélnic.
Réwnanie typu 9.6.2 mozna napisa¢ dla dowolnego obwodu sktadajacego sie z oporéw,
SEM oraz SPM . Obwdd dotgczony konstruuje sie wedtug nastepujacych zasad:

1 Uzupetniamy obwdd pierwotny "N" o gatgz z nieskofczenie wielkim
oporem RO umieszczong pomiedzy punktami, miedzy ktérymi ist-
nieje napiecie, ktdrego wrazliwos$¢ obliczamy.

2. Obwod dotgczony "D" posiada graf identyczny z grafem obwodu
pierwotnego.

3. W gatezi, wktorej wobwodzie pierwotnym istnieje op6rRo, umiesz-
czamy w obwodzie dotgczonym SPM 10 o wartosci 1 Ampera.

4. Galezie z SEM w obwodzie pierwotnym zastepujemy w obwodzie
dotaczonym zwarciem, a gatezie z SPM przerwa.

5. Galezie zawierajgce opory wobwodzie pierwotnym wystepujgwob-
wodzie dotagczonym z tymi samymi warto$ciami.

6. Worazliwosci na zmiany oporu w i-tej gatezi oblicza sie jako:

Si ——Ff i (9.6.4)
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Podobnie mozna otrzymac wzory na wrazliwo$¢ na zmiany SEM, SPM, sit sterowanych
oraz wrazliwosci innych funkcji uktadowych [1], [3], [4].

Warto zauwazy¢, ze dokonujac dwoch analiz - obwodu pierwotnego i obwodu dotgczo-
nego - otrzymuje sie wrazliwosci danej funkcji uktadowej na zmiany wszystkich parametrow
obwodu.

9.7. Metoda wrazliwosciowa oparta na obwodzie przyrostowym

Zal6zmy, ze wobwodzie liniowym obliczono wszystkie prady i napiecia poszczegélnych
elementéw. Uktad réwnan opisujacy ten obwod sktada sie zobu praw Kirchhoffa (réwnania
4.2.9ai4.2.15):

Al=0 (9.7.1)

CTU=0 (9.7.2)
oraz prawa Ohma dla kazdego z elementéw obwodu:
li = Gi Ui (9.7.3)

W metodzie przyrostowej zaktadamy,ze warto$éjednej zprzewodnosci Gj ulegla
zmianie 0AGy .Pozostate parametry obwodupozostajg nie zmienione.Skutkiem tego
bedzie zmiana warto$ci wszystkich pradéw o Al inapie¢ o AU, wobec tego prawa Kirchhoffa
przyjma teraz postac:

A(l+A) =0 (9.7.4)

CT(U+ AU) =0 (9.7.5)
prawo Ohma dla wszystkich gatezi, za wyjatkiem j-tej gatezi:

li 4 Ali —Gi (Ui + At/])
co, Z uwagi na 9.7.3 daje:

Mi = Gi AUi (9.7.6)

dlaj -tej gatezi zas :
Ij + Mj = (Gj + AGj )(Uj + AUj)

Jezeli uwzglednimy w tym réwnaniu rownanie 9.7.3 oraz zatozymy, ze zmiany parametru
AGj sa mate, wtedy mozna poming¢ czton AUj AG j, otrzymujac dlay-tej gatezi:

Mj = Gj AUj + AGj Uj (9.7.7)

Dla tego ostatniego réwnania mozna znalez¢ uktad zastepczy w postaci rownolegtego
potagczenia przewodnosci Gj oraz SPM o wartosci AGjUj (rys. 9.7.1).
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Roéwnania 9.7.4 - 9.7.7 opisujag nowy obwod,
tzw. obwaéd przyrostowy. Jak tatwo zauwazy¢, po-
siada on te samg strukture co obwod pierwotny,
usunieto z niego jedynie state SEM i SPM zaste-
pujac je odpowiednio przez zwarcie i przerwe,
oraz zastgpiono galaz "j" wyzej wymienionym
uktadem zastepczym. Prady Ali oraz napiecia AGjUj
AUi obliczone w tym obwodzie bedg szukanymi
przyrostami spowodowanymi przyrostem prze-
wodnosci Gj o wartos$¢ AG/. Rys. 9.7.1

Wrazliwos$¢ poszczeg6lnych pragdéw na zmia-
ne parametru Gj o AGj mozna stad obliczy¢ ja-
ko:

Al;

. Ali
Sii = AG,

podobnie dla napiec itp.

Z punktu widzenia ztozonos$ci obliczeniowej warto zauwazy¢, ze konieczne sg tu dwie
analizy obwodu. Pierwsza - analiza obwodu pierwotnego - i druga - obwodu przyrostowego.
Poniewaz obwod przyrostowy ma te samg strukture i wartosci elementéw i rézni sie od
obwodu pierwotnego tylko innymi sitami wymuszajacymi, to korzystajac z metody LU przy
rozwigzywaniu réwnan, mozna osiggna¢ dalsze uproszczenie obliczeA. Metoda daje przy
tym mozliwos$¢ obliczenia wrazliwosci wszystkich pradéw (napie¢) na zmiane jednego
z parametréw w trakcie jednej analizy.

Rozpatrzmy dla przyktadu obwéd z rys. 9.7.2a. Jezeli chcemy obliczyé przyrosty pradéw
i napie¢ spowodowane zmiang przewodnosci G2 o0 AG2, to otrzymujemy obwéd przyro-
stowy z rys. 9.7.2b. Obwadd ten ma identyczng strukture z obwodem pierwotnym, jedynie
zastagpiono SEM E zwarciem, SPM J przerwg i zastagpiono przewodno$¢ G2 ukiadem
zastepczym sktadajacym sie z tejze przewodnosci potgczonej rownolegle zSPM/ o wartosci
AG2U2 . Obliczone w tym obwodzie prady i napiecia beda przyrostami spowodowanymi
zmiang przewodnosci Gi o AG2e« Na podstawie tych przyrostow mozna obliczy¢ odpo-
wiednie wrazliwosci.

AU, AU aus

au2 c)aga2
\r 1

°)
b)

Rys. 9.7.2



9.8. Metoda funkcji biliniowej

M etoda funkcji biliniowej pozwala na przedstawienie zaleznosci funkcji uktadowej Fod
jednego z parametréw uktadu X. Pokazemy to na przykiadzie transmitancji napieciowej

uktadu przedstawionego na rys. 9.8.1. W tym przypadku chodzi o zalezno$¢ transmitancji

rv n u.
b>

a)

Rys. 9.8.1

F(X) = U= Zaktadamy, ze uklad A nie zawiera zadnych sit wymuszajagcych. Od strony
Ui

zaciskow 5-6 uktad jest dwojnikiem aktywnym, moze wiec by¢ zastgpiony, wedtug zasady
Thevenina, ukfadem zastepczym rys.9.8.1b. Napiecie biegu jatowego tego dwdjnika Uxo jest
proporcjonalne do SEM Up

Wxo = u t/i

zatem

Ux=Rw+ X Uxo=Rw+ X aUl ®-8-1)

Stosujac zasade wyodrebnienia dla oporu X otrzymamy ukiad z rys. 9.8.2, w takim
uktadzie napiecie 1/z jest liniowg funkcjg obu sit elektromotorycznych U\ i Ux :

U2=bUi+cUx

uwzgledniajgc r. 9.8.1 otrzymamy



Rys. 9.8.2

Wz6r powyzszy mozna jeszcze uprosci¢. Dla X = 0 otrzymamy 2z powyzszego wzoru
F(0) = 6,zasdlaA' = o otrzymamy F(oo) = (£ + ac), wtedy:

F(O)RW+F M X

(9.8.3)
FVe> SR q—

Wyrazenie powyzsze przedstawia zaleznos¢ funkcji uktadowej od parametru AT i nazy-
wane jest funkcja biliniowg od X. Funkcja ta charakteryzuje sie trzema wspoétczynnikami:

Rw - to opdr widziany od strony zaciskow do ktorych podigczony jest opér
X (zaciski 5-6).
F(0) - towartos¢ funkcji uktadowej przy zwartych zaciskach 5-6,

F(oo) - towarto$é funkcji uktadowej przy rozwartych zaciskach 5-6.

Aby wyznaczy¢ te wsp6étczynniki, trzeba wykonaé, jak wykazemy dalej, dwie analizy
obwodu. Warto rowniez zwrdci¢ uwage na to, ze wspotczynniki te mozna otrzymac z pomia-
réw na realnym uktadzie. Wzdr 9.8.3 pozwala na obliczenie warto$ci funkcji uktadowej dla
dowolnych wartosci parametru X.

Wykazemy obecnie, jak mozna obliczy¢ tzw. wrazliwo$¢ wielkoprzyrostows, to znaczy'
przyrost wartosci funkcji uktadowej od wartosci nominalnej F (Xn):

AF{X) = F(Xn + AAT) - F(Xn)

spowodowany przyrostem warto$ci parametruXn o AA', przy czym AA'moze przyjmowac
dowolne wartosci, niekoniecznie mate.
Dla warto$ci nominalnej Xn otrzymamy z (9.8.3):

Fry. _F(0O)Rw+F(co)Xn
F{Xn" RW+ Xn

Obliczajgc z tego wzoru F(0) i podstawiajgc do 9.8.3 otrzymamy dlaX = Xn + AA"



F(Xn)(Rw + Xn) + F(«Q AA

F(Xn+ AA) = Rw + Xn + AA”

skad

AF (X) F(°0)-F (A .)
AA Rw F Xn 4- AA" (9.8.4)

Wzér powyzszy wazny jest dla dowolnie duzych AA (dowolnie duzych odchyleA od
wartosci nominalnej), przedstawia zatem tzw. wrazliwo$¢ wielkoprzyrostowa.

Wspotczynniki F(°°), F (xn) oraz Rw mozna otrzymac w wyniku dwoch analiz obwo-
du. W pierwszej analizie otrzymujemy dla warto$ci A = o (dla rozwartych zaciskow 5-6)
warto$¢ F(oo) oraz warto$¢ uxo ,w drugiej, dla nominalnej wartosci x n , warto$¢ F(An).

Z powyzszego wzoru tatwo otrzymaé wrazliwo$¢ matoprzyrostowg. Przechodzac do
granicy, Ac -* 0, otrzymamy:

o.dfW _F(oo)-F(A,) (9.8.5)
6 Rw+Xn

Porownujac wzor 9.8.5 dlawrazliwosci matoprzyrostowej ze wzorem 9.8.4 dlawrazliwos-
ci wielkoprzyrostowej, mozna, w tym przypadku, oceni¢ wielko$¢ btedu popetnianego przy
stosowaniu wrazliwosci matoprzyrostowej dla wiekszych przyrostow AA.



DODATEK |

PROGRAM ALIOS1

(Analiza Liniowych Obwodéw Statopradowych)

10.1. Charakter i mozliwosci programu

Program ALIOS ma charakter dydaktyczno - demonstracyjny. Jego celem jest przed-
stawienie w mozliwie prosty sposéb komputerowej realizacji metody potencjatow wezto-
wych. W zwigzku z tym, program nie jest optymalizowany pod wzgledem zajetosci pamieci
operacyjnej ani pod wzgledem szybkosci dziatania. W przedstawionej formie umozliwia on
obliczanie pradéw, napie¢ i mocy w liniowych obwodach statopradowych, zawierajagcych
précz oporéw gatezie z szeregowo potgczonymi SEM ioporami oraz sity pradomotoryczne.
Konstrukcja programu umozliwia tatwe dodawanie procedur dla sit pradomotorycznych
sterowanych napieciem oraz innych liniowych elementéw obwodu. Do rozwigzywania
uktadu liniowych réwnan zastosowano najprostszg wersje metody Gaussa (bez przestawia-
nia wierszy i kolumn). W razie potrzeby procedura ta moze by¢ zastapiona inng, bardziej
doktadng metodg. Program napisany jest w jezyku TURBO PASCAL 6.0.

10.2. Opis programu

Program sktada sie z pieciu procedur i programu gtéwnego. Zadeklarowane na poczat-
ku maksymalna liczba gatezi NGM =50 i maksymalna liczba weztéw NWM=20 mogga by¢
w razie potrzeby zwiekszone.
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PROCEDURA RENUM

Procedura RENUM przyporzadkowuje poszczegélnym weztom (ich numerom wpro-
wadzanym w danych o obwodzie) nowe wewnetrzne dla programu numery tak, by nie
zmieniajagc numeru wezta odniesienia, ktorym zawsze musi by¢é wezet 0, nowe numery
nastepowaty w kolejnosci 1,2,3 itd. Przenumerowanie weztdw nie jest konieczne, ale przy
jego braku trzeba,juz wdanych, numerowac wezty w kolejnosci 0,1,2, co przy ewentualnych
zmianach w obwodzie, np. usunieciu jednego z weztdw, wymagatoby nowej numeracji
wszystkich weztow. Réwnoczesnie w tejze procedurze oblicza sie liczbe weztéw obwodu
(nie musi ona by¢ podawana w danych o obwodzie).

PROCEDURA READDATA

Procedura READDATA odczytuje dane o obwodzie zapisane w zbiorze tekstowym
0 zadanej nazwie i wpisuje je w odpowiednie komaérki pamieci. Réwnocze$nie procedura
ta oblicza liczbe gatezi obwodu.
PROCEDURA GMATRIX

Procedura GMATRIX, po wyzerowaniu macierzy przewodnosciowej obwodu G, ana-
lizuje kolejno dane kazdej gatezi i w zaleznos$ci od charakteru gatezi, (gataz oporowa, gatgz
z SEM i oporem, gatgz z SPM) dopisuje w odpowiednie miejsca macierzy G odpowiednie
wartosci, zgodnie z omowiong w rozdz. 5, metoda.

PROCEDURA GAUSS

Procedura GAUSS rozwigzuje uktad rownan liniowych potencjatow weztowych metoda
Gaussa.

PROCEDURA BRANCHUIP
Procedura BRANCHUIP oblicza napiecia i pragdy galeziowe oraz moce tracone na-

oporach i zrédtach obwodu, zapisuje wyniki obliczonych napie¢ i pragdéw gateziowych
a takze mocy w zbiorze o nazwie wynik.

10.3. Wprowadzanie danych o obwodzie

Dane muszgby¢ zapisane w zbiorze tekstowym (ASCII) o dowolnej nazwie, ktdra trzeba
podac po zgtoszeniu sie programu. Struktura danych jest nastepujaca:
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a) komentarz stowny, (nazwa obwodu, numer, komentarze) o dtugosci
maksymalnie 255 znakow,

b) dane dotyczace poszczeg6lnych gatezi,

¢) stowo kluczowe END oznaczajgce koniec zbioru tekstowego.

Dane dotyczace gatezi obwodu rozpoczynajg sie od trzyznakowego okreslenia gatezi,
przy czym pierwszy znak identyfikuje rodzaj gatezi:

E ** gataz zSEM (i oporem potgczonym szeregowo),
R ** galgz z oporem,

[** galazzSPM.

np. E12, EZ1, RZ1, RAB, 1Z2 itd.

W dalszym ciggu przyjeto, ze wp oznacza numerwezta poczatkowego gatezi, awk numer
wezta koncowego. Numery mogag by¢ maksymalnie trzycyfrowe. Jako kierunek pradu
w gatezi przyjmuje sie dla wszystkich gatezi kierunek od wezta koricowego do wezta poczat-
kowego. Strzatkowanie napie¢ na oporach odbiornikowe, na SEM i SPM wydajnikowe.

Gataz z SEM:

E **wp wk R E

gdzie oznaczaja:

R - wartos$¢ oporu gatezi,

E - warto$¢ SEM (ze znakiem + jezeli skierowana jest do wezta poczat-
kowego, a - gdy skierowana jest do wezta koricowego, np.
E12 21 3 5 -10.

Gataz z oporem:
R ** wp wk R
gdzie oznaczajg:
R - warto$¢ oporu gatezi, np.
RZ1 3 0 135.

GalagzzSPM:
I ** wp wk |
gdzie oznaczajg:
| - warto$¢ SPM (ze znakiem + jezeli skierowanajest do wezta poczatko-
wego, a - gdy skierowana jest do wezta koAcowego),np.
1z1 121 5.

Dla obwodu przedstawionego na rys. 10.1 tekstowy zhiér danych ma nastepujaca
postac:

OBWOD RYS. 101
E 0 100 100

R2 01 10.0
R3 12 100.0
| 20 01

END
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100 J 100 O 2

I R3

10V R2 100 [ 0.1A
©

Rys. 10.1

10.4. Wyniki obliczen

Wyniki obliczeh zapisywane sg w zbiorze o nazwie wynik. Najpierw podawany jest
komentarz, potem dane o obwodzie, wartosci potencjatéw weztowych oraz wyniki obliczen

pradéw /, napie¢ U, mocy traconej na oporach P oraz mocy zrodet PZ. Przyktadowy wydruk
wynikéw przedstawiony jest ponizej.

ALIOS1 1992-3-24
OBWOD RYS. 101
E 10 10.0000 10.0000
R2 01 10.0000 0.0000
R3 12 100.0000 0.0000
I 20  0.1000 0.0000

V0= 0.0000
VI = 55000
V2 = 15.5000
WP WK | U P Pz
E 1 0 04500 45000 2.0250  4.5000
R2 0 1 0.5500 5.5000 3.0250 0.0000
R3 1 2 0.1000 10.0000 1.0000 0.0000
| 2 0 01000 155000 0.0000 1.5500
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10.5. Program zrodiowy

PROGRAM ALIOS; {AM TP 6.0 92-02-23}
{PROGRAM ANALIZY LINIOWYCH OBWODOW STALOPRADOWYCH}
USES DOS;

CONST
NGM=50; {MAKSYMALNA LICZBA GALEZI}
NWM=20; {MAKSYMALNA LICZBA WEZtOW}

TYPE
VECTORG= ARRAY[1.2*NGM] OF INTEGER;
VECTORGR= ARRAY[0.NGM] OF REAL;
VECTORW= ARRAY[0.NWM] OF INTEGER,;
MATRIX= ARRAY[O.NWM,1.NWM+1]OFREAL,;

VAR
BRANCH 1: ARRAY[1.NGM] OFSTRING[3];
G: MATRIX;
W : VECTORW;
INODE, TNODE, INO, TNO: VECTORG;
VAL,GyAL EVAL,V: VECTORGR;
NG,K,NW: INTEGER;
COMM: STRING;
OUT: TEXT;
Y,M,D,DOW: WORD;

PROCEDURE RENUM;

{PROCEDURA PRZEPROWADZA PRZENUMEROWANIE WEZLOW TAK,
ABY NOWE NUMERY NASTEPOWALY W KOLEJNOSCI 0,1,2..}

VAR
1LJLK:INTEGER;
A: INTEGER;

BEGIN
FOR I:= 1TO NG DO
BEGIN
GVAL[I]: = L/VAL[I]; {ZAMIANA OPOROW NA PRZEWODNOSCI}
IF INODE[1]=0 THEN
INO[I]:= 0 ELSE
INO[I]:= INODE[I] + NGM;
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IF TNODE[I]= OTHEN
INO[lI + NG]:= OELSE
INO[lI + NG]:= TNODE[I] + NGM;
END;
WI0]:= 0;
=1
FOR I:= 1TO 2*NG DO
BEGIN
IF INO[I] NGMTHEN
BEGIN
A:= INO[I];
INO[I]:= J;
FOR K:= ITO 2*NG DO
IF INO[K] = ATHEN INO[K]:= INOII];
WI[J]:=A -NGM; {W TABLICY W[J] ZAPISANE SA
NUMERY WEZLOW ODPOWIADAJACE NOWEJ NUMERACII J}
J:i=J + 1;
NW:=1J-1; {OBLICZANIE LICZBY WEZLOW NW}
END;
END;
FOR I:= 1TO NG DO
TNOII]:= INOJ[Il + NGJ;
END; {OF RENUM}

PROCEDURE READDATA,;

{PROCEDURA ODCZYTUJE DANE O OBWODZIE ZAWARTE W ZBIORZE
"NAZWA"I WPISUJE JE W ODPOWIEDNIE KOMORKI PAMIECI}

VAR
1J: INTEGER;
DFILE: TEXT;
A: STRING[3];
NAZWA: STRING[10];

BEGIN

WRITELN('NAZWA ZBIORU DANYCH?;

READLN(NAZWA);

ASSIGN(DFILE,NAZWA);

RESET(DFILE);

READLN(DFILE,COMM);

l:=1;

A:="AAA’*

FILLCHAR(EVAL,SIZEOF(EVAL),0); {ZEROWANIE TABLICY EVAL}
WHILE NOT (A="END’) DO
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BEGIN
READ(DFILE,A);
BRANCHI[I]:=A;
CASE A[l] OF
'R’ READLN(DFILE,INODE[I],TNODE[I],VALII]);
*E’ READLN(DFILE,INODE[I],TNODE[I],VAL[I],EVALII]);
I’ READLN(DFILE,INODE[I],TNODE[I],VALII];
END;
NG:=1-1; {OBLICZANIE LICZBY GALEZI OBWODU}
l:=1+1;
END;
WRITELN(OUT,COMM);
END; {OF READDATA}

PROCEDURE GMATRIX;

{PROCEDURA OBLICZA KOLEJNE ELEMENTY MACIERZY
PRZEWODNOSCIOWEJ G}

VAR
I,WP,WK: INTEGER;
A: STRINGI3];

BEGIN
FILLCHAR(G,SIZEOF(G),0); {ZEROWANIE ELEMENTOW MACIERZY G}
FOR 1:=1 TO NG DO
BEGIN
A:=BRANCH 1[I];
WP:=INO[I];
WK:=TNO[I];
CASE A[l] OF
'R”: BEGIN
G[WP,WP]:=G[WP,WP] + GVALII];
G[WK,WK]:=G[WK,WK] + GVALII];
G[WP,WK]:=G[WP,WK] - GVALII];
G[WK,WP]:=G[WK,WP] - GVAL[I];
END;
’E’: BEGIN-
G[WP,WP]:=G[WP,WP] + GVALII];
G[WK,WK]:=G[WK,WK] + GVALII];
G[WP,WK]:=G[WP,WK] - GVALII];
G[WK,WP]: = G[WK,WP] - GVAL{I];
G[WP,NW+1]:=G[WP,NW+1] + EVAL[I]*GVALII]:;
GIWK,NW+1]:=G[WK,NW+1] - EVAL[IJ*GVAL{];
END;
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T: BEGIN
G[WP,NW+1]:=G[WP,NW+1] + VAL[I];
G[WK,NW+ 1]:=G[WK,NW +1] - VAL[I];

END;

END;
END;
END; {OF GMATRIX}

PROCEDURE GAUSS (VAR Y: MATRIX; VAR X: VECTORGR;
VAR N: INTEGER);

{PROCEDURA ROZWIAZYWANIA UKLADU ROWNAN LINIOWYCH
METODA GAUSSA}

VAR
1,LJK: INTEGER;

BEGIN {SPROWADZENIE MACIERZY G DO MACIERZY TROJKATNEJ}
FOR K:=I to N-I DO
FOR I:=K+1TO N DO
FOR J:=K+1 TO N+I DO
Y[1.31:= YL - YIKIP*CY[LK] 7 YIKK]):;
FOR K:=N DOWNTO 1DO {OBLICZANIE KOLEIJNYCH ZMIENNYCH}
BEGIN
X[K]:=Y[K,N+1] / Y[K,K];
FOR I:=1 TO KDO
YIILN+1]:=Y [N+ 11-Y[1LKI*X[K]:
END;
END; {OF GAUSS}

PROCEDURE BRANCHUIP;

{PROCEDURA OBLICZA PRADY I, NAPIECIA NA OPORACH U, MOCE
WYDZIELANE NA OPORACH P, WYDAWANE PRZEZ SILY ELEKTRO-
IPRADOMOTORYCZNE PZ ORAZ ZAPISUJE WYNIKI OBLICZEN

W ZBIORZE TEKSTOWYM "WYNIK*}

VAR
K,WP,WK : INTEGER;
I,UP,PZ: ARRAY[1..NGM] OF REAL;
A :STRING[3];
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BEGIN
WRITELN(OUT,” WP WK | U P P2
FOR K:=1TO NG DO
BEGIN
A:= BRANCH 1[K];
WP:= INO[K];
WK:= TNO[KT];
CASE A[l] OF
'E”: BEGIN
I[K]:= (V[TNOIK]] - V[WP] + EVAL[K])*GVALIK];
U[K]:= I[K/GVALIK];
PIK]:= U[K]*I[K];
PZ[K]:= EVALIK]*I[K];
END;
'R”: BEGIN
I[K]:= (V[WK] - V[WP])*GVAL[KI;
U[K]:= IIK]/GVALIK];
P[K]:= U[K]*I[K];

PZ[K]:=0;
END;
I’ BEGIN
I[K]:= VAL[K];
U[K]:= V[WP] - V[WK];
P[K]:= 0;
PZ[K]:= (V[WP] - VIWK]*I[K];
END;
END;

WRITELN(OUT,BRANCHI[K],” *INODE[K],” " TNODE[K],”’,
I[K]:10:4," " U[K]:10:4, *P[K]:10:4," *,PZ[K]:10:4);

END;

END; {OF BRANCHUIP}

{PROGRAM GLOWNY?}

BEGIN

ASSIGN(OUT,"WYNIK?);

REWRITE(OUT);

GETDATE(Y,M,D,DOW);
WRITELN(OUT,’ALIOS’ *Y:0,-"M:0,>-,D:0);

READDATA; {CZYTANIE DANYCH O OBWODZIE}
RENUM; {PRZENUMEROWANIE WEZ£OW}
GMATRIX; {OBLICZENIE MACIERZY PRZEWODNOSCIOWEJ}

{WYDRUK DANYCH O OBWODZIE}
FOR K:=1TO NG DO
WRITELN(OUT,BRANCHI[K],” ,INODE[K],” ", TNODE[K],” >VAL[K]:10:4,
' EVAL[K]:10:4);
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WRITELN(OUT);
GAUSS(G,V,NW); {ROZWIAZANIE UKLADU ROWNAN}
V[0]:= 0;
{WYDRUK WARTOSCI POTENCJALOW?}
WRITELN(OUT,’VO = \V[0]:10:4);
FOR K:=1 TO NW DO
WRITELN(OUT,V’" WIK],” = "\ V[K]:10:4);
WRITELN(OUT); ) )
BRANCHUIP; {OBLICZANIE I WYDRUK PRADOW, NAPIEC
I MOCY}
CLOSE(OUT);
END.
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