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S t r e s z c z e n i e  : W a r t y k u l e  p r z e d s t a w i o n o  metodę b ad an i a  
s t e r o w a l n o ś o i  1 o bs e r w ow a l n o sc l  l i n i o w y c h  s t a c j o n a r n y c n  u -  
kładów dynamloznyoh,  o p a r t ą  o w ł a s n o ś c i  min imalnego  w i e l o ­
mianu z e r u j ą o e g o  m a c i e r z y .  Sformułowano w a ru nk i  w y s t a r c z a ­
j ą c e  n l e s t e r o w a l n o ś o i  1 n l e o b s e rw o w a l n o ś o l  układów dyna­
mi czn yc h .

1. .Ystep

Ba dan i e  s t e r o w a l n o ś o i  i  ob se r wow a ln ośc l f l ]  l i n i o w y c h  s t a c j o n a r n y c h  u k ł a ­
dów dynamloznyoh można p r z e p r o w a d z i ć  r óżnymi  me todami .  J ed na  z t y c h  metod 
p o l e g a  na p r z e k s z t a ł c e n i u  uk ł a d u  do p o s t a c i  k a n o n i c z n e j  formy J o r d a n a ,  a 
n a s t ę p n i e  na b a d a n iu  l i n i o w e j  n i e z a l e ż n o ś o l  w i e r s z y  l u b  kolumn pewnyoh ma- 
o i e r z y .

W n i n i e j s z e j  p r aoy  podano w a r u nk i  w y s t a r o z a J ą o e  n l e s t e r o w a l n o ś o i  1 n i e -  
o b s e r w o w a ln o ś c i  uk ł adów ,  uz yskane  w o p a r o i u  zarówno o k a n o n i o z n ą  formę 
J o r d a n a  u k ł a d u ,  J ak  i  o w ł a s n o ś c i  m in ima lnego w ie lom ianu  z e r u j ą o e g o  macie-  
r z y .

2 .  Kanon iozną  forma J o r d a n a

Rozważmy l i n i o w y  s t a o j o n a r n y  u k ł a d  dynamlozny S o r ó w n a n i a c h :

x ( t ) « Ax ( t ) + Bu ( t  )
( 1 )

y ( t )  = Cx ( t  } + D u ( t ) ,

g d z i e :

A ,B ,C ,L ,  -  s ą  m a c i e r z am i  o s t a ł y o h  e l e m e n t a c h ,  odp ow iedn io  o wymiarach  
n x n ,  nxm, px n ,  p xn .

x  c Rn ,  u  e Rn , y e Rp 

u ( t ) e  U k l a s a  f u n k c j i  p r z e d z i a ł a m i  o l ą g ł y o h .
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Y/prowadzam? o z n a c z e n i a :

^  i  = 1 , 2 , . . . , k  (k <  n i  w a r t o ś d  w ła s na  m a c i e r z ?  a  o  k r o t n o ś o i  n.^

V1 1 = 1 , 2 , . . . , k  ( k 4  n )  i n d e k a  w a r t o ś c i  w ł a s n e j  

■PiM wie l om ian  o h a r a k t e r ? s t ? o z n ?  m ac i e r z ?  A.

V(X> mln ima ln?  w ie lo m ia n  z e r u j ą c ?  mao i e r z ?  A. 

r  -  r z ą d  m ao i e r z?  B 

<ł -  r z ą d  ma o i e r z?  C.

Pon i eważ  a t e r o w a l n o ś d  1 obserwowa lnośd  J e a t  n i e zm ie n n i k i e m  l i n i o w ? o h  
n l e o g o b l l w o ś o i  p r z e k a z t a ł o e ó  u k ł a d u  [ i ]  ,  wlęo z a m i a s t  u k ł a d u  S o ró w n a -
n i a o b  ( 1 1 ,  można r o z p a t r ? w a d  rdwnoważn? u k ł a d  S j  o r d w a a n l a o h :

ż ( t  1 ■ J z ( t  ) + Gu(t 1
( 2  1

? ( t 1  » H z ( t )  + D u (t1 ,

g d z i e :

x ( t  1 « T z ( t  1 | t | /  O
T — m aoierz  nxn o a ta ł? o h  elem entaob  
J -  T - 1AT
J -  kanoniozna forma Jordana maoierz? A

G -  T- i B H -  CT 

M aoierz  J można p rzedataw ld  w p o a t a o i :

J - (3 1
V

g d z ie  :

J 1 1 -  1 , 2 , . . . , k  b lo k  Jordana odpowiadająo? w a r to ś o l  w ła sn e j  
ff?minr J Ł J ea t  n ^ n ^
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Blok J o r ć a n a  j e s t  w p o s t a c i :

i-------1
1 A I
l A V

0

o
Tj  —I 
| J i 1 l
L

Y f  1illoc 1
‘------ ~J

i  s  1 f 2 f • 4 • f\c ( 4 )

g d z i e  :

d l a  i  = " \ f Zf 444 f \ z .  J ~ 1 f 2 f » 0 0 f < X ^  J e s t  k l a t k ą  J o r d a o a  o wymiarze  

^ i j  x  ^ i j

cc, i l o ś ć  k l a t e k  Jo r d a o a  o dp ow iad a j ą cyc h  w a r t o ś c i  w ł a s c e j  Xi

' U

i.
0

o \

i  c  1 , 2 , # * # , k  

j  *= 1 , 2 , . . . f oCi

Wymiar k l a t k i  J o r d a n a  J j j  s p e ł n i a  [3j n i e r ó w n o ś ć :

A O d l a  i  “  1 , 2 , . . . , k  j  “  1 ,2 ,««*, c?^

(5 )

(6 )

3 .  S t e r o w a l n o ś ć  l l n l o w y o h  s t a o j o n a r n y c h  układćw dynamicznych  

T w i e r d z e n i e  1;  J e ż e l i  i s t n i e j e  wsk aźn ik  ni "  t a k i ,  że z a c h o d z i

n, + V -  ¿1

. - ‘ v H  ”
( 7 )

t o  u k ł a d  dynamiczny  S o ró w n a n i a c h  ( 1 )  J e s t  n l e s t e r o w a l n y  w k l a s i e  f u n k -  
o j i  p r z e d z i a ł a m i  c i ą g ł y o h .

Dowód: Na mooy p o p r z e d n i c h  uwag w y s t a r c z y  wykazać  n i e s t e r o w a l n o ś ć  u k ł a d u  
dynamioznego  równoważnego S j  o r ó w n a n i a c h  ( 2 ) .  Oznaozmy p r z e z  gŁj  i  = 
= 1 , 2 , . . . , k  j  = 1 , 2 , . « . , c ^  w i e r s z a  mac i e r zy  G od po w iad a j ą ce  o s t a t n i m
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w ie r s zo m  k i s t e k  J o r d a n a  J 1j  d l a  i  = 1 , 2 , . . . , k  j  = 1 , 2 , . . . , e c ± . .'.'iadomo
[ 2] ,  że wa runk i em kon iecznym i  w y s t a r c z a j ą c y m  s t e r  o w a l n o śc i  u k ł ad u  S j ,  a 
tym samym i  u k ł a d u  3 j e s t ,  aby w i e r s z e  g ^  j  = 1 , 2 , . . . , a l  m a c i e r z y  G 
by ły  l i n i o w o  n i e z a l e ż n e  odpowiednio  d l a  każdego  wskaźn ika  "1" i = 1 , 2 , . . . , k  
Pon i ewa ż  z a c h o d z i  n i e ró wn oś ć  ( 6 ) ,  w ięc  można n a p i s a ć :

l u b  d o k ł a d n i e j  :

i
' !i

(51

* i  >  77» 547 • y  J e s t  l l o z b ą  n a t u r a l n ą

‘ 1  >  p p ] + 1 ,  f i i J  ■$- J e s t  u ł a m k i e « ,

l i i e r ó w n n ś c i  ( 9 )  można p r z e d s t a w i ć  w p e s t a o i  j e d n e j  n i e r ó w n o ś c i :

cti  > n l  + Vi  -  1

M a c i e r ze  B. o r a z  G są  związane  r e l a c j ą :

G = T” 1B |T |  /  O 

Pon i ew aż  T j e s t  m a c i e r z ą  n i e o s o b l i w ą ,  w ięc  [4] z a o h o d z i :  

r z ą d  G = m i n i r z ą d  T ,  r z ą d  3 )  = m i n ( n , r )  = r .  

J e ż e l i  s p e ł n i o n a  b ę d z i e  n i e ró wn o ś ć  ( d l a  pewnego wskaźn ika  " i " ) :

,  + V, -  1

(10 )

(11 )

( 12 )

t o  o c z y w i ś c i e  w i e r s z e  d l a  J = 1 , 2 bę dą  l i n io w o  z a l e ż n e  d l a  t e ­
go ws kaź n ik a  " 1 " ,  o z y l l  u k ł a d  5 b ę d z i e  n i e s t e r o w a l n y .

c . b , d  .0
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L i c z b a  n a t u r a l n a fpi + V1 - 1
L V1

o k r e ś l a  n a j m n i e j s z ą  możl iyią do z a i s t n i e n i a

i l o ś ć  k l a t e k  J o r d a n a  od pow iad a j ą oyc h  w a r t o ś c i  w ł a s n e j  Xi#
L iozba  n a t u r a l n a  n^ j e s t  k r o t n o ś c i ą  p i e r w i a s t k a  w ie lo m ia nu  o h a r a k -  

t e r ^ s t y o z n e g o  f ( Xj mao i e r zy  A.
L io zb a  n a t u r a l n a  j e 3 t  k r o t n o ś c i ą  [6] p i e r w i a s t k a  ^  m i n i m a ln eg o  wie­

l o m ia n u  z e r u j ą c e g o  mao ie r zy  A.

Wniosek  1:  J e ż e l i  I s t n i e j e  w s k aź n ik  " i n t a k i ,  że z a o h o d z i :

>  fo, ( 1 3 )ni + v‘l " 1

t o  u k ł a d  dyaamlozny S o r ć w n a n i a o h  ( 1 )  J e s t  n i e s t e r o w a l n y , w k l a s i e  f u n k -  
o j i  p r z e d z i a ł a m i  c l ą g ł y o h .

Wniosek 2 :  J e ż e l i  z a o ho dz i  r ówność  nŁ = d l a  i  = 1 , 2 , , . . , k ,  t o :

K  + vi  -  1 1 2 n i  -  J\ '

l L n i
= 1 >  r

Układ dynamlozny S o r ć w n a n l a o h  ( 1 )  j e s t  n i e s t e r o w a l n y ,  gdy i s t n i e j e  
w i e r s z  m a c i e r z y  G od po w iad a j ą cy  o s t a t n i e m u  w i e r s z o w i  k l a t k i  J o r d a n a ,  z ł o ­
żony z samyoh z e r .

4 .  Obse rwowalność  l i n i o w y c h  s t a o j o n a r n y o h  -układów dynamloznyoh 

T w i e r d z e n i e  2 :  J e ż e l i  I s t n i e j e  w ska źn ik  " i "  t a k i ,  że z a o h o d z i :

[n,  + v,  -  11- i - i J > <ł, (15)
t o  u k ł a d  dynamiczny S o ró w n an i a o h  ( 1 )  J e s t  n l e o b s e r w o w a l n y .

Dowód; Na mocy p o p r z e d n l o h  uwag w y s t a r o z y  wykazać n i e o b s e r w o w a l n o ś ć  u k ł a ­
du dynamloznego  S ,  o r ó w n a n i a c h  ( 2 ) .

Oznaczmy p r z e z  h ^  i  ” 1 , 2 , . . . , k  J = 1 , 2 , . . . , ^  kolumny m a c i e r z y
H odpow iad a j ą oe  p ie rwszym kolumnom k l a t e k  J o r d a n a  J Łj  i  *  1 , 2 , . . . , k  J «
= 1 , 2 , . , . , c c ^ .  Wiadomo [ 2 ] ,  że warunkiem konieoznym 1 w y s t a r o z a j ą o y m  o b s e r -  
wo wa ln ośo i  uk ł a d u  S j ,  a tym samym u k ł a d u  S ,  J e s t  aby kolumny h ^  J = 1 , 2 , .  
. . , 0̂  m ao i e r zy  H by ły  l i n i o w o  n i e z a l e ż n e ,  odpowiedn io  d l a  ka żd ego  wsk aź ­

n ik a  ' '1» 1 -  1 , 2 , . . .  , k .
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Pon iewa ż  z a c h o d z i  n i e r ów no ś ć  (6 1, wlęo podobn ie  j a k  w dowodzie  t w i e r ­
d z e n i a  1 ,  Bożeny n a p i s a ć :

M a c i e r z e  C o r a z  H są  związane  r e l a o j ą :

H = CT |T |  ^  O 

Pon i ewa ż  T j e s t  m a c i e r z ą  n i e o s o b l i w ą ,  wlęo z a c h o d z i  [4] :

r z ą d  H = m i n ( r z ą d  C,  r z ą d  T l  “ m in ( q ,n 1  = q 

J e ś l i  d l a  pewnego ws kaź n ik a  "1"  b ę d z i e  s p e ł n i o n a  n i e r ó w n o ś ć :

K  + vi - 1

(1 6 1

(171

(181

(19 1

t o  o oz y w l ś o i e  kolumny h 1;j j  = 1 , 2 , . . . , « , ^  będą  l i n i o w o  z a l e ż n e  d l a  t e g o  
w sk a źn i k a  " i " ,  o z y l l  u k ł a d  S b ę d z i e  n i eo b s e rw o w a l n y .

o . b  « d • o ■

Wniosek 3 :  J e ż e l i  i s t n i e j e  ws kaź n ik  " i "  t a k i ,  że  z a o h o d z i :

>  p ,  ( 20  1Di  + Vi  “  1

t o  u k ł a d  dynamiczny S o r ó w n a n i a c h  (11 j e s t  n i e o b s e rw o w a l n y .  

Wniosek  4 :  J e ż e l i  z a o h o d z i  r ówność  n.  ̂ = ^  d l a  1 = l , 2 , . . . , k ,  t o :

N e 2 ] •  P e 2 ]
1 >  q = O ( 2 1 1

Układ  dynamiczny  S o r ć w n a n l a o h  (11 j e s t  n i e o b s e r w o w a l n y ,  gdy i s t n i e j e  ko­
lumna ma o ie r z y  H od po w iad a j ą oą  p i e r w s z e j  ko lumn ie  k l a t k i  J o r d a n a , z ł o ż o n a  
z samyoh z e r .

' / n i o sek  5 :  J e ż e l i  i s t n i e j e  w s ka źn ik  " i "  t a k i ,  że z a o h o d z i :

m
>  m a x ( r , q 1 (221
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t o  u k ł a d  dynamiczny  S o r ó w n a n i a c h  ( 1 )  j e s t  n i e s t e r o w a ł n y  1 n i e o b s e r w o -  
w a l n y .

Wniosek 6 : J e ż e l i  I s t n i e j e  w ska źn ik  "1"  t a k i ,  że z a c h o d z i :

, + V. -  1 '
>  max(m,p1, (231

t o  u k ł a d  dynamiczny  S o ró w n a n i a c h  ( 1 )  j e s t  n i e s t e r o w a ł n y  1 n i e o b s e r w o -  
w a l n y .

5 .  Wnio sk i

B ad an i e  s t e r o w a l n o ś o i  1 ob se rw ow a l n oś o i  układów dynamioznyoh p r z y  u ż y -  
o i u  p r z e d s t a w i o n y c h  t w i e r d z e ń ,  n i e  wymaga p r aw ie  żadnyoh  doda tkowyoh o b l i -  
o z e ń ,  o p ró c z  t y o h  j a k i e  wykonuje s i ę  w c e l u  z n a l e z i e n i a  ma o i e r zo w e j  funk ­
c j i  p r z e j ś o l a  u k ł a d u .

Maci e rzowa f u n k c j a  p r z e j ś o l a  K( s1  u k ł a d u  ( 1 1 ,  j e s t  o k r e ś l o n a  z a l e ż -  
n o ś o i ą :

K ( s  1 = C ( s I Q -  A lM B (241

P r z y  wyzna oza n iu  m ac i e r zy  ( s l n -  A l  , n a l e ż y  o b l i c z y ć  w ie lo m ia n  c h a r a k t e ­
r y s t y c z n y  ma o l e r z y  A, t o  znao zy :

f i s i  = j s l a -  A | , (251

a n a s t ę p n i e  z n a l e ź ć  m a c i e r z  d o ł ą c z o n ą  a d j ( s I Q -  A l .
Do b a d a n i a  s t e r o w a l n o ś o i  i  ob se rw o w a ln o śo i  n a l e ż y  po n ad to  wyznaczyć  j e ­

d y n i e  m inimalny  w ie l om ian  z e r u j ą o y  y ( s 1  m ac i e r z y  A.
Wiadomo [5j  ,  że V  (>»1 wyraża s i ę  wzorem:

V ( M  = •£{£}, (26 1

g d z i e  :

g ( M  n a j w i ę k s z y  wspólny  d z i e l n i k  minorów s t o p n i a  (n -  11 m a c i e r z y  
M  -  A l ,  o zy 11 po p r o s t u  n a jw ię k s z y  wspólny  d z i e l n i k  e lementów maole­
r z y  a d j  P» IQ -  A 1.

P on i eważ  zarówno w ie lo m ia n  o h a r a k t e r y s t y c z n y  f ( M  Jak  1 m a o l e r z  d o ł ą -  
ozona  a d j ( X I n -  A 1 s ą  wyznaozone podozas  o b l l o z a n l a  mao i e r zowe j  f u n k o j i  
p r z e j ś c i a  K ( s 1 ,  wlęo do o k r e ś l e n i a  s t e r o w a l n o ś o i  1 o bs e r w ow a l no śo i  u k ł a d u  
w y s t a r o z y  J e d y n i e  z n a l e ź ć  g ( M .
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P r z y  b a d a n i u  s t e r o w a l n o ś o i  1 o b se r w ow a l no śc i  n i e  j e s t  k o n i e c z n a  z n a j o ­
mość w a r t o ś o i  w łaenyoh  mao ie r zy  A,  a j e d y n i e  zna jomość  l o h  k r o t n o ś c i  w 
w i e l o m i a n i e  c h a r a k t e r y s t y c z n y m  ma o ie r zy  A i  w minimalnym w i e l o m i a n i e  z e ru -  
Jąoym mao ie r zy  A.

6 .  P r z y k ł a d

Nieoh  b ę d z i e  dany u k ł a d  dynamiczny S o r ó w n a n i a c h :

x ( t j  = Ax ( t ) + Bu ( t  ) 

y ( t ) .*» Cx ( t ) + Du( t )

- 2 0 0 - 21  6 - 3 1 3 -2 4

0 -2 0 -4 2  12 -6 3 2 1 5

0 0 - 2

vOOOi - 3
T} _

2 . 1 1 3

0 0 0 - 2  0 0 7 8 -1 15

0 0 0 0 -2 0 5 2 3 7

0 0 0 -21  6 - 5 6 1 5 7

~3 5 1 7 2 8’ 3 2 9 6

1 2 5 3 1 2
Ti =3

5 7 5 1

2 3 - 4 4 1 6
U  a

2 6 4 6
_1 4 7 9

■P ( M 0.+2 )5 P.+5 ) x ; = - 2 X 2 " “ 5

k = 2 n . * 5 n2 “ 1

V ( M -  ^ + 2 ) 2 (i .+5) V1 “ 2

U 1

n = 6 ta 4 p » 3 r  ■= 2 <ł « 2

yi - ’M
+ 2 
- ' T

+ >,2 

V2

+ 1 _ T
“ H ł b
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Dla 1 - 1  z a o h o d z l :

°1 + V1 "  1 ‘
( 2 7 )

'n 1 + 'J1 ~  1  J --------
’1

= 3 >  <ł = 2 ( 2 8 )

Z go dn i e  z  wn iosk i em 5 badany u k ł a d  dynamiczny J e s t  n i e s t e r o w a l n y  i  n i e o b -  
serw o w a l ny .

7 .  Podsumowanie

Podane t w i e r d z e n i a  i  w n i o s k i  maj ą c h a r a k t e r  warunków w y s t a r c z a j ą o y o h
n i e s t e r o w a l o o ś c i  1 n i e o b s e r w o w a j n o ś o l  l l n lo w y o h  s t a c j o n a r n y c h  układów d y -  
nami ozn ych .  P o z w a l a j ą  one na b ad an i e  n l e s t e r o w a l n o ś c i  i  n i e o b s e r w o w a l n o ś -  
o l  uk ł a dó w ,  j e d y n i e  na po d s t a w ie  zu a jo m ośo i  w ie lom ian u  c h a r a k t e r y s t y c z n e ­
go o r a z  minima lnego  w ie lom ianu  z e r u j ą o e g o ,  bez  sp ro w ad za n i a  u k ł a d u  do po­
s t a c i  k a n o n i o z n e j  formy O or da n a .  Unika  s i ę  w t e n  sposób  zna jd o w a n i a  mac ie ­
r z y  n i e o s o b l l w e j  p r z e k s z t a ł c e n i a  T ,  co j e s t  w ogólnym p rz ypadku  ba rd zo  
c z a e o o h ł o n n e .
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yiTPa BJIHEMOCTŁ H KABJimiAŁMOUTb jlH H litK L X  RM H/u,JiyECHllX U U CTŁa 

P e 3 b u e

B CTQTbe npeflCTaBJieHO MeTos HCiiuTaHHfl ynpaB jineMocTK it HadJiBjiaeiiocTH jih- 
KeilHŁDC CTaUHOHapHiflC XZHaMZ'ieCKKX CHCTeli, OCHOBaHHRii Ha OBOiiCTBaX MHHHUanb- 
Horo 3aHyAeBoro tiHorouJieHa MaTpwHH. OnpeflereHo xocTaTCHHtie yc jicbus He-
ynpaBJiseuocTis u HeHaCflBflseiiocTH .ĘiiHatismecKwc csicTeM.

CONTROLLABILITY AND OBSERVABILITY OF LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS 

S u m m a r y

In  t h e  p ap e r  i s  p r e s e n t e d  method i n v e s t i g a t i o n  o o n t r o l l a b i l i t y  and ob­
s e r v a b i l i t y  o f  l i n e a r  d yn am ic a l  t ime  - i n v a r i a n t  s y s t e m s , b a s i s  on t h e  p r o ­
p e r t i e s  o f  m in ima l  m a t r i x  p o l y n o m i a l .

A s u f f i o i e n t  o o n d l t i o n ' f o r  u n o o n t r o l l a b l l i t y  and  u n o b s e r v a b i l i t y  o f  
l i n e a r  dy na ml o a l  sy s t e m s  i s  f o r m u l a t e d .


