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SPEROYy/ALNOS¢ | OBSER.VO.VALKOSd LINIOWYCH UKEADOW DYNAMICZNYCH

Streszczenie : Wartykule przedstawiono metode badania
sterowalno$oi 1 obserwowalnoscl liniowych stacjonarnycn u-
ktadow dynamloznyoh, oparta o wtasnos$ci minimalnego wielo-
mianu zerujgoego macierzy. Sformutowano warunki wystarcza-
jace nlesterowalnos$oi 1 nleobserwowalnos$ol uktadéw dyna-
micznych.

1. .Ystep

Badanie sterowalno$oi i obserwowalno$clfl] liniowych stacjonarnych ukta-
déow dynamloznyoh mozna przeprowadzi¢ réznymi metodami. Jedna z tych metod
polega na przeksztatceniu uktadu do postaci kanonicznej formy Jordana, a
nastepnie na badaniu liniowej niezalezno$ol wierszy lub kolumn pewnyoh ma-
oierzy.

Wniniejszej praoy podano warunki wystarozalagoe nlesterowalnos$oi 1 nie-
obserwowalnos$ci uktadéw, uzyskane w oparoiu zaréwno o kanoniozng forme
Jordana uktadu, Jak i o witasnos$ci minimalnego wielomianu zerujgoego macie-
rzy.

2. Kanoniozng forma Jordana
Rozwazmy liniowy staojonarny uktad dynamlozny S o réwnaniach:
x(t) « Ax(t) + Bu(t)
(1)
y(t) = Cx(t} + Du(t),

gdzie:

A,B,C,L, - sa macierzami o statyoh elementach, odpowiednio o wymiarach
nxn, nxm, pxn, pxn.

X ¢ Rn, ue Rn, y e Rp

u(t)e U klasa funkcji przedziatami olagtyoh.
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Y/prowadzam? oznaczenia:

AN io=1,2,...,k (k< ni wartosd wtasna macierz? a o krotno$oi n”

VI 1=1,2,....,k (k4 n) indeka warto$ci wtasnej
mPiM wielomian oharakter?st?ozn? macierz? A.
V(X> mlnimaln? wielomian zerujac? maoierz? A.

r - rzagd maoierz? B

4 - rzad maoierz? C.

Poniewaz aterowalno$éd 1 obserwowalnos$d Jeat niezmiennikiem liniow?oh
nleogobllwo$oi przekaztatoe6é uktadu [i], wleo zamiast uktadu S o réwna-

niaob (11, mozna rozpatr?wad rdwnowazn? uktad Sj o rdwaanlaoh:
z(t1mJ z(t) + Gu(t1l
?(tl » Hz(t) + Du(tl,

gdzie:
X(tl« Tz(t1 |[e] / O
T — maoierz nxn o atat?oh elementaob
J - T-1AT
J - kanoniozna forma Jordana maoierz? A
G- T-iB H- CT

Maoierz J mozna przedatawld w poataoi:

gdzie :
Ji 1-1,2,...,k blok Jordana odpowiadajgo? wartos$ol wtasnej
ff?2minr J&£ Jeat n~n”

(21

(31
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Blok Joréana jest w postaci:
- 1
Al
1AV 0
Biﬂ i s 1f2fedefic (4)

9] il

gdzie :
dla i = "\fzf444f\z. J ~ 1f2f»00f<x~ Jest klatkg Jordaoa 0 wymiarze
Nijox Mg

cc, ilos¢ klatek Jordaoa odpowiadajacych warto$ci wtascej Xi

i 0
1.
i ¢ 1,2,#*#,k
U (5)
j =1,2,...fd
0 \
Wymiar klatki Jordana Jjj speinia [3j nieréwnos$¢:
A O dla i “1,2,...,k jo 1,2, ««* c?N (6)

3. Sterowalno$¢ lInlowyoh staojonarnych ukitadéw dynamicznych

Twierdzenie 1; Jezeli istnieje wskaznik ni" taki, ze zachodzi

(7)

to uktad dynamiczny S o réwnaniach (1) Jest nlesterowalny w klasie funk-
0ji przedziatami ciggtyoh.

Dowd6d: Na mooy poprzednich uwag wystarczy wykaza¢ niesterowalno$¢ uktadu
dynamioznego réwnowaznego Sj o réwnaniach (2). Oznaozmy przez gij i =
=1,2,...,k j =1,2,.«.,c™ wiersza macierzy G odpowiadajace ostatnim
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wierszom kistek Jordana J1j dla i =1,2,...,k j =1,2,...,ect. .".'ladomo
[2], Zze warunkiem koniecznym i wystarczajacym ster owalnoéci uktadu Sj, a
tym samym i uktadu 3 jest, aby wiersze g” j =1,2,...,al macierzy G
byty liniowo niezalezne odpowiednio dla kazdego wskaznika "1" i=1,2,...,k

Poniewaz zachodzi nieré6wno$¢ (6), wiec mozna napisac:

i (51
i
lub doktadniej :
i > 77» 547 oy Jest llozbag naturalng
‘1 > pp] + 1, fiid n$- Jest utamkiex,
lifero6wnns$ci (9) mozna przedstawi¢ w pestaoi jednej nieréwnosci:
i o> MH M- (10)
Macierze B oraz G sa zwigzane relacja:
G=T"1B IT| / O
Poniewaz T jest macierzg nieosobliwg, wiec [4] zaohodzi:
rzgd G = minirzad T, rzgd 3) = min(n,r) =r. 1)
Jezeli spetniona bedzie nier6wno$¢ (dla pewnego wskaznika "i"):
+V, -1
(12)
to oczywiscie wiersze dla J =1 , 2 bedg liniowo zalezne dla te-

go wskaznika "1", ozyll uktad 5 bedzie niesterowalny.

c.b,d.0
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Liczba naturalna fpl *Vi-1 okre$la najmniejszag mozliyia do zaistnienia
L V1
ilos¢ klatek Jordana odpowiadajagoych wartos$ci wtasnej Xi#
Liozba naturalna n” jest krotno$cig pierwiastka wielomianu oharak-
ter"styoznego f (Xj maoierzy A.
Liozba naturalna je3t krotno$cig [6] pierwiastka A minimalnego wie-

lomianu zerujagcego maoierzy A.

Whniosek 1: Jezeli Istnieje wskaznik "in taki, ze zaohodzi:

ni+v ™1, o (13)

to uktad dyaamlozny S o réwnaniaoh (1) Jest niesterowalny, w klasie funk-
0ji przedziatami clagtyoh.

Whniosek 2: Jezeli zaohodzi réownos$¢ nt = dla i =1,2,,..,k, to:

2ni - a

Uktad dynamlozny S o réwnanlaoh (1) jest niesterowalny, gdy istnieje
wiersz macierzy G odpowiadajgcy ostatniemu wierszowi klatki Jordana, zto-
zony z samyoh zer.

4. Obserwowalno$é liniowych staojonarnyoh -uktadéw dynamloznyoh

Twierdzenie 2: Jezeli Istnieje wskaznik "i" taki, ze zaohodzi:

[l > 4 (B

to uktad dynamiczny S o réwnaniaoh (1) Jest nleobserwowalny.

Dow6d; Na mocy poprzednloh uwag wystarozy wykazaé nieobserwowalno$é ukta-
du dynamloznego S, o réwnaniach (2).

Oznaczmy przez h* i”1,2,...,k J=1,2,...," kolumnymacierzy
H odpowiadajgoepierwszym kolumnom klatek JordanalJtj i * 1,2,...,k J «
=1,2,.,.,cc”. Wiadomo [2], ze warunkiem konieoznym 1 wystarozajgoym obser-

wowalno$oi uktadu Sj, a tym samym uktadu S, Jest aby kolumny h~ J = 1,2,.
.., 0" maoierzy H byty liniowo niezalezne, odpowiednio dla kazdego wskaz-
nika "1» 1 - 1,2,...,k.
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Poniewaz zachodzi nieréwno$¢ (61, wleo podobnie jak w dowodzie twier-
dzenia 1, Bozeny napisa¢:

(16 1
Macierze C oraz H sg zwigzane relaojg:

H =CT IT| ~ O (171

Poniewaz T jest macierzg nieosobliwa, wleo zachodzi [4]:
rzad H = min(rzad C, rzad TI “ min(q,n1 = q (181
Jedli dla pewnego wskaznika "1" bedzie spetniona nierdwnos$¢:

K +wvi-1 (19 1
to oozywl$oie kolumny hil;j j = 1,2,...,«,~ bedag liniowo zalezne dla tego
wskaznika "i", ozyll uktad S bedzie nieobserwowalny.

0.b«deom
Whniosek 3: Jezeli istnieje wskaznik "i" taki, ze zaohodzi:

Di+\ﬁ“1>p’ (20 1

to uktad dynamiczny S o réwnaniach (11 jest nieobserwowalny.
Whniosek 4: Jezeli zaohodzi réwno$¢ n® =~ dla 1 =1,2,...,k, to:
1> 9g=0 (211

N e 2] <P e 2]

Uktad dynamiczny S o réwnanlaoh (11 jest nieobserwowalny, gdy istnieje ko-
lumna maoierzy H odpowiadajgog pierwszej kolumnie klatki Jordana,ztozona
z samyoh zer.

‘Iniosek 5: Jezeli istnieje wskaznik "i" taki, ze zaohodzi:

> max(r,ql (221
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to uktad dynamiczny S o réwnaniach (1) jest niesterowainy 1 nieobserwo-
walny.

Whniosek 6: Jezeli Istnieje wskaznik "1" taki, ze zachodzi:

, + V. -1
> max(m,pl, (231

to uktad dynamiczny S o réwnaniach (1) jest niesterowainy 1 nieobserwo-
walny.

5. Whnioski

Badanie sterowalno$oi 1 obserwowalno$oi uktadéw dynamioznyoh przy uzy-
oiu przedstawionych twierdzen, nie wymaga prawie zadnyoh dodatkowyoh obli-
ozen, oprécz tyoh jakie wykonuje sie w celu znalezienia maoierzowej funk-
cji przejsola uktadu.

Macierzowa funkcja przejSola K(sl uktadu (11, jest okres$lona zalez-
nosoig:

K(s1=C(slQ- AIMB (241

Przy wyznaozaniu macierzy (sln - Al | nalezy obliczy¢ wielomian charakte-
rystyczny maolerzy A, to znaozy:

fisi = jsla - A|, (251

a nastepnie znalezé macierz dotagczong adj(slQ - Al.

Do badania sterowalnos$oi i obserwowalno$oi nalezy ponadto wyznaczy¢ je-
dynie minimalny wielomian zerujgoy y(sl macierzy A.
Wiadomo [5j, ze V (> wyraza sie wzorem:

V(M = «£{£}, (26 1

gdzie :
g(M najwiekszy wspélny dzielnik minoréw stopnia (n - 11 macierzy
M - Al, ozyll po prostu najwiekszy wspdélny dzielnik elementéw maole-
rzy adj P»1Q - Al
Poniewaz zaréwno wielomian oharakterystyczny f(M Jak 1 maolerz dota-
ozona adj(XIn - Al sa wyznaozone podozas obllozanla maoierzowej funkoji
przejécia K(sl, wlgo do okres$lenia sterowalno$oi 1 obserwowalno$oi uktadu
wystarozy Jedynie znalezé g(M.
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Przy badaniu sterowalno$oi 1 obserwowalno$ci nie jest konieczna znajo-
mos$¢ warto$oi wiaenyoh maoierzy A, a jedynie znajomo$¢ loh krotnos$ci w
wielomianie charakterystycznym maoierzy A i w minimalnym wielomianie zeru-
Jagoym maoierzy A.
6. Przyktad
Nieoh bedzie dany uktad dynamiczny S o réwnaniach:

x(tj = Ax(t) + Bu(t)

y(t) »Cx(t) + Du(t)

-2 0 0 -21 6 -3 1 3 -2 4
0 -2 0 -42 12 -6 3 2 1 5
0 0 -2 -0 o) -3 . 2.1 1 3
0 0 0 -2 0 0 7 8 -1 15
0 0 0 0 -2 0 5 2 3 7
0 0 0 -21 6 -5 6 1 5 7
~3 5 1 7 2 8’ 3 2 9 6
1 2 3 1 2 5 7 5 1
VY
2 3 -4 4 1 6 2 6 4 6
1 4 7 9
w (M 0.+2 )5P.+5) X, = -2 X2 " “5
k =2 n. *5 n2 1
V(M - ~+2)2(i.+5) vl o« 2 c 1
n =6 ta 4 p »3 r =2 4 « 2
+ 2
yi - M T
+>2 + T

V2 “H tb
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Dla 1 -1 zaohodzl:

1L+ VL1 1)
L+ Pl - 35 422 (28)
1

Zgodnie z wnioskiem 5 badany uktad dynamiczny Jest niesterowalny i nieob-

serwowalny.

7.

Podsumowanie

Podane twierdzenia i wnioski majg charakter warunkéw wystarczajgoyoh

niesterowaloo$ci 1 nieobserwowajnos$ol IlInlowyoh stacjonarnych ukiadéw dy-
namioznych. Pozwalajag one na badanie nlesterowalno$ci i nieobserwowalno$-

ol

uktadéw, jedynie na podstawie zuajomos$oi wielomianu charakterystyczne-

go oraz minimalnego wielomianu zerujgoego, bez sprowadzania uktadu do po-
staci kanonioznej formy Oordana. Unika sie w ten sposdb znajdowania macie-
rzy nieosobllwej przeksztatcenia T, co jest w ogélnym przypadku bardzo

czaeoohtonne.
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yiTPaBJIHEMOCTE H KABIJIimIALMOUTb jIHHIitKLX RMH/uJiyECHIIX UUCTLa

Pe3bue

B CTQTbe npeflCTaBJieHO MeTos HCiiuTaHHfl ynpaB jineMocTK it HadJiBjiaeiiocTH jih-
KeilHEDC CTaUHOHapHifIC XZHaMZ'ieCKKX CHCTeli, OCHOBaHHRii Ha OBOiiCTBaX MHHHUanb-
Horo 3aHyAeBoro tiHoroulieHa MaTpwHH. OnpeflereHo xocTaTCHHtie yCjicbus He-
ynpaBliseuocTis u HeHaCflBflseiiocTH .EiiHatismecKwc csicTeM.

CONTROLLABILITY AND OBSERVABILITY OF LINEAR DYNAMICAL SYSTEMS

Summary

In the paper is presented method investigation oontrollability and ob-
servability of linear dynamical time -invariant systems,basis on the pro-
perties of minimal matrix polynomial.

A suffioient oondltion'for unoontrollabllity and unobservability of
linear dynamloal systems is formulated.



