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P R Z E D M O W A .
Książka niniejsza powstała z  wykładów , które wygłaszałem  

w ciągu kilkunastu lat z katedry elektrotechniki teoretycznej na 
Wydziale E lektrycznym  Politechniki Warszawskiej, a które były  
wydane w swoim czasie w postaci skryptów litografowanych.

Zachęcony przez  kolegów oraz swych byłych słuchaczy , zde
cydowałem się na wydanie tych wykładów drukiem , po gruntow- 
nem ich przejrzeniu i uzupełnieniu; tembardziej, że w języku  pol
skim  książka lego rodzaju ukazuje się w druku poraź pierwszy.

Teorja prądów zmiennych stanowi dziś główną podstawę do 
wszelkich zagadnień, wchodzących w zakres Elektrotechniki prą
dów silnych, jako też Teletechniki i Radjotechniki; w ostatniem 
dziesięcioleciu literatura z  tej dziedziny wiedzy rozwinęła się tak 
znacznie, że nowsze dzieła w obcych językach , dotyczące teorji 
prądów zmiennych, obejmują ju ż  obszerne tomy, wydawnictwo 
polskie, ze względu na trudności wydawnicze, należało ograniczyć 
do możliwie skromnych rozmiarów.

Terminologja, stosowana w tej książce, je st zgodna ze słow
nictwem, opracowanem przez Centralną Komisję Słownictwa Elek
trotechnicznego przy  Stowarzyszeniu Elektryków Polskich; ozna
czenia rozpatrywanych wielkości odpowiadają znakownictwu, usta
lonemu przez Międzynarodową Komisję Elektrotechniczną lub też 
zaleconemu w swoim czasie przez Polski Komitet Elektrotech
niczny.

Rękopis mój łaskawie przeczytał i poczynił szereg cennych 
uwag i wskazówek profesor Mieczysław Pożaryski; za tę Jego ofiar
ną pracę składam Mu gorące podziękowanie.

Dziękuję również Komisji Wydawniczej Towarzystwa Brat
niej Pomocy i Kołu Elektryków Studentów Politechniki Warszaw
skiej, że w trudnych warunkach, wspólnym wysiłkiem, umożliwiły  
wydanie niniejszej książki.

L. STAN IEW ICZ.

W arszaw a  w lipcu 1935 r.
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ROZDZIAŁ I.

PRĄD Z M IE N N Y  S IN U S O ID A LN Y .

§  1. O kreś len ie  prqdu zm iennego. Prqd sinusoidalny.

Prądem zmiennym nazywamy prąd elektryczny, którego wiel
kości charakterystyczne: napięcie, natężenie i t. p. zmieniają 
z biegiem czasu swe wartości oraz kierunki. W elektrotechnice 
mamy do czynienia przeważnie z prądami zmieniającemi się okre
sowo, czyli z takiemi prądami, które po upływie określonego czasu 
przybierają te same wartości i te same kierunki. Najprawidłowszą 
postacią prądu zmiennego jest prąd o przebiegu sinusoidalnym, 
który będziemy w skróceniu nazywali prądem sinusoidalnym.

Przebieg sinusoidalny określamy funkcją

Dla tej funkcji na wykresie (rys. 1) otrzymujemy krzywą, 
zwaną sinusoidą.

A  stanowi wartość szczytową lub maksymalną albo ampli
tudę sinusoidy, zaś x  jej argument.

y  =  A  sin x

Dla x =  0

Dla x  =  r. y ~ 0
3 d

»  x = 2 %  y =  —  A

wreszcie x  =  2x y  =  0

Teorja prądów zm iennych 1
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Całkowity przebieg sinusoidy dla wartości x  od 0 do 2 te 
będziemy nazywali falą sinusoidy.

Prąd sinusoidalny może powstać, gdy istnieje siła elektromo
toryczna o przebiegu sinusoidalnym. Siłę elektromotoryczną będzie
my nadal pisali w skróceniu przez S  E M.

Gdy przewodnik porusza się w polu magnetycznem, przeci
nając strumień magnetyczny, powstaje w tym przewodniku S E M  
indukcji, której wartość e w chwili t otrzymujemy ze wzoru

de —  — jedn.  C G S  d t  J

lub

e =  — 10“ 8 woltów,d t

gdzie 4>/ oznacza wartość strumienia magnetycznego przez po
wierzchnię, ograniczoną przewodnikiem.

Najprostszy przypadek mamy, gdy przewodnik obraca się 
z jednakową szybkością w jednostajnem polu magnetycznem, gdzie 
natężenie pola ma wartość stałą. Przypuśćmy, że mamy takie pole 
między dwoma biegunami N  i S  magnesu lub elektromagnesu (rys. 2); 
rozpatrzmy przewodnik np. w postaci prostokątnej ramki z drutu, 
która może się obracać naokoło osi a — a.  Gdy ramka znajduje się 
w położeniu x  — x  strumień magnetyczny przez powierzchnię 
ograniczoną ramką będzie miał największą wartość i kierunek pro
stopadły do powierzchni. Jeżeli oznaczymy przez B  indukcję
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magnetyczną w rozpatrywanem polu, zaś przez s pole powierzchni 
ograniczonej ramką, wówczas strumień 4>m, objęty ramką w po
łożeniu x  — x  będzie równy

4>m =  B s .

Gdy ramka obróci się o kąt — i zajmie położenie y — y, wte-2
dy objęty przez nią strumień magnetyczny będzie równy 0. W po-

Rys. 2. '

łożeniu pośredniem, gdy ramka tworzy z osią x  — x  kąt a (rys. 2 
lub rys. 3), strumień objęty przez ramkę będzie równy

B s cos a =  <&m cos a .

Załóżmy, że ramka, obracając się 
ze stałą prędkością kątową w, obróciła 
się o kąt a po upływie czasu t, tak iż 
oL — oit, wówczas powyższy wzór mo
żemy przepisać w sposób następujący

B  s cos o. — 4>m cos w t .

Widzimy stąd, że strumień magne
tyczny, objęty przez ramkę, jest funkcją 
czasu okresowo zmienną. Rozpoczyna
jąc liczenie czasu od chwili, gdy stru- Rys 3
mień ma swoją największą wartość, 
będziemy mieli dla wartości strumienia w chwili t wzór

=  <bm coś <o t. (1)



Badając ten wzór widzimy, że
dla oj t =  0 4>, =  4>m

* 71 o jf =  -2
O) t === TC

. 3w t — —% 
2

4^ =  0 

4>/ =  4>n 

4>/ =  0

(2)

Przechodząc następnie od strumienia do S E M ,  otrzymamy 
dla rozpatrywanego przykładu

- 4>m • (— oj sin oj i) =4>m w sin oj ł.d  t

Jak widać z tego wzoru S E M  określona jest funkcją sinu
soidalną. Oznaczając iloczyn 4>m oj przez Em , otrzymamy

• Em sin oj t , (3)

Otrzymaliśmy w ten sposób w obwodzie S E M  sinusoidalną. 
Widzimy, że jest ona wynikiem obracania się przewodnika z pręd
kością stałą w jednostajnem polu magnetycznem. Em ma wartość 
stałą i nazywa się w a r t o ś c i ą  s z c z y t o w ą  a l b o  m a k s y 
m a l n ą  l u b t e ż  a m p l i t u d ą  S E M ;  e jest funkcją czasu i na
zywa się w a r t o ś c i ą  c h w i l o w ą  S E M .

Badając wzór (3) widzimy, że

dla ojf =  0

*  7 1OJ t =  —
2

OJ t =  %

*  3OJ t  =  — rc
2

0

e =  E„

e =  0

e — — E„

(4)

Porównywając ze sobą wyniki (2) i (4) widzimy, że strumień 
magnetyczny i S E M  zmieniają się w ten sposób, że gdy stru
mień przechodzi przez swą wartość największą, S E M  przechodzi 
przez wartość 0 i naodwrót.

Analogicznie do przebiegu sinusoidalnego S E M  możemy 
rozpatrywać sinusoidalny przebieg natężenia prądu według wzoru

i =  I m sin oj t , (5)



gdzie i  oznacza wartość chwilową, zaś Im wartość szczytową lub 
maksymalną natężenia prądu.

Tak samo otrzymamy wzór dla napięcia sinusoidalnego

u =  Um sin w t (6)

Wzory (3), (5) i (6) wyrażają przebiegi rozpatrywanych wiel
kości w obwodzie elektrycznym, w którym pewien kierunek został 
przyjęty jako kierunek dodatni.

Prądy zmienne, które nie mają przebiegu sinusoidalnego 
nazywamy prądami odkształconemi, jak np. na (rys. 4).

W dalszych rozważaniach będziemy rozpatrywali najpierw 
prądy sinusoidalne.

§  2. O kres. Częstotliwość. Pulsacja.

W rozpatrywanych przebiegach sinusoidalnych wartości funkcji 
czasu powtarzają się dla argumentów, różniących się o 2 kn ,  gdzie 
k  — liczba całkowita. Oznaczając przez T  najkrótszy czas, po 
upływie którego następuje powtórzenie wartości funkcji, będziemy 
mieli

w T = 2 k

skąd T =  —  (7)
(O

Czas T nazywamy czasem okresu lub w skróceniu o k r e s e m  
prądu zmiennego. W ciągu jednego okresu T  funkcja przybiera 
wszelkie wartości fali. Przebieg zmian wartości rozpatrywanej 
wielkości okresowej w ciągu jednego jej okresu nazywają również 
cyklem. Po upływie czasu T  rozpoczyna się druga fala i t. d.
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Liczba okresów na sekundę stanowi wielkość zwaną c z ę 
s t o t l i w o ś c i ą  prądu zmiennego; oznaczamy ją literą / ;  mamy 
więc

/ = J -  =  -?L. (8)
T 2r.

Częstotliwości nie należy mieszać z liczbą zmian kierunku 
prądu na sekundę; ta liczba zmian jest dwa razy większa od czę
stotliwości.

Częstotliwość ma wymiar odwrotności czasu; wyrażamy ją 
w okresach na sekundę; na terenie międzynarodowym jest ten
dencja do nadania jednostce częstotliwości czyli jednemu okresowi 
na sekundę nazwy „herc".

Ze wzorów (7) i (8) możemy napisać

» =  2j L  (9)

lub
CO =  2 T l f  (10)

Wielkość w, która w poprzednich wzorach stanowiła pręd
kość kątową podczas obrotu ramki w polu magnetycznem, nazy
wamy p u l s a c j ą  prądu zmiennego.

W zależności od tego, którą z trzech wielkości: pulsację, 
okres lub częstotliwość chcemy wprowadzić do wzorów na war
tości chwilowe funkcyj sinusoidalnych czasu, możemy wzory te 
przepisać w trzech równoznacznych postaciach, korzystając z za
leżności (9) i (10), np. wzór (3)

e — Em sin w t;

„  . 2rce =  Emsin - y t ;

e =  Em sin 2 % f t .
W urządzeniach prądu silnego dla siły i światła częstotliwość 

wynosi najczęściej 50 okresów na sekundę: / = 5 0 ,
50

w urządzeniach prądu słabego, np. w urządzeniach telefonicznych, 
częstotliwość dochodzi do kilkunastu tysięcy okresów na sekundę, 
zaś w radjotechnice mamy nawet miljony okresów na sekundę.

§  3. Faza. Przesunięcie fazy.

Argument funkcji sinusoidalnej wzrasta w miarę wzrostu 
zmiennej niezależnej. Wartość argumentu, zawartą w granicach



jednego okresu czyli pomiędzy 0 i 2 ~  lub — r. i - j-z, nazywamy 
f a z ą  tej funkcji. Rozpatrując funkcję sinusoidalną czasu, powiemy, 
że faza jej w pewnej chwili wynosi a ,  gdy w tej chwili — 
przy czem 0 a 2 r. lub — z <  a ^  z . Gdyby wartość argumentu 
w t przekraczała podane granice, należy dla otrzymania fazy odjąć 
lub dodać wielokrotność okresu 2 z ,  tak aby rezultat był zawarty 
w wyżej przytoczonych granicach.

Gdy piszemy wzór na wartość chwilową np. natężenia prądu 
w postaci

i - Im sin co ł ,

widzimy, że w tym przypadku w chwili, gdy rozpoczynamy licze
nie czasu, prąd przechodzi przez fazę O. Jeżeli rozpoczynamy 
liczenie czasu w chwili, gdy sinusoida posiada inną fazę, wtedy 
do argumentu w t musimy dodać lub odjąć odpowiedni kąt fazowy.

Sinusoidę, która w chwili t —  0 przechodzi przez fazę 0 
będziemy nazywali sinusoidą normalną.

Zestawmy 3 sinusoidy (rys, 5): /  normalną, której równanie jest 
i  =  Im sin co t oraz II i III o tej samej amplitudzie, lecz przesunięte

Rys. 5.

względem sinusoidy normalnej w lewo i w prawo o kąt a . 
Rozpatrując sinusoidę II, widzimy, że w chwili t =  0 przechodzi 
ona przez fazę -j- a ; jej równanie będzie

i  =  Im sin (w t -)- a) .
Rozumując analogicznie, napiszemy dla sinusoidy III równanie

i  =  I m sin (co t — a ) .

Porównywając obie te sinusoidy z normalną, widzimy, że 
sinusoida II wyprzedza ją ze swoją fazą, a więc wcześniej przechodzi 
przez wartość maksymalną i 0. Z tego samego względu sinusoida



III jest opóźniona pod względem fazy w stosunku do sinusoidy 
I — normalnej. Możemy dla tych sinusoid napisać ogólne równanie

i =  I m sin (to t +  a),
jeżeli kątowi a będziemy nadawali znaki lub — w zależności 
od tego, czy rozpatrywana sinusoida będzie wyprzedzona czy też 
opóźniona w fazie względem sinusoidy normalnej.

Dla a =  0 otrzymamy sinusoidę normalną. Kąt a nazywamy 
k ą t e m  p r z e s u n i ę c i a  f a z y .

§  4. W artość średnia i w artość skuteczna.

W a r t o ś c i ą  ś r e d n i ą  funkcji sinusoidalnej nazywamy 
średnią arytmetyczną wszystkich wartości bezwzględnych tej funkcji 
w ciągu jednego jej okresu. Rozpatrując funkcję sinusoidalną 
czasu

2
y  =  Ymsmo>t =  Ym sin t • (11)

będziemy mieli, na podstawie powyższego określenia, dla wartości 
średniej tej funkcji wzór

T

Y,r =  ~ ^ \ Y \ d t ,
0

gdzie |Y| stanowi wartość bezwględną rozpatrywanej funkcji.
Ponieważ wartości bezwzględne funkcji sinusoidalnej w drugiej
połowie okresu są zupełnie takie same jak w pierwszej połowie,
przeto dla takiej funkcji możemy dla obliczenia średniej wartości 
ograniczyć się do połowy okresu i napisać

7V2

Yśr =  ~ f y d t .  (12)
0v

Podstawiając wartość y  z (11) i wykonywając całkowanie, 
otrzymamy

Tl 2

4fr,
o

v  “ I v  . 2 k . . .  2 Ym T
Yśr ~  rr, I Ym Sin ^  ł d t  =  ~ j T  * ^

2 Tl
—  COS y i

T:2

=  ~  Ym . (13)

2
Wyraz — w przybliżeniu równa się 0,64, możemy więc 

napisać przybliżony wzór
Yśr =  0,64 Ym



Rozpatrując, naprzykład, przebieg natężenia prądu, przedstawiony 
na rys. 6 , określony wzorem

i  - Im sin to t ,

otrzymamy dla wartości średniej tego prądu

Iśr =  — Im =  0,64 Im JTZ

wartość ta na rysunku odpowiada rzędnej O A .

Obliczmy ilość elektryczności Q , która przepływa przez 
obwód z rozpatrywanym prądem w ciągu połowy okresu. W pewnej 
chwili t natężenie prądu ma wartość z; w ciągu nieskończenie 
małego czasu d t  ilość elektryczności, przepływająca w obwodzie, 
będzie

d q — i d  t .

Ilość elektryczności, jaka przepłynie przez obwód w ciągu 
połowy okresu, wyrazi się wzorem

T!t ■
Q = J  i d  t . 

o
Całka ta stanowi pole, ograniczone połową fali sinusoidy 

i osią odciętych, z drugiej strony pole to jest równe polu prostokąta 
O A B C ,  którego jeden bok stanowi połowę okresu, zaś drugi 
bok równy jest wartości średniej natężenia prądu, czyli
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Możemy więc określić wartość średnią natężenia prądu 
zmiennego jako natężenie takiego prądu stałego, przy którym 
ilość elektryczności, przepływająca w ciągu połowy okresu, będzie 
ta sama, co i przy rozpatrywanym prądzie zmiennym. Na rysunku 
pole O A B C  odpowiada wartości Q.

W a r t o ś c i ą  sk u t e c z n ą funkcji sinusoidalnej nazywamy 
pierwiastek kwadratowy ze średniej arytmetycznej kwadratów jej 
wartości, obliczonej dla całego okresu. Dla funkcji, przedstawionej 
wzorem (11), wartość skuteczna Y będzie określona wzorem

F = j (14)

lub, po podstawieniu wartości y ,

F = j /  Y j S'm ’ T ‘ d t '

Całka, stojąca pod pierwiastkiem, którą możemy łatwo
4 ic

2ti 1 — c o s ^ /  T
rozwiązać, zakładając s in 2 ~ t = --------^-------- > równa się

tego otrzymujemy
Y — -j=Ym . (15)| 2

Wyraz —¡= w przybliżeniu równa się 0,707, więc dla wartości
] / 2

skutecznej możemy napisać przybliżony wzór

Y ^  0,707 Ym.

Wartości skutecznej natężenia prądu możemy nadać pewne 
znaczenie fizyczne, rozumując w sposób następujący. Rozpatrując
obwód elektryczny, przez który przepływa prąd stały o natężeniu
I ,  wyrazimy energję W*, przetwarzającą się na ciepło w ciągu 
czasu T , wzorem

WS =  P R T ,  (16)

gdzie R  oznacza oporność obwodu. Gdy przez ten sam obwód 
przepływać będzie prąd zmienny, energję Wz, w ciągu okresu T ,
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obliczymy, rozpatrując nieskończenie mały przeciąg czasu d t  po 
chwili t ,  gdy natężenie prądu ma wartość i; w tym czasie energja 
d W  wyrazi się wzorem

całkując w granicach od 0 do T,  znajdziemy wartość energi Ws ; 
więc

Dobierzmy teraz taką wartość natężenia prądu stałego I, 
któryby w okresie T  dał energję taką samą co i rozpatrywany 
prąd zmienny; w tym celu przyrównamy do siebie wzory (16) 
i (17), wtedy

o
W przypadku, gdy oporność R  obwodu pozostaje taką samą, 

jak przy prądzie stałym, możemy podzielić obie strony ostatniej 
równości przez R ,  wtedy

Wyraz, stojący z prawej strony, stanowi wartość skuteczną 
natężenia prądu zmiennego, możemy więc dać następujące okreś
lenie: wartość skuteczna natężenia prądu zmiennego jest to taki 
umyślony prąd stały, który, płynąc w obwodzie ze stałą opornością, 
wytworzyłby w ciągu okresu T  taką samą energję, co w rzeczy
wistości wytwarza w tym samym czasie prąd zmienny.

Wartości skuteczne mają wielkie znaczenie przy rozważaniu 
prądów zmiennych. Zwykle, gdy podajemy wartości natężenia lub 
napięcia prądu zmiennego, mamy na myśli wartości skuteczne 
tych wielkości. Przyrządy pomiarowe, używane w technice do 
mierzenia napięć i natężeń prądu zmiennego, wskazują najczęściej 
wartości skuteczne.

Wartości skuteczne przyjęto oznaczać dużemi literami bez 
wskaźników, piszemy więc, uwzględniając wzór (15),

d W  =  i 2R d t ;

r
(17)

o

7



Wprowadzając do wzorów na wartości chwilowe, zamiast war
tości szczytowych czyli maksymalnych, wartości skuteczne, możemy 
napisać

i = I \  2 sin <«> ł; u =  U \/e2, sin w ł; e =  E  } 2 sin w t i t. d.

— 12 —

§  5 Moc prqdu zmiennego. Spółczynnik mocy.

Rozpatrzmy część obwodu elektrycznego (rys. 7), na koń
cówkach którego działa napięcie o wartości chwilowej

u =  Um sin w t (18)

i przepływa prąd o wartości chwilowej i. 
W obwodach prądu zmiennego, jak o tern nie
jednokrotnie się przekonamy, natężenie prądu 
naogół nie jest w fazie z napięciem; pomię
dzy temi wielkościami zachodzi przesunięcie 
fazy; oznaczając kąt przesunięcia fazy pomię
dzy natężeniem i napięciem prądu przez cp, 
przyczem <p może mieć znak zarówno dodatni 
jak i ujemny, otrzymamy dla wartości chwi
lowej natężenia prądu wzór

i =  Im sin (w t +  ?)• (19)

Przy prądzie stałym moc, pobierana w rozpatrywanej części 
obwodu, byłaby określona iloczynem napięcia przez natężenie 
prądu i miałaby wartość stałą w ciągu czasu, gdy napięcie i na
tężenie prądu pozostają bez zmiany. Przy prądzie zmiennym ilo
czyn wartości chwilowych napięcia i natężenia prądu daje nam 
wartość mocy w określonej chwili; oznaczając wartość chwilową 
mocy przez p, możemy napisać

p =  u i;

podstawiając .na miejsce u oraz i wartości ich ze wzorów (18) 
i (19), otrzymamy

p — Umlm sin W t sin (w t cp).

Iloczyn sinusów możemy przekształcić na zasadzie wzoru 
trygonometrycznego:

sin m  sin n =  — [cos (m — n) — cos (m +  ri) ] ,

O jo
C X

Rys. 7.
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wtedy

p  =  Um Im [cos '  — COS (2 O ł — ę) ] . (20)

Jak widać z tego wzoru, wartość chwilowa mocy składa się 
z dwóch części, z których pierwsza

— Um la  COS - 2
jest wielkością stalą w czasie, natomiast druga część

— -  i7 » J » c o s ( 2 - f + f ) =  -  UmIm sin (2 « H -?  — j )

stanowi funkcję sinusoidalną czasu z pulsacją, a więc i z częstotli
wością dwa razy większą od tej. jaką mają napięcie i natężenie prądu. 
Okres tej funkcji jest dwa razy mniejszy od okresu napięcia lub 
natężenia prądu, czyli wynosi T 2. Znak wartości chwilowej mocy 
może być naogół dodatni lub ujemny, co oznacza, że w pierw
szym przypadku moc jest pobierana, w drugim zaś oddawana 
przez rozpatrywaną część obwodu. W szczególnym przypadku, 
gdy eosr =  l ,  r =  0, to znaczy, gdy prąd jest w fazie z napię
ciem. wartość chwilowa mocy stale jest dodatnia, czyli stale jest 
pobierana.

W praktyce chodzi nam zwykle o wartość średnią mocy.
T

obliczoną dla całego okresu przebiegu mocy czyli dla czasu — ;tę
.  ¿t

średnią moc nazywamy m o c ą  r z e c z y w i s t ą  l u b  c z y n n ą ;  
pospolicie często się mówi wprost moc prądu zmiennego, rozu
miejąc pod tem moc czynną.

Oznaczając moc czynną przez P, napiszemy na podstawie 
pow-yższego określenia następujący wzór

7~2

P = \  \ p d t - ,
0

podstawiając wartość p  ze wzoru (20), otrzymamy
ri

 ̂ | |  cos r — cos (2 / —{- ?)J d t  =
r i

1 2 P =  U a h  "
r .

= -  Um c o s r ------ — sin («U T — ę) — sin z) I '.2 r'2 • 2c>[ J'
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a p o n ie w a ż  u>T= 2  tc,

P  =  2 U™ Im cos cp;

wprowadzają? wartości skuteczne napięcia i prądu, czyli zakła
dając Um— U \ 2 ,  Im =  l  J 2 ,  otrzymamy ostatecznie

P =  U /cos  cp . (21)

Cos o nazywamy s p ó ł c z y n n i k i e m  m o c y  prądu zmien
nego.

Gdy cp — 0, coscp =  l,  czyli gdy prąd jest w fazie z napięciem, 
moc czynna prądu zmiennego jest taką, jak gdybyśmy mieli prąd 
stały o napięciu U i natężeniu I.  Gdy natężenie prądu jest prze

sunięte w fazie względem napięcia o kąt prosty, czyli cp =  —, spół-ćt
czynnik mocy staje się równym zeru i moc czynna będzie równa 
zeru.

Iloczyn napięcia przez natężenie prądu zmiennego nazywamy 
m o c ą  p o z o r n ą ;  oznaczając ją przez Pp, mamy

Pp= U I  . (22)

Spółczynnik mocy cos cp możemy określić jako stosunek mocy 
czynnej do mocy pozornej

P PCos cp =  =  — . (23)
f u  P p

Oprócz tego wprowadzamy pojęcie m o c y  u r o j o n e j  l u b  
b i e r n e j ,  określając ją jako pierwiastek kwadratowy z różnicy
kwadratów mocy pozornej i mocy czynnej. Oznaczając moc bierną
przez Pb , napiszemy

P„= | / / y -  p '-= p P ]  1 l - z r .  (24)

Uwzględniając (23) będziemy mieli

P P

Pb =  Pp j / l  cos2 cp =  Pp Sin cp =  U l  sin  cp , (25)

Dla odróżnienia rozpatrywanych mocy przyjęto wyrażać moc 
czynną w w a t a c h ,  moc pozorną w w o l t o a m p e r a c h ,  zaś moc 
bierną w w a r a c h  (volt-amper-reactif). Tak naprzykład, gdy



w części obwodu działa napięcie prądu zmiennego o wartości 
skutecznej 120 woltów i płynie prąd o natężeniu 10 amperów, zaś 
spółczynnik mocy cos ? '=  0,8 (sin ? =  0,6), będziemy mieli

moc czynną P  = 120 .10 .0 ,8=  960 watów,
moc pozorną Pp —  12010 =  1200 woltoamperów,
moc bierną Pb —  120.10.0,6= 720 warów.

§  6. D odaw anie  funkcyj sinusoidalnych.

Przy badaniu prądów zmiennych często będziemy się powoływali 
na następujące twierdzenie: jeżeli mamy szereg funkcyj sinuso
idalnych czasu o jednakowej częstotliwości, np.

y x =  A 1 s i n M - f ^ ) ,  
y 2 =  A., sin ( oj t - r* 2),
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y n — A„ sin (w t — rn),

wtedy algebraiczna suma tych funkcyj będzie również funkcją 
sinusoidalną o tej samej częstotliwości; więc

y i  +  ^2 H-------- yn  =  A sin (oj ż +  7 ) .

Aby to dowieść, przepisujemy dane funkcje w sposób na
stępujący :

Ay cos ax sin oj t— A x sin o.x cos oj t—
-j -A » cos o, sin oj t—A, sin 7 ,  cos oj t-\- m .

= A  cos 7  sin oj r— A sin * cos oj t .
~ r .......................................................... ~r~
-f- A n cos 7.„ sin oj t—A n sin i.n cos oj t

Wyrażenia te muszą stanowić tożsamość, wobec czego 
spółczynniki przy sin oj ł i przy cos oj t z lewej i z prawej strony 
muszą być sobie równe.

Mamy więc:

Ay cos 04 — Ao cos 7 , ---------- A n cos 7„ =  A cos 7. /
Ay sin 7-j —  A* sin 72 -j---------A n sin 7 „ =  A  sin 7. 1

Podnosząc oba równania do kwadratu i dodając, otrzymamy
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A =  V{Al cos -j \-An cos a„)2-f- {Ay sin a.x -|------- (- A n sin a„)2 (26)
zaś dzieląc drugie równanie przez pierwsze, będziemy mieli

.____ Ay sin at -\-A2 sin a2-\—  »-f-A„ sin «„ ^ 7 )
Ay COS *yJ[-A2 COS a2-j \-An cos a„

W ten sposób zagadnienie nasze zostało rozwiązane.
W szczególności, gdy mamy dwie funkcje sinusoidalne 

przesunięte o kąt prosty czyli

y x =  Ay sin w ł , 
y 2 =  A 2 cos w /,

t * ,

wówczas suma tych funkcyj może być przedstawiona w postaci

Ui ~\-U2 =  a  sin (“ ł +  a) >
to znaczy

A y sin w ł -j— A 2 cos w t =  A  sin (w t — a) . (28>

W myśl rozumowań powyższych winno być

skąd wyznaczamy

A  cos a = A y ,
A sin a = A 2,

A = V A \  +  A \ ,  (29)

tg a =  ̂  • (30)

Co do znaków Ay i A 2 to mogą one być jednakowe lub różne; 
w pierwszym przypadku kąt a jest dodatni, czyli wypadkowa 
sinusoida wyprzedza sinusoidę normalną o kąt a ; jeżeli zaś znaki 
Ay i A 2 są różne, wówczas a ma wartość ujemną, co wskazuje, 
że sinusoida wypadkowa opóźnia się o kąt a względem sinusoidy 
normalnej.



ROZDZIAŁ II.

O B W O D Y  PRĄDU Z M IE N N E G O  ZE SKUPIO NEM I 

O P O R N O Ś C IA M I.

§  7. O bw ód z opornościq rzeczywistq.

Każde ciało posiada własność przeciwstawiania się przepły
wowi elektryczności w większym lub mniejszym stopniu, przyczem 
w ciele zachodzi przemiana energji elektrycznej w ciepło. Włas
ność tę nazywamy oporem elektrycznym. Wielkość fizyczną, cha
rakteryzującą tę własność będziemy nazywali opornością; jest ona 
zależna od oporności właściwej rozpatrywanego ciała oraz od jego 
kształtu i rozmiarów.

Przy prądzie stałym oporność stanowi iloraz różnicy poten
cjałów pomiędzy końcami przewodnika przez natężenie prądu, gdy 
w tym przewodniku nie występuje siła elektromotoryczna; wy
nika to bezpośrednio z prawa Ohma.

Moc P  prądu I, wydzielana w postaci ciepła w części obwo
du z opornością R, wyraża się wzorem

P =  P R ;

wobec tego oporność można określić jako iloraz mocy, wydzielo
nej w postaci ciepła przez kwadrat natężenia prądu, przepływa
jącego przez rozpatrywaną część obwodu.

Przy prądzie zmiennym, w samym przewodniku, o czem póź
niej będzie mowa, zachodzi zjawisko naskórkowości, powodujące 
pozorne zwiększenie oporności. Wobec tego iloraz mocy, wydzie
lonej w postaci ciepła w samym przewodniku przez kwadrat na
tężenia prądu jest naogół większy przy prądzie zmiennym niż przy 
prądzie stałym. Nazwijmy tego rodzaju oporność przy prądzie 
zmiennym o p o r n o ś c i ą  r z e c z y w i s t ą .

T eorja  p rą d ó w  zm ien n y c h  2
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Pozatem przy prądzie zmiennym zachodzą jeszcze zjawiska 
w otoczeniu przewodnika (w izolacji, w masach żelaznych), o któ
rych również później będzie mowa, a które powodują wytwarzanie 
się ciepła w tern otoczeniu; w tych warunkach ogólna ilość 
wytworzonego przez prąd ciepła jest większa, niż ilość ciepła,

wytworzonego w samym przewodniku. Na- 
i zwijmy iloraz mocy wydzielonej w postaci

ciepła, z uwzględnieniem wszystkich zjawisk, 
przez kwadrat natężenia prądu, o p o r n o ś 
c i ą  c z y n n ą .

W przypadku, gdy w przewodniku zja
wisko naskórkowości wpływa bardzo mało 
na zwiększenie oporności, możemy oporność 
rzeczywistą założyć równą oporności, którą 
mielibyśmy przy prądzie stałym; wówczas 
oporność rzeczywistą nazywają jeszcze opor
nością o m o w ą .

Rozpatrzmy część obwodu z opornością 
rzeczywistą o stałej wartości R  (rys. 8). Niech napięcie działa
jące na tę oporność będzie

Rys. 8.

U  =  U ,n  sin CO ł .

Wartość natężenia prądu w każdej chwili na zasadzie prawa 
Ohma będzie

U Um .
• = X = l r  S U W ,

a więc w danym przypadku prąd i ma również przebieg sinusoidalny 
i j e s t  w f a z i e  z n a p i ę c i e m .  Jak widać z ostatniego wzoru

Un
R   Im ,

czyli
i =  I m sin w t ;

wartość skuteczna natężenia prądu będzie

taka sama, jak gdybyśmy mieli prąd stały.
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§  8. O bw ód z opornościq rzeczywistq i indukcyjnościq 
w szeregowem połączeniu.

Prąd, płynący w obwodzie, powoduje powstanie pola magne
tycznego, a więc i strumienia magnetycznego. Strumień ten za
leży od natężenia prądu, płynącego w obwodzie i zmienia się je
dnocześnie ze zmianą prądu.

Gdy strumień magnetyczny, objęty przez obwód, podlega 
zmianom, powstaje w obwodzie siła elektromotoryczna indukcji, 
którą możemy określić z ogólnego wzoru

d$tet — — — >

gdzie et oznacza wartość siły elektromotorycznej w chwili t, 4>,— 
wartość strumienia magnetycznego w tejże chwili; gdy obwód 
zawiera wiele zwojów, tworząc cewkę o z  zwojach, należy we 
wzorze powyższym pomnożyć strumień magnetyczny przez liczbę 
zwojów.

Stosunek strumienia magnetycznego 4>, objętego przez obwód, 
do natężenia prądu i, płynącego w obwodzie i wytwarzającego 
ten strumień, stanowi indukcyjność własną danego obwodu. W ten 
sposób indukcyjność własna L, określona jest wzorem

skąd

L =
4>

4> =  Li.

Wartość indukcyjności zależy od kształtu i rozmiarów geo
metrycznych obwodu; dla środowiska magnetycznie obojętnego ma 
ona wartość stałą, zaś w przypadku, gdy środowisko ma zmienną 
przenikalność magnetyczną, indukcyjność będzie funkcją prądu i.

Podstawiając wartość 4» do wzoru na siłę elektromotoryczną 
indukcji, otrzymamy

d(Li)
 d T ;

w przypadku szczególnym, gdy mamy środowisko o stałej przeni- 
kalności magnetycznej, a więc praktycznie i dla powietrza



Rozpatrzmy obwód, w którym oprócz siły elektromotorycznej 
o wartości chwilowej e, powstaje siła elektromotoryczna indukcji 
o wartości chwilowej et. Oznaczając przez R oporność tego obwo
du, otrzymamy, według prawa Ohma, dla wartości chwilowej prądu 
/, płynącego w obwodzie

e +  e,

lub na podstawie poprzedniego wzoru

di
. 6 dt
l ~  R

skąd
e =  R i +  L ^ r -  ' dt

Iloczyn Ri  stanowi napięcie potrzebne na pokonanie opor
ności rzeczywistej lub omowej, nazywamy go zwykle napięciem

diomowem. Drugi wyraz L —  stanowi wartość siły elektromotorycz

nej indukcji, wziętą ze znakiem przeciwnym, można go więc trak
tować jako napięcie, idące na przeciwdziałanie czyli pokonanie 
siły elektromotorycznej indukcji; nazywamy ten wyraz napięciem 
indukcyjnem. Oznaczając to ostatnie napięcie przez u* i rozpa
trując prąd o przebiegu sinusoidalnym

i — I m sin w t ,
otrzymamy

ut — L  — w L l m cos w i =  w L I m sin jwf .

Z tego wzoru widać, że napięcie indukcyjne wyprzedza w fa-
TC

zie natężenie prądu o kąt odwrotnie, możemy powiedzieć, że 

prąd opóźnia się w fazie względem napięcia indukcyjnego o kąt
TI
— • Wartość skuteczna tego napięcia będzie

U, =  L I .

Jak łatwo zauważyć, w L , stanowiące stosunek napięcia do 
natężenia prądu, ma wymiar oporności, a więc może być wyrażone 
w omach; wyraz ten nazywamy o p o r n o ś c i ą  i n d u k c y j n ą .

— 20 —



Oporność indukcyjna <oL =  2 ~ f L  zależy, jak widzimy, od 
częstotliwości prądu zmiennego i jest proporcjonalna do częstotli
wości.

Rozpatrzmy teraz obwód, zawierający oprócz oporności rze
czywistej jeszcze indukcyjność np. w postaci cewki w szeregowem 
połączeniu.

Schemat takiego obwodu mamy na rys. 9. Działa napięcie

rozdzielamy zmienne

po scałkowaniu, oznaczając przez A  stałą dowolną, którą możemy 
napisać również w postaci Ig A, otrzymamy

Aby otrzymać całkę ogólną rozpatrywanego równania (1) 
musimy do znalezionej wartości i dodać całkę szczególną równania. 
Szukamy jej w postaci ogólnej i  =  M  sin w t -j- A  cos (u t  lub, 
zamieniając sumę tych dwóch funkcyj jedną funkcją na podstawie 
wzoru (28) z § 45,

u — Um sin w t  ■

W każdej chwili powinno być r

czyli

(1)
U

Jest to równanie różniczkowe linjowe 
o spółczynnikach stałych.

Rozwiązujemy najpierw równanie upro
szczone :

Rys. 9.

l g i = * t + l g A lub

skąd

i = A e  l1 (2)

i — P  sin (w t —j— a), (3)



gdzie P  i a są stałe do znalezienia. Wtedy

zr~. =  P u  cos (w 14- a ) . 
d i

Po podstawieniu tych waitości dó równania (1) otrzymujemy
*

P R  sin (<*> / —j—ot) ~j- Pio L cos (to t -)- a) =  Um sin to t .

Rozkładając sin (to t -f- a) i cos (to t -j- a ) , otrzymujemy po 
zgrupowaniu i przyrównaniu spółczynników przy sin to i i cos to t 
z lewej i z prawej strony

P R  cos « — Pco L sin a =  Um ,

P R  sin a -|- Pto Z, cos a =  0.

Podnosząc oba równania do kwadratu i dodając, otrzymujemy

P = - ;  ^ --------
\ /R * + (u  L?

zaś z drugiego równania mamy
to Z,

Wyraz zawsze jest większy od 0, tg a jest mniejszy od 0 , 
K

wobec tego a <  0 . Załóżmy cp =  — a, tak iż

to L, g

Podstawiając wartość P  do równania (3) oraz zamieniając 
a na ip otrzymujemy

U\n f . si — ■■■ ..   sin (to t — cp),
t 'P 24-(t0Z)2

zaś całka ogólna równania naszego będzie miała postać

i=7 i q W sin<“'_,?)“Me~i '- (4)
Zbadajmy wyraz

-A e  l .

— 22 —
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W miarę wzrastania czasu funkcja ta maleje, dążąc do 0.
RTeoretycznie staje się ona równą 0 przy t =  oo; może to być:
Lj

1) przy R —  oo (przerwa w obwodzie), lecz wtedy znika prąd i ,
2) przy L =  0 — przypadek ten już rozpatrywaliśmy w § 7, wreszcie 
przy 7 =o o .  W rzeczywistości, po upływie bardzo krótkiego czasu

, - hwyraz A e L otrzymuje zwykle wartość bardzo małą, czyli prak
tycznie równą zeru. Mamy wtedy tak zwany stan ustalony prądu. 
Obecnie będziemy rozpatrywali wyłącznie stany ustalone. W tym 
przypadku wzór (4) upraszcza się, mianowicie

i  — Urn _  gin ^  t ^  ^
V R 1 +  (<0 L f

Porównywając ten wzór ze wzorem na napięcie i mając na 
względzie, że ^ > 0 ,  widzimy, że natężenie prądu jest opóźnione 
w fazie względem napięcia, przyczem

. u L ...
9 ? =  ~R~ ' 6̂)

Wartość maksymalna tego natężenia prądu wynosi

r _  U™Im --

Wobec tego wartość skuteczna będzie

1 =  , U • (7
1/ # 2+(<»i,)2

Przy prądzie stałym mielibyśmy według prawa Ohma

/ = — »
R

gdyż nie występowałoby zjawisko samoindukcji.
Chcąc zastosować prawo Ohma do prądu zmiennego, musimy 

zamiast oporności R  wprowadzić wyraz

v '7 ? 2 +  (c o L )2 > r .



Wyraz ten nazywamy o p o r n o ś c i ą  p o z o r n ą  i oznaczamy 
przez Z ,

Z =  ]/R2 - f  (oj L f .  (8)

W ten sposób możemy napisać

/ =  —. (9)
Z

Oporność pozorna ma wymiar oporności, mierzymy więc ją 
w omach.

Ze wzoru
z =  / m sin (oj 7 — <p)

mamy
z =  / m cos © sin oj 7— / m sin tp cos w t.

Ponieważ

cos oj 7 =  sin — w 7j,

— cos to 7 =  — sin —- oj 7̂  =  sin jo> 7 —

możemy napisać
TC
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7 =  Im cos <p sin oj 7-f-/m sin cp sin |oj 7 —

otrzymaliśmy wartość chwilową prądu w postaci dwu funkcyj 
sinusoidalnych. Załóżmy

Im cos <p sin oj 7 =  z\ ,

Im sin cp sin |oj 7 — ^-) =  z2,

czyli
7 =  4 + *2 ,

następnie, oznaczając
Im cos cp =  I lm , / msincp =  / 2m,

otrzymamy
4 =  Am sin 017,

z2 =  / 2msin (“ 7 — y  

Pierwszy z tych prądów jest w fazie z napięciem, drugi zaś 

opóźniony względem napięcia o kąt ~  *
L i
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Wartość skuteczna prądu pierwszego wynosi

I x — I  cos <p ,
zaś prądu drugiego

U —■ I sin ? .

Moc czynna rozpatrywanego prądu zmiennego równa jest

P  =  U I  cos ? .

Tę właśnie moc daje prąd pierwszy, gdyż jest on w fazie 
z napięciem i moc jego równa się

U 1^=111 cos?.

Moc prądu drugiego, wobec przesunięcia jego fazy względem 

fazy napięcia o kąt będzie

UIo cos =  0 .2

Z tego powodu nazywamy pierwszy prąd o wartości skutecznej 
/ c o s ?  prądem m o c n y m  lub c z y  n n ym,  zaś prąd drugi o wartości 
skutecznej / s i n ?  prądem b e z m o c n y m  lub b i e r n y m .  Dawniej 
były w użyciu jeszcze term iny: prąd watowy i prąd bezwatowy.

§  9. O bw ód z opornościq rzeczywistq i pojemnościq 
w szeregowem  połqczeniu.

Każdy przewodnik posiada pewną pojemność elektryczną, 
określoną stosunkiem ładunku elektrycznego, znajdującego się 
na przewodniku, do potencjału tego przewodnika. Oznaczając 
pojemność przez C, ładunek przez Q i potencjał przez V, mamy

— V ' . .

Większe skupienie ładunków elektrycznych otrzymujemy 
w kondensatorach elektrycznych, których pojemność określamy 
jako stosunek ładunku do napięcia, istniejącego między okładzinami 
kondensatora, czyli

gdzie przez Uc oznaczyliśmy to napięcie. I
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Gdy kondensator w pewnej chwili t włączymy do napięcia 
prądu zmiennego

u ~ U m sin w f ,

otrzyma on w ciągu nieskończenie małego czasu d t  ładunek

d q  =  i d t ,
+

gdzie i oznacza wartość natężenia prądu w rozpatrywanej chwili, 
idącego na ładowanie kondensatora; ten ładunek d q spowoduje 
powstanie napięcia d u c pomiędzy odkładzinami kondensatora, 
przyczem

n   d q   i d  t

skąd

lub

d u c d u c

d u c i 
d t  C ’

. r d u c 
l ~ L d t  '

(10)

Napięcie na kondensatorze, spowodowane napięciem z zewnątrz 
przyłożonem, ma przebieg również sinusoidalny czyli

uc =  Ucm sin w t ,
wobec czego

i - Cw Ucm cos Ucm sin t -)— •

Z tego wzoru widać, że prąd, ładujący kondensator, wyprzedza

napięcie na kondensatorze w fazie o k ą t^ y .  Wartość skuteczna
£

tego prądu wynosi
I = « C U cm,

skąd
Uc 1
/  II)C

Ostatni wyraz, jako stosunek napięcia do natężenia prądu, 
ma wymiar oporności, nazywamy go o p o r n o ś c i ą  p o j e m 
n o ś c i o w ą .
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Oporność pojemnościowa —7 = =  .  jest odwrotnie pro-
oj C 2 ~ /  C

porcjonalna do częstotliwości prądu zmiennego, a więc maleje 
przy wzroście częstotliwości.

Rozpatrzmy teraz obwód, zawierający oporność rzeczywistą 
i pojemność w postaci kondensatora w szeregowem połączeniu.

Schemat takiego obwodu mamy na rys. 10, gdzie C oznacza 
pojemność włączonego kondensatora.

Przy prądzie stałym prąd pły-  R_
nąłby w obwodzie tylko do chwili, 
gdy kondensator zostanie nała
dowany, co zwykle następuje 
bardzo prędko po zamknięciu 
obwodu.

Przy prądzie zmiennym konden
sator podlega ciągłym ładowaniom Rys jo.
i wyładowaniom, powstaje prąd
przesunięcia, wobec czego prąd stale będzie płynął w takim
obwodzie. W każdej chwili napięcie, przyłożone z zewnątrz, równać 
się musi sumie napięć, powstałych w rozpatrywanym obwodzie. 
Napięć tych mamy w danym przypadku dwa: jedno na oporności
R  równe R i ,  napięcie zaś drugie — na kondensatorze, zmienne
w czasie; oznaczamy to napięcie przez uc.

Wtedy
R i - \ -  uc — u (11)

Biorąc w równaniu (11) pochodne względem czasu i uwzględ
niając wzór (1 0 ), otrzymujemy

d/ _  _  du _

dt dt ~  d t ;
ponieważ

otrzymamy
u — Um sin w t ,

R  +  n  =  Umt* cos dt 1 C

Stosując przy całkowaniu tego równania tę samą metodę, co 
w § 8 , znajdujemy najpierw całkę ogólną równania uproszczonego 
w postaci

i =  A e ~ R c ł

gdzie A  stała dowolna.
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Całkę szczególną szukamy w postaci

i  — P  sin (w ł +  «),

gdzie P  i a są stałe, które należy znaleźć.
Różniczkując ostatnią funkcję, będziemy mieli

^  =  cos (w t -f- a) ;

po podstawieniu tych wartości do (12) będziemy mieli
p

oj R P  cos (w  t - f -  a )  - f -  -ę- sin ( oj t a )  =  Um oj c o s  w  t .

Rozkładając cos(ojf-j-a) i s in (o jf - | -a) 1 przyrównywając na
stępnie spółczynniki przy cos oj t i sin oj i z lewej i z prawej stro
ny, otrzymujemy dwa następujące równania

Podnosząc oba równania do kwadratu i dodając, otrzymujemy

oj R P  cos a  -|—— sin a  =  Um oj , 

p
— oj R P  sin a -f- cos a =  0.

stąd

P

następnie z drugiego równania

1

Wprowadzając jak i poprzednio cp =  — a, czyli tg<p =  — —'—

otrzymamy dla całki ogólnej równania (12)
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Funkcja A e RC maleje ze wzrostem czasu i zwykle po 
upływie bardzo krótkiego czasu staje się praktycznie równą zeru. 
Dla stanu ustalonego natężenie prądu ma wartość

^ m sin (w i— <p), (13)1/ W Cl
przyczem

1

(14)ti

Widzimy, że natężenie prądu jest przesunięte w fazie wzglę
dem napięcia. Ponieważ we wzorze (13) kąt <p wchodzi ze znakiem 
ujemnym, zaś, jak widać we wzorze (14), cp< 0 , przeto przed bez
względną wartością kąta cp we wzorze (13) będzie stał znak -j-, 
a więc n a t ę ż e n i e  p r ą d u  w y p r z e d z a  n a p i ę c i e  w fazie.

Wartość skuteczna natężenia prądu wynosi

U (15)

V
Mianownik J /  stanowi oporność pozorną rozpa

trywanego obwodu.

Ze wzoru
i — u,„ sin (w t — cp),

otrzymujemy
i — Im cos cp sin w f— Im sin cp cos w t =

=  Im cos cp sin w t — Im sin cp sin |<o t -j- — j .

W ten sposób prąd i  rozłożyliśmy na dwa prądy sinusoidalne 
o amplitudach Im cosc? oraz 7msincp. Pierwszy, o wartości sku
tecznej 7 coscp, jest w fazie z napięciem, a więc jest to prąd mocny
lub czynny; drugi przyspieszony jest względem napięcia w fazie

o kąt jest to więc prąd, który czynnej mocy nie daje, czyli
ui

prąd bezmocny lub bierny.
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§  10. O bw ód z opornością rzeczywistą, indukcyjnością

i pojem nością.

Na rys. 11 podany jest schemat obwodu, zawierającego w sze- 
regowem połączeniu oporność czynną R, indukcyjność L oraz 
pojemność C. Oznaczając przez u napięcie przyłożone z zewnątrz 
do rozpatrywanej części obwodu, zaś przez uc napięcie na pojem
ności C, powstające przy prądzie z, będziemy mieli w każdej 
chwili

R i - \ - L —- -j- uc =  u =  Um sin co t . (16)
dt

Biorąc pochodną względem t i zamieniając na podstawie

wzoru (10) przez ^  , otrzymamy

T d 2i . „ di , z rT , ,—- - f - i? — +  — co(7mco3cof. (17)
dt- dt C

r l Całka ogólna tego równania
stanowi sumę całki ogólnej rów
nania uproszczonego

dt2 dt C

oraz całki szczególnej rozpatry
wanego równania (17). Pierwsza 

Rys- u - całka zawiera funkcje wykładni
cze zmiennej niezależnej t z ujem

nym wykładnikiem potęgi, a więc funkcje malejące z biegiem
czasu. Rozpatrując stan ustalony prądu, który następuje zwykle 
po upływie bardzo krótkiego czasu, odrzucimy te funkcje, czyli 
całkę ogólną równania uproszczonego. Pozostaje więc do znale
zienia całka szczególna danego równania; szukamy jej, jak i w po
przednich przypadkach, w postaci

z =  P s in  (co f-|_ a ) ,  (18)
gdzie P i  a są stałe do znalezienia.

Wtedy
d i

—  =  c o P c o s  (co i - | -  a )  , 

d 2 i
—  c o -Psin  (c o 7- j-a) .



Podstawiając te wartości do równania (17), będziemy mieii
p

— n>- L P  sin (<o ł - \ - ot) - j -  to R P  cos ( to t—  a )  -J sin (to t  -f- ot) =
C

=  to Um cos to t.

Dzieląc obie strony przez to i grupując odpowiednie wyrazy, 
otrzymamy

P  |— to Z, | sin (to t —  a) P R  cos (to t — a) =  Um cos to t ;
to C I

—--------- to L | sin to t  —  P s in  ot I —---------t o Z |  cos to ł  —
o C  1 ' t o  CP  cos a

— P  sin a R sin to t — P  cos a R  cos to t  =  Um cos to t,
skąd

cos a — R  sina- -  to Z )
\ t oC

I to L I sin a — R  cos a
' t o C  I

= O ,

=  Um

Podnosząc oba równania do kwadratu i dodając, znajdziemy

P~ ¡ 1  to Z  |
' t o C

R- =  Um2,

skąd

Urr,

Z pierwszego z powyższych równań bezpośrednio, po skróce
niu przez P ,  otrzymujemy

tg a  =

Załóżmy <p =  — a , wtedy

—  to L

R



W ten sposób dla wartości chwilowej natężenia prądu, w sta
nie ustalonym, otrzymujemy

^m — — sin ( w i— <p) (20)
1 \ 2 T
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V * *  +  |

skąd wartość skuteczna I  natężenia prądu będzie określona wzorem

U (21)
i

Wyraz stojący w mianowniku we wzorze (21) stanowi o p o r 
n o ś ć  p o z o r n ą  obwodu, którą przyjęto oznaczać przez Z ,  więc

(22)

Różnicę oporności indukcyjnej i pojemnościowej nazywamy 
o p o r n o ś c i ą  u r o j o n ą  lub b i e r n ą  i oznaczamy literą X .  
W skróceniu przyjęto oznaczać oporność indukcyjną przez X L oraz 
oporność pojemnościową przez Xc', w ten sposób

X = t o L    (28)w C
lub

X — X i  — Xc • • (24)

Ze względu na terminy międzynarodowe, czasami spotykamy
jeszcze w literaturze polskiej następujące terminy, odpowiadające
terminom polskim:

oporność pozorna — impedancja,
„ rzeczywista — rezystancja,
„ urojona — reaktancja,
„ indukcyjna — induktancja lub reaktancja in

dukcyjna,
,, pojemnościowa — kapacitancja lub reaktancja po

jemnościowa.

Rozpatrując oporność bierną: I  =  w l  -  widzimy, że gdy

t o L > ~  , t g ( p > 0  , cc >  0 ;



ponieważ we wzorze (15) przed <p pozostanie wtedy znak — , 
będziemy mieli opóźnienie natężenia prądu względem napięcia;
gdy

I
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otrzymamy we wzorze na natężenie prądu przed cp znak - j- , czyli 
przyśpieszenie natężenia prądu względem napięcia.

Wreszcie, gdy

• ,  1
(J)L =  777”  uj U

I = ~  , tg <p =  0 , 9 =  0 .

W tym przypadku natężenie prądu jest w fazie z napięciem, 
zaś wartość skuteczna natężenia prądu będzie taka sama, jak 
i przy prądzie stałym.

Ze wzorów (19) i (21) możemy wyprowadzić wszystkie już 
poprzednio otrzymane wzory, dotyczące poszczególnych obwodów. 
Więc, gdy obwód zawiera tylko oporność rzeczywistą, wtedy

L — 0 , uj L — 0,
oraz

Podstawiając powyższe wartości L i C do wzoru (21) otrzymamy

*) UWAGA. Brak pojem ności w  obwodzie zam kniętym  w szeregow em  
połączeniu odpow iada C = w ;  prąd nie napotyka przeszkód ze strony konden- 
sa torf, oporność pojem nościow a staje się równą zeru. Możemy to łatw o  
udowodnić m atem atycznie, rozpatrując np. kondensator p łask i, dla którego

C =  - p - j -  4 r. d

gdzie sp o le  powierzchni każdej okładziny, £ — stała dielektryczna, d — odległość  
pomiędzy okładzinami. Jeżeli będziemy zbliżali okładziny do siebie, wtedy  
d  będzie malało, C będzie wzrastało i dla d =  0 ,  t. j. wtedy gdy kondensator  
przestaje odgrywać swoją rolę, stając się wprost przewodnikiem, C równa się oc -

T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  3
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Jeżeli obwód zawiera tylko indukcyjność, wtedy 

R =  0;

C = GO ,

wzór powyższy daje

wreszcie, gdy obwód zawiera tylko pojemność,

R =  0;
L =  0 , tu L =  0 ;

otrzymujemy
/ =

Co się tyczy kąta przesunięcia fazy o , to ze wzoru (19) 
otrzymujemy

Ponieważ kąt <p wzięty jest we wzorze (20) ze znakiem 
ujemnym, więc w pierwszym przypadku prąd jest w fazie z napięciem, 
w drugim — prąd jest opóźniony o kąt 90°, w trzecim przypadku 
zaś przyśpieszony o kąt 90° względem napięcia.

Naodwrót, jeżeli określamy napięcie, mając wartość natężenia 
prądu oraz odpowiednie oporności, będziemy mieli dla wyżej 
rozpatrzonych przypadków: napięcie na oporności rzeczywistej

jest ono przyśpieszone w fazie o kąt 90° względem natężenia prądu; 
napięcie na kondensatorze

2 '

*
Ur =  I R , (25)

jest ono w fazie z natężeniem prądu; napięcie indukcyjne

Ul =  I  a> L , (26)
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U c = I ^ C ’ ^2 7 >

jest ono opóźnione w fazie o kąt 90° względem natężenia prądu.
Jak widzimy, dla otrzymania napięcia musimy natężenie prądu 

pomnożyć przez odpowiednią oporność bądź czynną, bądź bierną.

§ 1 1 .  Rezonans napięć.

Rozpatrując obwód z opornością czynną R , indukcyjnością 
L i pojemnością C , połączonych w szereg, wyprowadziliśmy wzory 
(21) i (19), które nam dają wartość skuteczną natężenia prądu 
oraz kąt przesunięcia fazy natężenia prądu względem napięcia. 
Z tych wzorów widzimy, że w przypadku szczególnym, gdy oporność
indukcyjna ma taką samą wartość co i oporność pojemnościowa,
czyli gdy

=  <28>

otrzymujemy w obwodzie prąd

/  =  (29)

przyczem ę =  O.
W tym przypadku, jak to można zauważyć ze wzorów (26) 

i (27),
UL =  Uc ,

czyli napięcie indukcyjne staje się równe napięciu na konden
satorze. Zjawisko takie nazywamy rezonansem napięć.

Każde z tych napięć może w znacznym stopniu przekroczyć 
z zewnątrz przyłożone napięcie U.

Rzeczywiście, według tychże wzorów z uwzględnieniem (29), 
otrzymamy

1
u> L „ w C  

UL =  Uc =  L =  U -fi-  =  U ;

w przypadku więc rezonansu napięć, napięcie indukcyjne oraz 
równe mu napięcie na kondensatorze będzie tyle razy większe od 
napięcia z zewnątrz przyłożonego, ile razy oporność indukcyjna 
lub oporność pojemnościowa większą jest od oporności czynnej.
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Warunek, przy którym powstaje rezonans napięć ujęty we 
wzorze (28), możemy wyrazić jeszcze w sposób następujący:

2 1=    *
L C ’

0> =  - J = .  (30)
\ /L C

2 jc . ,Ponieważ ^  — 2 —  więc przy rezonansie napięć

/  = ---- 7 =  ’ (31)
2 k \  LC

T  =  2 1: y L C .  (32)

P r z y k ł a d .  Obwód zawierający cewkę o oporności R  =  20 
omów oraz indukcyjności L = 0 , 7  henra jest przyłączony do sieci 
prądu zmiennego o napięciu U =  120 woltów oraz częstotliwości 
/ =  50.

Wówczas
w =  2 - / =  314,

w L =  314 • 0,7 =  220 omów.

Podstawiając wartości te do wzoru (7) otrzymujemy

120 120 _  „ „I =  ■■, — ---- - =  0,5 ampera.
| 400+48400 220

Jeżeli w obwód ten włączymy jeszcze w szereg kondensator 
o pojemności C, czyniącej zadość warunkowi rezonansu napięć, 
czyli

1 ,—Fi—  w L ,<dC
będziemy mieli

^  L —  2 2 0  omów,

skąd

C =  3 ^4 ! 220  ~  ^  mikrofaradów.

Po podstawieniu tych wartości do wzoru (29) otrzymujemy



r 120 _/  =  -go" =  o amperow.

Napięcie na kondensatorze lub na cewce będzie w tym przy
padku

Uc— Ul — 6 • 220 =  1320 woltów.

§  1 2. Zależność oporności pozornej od częstotliwości.

W poprzednich paragrafach wprowadziliśmy określenia no
wych pojęć, dotyczących różnego rodzaju oporności. Mamy więc 
oprócz oporności rzeczywistej, względnie czynnej, oporność po
zorną i oporność urojoną lub bierną; ta ostatnia składa się nao- 
gół z oporności indukcyjnej i oporności pojemnościowej, stanowiąc 
ich różnicę. Rozpatrując poszczególne oporności, widzimy, że 
z wyjątkiem oporności rzeczywistej, którą zakładaliśmy w poprzed
nich rozważaniach, jako wielkość stałą, wszystkie inne oporności 
są zależne od częstotliwości prądu zmiennego; we wzorach na te 
oporności wchodzi pulsacja w, która, jak wiadomo, jest proporcjo
nalna do częstotliwości, gdyż w =  2 nf.

W urządzeniach prądu silnego, dla siły i światła, pobiera
nego z elektrowni, częstotliwość prądu.zmiennego stanowi wiel
kość stałą, wobec czego i omawiane wyżej oporności nie podle
gają zmianom, natomiast w urządzeniach telekomunikacyjnych, 
a więc telefonicznych lub radjowych, częstotliwość podlega znacz
nym wahaniom, o czem już wspominaliśmy w § 2; w tych urzą
dzeniach, oporności bierne i pozorne zmieniają się bardzo znacznie 
w zależności od częstotliwości. Należy tu zaznaczyć, że przy wiel
kich częstotliwościach, czyli przy prądach szybkozmiennych, wy
stępują jeszcze inne zjawiska, które powodują zmianę wartości 
indukcyjności i pojemności, a także wpływają na wartość opor
ności rzeczywistej i czynnej. O tych zjawiskach będzie mowa 
później; narazie ograniczamy się do rozpatrzenia takich urządzeń, 
w których R, L i C możemy założyć jako wielkości stałe, nieza
leżne od częstotliwości.

Na rys. 12 podane są wykresy oporności iudukcyjnej X l =  <»L,

oporności pojemnościowej X c =  \  oraz oporności pozornej Z  =
OJ (y

—  \ /R 2Ą-X 2 w  zależności od częstotliwości; liczby są wzięte 
z przykładu, rozpatrzonego w § 11.

Na rys. 13 podany jest wykres natężenia prądu w zależności 
od częstotliwości. Punkt M  na tych wykresach odpowiada zjawisku 
rezonansu napięć.
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Rys. 13.



ROZDZIAŁ m .

M ETO D Y R O Z W A Ż A N IA  PRĄDÓW  Z M IE N N Y C H .

§ 1 3 .  M etoda wykreślna.

Przebieg każdej funkcji sinusoidalnej czasu możemy przed
stawić na* rysunku w postaci sinusoidy wykreślonej we właściwej 
skali w układzie spółrzędnych prostokątnych. Mając taki wykres, 
znajdujemy wartości chwilowe tej funkcji, odkładając na osi od
ciętych wartość czasu i odmierzając odpowiednią rzędną. Te same 
wartości chwilowe możemy otrzymać łatwiej, przeprowadzając

lY

z początku osi spółrzędnych O (rys. 14), jako ze środka, koło 
o promieniu O A ,  równym wartości maksymalnej rozpatrywanej 
funkcji sinusoidalnej, np. napięcia Um■ Wyobraźmy sobie, że pro
mień O A  od kierunku osi x  obraca się w płaszczyźnie X Y  
równomiernie naokoło punktu O w kierunku odwrotnym do ruchu 
wskazówki zegara z prędkością kątową ^ . Po upływie czasu tu t,..



promień będzie w położeniach O A , , O A.,... Łatwo zauważyć, że 
rzuty promienia w tych położeniach na oś Y: O B x , O B 2 • •• będą 
odpowiednio równe:

O B {— O A  j sin to ł r ,

O B 2=  OAo sin w t2 i t. d.

Ponieważ OA1=  OA2=  OA — Um, więc rzuty te wyrażać bę
dą wartości chwilowe funkcji

U = U m sin w t.

Innego rodzaju wykres jest następujący: kreślimy koło o pro
mieniu równym amplitudzie (rys. 15) danej sinusoidy np. O A=U m 
i przez środek tego koła prowadzimy dwa koła o średnicach rów

— 40 —

nych jego promieniowi. Prowadząc promień OAt pod danym kątem 
to t i ,  otrzymujemy punkt B t przecięcia się OA1 z kołem górnem. 
Wielkość O B r =  O B  sin u>tl = U m sin to ł l . W ten sposób może
my znaleźć wartości chwilowe funkcji U— Um sin to t dla dowolnej 
wartości t .  Górne koło służy dla wartości to / zawartych w pierw
szej połowie okresu, czyli od 0 do r., drugie koło dla wartości 
łO t Od T. do 2 TT .

Mając dane funkcje sinusoidalne przesunięte względem siebie 
w fazie o kąt cp, np.
napięcie u — Um sin to i
i prąd i =  /„, sin (to / — cp ),
musielibyśmy, stosując powyższe wykresy, przeprowadzić dla każ



dej z tych funkcyj koło o promieniu równym odpowiednio Um i l m- 
Ponieważ w chwili t — 0,  gdy napięcie przechodzi przez wartość 0, 
prąd przechodzi przez fazę cp, więc na wykresie musimy promień 
prądu przesunąć względem promienia napięcia o odpowiedni kąt cp. 
Na rys. 16 mamy przypadek, gdy prąd opóźnia się względem na
pięcia. O A — Um, OB  =  l m.
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Rys. 16.

Obracając oba promienie z tą samą prędkością kątową w 
w płaszczyźnie X Y  i rozpatrując rzuty tych promieni na oś Y,  
określimy odpowiednie wartości chwilowe napięcia i prądu, np. 
O C — Um sin w ł t ; OD — Im sin (w tv—y) ■

W praktyce elektrotechnicznej rzadko kiedy potrzebujemy 
rozpatrywać wartości chwilowe napięć i prądów, przeważnie ma
my do czynienia z wartościami skutecznemi. W tym przypadku 
możemy się ograniczyć do przeprowadzenia na wykresie samych 
tylko promieni o długości, odpowiadającej wartościom skutecznym 
rozpatrywanych wielkości, np. napięcia i prądu, z uwzględnieniem 
jednakże kątów przesunięcia fazy, więc, zamiast rys- 16 będziemy 
mieli rys. 17, gdzie w odpowiednich 
skalach napięcia i natężenia prądu 
O A  — U , O B  =  I.

W ten sam sposób moglibyśmy 
rozpatrywać jednocześnie dowolną ilość 
wielkości, stanowiących sinusoidalne 
funkcje czasu o tej samej pulsacji, czyli
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o tej samej częstotliwości. Każdą taką wielkość oznaczylibyśmy na 
wykresie odcinkiem prostej, przeprowadzonej z określonego punktu 
jako początku; długość odcinka w przyjętej skali odpowiadałaby 
wartości, np. skutecznej, rozpatrywanej wielkości; kierunek 
odcinka byłby zależny od kąta przesunięcia fazy omawianej wiel
kości względem innej, dla której obieramy dowolny kierunek naj
częściej poziomy lub pionowy jako początkowy. W wykresie na

rys. 17 za początkowy kierunek wzięty 
jest kierunek napięcia; moglibyśmy 
również wziąć za początkowy kie
runek, kierunek natężenia prądu, 
jak np, na rys. 18.

Jeżeli jeden z dwóch krańców 
odcinka obieramy jako jego począ
tek, zaś drugi jako jego koniec, to 

RyS Ig. otrzymamy twór, który w geometrji
nazywają wektorem, a kierunek pro

wadzący od obranego początku do obranego końca — kierunkiem 
wektora.

Z tego powodu p r z y j ę t o  w e l e k t r o t e c h n i c e  n a z y w a ć  
w e k t o r a m i  w i e l k o ś c i ,  s t a n o w i ą c e  s i n u s o i d a l n e  
f u n k c j e  c z a s u ,  k t ó r e  n a  w y k r e s i e  p r z e d s t a w i a m y  
o d c i n k i e m  p r o s t e j  o k r e ś l o n e j  d ł u g o ś c i  i o k r e ś l o 
n e g o  k i e r u n k u ;  mówimy więc wektor napięcia, wektor natę
żenia prądu i t. d., zaś w y k r e s ,  n a  k t ó r y m  m a m y  t a k i e  
w e k t o r y ,  n a z y w a m y  w y k r e s e m  w e k t o r o w y m .

Oczywiście, tego rodzaju wektory matematyczne należy od
różniać od wielkości fizycznych, posiadających określony kierunek 
w przestrzeni i stanowiących wektory właściwe.

Na wykresie wektorowym k ą t y  d o d a t n i e  o d k ł a d a m y  
w k i e r u n k u  p r z e c i w n y m  do  r u c h u  w s k a z ó w k i  z e 
g a r a ;  w t y m  t e ż  k i e r u n k u  w y o b r a ż a m y  s o b i e  r u c h  
w e k t o r ó w ;  jeżeli więc jakiś wektor jest przeprowadzony na 
wykresie pod kątem dodatnim względem wektora początkowego, 
to oznacza, że ten pierwszy wektor w y p r z e d z a  wektor począt
kowy w f a z i e  i odwrotnie, gdy jakiś wektor jest odłożony pod 
kątem ujemnym (w kierunku ruchu wskazówki zegara), wówczas 
wektor ten o p ó ź n i a  s i ę  w f a z i e  względem wektora po
czątkowego.

Na rys. 17 i 18 widać, że wektor O B — I  jest cofnięty wzglę
dem wektora O A — U, czyli, że natężenie prądu jest opóźnione 
w fazie względem napięcia. Nie jest jednakże rzeczą obojętną, od



jakiego z dwóch wektorów odmierzać kąt przesunięcia fazy <p, od 
tego bowiem zależy znak tego kąta. Jeżeli w rozpatrywanym 
przypadku (rys. 17 lub 18) będziemy odmierzali kąt cp od wektora 
napięcia, wówczas powiemy, że kąt jest ujemny; natomiast jeżeli 
tenże sam kąt będziemy odmierzali od wektora natężenia prądu, 
wówczas kąt cp wypadnie dodatni.

Jeżeli mamy kilka prądów do rozpatrzenia i bierzemy pod 
uwagę przesunięcia fazowe tych prądów względem określonego 
napięcia, wówczas wektor napięcia bierzemy jako wektor począt
kowy, wektory zaś natężeń poszczególnych prądów przeprowadzamy 
pod właściwemi kątami. Tak np. na rys. 19 widzimy, że prąd / Gjest 
w fazie z napięciem £7, prąd wyprzedza napięcie, wreszcie 
prąd I,  opóźnia się w fazie względem napięcia.

Wykresy wektorowe są bardzo do
godne i znacznie ułatwiają orjentowa- 
nie się w zawiłych często zjawiskach, 
zachodzących w obwodach prądów 
zmiennych. Za pomocą takich wykre
sów możemy również często znacznie 
prędzej uskuteczniać obliczenia, zwła
szcza gdy nie chodzi nam o większą 
ścisłość rachunków.

Pokażemy to na przykładach.
Przykłady. Rozpatrzmy wykresy 

znanych już nam obwodów. Jeżeli obwód dany posiada oporność 
rzeczywistą R  i indukcyjność L, wówczas napięcie na oporności R

UR =  I R

jest w fazie z prądem I; napięcie zaś indukcyjne

UL =  /o) L,

jest przyśpieszone o kąt — względem prądu. Zróbmy wykres wek-
2

torowy; jako początkowy wektor weźmiemy wektor prądu /  (rys. 20); 
na tym wektorze odmierzamy odcinek O A, jako wektor IR .  Od
punktu A  odkładamy pod kątem -  dodatnim odcinek A B  jako wek-2
tor 7 w L  Napięcie U z zewnątrz przyłożone jest sumą wektorów 
Ur i Ul , otrzymamy go, dodając geometrycznie te wektory, jako 
odcinek OB. Z trójkąta O A B  otrzymujemy
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U2 =  P  R 2 -j- P  («Z)2,



stąd

P

wreszcie

oraz

1 =

_ u-
i?2 +  (coZ)2 

U
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V7/?2 +  (tó L)2

t g y  =
CO L
R

Widzimy, że w sposób znacznie prostszy doszliśmy do otrzy
manych już inną drogą wyników. Trójkąt O A B  nazywamy t r ó j 
k ą t e m  n a p i ę ć .  Dzieląc każdy bok tego trójkąta przez I, otrzy
mamy tak zwany t r ó j k ą t  o p o r n o ś c i  (rys. 21).

Jeżeli obwód zawiera oporność rzeczywistą R  i pojemność C, 
wtedy, postępując analogicznie, możemy również zbudować trójkąt 
napięć; odcinek A B  (rys. 22), oznaczający napięcie na kondensa

torze / — należy odłożyć nadół, ponieważ w danym  przypadku 
CU C . . . . .  ,mamy napięcie opozmone względem

prądu o kąt prosty. Wektor zamy
kający O B  wyraża napięcie U, przy
łożone z zewnątrz.

W przypadku, gdy obwód za-

i pojemność C , postępujemy tak:
na linji O A  odkładamy wektor rów
ny napięciu na oporności rzeczy
wistej I R  (rys. 23). Następnie od
punktu A  odkładamy w górę wektorRys. 22.



I

A B  =  I  o> L i od punktu B  nadół wektor BC,  wyobrażający napięcie 

I  ~  na kondensatorze. Tu, zależnie od wartości napięcia pojem

nościowego, możemy otrzymać punkty Ci, C2 lub CA:
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Cx w przypadku, gdy —  <.o>L;
w C

C, „ 1

wC
1

|»C

—  =  oj L ;

—  >  w L.

Biorąc np. przypadek 
pierwszy, gdy przewagę ma 
oporność indukcyjna nad 
opornością pojemnościową, 
łączymy punkt O z punk
tem Ci. Wektor O Cx =  U 
wyobraża napięcie z zewnątrz 
przyłożone. Odcinek A Cx =
— I X ,  gdzie

X = < » L  —
w C

stanowi oporność bierną.
Dzieląc bok trójkąta 

przez I  otrzymamy w odpo
wiedniej skali trójkąt opor
ności danego obwodu (rys. 24) 
z bokami R ,  X  i Z;  z tego trójkąta otrzymujemy znane już wzory:

_______  . X
z = v  R t + x *  »

Z trójkąta O A C 1 (rys. 23) otrzymujemy 

U cos 'p =  /  /?,

U sin <p =  / X .

Każde zatem napięcie w obwodzie prądu zmiennego można 
rozłożyć na 2 składowe. Przez analogję do składowych prądu 
możemy nazwać napięcie U cos cp n a p i ę c i e m  m o c n e m  lub 
c z y n n e m ,  napięcie zaś U sin <p b e z m o c n e m  lub b i e r n e m .



Rozpatrując moc pozorną prądu zmiennego U l ,  jako wek
tor, możemy zbudować trójkąt mocy A B C (rys. 25), w którym 
A B =  U l  będzie mocą pozorną, A C — U l  cos ę stanowi moc 
czynną, zaś B C — U I  sin cp moc bierną.
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Rys. 24.

Jeżeli oprócz wielkości R 
ba znaleźć prąd I, wówczas

Rys. 25.

i X  wiadome jest napięcie U i trze- 
zadanie takie można rozwiązać wy- 

kreślnie w sposób następujący: na 
dowolnej linji prostej odkładamy 
odcinek O A — U (rys. 26); na tym 
odcinku, jako na średnicy, prze
prowadzamy koło. Z punktu O 
odmierzamy względem odcinka 
O A kąt cp, obliczony ze wzoru

tg ? =  ~e ~ i przeprowadzamy pod ti
tym kątem prostą do przecięcia 
z kołem w punkcie B.

Wtedy O B  — I R ,  B A  — IX; 
mierząc więc odcinek O B  w skali

napięć i dzieląc przez R, otrzymamy I.
Odcinek OB został przeprowadzony pod kątem cp naprzód, 

czyli w przypuszczeniu, że X  <  O (przewaga pojemności); gdyby 
przeważała indukcyjność, otrzymalibyśmy trójkąt O AC.

§  14. Metoda symboliczna.

Położenie dowolnego punktu M  (rys. 27) na płaszczyźnie mo
żemy określić w układzie spółrzędnych za pomocą promienia wo
dzącego O M = r  i kąta biegunowego a, odmierzonego od osi bie
gunowej O X  z początkiem O.
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Oznaczając spółrzędne punktu M  w układzie prostokątnym 
osi X  i F, czyli rzuty promienia wodzącego r na te osi przez a i b, 
będziemy mieli

a =  r cos a ,

b =  r sin a ,

r  =  1 a 2 — b2 ,

(1 )
(2)

(3)

t  q a =  —  a (4)

Rozpatrując na płaszczyźnie od
cinek prostej, któremu nadajemy 
pewien kierunek, np. OM, możemy 
go w zupełności określić w sposób 
dwojaki: albo podając długość tego 
odcinka r i kąt ?■ pomiędzy tym od
cinkiem i obraną osią, przechodzącą 
przez jego początek, albo za po
mocą rzutówT tego odcinka a i b 
na dwie prostopadłe do siebie osie, 
przechodzące przez jego początek.
Odcinek O M  stanowi geometryczną 
sumę rzutów a i b . Z matematyki 
wiadomo, że taką geometryczną su
mę można przedstawić w postaci
liczby zespolonej a — j b ,  gdzie j — V ~ l , a jest rzutem na oś 
rzeczywistą, zaś b rzutem na oś urojoną. Moglibyśmy więc na
pisać O M = a  — j b ,  ale wtedy nie widzielibyśmy różnicy po
między odcinkiem, mającym określony kierunek, a długością tego 
odcinka. Aby zaznaczyć, że w rozpatrywanym odcinku uwzględ
niamy nie tylko jego długość, lecz również i jego kierunek, 
będziemy stawiali u góry daszek; więc pisać będziemy OM— a -\ - jb  
lub

r =  a — j b  . (5)

Wprowadzając zamiast rzutów a i b ich wartości ze wzorów 
(1) i (2), możemy napisać

Rys. 27.

r =  r (cos 0L-\-j  sin a ) ;

r  nazywamy m o d u ł e m ,  zaś a a r g u m e n t e m  l i c z b y  z e s p o 
l o n e j ,  stanowiącej symbol r.
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Gdy argument a =  0, to znaczy, gdy rozpatrywany odcinek 
znajduje się na obranej osi, wówczas

r =  r ,

czyli zamiast liczby zespolonej otrzymujemy dla naszego odcinka 
liczbę rzeczywistą.

Przy rozważaniu prądów zmiennych, jak to już widzieliśmy, 
mamy do czynienia z wielkościami, które na wykresie przedsta
wiamy jako odcinki prostej z uwzględnieniem ich kierunków. 
Każdą więc taką wielkość możemy wyrazić symbolicznie jako 
liczbę zespoloną za pomocą modułu i argumentu lub też za pomocą 
rzutów na osie rzeczywistą i urojoną. Wprowadzenie takich sym
boli i działania nad niemi nazwano m e t o d ą  s y m b o l i c z n ą .

Metoda ta znalazła szerokie zastosowanie w elektrotechnice 
prądów zmiennych, gdyż w znacznym stopniu upraszcza matema
tyczne działania nad rozpatrywanemi wielkościami; daje ona mo
żność przeprowadzania ścisłych obliczeń, często w bardzo zawi
łych zagadnieniach. Możemy ją zastosować zarówno do wielkości 
sinusoidalnie zmiennych w czasie, jak np. napięcie i natężenie 
prądu, czyli do tak zwanych wektorów, jako też do wielkości 
niestanowiących funkcyj czasu, jak np. oporności

Przy stosowaniu metody symbolicznej będziemy się spotykali 
z zagadnieniem przesuwania wektorów naprzód lub wstecz o kąt 
prosty; działanie takie sprowadza się do mnożenia lub dzielenia 
przez }/ — 1, który w skróceniu oznaczamy przez j . Rzeczywiście, 
niech O Mx (rys. 28) oznacza wektor i \  z rzutami a i b, czyli

j \  =  a -j- j  b , (7)
gdy obrócimy ten wektor w kierunku dodatnim, czyli przesuniemy

go naprzód, o k ą t^ ,  otrzymamy nowy wektor O M.z— r 2, przyczem

¿2 =  — b +  j a ,  (8)I
przesuwając następnie ten wektor naprzód o k ą t^ ,  otrzymamy 

wektor O M3 — r3, przyczem

i'z =  — a — j b ,  (9)

wreszcie przesuwając ostatni wektor o k ą t —, otrzymamy wektorZ
OMi — rix dla którego

h  =  b — j a  (10)



Łatwo jest sprawdzić, że mnożąc wzór (7) przez j  otrzymamy 
wzór (8), mnożąc wzór (8) przez j  otrzymamy wzór (9), wreszcie 
mnożąc wzór (9) przez j  otrzymamy wzór (10), czyli

r2 — jJ\
ri = j r 2 =  f r i  — — r1
r * = j r 3= f  n  =  —M ;

— 49 —

Rys. 28.

odwrotnie, możemy napisać

~ , 7*or t =  j  =  - j r ,

Ar3 =  -j- =  — j r 3

; , = ł = _ y , ,

r * = ^ j r  i .

Z zestawienia tego wynika, że pomnożenie wektora przez j  
daje w rezultacie wektor przesunięty naprzód o kąt prosty, nato
miast podzielenie przez j,  lub, co jest jedno i to samo pomnożenie 
przez — j ,  daje nam wektor przesunięty o kąt prosty wstecz.

Na zasadzie znanego wzoru Eulera
i

e ± ) a =  cos a +  j  sin a ,

T e o r j a  p r ą d ó w  z m i e n n y c h  4



— 50 —

gdzie e jest podstawą logarytmów naturalnych, możemy wzór (6) 
przepisać w postaci

r =  r e ia (11)

Argument a stanowi pewien kąt, który należy odłożyć od 
obranej osi początkowej, by na wykresie otrzymać kierunek od
cinka, wyobrażającego symbol r. Kąty dodatnie odkładamy w kie
runku przeciwnym do ruchu wskazówki zegara; mogą się one 
naogół zmieniać w granicach od 0° do 360°, czyli od 0 do 2 n; 
jednakże w elektrotechnice prądów zmiennych dogodniej jest od- - 
mierzać kąty w dwóch kierunkach: jako dodatnie i jako ujemne; 
wówczas kąty te będą miały wartości w granicach od —180° 
do -j-1800; każdy kąt ponad -f-180°, może być rozpatrywany jako 
kąt ujemny, stanowiący dopełnienie do 360°, jak również każdy 
kąt ujemny mniejszy od — 180°, będzie stanowił kąt dodatni, sta
nowiący dopełnienie wartości bezwzględnej tego kąta do 360°.

Jak widzieliśmy (wzór 4) argument a w zależności od liczby

zespolonej określa się wzorem l g a = ^> jeżeli symbol r =  a- \- jb\

ale znaki przy liczbach a i b mogą 
być zarówno dodatnie, jak i ujem
ne, wobec tego i znak tg a może 
wypaść dwojaki. Rozpatrzmy mo
żliwe przypadki

1) r =  a ~ \ - j b ,  tg«! =

2) r=-- — a +./ ' b , tg a2 = -----

3) r — — a — j b .  tg a 3

b 
a 
b 
a 
b 
a 
b 
a

Na wykresie (29), O A =  a, O A' =  — a, O B  =  b, O B '  =  — b , 
rozpatrywane symbole będą przedstawione odcinkami O C{ — r x, 
O C 2 =  r,, OC3 =  r3, OC4 =  r4.

Gdybyśmy określali argumenty a1; a2, a3. a„ tylko na pod
stawie wartości ich tangensów, mielibyśmy dwoistość, gdyż, jak

fatwo zauważyć, tg o.x = t g  ag = — ; tg a 2 =  tg a 4 — — — .

4) r — j b ■, tg a4
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Dla określenia więc kąta * musimy wiedzieć w jakiej ćwiartce 
się on powinien znajdować, a to możemy stwierdzić tylko na 
podstawie znaków, stojących przed a i przed b, przyczem, sto
sownie do umowy, kąty w 1-ej i 2-ej ćwiartce i a2 będą do
datnie, zaś kąty w 3-ej i 4-ej ćwiartce a3 i a4 będą ujemne i ich
bezwzględne wartości nie przekraczają 180°,

Działania nad symbolami sprowadza się do działań nad licz
bami zespolonemi; tak np. mając dwa symbole

r1 =  d1-j- / bl =  r 2 (cos -j- j  sin a,) =  r 2 e7“1
r 2 =  a2 -\~jb-2 =  r, (cos a, -|- /  sin a,) =  r ,  ejch

i dodając je, czyli określając ich sumę geometryczną r, otrzymamy

r =  r1 - j- r2 =  ay - \-a2 ~ r j  (by-\-b2) =  r (cos * — j  sin *),

. by +  b2
gdzie

r =  I (ax +  «2)2 +  ( ^  +  ̂ ) 2; t g * CL̂ d'2

W celu otrzymania iloczynu symboli napiszemy

r 2 =  ry e7'* 1 • r ,  ejCL'- =  r 1 r2 e > ~ =
=  ry r ,  [cos (*y -j- a2) j  sin (at -f- a2) ,

skąd widać, że moduł iloczynu symboli równa się iloczynowi mo
dułów, zaś argument równa się sumie argumentów mnożonych 
symboli.

Przy dzieleniu symboli będziemy mieli

r, r ,  e>
= /!l

r., r.,
COS (04 — a2) -f- j  sin (a4 — a2)

czyli moduły się dzielą, argumenty się odejmują.
Przy podnoszeniu do potęgi symbolu

r =  r  (cos a-i- j  sin a) =  r e J a
będziemy mieli

~ n= r n ej n* =  r n (cos n * — j  sin n a ) ,

moduł jest podniesiony do potęgi, zaś argument jest pomnożony 
przez wykładnik potęgi; przy wyciąganiu pierwiastka

n/~  n / — n / 2 . . .  a 1|  r =  |  .  = |  r | co s - + , s m - )
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należy wyciągnąć pierwiastek z modułu, zaś argument podzielić 
przez wykładnik pierwiastka.

Łatwo też jest zauważyć, że mnożenie wektora przedstawio
nego liczbą zespoloną przez powoduje obrót tego wektora 
o kąt <p. Np. gdy rozpatrujemy wektor /• =  /• (cos a-j-y sin a) =  
=  re ia i pomnożymy go przez eJV, czyli przez cos ę-j-y sin cp, 
otrzymamy nowy wektor rl =  re ia =  r  [cos («-)- ?) H-
- j - y  sin ( a -{-?)], którego moduł jest ten sam, lecz argument jest 
zwiększony o kąt <p; inaczej mówiąc nowy wektor jest obrócony 
względem poprzedniego o kąt cp.

Mnożenie wektora przez e ,mi, przy zmianie czasu t, daje obrót 
z prędkością kątową w.

Na tej podstawie możemy symbolicznie ująć również warto
ści chwilowe funkcji sinusoidalnej czasu; rozpatrzmy np. funkcję

y =*= Ym sin w/.

W § 13 widzieliśmy, że wartości chwilowe rozpatrywanej 
funkcji możemy otrzymać, obracając z prędkością kątową w pro
mień, odpowiadający największej wartości Ym tej funkcji, i biorąc 
rzuty na oś OY. Gdybyśmy brali rzuty na oś O X ,  otrzymalibyśmy 
również wartości chwilowe w postaci

y  — Ym cos wf,

z tą tylko różnicą, że moment, od którego rozpoczynamy liczenie 
czasu (f =  0), w tym drugim przypadku odpowiadałby przejściu

danej funkcji przez wartość 
największą, nie zaś przez war
tość 0 jak to ma miejsce w pierw
szym przypadku. Oczywiście 
wartości chwilowe można otrzy
mywać, biorąc rzuty na dowol
nie przeprowadzoną oś; nazwij
my tę oś — osią czasu. Tak np., 
gdy oś czasu jest przeprowa
dzona pod kątem a do osi O X  
(rys. 30) i rozpoczniemy obrót Ym 
od tej osi czasu, wówczas war
tości chwilowe możemy otrzy

mać jako rzuty na tę oś w postaci Ym cos w t, albo też jako 
rzuty na osi O X  lub O Y  w postaci Fm cos(wf -j~ a) lub 
Ym sin (w t -f- a ) . Często dogodniej jest brać za oś czasu jedną 
z osi spółrzędnych.



W założeniu, że wartości chwilowe będziemy traktować jako 
rzuty, na określoną stałą oś, promienia, obracającego się z prędkością 
kątową w i odpowiadającego największej wartości rozpatrywanej 
funkcji sinusoidalnej czasu, możemy pisać symbolicznie

y  — Ym e ju>t — Ym (cos w t +  j  sin w t)

lub ogólniej
y = Y m ei  (*»< + «; =  Ym [cos (w t -j- a) -f-y sin (oj/-)- a)].

Czasami zachodzi potrzeba rozpatrywania pochodnej lub całki 
wektora względem czasu. W ogólnym przypadku będziemy mieli

— j  ihYmei  '+'*' = /  u y  ;
♦

widzimy więc, że pochodna wektora względem czasu stanowi 
nowy wektor, którego moduł jest zwiększony w razy i który jest 
przesunięty o kąt prosty naprzód względem poprzedniego. 

Następnie
r , r  ymei(“ i+a)
) y d t  =  j  Yme i ,Mł+ ^ d t  =  - ~ — - - Ą - C ,

gdzie C stała dowolna, czyli

/ y rfi= 7 ^ + C;

znaczy to, że pomijając stalą dowolną, która w zależności od 
warunków granicznych może mieć taką lub inną wartość, otrzy
mujemy po scałkowaniu nowy wek
tor z modułem zmniejszonym w ra
zy, przesunięty o kąt prosty wstecz 
względem poprzedniego.

Rozpatrzymy teraz kilka przy
kładów zastosowania metody sym
bolicznej do rozpatrzonych już po
przednio obwodów prądu.

Jeżeli mamy oporność rze
czywistą i indukcyjność (rys. 31), 
wówczas biorąc wektor natężenia prądu jako podstawowy, będziemy 
mieli

U— I R - \ - j  Ii»L =  I ( R - \ - j u  L) ,
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zaś przy dowolnej osi podstawowej

U =  i { R + j * L ) ;

/¿?=(7coscp; I m L  — f/sin cp; i7=Z7(coscp-}-y sin cp).

Jeżeli zamiast trójkąta napięć weźmiemy trójkąt oporności 
(rys. 32), wówczas

Ż  =  R -j-y m L ,

R  =  Z  cos cp; m L =  Z  sin cp;

Z == Z  (cos tf + y  sin cp).

Jeżeli w obwodzie mamy oprócz oporności rzeczywistej 
kondensator (rys. 33), wówczas

U— I R — / /
m C i \ R - j

.  i
O) c' ’

I R  =  U cos cp; / - =  £7sin cp; U=U(cos  cp—y sin cp);

Z = i ? -  y. 1
w C

W przypadku zaś najogólniejszym, gdy obwód zawiera R , L  i C 
w szeregowem połączeniu, będziemy mieli przy dowolnej osi 
podstawowej

gdzie
U = I  (R + j X ),

X  XL — Xc  — W.L —

(12)

w C
może mieć znak dodatni lub ujemny.
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Ponieważ znak tgcp =  -g- zależny jest wyłącznie od znaku X ,K
gdyż R  zawsze jest > 0 ,  przeto kąt cp może się zmieniać tylko 
w granicach

— 90° <  cp <  +  90°,

przyczem skrajne wartości cp otrzymujemy teoretycznie dlai? =  0, 
praktycznie dla bardzo małych wartości oporności rzeczywistej. 

Następnie mamy
Ż = R + j X  (13)
R =  Z  cos? (14)
X — Z s \n o  (15)

fi U =  I  Ż  (16)

Moc prądu zmiennego w symbolicznem ujęciu naogół nie 
otrzymamy przez pomnożenie wektorów napięcia i natężenia prądu. 
Jeżeli bowiem napięcie jest przesunięte w fazie względem dowolnie 
wybranego kierunku podstawowego o kąt a , zaś prąd względem 
napięcia o kąt cp będziemy mieli

U— Ueja, I = I e i < a + V ,

U I  — U l  e> (2 “ + — U I cos (2 ot -f- cp) -f-/  U l  sin (2 a +  ?)•

Dla otrzymania właściwego wzoru mocy, musimy wziąć albo 
jeden z dwu wektorów napięcia lub prądu za podstawowy, wtedy 
bowiem a =  0 lub a =  — cp, albo też jeden z tych wektorów —
w postaci liczby zespolonej sprzężonej, czyli U s=U e~ ia lub Is — 
—  j e~i (“ +  ?).

W pierwszym przypadku

Ul =  U l  cos cp ± j  U l  sin cp,

w drugim przypadku
Usf  =  UIcos<?-\-j  ł / /s incp,

U Ig =  [7/coscp— j  U l sincp.

Część rzeczywista odpowiada mocy czynnej, zaś część urojona 
mocy biernej; ta ostatnia może mieć dwa znaki w zależności od 
znaku kątacp. Z powyższych wzorów wynika, że moc pozorna 
równa się sumie geometrycznej mocy czynnej i mocy biernej.
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Zamiast oporności dogodniej jest czasami posługiwać się 
przewodnością. Jeżeli Z  oznacza oporność pozorną, wówczas

ł = t
z

nazywamy p r z e w o d n o ś c i ą  p o z o r n ą .
Zahaczymy jakie będą jej składowe. Stosując metodę symbo

liczną, otrzymujemy

Ż = R - \ - J X  , Y =  - j  =  R  ’

1 R —j X  R — j X __  R . X
R - \ - j  X  R 2 -Ą- X 2 Z 2 Z 1 7 Z 2’

J ,  ( Z - \ / W + Ź P ) .

Biorąc pod uwagę, że Z= ^y~ ,  a takoż wzory (14) i (15) mo

żemy napisać:
R   1 R  / cos ?
Z 2 ~  ~Z ‘ ~Ź — CT

X  I X  / s i n o
Z2 Z Z U

Z prawej strony ostatnich wzorów mamy ilorazy prądu przez 
napięcie czyli pewne przewodności. Pierwsza z tych odpowiada prą
dowi mocnemu lub czynnemu, nazywamy ją p r z e w o d n o ś c i ą  
r z e c z y w i s t ą  lub c z y n n ą  i oznaczamy literą G. Druga przewo
dność odpowiada prądowi bezmocnemu lub biernemu i nazywać 
ją będziemy p r z e w o d n o ś c i ą  u r o j o n ą  albo b i e r n ą ,  ozna
czając literą B ; w terminologji międzynarodowej, rzadko spotykanej 
w literaturze polskiej, przewodność rzeczywista nosi nazwę konduk- 
tancji, przewodność urojona — susceptancji, zaś przewodność po
zorna — admitancji. W ten sposób:

n - Ł
Z  'L ‘

/ ? -  z

Y = G - J B >
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skąd
Y  =  \fG2- \-B2

i *

Bt g *  =  - w -

Znak B  we wzorze symbolicznym na przewodność pozorną, 
jak widzimy, jest przeciwny do znaku X, jaki występuje w opor
ności pozornej, więc gdy przeważa oporność indukcyjna X  >  O, 
B  <  O; gdy przeważa oporność pojemnościowa X  C  O, B  >  O.

Zestawienie rozpatrzonych wielkości i najważniejszych wzorów.

N a p i ę c i e  U 
czynne (mocne) U cos 9  =  I R  
bierne (bezmocne) U sin 9  =  I X

U =  IŻ
P r ą d  I  

czynny (mocny) /  cos 9 =  U G 
bierny (bezmocny) I  .sin 9  =  U B

I  =  — U Y
Z

O p o r n o ś ć

czynna (rzeczywista, omowa, rezistancja) R  =  ^ c° s T.

bierna (urojona, reaktancja) X  — ^  Ŝ n ^

indukcyjna (reaktancja indukcyjna, induktancja) X L —  w L

pojemnościowa (reaktancja pojemnościowa, kapacitancja) Xc =

X  =  X ,  — Xc =  ^ L — V,
100

pozorna (impedancja) Z  =  \ R 2- \ - X 2

RZ R + j X ;  t g y . =  —

R . X! 9  =

P r z e w o d n o ś ć

cos 9  =  sin 9 — ^

czynna (rzeczywista, konduktancja) G =  ~  — ^  ^
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bierna (urojona, susceptancja) B =  Ẑ 1 U

pozorna (admitancja) Y — Ẑ

Y = G - j B  

B G . B
tg<? =  — -q ; cos <p =  y ; s m ?  =  -  F

§  15. M etoda inwersji.

Rozpatrzmy na płaszczyźnie dwie krzywe A B  i A'B'  (rys. 34), 
które mają następujące własności: iloczyn promieni wodzących, 
przeprowadzonych do tych krzywych z początku O w tym samym

kierunku, jest wielkością stałą, 
a więc

O A ■ O A ’ — OB • OB' —  • • • = k  

lub

k h
OA! =  - ~ \  OB' —O A  ’ OB ’

Znajdywanie jednej z tych krzywych, gdy druga jest dana, 
nazywamy inwersją lub przekształceniem przez promienie odwro
tne. Punkt O nazywamy środkiem inwersji, zaś k  stopniem inwer
sji lub spółczynnikiem przekształcenia przez promienie odwrotne. 
Każdemu punktowi jednej krzywej np. punktowi A  odpowiada punkt 
A'  na drugiej krzywej lub odwrotnie.

Metoda inwersji przez promienie odwrotne ma zastosowanie 
wówczas, gdy mając wykres, przedstawiający przebieg pewnej 
wielkości, chcemy zrobić wykres dla innej wielkości, która jest 
odwrotnie proporcjonalną do pierwszej. W zagadnieniach prądu 
zmiennego, takiemi wielkościami są np. oporność pozorna i prze
wodność pozorna; oporność pozorna i natężenie prądu przy stałem 
napięciu i t. p.

Najczęściej spotykamy się z wykresami kołowemi, gdy jedną 
krzywą stanowi koło i trzeba dla koła znaleźć krzywą przekształ
coną przez promienie odwrotne. Tu należy rozpatrzyć 2 przypadki, 
w zależności od tego, gdzie się znajduje środek inwersji: 1 ) poza 
danem kołem; 2) na danem kole.
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W pierwszym przypadku, gdy środek inwersji O (rys. 35) 
znajduje się poza danem kołem ze środkiem Cu przeprowadzamy 
i przedłużamy prostą OCx oraz styczną OA; następnie budujemy 
drugie koło podobne do danego ze środkiem C-2 na przedłużeniu

rys. 35

OCi ze wspólną styczną O A A ' , tak aby O A! — > gdzie k  sta

nowi stopień inwersji, czyli
O A • O A' — k ;

Z podobieństwa trójkątów
A O A B o c  A O A ' D '

mamy

zaś z podobieństwa

O B O A
OD'  ” OA'

o f & D t t A 0

OD O A
OB' ~ OA'

że

O B OD
O D ' ~ OB'

skąd

Ale
OB ■ O B ’ — OD  • OD'.

O B  - O D = O A 2 

OD' - O B '=  O A ' 2;
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mnożąc stronami, otrzymamy

O B ■ OB'  • OD • O D' — O A 2 • O A'2 =  k 2
i ostatecznie

O B  • OB' =  OD ■ OD' =  k .

Przeprowadzając dowolny promień O M N N '  M', znajdziemy 
w sposób analogiczny, że

O M . O M' — O N  • ON'  =  k .

W ten sposób dochodzimy do wniosku, że koło ze środkiem 
C2 stanowi dla danego koła krzywą, przekształconą przez promie
nie odwrotne, czyli krzywą otrzymaną za pomocą inwersji. Przy 
konstrukcji tego koła prościej jest znaleźć na przedłużeniu pro-

k k
stej O Cx, punkty D' i B'  ze wzorów O D ' = -q q  > 0  B ' =  ~0~B " 

a następnie znaleźć środek koła C2, dzieląc odcinek D' B'  na połowę.

średnica drugiego koła O B ' — OD'  staje się nieskończenie wielką; 
inaczej mówiąc, zamiast koła otrzymujemy prostą, przechodzącą

ną prostopadle do średnicy danego koła OD.  Z podobieństwa 
trójkątów O N D  i ON' D' mamy

O

N'

D'

Łatwo zauważyć, że gdy na 
danym kole przechodzimy od je
dnego punktu do drugiego, idąc 
według ruchu wskazówki zegara 
np. od 5  do M, na kole prze
kształconym odpowiednie punkty 
otrzymamy idąc w kierunku prze
ciwnym: od B'  do M'.

Rys. 36.

Gdy środek inwersji znaj
duje się na samym kole (rys. 36), 
wtedy w porównaniu do poprzed
niego przypadku (rys. 35) OB =  0, 
wobec czego

przez punkt D' w odległości °d środka inwersji O, skierowa-

O N ■ O N' — O D • O D' — k.



Oczywiście, odwrotnie, przez inwersję linji prostej, otrzyma
my koło przechodzące przez środek inwersji.

Jako przykład rozpatrzmy obwód, w którym oporność bierna 
X  jest stała, zmienia się natomiast oporność czynna R. Biorąc 
dowolną oś OK, jako podstawową (rys. 37) i odkładając stałą 
wartość X = X l— X c w górę lub dół w zależności od znaku X  
(na rys. X > 0 )  otrzymamy dla zmiennej oporności pozornej OM 
wykres w postaci linji prostej A B  równoległej do osi odciętych, 
przeprowadzonej w odległości X  od tej osi.
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A R M

X y / i

0 /  R
!

/ A y y '

/ i 
X

Rys. 37.

Dla otrzymania wykresu przewodności pozornej Y =  sto

sujemy metodę inwersji. Środkiem inwersji będzie punkt O, sto
pień inwersji w tym przypadku będzie 1. Otrzymujemy dla Y 
(OM'), koło przechodzące przez środek inwersji średnica tego

koła wynosi ~ .
Metodę inwersji można stosować również do wielkości, przed

stawionych w postaci symbolicznej, odnosząc wszystkie punkty 
krzywych do dwuch osi: rzeczywistej i urojonej.

§  16. N ap ięc ia  i oporności pozorne w szeregowem
połqczeniu.

Rozpatrzmy część obwodu, w której mamy dwie oporności 
pozorne i Z2, połączone w szereg (rys. 38).
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Gdy włączymy taki układ do napięcia o chwilowej wartości 
u , popłynie prąd o chwilowej wartości i.

Na opornościach Zv i Z2 powstaną napięcia o chwilowych 
wartościach i u2, przy czem

u — u1 -[- U -2

Z, Z2

H W W W ^ H W W W W W

---- u,---- -------u2---- J

Rys. 38,

Przechodząc od wartości chwilowych napięć do wartości sku
tecznych, posiłkując się metodą symboliczną i mając na względzie,

że u =  Um e1 ^ • ejUi ł; ux =  Ulm e ^ 1 e i Mt; u2 =  U2m ej ■>

gdzie cp, cpŁ i cp2 oznaczają kąty przesunięcia faz napięć względem 
prądu i , otrzymamy po skróceniu przez e iwł

Ume ^  =  Uxm e i<fl +  V2m e j<f2i 

lub wprowadzając wartości skuteczne

U e l * =  Ux e ,t?1 -¡-
albo symbolicznie

U = u i + & t ; (17)

Czyli napięcie z zewnątrz przyłożone równa się sumie geometrycz
nej napięć w rozpatrywanej części obwodu.

Na rys. (39) O A =  Ult A B  — U2, O B =  U.
Łatwo zauważyć, że naogół suma algebraiczna napięć po

szczególnych części obwodu jest większa od napięcia z zewnątrz 
przyłożonego (O A -j- A B  >  O B). Wyjątek będziemy mieli w przy
padku, gdy w obwodzie mamy do czynienia tylko z opornością 
rzeczywistą oraz gdy zachodzą rezonansy napięć, to znaczy gdy

?  =  <Pi =  ? 2  =  O.



Dzieląc obie strony wzoru (17) przez wartość skuteczną I  
natężenia prądu, płynącego w rozpatrywanym obwodzie, będziemy 
mieli

U =  u1 , U, 
i  i  ^  i  ’

ale
Uo

I  I
uzaś iloraz stanowi oporność po

zorną całej rozpatrywanej części ob
wodu, czyli oporność wypadkową, 
zastępującą dwie oporności pozorne 
Z Y i Z2 połączone szeregowo; ozna
czając tę oporność pozorną przez Z, 
otrzymamy

Ż — ży -j- \

a więc przy szeregowem łączeniu 
oporności pozornych należy je do
dawać geometrycznie, aby otrzymać 
oporność pozorną wypadkową. Oczywiście, rozumowanie, które 
zastosowaliśmy do dwóch oporności pozornych i do dwóch napięć, 
możemy zastosować do dowolnej liczby tych wielkości, czyli ogól
nie możemy napisać

U = U t + Ź 12+ .....................+ U n \

Ż  =  Ż^Ą-  Ż 2Ą - .................... - \ -Żn ;

_ U n  .
Z n

Stosując do oporności pozornych metodę symboliczną, będzie
my mieli

Zi  =  + J X t ,

Żo — Ro ~r~j X 2,

Ź —  -j- ¿2 = ( / ? ! “(- R2) -f- j  -f- X 2) .

R x -j- R 2 stanowi oporność rzeczywistą, X 1 -(- X 2 oporność urojoną 
wypadkowej oporności pozornej Z.

Ż  Ż\



Na rys. 40 podane jest geometryczne zestawienie rozpatry
wanych oporności, przyczem oporności Xj i X 2 na tym wykresie
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mają wartości dodatnie, to znaczy, że założona jest tutaj przewaga 
oporności indukcyjnej nad opornością pojemnościową.

§ 1 7 .  Spadek napięcia i strata napięcia w obwodach prqdu 
zm iennego.

W poprzednim paragrafie wyjaśniliśmy, że przy prądzie zmien
nym napięcie z zewnątrz przyłożone naogół jest równe sumie 
geometrycznej napięć w poszczególnych częściach obwodu. Roz
patrzmy obwód, składający się ze źródła prądu, na zaciskach któ
rego mamy napięcie U, z odbiornika i przewodów łączących (rys. 41). 
Oznaczmy oporność pozorną odbiornika przez Z0, zaś oporność 
pozorną obu przewodów łączących przez Zp; natężenie prądu, pły
nącego ze źródła przez odbiornik, niech będzie 1; wówczas

. U =  I (Ż4 +  Z,) = 1  Żo +  iż\ ,
----------------------------------------------------T------------ ---

[ ale

U Z „ 5  Uo JŻo^Uo,  w ięc

>  I u = u 0 +  ź ż 1.
   i L.

Rys. 41. Na wykresie (rys. 42), gdzie za
początkową oś wzięty jest kierunek

wektora natężenia prądu,



0 A  =  I Z 0 =  Uo,  A B  =  I Z OB =  U,  O C = O B  .

R ó ż n i c ę  g e o m e t r y c z n ą  n a p i ę c i a  u ź r ó d ł a  i n a 
p i ę c i a  n a  o d b i o r n i k u  n a z y w a m y  s p a d k i e m  n a p i ę c i a  
w przewodach, natomiast r ó ż n i c ę  a l g e b r a i c z n ą  t y c h  n a 
p i ę ć  n a z y w a m y  s t r a t ą  n a p i ę c i a .  Tak więc spadek napięcia

A t /  =  U  -  Uo,  

zaś strata napięcia

A U =  U —  U 0 .

Na wykresie strata napięcia 
stanowi odcinek A C, zaś spadek 
napięcia odpowiada odcinkowi AB.
Jak widać z wykresu O A  -f- Rys. 42.
+  A B > O B ,  O A -\- A C  =  OB ,
czyli A B > A C ,  zatem spadek napięcia naogół jest większy od 
straty napięcia.

Jeżeli oporności czynne i bierne oznaczymy dla odbiornika 
przez R 0 i X a, zaś dla przewodów przez R p i X p , wówczas bę
dziemy mieli

Ż 0 =  R 0 +  j X Q.

Z p =  R p - ) -  j  X p.

U Q =  I  ( R 0 +  j  X 0)

U  — I  [ ( f f 0 +  R P) —(— y  ( X 0 +  X p))

U 0 =  I \  R o l +  - V

U = I  \  { R 0 +  R Pf  +  ( X 0 +  X pf  

A U =  U —  Uo =  I  W ( R 0 +  R PY  +  ( Xo  +  X pf  -  ] / i ? 02 +  Z 0 2 l  

A i 7 =  U  —  U 0 =  I ( R P +  j X p )  

mod. A U =  I \  R p i Ą - X p2-

W szczególnym przypadku, gdy X 0 =  X p =  0, A U  =  A U.

T e o r j a  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  5
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§  18. Prawa K irchhoffa w zastosowaniu do prqdów
zmiennych.

Jak wiadomo, przy prądzie stałym stosujemy prawa Kirch- 
choffa, gdy zachodzi rozgałęzienie prądów. Przy prądzie zmiennym 
możemy również stosować prawa Kirchhoffa, wyrażone takiemi 
samemi wzorami, gdy chodzi o wartości chwilowe; przytem nale
ży zaznaczyć z góry, jakie kierunki na przewodach przyjmujemy 
za dodatnie. Więc w dowolnej chwili algebraiczna suma prądów 
powinna się równać zeru, jak również algebraiczna suma sił 
elektromotorycznych, działających w zamkniętym obwodzie, powin
na się równać algebraicznej sumie iloczynów natężeń prądów 
przez odpowiednie oporności pozorne; czyli

1 4  =  0 ,

E e k = I  ik z k .

W obwodach rozgałęzionych, każda gałęź posiada naogół inną 
oporność pozorną, wobec czego przesunięcia fazy prądu względem 
wspólnego wektora początkowego będą w każdej gałęzi inne. Ozna
czając te kąty przesunięcia fazy odpowiednio przez <px, <?2, «• • ?*, 
będziemy mieli

ił =  Iym Sin (w t +
ił — hm Sin (tó/-(-'f2)

—  6 6  —

ik =  Ikm Sin (w t 4- '•?*) •

Przechodząc do wartości skutecznych tych prądów' i biorąc 
za początkową oś kierunek wspólnego napięcia, będziemy mieli

/ \  =  Ix e i ł i ; / 2 =  / 2eV>*; . . /* =  Ike i ** .

Jeżeli więc zechcemy stosować prawa Kirchhoffa do warto
ści skutecznych, musimy rozpatrywać omawiane wielkości symbo
licznie, jako wektory. Wtedy warunkiem istnienia zależności wry- 
żej podanych dla wartości chwilowych, będą następujące w^zory 
dla wartości skutecznych

I h =  0 (18)

l E k = l i k Ż k (19)

czyli zamiast algebraicznych sum, mamy sumy geometryczne.



Przy stosowaniu tych wzorów należy ustalić jakie kierunki 
nadajemy chwilowym wartościom dodatnim sił elektromotorycz
nych oraz prądów, od tego bowiem zależeć będzie z jakim zna
kiem, dodatnim czy ujemnym, wejdzie każda z omawianych wiel
kości do równań układanych na podstawie rozszerzonych praw 
Kirchhoffa. Przy prądzie stałym działanie siły elektromotorycznej 
w obwodzie zewnętrznym przyjęto oznaczać w kierunku od bie
guna dodatniego do bieguna ujemnego, czyli w kierunku ruchu 
dodatniej elektryczności; takiż sam kierunek dajemy prądowi. 
Przy rozważaniu wartości chwilowych prądów zmiennych, możemy 
również zastosować te same oznaczenia kierunków, odpowiadających 
biegunowości sił elektromotorycznych w pewnej określonej chwili.

W ten sposób przy prądzie zmiennym strzałki będą odpowiadały 
dodatnim wartościom chwilowym.

Tak np. na rys. (43) strzałki wskazują kierunek prądów oraz 
i2 w chwili, gdy prądy t e  mają wartości dodatnie; według 1 -go 
prawa Kirchhoffa

i = h +  h ;

*i
i

Rys. 43. Rys. 44.

przechodząc zaś do wartości skutecznych, będziemy mieli (rys. 44)

/ = / i  +  £ ,

przyczem znaki przy wektorach I , I y i / 2 bierzemy według dodat
nich kierunków, założonych dla wartości chwilowych.

Poza tern dla wszystkich sił elektromotorycznych i prądów, 
przy wypisywaniu równań, wynikających z 2-go prawa Kirchhoffa, 
należy przyjąć jednakowy znak dodatni, idąc wzdłuż zamkniętego 
obwodu w kierunku ruchu wskazówki zegara lub odwrotnie.

Prof. S. Fryzę wprowadza obok strzałek kierunkow ych, wskazujących  
kierunek w artości chw ilow ych, strzałki k ierunkow ości. Dla zrozum ienia tego  
term inu zwróćm y uwagę, że dla funkcji okresow o zm iennej w czasie, w artości 
chw ilow e mają znak dodatni w ciągu części okresu, w szczególności, dla funkcji 
sinusoidalnej znak pozostaje bez zmiany w  ciągu połow y okresu. Strzałki 
kierunkow ości, niezależne od czasu, wskazują kierunek działania lub przebiegu  
w obwodzie rozpatrywanych w ielkości dla dodatnich w artości chwilowych tych  
w ielkości.



■Re

Rozpatrzmy dwie gałęzie (rys. 45) między węzłami A  i B. 
Strzałki odpowiadają kierunkowi dodatnich wielkości chwilowych; 
oznaczając przez U napięcie między temi węzłami, będziemy mieli

—  6 8  —

/ = / 14 - / 2; ixŻx —  I2Ż2 =  0 lub I1Ż1 = I 2Ż2—  U •

Na wykresie (rys. 46), gdzie ę , <Pi i ę2 oznaczają kąty prze
sunięcia faz względem napięcia U prądów I , I t i / 2 ,

O A  =  h  > O B =  A C =  I, , O C = I .

Rys. 46.
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Biorąc rzuty prądów na początkową oś O U oraz na oś do niej 
prostopadłą, otrzymamy

/  cos <p =  cos <pt -|- / 2 cos <p2 

/ s in  cp — / t sin cpŁ -j- / ,  sin cp2

co oznacza, że prądy czynne i prądy bierne dodają się do siebie 
algebraicznie. Podnosząc ostatnie wzory stronami do kwadratu 
i dodając do siebie, otrzymamy

12 =  / Ł2 -J- / 22 -(-2  / x /o (cos ępx cos cp2 -f-sin cpx sin cp2) ,
skąd

/ =  A 2 +  I ł  +  2  h  h  c o s  Oh -  <p,); (20 )

następnie dzieląc stronami drugi wzór przez pierwszy, będziemy 
mieli

f c p =  ^  sin 9 1 + ^ 2  sin ..
° Ii  COS ©! Io COS cp2

§  19. O porności pozorne połqczone równolegle.

Rozpatrzmy najpierw dwie oporności pozorne ZL i Z2, połączone 
równolegle jak na rys. 45. Jak widać z tego rysunku

¡ - i L  
h ~ ż ,• - Ż , ’

ponieważ
/ = / !  +  / „

przeto

Z j Z 2 /  /  J _  , J _  Z i + Z ,

z, ż2

Stosunek -y stanowi pewną oporność pozorną, którą możemy

rozpatrywać jako oporność równoważną dwóm danym opornościom; 
oznaczając tę równoważną oporność przez Z, będziemy mieli

Z t Z 2 (2 2 )
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lub

i  Żl ' Ą

Przy dowolnej ilości równolegle połączonych oporności po
zornych Ź1, Ż2, . . .  . Żk, otrzymalibyśmy dla oporności Z,  równo
ważnej danym, wzór

Odwrotności oporności pozornych stanowią przewodności 
pozorne; oznaczając przewodności pozorne poszczególnych gałęzi 
przez Ylt Y2, ■ • • Yk, zaś równoważną przewodność pozorną przez Y, 
otrzymamy

y = r ]+ y 2-f fr*.

Widzimy stąd, że przy równoległem połączeniu oporności 
pozornych równoważna przewodność pozorna równa się geome
trycznej sumie przewodności pozornych poszczególnych gałęzi.

Zbadajmy bardziej szczegółowo dwie równolegle połączone 
oporności pozorne; każda z nich składa się z oporności czynnej 
i oporności biernej; równoważna oporność pozorna będzie też 
zawierała obie te oporności: czynną i bierną. Podstawiając do
wzoru (22) zamiast Ż, Żx i Ż2 ich wartości R -\- j  X ,  R l Jr j X l ,
R2Jr J X 2, będziemy mieli

n  ; Y  ( ^ i  j ( # 2 + /  ^ 2 ) _____

“  ' JJL~ ( R 1 +  R2) + j ( X 1 +  X2)

[R, R,  -  X\ X2 + 7  (R, X t +  R, X x) ] [(/?! +  Ro) -  j  (Xl +  X 2)] _  
(R1 +  R 2y - \ - ( x 1+ x ;y -

R l-R.,+RlR y - R 1X 1X o - R iX iX 2+ R lX lXo+R.,X1X , + R 1X , 2+ R , X l2 
-  (/?1 +  /?2)!, +  (Z1 + Z s)2

.R12Xo+RY-Xi+ R lR ,X 1+ R lR .X 2- R 1R ,X l- R lR,Xo+X10-X,+ Xo2X l 
+ J (Rl + R2y - + ( x 1 +  x y

r ,  Zo2+ Ro z y  . x 1z . y + x 2z 12
-  (R, +  R2y -f CXi + X )2 [ R i +  ft*y- +  +  a2)2 •
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X iH /e_) - < ,V A. -
x ,  z :  —  x* z ą (25)

Równoważną oporność pozorną Ż  znajdziemy ze wzoru
Z =  \ R- — X- , co po podstawieniu wartości i  i I  i odpowied
nich skrótach, daje

argument równoważnej oporności pozornej czyli kąt ę przesunięci^  
fazy prądu /  względem napięcia U znajdujemy, dzieląc wzory (24) 
przez (2ujl:

W wyrażeniu tern mianownik zawsze jest większy od zera, 
w liczniku zaś mamy oporności bierne, które mogą mieć znaki 
dodatnie lub ujemne, w szczególności równać się zeru.

Równoważną oporność pozorną Z  dla dwóch równolegle po
łączonych oporności pozornych Z. i Z.  można znaleźć również 
wykreślnie. W tym celo, biorąc dowolną oś OX, jako początkową, 
przeprowadzamy odcinki, wyrażające oporności pozorne Z  =  O A  
i Z: =  OB (rys. 47). Dodając je geometrycznie, otrzymamy OC =  Z'.

Wzór (22) możemy przepisać w sposób następujący:

Z  Z.
Z, ~  Ż ’

c
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Oznaczając kąty, które tworzą z osią OX oporności pozorne
Z , Z1? Z -2 i Z'  odpowiednio przez a, al , a2 i a', możemy ostatni
wzór napisać w postaci

Z   ZŁ e 'a>
Z2 e-'“ 2 ~~ Z ' eJ“'

lub

Z2 Z '

skąd
  Z i

Zo Z '  ’

a — a, =  — a ' .

Widzimy stąd, że Ż  musi tworzyć z Ź2 taki sam kąt, jaki Zx 
tworzy z Z'. Wobec tego odkładamy od OB wstecz (ponieważ 
Źj przesunięte jest wstecz względem Ż')  kąt BOD równy kątowi 
COA; szukana oporność Ż  powinna leżeć na prostej OD, znamy więc 
jej argument. W celu znalezienia jej modułu budujemy A O AA '  po
dobny A OBC, np. z punktu O łukiem koła o promieniu OC odci
namy na przedłużeniu prostej O A  odcinek OC'; w podobny spo
sób łukiem OB odcinamy na prostej OD odcinek OB’, mamy zatem:

OC' OC =  Z ' ,

OB’ =  OB —  Z3 ;

łączymy następnie punkty B' i C' i z punktu A  prowadzimy pro
stą równoległą do prostej B'C '  aż do przecięcia się z prostą OD 
w punkcie A'.  Z podobieństwa trójkątów widzimy, że

O A' OA
OB' ■ ■ OC' ’

Podstawiając tu wartości powyższe, otrzymujemy

OA' __ Zj 
Z ,  —  Z '  '

Porównywając proporcję tę z poprzednią, widzimy, że odci
nek O A'  — Z.
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§  20. Rezonans prqdów.

Rozpatrując dwie oporności równolegle połączone, stwierdzi
liśmy (wzór 27), że kąt przesunięcia fazy prądu I, dopływającego 
do węzła, względem napięcia U między węzłami, może się równać 
zeru czyli, że prąd /  będzie w fazie z tern napięciem.

Jak widać z tego wzoru ten szczególny przypadek będzie 
miał miejsce wówczas, gdy

czyli inaczej, gdy
xŁ z.,2 +  x, zr =  o

(28)_ * L - _  X * 
Z,2 Z o2

Wyrazy, stojące po obu stronach ostatniego wzoru, stanowią 
przewodności bierne; oznaczając je dla pierwszej gałęzi przez B v 
zaś dla drugiej przez B 2, będziemy mieli warunek

Bi =  B  >.

Znaki przeciwne tych przewodności biernych wskazują, że 
w jednej gałęzi powinna przeważać oporność indukcyjna, w dru
giej zaś oporność pojemnościowa.

Mnożąc obie strony ostatniej równości przez wspólne obu 
gałęziom napięcie U, otrzymamy

U B X =  — UB,;

wyrazy te stanowią bierne prądy, płynące w rozpatrywanych gałę
ziach, czyli

Ii sin <pj =  — / 2 sin <p2. (29)

A więc p r ą d  d o p ł y w a j ą c y  d o  r o z g a ł ę z i e n i a  b ę 
d z i e  w f a z i e  z n a p i ę c i e m ,  i s t n i e j ą c e i n  m i ę d z y  w ę 
z ł a m i  r o z g a ł ę z i e n i a ,  g d y  p r ą d y  b i e r n e ,  p ł y n ą c e  
w o b u  g a ł ę z i a c h ,  b ę d ą  s o b i e  r ó w n e ,  l e c z  b ę d ą  mi a ł y  
z n a k i  p r z e c i w n e ;  z j a w i s k o  t o n a z y w a m y  r e z o n a n 
s e m  p r ą d ó w .

Na rys. 48 przedstawiony jest przypadek rezonansu prądów. 
Prądy bierne I x sin cpt i / 2 sin cp2 są sobie równe, lecz mają zna
ki przeciwne.

Rozpatrzmy bardziej szczegółowo warunki możliwości pow
stawania rezonansu prądów. Przypuśćmy, że w pierwszej gałęzi
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mamy przewagę oporności indukcyjnej: w L1 > — , zaś w drugiejio C/̂

wZ/2 mamy przewagę oporności pojemnościowej czyli, że
0)C 2

w pierwszej gałęzi oporność bierna jest dodatnia, a w drugiej 
ujemna; wtedy, oznaczając

X1 =  toL1 o*C1 X L,

X-2=u> L2 TT — — Xc,ti)C2

możemy warunek rezonansu prądów 
na podstawie wzoru (28) przepisać 
w sposób następujący :

R \  +  X l > R22-\-X%'

stąd
X L ( R \  +  X 2c) -  X c (Rl2 +  2) =  0 ;

x £2 -  R ' x ^ Xcl + * 21 = 0 ;

rozwiązując równanie względem X L, otrzymamy

_ R \  ~\-Xę- ±  V R \ - \ -2 fl22 Z 2C+  X V -  4fl2x X2,X L =
2 X c (30)

Jak widać z tego wzoru, nie zawsze można dobrać oporność X l 
zależnie od Xc  lub odwrotnie; możliwem to będzie w przypadku

czyli
(R2-, +  X 2c) 2 >  4 R \ X 2C 

R \  +  X 2c > 2  R y X c,

Jako przypadek szczególny rozpatrzmy dwie gałęzie, w któ
rych oporności rzeczywiste są jednakowe, a więc w jednej mamy 
dane wielkości i  i i ,  w drugiej zaś R  i C; wtedy ze wzoru (30) 
będziemy mieli

v  __ (R2 +  X 2c ) ± R 2- X -c)
L 2 X c
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skąd
1) X L = X C,

2 ) lub R =  V  X l X c -

Pierwsza równość odpowiada warunkowi rezonansu napięć 
* gdy oporność indukcyjna i oporność pojemnościowa są sobie 

równe. Druga równość wskazuje, że oporność rzeczywista stanowi 
średnią geometryczną oporności indukcyjnej i pojemnościowej.
W pierwszym przypadku

:=V
wobec czego 

W drugim przypadku

/ —   —  . jj-
R2 +  X l 2 ’

i  (/?2Zc2+ / ? 4; (R2+ X c 2)
Z —  I /  A ń £ l l  „ _ = ! / ------------------------------ = R ,

(.Xc2 +  R -)2x  2

, = i
R

czyli prąd jest taki, jak gdybyśmy mieli prąd stały z opornością R.

§  21. Przykłady na rów noległe połqczenie oporności
pozornych.

I. R  i L połączone równolegle.

Mamy Żx —  Zx =  R ,

Żs =  J w L.
Równoważna oporność pozorna będzie

Żx Ż, __ j  R u L  _  j Ro>L(R— jo>L)
Z  =

ż x -j- ż 2 R + J  w l  R 2 (“  R)2
R (w L)- -f~ j  R~ M L 

R 2 +  (w  i ) 2 ’
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skąd
y  =  R * L

Rt g ?  =  —7 .(1) z,

II. R \ C połączone równolegle.

Mamy Żx =  ZX =  R,

1— — j  1
J iO c

_ . R
J <» C  _  - ] R  _  - j R ( R * C + j )  _

* _ / _ L  ( i? o C ) 2 +  i
co c

=  R — j R 2<*C
~  (i?co 0 2 +  l ’

skąd
RZ  =

\/(R co C) 2 +  1

t g y  =  — R&C.

III. Z i C połączone równolegle.

Mamy Ż x — j  u L ,

y  . 1  1
¿2  =  — y w c y w c

z  z
 c _  ■ c

i J 1 ^ 1
j U l    w L ------------------ — ------------------------0 ) Z

' CO C / il)C co C

L

gdy oi L > — )Z = ----------------,
co C r 1 ’

CO Z ------—
CO C

tg<? =  —  cc, cp:



IV. Dwie oporności pozorne Zx i Z2 są połączone równole
gle, trzecia oporność pozorna Z0 jest połączona w szereg do pierw
szych dwóch (rys. 49). Jaka powinna być zależność pomiędzy 
temi opornościami przy spełnienia następującego warunku: prąd, 
przepływający przez taki układ, powinien zachować swoją war
tość, gdy jedna z dwóch równoległych gałęzi np. z opornością Zx 
zostanie przerwana? Tego rodzaju przypadek mamy np. wtedy, gdy

Z,

przy prądzie zmiennym łączymy szeregowo żarówki i gdy, w razie 
przepalenia się jednej z żarówek, chcemy, aby inne żarówki nie 
zgasły i aby natężenie prądu przy tern nie uległo zmianie. W tern 
zagadnieniu chodzi o to, by wartość oporności pozornej układu, 
zawierającego Zx, Z2 i Z0, pozostała bez zmiany, gdy zostaną tylko 
oporności Z2 i Z0. W pierwszym przypadku całkowita oporność 
wynosi Ż0 -j- Ż,  gdzie Z stanowi oporność równoważną oporno
ściom Z x i Z, połączonym równolegle; w drugim przypadku cał
kowita oporność wyniesie Ż0 - f  Ż2. Aby natężenie prądu w obu 
przypadkach pozostało bez zmiany (napięcie zzewnątrz przyłożone 
przyjmujemy jako stałe), trzeba, żeby moduły tych całkowitych 
oporności pozornych były równe sobie; argumenty w tern zaga
dnieniu roli nie odgrywają.
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Wobec tego otrzymujemy warunek

mod (Ż0 -f- Ż) =  mod (Ż0 +  Z,). (31)
Niech

Ż0 — Ko + /  * 0  

■̂ i = + y ^ i  

Ż., — R 2 - \ - j X 2,

wtedy, na podstawie wzorów (24) i (25), równoważna oporność Z  
będzie się równała

R, Z?  +  R, Z 2 X x Z22 +  X  Zx‘l
Z =  (R, +/?,)* + ( i 1+ Z 2,,2 +  '  (i?1+ / ? 2)2+  (X! + X )2 '

gdzie =  J i? r  +  X 2, Z2 =  1 X 2 +  X 2.

Podstawiając symboliczne wartości Ż0 , Z  i Z 2 do wyżej po
danego warunku (BI), będziemy mieli

J ( „  , X  Z J  +  R 2Z 2 , ; 
mod  ̂^ o + (i?i+jft2)2+(Zi + z ,) 2 + )

x  , x x 2+ x z r 2
0 1 (i?1+ X )2 +  (W1+ X 2) 2 

=  mod | i?0 -|- R) -j- j  (X 0 - j -  X ) ] ,
skąd

X>4
R1Z22-{-R.2Z12

(X  +  X ) 2 +  ( X + X ) 2 + x„ X z,2 +  x z t-
( X + X ) 2+ ( X + X >2

=  (/?„ + i ? ,)2 +  (X0 +  X ) 2. (32)

Taka więc powinna być zależność pomiędzy trzema rozpa- 
trywanemi opornościami. Jeżeli wiadome są dwie oporności pozorne, 
dla znalezienia trzeciej będziemy mieli równanie nieokreślone, 
gdyż każda oporność pozorna ma dwie składowe, więc otrzymamy 
w rezultacie równanie z dwoma niewiadomemi, czyli nieskończoną 
ilość rozwiązań. Zwykle, z góry się zakłada, jaki ma być stosunek 
oporności biernej do oporności czynnej w poszukiwanej oporności 
pozornej i wtedy otrzymuje się równanie z jedną niewiadomą. 
Najłatwiej rozwiązuje się takie zagadnienie, gdy wiadome są 
oporności Zx i Z2, szukamy zaś oporności Z0 z jej składowemi

i X ); zakładając z góry =  k i oznaczając we wzorze (32)
R q

w skróceniu



R , Z Ą  +  R 2Z?
(/?1 +  JR2)2+ ( j r 1+ x 2)2

xiz3* +  xsz13 
(/?1 +  i?2)2 +  (Z1+ X 2)2 _  JV’

przyczem M  i N  obliczają się na podstawie danych wielkości, 
otrzymamy z tego wzoru

(Rn ł-M ) 2 +  (k R 0 +  NY- =  (R0 +  R,Y +  ( k R 0 +  X ) 2,

skąd po odpowiednich skrótach pozostanie równanie pierwszego 
stopnia, z którego ostatecznie znajdujemy

_  RĄ +  X 2.,— M 2 — N-  
2 ( M - \ - k N - R , - k X 2)

Ponieważ sens mają tylko dodatnie wartości R0, przeto 
w razie otrzymania i?0< ; 0 , należy zmienić założoną z góry war
tość k  i dobrać ją tak, aby R0 wypadło dodatnie.

Ostatnie zagadnienie łatwo można rozwiązać wykreślnie. 
W tym celu najpierw znajdujemy wykreślnie równoważną oporność 
pozorną Z  sposobem, wskazanym w § 19 i podanym na rys. 47. 
Po znalezieniu Z wykreślamy względem dowolnej osi O X  (rys. 50) 
oporności pozorne Z i Z2; na rysunku O A — Z ,  O B — Z2-

— 79 —

Łączymy A  z B  i ze środka odcinka A B przeprowadzamy 
prostopadłą do tego odcinka. Rozpatrzmy dowolny punkt M na 
tej prostopadłej i połączmy go z początkiem O. Łatwo jest 
zauważyć, dodając geometrycznie, że
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albo

MOĄ-OA =  MA 

MO -j- OB =  MB 

M O Ź  — M A 

MO - f  ż .2 =  MB ;

ale wartości M A  i M B  są równe sobie, więc

mod {MO -)- Ż) =  mod {MO -j- Ż2) ;

porównywając otrzymany rezultat ze wzorem (31) stwierdzamy, 
że M  O — Z0.

Składowe MO, czyli co jedno i to samo składowe OM' będą 
R 0 — O C i X 0 — C M ' . Otrzymujemy więc nieskończoną ilość 
punktów M  czyli rozwiązań, ale te tylko będą miały sens, które 
dają dodatnią składową R 0.

V. Otrzymywanie przesunięcia fazy o kąt prosty pomiędzy 
prądem i napięciem.

Nieraz zachodzi potrzeba otrzymania w pewnej części obwodu 
prądu, który względem napięcia z zewnątrz przyłożonego przesu
nięty jest w fazie o kąt prosty. Można to osiągnąć, włączając rów
nolegle do tej części obwodu pewną oporność czynną. Na rys. 51 
mamy dwie oporności pozorne Zx i Z2 szeregowo połączone; rów-

u

M a a m a a t -

ü i q j u i T L r U
Ro

Rys. 51.

nolegle do oporności przyłączona jest oporność rzeczywista R a. 
Postaramy się określić R 0 tak, aby prąd / 1( płynący przez część 
obwodu z opornością Zx był przesunięty w fazie o kąt prosty 
względem napięcia U z zewnątrz przyłożonego. Oznaczając przez /»



prąd, płynący przez Z2, oraz przez I 0 prąd, płynący przez R 0, bę
dziemy mieli

f 2 — Ą  -f- 70

f  i Ź i== Io Ro

u = i ,  Ż2 - \-I1Ż1;
z drugiego wzoru określamy

f -  A-źi

i podstawiamy do pierwszego, wtedy

f  f i   t  [R o - ŻĄ
2 ^  Ro \ R 0 i

Podstawiając to do wartości U, otrzymujemy

u = i \ ( B° z ‘+ z ' ^ )  +  i,  ż . =

j i Ro ~\r Ą> Żo -j-Źi Ź2 (
i--------------ą ------------ r

Każdą z oporności Zi i Z2 możemy wyrazić tak

%\ — Rą ~\~j >

Z2 =  -/?•) H- ./' -^2 •

Podstawiając wartości te do wzoru poprzedniego, otrzymamy

fir= j±- j R 0 Ą  + / i ?0 X, Ą-R0 R-2- \ - j R 0 X 2+ R 1 R 2 - X , X 2 +

+ J R 1X a+ j R 3X 1 j.

Grupując w tym wzorze części rzeczywiste i urojone, 
otrzymamy
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U = h R 0 R t “j-  Ro Ri ~I-  R\ R-2 ■— Xi X 2 
Rl

. R, X,  +  R, X t - f  R 0 X 2 +  Rp X x 
I J Ro

T e o r j a  p r ą d ó w  z m i e n n y c h  6



Jeżeli wzór ten napiszemy pod postacią 

11=1,  (R + j X ) ,

wtedy przesunięcie fazy pomiędzy prądem / x i napięciem U otrzy
mamy ze wzoru

t t t  =  T .

gdzie cp oznacza kąt przesunięcia fazy prądu Ą względem napię
c ia  U.

cp =  ^  dla R =  O.
L i

Warunek zagadnienia będzie więc spełniony, jeżeli

R 0 R\ +  R-, ~t~ Ri R? X-,  ~
R0 _ _ ~  ’

czyli
R 0 Ri -j- R0 R-2 -t-  R\ R > — X± X-2 =  O,

skąd
X L X,  — /?,,
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Oczywiście, że tylko wtedy można znaleźć realną wartość na 
R0, gdy X 1 X 2 >  R x R , .



ROZDZIAŁ IV.

PRĄDY W IELO FAZO W E.

§  22. O kreś len ie  i powstawanie prqdu w ielofazowego.

W § 1 rozpatrzyliśmy powstawanie siły elektromotorycznej 
o przebiegu sinusoidalnym w czasie; ma to miejsce, gdy przewo
dnik np. w postaci ramki z drutu obraca się z jednakową pręd
kością w jednostajnem polu magnetycznem, przecinając przy tern 
strumień magnetyczny. Jeżeli zamiast jednego przewodnika bę
dziemy w taki sam sposób obracali dowolną ich ilość, powstanie 
wówczas szereg sił elektromotorycznych o przebiegach sinusoi
dalnych w czasie, które, w zależności od rozmieszczenia przewod
ników, będą się różniły ze sobą w fazie. Układ, w którym dzia
łają siły elektromotoryczne, różniące się ze sobą w fazie nazywa
my układem wielofazowym.

Jeżeli przewodniki tworzą układ taki, że są rozmieszczone 
symetrycznie naokoło osi i układ ten obraca się w polu magne
tycznem, wówczas taki układ wielofazowy nazywamy symetrycznym.

Na rys. 52 mamy symetryczny układ n przewodników np. 
w postaci ramek, rozmieszczonych naokoło osi w jednakowych 
odstępach. Kąt pomiędzy dwiema sąsiedniemi ramkami będzie 
miał wartość

2 -
a =  —  • n

Załóżmy, że cały ten układ obraca się z jednakową prędkością 
kątową w jednostajnem polu magnetycznem w kierunku wskaza
nym przez strzałkę i że rozpoczynamy liczenie czasu, gdy układ 
znajduje się w położeniu podanem na rysunku. W chwili t  =  O, 
siła elektromotoryczna w 1 -ej ramce będzie =  O, jej wartość chwi
lowa el w chwili t będzie wyrażona wzorem

ex — E m sin w t .
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Łatwo zauważyć, że siły elektromotoryczne, powstające w na
stępnych kolejnych ramkach, będą opóźnione w fazie względem 
pierwszej odpowiednio o kąty a, 2 a . . . . (n — l)a ;  zakłada
jąc, że wszystkie przewodniki (ramki) są jednakowe i że wobec

Rys. 52.

tego największe wartości powstających w nich sił elektromotorycz
nych będą również jednakowe, otrzymamy dla wartości chwilo
wych następujące wzory:

ex =  Em sin w / ,
e2 =  Em sin ( w  / — a ) ,

e3 =  E m sin (co / —  2  a ) , (1)

en -  Em sin [co t —  (n — 1) a ] .

Gdybyśmy obracali nasz układ w przeciwnym kierunku, mie
libyśmy nie opóźnienia, lecz przyspieszenia w fazie wszystkich 
następnych sił elektromotorycznych i w naszych wzorach musie
libyśmy postawić przed a , 2 a i t. d. znak -|—

Taki sam rezultat otrzymalibyśmy niezależnie od rodzaju 
przewodników; np. gdyby to były całe uzwojenia. Poszczególne 
przewodniki lub uzwojenia w takim układzie przyjęto nazywać 
w skróceniu fazami. Mówimy więc: siła elektromotoryczna, napię
cie, natężenie prądu pierwszej, drugiej i t. d. fazy, odnosząc te 
terminy nie tylko do źródła prądu, lecz również i do odbiorników, 
połączonych z poszczególnemi uzwojeniami prądnicy, dającej prądy 
wielofazowe.



§  23. Tw ierdzenie m atematyczne o sumie wartości chw i
lowych w ielkości układu w ielofazow ego symetrycznego.

W dalszych rozważaniach powoływać się będziemy często
2 rcna twierdzenie następujące: jeżeli a =  — , gdzie n jest liczbą cał

kow itą  >  1 , wtedy

sin x  sin (x +  a) -|- sin (a: ±  2 a) - j- . . .  -f- sin [.v +  (n —1 ) a] =  0 . 

Opierając się na wzorach Eulera, możemy napisać

e i z —  e ~ i zsin z = ------— -----
2 J

oraz
z -j- e ~ i zcos z

2

gdzie
j =  t',=rT.

Powyższą sumę możemy wobec tego przepisać ta k :

e jx   e ~ j x e / ( * + » )  —  g —j(x + a)
27 H 27 1 h

g ;  [ i  +  ( n  — 1) o]   g  — ;[■* ■+• ( n  — 1) a)

H 2 7

Po uporządkowaniu wyrazów otrzymamy

|g/*_|_g/f*-i-<x) _|_ . . . -J- e-d-c+ fn~ 1)cil |
) 27  i “

| g —] J t - j -e  — j  +  • “j- 6  — I* -f- <n — «1 j
_  J _ _  ( .

Widzimy, że wyrazy, stojące w licznikach, stanowią postępy 
geometryczne. Suma, stojąca w liczniku w pierwszym nawiasie,

g  j  U  +  n a )   g /  *

Si =  - " j
eJa — t

zaś suma, stojąca w liczniku w drugim nawiasie,



Wobec tego rozpatrywany wzór po sprowadzeniu do wspól
nego mianownika przyjmie postać

g j  [* +  (« —  1) a] --  g - ( j l f n » )   e j (x —  a) g i X

  e  —  i [* +  (n —  1) “] -j- Q —  j  (x +  n a) _[_ g — j U  — a) __ g — j  X

(2  — e i a— e ~ J a) 2 j  

Grupując wyrazy w liczniku, otrzymamy

sin [ar -j- ( n — 1 ) a] — sin (ar -j- n a) — sin (ar—a) -f- sin a:
2 — 2 cos a

2 TCBiorąc pod uwagę, że a =  — -, ( n— l ) a = « a  — a =  2 " —a i że wobec

tego pierwszy wyraz licznika skraca się z trzecim, drugi skraca się 
z czwartym, otrzymujemy w rezultacie, że licznik =  0. Mianownik 
nie jest równy zeru dla n > ^ gdyż wtedy o ^  o. <  x; natomiast

dla-n-=-2—otrzymuje się wyraz nieokreślony -jj; łatwo jednakże

sprawdzić, że wtedy również

sin jc -j- sin (ar _L- «■) — sin ar-j- sin (ar ±  rc) — 0 .

Wobec tego rozpatrywana suma sinusów zawsze będzie 
równa zeru dla całkowitego n >  1 .

Zupełnie tak samo można dowieść, że

cos ar -{- cos (x ±  a) cos (ar +  2 a) ■ • • -j- cos [ar -)- (n — 1 ) a] =  0

gdzie
2 5Ca =  ; n >  1 -n

Rozpatrując wartości chwilowe sił elektromotorycznych w sy
metrycznym układzie wielofazowym, podane we wzorze (1 ), wi
dzimy, że na podstawie dowiedzionego twierdzenia, ich suma 
równa się zeru.

§  24. U kłady w ielofazowe.

Rozpatrując ogólny wzór (1) dla wartości chwilowych sił 
elektromotorycznych wielofazowego układu symetrycznego, wi
dzimy, że dla n =  1 otrzymujemy zwykły prąd sinusoidalny jedno

—  8 6  —



fazowy; dla n =  2 otrzymamy dwie siły elektromotoryczne równe 
sobie, lecz znaków przeciwnych, czyli przeciwnie skierowane, gdyż

e, =  Em sin o j  t ,

e2 =  Em sin ( o j  t — -) =  — ex .

Schematycznie układ taki mamy na rys. 53 w postaci dwóch 
uzwojeń — f az .

wówczas, gdy chcemy mieć w sieci dwa
napięcia. Przeprowadzamy wówczas trzy przewody: od punktu A , 
od wspólnego punktu B D i od punktu C ; odbiorniki, włączone mię
dzy skrajnymi przewodami, będą pod działaniem siły elektromotory
cznej równej 2 e1; zaś odbiorniki, włączone pomiędzy jednym ze 
skrajnych przewodów i przewodem środkowym, będą pod działa
niem siły elektromotorycznej równej ex.

Jest to układ jednofazowy trójprzewodowy.
Dla n =  3 otrzymamy układ trójfazowy. Będziemy mieli w tym 

przypadku następujące wartości sił elektromotorycznych

Gdybyśmy połączyli te uzwojenia 
w punktach B  i C, to między punktami 
A  i D nie mielibyśmy napięcia, gdyż obie 
siły elektromotoryczne wzajemnie się zno
szą; natomiast, jeżeli połączymy uzwoje
nia w punktach D i B ,  jak na rysunku, 
wtedy oba uzwojenia stanowić będą jak
by jedno, w którem powstaje siła elektro
motoryczna równa 2 ex, przyczem prze
sunięcia faz niema.

A

B

e

Tego rodzaju układ, jako dwufazowy 
(połączenie D z B),  może być stosowany Rys. 53.

ex =  Em sin oj t ,

Schematycznie układ trójfazowy przedstawiony jest na rys. 54. 
Dla n =  4 otrzymujemy układ czterofazowyl Dla sił elektro-
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motoryeznych w poszczególnych fazach wartości chwilowe będą 
następujące (rys. 55)

ex =  Em sin w t ,

e2 — Em sin ---- ^ j ,

3 =  sin (w f — i:) =  —

e4 =  Em sin Uo t — -  % =  — e2.

Rys. 55.

Układ, w którym fazy działają samodzielnie, nazywamy układem 
nieskojarzonym. W przeciwnym razie otrzymujemy układ skoja
rzony. Skojarzenia, czyli połączenia faz, bywają następujące:

1 ) w gwiazdę czyli g w i a z d o w e ,  kiedy początki wszystkich faz 
łączymy w jednym punkcie (rys. 56); w i e l o b o k o w e  (rys. 57), 
kiedy początek 1 -ej fazy łączymy z końcem drugiej, początek 
drugiej z końcem trzeciej i t. d., wreszcie początek ostatniej
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z końcem 1-ej. Ostatnie połączenie stanowi układ zamknięty, 
pierwsze — układ otwarty. Połączenia gwiazdowe i wielobokowe 
możemy dokonać nie tylko na uzwojeniach źródła prądu czyli 
prądnicy, lecz również na odbiornikach, do których doprowadzamy 
Prądy, idące od poszczególnych faz prądnicy i które odpowiednio 
ze sobą łączymy.

Rozpatrując napięcia i prądy w układach wielofazowych, mu
simy odróżniać te wielkości w poszczególnych fazach oraz między 
fazami i w przewodach, łączących fazy źródła prądu z odbiornika
mi. Pierwsze nazywamy fazowemi, mówimy więc o napięciu fa- 
zowem i o prądzie fazowym; w drugim przypadku napięcie, które 
mamy między fazami, nazywamy napięciem międzyfazowem; w trze
cim przypadku mówimy o napięciu międzyprzewodowem. Tak samo 
odróżniamy prądy fazowe i prądy przewodowe.

Napięcia na poszczególnych fazach układu wielofazowego za
leżne są z jednej strony od siły elektromotorycznej, działającej 
w rozpatrywanej fazie, z drugiej zaś strony od prądu, płynącego 
w tej fazie i od jej oporności. Jeżeli prąd nie jest pobierany, 
napięcie jest równe sile elektromotorycznej, w przeciwnym przy
padku jest ono zmniejszone o iloczyn natężenia prądu przez opor
ność fazy. W prądnicach wielofazowych zwykle uzwojenia, stano
wiące poszczególne fazy, są jednakowe, wobec czego i siły elektro
motoryczne, powstające we wszystkich fazach, różnią się tylko 
kątami przesunięcia faz; natomiast napięcia na poszczególnych 
fazach będą miały jednakowe wartości i różniły się tylko kątami 
przesunięcia faz w dwóch przypadkach: albo, gdy prąd w żadnej 
fazie nie jest pobierany, albo, gdy we wszystkich fazach będą po
bierane jednakowe prądy, czyli jak mówimy, wszystkie fazy będą 
jednakowo obciążone i gdy uzwojenia mają jednakowe oporności 
pozorne.

W następnych rozumowaniach będziemy mieli na względzie 
najpierw te przypadki, gdy napięcia na poszczególnych fazach mają 
te same wartości największe lub skuteczne, różnią się zaś tylko 
kątami przesunięcia faz.

Rozpatrzmy układ gwiazdowy np. prądu trójfazowego (rys. 58). 
Wartości chwilowe napięć w 3-ch fazach wynoszą ult u2, «3. 
Między końcami faz 1-ej i 2-ej istnieje napięcie międzyfazowe

«i2 == «i .

Przez odbiornik, włączony pomiędzy temi fazami, popłynie 
prąd z12. W chwili, gdy u1> u 2, prąd płynie tak, jak wskazuje 
rysunek, zaś w chwili, gdy u2 >  uu prąd płynie w kierunku prze-



«

ciwnym. Natężenie prądu w obu fazach w tym przypadku będzie 
takie same jak i w odbiorniku:

*12 =  h  =  *2 •

Widzimy stąd, że w układzie gwiazdowym różnią się pomię
dzy sobą tylko napięcia międzyfazowe i fazowe. Napięcie między- 
fazowe nazywamy w tym przypadku s k o j a r z o n e  m.

.
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»13

Gdy mamy układ wielobokowy, w tym przypadku trójkątny 
(rys. 5 9 ), wówczas, jak to łatwo zauważyć, napięcie międzyfazowe 
równe jest napięciu fazowemu; natomiast prąd przewodowy równy 
jest różnicy odpowiednich prądów fazowych, np.

*12 “  *1 *2 •

Rozpatrzmy wielofazowy układ symetryczny z napięciami na 
fazach, różniących się tylko kątami przesunięcia faz, a więc
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Wyprowadźmy ogólny wzór na napięcie skojarzone. Weźmy 
w tym celu dowolne dwie sąsiednie fazy k  i A-f-1 :

Uk =  Um sin w t — (k — 1 ) 2 -

un + \ — Um sin
2 TC

Odejmując stronami drugi wzór od pierwszego, otrzymamy 
dla napięcia skojarzonego, które oznaczymy przez up

< sin

N 
I

(M 
11wT3 - sin 7 2W t — k ---

1 72 72
Up lip Uh-\~i — Um j Sin

Przekształcając różnicę sinusów na zasadzie wzoru

_ . m  — n m A~n sin m  — sin n =  2 s in  cos L

otrzymamy

up = 2  Um sin — cos 
n

=  2 Um sin —sin 
n

t -  (2 A — 1)
72

2 72
(2 )

Widzimy stąd, że napięcie up jest przesunięte w fazie wzglę
dem napięć fazowych; wartość maksymalna tego napięcia wynosi

zaś wartość skuteczna

Upm  2  Um S in

Up =  2 Uf sin — >
72

(3)

gdzie Uf stanowi napięcie fazowe.
Analogicznie możemy wyprowadzić wzór dla natężenia prądu 

skojarzonego w przypadku układu wielobokowego, gdy obciążenie 
faz jest jednakowe; otrzymamy wtedy

ID =  2IfSm (4)

gdzie / / ,  stanowi natężenie prądu, płynącego w dowolnej fazie.



— 92 —

§  25 . Moc prqdów w ielofazowych.

Rozpatrzmy układ symetryczny n fazowy z jednakowem ob
ciążeniem wszystkich faz.

Wartości chwilowe napięć będą

— Um sin oj ł,

«2 =  Um sin joj t  — - - j  i

Uk — Um sin oj t  (k  1 ) 2 r.

un =  Um sin t -  (n -  1 ) 2 z"
Tl

Każdy prąd fazowy względem swego napięcia będzie przesu
nięty w fazie, np. o kąt cp wstecz, wtedy wartości chwilowe od
powiednich prądów będą

/j =  Im sin (w t — <p),

h — Im sin | w t — —  — <p

ik =  Im sin OJ i  — ( / i — 1 ) - -  —  cp 
n

in — Im Sin . , ,,271
OJ i  -  ( n  - - 1 )  cp

n

Oznaczmy wartość chwilową mocy prądu w fazie k  przez pk. 
Wówczas możemy napisać

Pk ■—  Uk lh —  Um Un S in OJ t —  (k —  1 )  — sin 0 J f  —  (k —  1 )  —  —  c p l71 L n 1
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Na podstawie wzoru

sin x  sin y —  — cos ( a: — y) — cos {x -j- y) ■>
L i

będziemy mieli

P k = — t
Um Im i n , 0  , ,  1 •, 2 fi— „— { c o s ?  — cos 2 w/ — 2{k  — 1 ) — 

2  { n

W układzie mamy n faz, a więc A zmienia się od 1 do u. 
Ponieważ dla n >  1, na podstawie twierdzenia z § 23,

więc wartość chwilowa mocy prądu w całym układzie będzie

Widzimy stąd, że wartość chwilowa mocy układu nie zmienia 
się z biegiem czasu, czyli ma wartość stałą. Układy, w których 
to ma miejsce, nazywamy u k ł a d a m i  w y r ó w n a n e m i .  Oczy
wiście, że w tym przypadku moc średnia P  będzie miała taką 
samą wartość, co i moc chwilowa. Każdy układ wielofazowy sy
metryczny jest układem wyrównanym.

Rozpatrzmy bardziej szczegółowo najwięcej rozpowszechniony 
w praktyce prąd trójfazowy.

Jeżeli mamy połączenie gwiazdowe, to ze wzorów (2), (3) i (4) 
wynika:

dla k =  1 , czyli między 1 -ą i 2 -ą fazą

2  w f  —  2  (k  —  1 )  - - — — cp = 0 , n

Hm Im tttp  =  n —- —  cos <p =  n Ul  cos ? .
Li

§  2 6 . Prqd tró jfazowy.

dla k — 2, czyli między 2-ą i 3-ą fazą
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dla k —  3, czyli między 3-ą i 1-ą fazą

«81 =  U-m | 3 1 g-ii j =  Um j 3 sin -j- — it j ;

Up =  Uf]/’3 ;  / P =  If .

Dla połączenia wielobokowego czyli trójkątnego będziemy 
mieli między fazami napięcie równe napięciu fazowemu, zaś prąd 
przewodowy będzie skojarzony i przy jednakowem obciążeniu 
trzech faz

Ip =  I f ) 3.

W układzie gwiazdowym 
wprowadzamy czasami oprócz 
trzech przewodów, idących od 
końców trzech faz, czyli prze
wodów fazowych, jeszcze czwar
ty przewód, idący od punktu 
łączącego początki wszystkich 
faz, czyli tak zwanego punktu 
zerowego, który często bywa 
uziemiony; przewód ten nazy
wamy przewodem zerowym 

Rys. 60. (rys. 60). Włączając odbiornik
między dowolnym przewodem 

fazowym i przewodem zerowym, otrzymamy na nim napięcie fazowe, 
zaś, włączając odbiornik między dwa przewody fazowe, będziemy 
mieli na nim napięcie międzyprzewodowe — skojarzone.

Oznaczając przez I y, L , 73 wartości skuteczne prądów, pły
nących w poszczególnych fazach, zaś przez I0 wartość skuteczną 
prądu, płynącego w przewodzie zerowym, będziemy mieli na zasa
dzie I-go prawa Kirchhoffa

h  h  I-i -̂ o =  0
czyli

/() =  ly I.t — / 3 .

W przypadku szczególnym, gdy wszystkie fazy są jednakowo 
obciążone i prądy będą się różniły tylko przesunięciem faz o ±  120°, 
będziemy mieli dla wartości chwilowych

h =  Im Sin w t ; i, =  I m Sin (w t — 120°); i3 =  Sin (w t +  120°



Na podstawie twierdzenia z § 23

A +  4 4  —  0 -

A +  A +  A =  0;

-  95 —

a więc również

w tym przypadku przez przewód zerowy żaden prąd nie będzie 
przepływał.

Jeżeli zaś obciążenie trzech faz nie jest jednakowe, wówczas

A +  A +  A 7 ^ o ; A 7^0

i przez przewód zerowy będzie 
przepływał prąd naogół o mniej- 
szem natężeniu, niż natężenia 
prądów fazowych.

Gdy mamy połączenie trój
kątne (rys. 61),

A2=  A A , 

Ai =  A A ł 

A3== A A ■

Wobec tego

A2 +  A3 +  A3 =  0 .

Zależności pomiędzy napięciami fa- 
zowemi i międzyfazowemi, a także po
między napięciami i prądami możemy 
przedstawić wykreślnie. Dla układu gwiaz
dowego z jednakowem obciążeniem faz 
odkładamy od dowolnego początku O 
(rys. 62) trzy promienie, wyrażające na
pięcia O A  =  ZA , OB =  U2 i OC= U3; łącząc 
między sobą punkty A , B  i C , otrzymamy 
równoboczny trójkąt, którego każdy bok
stanowi odpowiednie napięcie międzyfazowe, a więc, między 
fazą 1-ą i 2-ą mamy napięcie B A ,  stanowiące geometryczną 
różnicę napięć U1 i U2; widzimy, że to napięcie jest przesunięte

w fazie naprzód względem napięcia ZA o kąt 3 0 ° =  — ; następnie
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CB stanowi napięcie między fazami 2-gą i 3-cią, jako geometryczna 
różnica napięć U2 i U3; jak widać z wykresu, to napięcie między- 
fazowe jest przesunięte wstecz względem napięcia Ul o kąt prosty; 
wreszcie AO  stanowi napięcie między fazami 3-cią i 1-ą, jako 
geometryczna różnica napięć t/3 i Ux ; to międzyfazowe napięcie 
jest przesunięte naprzód względem napięcia U3 o kąt 150°. 
Z równoramiennych trójkątów O A B , OBC lub O AC  otrzymujemy 
wiadomą zależność pomiędzy napięciami międzyfazowemi — sko- 
jarzonemi i napięciami fazowemi Us— Uf | 3 .

Na rys. 63 mamy zestawienie napięć i prądów w układzie 
gwiazdowym również w przypadku jednakowego obciążenia

wszystkich faz. Wszystkie prądy są 
przesunięte względem swych napięć 
fazowych o ten sam kąt <p (na ry 
sunku mamy opóźnienie prądów 
względem napięć).

U2

Rys. 63. Rys. 64.

W układzie trójkątnym napięcia fazowe i równe im napięcia 
międzyfazowe tworzą trójkąt zamknięty (rys. 64), natomiast prądy 
przewodowe będą skojarzone. Wykres dla prądów, w przypadku 
jednakowego obciążenia faz, otrzymamy taki sam jak dla napięć 
w układzie gwiazdowym (rys. 62).

§  27 . Rozkład układów niesym etrycznych na układy 

sym etryczne prqdu tró jfazow ego.

W symetrycznym układzie trójfazowym mamy trzy równe co 
do wartości wektory, przesunięte względem siebie o kąt 1 2 0 °.

Mogą to być siły elektromotoryczne, lub przy jednakowem 
obciążeniu wszystkich faz, prądy albo napięcia. Oznaczmy te



wektory przez R , S i  T  (rys. 65), ich wspólny moduł przez W. 
Niech wektor R  tworzy z podstawową osią OX  kąt a, wówcżas

R  - Wei*

Ś  =  Wei '«- m ">

T =  Wei 1201,1

albo
R  =  Wei «

Ś  — R e ~  i 120°

T =  Rei m \
Ponieważ Ryg. 65.

eż 120» =  cos 1 2 0 ° + y  sin 1 2 0 ° =  -  y  +  y y v 3  ,

e~i 1200 - cos 1 2 0 ° — j  sin 1 2 0 ° = ---- ^----- j  - -̂1, 3ć* ¿A

więc oznaczając w skróceniu

a== - \  + 4 ^ ’
skąd

będziemy mogli rozpatrywać trzy omawiane wektory w postaci 

R , Ś =  a2 R , T = a R .

Wektor T  jest przesunięty względem wektora R  naprzód 
o kąt 120°, wektor S  względem wektora T — również naprzód o kąt 
120°. Łatwo zauważyć, że a stanowi w rozpatrywanem zagadnieniu 
pewien czynnik, przez który mnożąc dowolny wektor przesuwamy 
go naprzód o kąt 1 2 0 °.

Zwróćmy również uwagę, że

1 a -j- a2 =  0

a 3 =  1

T e o r j a  p r ą d ó w  z m i e n n y c h  7
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Rozpatrzmy teraz niesymetryczny układ R , S , T  (rys. 6 6 ). 
Każdy z tych wektorów możemy zastąpić trzema składowemi, 
tak aby

ją zmienioną kolejność.
W ten sposób każdy niesymetryczny układ trójfazowy może

my przedstawić przez trzy symetryczne układy składowe.
Podstawiając wartości poszczególnych wektorów składowych 

do układu równań (5), będziemy mieli

f =  R 0+  a R ,  - f a 2 tf2

Dodając stronami i biorąc pod uwagę, że 1 - f  a -(- a- =  0, 
znajdujemy

R  —  R 0 “i -  Ri  H-  R-2 

Ś  =  Ś0 -|- Ś 1 S.>

f =  T. +  f . + f ,

(5)

przyczem dobieramy

S 0= R 0 , S i =  a2R 1 , S-2— a R> .

f 0 =  R 0 , T \ = a R , , f.2 — a'1 R , .

Otrzymujemy trzy grupy wektorów

■ Ł

Rys. 66.

Każda z tych grup I, II i III 
przedstawia symetryczny układ; 
przy czem grupa I stanowi jeden 
wektor, grupa II odpowiada nor
malnemu symetrycznemu układo
wi trójfazowemu, zaś grupa III 
różni się od normalnego układu 
tylko tern, że wektory S  i T  ma-

R =  R 0Ą -R 1 +  R,

Ś  =  R 0 +  a2 R, +  a R, (6)

(7)



mnożąc drugie równanie przez a, trzecie przez a2 i dodając stro
nami wszystkie równania, otrzymamy

k  +  c t Ś +  a2T = 3 R 1,
skąd

= ^ ( R  +  a Ś - \ - a 2f ) ;
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wreszcie, mnożąc drugie równanie przez a 2, trzecie przez a i do
dając stronami wszystkie równania, otrzymamy

skąd

fi3 =  | ( R - f a 2Ś  +  a f ) .

Wielkości R0, R1 i R2 można znaleźć również wykreślnie 
w sposób następujący.

R0 równa się 1/3 geometrycznej sumy danych wektorów (rys. 67). 
Dla znalezienia Rx przeprowadzamy najpierw wektory a S  

i a2 T  (rys. 68), następnie bierzemy l/3 geometrycznej sumy R, a S  
i a2 T.
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Rys. 69.

Wreszcie analogicznie znajdujemy (rys. 69) R2 jako 1/3 geo
metrycznej sumy R, a2 S  i aT.

§  28. Moc prqdu tró jfazow ego.

Rozpatrzymy, jak się wyraża moc prądu trójfazowego w naj
ogólniejszym przypadku, gdy obciążenie poszczególnych faz jest 
różne, to znaczy, że i prądy płynące w przewodach i napięcia 
międzyprzewodowe nie są jednakowe.

Gdy odbiorniki ułożone są w gwiazdę z trzema przewodami 
(rys. 70), wartość chwilowa mocy, pobieranej przez odbiorniki 
wynosi

p =  iii - f  u2 i2 +  u3'i3,



gdzie ult u2, «3, oznaczają wartości chwilowe napięć w poszcze
gólnych fazach odbiorników, zaś z\, i2, i3, wartości chwilowe prą
dów, płynących w przewodach, oraz, w tym przypadku, przez 
poszczególne fazy odbiorników. Ponieważ

4  + 4  +  4  =  0 ; ___
czyli 4  =  — h ~ h >  
możemy napisać

/>  =  ( « !  —  « 3)  4  +  («2 —  « » )  4  ; ;
_________J 2

ale
«1 —  «3 =  «13

stanowi napięcie między 1-ą i 3-cią ____
fazą odbiorników, liczone w kie
runku od końca 3-ciej do końca Rys. 70.
1 -ej fazy ; tak samo

U.2   =  «23

stanowi napięcie między 2-ą i 3-cią fazą, liczone w kierunku od
końca 3-ciej do końca 2-ej fazy ; w ten sposób

P =  «13 4  +  «23 4  •
Przechodząc od wartości chwilowej mocy do wartości śred

niej, czyli do mocy czynnej P,  wprowadzając wartości skuteczne 
napięć i prądów i oznaczając przez cpL różnicę faz prądu 4  i na
pięcia « 13 oraz przez cp2 — różnicę faz prądu U i napięcia « 23

(rys. 71), otrzymamy

P = U n I y cos +  £43 4  cos <p2- (8)

Gdy odbiorniki ułożone są w trójkąt (rys. 72), będziemy 
mieli dla wartości chwilowej mocy układu

P =  « 1 2  4  +  « 2 3  4  +  « 3 1  4 ’»

gdzie «12, «23 u31, oznaczają wartości chwilowe napięć między- 
fazowych, które w tym przypadku równe są napięciom fazowym. 
Kierunki tych napięć, zgodne z kierunkami prądów, które przy
jęliśmy jako dodatnie, wskazane są na rys. 72.

Ponieważ w każdej chwili

« 1 2  +  « 2 3  + « 3 1  =  0,
czy li  « 12 =  —  « 3I —  «23, 

zaś «31 =  —  «13,
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przeto możemy napisać
P —  «13 (h h) +  «23 (l2 — li) > 

ale ii i3 i\p, io ¿i =  z'2p (
gdzie zlp oraz i2P oznaczają prądy, płynące w pierwszym i drugim 
przewodzie.

Rys. 71.
W ten sposób

P --  « 1 3  hp +  « 2 3  h P •
Jeżeli przez cpx i ?2 oznaczymy różnice faz odpowiednio po

między un  i ilp oraz u23 i hp i przejdziemy do wartości skutecz
nych napięć i prądów (rys. 73), otrzymamy dla mocy czynnej roz
patrywanego układu trójkątnego

P =  Un I lp cos ?! +  Un I2P cos cp2 (9)

wzór analogiczny do wzoru (8).

u



Widzimy więc, że zarówno w układzie gwiazdowym, jak 
i w układzie trójkątnym, moc pobierana przez odbiorniki wyraża 
się sumą dwóch składników, z których każdy oznacza pewną moc 
czynną.

Mierzenie mocy prądu dokonywamy za pomocą przyrządów, 
które nazywamy watomierzami; zawierają one dwie cewki: prą
dową i napięciową. W ogólnym

W,

Rys. 74.

przypadku, dla zmierzenia cał
kowitej mocy układu prądu trój
fazowego musimy zmierzyć 
obie wyżej wyprowadzone mO' 
ce składowe, czyli zastosować 
dwa watomierze.

W tym celu watomierze 
W-! i Wo (rys. 74) włączamy 
przed odbiornikami O, ułożo- 
nemi w gwiazdę lub trójkąt, 
w ten sposób, że przez cewki 
prądowe płyną prądy przewo
dów 1 i 2, zaś cewki napięciowe mierzą napięcia: pierwsza mię
dzy 1 i 3 fazą — Un , druga między 2 i 3 fazą — U2i.

Moce wskazywane przez te watomierze odpowiadają składo
wym mocy we wzorach (8) lub (9), przyczem przy odchyleniu 
wskazówek watomierzy w tym samym kierunku, należy te moce 
do siebie dodać, zaś przy odchyleniu w różne strony — odjąć.

Przy jednakowem obciążeniu trzech faz moc prądu trójfazo
wego wyrazi się wzorem

P — S U l  Cos <p,

gdzie U i /  oznaczają fazowe napięcia i prądy. Jeżeli wprowadzi
my do powyższego wzoru wielkości międzyprzewodowe, to dla

układu gwiazdowego £7=^r=, I = I P, zaś dla trójkątnego U =  Up,
l 3

l — L.|=; wobec tego, po podstawieniu tych wartości do wzoru 
r 3

na moc, otrzymamy w obu przypadkach jeden i ten sam wzór

P = V  3 Up 1 p Cos

Watomierze Wx i W2 w przypadku jednakowego obciążenia 
trzech faz wskażą naogół różne moce, ponieważ kąty przesunięcia
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faz cpŁ i cp, we wzorach (8) i (9) naogół będą różne; tylko w przy
padku, gdy prądy Ix, I , , I3 są w fazie ze swemi napięciami 
fazowemi, czyli gdy odbiorniki posiadają tylko oporność rzeczywi
stą, wskazywane przez oba watomierze moce będą sobie równe. 
Wtedy bowiem, jak łatwo sprawdzić na rys. (71) i na rys. (73)

<Pi =  <?* =  30°,

wobec czego ze wzorów (8) lub (9) otrzymamy

P =  2Up Ip Cos 30° =  V  S Up Ip , 
przyczem cp =  0°.

Przy dowolnym kącie cp pomiędzy fazowem napięciem i fa
zowym prądem zarówno w układzie gwiazdowym jak i w ukła
dzie trójkątnym

Ti =  30 — cp, 
cp, :== 30 -j- cp.

Wobec tego moce, które mierzą watomierze Wl i W2 będą 
określone nastepującemi wzorami

PY =  U /cos  (30° — cp),
P, =  U l  cos (30° - f  cp).

Stąd otrzymujemy

P, -f- P ,=  U I (cos 30° cos cp—(—sin 30° sin cp-|-cos 30° cos cp — sin 30° sin cp)=

=  | 3 U l coscp,

P ! — P-i =  U / s in  cp.

Dzieląc stronami ostatni wzór przez poprzedni, będziemy mieli

t q y = j / 3 — ~~ P'1 •
P i + P ,

W zależności od wartości i od znaku cp poszczególne moce

mogą wypaść dodatnie lub ujemne, więc gdy 30 — cp>.—» Z ^ c O ,
2

gdy 30 -j- T >  7 -’ P-> < 0 .
2

W ten sposób moc równa jest sumie algebraicznej mocy, 
wskazywanych przez oba watomierze.



§  29. W yznaczenie prqdów w układach prqdu 
tró jfqzow ego.

Rozpatrzmy następujące zagadnienie. Mamy prądnicę prądu 
trójfazowego w połączeniu gwiazdowem (rys. 75), w każdej fazie 
działa siła elektromotoryczna o wartości skutecznej E; od źródła 
są przeprowadzone 3 przewody fazowe i przewód zerowy do od
biorników, które są również połączone w gwiazdę. Dane są po-
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Rys. 75.

zatem wszystkie oporności uzwojeń prądnicy, przewodów i od
biorników; trzeba wyznaczyć prądy 7X, 72, 73 i 70, które będą pły
nęły w odpowiednich przewodach fazowych i w przewodzie zero
wym, w przypuszczeniu, że odbiorniki w poszczególnych fazach 
różnią się między sobą, czyli, że obciążenie faz nie jest jednakowe, 
a więc i w przewodzie zerowym będzie płynął pewien prąd. Oznacz
my oporność pozorną pomiędzy punktami O i O', zawierającą opor
ność uzwojenia jednej fazy, oporność przewodu i oporność odbior
ników, włączonych do tej fazy, odpowiednio przez Z2 i Z3, zaś 
oporność przewodu zerowego między temiż punktami O i O' przez 
Z0; następnie oznaczmy siły elektromotoryczne, działające w po
szczególnych fazach, różniące się tylko kątami przesunięcia faz, 
odpowiednio przez Ex, E2 i E3.

Na podstawie praw Kirchhoffa będziemy mieli, przy założeniu 
dodatnich kierunków prądów chwilowych jak na rysunku,

/j —j- 7> ~\~ 7} -1~ Io =r 0, ^
Ą  =  Ą Ż, -  70 Ż0, " i  > «

E, =  I 2Ż2 — I  o Ż0, W l 1 H ” ^
E3 — 13 Z% 70 Zn.

Wyrażając z ostatnich trzech równań prądy 7l5 I 2 i 73 i pod
stawiając ich wartości do pierwszego równania, otrzymamy



E\ I0Ż.o , E2 / 0 ¿ o  i -} - / 0 ¿ 0  1 f  n

z ,  1 1, + — ż ^ + h ~ * ’
skąd

A  i E2 1 -̂ 3

f  2  =  Ź t Ź 2 ¿ 3   -¿1 F i  —  E“i ^ 2  ~ł~ E'i
J L l  1 ■[ l _ l ____ L_ ^ 2“h ^ 3“h Yo
Żx ! Ź2~ ^ Ź 3 1 Ż0

gdzie F x , F , ,  F 3 i F 0 oznaczają przewodności pozorne odpowied
nich części układu; stąd znajdujemy podstawiając zaś otrzy
mane wartości I0 Z0 do powyższych równań, znajdziemy prądy 
/ x, I2 i / 3. Należy zauważyć, że iloczyn I0Ż0 stanowi napięcie 
między punktami O i O'. Przy rozwiązywaniu zadania należy jedną 
z sił elektromotorycznych np. E1 przyjąć jako wektor z kierun
kiem początkowym, wówczas

¿ \ = E ,

Ł  =  E(  cos 120°- j  sin 120°) =  E  ( - 1  -  7 ^ )  -  - 1  ( l + j v ' ś ) ,

Ą  =  £  (cos 120° + y  Sin 120°)= £  ( -  i  +  y i J )  =  _  |  ( 1 _ y , 3) .

P r z y k ł a d  (rys. 76).
Dane E1 =  E2 — Ez =  120 woltów 

oraz oporności poszczególnych części układu, wskazane na rysun
ku; trzeba znaleźć prądy Ą,  / 2, / 3 i
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Mamy
Ż x =  1,05 +  j  • 0,2, stąd Yx=  0,919 — ,/0,175.

¿ 2 =  1,38 + 7  • 0,2, Y, =  0,710— j  0,103,

Ź, =  2,05 + /0 .2 ,  f ,  =  0,483—y 0,047,

Z0 =  Ą, =  0,08, Y0 =  G0 =  12,5.

Biorąc kierunek 2^ za początkowy i oznaczając przez <Ją, <J>2, <!>* 
i (J*o kąty przesunięcia faz poszukiwanych prądów względem E x, 
będziemy mieli

E l = E l — 12 0  woltów;

Ą  =  - 6 0 ( 1 + 7 / 3 ) ;

Ą = , - 6 0 ( l - / i / 3 ) .

Na zasadzie wzoru (10) otrzymujemy

f  Ą eQ 2 (0,919—j 0,175)—(1-j-./1/~3)• (0,710—j 0,103)— (1—j  ]/~3) • (0 ,4 8 3 - /0,047)
0 0 (0,919 +  0,710 +  0,483 - f  12,5) - /  (0,175 +  0,103 +  0,047)

Po wykonaniu wskazanych działań i uczynieniu mianownika 
liczbą rzeczywistą, znajdujemy

/„ Ż0 =  ( — 2,47 +72,39) woltów;

70 Z„ —  3,4 woltów;
skąd

7 0 =  ( -  30,9 + y  29,9) am p,

I0 — 43,0 amp., 

tg 4>0 =  — 0,968 , ó0 =  136°(bo w 2-ej ćwiartce). 

Następnie obliczamy

l\ =  (Ex +  I X )  Yx =(108,5 —y 18,4) amp.,

Ą =  1 1 0 ,0  amp.. 

t g 4»! =  — 0,170 , <]>! =  — 9°40' (bo w 4-ej ćwiartce).

/> =; (— 54,5 — / 65,7) amp.,

/ 2 — 85,4 amp.,

—  107 —



— 108 —

tg'J'a — 1,205, <J*2 — — 129°40' (bo w 3-ej ćwiartce).

h  = ( — 24,7 -j-y 54,1) amp.

73 =  59,5 amp., 

tg łs =  -2,19 , <j»3=114°30' (bo w 2-ej ćwiartce).

Możemy teraz jeszcze znaleźć napięcia na poszczególnych fa
zach odbiornika.

Na I-ej fazie

f/j — î x 7 ? / '=  (108,5 — y 18,4) woltów,

Ux — 110 woltów .

Û, =  L  R 2" =  ( -  54,5 — y 65,7) 1,33 =  (— 72,5 — y 87,4) woltów, 

U2 — l  13,8 woltów.

Ôt =  î a R ” =  (— 24,7 + y  54,1) 2 =  (— 49,4 +  j  108,2) woltów,

U3 =  119 woltów.

Kąty przesunięcia faz tych napięć względem Ê x będą takie 
same, jak dla odpowiednich prądów czyli <Ją, <1>2 i 'ta » ponieważ

w rozpatrywanym przykładzie od
biorniki posiadają tylko oporność 
rzeczywistą.

Znalezione wielkości przed
stawione są na wykresie (rys. 77), 
OEx =  Ex, OE, = E , , OE3 =  E , , 
OIy =  I x, Ol, =  L  , 073 =  73,
OIa =  70, OUx =  Ux, O U ,=  U, ,
ou3 =  u3.

Gdy odbiorniki są połączone 
w trójkąt stosujemy metodę, po
daną przez Kenelly’ego, polegają
cą na przekształceniu trójkąta 

Rys. 77. w równoważną gwiazdę. Nazy
wać będziemy gwiazdę (rys. 78) 

równoważną trójkątowi, jeżeli oporności pozorne między trzema 
punktami A, B i C gwiazdy będą takie same, jak pomiędzy odpo- 
wiedniemi punktami trójkąta, które powinny być znane.
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Oporność pozorna pomiędzy punktami A  i B  trójkąta składa 
się z oporności pozornych Z3 oraz i ,  +  i 2 , równolegle połączonych. 
Oznaczając tę oporność pozorną przez ZAb , będziemy mieli

Z  a b  —
¿3 ( i l  +  Z2)
i x -j- i 2+ ż 3

Oporność pozorna pomiędzy punktami A  i B  gwiazdy wynosi 

Ż a b  —  Ż A  - f -  Ż b  •

Warunek równoważności będzie spełniony, jeżeli

^ ^ i 3( i ! + i 2) .
¿A "f- LB --------

analogicznie
i  ! + Z 2+ i 3

oraz

Żb +  Żc -

zx+ z 2+ z 3

ży (Z2 +  Ż.J
Ż\ +  ż 2 i 3

Z tych równań znajdujemy

Ż, i

z« =

Zc

Zx +  Z2 -j-Z3 

i i  ż 3
zx+ z 2 +  z3

Ą i ,  
i i  +  ż.2 +  z 3



!«$qęPpSS33E

Bardzo łatwo można znaleźć oporności pozorne równoważnej 
gwiazdy sposobem wykreślnym.

Na rys. 79.
O A  =  Z l , O  B —  Z > ,  O C = Z t ,

OD =  Ż = Ż 1-\-Ż, 3 +  Ź3 '

W celu znalezienia np. Za pi
szemy, na podstawie wyżej wy
prowadzonego wzoru, proporcję 
następującą

Z a =  Ź1

¿5 Z

Musimy więc zbudować 
A O C M  podobny AO D B  ,w któ- 

Rys. 79. rych A C O M =  D O B  ,A O C M =
=  1_ O D B ; wtedy powyższa pro

porcja będzie miała miejsce i oczywiście OM =  ZA .
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§  30. Prqd dwufazowy.

Układ dwufazowy symetryczny, jak o tem była mowa (str. 87) 
nie jest stosowany, natomiast spotykamy w praktyce prąd dwu
fazowy w układzie niesymetrycznym.

Jeżeli połączymy dwa jednakowe uzwojenia pod kątem pro
stym, jak na rysunku (80), otrzymamy układ dwufazowy niesy
metryczny.

W każdem uzwojeniu powstają S E M :  ev i e2, przesunięte 

względem siebie o kąt-^-, a mianowicie

e, =  Em sin w t
oraz

e., =  Em sin jw t  — j =  — Em cos o> t .

W układzie tym korzystamy z trzech przewodów: dwóch fazo
wych, idących od końców faz i zerowego, idącego od punktu po
łączenia początków faz, tak zwanego punktu zerowego.
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Napięcie międzyfazowe będzie napięciem skojarzonem; przy 
jednakowem obciążeniu obu faz, wartości chwilowe napięcia 
fazowego wynoszą odpowiednio

«1 =  Um sin w t ,

Rys. 80.

wartość chwilowa napięcia międzyfazowego będzie

u12 =  ux — Uo =  Um (sin w t cos w / ) =  Um l 2 sin iw t -j- ) •

Przechodząc do wartości skutecznych napięcia, będziemy
mieli

T.

U12 =  Û  — U2= U e  ' °— Ue~'  U + j  U =  U{\ +  /1),

gdzie U stanowi moduł napięcia fazowego.
Skąd

u12 =  u ¡7 ,
t g ź i ź ,  U12) =  1,

2f.(Ul f U12) =  ~ ’

To samo otrzymalibyśmy z wykresu (rys. 81), gdzie OUi =  
=  UX, 0 U 2 =  U2, U, Ui == Ui2.

Oznaczmy prąd, wychodzący z fazy pierwszej, przez Ą , 
z drugiej zaś przez / 2 . Przez przewód zerowy niech płynie prąd 
70. Wówczas na podstawie 1-go prawa Kirchhoffa

/ 1 +  / 2 +  / 0 =  0



lub

h  =  ( 4  -j- />)•

Widzimy stąd, że przez przewód zerowy odpływa prąd 
o wartości równej sumie geometrycznej prądów obu faz; wobec 
tego przekrój przewodu zerowego powinien być większy od prze
krojów przewodów fazowych. Przy jednakowem obciążeniu faz,, 
gdy Ix — I2 =  I ,  wartość skuteczna prądu w przewodzie zerowym 
wyrazi się t a k :

/ 0 =  / | / 2 .

Dla wyrażenia mocy rozpatrzonego układu dwufazowego przy 
jednakowem obciążeniu obu faz mamy

«1 =  U m sin w t ,

u2 =  — Um cos co t

oraz wartości chwilowe prądów, pobieranych z obu faz np. przy 
obciążeniu indukcyjnem,

i\ =  Im sin (w / — cp),

4 —  — Im COS (co i — cp) .

W każdej chwili moc p takiego układu będzie

p  =  a  i 4  +  u ,  i2

Podstawiając do tego wzoru powyższe wartości, otrzymamy 

P  — Um Im { sin CO i sin (co t   Cp) -j— COS co t COS (co ł   cp) } =  Um Im COS cp .

Wprowadzając zaś wartości skuteczne napięcia i prądu,

p —  2 U I  cos cp.

Wartość chwilowa mocy jest, jak widzimy, stała, nie zależy 
od czasu, czyli układ jest wyrównany. Średnia moc P  wyrazi się 
tym samym wzorem

P  =  2 U l  cos cp

lub, wprowadzając napięcie międzyfazowe UP= U \ /2 i prąd prze
wodowy Ip =  I,

P =  Up Ip y'2 cos cp.
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Obliczanie prądów w układzie dwufazowym uskuteczniamy 
tak samo, jak dla prądu trójfazowego (§ 29). Wprowadzając ozna
czenia, jak na rys. 82, będziemy mieli:

f  E x 4- h  Ż 0 f_ i 2+/„ź0 f * E x ń + Ą  Y,
1  1   y*. . i) ------- • 1 0 ¿ i f ) -------- yv y*.

z x z ,  Y ^ Y o + Y o

§ 3 1 .  W zględy ekonom iczne, które w płynęły na rozwój 
prqdów zm iennych wielofazowych.

Rozpatrzmy następujące zagadnienie: mamy przenieść moc 
P k W  na odległość Z km przy napięciu U. Porównajmy ilość metalu 
na przewodach, jaką należy zużyć przy przenoszeniu takiej samej 
mocy, przy tern samem napięciu, w rozmaitych układach prądu 
zmiennego, jednofazowym, trójfazowym i dwufazowym, tak, aby 
strata mocy w przewodach była ta sama. Przy zwykłym jedno
fazowym prądzie zmiennym

P — U l  c o s ? ,  (I)

gdzie /  oznacza natężenie przenoszonego prądu, zaś 'f — kąt prze
sunięcia fazy tego prądu względem napięcia U ■

Dla przeniesienia tej mocy potrzebujemy dwóch przewodów. 
Oznaczmy oporność każdego przewodu przez i?!, przekrój jego 

przez ; wówczas strata mocy w przewodach wyniesie

\ P = 2 P R 1 (II).

W tym przypadku, objętość metalu, użytego na przewody, 
wynosić będzie

T e o r j a  p r ą d ó w  z m i e n n y c h  8

vl =  2 s l l (III).



Dla prądu trójfazowego moc obliczamy ze wzoru 

P  — \ 3 Up Ip cos cp.

Przy połączeniu w trójkąt Up =  U i wtedy

P = U ( I p ] 3)cos<p. 

Zestawiając ten wzór ze wzorem I, otrzymamy 

U l  cos ® — UIp 1 3 c o s? ,
skąd

/
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Widzimy stąd, że przy przenoszeniu jednej i tej samej mocy 
w postaci prądu trójfazowego, przez każdy przewód płynie prąd j 3 
razy mniejszy od prądu, który jest potrzebny przy zwykłym prądzie 
jednofazowym.

Dla rozpatrywanego prądu trójfazowego potrzebujemy 3-ch 
przewodów; oznaczmy oporność każdego z tych przewodów przez 

, przekrój zaś przez s3.
Strata mocy w przewodach wyniesie

A 3 Ip2 Rs =  P  Ró.

Zestawiając ten wzór ze wzorem II, otrzymamy 

P  R, =  2 P  R , ; R i =  2 R l .

Widzimy stąd, że oporność przewodów dla otrzymania tej 
samej straty mocy w przypadku prądu trójfazowego musi być dwa 
razy większa od poprzedniej, czyli

Objętość metalu, użytego na przewody będzie w tym przy
padku

a , 3 SŁ Zv* =  3 s3 Z =  — •

Biorąc stosunek tej objętości do vx ze wzoru (III), otrzymamy 
3/4 czyli 75% •



p

To oznacza, że przy układzie trójkątnym na przewody zuży
wamy 75% materjału potrzebnego w przypadku prądu jednofazo
wego, czyli uzyskujemy 25% ekonomji.

Rozpatrzmy teraz z kolei układ gwiazdowy prądu trójfazowego; 
zakładamy, że wszystkie fazy są jednakowo obciążone. Moc prądu 
będzie

P =  1 3 Up Ip cos ę =  3 UIP cos cp .

Po zestawieniu tego wzoru ze wzorem (I) otrzymamy

3 % =  / ;  4  =  | -

Oznaczmy oporność każdego z trzech przewodów przez R'3, 
przekrój zaś przez s '3 . Strata mocy będzie

A P = 3 V i ? ' 3= | R \ .

Aby ta strata mocy była ta sama co w przypadku, gdy sto
sujemy prąd jednofazowy, musi być przez porównanie ze wzo
rem II

R'3 =  2 P  Rl , skąd R \  =  6 Ry .

Przekrój przewodu w danym przypadku stanowić będzie
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Objętość metalu użytego

v 3 — S s 3l =  Si l •

Porównywając ten wzór ze wzorem (III), widzimy, że ilość 
materjału, zużytego na przewody w przypadku układu gwiazdo
wego z trzema przewodami, stanowi V4 czyli 25% tego, co jest po
trzebne przy prądzie jednofazowym; ekonomja wynosi 75%-

Rozpatrzmy teraz układ gwiazdowy z czwartym przewodem 
zerowym; załóżmy, jak to zwykle bywa, że przekrój tego przewodu 
będzie dwa razy mniejszy od przekroju przewodów pozostałych. 
Wówczas objętość zużytego na przewody materjału wyniesie

(3s 's+ ^ ) . /  =  3,5 s '3l9^  0,58 s j  .



W porównaniu do objętości metalu przy zwykłym prądzie 
jednofazowym (wzór III) wynosi to około 29%-

Przy układzie dwufazowym niesymetrycznym z trzema prze
wodami: dwoma fazowemi i jednym zerowym, moc prądu wynosi

P = 2  UIP cos <p.

Porównywając ten wzór ze wzorem (I), mamy

2 I p — I \  Ip =  ~2 ■

Ponieważ prąd płynący w przewodzie zerowym

I0 =  IP 1 2 ,
więc
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Oznaczmy oporność przewodów fazowych przez R 2, zaś opor
ność przewodu zerowego przez R'2; przekroje zaś odpowiednio 
przez So i s'2.

Strata mocy w przewodach wyniesie

\ P = 2 I p2R 2 +  I * R ' 2 .

Podstawiając tu na Ip i I0 ich wartości, otrzymujemy

A P  =  ^ - ( i ? 2 +  tf '2).

Przez przewód zerowy płynie prąd Ip\ 2; aby spadek napię
cia w tym przewodzie był ten sam co w innych przewodach, opor
ność jego musi być proporcjonalnie mniejszą, czyli

zaś przekrój
sf2 =  s., 1 2 .

Wobec tego strata mocy wynosi

\ P = I * - R ,  / l  +  - L ) g £ 0 , 8 5 / 2/?2 .

7]/2 .



Przyrównywając tę stratę do straty mocy przy prądzie jedno
fazowym (wzór II), otrzymamy

0,85 l 2Ro =  2 F R ^,
skąd

R2 =  2,3 R t .

Z tego wynika, że przekrój przewodów powinien być w da
nym przypadku tyleż razy mniejszy, czyli

s2 -- =  0,43 Si .

Wobec tego
s '-2 =  s-21 2 =  0,43 | 2 s , =  0,60 sŁ .

Objętość materjału zużytego wyniesie

v, =  (2 s, +  S'2) / 9S (0,85 +  0,60) s/  ̂  1,45 sŁ/ .

W stosunku do objętości vt (wzór 3) otrzymamy

§  32. Pola w iru jqce.

Osobliwością prądów zmiennych wielofazowych jest powsta
wanie tak zwanego wirującego pola magnetycznego.

Przypuśćmy, że mamy cewkę, przez którą płynie prąd zmien
ny, o wartości chwilowej

i =  Im sin (w t — o) •

W dowolnym punkcie A  przestrzeni o----------
prąd ten (rys. 83) wytwarza pole magne- H
tyczne, którego wartość H  zmienia się 
sinusoidalnie w czasie, zależnie od zmia
ny prądu w cewce.

Jeżeli mamy dwie połączone ze sobą 
cewki, ułożone pod kątem prostym, przez 
które przepływa jeden i ten sam prąd 
sinusoidalny, wówczas każda cewka, w do- ® 
wolnym punkcie otoczenia wywoływać Rys. 83.

HI
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będzie w sposób analogiczny natężenie pola o wartościach Hx 
i Ho- Hi i H2, zmieniając się sinusoidalnie w czasie w sposób 
jednakowy, dają w każdej chwili wypadkową H , która będzie się 
również zmieniać sinusoidalnie, przyczem kierunek jej pozostawać 
będzie stały. (rys. 84).

O t
O
o <

O
o  
o <

I

Rys. 84

Zupełnie odmienne zjawisko otrzymamy przy prądach wielo
fazowych. Jeżeli, naprzykład, mamy układ dwufazowy, wtedy przez 
uzwojenia będą płynąć prądy (przy jednakowem obciążeniu faz)

ix =  Im sin (w i — cp)
oraz

h  =  Im sio (w t — <p — y j ;

w dowolnym punkcie wytworzonego pola magnetycznego natęże
nie pola będzie wypadkową składowych Hx i H , wywołanych 
prądami ix i i2. Wartości tych składowych będą naogół różne 
(rys. 85). Rozpatrzmy chwilę, gdy Hx przybrało wartość najwięk
szą, wówczas H2 =  0. Wypadkowe natężenie pola w takiej chwili 
będzie

H = H X.

W chwili następnej wartość Hx się zmieni, a mianowicie 
zmniejszy się, zaś wartość H2 wzrośnie; wskutek tego wypadkowa H  
zmieni swój kierunek i t. d., obracając się o pewien kąt od poło
żenia pierwotnego. Łatwo zauważyć, że wektor natężenia pola obra
ca się z szybkością częstotliwości prądu zmiennego.

«
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Pole, w którym natężenie zmienia w ten sposób swój kieru
nek, nazywamy p o l e m  w i r u j ą c e m .

Analogicznie otrzymalibyśmy pole wirujące, rozpatrując trzy, 
przesunięte względem siebie w przestrzeni, uzwojenia prądu trój- 

Hij H H, i H

/ H, /
H

/ /

H, --------

h 2 / h 2 Z 7 !h 2

H, H

H2
' h

z '

V

i
F ys. 85.

fazowego. Jak widzimy, warunkiem, koniecznym do powstania 
pola wirującego, jest obecność conajmniej dwóch składowych natę
żenia pola, przesuniętych względem siebie i w czasie i w prze
strzeni.
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Własności wirujących pól magnetycznych są wyzyskane 
w elektrotechnice w silnikach, licznikach indukcyjnych i t. d.

Rozpatrzmy teraz jakie krzywe linje opisuje koniec wektora 
natężenia pola w dowolnym punkcie wirującego pola magnetycz
nego, w niektórych szczególnych przypadkach. Przy prądzie dwu
fazowym z jednakowem obciążeniem faz, będziemy mieli (rys. 86)

>2
Rys. 86.

Z] =  Im sin (co t — <p),

/ * f = —  im  C OS (CO f  —  Cp).

Oznaczając wartości chwilowe natężenia pola, wywołanego
temi prądami, w dowolnym punkcie M  pola przez hr i h2, zaś ich
wypadkową przez h,  będziemy mieli

/?! =  Hm sin (co t — cp),

h2 =  — Hm cos (co t — cp) .

Składowe te są prostopadłe do siebie. Biorąc osie spół- 
rzędnych w ten sposób, aby w punkcie M  był początek, oś X  
była skierowana w prawo w kierunku składowej h -2, zaś oś Y  
prostopadle do góry w kierunku składowej h2, będziemy mieli 
dla końca wektora natężenia pola h następujące spółrzędne

X —  —  Hm COS (co t  —  cp) ,

y  — Hm sin (co t — Cp).

Z tych równań otrzymujemy

x 2+ z/2 =  //„,*.

Jest to równanie koła ze środkiem w początku spółrzędnych
i z promieniem równym Hm. To znaczy, że koniec wektora, któ
rego moduł wynosi Hm, opisuje koło z prędkością kątową co*



Jeżeli przy prądzie dwufazowym obciążenia obu faz są różne, 
ale prądy płynące w fazach są jednakowo przesunięte w fazie 
względem swych sił elektromotorycznych, wówczas

h — ¡i m s in  (co t —  cp),

U =  ---  h m  COS (co t — cp) ,

y  =  h l =  Hlm S in  (co t — cp),

x  =  h.,— — H, m cos (co t — cp),
skąd

•r2 i j t _  =  i 
H\_m ^ H \ m

Jest to równanie elipsy. Koniec wektora h opisuje więc 
z prędkością kątową co elipsę, której półosie równe są Hlm i H2m • 

Przy prądzie trójfazowym, w układzie gwiazdowym z jedna- 
kowem obciążeniem wszystkich faz, mamy

z‘i =  I m s i n  (co t — cp),

h3 - - Hm sin (co t —  cp - f  —  tc\ .
\ 3 / Rys. 87.

Biorąc kierunek hx za oś X ,  zaś prostopadle do niej oś Y  
(rys. 87) i oznaczając rzuty wypadkowego wektora h na osi 
spółrzędnych przez x  i y , będziemy mieli



po podstawieniu wartości /z,, h2 i h3 otrzymamy

x  =  Hm | sin (w t — ®) -

=  Hm Jsin(o) t — <p) — ^

=  Hm jsin (w t — <p) +  -  sin ( o j  f — - p ) {  =  ^ sin ( o j  t —
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sin (to ł — ©— j -f- sin |oj t -  tP_l_ g X)|J

2 sin (w t — ©)cos — n 
3

 L3 uU   -tlrr
2

.1/3

2 2 \1
sin — « +  ' sin |o)i — 9 — 3 ” ) I =

a
=  ' *  Hm • 2 sin  —ic cos ( o j / — ( f )  =  ~ H m  cos (co t — <p),

skąd

koniec wektora h opisuje więc koło z prędkością kątową w; moduł
3

tego wektora, czyli promień koła, wynosi -  Hm.

Przy obciążeniach niejednakowych koniec wektora h opisuje 
naogół złożone krzywe.



ROZDZIAŁ V.

ZJA W ISK A M A G N E T Y C Z N E  PRZY PRADACH 
Z M IE N N Y C H . 

§  33. H isłereza magnetyczna.

Gdy środowisko paramagnetyczne np. żelazo po raz pierwszy 
podlega magnesowaniu, indukcja B  w tern środowisku wzrasta od 
zera do pewnej wartości, zależnie od natężenia pola magnetycz
nego H  lub od wzbudzenia czyli liczby amperozwojów na cm. 
Przebieg indukcji w tym przypadku dają nam na wykresie cha
rakterystyki magnesowania (rys. 88), kształt których zależny jest

od rodzaju środowiska paramagnetycznego. Jeżeli po namagneso
waniu środowiska zaczniemy zmniejszać indukcję przez zmniejsze
nie natężenia pola, wtedy indukcja nie będzie się zmieniała we
dług tej samej krzywej, lecz z pewnem opóźnieniem. Na rys. 89 
wskazany jest przebieg indukcji w przypadku magnesowania i roz- 
magnesowywania środowiska paramagnetycznego. Krzywa O A



jest to krzywa pierwotna, dająca przebieg indukcji w środowisku 
magnesowanym po raz pierwszy. Największa wartość indukcji 
A A '  odpowiada wartości natężenia pola O A'.  Gdy natężenie pola 
zacznie się zmniejszać, indukcja spada według krzywej A C, w ten 
sposób, że przy H — O , B =  OC,  to znaczy, że pomimo zniknię
cia pola magnetycznego w środowisku pozostaje jeszcze tak zwany

czniemy zmniejszać natężenie pola do zera, a następnie znów zmie
nimy kierunek na dodatni, wtedy indukcja będzie miała przebieg 
po krzywej E F G A .  Rozpatrzone zjawisko, polegające na tern, 
że zmiana indukcji opóźnia się względem zmiany natężenia pola, 
nazywamy h i s t e r e z ą  m a g n e t y c z n ą .  Obie krzywe A C D E F G A  
tworzą t. zw. o b i e g  a l b o  c y k l  h i s t e r e z y .  Obieg ten dla róż
nych środowisk ma różny kształt i zależy również od największej 
wartości B, do której doprowadzamy namagnesowanie.

Przy prądzie zmiennym powstaje pole magnetyczne o zmien- 
nem natężeniu; liczba zmian odpowiada częstotliwości prądu zmien
nego. Oczywiście, że w środowisku paramagnetycznem, znajdują- 
cem się w takiem polu magnetycznem, zachodzi zjawisko histe
rezy magnetycznej. Dla przyrostu energji magnetycznej Wm, 
odniesionej do jednostki objętości obwodu magnetycznego, gdy in
dukcja zmienia się od O do B, mamy wzór znany z fizyki

B
A

m a g n e t y z m  s z c z ą t k o w y ,  wobec 
czego indukcja magnetyczna nie staje 
się równa zeru. Zmieniając następ
nie kierunek natężenia pola, zmienia
my indukcję według krzywej C D E 
w ten sposób, że w punkcie D, gdy

p_j B — O natężenie pola H  ma wartość

Rys. 89.

ujemną OD.  Taką wartość natęże
nia pola, która jest potrzebna dla 
sprowadzenia indukcji do zera, na
zywamy n a t ę ż e n i e m  p o w ś c i ą -  
g a j ą c e m  (koercyjnem). Po dopro
wadzeniu indukcji B  do wartości 
ujemnej E E ’ dla H = O E \  gdy za-

B

o

Łatwo jest zauważyć, że całka w tym wzorze odpowiada po
wierzchni O A M  (rys. 90). Możemy więc powiedzieć, że energja 
magnetyczna przy zmianie indukcji od O do i? jest proporcjo



nalna do lej powierzchni. Rozpatrując obieg histerezy, przekona
my się, że energja magnesowania, zachodzącego raz po krzywej 
E F G A ,  drugi raz po krzywej A C D E ,  ma różne wartości; przy 
magnesowaniu zużywamy energję z zewnątrz pobieraną, przy rozma- 
gnesowywaniu otrzymujemy ją z powrotem, lecz w mniejszej ilości; 
zachodzi więc strata energji, która, 
jak wykazały doświadczenia, prze
jawia się w postaci ciepła. Ta strata 
energji, przy jednym całkowitym

obiegu magnesowania, jest proporcjonalna do powierzchni, objętej 
przez obieg histerezy; łatwo to jest sprawdzić, rozpatrując energję, 
odpowiadającą dowolnej zmianie indukcji, np. od B x do B-, (rys. 91): 
energja zużyta przy magnesowaniu po krzywej N M  jest propor
cjonalna do powierzchni P M N Q , zaś energja oddana przy rozma- 
gnesowywaniu jest proporcjonalna do powierzchni P M 'N 'Q ; więc 
strata energji będzie proporcjonalna do różnicy czyli do powierz
chni zakreskowanej M N N 'M ' ;  rozpatrując zmianę indukcji przy 
całkowitym obiegu magnesowania, czyli w granicach od — B  do-j-R, 
znajdziemy w ten sposób, że strata energji przy jednym obiegu 
histerezy jest proporcjonalna do powierzchni, objętej przez ten 
obieg. W elektrotechnice obchodzi nas, przeważnie, strata mocy 
w postaci ciepła, spowodowana zjawiskiem histerezy. Dla obliczenia 
tej straty mamy dwa wzory. Pierwszy wzór Steinmetza

PH —  Tj f  Bm1,G 10-7 watów,

gdzie PH oznacza stratę mocy w jednym cm3 środowiska, /  oznacza 
częstotliwość indukcji, czyli w przypadku otrzymywania pola 
magnetycznego za pomocą prądu zmiennego, częstotliwość tego 
prądu, B m — wartość maksymalną indukcji magnetycznej w rozpa
trywanym środowisku, zaś tj — spółczynnik, zwany s p ó ł -  
c z y n n i k i e m  h i s t e r e z y  m a g n e t y c z n e j ,  który jest zależny
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od materjału; tak, np. dla blachy twornikowej spółczynnik ten 
wynosi od 0,001 do 0,002, dla stali od 0,01 do 0,02,

Drugi wzór, podany przez Richtera, ma postać

gdzie PH, f \  B m mają te same znaczenia, co i w poprzednim 
wzorze Steinmetza, zaś a i p stanowią spółczynniki zależne od 
materjału.

Jak widać, w obu tych wzorach, strata mocy z histerezy jest 
proporcjonalna do częstotliwości indukcji magnetycznej.

Rozpatrzmy teraz jaki wpływ wywiera zjawisko histerezy 
magnetycznej na przebieg prądu zmiennego, powodującego zmienne 
pole magnetyczne. Jeżeli mamy np. cewkę, posiadającą z  zwojów
0 bardzo małej oporności rzeczywistej, bez rdzenia żelaznego
1 przez tę cewkę przepuścimy prąd zmienny o przebiegu sinuso
idalnym, wówczas indukcja magnetyczna w żelazie również będzie 
miała przebieg sinusoidalny; powstanie w-żelazie strumień magne
tyczny, którego wartość chwilową d’* możemy wyrazić wzorem

Pod wpływem tego zmiennego w czasie strumienia powstaje 
w cewce siła elektromotoryczna indukcji własnej, której wartość 
chwilową określamy ze znanego wzoru

z tego wzoru widzimy, że największa wartość siły elektromoto
rycznej indukcji własnej wynosi wzd>m i że ta s i ł a  e l e k t r o 
m o t o r y c z n a  j e s t  o p ó ź n i o n a  w fazie względem w y w o ł u 
j ą c e g o  j ą  s t r u m i e n i a  o kąt prosty. Jeżeli rozpatrywany 
strumień powoduje powstanie siły elektromotorycznej, to naodwrót 
dla otrzymania takiego strumienia musimy z zewnątrz dać napięcie, 
które w każdej chwili będzie

watów,

d>f =  d>m sin w t .

d&t * , I . ke — — z  =  — co z <Pm cos w t =w  z  «Pm sin Iw t —

u — — e

czyli u =  — wz<Pmsin =  w z  «P,,, cos u>t =



Jak widzimy, napięcie z zewnątrz przyłożone jest przyśpieszone 
w fazie względem strumienia magnetycznego o kąt prosty, czyli 
s t r u m i e ń  m a g n e t y c z n y  j e s t  o p ó ź n i o n y  w f a z i e  o k ą t  
p r o s t y  w z g l ę d e m  w y w o ł u j ą c e g o  g o  n a p i ę c i a .  W przy
padku powstawania siły elektromotorycznej indukcji własnej, stru
mień magnetyczny jest przyczyną, zaś siła elektromotoryczna 
skutkiem, w drugim przypadku przyczyną jest napięcie, zaś skutkiem 
jest strumień magnetyczny; widzimy więc, że w rozpatrywanem 
zagadnieniu s k u t e k  j e s t  o p ó ź n i o n y  w z g l ę d e m  p r z y 
c z y n y  o k ą t  p r o s t y .

Z ostatniego wzoru wynika, że maksymalna wartość Um na
pięcia z zewnątrz przyłożonego wynosi

Um =  MZ $>m — 2 r . f z  ; (1)

wprowadzając wartość skuteczną U tegoż napięcia, będziemy mieli

U \ 2  =  2 T . f z  <ł>ra,
skąd

U = V 2 r . f z < K ,

ponieważ \ 2 tz w przybliżeniu równa się 4,44, zaś dla wyrażenia 
napięcia w woltach należy prawą stronę ostatniego wzoru pomnożyć 
przez 10-8, otrzymamy wzór praktyczny, w elektrotechnice używany,

£ / =  4 ,4 4 /z«!»™ 10~8 woltów (2)
lub

4>m=  Y . Y i  makswelów (3)4,44 f z

i tak samo dla siły elektromotorycznej indukcji, powstającej pod 
wpływem strumienia magnetycznego i* , będziemy mieli w jedno
stkach bezwzględnych

Em — 2itfz<t>m , (4)

E  =  \ 2
zaś w woltach

E =  j /2 ~ /z  <$>m 10-8 =  4,44/z<i>m10~8 woltów. (5)

Ponieważ strumień 4>m opóźniony jest w fazie względem na
pięcia U o kąt prosty, tak samo jak i prąd przy oporności induk
cyjnej, wnioskować możemy, że prąd I ,  przepływający przez cewkę
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jest w fazie ze strumieniem <ł>. Prąd ten I  nazywamy prądem 
wzbudzającym lub magnesującym.

Rozpatrzmy, jaki jest przebieg prądu magnesującego w po
równaniu z przebiegiem indukcji lub strumienia magnetycznego, 
gdy w cewce jest rdzeń żelazny, a więc w obecności zjawiska 
histerezy magnetycznej.

Strumień <1>, z biegiem czasu ma przebieg sinusoidalny; prąd 
magnesujący O' L ’ (rys. 92), odpowiadający krzywej pierwotnej 
indukcji O A, jest w fazie ze strumieniem, natomiast przy na-

stępnem magnesowaniu wskutek histerezy zachodzi przesunięcie 
fazy prądu względem strumienia, przyczem krzywa prądu staje 
się odkształcona.

Krzywa K' M’ D’ I!  odpowiada krzywej indukcji C M D A ,  zaś 
krzywa L ' N ' F '  — krzywej indukcji A N F ,  0'D’ =  O D , punktom 
M  i N  (prąd równy zero) odpowiadają punkty M' i N ’ na krzy
wej prądu i t. d. Widzimy, że wobec zjawiska histerezy krzywa 
prądu K' D' L' N'  jest odkształcona i przesunięta w fazie wzglę
dem strumienia w ten sposób, że prąd wyprzedza w fazie stru
mień. Prąd ten możemy rozpatrywać jako sumę dwóch prądów: 
takiego, który idzie na magnesowanie, jest to prąd wzbudzający 
czyli magnesujący i mg, oraz prądu, idącego na wytworzenie ciepła, 
wywołanego zjawiskiem histerezy, oznaczmy go przez ih ■

l  —  im  g  —l”  ih



Dla przybliżonych rozważań wprowadzamy zamiast prądu 
odkształconego prąd zastępczy sinusoidalny, mający tę samą war
tość skuteczną, co istniejący prąd i takie przesunięcie w fazie 
względem napięcia, aby moc czynna prądu sinusoidalnego była 
równą mocy, wytwarzającej ciepło hi- 
sterezy; wówczas wartość skuteczną /  
takiego zastępczego prądu sinusoidalnego 
możemy rozłożyć na sumę geometryczną 
prądu magnesującego Img i prądu Ih, idą
cego na wytwarzanie ciepła histerezy, 
czyli

I   I  mg “ f“  I  h •

Pierwszy prąd I mg jest w fazie ze 
strumieniem, drugi zaś Ih (czynny) jest 
w fazie z napięciem

Oba te prądy i prąd wypadkowy 
przedstawione są na rys. 93.

Oznaczając kąt odchylenia prądu od 
strumienia z powodu histerezy przez a , widzimy, że
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Rys. 93.

oraz
Ih =  I  sin o.

I'mg I COS ,

kąt o. nazywamy k ą t e m  h i s t e r e z y .  Jest on tern większy im 
większy jest wpływ histerezy. Mnożąc U przez Ih , otrzymamy moc 
prądu, straconego na histerezę Ph , czyli

Ph =  U Ih — U I  sin a  .

§  34. Prqdy w irowe.

W masach metalowych, znajdujących się w zmiennem polu 
magnetycznem, powstają prądy indukcyjne, mające naogół różne 
kierunki i tworzące jakby wiry w tych masach. Prądy te, spo
strzeżone przez fizyka Foucault, zwane są prądami wirowemi lub 
prądami Foucaulfa; wytwarzają one ciepło i powodują w ten 
sposób stratę mocy. Straty te naogół można obliczyć tylko w przy
bliżeniu, zakładając, że mają one przebieg prawidłowy i że induk
cja magnetyczna we wszystkich punktach rozpatrywanej masy ma 
jednakową wartość. W elektrotechnice musimy się liczyć prze-

T eo rja  p rą d ó w  zm ien n y c h  9
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ważnie ze stratami mocy, powstającemi w środowiskach parama
gnetycznych, gdzie indukcja magnetyczna osiąga największe war
tości, a więc głównie w masach żelaznych w postaci okrągłych 
drutów lub blachy. Ograniczymy się więc tylko do tych dwóch 
przypadków.

Rozpatrzmy kawałek okrągłego drutu o długości 1 cm. i gru
bości d cm., znajdującego się w zmiennem polu magnetycznem

(rys. 94). Indukcja magnetyczna, a więc 
i strumień mają kierunek prostopa
dły do płaszczyzny przekroju po
przecznego i równoległy do osi czyli 
do długości tego drutu. Podzielmy 
cały drut na nieskończenie wielką 
liczbę walców o ściankach nieskoń
czenie małej grubości d x , mających 
jedną i tę samą oś. Rozpatrując je
den z takich walców w odległości 
x  od osi, otrzymamy obwód zam
knięty o długości 2 r.x cm i przekro
ju dx  • 1 =  dx  cm2. Pole, objęte tym 

obwodem wynosi r. x 2. Zakładając, że pole magnetyczne, w którem 
się znajduje rozpatrywany kawałek drutu, jest jednostajne i ozna
czając przez B m maksymalną wartość indukcji w dowolnym punk
cie, otrzymamy dla maksymalnej wartości strumienia, objętego roz
patrywanym obwodem, wzór

d> _  -  „2 R^  x m —  ^  ^  m •

Oznaczając przez Ex wartość skuteczną siły elektromotorycz
nej indukcji, powstającej w obwodzie pod wpływem tego strumie
nia, będziemy mieli na podstawie wzoru (5)

Ex =  4,44 /  4»., 10 ~ 8 woltów,
albo

Ex =  4,44 / Ti x 2 B m 10 ~ 8 woltów.

Oporność rozpatrywanego obwodu wynosi

gdzie p oznacza oporność właściwą metalu drutu. Strata mocy 
w postaci ciepła wyniesie



Dla znalezienia strat w kawałku drutu o długości 1 cm wzór 
ten należy scałkować w granicach zmiany x, czyli od zera do d/2. 

Otrzymamy

Br 1-16  _  A  ^ l /2 
32 p2 i o - 16 =  ~  B J  d410-1C watów.

Dla otrzymania straty mocy na 1 cm3 objętości żelaza, mu-
r.d-simy ostatni wyraz podzielić przez - g - ;  więc strata na 1 cm3 że

laza wynosi

P '-i m jy —  B m2 d210-16 watów.
8  p

Dla określenia straty mocy, zachodzącej w blasze, rozpatrzmy 
kawałek blachy o długości 1 cm i o przekroju poprzecznym nastę
pujących wymiarów: grubość d  cm i szerokość 1 cm (rys. 95). 
Indukcja magnetyczna ma kie- A
runek prostopadły do płaszczyz
ny przekroju i wartość jednakową 
we wszystkich punktach.

Podzielmy rozpatrywany ka
wałek blachy na nieskończenie 
cienkie blaszki o grubości dx.
Dwie takie blaszki, rozmieszczone 
symetrycznie po obu stronach linji 
środkowej A B  w dowolnej odle
głości łącznie z bokami, mo
żemy rozpatrywać jako obwód 
a b  c f  dla prądu, powstającego 
pod wpływem siły elektromoto
rycznej indukcji. Pole objęte tym 
obwodem wynosi 2x  cm2, więc od
powiedni strumień magnetyczny będzie

4>.vm =  2x  B m ,
wobec tego siła elektromotoryczna indukcji, powstająca w tym 
obwodzie będzie

Rys. 95.

Ex — 4,44 /  2x Bm 10-8 woltów.
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Długość obwodu możemy w przybliżeniu przyjąć równą 2 cm, 
nie uwzględniając krótkich boków o długości 2 x \  przekrój obwo
du prądowego wynosi dx  • 1 =  dx  cm3; wobec tego oporność będzie

Strata mocy w rozpatrywanym obwodzie wynosi
\

E x2 40 f -  Bm x 2 dx  10~16d Px =  =  — -------------------------- watów.
tix P

Stratę mocy dla całego kawałka blachy otrzymamy, całkując 
wzór ten w granicach na ^  od 0 do d/2, czyli

f i  40 f 2B m2x 2dx  10- 16_ 40 f B j  1Q_ 16 
J P P0

=  1 0 - l t  =  6 w a t ó w  
p • 2 4  3  p

Dla określenia straty mocy na 1 cm3 objętości blachy musi
my podzielić powyższy wzór przez objętość rozpatrzonego kawałka 
czyli przez t f X l X l  =  d ;  w ten sposób strata mocy na 1 cm* 
wyniesie

P'w =  |  j  f 1 B J  10 -16 watów.

Z wyprowadzonych wzorów na stratę mocy z prądów wiro
wych widzimy, że straty te są proporcjonalne do kwadratu czę
stotliwości /  oraz do kwadratu indukcji magnetycznej B m i są od
wrotnie proporcjonalne do oporności właściwej metalu, z którego 
sporządzone są drut lub blacha.

Przy dużych masach żelaza w zmiennem polu magnetycznem 
otrzymalibyśmy bardzo znaczne straty z prądów wirowych, szcze
gólnie przy znacznej grubości drutu lub blachy. W celu zmniej
szenia tych strat ćobimy zazwyczaj rdzeń żelazny nie z jednoli
tego kawałka, lecz z cienkich drutów lub też blach, przekładanych 
izolacją (np. dobrym suchym papierem lub lakierem). Również, 
w celu zmniejszenia strat z prądów wirowych, używamy zamiast 
czystego żelaza, stopów czyli aljaży np. żelaza z domieszką krze
mu. Oporność właściwa takich stopów jest większa od oporności 
właściwej żelaza i przez to straty mocy na prądy wirowe są 
mniejsze.



Gatunki żelaza pod względem strat z histerezy i prądów wi
rowych często określamy za pomocą t. zw. s t r a t n o ś c i  m a g n e 
t y c z n e j ,  rozumiejąc pod tą nazwą straty powyższe, wyrażone 
w watach na 1 kg żelaza, otrzymywane przy B„, =  10000 gausów, 
f  —  50 okresów na sek., przy temperaturze 30° C. Dla żelaza czy-

W  Wstego ta stratność wynosi od 2 — 4 — , dla aljaży od 1 — 2 —  .

Oba zjawiska rozpatrzone: histereza i prądy wirowe powstają 
jednocześnie i nierozłącznie. Za pomocą pomiarów, możemy okre
ślić całkowitą stratę mocy. Dla obliczenia, jaka część strat przy
pada z prądów wirowych, jaka zaś z histerezy, rozumujemy w spo
sób następujący: ze wzoru (2)

*  U l ° S ^  Tl
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4,44 f z

widzimy, że dla osiągnięcia warunku, aby d>m lub, co na jedno 
wychodzi, B,„ miały wartość stałą przy zmianie f ,  musimy dla 
stałej liczby zwojów z  w jednakowym stosunku zmieniać napięcie 
U i częstotliwość /  prądu, służącego do badań. Gdy B — const,  
straty z prądów wirowych i histerezy dla danego materjału będą 
zależne tylko od częstotliwości, a mianowicie

PH— k l f  oraz Pw =  k . f ,

gdzie k x i k,  stanowią w tym przypadku stałe spółczynniki. 
Całkowita zaś strata

P =  P h +  P, „ = * ! / +  k , f -

Strata, przypadająca na jeden okres prądu zmiennego, będzie

— — ki -j- ko f ‘

Mierząc całkowite straty w badanym materjale przy rozmai
tych częstotliwościach, lecz przy stałej wartości indukcji magne
tycznej i dzieląc te straty przez liczbę okresów, możemy rezultaty 
przedstawić na wykresie (rys. 96).

Na osi odciętych odkładamy wartości częstotliwości /  — na 
p

osi rzędnych straty y  =  k l - \ - k i f,  otrzymamy wówczas prostą MN.

Jasnem jest, że O M  — k r i że prosta MP,  przeprowadzona rów
nolegle do osi odciętych, daje nam wartości strat z histerezy,



przypadające na jeden okres. Różnica rzędnych punktów, leżą
cych na prostych M N  i MP,  daje nam straty z prądów wirowych, 
również obliczone na jeden okres.

Np.
A B  =  k 1+ k i'

przedstawia stratę na jeden okres z prądów wirowych i histerezy* 
dla wartości f — O A ; stanowi stratę z histerezy, zaś A / — 
z prądów wirowych.
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Przytaczamy parę przykładów.
Dla blachy twornikowej przy B m =  10000 gausów oraz czę

stotliwości /  =  50 okresów na sek.

straty ¿>„ =  2,25 W/kg

Pu, =  1,31 W/kg 

razem P  = 3 ,5 6  W/kg; 

dla blachy aljażowej przy tych samych wartościach B m i /

Ph — 1,78 W/kg 

=  0,18 W/kg 

P  = 1 ,9 6  W/kg.
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§  35. O bw ody m agnetycznie sprzężone. Transform ator
pow ietrzny.

Przypuśćmy, że mamy dwa obwody, zawierające uzwojenia 
(rys. 97), pierwotny i wtórny; przez obwód pierwotny płynie prąd 
/'i, we wtórnym zaś powstaje prąd i2 przez indukcję. Mówimy, że 
takie obwody są sprzężone magnetycznie. Obwody magnetycznie 
sprzężone dają możność zmiany napięcia i natężenia prądu za po
mocą odpowiedniej zmiany liczby zwojów. Zespół uzwojeń tego ro
dzaju nazywamy naogół transformatorem, służy on do przetwarzania 
prądu zmiennego jednego napięcia na prąd o innem napięciu.

Transformatory bywają powietrzne lub z rdzeniem żelaznym, 
zależnie od tego, czy uzwojenia znajdują się w powietrzu, czy też 
zawierają w sobie masy żelazne. Rozpatrzmy najpierw transfor
mator powietrzny.

Oznaczmy oporność pierwotnego uzwojenia przez R lf jego 
indukcyjność własną przez Lx, całego zaś obwodu wtórnego przez 
R.2 oraz L.2; indukcyjność wzajemna obu obwodów niech będzie M.

Na zasadzie znanych wzorów, oznaczając przez wartość 
chwilową napięcia, z zewnątrz przyłożonego do uzwojenia pierwot
nego, możemy napisać

Wprowadzając zamiast wartości chwilowych wartości skutecz

r

R.
L,

Rys. 97.

oraz
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ne, przepiszemy te wzory symbolicznie

U = R X I ; + y c o i 1 Ą + y  03 M l  (6)
oraz

O  =  R012 - j - y  co L, i ,  - f  y  toM/j . (7)

Z ostatniego wzoru otrzymujemy

y tO il/ /j ==--- (/?2 “j- /  w *

/ ,  A f  y  co M  M  & M  to A f

to L , , . i?-.
to M  1  ̂ co M

Stąd znaleźć możemy odrazu wartość (moduł) stosunku prądów 
/ Ł i / 2 oraz kąt przesunięcia fazy o pomiędzy niemi. Mianowicie

i  =  - s V l W f - w .
skąd

   to M

zaś
. - i?-.
t g ° = -  . . ¿ 7 ’

przyczem 90° 3 180°;
gdy

R 2 — 0, tg o =  0 i o =  180°;
czyli wektory, wyobrażające prądy I x i / 2, byłyby w tym przypadku 
skierowane w kierunkach przeciwnych sobie.

Zobaczmy teraz, jaki jest stosunek prądu I { do napięcia Ux • 
Podstawiając ze wzoru (7)

f  =  t
i ? 2 + y t o L 2 ‘ ^

do wzoru (6), otrzymujemy

U , - R t ̂  + y t o  Lx f x +  &

f / z? i / fn r | (/?2 — ytoX2)to2 i i /2 ( 
-  71 + /  “  ¿i H y?22 to2 [ T  |



Łącząc razem liczby rzeczywiste i urojone, otrzymamy
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UA = / i U i co Li 0oi Z2) (o) itO2
R \  +  (w ¿o)2 i*

Z tego wzoru widzimy, że wyraz, stojący w głównych nawia
sach, stanowi oporność pozorną obwodu pierwotnego z uwzględ
nieniem indukcyjnego wpływu obwodu wtórnego. Oporność rze
czywista jest tu zwiększona o

R-, (oj M)2
tf22 +  (co L±)2

zaś oporność urojona zmniejszona o

(w l2) (w M Y  
R \ + ( < » L 2y

To samo zagadnienie możemy rozpatrzeć na wykresie, przed
stawiając najpierw wzór (7), następnie wzór (6). Wykres taki daje 
również możność obliczenia dwóch wielkości z trzech: , / 2,
gdy jedna jest wiadoma.

Rys. 98.

Za oś początkową obieramy kierunek prądu wtórnego I , ,  
upełnie zresztą dowolny (rys. 98). Od punktu O odkładamy 
7 tym kierunku odcinek O A  =  / ,  R2 . Do tego odcinka O A dodać
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musimy geometrycznie pod kątem prostym naprzód odcinek 
A B  =  j  w ¿o Ii • Wektor zamykający będzie

O B ------ j  M  I1.

Wektor OBi — jii>MI1 będzie miał wobec tego kierunek 
odwrotny; w ten sposób otrzymujemy wartość w M 7X, a więc 
i wartość Ix. W celu wykreślenia wektora O C =  R 1 Ix cofamy się

o kąt wstecz od OBx. Następnie od punktu C dodajemy do 
&

wektora OC pod kątem prostym naprzód odcinek CZ)=y‘wZl / 1. 
Od punktu D w kierunku równoległym do AB  odkładamy wektor 
D F = j o ) M I 2. Wektor zamykający OF przedstawia napięcie Ut 
z zewnątrz przyłożone.

Jeżeli w obwodzie nie uwzględniamy rozproszenia, wtedy

M- =  L j L , .

Jeżeli zaś rozproszenie uwzględniamy, wówczas

M =  =  k  \/t ^l 7,
V °1 °2

gdzie wielkości ox i o2 oznaczają spółczynniki rozproszenia Hop- 
kinsona dla obwodów pierwotnego i wtórnego.

Spółczynnik

V °1 a2

nazywamy s p ó ł c z y n n i k i e m  s p r z ę ż e n i a  m a g n e t y c z n e g o .
W przypadku, gdy niema rozproszenia, k =  1; w dobrych 

transformatorach technicznych (z żelazem) k  wynosi od 0,99 do 
1 czyli 99 do 100% • W małych transformatorach powietrznych 
k  wynosi niekiedy zaledwie 0,1 % •

§  36. Transform ator z rdzeniem  żelaznym.

Przypuśćmy, że mamy dwa uzwojenia na wspólnym rdzeniu 
żelaznym, czyli transformator z rdzeniem żelaznym; pierwsze 
uzwojenie niech ma z x, drugie z 2 zwojów. Jeżeli oznaczymy war
tość chwilową zmiennego strumienia magnetycznego, powstają
cego pod wpływem przechodzącego prądu zmiennego w każdym 
zwoju 1-go uzwojenia przez <ł>, i założymy najpierw, że niema



rozproszenia magnetycznego, wtedy w obu uzwojeniach powstają 
siły elektromotoryczne indukcji o wartości chwilowej
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e1=  — Zi —d&t
1 d t

oraz

Stosunek

d<S>t
e' = ~ Z' - d t '

—  =  (8)
2̂ *2

nazywamy p r z e k ł a d n i ą  t r a n s f o r m a t o r a .
Oznaczmy przez /„ prąd, który musimy przepuścić przez 

uzwojenie pierwotne, aby otrzymać strumień magnetyczny czyli 
wzbudzenie magnetyczne, wywołujące siłę elektromotoryczną induk
cji w drugim obwodzie, z uwzględnieniem strat z prądów wirowych 
i histerezy magnetycznej; prąd ten możemy nazwać prądem ma
gnesującym. Oznaczmy następnie prąd, powstający we wtórnem
uzwojeniu, przez 4 .  Wówczas moc prądu we wtórnem uzwojeniu 
wyrazi się jako iloczyn e24*  Aby ją otrzymać musimy w pierwot- 
nem uzwojeniu oprócz prądu 4  mieć prąd i \  , którego moc =  e 1 i \  .

Moc, oddawana w pierwszym uzwojeniu przez prąd czynny, 
powinna się równać mocy, pobieranej we wtórnym uzwojeniu.

Wobec tego
ei i \  =  — e2 z2. (9)

Całkowity prąd 4 ,  jaki będzie przepływał w pierwszym ob
wodzie, stanowi sumę prądów 4 oraz i \ , czyli

4  —  4  +  i \  • (10)

Ze wzoru (9) z uwzględnieniem wzoru (8), mamy

ex  ___4 _
e2 i \  z  2

skąd
■Zi i \  +  Zo 4  =  0.

Podstawiając tu zamiast i \  jego wartość ze wzoru (10), 
otrzymujemy

*i (4 — 4) +  z2 4 =  0,
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lub inaczej
z  1 il +  z x 4 =  ZX U •

Słowami możemy to wyrazić tak. Suma amperozwojów pier
wotnego i wtórnego uzwojenia powinna się równać amperozwo- 
jom prądu magnesującego, przepływającego w pierwszym uzwojeniu.

Z ostatniego wzoru możemy napisać

.
— i0 * ’z i

Oznaczmy wyraz — 2— i2 przez i'o.
z i

Iloczyn z 2 4  stanowi amperozwoje wtórnego uzwojenia; one 
są podzielone przez liczbę zwojów pierwszego uzwojenia. Prąd i'.2 
można więc określić jako prąd wtórny, zredukowany do uzwoje
nia pierwotnego i wzięty ze znakiem — .

Wobec tego możemy napisać

4  =  4  +  iV  11

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy uwzględniamy rozproszenie 
magnetyczne. Oznaczmy wartości chwilowe strumienia magnetycz
nego wspólnego dla obu obwodów przez strumień rozprosze
nia pierwotnego obwodu przez 4>r l , zaś strumień rozproszenia 
obwodu wtórnego przez d>r2. Całkowity strumień, objęty przez 
uzwojenie pierwotne, będzie miał wartość

<S>t +  <ł>r i ,

zaś przez uzwojenie wtórne

<kr2.

Siła elektromotoryczna indukcji, powstająca w pierwszem 
uzwojeniu, będzie miała wartość

d<bt d<l>rl— z t ---- z 1   7
d t  d t

zaś w drugiem uzwojeniu

d<\>t d<i\2— z2 --------- z 2-------- •
d t  d t

Rozproszenie zachodzi przeważnie w powietrzu. Strumień
rozproszenia w tym przypadku jest proporcjonalny do prądu,



przepływającego w obwodzie. Oznaczmy indukcyjność od strumie
nia rozproszenia w pierwszem uzwojeniu przez Lr l , zaś w drugiem 
przez Lr2, będziemy mieli

(̂ r 1 =  Lr i ii",
. d>r 2 =  Lrl L •

Biorąc pochodne tych strumieni względem czasu i mając na 
uwadze, że w rozpatrywanym przypadku Lrtoraz Lr2 mają wartości 
stałe, otrzymamy

d<f>r, __ r d h .  
dt dt ’

d  <I>rl _  d i\ -
** d t  ri d t  '

Oznaczmy przez ux wartość chwilową napięcia z zewnątrz 
przyłożonego do pierwotnego uzwojenia, przez R l jego oporność 
rzeczywistą (rys. 99), przez Lr, indukcyjność rozproszenia oraz z x
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Rys. 99.

ilość zwojów. Dla uzwojenia wtórnego te same wielkości niech 
mają wartości R 2 , Lr2, z 2; następnie niech u2 oznacza napięcie na 
zaciskach odbiornika, włączonego do wtórnego uzwojenia. Oba uzwo
jenia znajdują się na rdzeniu żelaznym.

Według prawa ¡Ohma w każdej chwili musi zachodzić zależ
ność następująca

d  <ł>t dix _
Ul 1 dt ‘ dt  1 1

oraz
d <ł>, r di2

— Lr> J  =  i  R '- +  «2 •2 dt 2 dt
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Rozwiązując te równania 
względem ux i u.,, otrzymujemy

d . , T dix
Ul~ Zl dt 1 1  + Lr'd t

oraz

d<l>, tfz2
0 . ^ 2= — z,  — ---------l2R 2— Lr2- j j . .

Przechodząc od wartości 
chwilowych do wartości skutecz
nych, możemy symbolicznie 
przepisać powyższe wzory w 
sposób następujący

U ^ —Ą + I i i R t + J n L r , )  ( 12),

U2 =  E, — I2 (tfo+y w L J  (13); 

zaś wzór (11) w postaci

gdzie

*i

Wykreślnie wzory te mo- 1 
żemy przedstawić jak na rys. Rys. 100.
1 0 0 .

Za oś początkową bierzemy kierunek strumienia d>.
Jak wiemy, SEM indukcji jest w fazie opóźniona o kąt pro

sty względem strumienia magnetycznego; wobec tego — Ex , wcho
dzące we wzorze (12), odkładamy pod kątem prostym naprzód (do 
góry), zaś -j- E2 pod kątem prostym wstecz (wdół).

Niech np. prąd I.2 będzie opóźniony w fazie względem E2. 
Prąd magnesujący /<, ze względu na straty z histerezy i prą

dów wirowych jest przesunięty w fazie względem strumienia d> 
o pewien kąt a. Do tego prądu dodajemy geometrycznie prąd I \  
w kierunku przeciwnym do prądu / 2 i otrzymujemy prąd I x.

Do wektora — Ex dodajemy geometrycznie R XI X +  j  w L rJ x ; 
suma geometryczna będzie wektorem napięcia pierwotnego Ux.
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Odejmując geometrycznie od wektora E2, czyli dodając w kierunku 
przeciwnym, wektory I2 R 2 oraz j  oj Lr, I2, otrzymamy napięcie na 
zaciskach wtórnych Ł/o.

ojL, ujL,

r - JiTLruiP-̂ ggMv r -aruinr— ttcmm

u,

B
Rys. 101.

Jeżeli we wzorach (12) i (13) założymy El — — E 2, to możemy 
te wzory otrzymać ze schematu, przedstawionego na rys. (101).

§  37. Praktyczne znaczenie transform atorów .

Gdy chodzi o przesyłanie energji elektrycznej na znaczne 
odległości, staramy się osiągnąć jaknajmniejsze straty.

Zwykle zgóry oznaczamy dopuszczalny spadek napięcia lub 
dopuszczalną stratę mocy w procentach. Jeżeli mamy do przenie
sienia pewną moc P  przy napięciu U, to spadek napięcia A U 
i strata mocy A P  będą określone wzorami

A U =  I R ,

A P  =  P  R .

Oporność przewodu podwójnego o długości l i przekroju s 
wynosi

gdzie p oznacza oporność właściwą materjału przewodu. 
Wobec tego

\ u = , ^  ; AP = P f * i
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Z tych wzorów obliczamy potrzebny przekrój przewodu

I?  ‘2 Z .. I 2 p 2 /s = --------  albo s =  — 5-----•
A U AP

Przy prądzie zmiennym moc prądu 

P =  U I  cos .

Dla stałego, zwykle z góry określonego spółczynnika mocy 
cos cp, moc P  zależy od dwóch zmiennych wielkości U i I-

Gdy powiększamy napięcie np. n razy, to prąd dla otrzyma

nia tej samej mocy P  powinien mieć wartość — . Spadek napięcia

pozostawimy procentowo taki sam, będzie więc on n razy większy 
czyli n A U. Podstawiając wartości te do poprzednich wzorów 
otrzymamy

I ? 2 ls —- ------------•
n2 A U

Ten sam wynik otrzymamy, pozostawiając taką samą procen
tową stratę mocy, mianowicie

I 2p2 ls — ---- i •
n2 A P

Widzimy, że w tym przypadku przekrój przewodu będzie nr 
razy mniejszy. Tyleż razy zmniejszy się również objętość mater- 
jału zużytego na przewody. Przy prądzie stałym, w celu zwię
kszenia napięcia musielibyśmy wziąć prądnicę na wyższe napięcie, 
a dla bardzo wysokich napięć takich prądnic zbudować nie mo
żna. Przy prądach zmiennych natomiast zastosujemy do tego celu 
transformatory, które nie wymagają żadnej obsługi i można je 
konstruować łatwo, wobec braku ruchomych części, na bardzo wy
sokie napięcia.

§  38. Układ Scotta.

Układ ten, zawierający dwa transformatory jednofazowe, daje 
możność otrzymać prąd dwufazowy z prądu trójfazowego lub od
wrotnie.

Na rys. 102 koniec pierwotnego uzwojenia pierwszego trans
formatora połączony jest ze środkiem pierwotnego uzwojenia dru
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giego transformatora; końce 1, 2 i 3 połączone są ze źródłem prą
du trójfazowego. Wtedy napięcie między zaciskami C i D pier
wotnego uzwojenia 2 -go transformatora będzie równe napięciu

3 C

B ilc Di °—'SAAAAAAAAAAA/'—«—

Rys. 102.

międzyprzewodowemu prądu trójfazowego U, zaś napięcie między 
zaciskami A  i B  pierwotnego uzwojenia 1-go transformatora bę- 

j/3dzie równe —  U, jak to wynika z rys. 103 gdzie A B =  y A C2— CB2 =

V'— 1 /  u * - ~ = ł £ u .

To ostatnie napięcie jest przesunięte 
względem napięcia BC  o 90n. Aby otrzymać 
jednakowe napięcia na zaciskach wtórnych 
uzwojeń obu transformatorów trzeba odpo
wiednio dobrać liczbę zwojów; mianowi
cie, jeżeli dla transformatora II stosunek 
liczby zwojów wtórnego uzwojenia do liczby 
zwojów pierwotnego wynosi m, to stosunek

ten dla transformatora I powinien wynosić

\D

Rys. 103.

2-7=  m.  
V/B

Otrzymujemy w ten sposób na zaciskach A' B'  i C’ D' napię
cia prądu dwufazowego. Odwrotnie, mając prąd dwufazowy na 
zaciskach A' B'  i C  D', otrzymamy pomiędzy zaciskami A i C, 
C i D, A  i D napięcia prądu trójfazowego.

T e o r j a  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  10



ROZDZIAŁ VI.

ZJAW ISKA Z A C H O D Z Ą C E  W  PR ZEW O D A C H  
I W  DIELEKTRYKACH PRZY PRĄDZIE Z M IE N N Y M . 

§  39. Z jaw isko  naskórkowości.

Przy prądzie stałym gęstość prądu w poprzecznym przekroju 
przewodu jest rozłożona równomiernie, to znaczy ma tę samą 
wartość we wszystkich punktach przekroju. Przy prądzie zmien
nym wytwarza się wewnątrz przewodu zmienne pole magnetyczne, 
które powoduje nierównomierny rozkład gęstości prądu w poprzecz
nym przekroju przewodu, a mianowicie, gęstość się zwiększa w kie
runku od ośi przewodu do jego powierzchni. Zjawisko to nazy
wamy n a s k ó r k o w o ś c i ą  (Skineffektł.

Zbadajmy rozkład gęstości p rą
du w prostolinijnym przewodzie,
0 okrągłym przekroju, ograniczając 
się do niewielkiej jego długości, zdała 
od jego końców. Dla uproszczenia 
zagadnienia wprowadzimy zamiast 
wartości chwilowych wartości sku
teczne rozważanych wielkości sinu
soidalnie zmiennych w czasie.

W ten sposób będziemy mieli 
do czynienia z funkcjami tylko jednej 
zmiennej: odległości od osi przewo
du. Rozpatrzmy w dowolnej odle
głości x  od tej osi (rys. 104) warstwę cylindryczną o długości
1 cm i nieskończenie małej grubości d x .  Gdy przez przewód 
przepływa prąd zmienny, powstaje zmienne pole magnetyczne 
i w dowolnym punkcie, na powierzchni rozpatrywanej warstwy, 
natężenie pola magnetycznego będzie miało pewną wartość sku
teczną, którą oznaczymy przez Hx .

Rys. 104.
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Wektory tego natężenia pola leżą w płaszczyznach prostopa
dłych do osi przewodu i są styczne do kół, otrzymywanych w po
przecznym przekroju. Część prądu, przepływającego przez prze
krój o promieniu x  i powodującego natężenie pola Hx , oznaczmy 
przez Ix . Zarówno Ix jak i Hx będą funkcjami odległości x. Dzia
łanie magnetyczne prądu Ix jest takie, jakgdyby cały ten prąd 
płynął wzdłuż osi przewodu; przyczem, w rozpatrywanym przy
padku prostolinijnego przewodu,

H , J ^ .

jeżeli Ix wyrażamy w jednostkach bezwzględnych; 
czyli

W

Niech gęstość prądu w przekroju warstwy wynosi a . Prąd, 
przepływający przez cienką warstwę będzie d l x , a ponieważ prze
krój tej warstwy wynosi 2 r. x  d x , przeto

a • 2 K x d x  =  d I x ,
skąd

a - — —  . (2)2 k x  dx  K ’

Ze wzoru (1) mamy

d I * =  I  ( H x +  x dHxdx  2 \ dx

podstawiając tę wartość do wzoru (2), otrzymamy

4r * a =  Hx 4- * • (3)

Indukcja magnetyczna na powierzchni warstwy będzie B x =  
=  ¡i Hx , gdzie [J- oznacza przenikalność magnetyczną metalu z któ
rego przewód jest sporządzony. Dla metali magnetycznie oboję
tnych, jak np. miedź, aluminjum i t. p., przenikalność ma wartość 
stałą i praktycznie może być przyjęta równą jedności.

Strumień magnetyczny w warstwie o przekroju dx  • 1 cm2 
wyniesie

d d> .v =  Bx dx — [J- Hx d x .
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Pod wpływem tego strumienia powstaje siła elektromoto
ryczna, której wartość skuteczna według wzoru (4) z § 38 wynie
sie w jednostkach bezwzględnych

dE =  2 r. f d  d> r ;

ponieważ siła elektromotoryczna jest opóźniona w fazie względem 
strumienia o 90°, przeto, traktując te wielkości symbolicznie, napi
szemy

d E = — j 2 n f d & x ,

lub podstawiając wartość d$>x ,

dE =  — j  2iz / >  Hx dx .

Rozpatrując przekrój warstwy wzdłuż 
osi przewodu (rys. 105), możemy rozumować 
w sposób następujący: przez jeden bok A B 
płynie struga prądu di = a ds, gdzie ds sta
nowi element przekroju; przez drugi bok CD 
w tym samym kierunku płynie struga prądu 
di  -j- d (di); oporność każdego boku wyno

si l » gdzie p oznacza oporność właściwą

metalu. Stosując do rozpatrywanego zam
kniętego obwodu 2-gie prawo Kirchhoffa, 
otrzymamy

(4)

ii

E
ii

1 1 ŁU

1 i 1

i— dx-
i
i

ii
- d x —

dE =  di •  -----ds di +  d(di) j _P_
ds

A dx C 

Rys. 105.

d (di) 
ds

lub po podstawieniu di =  vds  i wprowadzając symbole,

dE =  — p d  a .

Zestawiając wzory (5) i (4), będziemy mieli 

P drs — j 2 x f \ x  Hx dx  ,

(5)

czyli

Hx d n
2" f\i. d x

Podstawiając tę wartość Hx oraz jego pochodną do wzoru (3), 
otrzymamy

p d- o 
 ̂ 2it/p. d x -
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skąd po uproszczeniu

d x 2 1 x  dx  

Oznaczając w skróceniu

d 2cs 1 tfa . 8r.2 f  a - 
 T a =  0 .

i • 8ic2/!j-"i =  — ./ ~  p ’ (6)

otrzymujemy równanie różniczkowe w postaci 

d 2a . 1 rfa
1 w d x m 2o =  0. (7)

Jest to równanie drugiego rzędu, które posiada dwa rozwią
zania szczególne, suma których daje rozwiązanie ogólne. Rozwią
zanie szczególne można założyć w postaci szeregu ze wzrastają- 
cemi potęgami x, czyli

a =  a0 +  «1 * +  «2 * 2 +  «3 +  aA a:4 +  a 3 x 5 +  ac x 6 +  • • •,

gdzie a z indeksami oznacza wielkości stale; 

wtedy

~  =  ttl _j_ 2 a2 x  -f- 3 aó x 2 +  4 a 4 x 3 -(- 5 as x* +  6 ac x* H ,

d 2 a
— 2~ =  2 a 2 -f-2-3 a 3 x-j-  3*4 a 4 x 2 -j- 4*5 a 5 a:3 -(- 5-6 aG x 4 -j- • • • ;d x 2

podstawiając te wartości do naszego równania różniczkowego, 
otrzymamy po zgrupowaniu

y  - f  (/n2 a  o +  4 a2) +  (m2 a 4 +  9 a s) a: - f  (m2 a 2 + 16 a 4) x 2 - f

-f- (m2 a3 4- 25 a )  .v:i -f- (m2 a,-j- 36 a6) x 4 -j- (m2 a-, +  49 a 7) .v5-] =  0.

Ponieważ wzór powyższy jest tożsamością, to znaczy, że lewa 
strona powinna się równać zeru przy wszelkich wartościach x, przeto 
wszystkie spółczynniki przy wszelkich potęgach x, jak również 
wyraz stały, powinny się równać zeru; w ten sposób

«! =  0; m 2 a 0 +  4 a ,  =  0; m 2 av 9 a3 =  0; 

m 2 a.2-\- 16a4 =  0; ni2 a3 -f- 25 ab =  0 i t. d.
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Ponieważ a{— 0, więc wszystkie spółczynniki z nieparzy- 
stemi indeksami stają się również równe zeru; pozostają więc 
tylko spółczynniki z parzystemi indeksami, przyczem

d o  =
m -a o .

22 a.i =
m- a„

: + m i a0_ 
22 42 ’ =

TT?6 a0
22-42-62

i t. d.

Wobec tego rozwiązanie szczególne będzie

o =  a0 1
m 6 x 6 m-

22.42 22 • 42 • 62 ' 22- 42-62-8 (8)

Szereg, stojący w nawiasach, stanowi funkcję Bessela albo 
funkcję cylindryczną pierwszego rodzaju, rzędu zerowego argu
mentu m x ;  oznaczymy ją przez I 0(m x) ,  czyli

I0 (m x) =  1 — (m  jc)2 , (m  j:)4 (m x )6 (m x)9
22 (2 • 4)2 (2-4-6)2 (2-4-6-b)2 (9)

Dalsze rozważania matematyczne doprowadzają do wniosku, 
że druga całka szczególna rozpatrywanego równania różniczko
wego daje dla funkcji, czyli w tym przypadku dla gęstości prądu, 
wartość nieskończenie wielką, gdy a: =  0 , to znaczy na osi prze
wodu. Niema to sensu fizycznego, więc stała dowolna przy tej 
drugiej całce szczególnej musi się równać zeru, pozostanie tylko 
pierwsza wyżej wyznaczona całka szczególna; rozpatrując a0 jako 
stałą dowolną i oznaczając ją przez A  , otrzymamy ogólną całkę 
równania w postaci

o =  A I0(m *) (10)

Stałą dowolną A  możemy wyznaczyć przez prąd / ,  płynący 
przez cały przekrój przewodu o promieniu r .  Wtedy bowiem

/ r

I — I o - 2 T i x d x = 2 x A  j  I0(m x) x  d x  . (U)

Biorąc wartość /„ (m x) ze wzoru (9), mnożąc przez x  i cał
kując, otrzymamy

1 =  A

=  2 n A m

r 2 m 2 /*“ 7724 /-G 772° r 8 ,
2 22-4 ^ 22-42-6 22-42-62-8 1

m r m3 r 3 . 7725 i'5 772' r 7
2 22* 4 ‘ 22-42-6 22-42-62-8 +
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wyraz, stojący w nawiasach, stanowi funkcję Bessela rzędu pierw
szego, argumentu m r , czyli

h  {m r) m 1 r ‘

m r
~2~

2 22-4

1 m 2 r2

22.42.6 22.42-62.8

1 m i r4 m r

Mamy więc

2 22 1 3 (2-4)2 4 (2-4-6)5

I  — 2x A  —  I x (mr) , m

+  •

skąd

A — I m
2 n r  Ą (mr) 

Wobec tego wzór (10) daje

-  I m  I0 (n u )
2rcr/1 (mr) '

(12)

(13)

(14)

Dla małych częstotliwości możemy na podstawie wzorów (9) i (12) 
założyć w przybliżeniu

I0 (mx) 1, 

m rIx (mr) ^ 2 ’

wówczas dla gęstości prądu otrzymamy ze wzoru (14)

x r i

co wskazuje, że gęstość jest jednakowa we wszystkich punktach 
przekroju, jak przy prądzie stałym.

Ponieważ m, wchodzące do funkcyj Bessela, jak widać ze 
wzoru (6), stanowi liczbę urojoną, przeto interesujące nas wielko
ści możemy wyrazić w postaci liczb zespolonych.

Oznaczmy w skróceniu

P = V/8
= ] / '

2 Zo

czyli m 1 — — j p i



wtedy wyrazy, wchodzące do szeregów funkcyj Bessela, będą 
miały następujące wartości

m~x~ . O O=  — jp -x - , 772 2r 2 =  —
772 4X 4 =  -  +*4, 772 47"4 =  — p V
772°X6 =  /p8*6, 7726r G=  yp°rG ,
772 SX 8 =  p V , 772 V 8 =  p 8r 8 ,

i t. d.
Wobec tego ze wzorów (9) i (12) otrzymujemy po zgrupo

waniu

/ 0 (mx) p 4x 4
2 +

p 8 x 8

(2 • 4) 2 1 (2 • 4 • 6  • 8 )2

+ /
. p-  X p t; X6

+  77
p 10X 10

(2 • 4 • 6)2 1 (2 • 4 • 6 • 8 • 10) (14)

h  (mr) —-
m r 1 1 PijA

3 (2 • 4)2

l
+  *

p 8r 8

5 (2 • 4 • 6 • 8 )2

+ /
1 p 2r 2

2 22
1  p«r6 1 p 10r 10
4 (2 • 4 • 6 )2 6 ( 2 - 4 - 6 - 8 - 10) 2

Lord Kelvin oznaczał część rzeczywistą stojącą w nawiasach 
przez ber , zaś część urojoną przez bei; używając tych oznaczeń, 
napiszemy

/„ (mx) =  ber (px) +  j  bei (px ) ;

Ix (m r) = m r bei\ (pr) +  jb e p  (p r )

wtedy wzór (14) przepiszemy w postaci

/  ber (px ) -|- 7 bei (px) 
r.r2 (p r)-byóeA  (p r) '

(15)

(16)

(17)

Jest to gęstość prądu w odległości x od osi przewodu; na
powierzchni przewodu czyli dla x  =  r  gęstość wyniesie

;  _  I  ber (pr) + ./ be i (pir)
® r- bei\ (pr) -f y óe/j (pr) ’

wobec tego stosunek gęstości:



Licznik w ostatnim wzorze dla x  <  r jest mniejszy od mia
nownika, co łatwo sprawdzić ze wzoru (14), wynika stąd, że gę
stość prądu jest największa na powierzchni i zmniejsza się w kie
runku  od powierzchni do osi przewodu.

Na samej osi, dla x  =  0, gdzie gęstość prądu jest najmniej
sza, ber (px) =  1, bei(px)  =  0; /„ (mx) =  1 ,

0    ________I  I m
0 — ic r2 [bei\ (pr) - f  j  beiv (pr)\ 2 r. r (mr) ’

czyli, jak widać ze wzoru (12),
<30 =  A ;

gęstość prądu na osi równa jest stałej, otrzymanej w całce ogól
nej równania różniczkowego, dającego rozkład gęstości prądu 
w poprzecznym przekroju przewodnika.

Widzimy więc, że przy prądzie zmiennym przewód nie jest 
wyzyskany jak przy prądzie stałym, gdzie gęstość prądu jest taka 
sama na osi jak i na powierzchni. Powoduje to, że oporność rze
czywista przy prądzie zmiennym jest większa niż przy prądzie 
stałym.

Rozpatrując jak i poprzednio część przewodu o długości 1 cm 
i promieniu r, będziemy mieli dla oporności Rs przy prądzie stałym
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Moc prądu, wytwarzająca ciepło przy natężeniu prądu /, 
będzie

P — I 2 R s.

W przypadku prądu zmiennego wartość skuteczną prądu, 
przepływającego przez cały przekrój przewodu, określiliśmy we 
wzorze (11), mianowicie

r
I  — i o 2 r. x  d x .

o"

Oznaczmy przez R z oporność rzeczywistą, którą określiliśmy 
jako iloraz mocy wytwarzającej ciepło przez kwadrat wartości 
skutecznej prądu; mamy więc
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Moc P, przy uwzględnieniu nierównomiernego rozkładu gę
stości, znajdziemy wyrażając moc d P  nieskończenie cienkiej war
stwy cylindrycznej (rys. 104), której oporność wynosi

d R
2 ti x  d x

prąd przepływający przez tę warstwę d l  wynosi a - 2 ~ d x ,  więc

a4 • 4 Ti2 x~ d  .r2 • o 
d P ~ { d i ) 2 • d R  = --------, — ‘-  =  2 s p < j 2 j<dx\

2 Ti x d x

całkując ten wyraz w granicach całego przekroju przewodu czyli 
dla x  w granicach od 0 do r, znajdujemy moc prądu zmiennego 
w rozpatrywanej części przewodu

r

P = 2 T tp  J a- x d  X'

Dzieląc tę moc przez kwadrat wartości skutecznej prądu, 
otrzymamy

2 Ti £

R z = ____ °

Ti p J  o2 X d X

o 2 Ti x  d x

Stosunek oporności rzeczywistej przy prądzie zmiennym do 
oporności przy prądzie stałym, który oznaczymy przez k ,  wyrazi 
się wzorem

2 Ti p |  a2 x  d x  • Tir2
r

r2 I Ts .rd ,

R s r/* 2 r

4 Ti2 • P 2 I a r d i
J0 J0

Do tego wzoru należy podstawić wartość a ze wzoru (17,), przy- 
czem w tym przypadku chodzi nie o wartości symboliczne, lecz 
o same moduły, czyli



( a 4 1
\ 2 / 144 \ 2 )

/ y \ b e r  (p x ) Y ~ \ - \ b e i ( p  *)]2 

~r ~ \ / { b e r x (pr ) ]2+ { b e i l ( p r ) f

Obliczenie tych całek daje w rezultacie szereg, za pomocą 
którego możemy wyznaczyć wartość k  w każdym poszczególnym 
przypadku z żądaną dokładnością. Najczęściej posługujemy się 
wzorami przybliżonemi; w ogólnym przypadku dla niezbyt dużych 
częstotliwości istnieje wzór przybliżony

ft =  l  +  -  
12

gdzie

a . j / l S ;

przytem należy zwrócić uwagę, że r wyrażone jest w centyme
trach, zaś oporność właściwa metalu przewodu w omach na 1 cm 
długości i 1 cm2 przekroju poprzecznego.

Dla miedzi [ł =  1, p =  0,017-10 4, istnieje przybliżony wzór

k — 1 +  0,70 —  0,40
\1000/ V1000/

gdzie cl oznacza średnicę przewodu w cm.
W niżej podanej tablicy, ułożonej przez Lorda Kelvina, wska

zane są wartości k  dla różnych wartości f d 2 dla drutów miedzia
nych. Dla otrzymania wartości k dla drutów innych metali na

leży wartość f d 2 pomnożyć przez — • 0,017 i dla otrzymanej war-
P

tości /rf2 szukać k  w tabeli.
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f d 2 k f d 2 k f d 2

0 1 720 1,3180 2420 2,2190

20 1,0000 1,4920
2880 2,3937

980
80 1,0010 5120 3,0956

180 1,0258 1280 1,6778 8000 3,7940

320 1,0805 1620 1,8628 18000 5,5732

500 1,1747 2000 2,0430 32000 7,3250



Widzimy stąd, że np. gdy f d 2 — 320, to dla f = 5 0 ,  d.2— 6,4, 
d =  2,5 cm, oporność jest o 8% większa, niż przy prądzie stałym.

Dla aluminium spółczynniki we wzorze poprzednio podanym 
będą inne, a mianowicie

W żelaznym drucie zjawisko naskórkowości uwydatnia się 
bardzo znacznie, ponieważ wchodzą tu w grę jego własności 
magnetyczne. Używamy przewodów żelaznych tylko przy słabych 
prądach, gdyż mamy wtedy bardzo słabe pola magnetyczne.

Dla cienkich drutów żelaznych, gdy jj. =  1000, p =  0,10.10-4,

Przy wielkich częstotliwościach używa się wzoru następu
jącego

Przy większych przekrojach, w celu zmniejszenia wpływu na
skórkowości, używamy przewodów złożonych z szeregu drutów 
izolowanych i odpowiednio przeplatanych.

Przy bardzo wielkich częstotliwościach zjawisko naskórko
wości występuje w takim stopniu, że można korzystać z przewodów 
rurkowych, gdyż cały prąd skupiony jest w pobliżu powierzchni 
przewodu.

Zjawisko naskórkowości wpływa również na indukcyjność 
przewodu, gdyż jednocześnie zachodzi inny rozkład natężenia 
pola magnetycznego. Skutkiem tego indukcyjność przy prądzie 
zmiennym staje się mniejszą niż przy prądzie stałym. Teoretyczne 
rozważania, podobne do poprzednich, doprowadzają również do 
funkcyj Bessela i do szeregów, które w praktycznem zastosowaniu 
sprowadzają się do wzorów przybliżonych. Oznaczając przez L s 
indukcyjność przewodu przy prądzie zmiennym o bardzo małej 
częstotliwości, graniczącym z prądem stałym, zaś przez L z induk- 
cyjność przy prądzie zmiennym o średnich częstotliwościach, mamy 
wzory przybliżone
dla pr  <  2
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dla wielkich częstotliwości, wzór Zenneck’a daje

Lz — Ls -r 1,424 _  0,160 
pr (pr)

we wzorach tych r oznacza średnicę przewodu w cm, p  jak i po
przednio

§  40. Straty w d ie lektrykach.

Oddawna spostrzeżono, że dielektryk w kondensatorze ogrzewa 
się wówczas, gdy kondensator podlega zmiennemu elektryzowaniu. 
W elektrotechnice mamy do czynienia z dielektrykami, które mają 
za zadanie izolować przewody od ziemi lub od innych przewodów. 
Każdy taki układ z izolacją możemy rozpatrywać jako kondensator; 
jeżeli zaś przewód znajduje się pod napięciem prądu zmiennego, 
wówczas w dielektryku, otaczającym przewód, zachodzi elektry- 
zacja naprzemian w jednym i drugim kierunku, wydziela się ciepło, 
wobec czego w dielektryku zachodzi strata mocy. Zjawisko to 
posiada pewną analogję z histerezą magnetyczną, zachodzącą 
w żelazie, znajdującym się w zmiennem polu magnetycznem, przeto 
niektórzy elektrotechnicy (pierwszy Steinmetz) nazwali to zjawisko 
h i s t e r e z ą  d i e l e k t r y c z n ą ,  chociaż nie są to zjawiska iden
tyczne.

Oprócz powyższych strat dielektrycznych, mogą zachodzić 
w dielektryku straty, spowodowane tern, że każdy dielektryk 
posiada pewną przewodność, skutkiem czego pod działaniem 
napięcia powstaje prąd, płynący wskroś lub skroś dielektryka, 
czyli tak zwany prąd skrośny. Wreszcie mogą zachodzić straty 
skutkiem wyładowań elektrycznych czyli tak zwanego ulotu. 
Wszystkie te zjawiska powodują pewien upływ elektryczności, 
przetwarzającej się w ciepło. Upływ ten można ująć w postaci 
pewnego prądu czynnego, który nazwiemy p r ą d e m  u p ł y w u ,  
proporcjonalnego do napięcia działającego na dielektryk. Współ
czynnik proporcjonalności pomiędzy prądem upływu i napięciem 
nazywamy u p ł y w n o ś c i ą ;  upływność będziemy oznaczali 
literą A .  W ten sposób pomiędzy prądem upływu /„ , napięciem 
U, działającem na dielektryk oraz upływnością istnieje zależność

IU =  A U (18)
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Moc, wytworzona przez prąd upływa, czyli moc Pu , pochło
nięta w dielektryku, będzie określona wzorem

Pu=  U Iu~  A U 2,
skąd

możemy więc określić upływność A  jako iloraz mocy, pochłonię
tej w dielektryku, przez kwadrat napięcia, działającego na die
lektryk.

W ten sposób, mając niedoskonały dielektryk, znajdujący się 
pod napięciem, musimy uwzględnić dwa prądy: prąd upływu, jako

prąd czynny, będący w fazie z napięciem 
oraz prąd przesunięcia, stanowiący zwykle 
prąd ładowania kondensatora, w skład któ
rego wchodzi rozpatrywany dielektryk. Ten 
ostatni prąd, który oznaczymy przez I c, jak 
wiadomo, wyprzedza w fazie napięcie o kąt 
prosty. Geometryczna suma tych prądów 
(rys. 106) stanowi prąd 7, który w rzeczywi
stości będzie płynął przez dielektryk. Łatwo 

zauważyć, że kąt o odchylenia prądu wypadkowego I  od prądu Ic 
jest tern większy im większy jest prąd upływu /„, przyczem

ponieważ l c =  u C  U, IU =  A U, przeto

tgS =  A ;  M =  o C t g S .
(U C

Strata mocy w dielektryku, spowodowana upływnością, będzie

Pu =  A U 2 =  i » C U H g c = ; 2 z f C U 2tg d .  (19)

Kąt o nosi nazwę k ą t a  s t r a t n o ś c i  d i e l e k t r y c z n e j ,  
zaś tg o — nazwę s p ó ł c z y n n i k a  s t r a t  d i e l e k t r y c z n y c h .

Dla używanych w elektrotechnice materjałów izolacyjnych 
spólczynnik strat dielektrycznych wynosi od 0,001 do 0,3.

Upływność, spowodowana tak zwaną histerezą dielektryczną, 
zależy od rodzaju materjału dielektryka i w pewnej mierze od

I.
Rys. 106.



temperatury. W sieciach kablowych izolacja zwykle jest tak do
bra, że straty od prądu skrośnego można nie brać pod uw agę; 
również niema zjawiska ulotu, wtedy stratność w dielektryku 
spowodowana jest wyłącznie zjawiskiem histerezy dielektrycznej.

Dla przykładu obliczmy stratę mocy w dielektryku kabla 
z izolacją papierową przy prądzie zmiennym o napięciu 10000 V 
i częstotliwości 50, jeżeli pojemność kabla wynosi 0,5 [J- F  na kilo
metr; spółczynnik strat dielektrycznych dla papieru impregnowa
nego tg 8 =  0,024. Ze wzoru (19) otrzymamy

Pu =  6,28-50*0,5.10-6 -108 -0,024 =  375 watów; 

co w ciągu roku daje stratę energji

tit 375-365-24 o.->ô  i -i t A •W = -----------------= 32 8 5  kdowatogodzin.
1000

Upływność przez izolację od prądu skrośnego zależy oczywiście 
od oporności materjału; jeżeli chodzi o przewody elektryczne, to 
w dobrych urządzeniach ta upływność nie przekracza zwykle 
2.10~7S / k m . Upływność od ulotu w przewodach napowietrznych 
zachodzi tylko wówczas, jeżeli wartość napięcia między dwoma 
przewodami lub między przewodem i ziemią przekroczy pewną 
granicę, którą nazywamy napięciem krytycznem. Dla każdej 
średnicy przewodu i dla każdej odległości między przewodami lub 
przewodem i ziemią istnieje napięcie krytyczne, po którego przej
ściu rozpoczyna się wyładowanie elektryczne i powstaje zjawisko 
korony; na wartość tego napięcia w pewnej mierze wpływają 
jeszcze stan powierzchni przewodu oraz stan pogody.

Badania dokonane przez Towarzystwo Inżynierów Amery
kańskich doprowadziły do empirycznego wzoru, który daje moż
ność obliczać straty mocy, spowodowane ulotem elektryczności. 
Wzór ten, nazywany wzorem Peek’a, jest następujący

/"'a ( u - U , ) \ o - K

gdzie

Pui oznacza stratę mocy w W n a  km przewodu pojedyńczego, 
a — spółczynnik zależny od temperatury i ciśnienia powietrza, 
przyczem

_  3,92 b 
273- H  ’
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b — ciśnienie powietrza w cm ; 
t — temperatura powietrza w 0 C; 
f  — częstotliwość prądu zmiennego;
/•— promień przewodu w cm.; jeżeli linka, to promień koła 

opisanego; 
a — odległość między przewodami w cm ;

U — wartość skuteczna napięcia w kilowoltach względem 
punktu zerowego (ziemi); przy prądzie jednofazowym stanowi to 
połowę napięcia w sieci; przy prądzie trójfazowym i połączeniu 
gwiazdowem — napięcie fazowe; przy uwzględnieniu spadku napię
cia w przewodach, trzeba brać średnią wartość napięcia całego 
przewodu;

f/0 — wartość skuteczna napięcia krytycznego w kilowoltach 
względem punktu zerowego.

To ostatnie napięcie oblicza się ze wzoru

w którym
5 — napięcie przebijające powietrza; dla a =  l ,  czyli dla 6 =  76 cm 
i / =  25°C wynosi ono 21,1 kV/cm;

m i — spółczynnik zależny od stanu powierzchni przewodu, 
przyczem

dla powierzchni odpolerowanej m x — 1, 
dla zwykłych drutów — 0,98 — 0,93, 
dla linek 77̂  =  0,87— 0,83. 

m 2 — spółczynnik zależny od stanu pogody i równy 
dla suchego powietrza m2 =  1,
dla wilgotnego powietrza (chmury, śnieg, deszcz) m-,= 0,8, 

Uwzględniając wartości a i o, poprzednie wzory można napisać 
w sposób następujący:

U0 — o m 1 m 2 o. rlg„ a
/•

87,8 (273 + 1)i) /  v
f  j /  — ( i / —Un)2' 10-5 kilowatów na km.,b

kilowoltów.



przeto
i «  1
■r/n 7  “  18 c ;

wobec tego
21,1.3,92 t 

^0 —  Jg 273 - t ’ c7 kllow°ltow >
albo ostatecznie

b t
£/0 =  4595 m i m 2 273^17" (J woltów,

gdzie pojemność C określona jest w mikrofaradach na 1 km poje- 
dyńczego przewodu.
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ROZDZIAŁ VII.

P R O S T O W N I K I .

§  41. Prostownik rtęciowy.

Przyrządy, za pomocą których możemy prąd zmienny prosto
wać, czyli otrzymywać prąd o jednym kierunku, nazywamy 
p r o s t o w n i k a m i .  Rozpatrzmy zasady działania kilku prosto
wników, stosowanych w elektrotechnice.

Prostownik rtęciowy oparty jest na własności lampy rtęciowej, 
dającej luk świetlny tylko wówczas, gdy rtęć jest katodą.

Przypuśćmy, że mamy naczynie 
(rys. 107) z rtęcią; po wypompowaniu 
powietrza zostanie w naczyniu para 
rtęci i, jeżeli następnie obie elektrody 
np. żelazną A  i rtęciową B  połączymy 
ze źródłem prądu, to nachylając bańkę 
możemy wytworzyć połączenie pomię
dzy anodą i katodą, a zwracając bańkę 
do poprzedniego położenia otrzymamy 
łuk, lecz tylko wtedy, gdy rtęć jest 
katodą.

Gdybyśmy obie elektrody A  i B 
przyłączyli do źródła prądu zmienne
go, mielibyśmy łuk w ciągu połowy 
okresu, gdy prąd płynie przez elektro
dę żelazną w kierunku rtęci; w d ru 
giej połowie okresu łuku by nie było. 
Wykres prądu przechodzącego przez 
taki przyrząd mamy na rys. 108.

Dla uniknięcia przerwy w powstawaniu łuku zastosowane 
zostały przy zwykłym prądzie zmiennym dwie elektrody dodatnie. 
Prąd zmienny od zacisków 1 i 2 źródła prądu zmiennego (rys. 109) 
wchodzi do trasformatora T, którego wtórne uzwojenie połączone
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jest z dwoma żelaznemi elektrodami I i II; środek uzwojenia wtór
nego łączymy ze rtęcią przez odbiornik A, zasilany prądem sta
łym np. przez baterję akumu
latorów.

W chwili, gdy biegun do
datni znajduje się na zacisku 1, 
prąd płynie tak, jak wskazują 
strzałki ciągłe, gdy zaś biegun 
dodatni przejdzie na zacisk 2, 
prąd popłynie tak, jak wska
zują strzałki przerywane. Wi
dzimy zatem, że przez odbior
nik A  prąd przepływa zawsze 
w jednym kierunku.

Rys. 108 Rys. 109

Trasformator T  posiada indukcyjność i wywołuje wskutek 
tego przesunięcie fazy prądu względem napięcia, mianowicie prąd 
opóźnia się względem napięcia. W chwili więc, gdy napięcie spa
dnie do zera, wartość prądu bę- [ 
dzie większa od zera. Wykres dla 
prądu będzie w danym przy
padku inny, niż dla napięcia; 
otrzymamy t. zw. prąd tętniący 
(rys. 110).

Dla prostowania prądu trój
fazowego korzystamy z 3 elek
trod dodatnich (rys. 111). Każdą z tych elektrod I, II i III łączy
my z końcami poszczególnych faz (prądnicy lub transformatora), 
zaś elektrodę rtęciową łączymy z punktem zerowym przez odbior
nik A. Wykres otrzymamy w danym przypadku następujący 
(rys. 112).

Rys. 110
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Z chwilą, gdy pomiędzy I elektrodą i rtęcią powstaje luk 
zaczyna płynąć prąd z pierwszej fazy, przedstawiony na rysunku 
sinusoidą I. W dalszym ciągu napięcie na pierwszej elektrodzie

maleje, zaś na II wzrasta i w pewnej chwili (punkt A na rys. 112) 
łuk z elektrody I przeskoczy na elektrodę II. W dalszym ciągu 
napięcie na elektrodzie II będzie malało, zaś na elektrodzie III

Rys. 112.



będzie wzrastało i w pewnej chwili (B ) łuk przeskoczy na elek
trodę III i t. d. Otrzymamy w ten sposób prąd tętniący, którego 
wartości nigdy do zera nie spadają.

Prostowniki rtęciowe zyskały szerokie zastosowanie, zwła
szcza w kolejnictwie elektrycznem i odznaczają się wysoką spra
wnością.

§  42. Prostownik e lektro lityczny.

Prostownik elektrolityczny albo aluminjowy oparty jest na izo
lacyjnych własnościach tlenków niektórych metali, np. AL03 i skła
da się z jednego lub kilku ogniw; każde ogniwo zawiera dwie 
elektrody: aluminjową i ołowianą, zanurzone w naczyniu z wodnym 
rozczynem kwasu siarkowego, lub, jeszcze lepiej, zwyczajnej sody 
(rys. 113). Gdy połączymy następnie elektrodę 
Al z anodą, zaś elektrodę Pb z katodą, wtedy 
na anodzie wydziela się tlen i tworzy się war
stwa ALOj, która posiada własności izolacyjne 
i w pewnym stopniu przy niewielkiem napię
ciu nie przepuszcza prądu.

Gdy przyłączymy obie elektrody do źró- r vs. 113 .
dła prądu zmiennego, powstanie zjawisko na
stępujące: w ciągu połowy okresu, gdy elektroda aluminjowa połą
czona jest z biegunem ujemnym, prąd będzie przepływać, gdy 
zaś w drugiej połowie okresu ta elektroda będzie połączona z bie
gunem dodatnim — prąd będzie przerwany.

W celu wyzyskania całego okresu prądu zmiennego obmyślił 
rodak nasz Pollak urządzenie, przedstawione schematycznie na 
rysunku 114.

Mamy cztery ogniwa, połączone ze sobą jak wskazano na ry
sunku. Możemy łatwo sprawdzić, że pomiędzy punktami A  i B j 
gdzie włączony został odbiornik np. akumulator, prąd będzie prze
pływał w jednym tylko kierunku mianowicie od A do B. Rzeczy
wiście, gdy na zacisku 1 mamy biegun dodatni, prąd będzie płynął 
w kierunku, wskazanym strzałkami ciągłemi do punktu C. W punk
cie C, mając przed sobą dwie drogi, prąd popłynie, w myśl wyżej 
powiedzianego, przez elektrodę ołowianą, a zatem do punktu A . 
Z tego punktu A  — mając znów dwie drogi przed sobą, popłynie 
on do punktu B ,  stąd zaś przez punkt D wróci do bieguna ujem
nego na zacisku 2 .

Zupełnie analogicznie wyznaczyć możemy drogę prądu w dru
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giej połowie okresu; wskazana jest ona na rysunku strzałkami 
przerywanemi.

Widzimy zatem, że urządzenie powyższe po; wala na korzy
stanie z całego okresu prądu zmiennego.

Sprawność tego rodzaju prostowników jest mała (do 25%), 
zachodzą tu bowiem znaczne straty na ogrzewanie. Użyteczne są

+   --------
4* ---------

Rys. 114.

one przy niewielkich mocach, przy większych zaś stają się nie
ekonomiczne; można je stosować przy niskich napięciach; już na
wet przy rozpowszechnionem napięciu 120 V część prądu będzie 
przepływała również przez elektrodę aluminjową.

§  43. Prostownik katodowy.

Prostownik ten składa się z bańki szklanej, w której umiesz
czone są dwie elektrody: anoda z blaszki wolframowej i katoda 
z drucika wolframowego; wewnątrz bańki — próżnia. Katoda powin
na być rozżarzona prądem albo z baterji ogniw albo ze źródła 
prądu zmiennego przez odpowiedni transformator.

Tego rodzaju układ, nazywany lampą prostowniczą lub ke- 
notronem, może przepuszczać prąd tylko w jednym kierunku, mia
nowicie wewnątrz lampy od anody do katody; prąd zewnętrzny 
będzie płynął od katody do anody.

Na rys. 115 wskazany jest kierunek prądu, który powstanie, 
gdy lampa prostownicza będzie włączona do sieci prądu zmień-



nego. A  oznacza anodę, K — katodę, B  oznacza źródło prądu ża
rzenia. W takim obwodzie powstanie prąd jednokierunkowy, prze
rywany na przeciąg połowy okresu. Ażeby wykorzystać obie po
łowy okresu prądu zmiennego 
można zastosować dwie lampy 
prostownicze, odpowiednio je 
włączając, lub też używać lam
py z dwiema anodami, podob
nie jak w prostowniku rtęcio
wym.

Spadek napięcia w takiej 
lampie jest znaczny; używa się 
je do wysokich napięć i sła
bych prądów.

Oprócz lamp prostowni
czych próżniowych istnieją rów
nież lampy, wypełnione we
wnątrz argonem o małem ciśnieniu (kilka centymetrów). W takich 
lampach otrzymuje się mniejszy spadek napięcia; używa się je do 
napięć niskich i prądów silniejszych np. do ładowania akumula
torów. Wytwarza się je tak samo jak lampy próżniowe z jedną 
lub z dwiema anodami.

§  44. Prostownik tlenkowy.

Prostownik tlenkowy lub kuprytowy składa się z płytki mie
dzianej, pokrytej cienką warstwą tlenku miedzi; na tę płytkę na
łożona jest płytka ołowiana i obie te płytki są mocno ściśnięte 
izolowaną śrubą. Działanie tego prostownika oparte jest na tem, 
że prąd, płynąc w kierunku od ołowiu do miedzi, napotyka w kon
takcie opór znacznie mniejszy, niż prąd płynący w kierunku od 
miedzi do ołowiu. Prostownik ten używa się przeważnie do nis
kich napięć i niewielkich prądów.
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ROZDZIAŁ VIII.

PRĄDY O D K S Z T A ŁC O N E . 

§  45. Szereg Fourier a.

Prądy zmienne, spotykane w praktyce, nie mają przebiegu do
kładnie sinusoidalnego, chociaż stanowią funkcje okresowo zmienne 
w czasie, czasem odbiegają nawet znacznie od takiego przebiegu. 
Prądy tego rodzaju będziemy nazywali p r ą d a m i  o d k s z t a ł c o 
n e  mi .  Analizę ich najdogodniej oprzeć na rozkładaniu takich 
funkcyj w szeregi Fourier’a, gdyż w ten sposób sprowadzamy 
badanie prądów odkształconych do badania prądów sinusoidalnych. 
Przypomnijmy na czem polega rozkładanie funkcyj w szeregi 
Fourier’a.

2 ~tNiech będzie f  ( x ) , gdzie . v = - — , jednoznaczna funkcja

czasu ł ,  okresowo zmienna z okresem T; znaczy to, że wartości 
tej funkcji będą się powtarzały w odstępach czasu, różniących się 
o okres T  lub o całkowitą liczbę okresów. Oznaczając przez k 
dowolną liczbę całkowitą, możemy napisać

^ ( J + k T )

2 - łZakładając —=— — x ,  otrzymamy

/ ( * ) = / ( *  +  2 k z ) ,

czyli, że wartości funkcji będą się powtarzały dla wartości x , 
różniących się o całkowitą liczbę 2 t. \  w  tym przypadku 2 ~  będzie 
okresem.

Według Fourier’a
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f  ( a )  —  A q —j— COS A* ~ - A - »  COS 2  A' —\~Aa COS 3  A’ “I- • * *4—An COS 11X  4“ 
4- B 1 sin A’ 4" B2 sin 2 x  4~ Ba sin 3 x +  • • ’4- B„ sin nx =

k =  n k =  n
=  A 0-\- 'N--' Ak cos kx  4~ Bk sin k x , (1)

k  =  1 u =  1

JK
gdzie A 0, A : , • • • A„, B i , • • Bn , są wielkościami stałemi, zaś n może 
być liczbą skończoną lub nieskończoną.

Dla znalezienia stałej A 0 mnożymy obie strony wzoru (1) 
przez dx  i całkujemy w granicach od 0 do 2 ~ albo od dowolnej 
wartości x  do x - \ - 2 x .  W ten sposób otrzymamy

'W2 a 2- 2- n 2
j / ( a , dX—  j A0 dx  j Ak cos k x d x  -4^44^^ Bk sin kx  dxJ,------

0 0 a u * o

2 :  2 -

Wszystkie całki określone postaci | ył/,cos#AdA i j Bk sin kx  dx

są zerami, ponieważ ich całki nieokreślone ~  s in k x  i — ^ c o s A a

mają tę samą wartość na początku i na końcu okresu. Zatem

-2* ?" v .!> ,1 pj

/
r cf  ( a )  dx  =  I A„ dx =  A 0 I dx =  2r.An;

o o  o

! r '
A 0 = - ^ r  | f ( x ) d x .  (2)

Dla znalezienia każdego ze spółczynników przy cosinusach 
mnożymy obie strony wzoru (1) przez cos k x  i całkujemy jak 
poprzednio. Otrzymamy wtedy

2 K 2- 2 -
|  /(A-) c o s  k x  dx =  A 0j  cos k x  dx  4------- 1- A f j cos ix  cos kx  dx  4~

0
ur

2 =  2 -

4 h A k I cos2 k x  dx  4 f-#< I sin /a c o s  k x  dx  4----
0
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Pierwsza całka jest zerem, cośmy już wyprowadzili poprzednio. 
Każda z całek typu

2 * 2 Ti
f c o s t a c o s t a t a ;  ( , * * ) .  i J si„ * c „ s t a t a ,

O

jest również zerem, bo funkcja podcałkowa daje się zamienić na 
sumę 2-ch funkcyj trygonometrycznych, a tych całki w rozpatry
wanych granicach są, jakeśmy już widzieli, zerami.

Otrzymujemy zatem
2ti

I f ( x )  cos Ax dx =  Ak j  cos2 k x  dx  ,

Ale
' 2 TC 2 77 2 71 2 77

'cos 2 k x d xf c o s ’ t a  d x = j ' 1 +  c° s 2 f a  t a  =  r f  +  p
2

skąd i-’ ' 3 ~

I / (x) cos /f.r d x =  A k x; ■ - i ; vu.
Z pJćUAju* e^YVj g-UAX| .. fl>AvV^.K ,1̂

2 i i  C W --M  v-v m ^  f w ł r U c - t ,

i  rA* =  v  /(* )  cos ftxcte. . (3)
■ 7

/ I f
Zupełnie tak samo, dla wyznaczenia każdego ze spółczyn- 

ników przy sinusach, mnożymy obie strony wzoru (1) przez sin k x  
i całkujemy; wtedy

2 t:
Bk — \  I  f  (x) sin k x d x . (4)

W szeregu Fourier’a, możemy połączyć sinusy i cosinusy, 
których argumenty są te same, pisząc jedną tylko funkcję sinu
soidalną, zakładając

Ak cos k x  Bk sin kx  =  Fk sin (k x  -j- <]>*),

Fh = \  A J + B h*; tg<]>* =  ^ .
t>k
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Na tej podstawie szereg Fourier’a możemy podać w postaci

f  (x ) =  A 0Jr Fi sin (x +  ĄO +  F2 sin (2 x - f  <|>2) -|-------f  Fk sin (kx  - f  <j>*)

(5)
Sinusoida Fl sin (x -)- <!ą) nazywa się g ł ó w n ą  s i n u s o 

i dą ,  albo g ł ó w n ą  f a l ą  lub p i e r w s z ą  h a r m o n i c z n ą .  
Inne sinusoidy noszą nazwę w y ż s z y c h  h a r m o n i c z n y c h  roz
patrywanej funkcji i w zależności od wskaźnika wielokrotności 
argumentu głównej sinusoidy, mówimy w skróceniu 2-ga, 3-cia 
i t. d. harmoniczna.

§  46. Przypadki szczególne.

1) Krzywa, stanowiąca wykres rozpatrywanej funkcji, jest 
symetryczną względem osi X  w ten sposób, że połowa fali, znaj
dująca się pod osią X, jest zwierciadlanem odbiciem połowy fali, 
przebiegającej nad osią X ,  przesuniętem naprzód o rc (rys. 116).

W tym przypadku dla 2-ch punktów krzywej, których odcięte 
różnią się o rc, rzędne będą się różniły tylko znakami. To znaczy

/ ( *  +  *)=■ — /(*).

Aby temu zadośćuczynić, w szeregu Fourier’a nie powinno 
być stałej A0, pozatem, zginąć powinny wyrazy, zawierające funk
cje trygonometryczne od argumentów, stanowiących parzyste wie
lokrotności x .  Mogą pozostać tylko wyrazy z argumentami o nie-
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parzystych wielokrotnościach x ,  gdyż tylko te wyrazy zmieniają
znak przy zamianie x  na (x . Zatem w tym przypadku

f  (x) =  Ay cos r - j - i j  cos 3 x -f- • ■ • -{- 4 2* + i cos (2 k  -j- 1) x -j- • • • +

-j- B y sin x  -j- sin 3 x  -f- • • • +  -8 2 *4-1 sin (2 k  +  l) x  -Ą- • • • =

k=n
- ^  4  2*4-1 cos (2 k -)- 1 ) x -j- 8 2*+i s in (2 k - j - 1 ) x
*=() • A=0

(6)

Przy wyznaczaniu spółczynuików wystarczy całkowanie w gra
nicach od 0 do i;, gdzie funkcja ma ten sam znak, i pomnożenie 
rezultatów przez 2. W ten sposób

4.2* + !  —- J  /(x)cos(2 A +  l)xrfx; B ik+1= ^ j f ( x ) a i n { 2 k + \ ) x d x .  (7) 
u . 0

2) Krzywa jest symetryczna względem swego początku. Jeżeli 
początek osi spółrzędnych umieścimy w punkcie krzywej, gdzie 
rzędna równa jest zeru, to symetrja będzie polegała na tern, że

dwa punkty krzywej, mające odcięte -j- x  i — x  będą miały rzęd
ne o tej samej wartości, przytem znaki tych rzędnych mogą być 
różne lub jednakowe; rozpatrzymy więc dwa przypadki:

a) przy zamianie x  na — x  znak rzędnych się zmienia, czyli

/ ( — ■*) =  - / ( * ) .  

jak to ma miejsce np. dla krzywej na rys. 117.
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W tym przypadku w szeregu Fouriera (1) nie powinno być 
stałej A 0 oraz wyrazów7, zawierających cosinusy; otrzymamy więc 
szereg w postaci

f ( x )  =  sin -v — Bo sin 2 x — B k sin k x
k —n

=  's?  B k sin k x  ; (8)
A=1

b) przy zamianie x  na — x  znak rzędnych się nie zmienia,
czyli

f ( — x ) = f ( x ) ,  

jak to np. ma miejsce dla krzywej na rys. 118.

-¿fi ’-/U- to !y  + -
1Y

Łatwo jest zauważyć, ze w tym przypadku w szeregu Fourier’a 
(1) nie powinno być wyrazów7, zawierających sinusy; będziemy 
więc mieli szereg

f ( x )  =  A 0- \ -A 1 cos x  -j- Ao cos 2 x  — • ■ • +  A h cos k  x  -j- • • • =

k —n

=  A0 -J- y  A k cos k j: • (9)
A— 1

3) Krzywa jest symetryczna względem osi X,  jak w przy
padku (1) i względem początku krzywej, jak w7 przypadku 2a.

Wtedy, na zasadzie poprzednich rozumowań, w szeregu Fou- 
rier’a mogą pozostać tylko wyrazy, zawierające sinusy argumen
tów, stanowiących nieparzyste wielokrotności x ,  czyli

f (x )  =  B x sin x  — B 3 sin 3 j : - } -  —  B->k+i sin (2 A — 1 ) .v —(— (10)
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Ponieważ w tym przypadku można podzielić krzywą, odpo
wiadającą jednej fali na 4 jednakowe części, o takim samym prze
biegu, więc przy obliczaniu spółczynników wystarczy całkowanie

%
w granicach od 0 do — i mnożenie rezultatu przez 4. W ten sposób

2
1z/o

B 2k+i =  4 j  / U ) s i n (2 A-f-1)xdx  . (11)
o

§  47. Przykłady.

P r z y k ł a d  1. Prąd o natężeniu stałem / ,  zmienia okreso
wo kierunek (rys. 119).

Zachodzi tu ostatnio rozpatrywany przypadek szczególny; sto
sujemy zatem wzory (10) i (11)
f ( x = B { sin x  -f- B% sin 3jtr —J— • - - —|— B ik+\ sin (2A -f- l ) x  -)- « • • ;

B

B'2.k+\~— - / °  | sin (2 k + 1 )  x  dx

f  (•**) sin (2A 1) x  d x ; f ( x )  =  / 0 =  const

4/»

_  4 / 0
rc(2A +  1) 1 — cos

(2 A-J-1)

(2A +  l)it

cos (2k - f  1)
2

0
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( 2 A + 1 ) *  Ac o s  L——  =  0;

Ostatecznie

>2A +  1
4 I0

* (2 A + 1 )  ’

/(•*■) =  —jy f~sin * 4 ~ y  sin 3x 4- y  sin 5x4 -  y  sin 7x 4^ ' ' '

Dana funkcja jest wypadkową nieskończonego szeregu sinu
soid, których okresy i amplitudy maleją, jak szereg naturalny 
liczb nieparzystych, a początek wszystkich jest wspólny. Główna

4 /  4 /fala ma amplitudę =  1,3 /„ , trzecia harmoniczna =  0,4 /„
i t. d.

P r z y k ł a d  2. Funkcja zmienia się w sposób trapezoidalny 
(rys. 120) między wartościami — /„ i 4" h  • Mamy tu również 
szczególny przypadek 3.

Rozpatrujemy ćwierć fali. 

Dla 0 <  x <  a ,

2 ’ f ( x )  =  I0.

/ (x )  =  B x sin x -j- B3 sin 3x 4~ B 2k+1 sin (2A -(- 1) x 4"

B 2A-r / (x )  sin (2A 4* 1) x  dx

a

f ( x )  sin (2A -j- 1) x dx  4-



=  ,0 . / n , I ( 2 k  +  1) x  sin ( 2 k  -f- 1) x  [ { 2 k  — 1) x ] ;{¿R --- 1 ) -a j

z  sin z  d z z  cos z  - \ -  I cos z  d z  =  — z  cos z  - j -  sin z  ;

j (2 k  -)- 1)x  sin (2*4*  l ) x d  [(2*4-1)-*]= — (2 k  -)~ 1) x  cos ( 2 k  +  l ) x  —|—

sin (2 k  +  1) x  «= sin (2 k  -f- 1) a — (2A +  1) a cos (2 k  -f- 1) a ;

a

/ / ( x )  sin ( 2 k  -j- 1)  x  d x  —
h sin (2A +  1)« a cos (2A -f- 1) a

(2/e +  l)2 2A +  1

/ / (x )  sin (2* -f- 1) x rfx

/o
2A +  1 _

— cos ( 2 k  -j- 1) x

sin (2A -f- 1) x  d x  —

h
2k  4 -  1

COS (2 /?  4 ~  1 )  a  ,

gdyż

5-2A + 1 4 . /o

cos (2ft +  1) ~  =  0 ;

sin ( 2 k  -j- 1) a
( 2 * 4 - 1  )2 (2 * 4 -1 )

COS (2 k  -j- 1) a

I 4 7« I 4 / o sin (2* 4 -1 )  a
+  * ' 2k +  i +  ^  I.-

c o s  ( 2 A  + 1 ) 1 a  +  s s f r u c o s  < 2 A  +  0 ' =

4 I0 sin (2k 4- 1) a
~  ^  ^  (2* +  l)2 ’
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. 4 101 sin a sin x  , sin 3« sin 3x , sin 5a sin 5x ,
— ¡i—  +  p  4  v  +

k—n
_ 4 / 0 'S ^  sin (2k —(— 1) a sin (2k —[— 1) jc 
" ^  (2A +  1)2

A -O

P r z y k ł a d  3. Prąd wzrasta i maleje proporcjonalnie do 
czasu między stałemi wartościami ±  /„ (rys. 121).

Jest to graniczny przypadek przykładu poprzedniego, gdy

a =  - Z tego powodu, biorąc pod uwagę, że 
2

-  3 -
sin a =  sin -- =  1, sin 3 a =  sin — = — 1,

2 2

5  -  -
sin 5 a =  sin —  — 1, • • • sin (4 / +  1) * =  sin (4 Z-f- 1) — =  1,

2 2

sin (4 1 -)- 3) a =  sin (4 / -j- 3) — , =  -r-1,
2

będziemy mieli

. 8 I a i s in x  s in 3 x  . s in 5 x  sin 7 x . I
f  (x) =  -v— ] — -----------—----- h — ------ r— H ' —

1- 32

= ^ L 2 (- 1V

52 72

A =  0

sin (2 k-\- 1) x 
(2A +  1)2

T eo r ja  p rąd ów  zm ie n n y c h  12



P r z y k ł a d  4. Prąd zmienny sinusoidalny zmienia swój 
kierunek w drugiej połowie okresu, stając się w ten sposób prą
dem jednokierunkowym— tętniącym (rys. 122).

Mamy tu przypadek szczególny 2b, więc stosujemy wzór (9)

k  —  Tl

f ( x ) = A 0 +  'Sy '  A h cos k x .
k = i

Rozpatrywana funkcja, mając wartość największą zmienia 
się od zera do l m w sposób następujący

w granicach od 0 do n •«• f  (x) =  I m sin x  ,

„ „ „ ic » 2x • • • f (x )  =  — I m sin x .

Obliczamy spółczynniki
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2*

" / i
sin (A -)- 1) x  — sin (A — 1) x d x \  =

Im [I cos (A-)- 1) x , cos (A — 1) x 1
2 77 [ A 4 - 1 H k - i  [

cos (A —|— 1) x  , cos (A— l ) x  I2! —  1) X p  j

f t + 1  A

I m r— COS (A -j- 1)77 COS (A — 1) 7t |___1_______ 1
27l[ A +  l  A — 1 A + l  k — 1

1 1 cos (A+  1)7: cos (A— 1 )tt
A -j— 1 A — 1 A —[— 1 A — 1

1 cos(A +  1)t: cos (A — 1) rJ=  / m| l  1_
T i [A - f -  i  A —  1 A 1 A--- 1

dla A nieparzystego

COS (A +  1 ) Ti =  cos (A —  1) % — 1 , 

wtedy, co łatwo zauważyć,
Ah —  0 ;

dla A parzystego
cos (A + 1 )  % =  cos ic =  — 1, 

cos (A — 1) tc =  cos (— r.) =  — 1,

wtedy

=  Im r
Z [

Au
A + 1  A— 1

2 Im ( A - l ) - (A 4-1) =  _  4 Z™ 1 
71 * (A 4-1) (A — 1) T. ' a 2— 1



Podstawiając wartości A 0 i A h do wzoru na rozpatrywaną 
funkcję, otrzymamy

m 2 In . 2 O 2 , 2 I1 cos 2 x  cos4 x  cos ba: —
1-3 3-5 5-7

Jeżeli mamy prąd tętniący, którego wartości zmieniają się 
nie od 0 do 7m, lecz od 70 do I m , gdzie 70> 0 ( r y s .  123), wówczas 
dla znalezienia funkcji, przedstawionej krzywą prądu, trzeba tyl
ko do poprzedniego wzoru dodać 70.

§  48. Analiza krzywych.

W rozpatrywanych przykładach wyższe harmoniczne wywie
rają coraz mniejszy wpływ na kształt krzywej, tak, że uwzględ
niając tylko niewielką ilość harmonicznych, otrzymamy względnie 
znaczną dokładność. W praktyce uwzględniamy najczęściej ha r
moniczne do 9-ej włącznie.

Bardzo ważny ze względu na kształt krzywej jest znak 3-ej 
harmonicznej; jeżeli jest dodatni, to krzywa ma wierzchołki stę
pione w stosunku do 1-ej harmonicznej, jeżeli jest ujemny, to 
wierzchołki są zaostrzone. Zupełnie odwrotnie wpływa znak 5-ej 
harmonicznej.

Na rys. 124 uwidoczniony jest wpływ tych harmonicznych 
na kształt krzywej.

Równania tych krzywych są następujące:

I. y  =  Ims inx

II. y  =  Im sin oc-f- — Im sin Bx
3

III. y  =  Im sin x  — Im sin 3 x
3

IV. y =  Im sinor-f- — Im sin5.v
5

V. u — Im sin .v —  ̂ Im sin 5 x .
5

Jest bardzo wiele sposobów analizy krzywych. Rozpatrzymy 
tu trzy metody.
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Pierwsza, którą można nazwać metodą arytmetyczną, polega 
na tern, że całki, przez które wyrażone są spółczynniki w szere
gu Fourier’a, obliczamy w przybliżeniu; w tym celu na wykresie, 
na osi odciętych, dzielimy cały okres 2r. na dowolną, zwykle pa-



rzystą, liczbę n równych części; każda wyniesie więc —  =  A*;2 TC
n

dla punktów podziału, których odcięte będą

0, A*, 2Aat j  • • • m \ x  • • • • (n — 1) A jc , 

znajdujemy z wykresu odpowiednie rzędne

Uoi l /ii  U l ’ • \Jm > • • • • y n—i;

rzędne te należy oznaczać z właściwym znakiem; jeżeli początek 
spółrzędnych weźmiemy w punkcie, gdzie krzywa przecina oś 
odciętych, to

znajdujemy, jako średnią powyższych rzędnych, zastępując w ten 
sposób wzór ścisły, wzorem przybliżonym

Na naszym wykresie odcięte m  A r  odpowiadają w szeregu 
Fourier’a odciętym x;  rzędne y m odpowiadają wartości f ( x ); za
mieniając we wzorach (3) i (4), dla przybliżonych obliczeń, całki 
przez odpowiednie sumy, otrzymamy dla spółczynników przy cosi- 
nusach i sinusach A-tej harmonicznej w szeregu Fourier’a (1)

i/o =  0.

Wyraz stały w szeregu Fourier’a:

o

771=0
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B h =  -  n
2 -  2 ~ 

u, sin k - —u, sin 2A—  — • • • • -f-n n
2~ 2~ 

— y m sin m k  —  -j- • • ■ — y n- X sin (n — 1) k — (13)

Mając te wzory, obliczymy spółczynniki dowolnej harmonicz
nej; następnie znajdujemy wartość maksymalną poszukiwanej har
monicznej ze wzoru

Fh -  V Ak'' — Bk2 > 
oraz kąt przesunięcia fazy ze wzoru

, , Ak
i f h  =  T t .

Im większa będzie liczba n punktów podziału jednego okresu, 
tern ściślejszy otrzymamy z obliczeń rezultat.

Druga metoda analizy krzywych, którą tu rozpatrzymy, sta
nowi wykreślny sposób, podany przez Rothe’go.

Mając wykres badanej krzywej, postępujemy jak poprze
dnio: dzielimy cały okres na dowolną całkowitą liczbę, najlepiej 
parzystą, n równych części; znajdujemy z wykresu rzędne, odpo
wiadające punktom podziału :

0 , £ , a . ? 5 ,

niech rzędne te będą:
y 0, y i , y - , • • • */«-1 •

Robimy teraz następujący wykres: z dowolnego punktu, jako 
środka, przeprowadzamy promień początkowy w dowolnym kie-

. 2 -  2 ~
runku np. poziomym oraz n — 1 promieni pod kątami —  , 2 • — •

2 ~• • • (n — 1) — , odmierzonemi od promienia początkowego. Na rys.Tl
125, n =  24, —  =  15°. n

Chcąc znaleźć wartość maksymalną dowolnej np. A-tej har
monicznej, odkładamy na przeprowadzonych promieniach pod ką-

2 -  2 t  2  ~
tami 0 ,  k  — , 2 k —-, • • • • (n — \) k —  znalezione poprzednio n n n
rzędne y0, y lt  • • ■ y n- 1 , uwzględniając przy tem znaki tych rzęd
nych w taki sposób, że wartościom dodatnim dajemy kierunek od 
środka O, zaś wartościom ujemnym kierunek przeciwny. Otrzy
mane w ten sposób wektory matematyczne dodajemy do siebie
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geometrycznie i sumę tę dzielimy przez rezultat daje nam
ii

wartość maksymalną A-tej harmonicznej.

Rzeczywiście, suma geometryczna rozpatrywanych odcinków 
może być wyrażona symbolicznie w postaci

Śk =  y 0Jt-y1eJkF  - f  y,e]ikF  - f  . . . Ą - y n_ie J(n~ 1)Ai r ’
albo

2 T  2 T  9—Sk =  y 0 +  ffi cos A - f  y 2 cos 2A -j cos (n — 1)A

2r  2?” 9~
i/i sin A - -  +  i/., sin 2A — -f- • ■ - +  y , , ^  sin (n — 1) A - -

Uwzględniając wzory (12) i (13), widzimy, że część rzeczywi- 

statt 

bec tego

sta ostatniego wyrazu stanowi ~  A k , część zaś urojona n B k; wo4 2

— “2" H~ J Bk) ■

Oznaczając przez kąt, który tworzy S k z osią odciętych, 
czyli z osią początkową, będziemy mieli

S k (cos <!>* +  / sin <j»*)= ¿ ( A k + J B k ) .
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Wartość maksymalna &-tej harmonicznej w szeregu, podanym 
we wzorze (5), będzie

Fm =  } / A \ + B \  -  S k ;n
2

kąt przesunięcia fazy tej harmonicznej znajdujemy ze wzoru

. , Ah
tg V* =  T » '

A h stanowi rzut znalezionej sumy S k na oś odciętych (początko
wą), B m — rzut tejże sumy na oś rzędnych (prostopadłą do osi 
początkowej).

Trzecią metodę, którą tu podajemy, stanowi sposób Fischer- 
Hinnena. Oparty on jest na następującem twierdzeniu: sumy

sin x  +  sin (jc  - j -  a )  - j -  sin ( a  -|- 2a) -f [-sin [a* - ( -  (p — 1) a ] ,

cos x  - j -  cos (jc —j— a )  —j— cos (a* —(— 2oc) —j-------j- cos [ a  -j- (p — 1 a ] ,

gdzie
2kr.

przyczem k  i p oznaczają liczby całkowite, są równe ps in  a,
k

względnie p co sx ,  jeżeli ~  jest liczbą całkowitą, zaś równają

się zeru, jeżeli ^  jest ułamkiem. Ten ostatni przypadek był

rozpatrzony w twierdzeniu o sumie wartości chwilowych wielkości 
układu wielofazowego w § 23, pozostaje więc do rozpatrzenia 

k.przypadek, gdy — jest liczbą całkowitą.

kWówczas, zakładając — =  m, gdzie m jest liczbą całkowitą, 

2 k rbędziemy mieli « =  = 2  mr. i rozpatrywana suma sinusów

będzie

sin x  -f- sin (ar —{— 2 m r.) -j- sin (a -f- 4 m  ^) -j ¡— sin [,v -f-

~ r (P  — 1)2 /7? ir] =  sin x  -j- sin a  +  sin x - \ -  |-sin x  — p sin x ;



w sposób analogiczny znajdziemy, że suma cosinusów równa się 
pcos x .

Sposób Fischer-Hinnena rozpatrzymy najpierw w przypadku, 
gdy krzywa jest symetryczna względem osi odciętych (rys. 126); 
wtedy szereg Fourier a posiada, jak wiadomo, tylko nieparzyste 
harmoniczne; według wzoru (6)

f  (x) =  A x cos x  -j- B j sin a  -f- A 3 cos 3 x  -j- B 3 sin 3 x  -f-. . .  =
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Aik + 1 cos (2 k - j -1) jr—f— Bik + 1 sin (2 k  -j- 1) x

Ograniczymy liczbę harmonicznych do 9-ej włącznie.

rys. 126.

Najpierw wybieramy początek osi spółrzędnych w dowolnym 
punkcie O na osi X  (osi symetrji rozpatrywanej krzywej). Przy
puśćmy, że od dowolnego punktu M  na osi X, którego odcięta 
jest x, odłożymy na tejże osi MM' =  2x;  niech rzędna krzywej, 
odpowiadająca punktowi M, będzie y',  wtedy

Ącos x -|- B 1 sin x  -j- Aj cos 3 x  -f- B 3 sin 3 x  -|-

+ ^ 9  cos 9 x  ~f- 5«, sin 9 x  =  y f . (15)
«

Podzielmy MM' na 3 równe części i niech </, y ", y " '  ozna- 
czają rzędne w punktach podziału, których odcięte stanowią

2 TZx, a--)-a, a--{-2a, gdziea =  —  . Te same wartości rzędnych mu
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simy otrzymać, zakładając we wzorze (14) zamiast x  kolejno x  , 
x  -f- a , x  -j- 2 a . Oznaczając sumę

0 ' + ¿ r + j r = $ ,
będziemy mieli

A x [cos x  cos (x -f- “) -j- cos (Jf - f  2 a) ] - f  [sin x  -j- sin (x -|- a) +  

-f- sin (a- -f- 2 a)] -\-A3 [cos 3 x  +  cos (3 x  -)- 3 a) -|- cos (3 x  -)- 6 «)] +

-f- B  3 [sin 3 x  -j- sin (3 x  -J- 3 a) -j- sin (3 x +  6 a)] -(-........ -f-

-j- A, [cos 9 x  -(- cos (9 x  -j- 9 a) -)- cos (9 x  -j- 18 a)] -(- B9 [sin 9 x  -f- 

-(- sin (9 x  9 a) -j- sin (9 x -f-18 a)] =  S3 .

Na podstawie poprzednio wyprowadzonego twierdzenia, dla

2 xa =  —  otrzymamyO

3 A 3 c o s  3 x  -j- 3 B 3 sin 3 x  -)- 3 A 0 cos 9 x  -[- 3 Bg sin 9 x =  S3. (16)

Następnie dzielimy ten sam odcinek M M'  na 5 równych czę
ści, odmierzamy rzędne w punktach podziału x, ar —[— a, x - j-2a ,

2 7T
x -j-3a ,  gdzie a. =  — . Korzystając ze wzoru (14) i bio-O
rąc sumę rzędnych, którą oznaczymy przez S5, otrzymamy, jak 
poprzednio

5^45 cos5 x-)-5  5 5s in 5 x  =  N5. (17)

Dzieląc następnie M M '  na 7, a wreszcie na 9 równych czę
ści, otrzymamy

7 A 1 cos 7 x  -f- 7 B-i sin 7 x  =  S i , (18)

9 Aę, cos 9 x 9 Bg sin 9 x  =  S9, (19)

gdzie S 7 i Sg oznaczają sumy 7-miu i 9-ciu rzędnych w odpowie
dnich punktach podziału.

Pięć wzorów 15, 16, 17, 18 i 19 zawiera 10 niewiadomych
spółczynników A  i B , dla znalezienia których potrzeba mieć 10
niezależnych od siebie równań. Równania te możemy z łatwością 
ułożyć, przeprowadzając obliczenia dla dwóch rozmaitych wartości 
w tym przypadku najdogodniej założyć najpierw x  —  0 ,  następ-

7T
nie ; r =  2 * Jeżeli dla x =  0 oznaczymy rzędną przez y 7, zaś
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sumy S3 , Sr,, S : , S 9, odpowiednio przez y , ,  y 5 , y - , y 9; następ

nie dla x  — 9 oznaczymy rzędną przez y x' i sumy odpowiednio 

przez y \ , y'r0, y ' - , y '9 , wtedy z powyższych wzorów otrzymamy

dla x =  0
A  +  ^ 3  +  ^5 +  A-i ~r A? — i / i ,

3 A,  -j- 3 A9 — y, ,

5 A 5 =  y 5, (20)

? ^ 7 = i /7 ,
9 =  y9,

dla x

B . - B s  +  B j - B ^  +  B ^ y ’ u 
S B , +  3 B9 =  y, ' ,
5 B i =  y i’ ,
T B i ^ y - ’ ,
9 B9 — y<j',

(2 1 )

skąd odrazu znajdujemy wartości poszukiwanych spółczynników.
Sposób postępowania w przypadku krzywej, symetrycznej 

względem osi odciętych, będzie więc następujący: bierzemy do
wolny punkt na osi X ,  jako początek spółrzędnych; od tego 
punktu (x =  0) odkładamy na osi X  odcinek równy 2 r. , odpowia
dający jednemu okresowi; odmierzamy rzędną krzywej na początku 
spółrzędnych z/x; następnie dzielimy odcinek kolejno na 3, 5, 7 
i 9 równych części, odmierzając za każdym razem odpowiednie 
rzędne i sumując je przy uwzględnieniu znaków tych rzędnych; 
w ten sposób znajdujemy y 3, y b, y - , y g; następnie przesuwamy

się na osi X  od początku spółrzędnych o ,/i okresu? |x= 2  ) i P°*

stępujemy w sposób analogiczny, wyznaczając y xr , y / , y-J , y - ' , 
y 9 . Znalezione wartości podstawiamy do układu równań (20) 
i (21) i rozwiązujemy te równania; obliczone wartości spółczynni
ków A  i B  podstawiamy do wzoru (14), który określi badaną 
krzywą.

W przypadku ogólnym, gdy badana krzywa nie wykazuje 
symetrji, musimy przedewszystkiem stwierdzić, czy szereg Fou-
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rier’a (1), określający poszukiwaną funkcję, zawiera stałą A 0, która 
się oblicza ze wzoru (2)

wyraz ten stanowi średnią rzędną wszystkich punktów krzywej, 
zawartych pomiędzy * =  0 i x  =  2 x , a więc w granicach całego 
okresu; ponieważ w jednej części okresu rzędne są dodatnie, 
w drugiej ujemne, przeto w rezultacie dla ogólnej średniej otrzy
mamy albo wielkość dodatnią, albo wielkość ujemną, albo zero. 
Praktycznie taką średnią możemy znaleźć, dzieląc okres od do
wolnego punktu na osi X  (np. od x  =  0 do jc =  2tc) na mniejszą 
lub większą liczbę części, w zależności od stopnia odkształcenia 
krzywej; następnie odmierzamy wszystkie rzędne, odpowiadające 
punktom podziału, obliczamy ich sumę z uwzględnieniem znaków, 
wreszcie dzielimy tę sumę przez liczbę rzędnych; otrzymany w ten 
sposób rezultat da nam A 0. Jeżeli A 0 nie będzie równe zeru (prak
tycznie — blizkie zeru), wtedy, przesuwając oś odciętych równo
legle na odległość równą A 0 w stronę dodatnią lub ujemną, w za
leżności od znaku A 0, otrzymamy nowe osi spółrzędnych, wzglę
dem których odcięte krzywej pozostaną te same, zaś wszystkie 
rzędne będą zmniejszone o A0. W ten sposób w nowym ukła
dzie spółrzędnych w szeregu Fourier’a pozbędziemy się wyrazu 
stałego.

Na rys. 127 pokazana jest taka krzywa niesymetryczna; 
w jednej połowie okresu mamy przebieg inny, aniżeli w drugiej 
połowie; średnia wszystkich rzędnych, odpowiadających jednemu 
okresowi, wynosi O O ' = A 0; wypadła ona w tym przypadku do
datnia. Po przeniesieniu osi O J  do położenia 0 ’X ' ,  otrzymujemy 
nowy układ spółrzędnych 0 ' X ' , 0 ' Y ,  względem którego rozpa
trywana krzywa określona będzie szeregiem Fourier’a, zawierają
cym wyłącznie cosinusy i sinusy.

Znalezienie średniej rzędnej czyli A 0 może być uskutecznione 
jeszcze lepiej za pomocą planimetru (przyrządu do określenia pola 
powierzchni). Rozpatrując bowiem wyraz

•2

0 o

o

0



i biorąc początek spółrzędnych (x =  0) w punkcie przecięcia się 
krzywej z osią X ,  od którego zaczynając rzędne krzywej przyjmują 
wartości dodatnie, będziemy mieli

2-  * 2 x

j y  dx  =  j y d x - \ -  |"y d x  =  S 1 — S2,
0 0 -

gdzie S1 oznacza pole powierzchni, zawartej pomiędzy krzywą 
i osią X  w granicach jt =  0 i jc =  it, zaś S.2 — pole powierzchni? 
ograniczonej krzywą i osią X  w granicach x =  x i x  =  2 it; wyraz S2
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wzięty ze znakiem — , ponieważ w rozpatrywanych tutaj granicach 
wszystkie rzędne krzywej będą ujemne. Jeżeli więc za pomocą 
planimetru określimy pola S, i /S,, io dla znalezienia A 0 trzeba 
różnicę tych wartości podzielić przez 2rc. Jasnem jest, że po 
przesunięciu osi X  do położenia O 'X ', pola powierzchni, odpowia
dające dodatnim i ujemnym rzędnym krzywej, będą sobie równe; 
na rys. 127 pola te są zakreskowane.

Przystępując do analizy krzywej, nie zawierającej w szeregu 
Fourier’a stałej A0, musimy znaleźć spółczynniki przy cosinusach 
i sinusach wszystkich harmonicznych, zarówno nieparzystych, jak 
i parzystych. Ograniczymy i w tym przypadku liczbę harmo
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nicznych do 9-ej włącznie. Ustaliwszy w dowolnym punkcie na 
osi odciętych początek osi spółrzędnych, odkładamy od dowolnego 
punktu na tej osi, z odciętą x ,  odcinek równy 2~ . Odcinek ten
dzielimy kolejno na 2, 3, 4 ........ 9 równych części, odmierzamy
rzędne krzywej wr punktach podziału i obliczamy odpowiednie sumy 
rzędnych z uwzględnieniem znaków rzędnych. Oznaczając przez 
Si rzędną krzywej, dla odciętej x ,  zaś przez S2, S 3. . . S 9 sumy 
rzędnych, odpowiadających 2, 3 . . . 9  działkom, otrzymamy, rozu
mując tak samo jak w poprzednio rozpatrzonym przypadku, nastę
pujące wzory

A i cos x -j- B x sin x A 2 cos 2 x - j -  B 2 sin 2 x -|— • •— A 9 cos 9 x  —
-j- B 9 sin 9 .v = S X,

2 Ao cos 2 x  -j- 2 B 2 sin 2 .v -j- 2 A t cos 4 x  — 2 B x sin 4 x  —
-j- 2 A 6 c o s  6 x  -j- 2 B 6 sin  6 x  -j- 2 A & cos 8 a- — 2 B^ sin  8 x =  S  2,

3 A,  cos 3 a- — 3 B % sin 3 x  — 3 A^ cos 6 x  -j- 
-J- 3 Bc sin 6 A" —|— 3 Ac, cos 9 x  -j- 3 B9 sin 9 a■ =  S3,

4 A i cos 4 a* -j- 4 Z?4 sin 4 a * — 4 A s cos 8 x  — 4 sin 8 x  =  S x,

5 A- cos 5 a * — 5 B, sin 5 a* =  S -d,

6 A 6 cos 6 a* — 6 B 5 sin  6 x  — S6,

7 A- cos 7 A' —  7 B- sin 7 a - =  S-,,

8 A$ cos 8 x  -j- 8 B 9 sin 8 x  =  Ss ,

9 A9 cos 9 x  — 9 B 9 sin 9 x  =  S9.

Dla znalezienia spółczynników A  i B  musimy ułożyć 18 rów
nań niezależnych. Najpierw bierzemy .v =  0, to znaczy wybieramy 
pierwszy punkt podziału w początku spółrzędnych; oznaczając 
rzędną krzywej w tym punkcie przez y t , zaś sumy rzędnych przy 
kolejnych dzieleniach w tym przypadku przez y 2, y % y 9 otrzy
mamy z powyższych wzorów

A x — A 2 -j- A 3 Ą-* • • -\-A9 — lh •



skąd określamy wszystkie spółczynniki A .
Dla znalezienia spółczynników B  musimy dać x  jakąkolwiek 

inną wartość, ale taką, aby te spółczynniki pozostały we wzorach,

czyli aby żaden z sinusów nie stał się równym zeru (dla x  =-=- r
Lj

jak to czyniliśmy w poprzednim przypadku, zginęłyby we wzorach 
spółczynniki B  z parzystemi indeksami). Oczywiście, dogodniej 
jest dać dla x  wartość taką, aby ona stanowiła rc podzielone przez

liczbę całkowitą większą niż 9 np. ' lub Odmierzając od no-
JLU J- ¿ i

wego punktu odciętej odcinek równy 2 -  i postępując jak poprzednio, 
otrzymamy jeszcze 9 równań dla znalezienia spółczynników B .

§  49. N akładanie się prqdów odkształconych.

Wiadomo, że suma 2-ch prądów sinusoidalnych o jednakowej 
częstotliwości jest również prądem sinusoidalnym o tej samej 
częstotliwości. Oznaczmy wartości chwilowe 2-ch prądów przez 
i\ i z2, ich amplitudy przez I lm i I2m, kąty przesunięcia faz tych 
prądów względem wspólnego napięcia przez i <v2. Prąd wy
padkowy, stanowiący ich sumę, niech ma wartość chwilową i oraz 
amplitudę I; kąt przesunięcia fazy tego prądu wypadkowego wzglę-



tłem napięcia oznaczmy przez <]>, zaś pulsację prądów — przez w. 
Wtedy mamy

h =  hm  sin (to  t +  ? i )  > U =  hm  sin (w  t - f  <p2) ; 

i =  I  sin (to  t  - f -  4>); i = i x-\-j.,.
N astępnie

I im sin(to/ j- cpj) -)- j 2 m sin (to f +  ?2) — -^sin (w t-\- <!>); 

hm cos tpj sin to t - ( -  / 2m cos <p2 sin w t +  hm  sin cpx cos to t - j -  

-f- Lm sin <p2 cos to t —  /  s i n  to t cosó - ) -  1 cos to t sin <1.
Stąd

(hm  COS «Pj Lm COS <p2 —  / COS ó) Sin W t +

+  (hm  sin tpj hm  sin <p2 — /s in  ó) cos to t =  0;

P oniew aż rów ność ta zachodzi dla w szystkich wartości t, 
w ięc pow inno być

hm  COS -j~  hm  COS <p2 —  / COS ^  =  0 ;  

hm  sin cpt -f- hm  sin 'f> — /s in  <j> =  0 5
skąd

/ cos <j> =  hm  COS cpi -j- hm  cos <p2; / s in  =  hm  sin +  hm  sin 'f2-

Podnosząc oba ostatn ie równania do kwadratu i dodając 
stronami, znajdziem y

/ “  h'm  | 2  hm hm  COS (tpi ~~ ę 2) “ I-  I>~m ,

skąd
/ ----- |  h 'm  ~I-  2  hm Ijul COS ( rf l  ~f J)  h ~m >

dzieląc zaś drugie równanie przez pierw sze, otrzymamy

_ , / lm s in ^  -\rhm sincp2
tff y --  *

I im COS cpt +  I 2m COS Cp,

W ten sposób znaleźliśm y am plitudę i kąt przesunięcia fazy  
prądu w ypadkow ego.

Jeżeli amplitudy prądów składow ych są jednakowe

hm  — hm  > w tedy

/ = j /  2  h 'm  + 2  h 2m COS ( ? !  — <p2) = / im  j A  [1  +  COS (<px —  cp2) J =

=  2  hm  COS l ^ 1 2~̂ ~) ’

— 193 —

T eo r ja  p rą d ó w  zm ie n n y c h  13



— 19f —

2 2

Ponieważ kąty ©Ł i ?2 zawarte są w granicach ± 90° , przeto 
kąt ó nie może przekroczyć +  90°, wobec czego

Rozpatrzmy teraz sumę dwóch jednakowych prądów odkształ
conych, przesuniętych względem siebie w fazie o kąt rozumie
my pod tern, że o kąt ot są przesunięte względem siebie w fazie 
główne harmoniczne tych prądów; inne harmoniczne będą wówczas 
przesunięte względem siebie odpowiednio o kąty

Harmoniczne tych prądów o tym samym wskaźniku będą 
miały te same amplitudy oraz będą przesunięte w fazie względem 
odpowiednich harmonicznych napięcia o te same kąty. Oznaczmy 
wartości chwilowe dowolnej harmonicznej tych prądów przez z‘i* 
oraz z2*, ieh amplitudę przez Ikm oraz kąt przesunięcia fazy wzglę
dem tej samej harmonicznej napięcia przez ©*; wówczas będziemy 
mieli

Suma tych 2-ch harmonicznych da nam sinusoidę o tej samej 
częstotliwości, a amplituda i kąt przesunięcia fazy tej sinusoidy 
będą na podstawie wyżej wyprowadzonych wzorów

2

2 a, 3 a > • • • » k  a.

iik =  hm ©*),

hk =  hm {k oj f -f- k  a -4- ©*).

r k  =  2 h  cos —7
2 ’

Będzie to zatem harmoniczna prądu wypadkowego

k*?- I k'2‘\ik =  /u +  hk =  2 Ik cos - -  sin (k w t - f  —  | •
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W szczególnym przypadku harmoniczne prądów składowych 
mogą się znosić i prąd wypadkowy może być pozbawiony odpo
wiedniej harmonicznej. Będzie to wtedy, gdy

/ ta =  2 /aC0 s —  =  0: c o s - -  =  0; —  =  — ( 2 / n— 1);
2 2 2 2

, ,0  , . 2  m —  1
k ' i  —  ~ ( 2 m  —  1); a — -------------- r ;

k

gdzie m  liczba całkowita.
Odpowiednia harmoniczna prądu wypadkowego osiągnie naj

większą amplitudę, kiedy

/? 7- k  J ~cos— =  1: —- =  — • 2 m: ko.— 2 m~;
2 2 2

2 m
1. =  T. •

k

§  50. Spółczynnik kształtu i spółczynnik szczytu.

S p ó ł c z y n n i k i e m  k s z t a ł t u  krzywej, przedstawiającej 
przebieg w czasie funkcji okresowo zmiennej, nazywamy stosunek 
wartości skutecznej do wartości średniej rozpatrywanej funkcji:

Y
Sk-

Y„

Wartość skuteczna jest określona wzorem

Y = i Ł{ s ‘ dx  ’

zaś wartość średnia

Yg =  ^ _ f  y d x ;
o

w przypadkach szczególnych, gdy mamy krzywe symetryczne, roz
patrujemy tylko część krzywej, odpowiadającą lub 1 t okresu.
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S p ó ł c z y n n i k i e m  s z c z y t u  krzywej, przedstawiającej 
przebieg w czasie funkcji okresowo zmiennej, nazywamy stosunek 
wartości największej do wartości skutecznej tej funkcji:

Vrn 
Y

S a :

Określimy te spólczynniki dla niektórych krzywych:
a) S i n u s o i d a  (rozpatrujemy 1/i okresu).

Ys ==  ~Z~j y d x j "  Fm sin xdx  ■■
o

2 cos X 2 — — Y  ■  -Ł m ,
TC

0

Sk

y  J "»
V2

Fm 
1 2 _

2 ] / 2
= =  1,11;

sa =  y ? =  ^ -  =  V/ 2 = 1.4!.

w
b) K r z y w a  p ł a s k a ,  to jest krzywa funkcji, zmieniającej 

się w ten sposób, że w ciągu każdego półokresu wartość funkcji 
jest stała, poczem zmienia znak, zachowując tę samą wartość bez
względną (rys. 128).

Łatwo zauważyć, że zarówno wartość skuteczna jak i wartość 
średnia są równe sobie i równe wartości największej rozpatrywa
nej funkcji:

Y =  Ys — Ym,



•wobec tego

c) K r z y w a  o s t r a .  Jest to krzywa, przedstawiająca funkcję, 
zmieniającą się linjowo między dwiema wartościami. Przeprowa
dzamy oś X  jako oś symetrji, wobec czego bezwzględne wartości 
największe będą sobie równe (rys. 129).

Rys. 129.

R o z p a t r u j e my o k r e s u .
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s k
Y f

Ys Yrn 
2

- f j / s  35 1,15;

s.  =  =  y ^ Z T  =  1/ 3351,73;

zestawiając, otrzymamy

3 Y s

Kształt krzywej Sk Sa

J ^ L T U 1 1

sinusoida
%

2  j / 2  — 1,11 V 2 = 1 ,4 1

\ / \ / \ / \ / \ f j / s a s l . l S y f e  1,73

Zwracamy uwagę, że krzywa płaska ma spółczynniki mniej
sze, krzywa ostra większe, niż sinusoida.

§  51. W artość skuteczna prqdu odkształconego.

Jak wiadomo, wartością skuteczną funkcji okresowo zmiennej 
nazywamy wyrażenie

2 * I 
y 2 dx .

o
Dla prądu zmiennego odkształconego bez składowej stałej 

mamy
h =  n

y =  T (  Ak cos kx  -j- B k sin k x  j .
h =  i

Jeżeli tę sumę podniesiemy do kwadratu, otrzymamy sumę 
wyrazów następujących postaci

Ak- cos2 k x ; 2 A k B k cos kx  sin k x ; B k2 s in k x \
A k Ai cos kx  cos l x ; Ak Bi cos kx  sin lx; Bk Bi sin kx  sin lx .
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Całka sumy równa się sumie całek, więc pod pierwiastkiem 
otrzymamy sumę całek wyrazów tych postaci, wziętych w grani
cach od 0 do 2 Tc . Ale

2 * 2 ii

I sin kx  cos kx  dx =  0 ; | cos k x  cos lx dx =  0;

2* 2 -

| sin kx  sin lx dx  — 0; | cos k x  sin lx dx =  0;

pozostaną zatem jedynie wyrażenia postaci
2* 2 TZ

i Ak2 cos2 k x d x ti Ak2; | Bk2 sin2 kx  dx — n Bk2 
'o

Wobec tego

=]/ Łf » Łk r  2  Ak cos k x Jr B k sin kx
o A =1

dx-

k—n ,
nAk2 r~ tib k2 1 —

/  k—n
Aa2 +  F a2

k—n

i
A =1

Szereg
k - n Iy  — ^  ” (A k cos A.v -f- 5* sin kx
A-l '

możemy też przedstawić w postaci

k = n

y  =  Fa sin (kx -{- cpA) ,

A a

A =1

gdzie

Fa2 =  ^ a2 +  ^ 2 ; Ig?*

W ten sposób dla wartości skutecznej otrzymujemy
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' - i / ł ś ( — ) y s § ~
Ale wartość skuteczna funkcji sinusoidalnej, a więc każdej 

harmonicznej funkcji odkształconej, równa się wartości największej 
tej harmonicznej podzielonej przez \  2 , czyli

Yh =  2 FA2 = y Am2;
V 2

więc ostatecznie

= i / f 22 > - / 2 }V-
W a r t o ś ć  s k u t e c z n a f u n k c j i o dk  s z t a  łc on  ej, o k r e 

s o w o  z m i e n n e j  w c z a s i e ,  r ó w n a  s i ę  p i e r w i a s t k o w i  
k w a d r a t o w e m u  z s u m y  k w a d r a t ó w  w a r t o ś c i  s k u 
t e c z n y c h  w s z y s t k i c h  h a r m o n i c z n y c h  t e j  f u n k c j i .

Tak np dla napięcia

d§=  ] / ^ u *2 = ł /^ 2 +  ^ 2 +  i/32H---------------------------- (22)
dla prądu

| / 2  ^  = A 2- f  V  +  / 32 + ---------------------------- (23)/ =

Stosunek wartości skutecznej funkcji odkształconej do war
tości skutecznej głównej fali stanowi spółczynnik krzywej tej fun
kcji; oznaczając go przez s, mamy

y  _ ]/ y 12 +  f 22+  . . • +  y ,2 
J7: Y,

§  52. O bw ód prqdu odkształconego.

Rozpatrując część obwodu, w którym mamy napięcie 
u =  U,„ sin w t oraz w szereg połączone oporności: rzeczywistą, 
indukcyjną i pojemnościową, wiemy, że powstanie prąd ustalony 
o natężeniu

i =  I„, sin (w / — <p);
przyczem



W przypadku, gdy w takim obwodzie mamy napięcie o prze
biegu odkształconym, rozumujemy w sposób następujący. Napięcie 
takie składa się z szeregu harmonicznych o przebiegu sinusoidal
nym, o różnych amplitudach i częstotliwościach. Wobec niezależ
ności prądów, płynących w jednym obwodzie, każda harmoniczna 
napięcia daje, niezależnie od innych, prąd o przebiegu sinusoidal
nym o częstotliwości tej samej, co powodujące go napięcie. Wszyst
kie te prądy, dodając się, tworzą prąd wypadkowy, odkształcony, 
przyczem poszczególne prądy będą harmonicznemi. Ponieważ czę
stotliwość harmonicznej rzędu k  jest k razy większa od częstotli
wości prądu wypadkowego, więc

Zbadajmy, jakie warunki muszą być spełnione, aby wpływy 
samoindukcji i pojemności znosiły się wzajemnie dla danej har
monicznej, czyli, żeby dana harmoniczna dawała rezonans napięć. 
Będzie to wtedy, gdy

/ (24)

tg ?* =

albo jeszcze
1
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Widzimy, że rezonans może zachodzić wyłącznie dla jednej 
harmonicznej naraz i to tylko wtedy, kiedy spełniony jest warunek

Jeżeli dla danej harmonicznej zachodzi rezonans napięć, to 
dla tej harmonicznej oporność pozorna staje się najmniejszą i rów
ną oporności rzeczywistej, a więc natężenie prądu tej harmonicz
nej będzie największe; inaczej, wpływ danej harmonicznej napię
cia na prąd wypadkowy potęguje się. To zjawisko pozwala nam 
wyodrębniać w badaniu poszczególne harmoniczne napięcia.

Ze wzoru (24) możemy zbadać, jaki wpływ na kształt krzy
wej prądu odkształconego wywierają indukcyjność i pojemność. 
Mianowicie, jeżeli w obwodzie, w którym działa napięcie o prze
biegu odkształconym, mamy oporność R  i indukcyjność L, w sze- 
regowem połączeniu, wówczas natężenie prądu będzie miało rów
nież przebieg odkształcony, przyczem natężenie prądu harmonicz
nej rzędu k  będzie, na podstawie wzoru (24), równe

wynika stąd, że im większy wskaźnik k  harmonicznej, tern mniej
szy będzie prąd, to znaczy, że wpływ wyższych harmonicznych 
maleje, a więc natężenie prądu będzie miało przebieg mniej od
kształcony niż napięcie, które ten prąd spowodowało. Indukcyj
ność tłumi wyższe harmoniczne prądu, zbliża więc krzywą prądu 
do sinusoidy.

Jeżeli zaś w obwodzie z napięciem odkształconem mamy 
oporność R  i pojemność C w szeregowem połączeniu, wówczas 
natężenie prądu harmonicznej rzędu k wyrazi się wzorem

Im większy wskaźnik k ,  tern mniejszy będzie mianownik 
w ostatnim wzorze, czyli tem większe będzie natężenie prądu 
harmonicznej, czyli wpływ wyższych harmonicznych staje się co
raz większy; przebieg natężenia prądu będzie więcej odkształcony 
niż przebieg napięcia. Pojemność potęguje wyższe harmoniczne, 
oddala więc krzywą prądu od sinusoidy.

/* =
Uk
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§  53. Moc prqdu odkształconego.

Każda harmoniczna prądu odkształconego, jako prąd sinuso
idalny, daje średnią moc za jeden okres, czyli tak zwaną moc 
czynną, równą iloczynowi napięcia przez natężenie prądu i przez 
spółczynnik mocy, zależny od przesunięcia fazy prądu względem 
napięcia. Dla otrzymania mocy czynnej prądu odkształconego 
musimy wziąć sumę mocy czynnych wszystkich harmonicznych 
tego prądu. W ten sposób możemy napisać dla mocy czynnej P  
prądu odkształconego wzór następujący

P =  Ux I x COS <p! +  U-2 I 2 cos <P2 +  . . . - \ -U n  In COS ©„ .

Rozpatrzmy prąd sinusoidalny, którego napięcie i natężenie 
mają wartości skuteczne U i I , zupełnie takie same, jak wartości 
skuteczne napięcia i natężenia prądu odkształconego; na podstawie 
wzorów (22) i (23) znaczy to, że

U = \ / U 1* + U t* +  . . . +  Un2, (25)

J = W  +  / a2 +  .'. .-W„* . (26)

Niech natężenie prądu /  będzie przesunięte względem napię
cia U o kąt cp, dobrany w ten sposób, aby moc tego prądu sinu
soidalnego wypadła taka sama, jak dla prądu odkształconego; 
wtedy będziemy mieli

P — U l  cos cp =  Ui Ii cos <pŁ -j- U2 L  cos <p2 +  • . Un In cos cp„ . (27)

Taki umyślony prąd sinusoidalny, którego napięcie i natęże
nie mają te same wartości skuteczne, co i prąd odkształcony i któ
rego moc czynna równa się mocy czynnej prądu odkształconego, 
nazywamy prądem sinusoidalnym równoważnym prądowi odkształ
conemu.

Cos <p można nazwać spółczynnikiem mocy równoważnego 
prądu; ten spółczynnik zawsze może być odpowiednio dobrany, 
wynika to z tego, że na podstawie wzorów (27) oraz (25) i (26)

Ul I x COS «Pi +  Uo L  cos <p, -|----------(- Un In cos <P„ /OCA

TOSł = 1 7 m ! + i P ! + . . . +  W ) ( v + f t + . . . + ^ 7 ; (28)

otóż łatwo można dowieść, że mianownik w ostatnim wzorze nie 
może być mniejszy od licznika, czyli że wyraz ten jest albo
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mniejszy albo równy jedności; inaczej mówiąc, zawsze można 
dobrać kąt cp dla otrzymania potrzebnego spółczynnika mocy.

W przypadku gdy w obwodzie prądu odkształconego, z opor
nością rzeczywistą R, założymy że dla wszystkich częstotliwości 
(harmonicznych) R  ma wartość stałą, to znaczy, nie weźmiemy 
pod uwagę działania naskórkowości, będziemy mieli

C7/cos«p =  P R  (29)

Ui Ix cos«?! =  I Y- R, )

(30)
i

Un In COS <p„ =In R', j

wzór (29) daje

cos <f I R
U =RVż (31)

określając zaś ze wzorów (30) wartości Iy, . . . ,  In i podstawiając 
do (31), otrzymamy

Ul2 COS cpt - f  U22 COS2 cp, - f  . ■ . 4- Un2 COS- <p„ ,
co * \ Ui2+ U 22 +  . . . - \ - U , 2

w przypadku szczególnym, gdy w obwodzie uwzględniamy tylko 
oporność rzeczywistą, wszystkie harmoniczne prądu będą w fazie 
ze swemi napięciami, a więc dowolny cos «p* =  1, wtedy cos«p =  l.

Iloczyn wartości skutecznych napięcia i p-ądu odkształconego 
stanowi m o c  p o z o r n ą  tego prądu; iloraz mocy czynnej do 
mocy pozornej nazywamy s p ó ł c z y n n i k i e m  m o c y  p r ą d u  
o d k s z t a ł c o n e g o .  Oznaczając ten spółczynnik przez K, bę
dziemy mieli

g- Ui Ii cos ?i ~h • -\- Uh Ik cos <p* -f- . . .  -\-Un /„cos«pn
i  J U l2 + . . . + U U -  +  • • - + U n 2) ( I i2 + .  • . + / T T T 7 ^ 7 ? )  * ( 3 2 )

Porównywając wzory (28) i (32), widzimy, że spółczynnik mocy 
prądu odkształconego może być ujęty w postaci

K  - cos «p.
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Należy tylko mieć na uwadze, że kąt cp jest tylko pewnym umy
ślonym kątem, którego cosinus stanowi spółczynnik mocy, na pod
stawie wyżej podanego określenia albo też kątem przesunięcia 
fazy natężenia prądu względem napięcia w równoważnym prądzie 
sinusoidalnym.

Oznaczając dla prądu odkształconego moc pozorną przez P p, 
zaś moc czynną przez P, będziemy mieli

Pp — Ul; P = K U I =  P /c o s  <p=Pp cos cp.

Moc czynną możemy rozpatrywać jako składową mocy pozor
nej; wówczas drugą składową, analogicznie jak dla mocy prądu 
sinusoidalnego, będzie pewna moc, wartość której możemy wyrazić 
w postaci i//Sincp; nazwijmy tę składową mocy pozornej mocą 
bierną; oznaczając ją przez P*, będziemy mieli

P b — U I sin cp;

Pfr =  P 2 + / V ; Pb =  1 / y ^ P 2.

Należy zwrócić uwagę, że w przeciwieństwie do mocy czynnej 
prądu odkształconego, która jest równa sumie mocy czynnych 
poszczególnych harmonicznych, moc bierna, określona w sposób 
wyżej podany, nie jest, naogół, równa sumie mocy biernych tych 
harmonicznych. Ta ostatnia suma

£7i /i Sin cpx + . . .  -j- Uh h  sin 'f * +  .. \ -U n In sin cp„ =

k  =  n

h = 1

ma największą wartość wówczas, gdy wszystkie sinusy będą 
równe 1, czyli, gdy kąty przesunięcia wszystkich harmonicznych 
prądu względem swych napięć wynoszą +  90°, ale wówczas spół
czynnik mocy, jak wynika ze wzoru (32), staje się równym zeru, 
więc cos<p =  0, sin<p =  l ;  obwód zawiera tylko oporność bierną.

Porównajmy w tym teoretycznym przypadku wartość mocy 
biernej prądu odkształconego, która staje się wówczas równą 
mocy pozornej, z sumą mocy biernych poszczególnych harmo
nicznych; biorąc różnicę kwadratów tych wielkości będziemy 
mieli
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k =  n

'sy '  z7*/*sincp*
k —i

=  U212 —
h =  n 

^  U* Ik
h — l

ale U* =  Ul*+  ..  . -\-Uk2+ . . . +  Un2 =  Z  Uk\

i* =  v  +  . . . +  /*24 - . . .  +  / łI9 =  z / * 2,

U *P  =  Z U ki Iki +  2  Uk2 I i2 +  EU,2 U 2, 

\ Z U k h V  =  <JJ1I i +  . . +  Un In)2= ^ y  J7*2/*2 +  2 z  UuhUi u .  

odejmując stronami ostatnie dwa wzory, otrzymujemy

k =  n

^ U k h
= i

^ ( U k h  -  u, /* )* > 0 .

Wyraz stojący z prawej strony 
w rozpatrywanym przypadku nie może 
się równać zeru, gdyż wówczas mieli- 

Pb byśmy
Uk Ui

h
=  Const.,

Rys. 130. a to byłoby możliwe tylko w obec
ności w obwodzie wyłącznie oporności 

czynnej; tymczasem rozpatrywaliśmy przypadek, gdy w obwodzie 
mamy tylko oporność bierną.

Analogicznie do mocy prądu sinusoidalnego można moce 
przy prądzie odkształconym ująć wykreślnie w trójkąt jak na 
rys. 130.

§  54. W pływ  prqdu odkształconego przy pom iarach 
indukcyjności i pojemności.

Załóżmy, że do napięcia U prądu zmiennego o przebiegu 
sinusoidalnym włączyliśmy tylko oporność indukcyjną, np. cewkę 
o bardzo małej oporności rzeczywistej w porównaniu z indukcyj- 
nością własną L tej cewki. Wówczas, oznaczając przez I  natęże
nie prądu, płynącego w takim obwodzie, przy pulsacji w, będziemy 
mieli

U=Io>L,
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skąd dla indukcyjności otrzymujemy

L- 2 1 .
/«O

Jeżeli zaś taką samą cewkę włączymy do napięcia o takiej 
samej wartości skutecznej U, lecz o przebiegu odkształconym (bie
rzemy krzywą symetryczną względem osi X  i początku), wtedy 
wartość chwilowa napięcia będzie

u = U lm sin rni-j- Uim sin 3 oj t -(- Uim sin 5 u>ż-J- • • • ■

Biorąc pod uwagę, że każda harmoniczna prądu będzie opóź
niona o kąt prosty względem odpowiedniej harmonicznej napięcia, 
otrzymamy prąd o wartości chwilowej

. _  l Ą m  s i  f  _  J M _ j _ s i n / 3 _ j _ M i b . s i n ( 5 oj  /  —

CoL \ 21 3cO z  \ 21 5o> L \ 21

skąd, dla wartości skutecznych, będziemy mieli

U = } /  U S + U * + U *  +  - - -  ’

T -A- I  iTJ  2 , U Ł ^ U l  I . . . .
L — u L  I'  u i ^  s 2 1 52 ^

Oznaczając wyraz —  przy prądzie odkształconym przez L',
OJ /

otrzymamy

i U\ ~ ~r U%2 j— U 2 ~1

L ’ =  L V  TJ2 , U * ,
f  Ul + " 3 ^  +  ^  +

Ponieważ wyraz, stojący pod pierwiastkiem, jest większy od 
mianownika, przeto oczywiście

L ’ > L ;

to znaczy, że przy mierzeniu indukcyjności własnej prądem od
kształconym, otrzymujemy rezultat większy, niż przy prądzie si
nusoidalnym.

Do analogicznego rezultatu dojdziemy również przy mierzeniu 
pojemności. Jeżeli, mianowicie, do napięcia U prądu sinusoidalnego
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włączymy kondensator o pojemności C ze znikomo małą oporno
ścią rzeczywistą, wtedy przy prądzie sinusoidalnym

U = I -  ■ ,
to C

skąd

c - J L .
to U

Przy prądzie odkształconym

«  =  i / i m s i n  oj f - j -  i / 3 m s i n 3 t o f  4 ~  t / ó m s i n  5 to t Ą -  • • • ;

i — U\m to (7sin |to t —j—~j —j- Uzm 3 w C sin |3 to ~\~

- f  ł75m5(o Csin iótof-j- — \ -f- • • • ;
\ 2 /

więc
t / = v W T W + W T ^ ~ »

/ =  to e  1/ T v  +  32 C7-32 H -  5 2 £752 H -

Oznaczając przy prądzie odkształconym —— nrzez C', będzie-
to

my mieli

c I +  CT,* 4 - i7s*

skąd wnioskujemy, że
C' >  C.

§  55. Trójfazowe prqdy odkształcone.

a) P o ł ą c z e n i e  g w i a z d o w e  (rys. 131).
Przy prądzie sinusoidalnym mamy w poszczególnych fazach 

napięcia sinusoidalne, które, przy jednakowem obciążeniu wszyst
kich faz, będą

=  Um sin to t ; 

un — Um sin (to i — 120°);

Ujjj =  Um sin (to f -f" 120°).



— 209 —

Przy prądzie odkształconym napięcie każdej fazy (rozpatru
jemy krzywą napięcia symetryczną względem osi X  i początku) 
wyrazi się w sposób następujący

«1 =  Ulms\n / —(— U.im s in 3 w 77, m sin 5 co t-\-  • ■ •

«ii =  {7x771 sin (W -120°)-f-Z7imsin3(wf—120°)-)-C75m sin 5(wf—120°)—|—i • •

«111 =  Ui Tu sin(uif-j-l 20°)-)- U$m sin 3 (**>/-]—120°)—¡— U-0 m sin5(tof-[-1200)-|-* • •

Wzory te możemy napisać inaczej

« i  =  Ulms\n U3m sin 3 t o / - j -  TT,™ sin 5 to ź - j -  • • -

«.i =  Ulm sin (w t — 120°) —j— Z7amsin3 w /- |-  775msin (5 to ł — 120°)-f- • • •

«ni =  Ł/xm sin (to t —)- 120°) — Z73m sin 3 w t -)- t/5msin(5 to t — 120°) -f- ■ • •

Napięcia międzyfazowe skojarzone będą miały wartości chwi
lowe równe różnicy takichże wartości napięć fazowych, np. między 
I i II fazą

ur-n — lir — un =  Ulm [sin to t — sin (to t — 120°)] +

-f- U5m [sin 5 <o t — sin (5 to t -)- 120°)] Uim \ '  3 sin (w t -j- 30°) -(-

H-  U5m ]/3 sin (5 to t — 30°)

więc zginą w nich te harmoniczne, wskaźnik których określony 
jest liczbą, podzielną przez 3, a więc 3, 9 itd. Jeżeli w ukła
dzie gwiazdowym mamy przewód zerowy, to przez ten przewód 
nawet przy jednakowem obciążeniu wszystkich faz będzie płynął 
prąd, powstający pod wpływem tych napięć, które między prze-

T eorja  p rąd ów  zm ie n n y c h  14
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wodami się znoszą, t. zn. napięć harmonicznych, wskaźnik których 
określony jest liczbą podzielną przez 3.

b) P o ł ą c z e n i e  t r ó j k ą t n e  (rys. 132). I tu, jak po
przednio, dla prądu sinusoidalnego przy jednakowem obciążeniu 
wszystkich faz

«/ =  Um sin w t ; 
un  =  Um sin oj t — 120°);
Um—  Um sin (w t-\- 120°).

W  tym przypadku suma 
wartości chwilowych napięć po
szczególnych faz jest stale rów
na zeru. Przy prądzie odkształ
conym znajdziemy, jak poprzed
nio, że harmoniczne o wskaź
nikach, niepodzielnych przez 3 
są przesunięte każda wzglę
dem następnej o 120°, wobec 

czego, przy sumowaniu, wartości chwilowe tych harmonicznych 
znoszą się, natomiast wartości chwilowe harmonicznych, podziel- 
nych przez 3, dają stale sumę różną od zera; a więc w trójkącie 
będziemy mieli w rezultacie wypadkowe napięcie, skutkiem czego 
będzie płynął prąd, zawierający harmoniczne 3, 9 i t. d.

W prądnicach nie stosuje się połączenia trójkątnego w twor- 
niku chcąc uniknąć przy odkształconem napięciu straty na ciepło 
Joule’a, nawet wówczas, gdy prąd nazewnątrz nie byłby pobierany.



ROZDZIAŁ IX.

R Ó W N A N IA  I WYKRESY O B W O D Ó W  

PRĄDU Z M IE N N E G O , OPARTE N A  B A D A N IA C H  

W STANIE JA ŁO W Y M  I W  STANIE ZW AR CIA. 

§  56. Równania zasadnicze.

W większości przypadków w elektrotechnice mamy do czy
nienia z obwodami, które można sprowadzić do układów równo
ważnych, dających się ująć w proste schematy. Gdy chodzi o prze
noszenie energji elektrycznej od źródła prądu do odbiornika bez
pośrednio albo za pomocą transformatorów, lub, gdy rozpatrujemy 
maszyny, względnie przyrządy elektryczne, w których zachodzą 
sprzężenia magnetyczne, możemy, bardzo często w celu badania 
zależności napięć i prądów w takich obwodach, zastosować układ 
równoważny, zawierający trzy oporności pozorne, z których albo 
dwie są połączone w szereg, zaś trzecia włączona między temi 
opornościami i drugim przewodem, albo odwrotnie — jedna włą
czona w szereg, a dwie równolegle między przewodami: jedna 
przed opornością szeregową, druga po niej. Wobec szerokiego 
zastosowania takiego układu, można go łącznie ze źródłem i od
biornikiem nazwać o b w o d e m  p r z e s y ł o w y m  prądu zmien
nego. Część obwodu, zawierającą trzy oporności pozorne w jed
nym z wyżej podanych układów, można nazwać c z w ó r n i k i e m ,  
gdyż posiada 2 pary biegunów: na początku i w końcu. Włączając 
taki czwórnik z jednej strony do źródła prądu, zaś z drugiej 
strony do odbiornika, otrzymujemy obwód prądu zmiennego, który 
ma własności obwodu zawierającego jedno źródło prądu często spo
tykane w praktyce. Rozpatrzymy bardziej szczegółowo własności tego 
rodzaju obwodów, zatrzymując się na układzie oporności pozor
nych Zu Z, i Z3, jak wskazuje schemat (rys. 133).
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Gdy do końców czwórnika włączymy odbiornik, przez ten 
odbiornik będzie płynął prąd o natężeniu takiem samem, jakie 
ma prąd płynący przez oporność Zv Oznaczmy dla takiego 
stanu obciążenia wartości skuteczne napięcia i natężenia prądu 
na początku przez Ux i Iu zaś na końcu przy odbiorniku przez 
U2 i / 2; kąty przesunięcia fazy między I x i Ux prztz ®lf zaś między 
I2 i U2 przez cp2.

Stan, w którym obciążenia niema, to znaczy, odbiornik nie jest 
włączony, obwód jest otwarty, nazywamy s t a n e m  j a ł o w y m .

Stan, w którym końce czwórnika lub wogóle linji elektrycz
nej są ze sobą połączone bezpośrednio, czyli bez oporności, nazy
wamy s t a n e m  z w a r c i a .

Dla stanu jałowego, gdy w końcu napięcie ma wartość U2 
jak przy obciążeniu, zaś prąd nie jest tu pobierany, czyli I2 =  0, 
napięcie i prąd na początku będą Uio i /io, kąt między niemi cr0 ; 
dla stanu zwarcia (końce są połączone bez oporności), gdy U2=  0, 
zaś prąd ma wartość I2 jak przy obciążeniu, napiętie i prąd na 
początku będą U1Z i / 12), kąt między niemi <p2 •

Rozpatrując obwód w stanie jałowym, spostrzegamy, że w tym 
przypadku prąd IlO przepływa przez oporności pozorne Z x i Z 3y 

połączone ze sobą w szereg, czyli przez oporność Zl -\-Z3; ozna
czając sumę tych symbolów, która stanowi oporność pozorną stanu 
jałowego, przez Z0, będziemy mieli

Ż0 — Żx-\- Żx, (1)
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Z drugiej strony oporność Z3 znajduje się pod napięciem U2, 
gdyż prąd przez Z, nie przepływa, więc

/ 10= ^ ;  O)
"3

przez porównanie (2) i (3) otrzymujemy

Uio =  U3-Ę?- =  'U2Ś0, (4)

gdzie

o  __ ¿0 Źl~\~ - . 1  ¿1 /rr\

i ,  — - ę ~  + ~ s "  ( )

Spółczynnik Ś0, rozpatrywany jako symbol, ma argument 
równy kątowi pomiędzy U10 i U2; oznaczmy ten kąt przez y0 •

Wprowadzając wartość Uin ze wzoru (4) do (2), otrzymamy

L  =  (6)
*-0

W stanie zwarcia prąd, przepływający przez oporność Z2, 
równy jest / 2. Przez oporność Z3, równoległą do Z2, płynie prąd, 
wartość którego będzie

/  ż
! ż .  '

Geometryczna suma tych dwóch prądów daje nam prąd I\ z; 
mamy więc

i t ,  =  L  +  Ł f = i 1 (  i +  A ) .  (7)

Oznaczając wyraz, znajdujący się w nawiasach, przez Śz , gdzie
Sz stanowi symbol, którego argument określony będzie kątem 
Yz pomiędzy I\z i otrzymamy

ś . =  i + 4 - .  w
Aj

I u = h Ś z . (9)



Napięcie U\z na początku równa się geometrycznej sumie 
napięć na oporności Z1 oraz na jednej z oporności Z> lub Z3, 
możemy więc napisać

Uu = I u  A  + / 2 ¿ 2 , (10)

zaś biorąc pod uwagę (9),

U12 =  I 2 Ś J \  + 12 7o— h  (5 ,  A  +  72). (11)

Stosunek wektora napięcia do wektora prądu w stanie 
zwarcia oznaczamy przez Żz, będzie to symbol, stanowiący oporność 
pozorną obwodu w stanie zwarcia.

Mamy więc
U1Z= I 1ZŻZ, (12)

albo po uwzględnieniu (9)

U1Z=  L S Z Ż Z. (13)

Przez porównanie (11) i (13) otrzymujemy

Ś z Żz =  Ś zŻi +  Ż3. (14)

Przechodząc do ustalenia zależności napięcia i prądu na po
czątku od tychże wielkości na końcu, napiszemy następujące rów
nania, wynikające z rozpatrzenia schematu na rys. 133

u t -  u 2= i x Żx - f  / 2 i 2,

¿3

Wyrażamy z drugiego równania

7 _ u ^ h z a
1 Ai + ż 3 

i podstawiamy do pierwszego; wtedy



— 215 —

analogicznie, określając z drugiego równania 

Ui — Ii Z3 — I2Ż3 ¡1 Ż± 

i podstawiając do pierwszego, otrzymamy

/ , = - & + / , - S + Ł . (16)
z, - z.

We wzorach (15) i (16) możemy zamiast oporności Zt , Z, i Z3, 
wprowadzić poprzednio rozpatrzone symbole S 0, S z, Z0 i Z*; na 
podstawie wzorów (1), (5), (8) i (14) mamy

•  A ± J t  =  1 + Ą = ś o ,
Z, za

Z\Z2 +  z, z3 •+ z2 ź3 / . ż2
. 1  +  - /  Z1-\-Z2 =  S z Z1-\- Z2 =  S z Z z y 

Z 3 Z i

i + 4 ? - ,  .

J _ _ ,  ^3 __ ^0 ,
z3 z; +  z;i ź0

ź2+ z 3 =  Ą_= sz.
z 3 Z3

W ten sposób wzory (15) i (16) przybierają postać

u 1 =  u 2ś 0 +  i 2 ś z ż , ,  (17)

l \ = U ^  +  I 2 Ś z . (18)
A)

We wzorze (17), z prawej strony, pierwszy wyraz, jak widać 
ze wzoru (4), stanowi Ul0, drugi zaś wyraz, jak widać ze wzoru
(12) Ul z ; we wzorze (18) pierwszy wyraz z prawej strony, jak
widać ze wzoru (6), stanowi 710, drugi zaś wyraz, jak widać ze 
wzoru (9), I l z ; mamy więc

Ui==UloJ r U lz ,

4 = 4 + 4 .

1



Wynika stąd, że w stanie obciążenia napięcie i prąd na po
czątku stanowią sumy napięć, względnie prądów, odpowiadają
cych dwóm stanom: jałowemu i zwarcia.

Pomiędzy czterema symbolami Ź0, Źz, Ś0 i Sz , w powyższych 
równaniach, istnieje zależność, którą możemy określić w sposób 
następujący: na zasadzie wzoru (5) mamy

ó   ż 0¿>0 — . ,

zestawiając razem wzory (8) i (14), to znaczy

£  =  i + 4 2- ,

ś z Żz — <S2 ¿1 ~\~ Ż2 ,

otrzymujemy cztery równania, z których, rugując Zx Z2 i Z3, otrzy
mamy pożądaną zależność pomiędzy symbolami.

Z pierwszego z tych równań mamy

L  -  z °
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z drugiego

ż 1 =  ( 4 - i ) Ą  =  ( ś 0- i )

z trzeciego

Ż2 = ( Ś 2 - 1 ) Ż . s =  ( Ś z - 1 ) ^ ~ .

Podstawiając te wartości do czwartego równania, otrzymamy

śz żz = śz( *-1)4- +(A -1) -f2-,

&  ź 2 =  &  ź 0 —  Śz Z 0 +  Ś 2 Z 0 —  Z 0 ,

albo
Śo Śz ( ź 0 — Źr ) =  Ź0 ,
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skąd

ŚaŚ z =  - Źo . (19)
Z — Zz

Wprowadzając zamiast oporności pozornej stanu jałowego Z0, 
wielkość odwrotną, czyli przewodność pozorną stanu jałowego
i oznaczając tę wielkość przez Y0, możemy przepisać równania
(17), (18) i (19) w sposób następujący

U, =  U2 Ś0 + / 2 Śz Żz ; (20)

/, =  U2 S0 y0+ / 2 4  ; (21)

<22)

Układ trzech równań (17), (18), (19) lub (20), (21) i (22) sta
nowi równania zasadnicze rozpatrzonego obwodu prądu zmien
nego, dające zależności pomiędzy napięciami i prądami na początku 
i w końcu.

Mamy w tych równaniach cztery zależne od siebie stałe 
Z 0(Y0), Zz , S0, Sz .

§  57. O bw ód symetryczny.

Nazywamy s y m e t r y c z n y m  taki obwód prądu zmien
nego, dla którego w rozpatrzonym schemacie Z1 =  Z2. Wtedy 
przez porównanie wzorów (5) i (8) otrzymujemy

Ś0 =  Ś Z .

Oznaczając ten symbol wprost przez S  bez znaczka, zaś jego 
argument przez f , będziemy mieli ze wzorów (4) i (9)

U, l  ~

Równania zasadnicze (17), (18), (19), lub (20), (21), (22) w tym 
przypadku przybiorą postać

^ = U 2+ I 2ŻZ,
O

(23)



218

(24)

5  = )/ (25)

lub

(26)

(27)

5  V  1 - Y 0 Ż Z
(28)

W obwodzie symetrycznym mamy tylko trzy zależne od siebie 
stałe Z0(Y0), Z z i S.

§  58. O kreś len ie  w ielkości stałych zapomocq pom iarów .

Stałe, wchodzące do równań zasadniczych wyżej rozpatrzo
nego obwodu prądu zmiennego, można określić na podstawie do
świadczeń, przeprowadzonych w stanie jałowym i w stanie zwarcia.

Przy dowolnem napięciu U mierzymy na początku obwodu 
natężenie prądu i przesunięcie jego fazy względem napięcia, gdy 
w końcu kolejno mamy stan jałowy i stan zw arcia; oznaczmy 
zmierzone wartości prądów przez 70 i I z , zaś kąty przesunięcia 
fazy tych prądów, liczone w kierunku od napięcia przez (p0 i ?«•

Zakładając we wzory (19) lub (22) powyższe wartości, otrzy
mamy

Dla wyznaczenia wartości tego iloczynu znajdziemy najpierw 
wartość różnicy wektorów I z — 10. Wychodząc z kierunku na

Wtedy

0
U
iz

(29)
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pięcia U jako początkowego (rys. 134), przeprowadzamy pod kąta
mi i OA =  I0 i OB =  I z ; odcinek A B  stanowi różnicę wek
torów i z — 10.

Z trójkąta O A B  mamy

A B  =  \ 702 - f- Q  — 2 10 I z cos (ę0 — ?*) •

Rys. 134.

wobec tego

S0S Z
t 7 o 2 + / z 2 - 2 / 0 / z c o s ( ' i

Opuszczając prostopadłą z 4  na bok OB,  będziemy mieli 

A M   A M    70 sin (s0 — ? z)

(30)

tg 2J1 05A ) =
M B  OB — OM l z — 70 cos ('-p0— ? z)

Oznaczmy kąt, który tworzy wektor I z —I n =  A B  z począt
kowym kierunkiem OU przez ó, wtedy

czyli
OBA,

~2$- OBA =  ?z — ó;

ale ze wzoru (29) widzimy, że argument iloczynu symboli B0 Ś z 
powinien się równać sumie argumentów tych symboli, czyli T<rł-Vz, 
z drugiej zaś strony, powinien się równać różnicy argumentów 
wektorów I z oraz I z — / 0, czyli <pz — <!>; z tego wynika, że

więc

tg (To +  T z)

2£ O BA — Yo ~b "O,

70 sin (cp0 — cpz)
70cos (c?o — <pz)

(31)



Następnie, doświadczenie przeprowadzamy w ten sposób, że 
w końcu obwodu dajemy dowolne napięcie U', początek zaś raz 
pozostawiamy otwarty (stan jałowy na początku), drugi raz zamy
kamy bez oporności (stan zwarcia na początku) i mierzymy prąd 
i kąt przesunięcia jego fazy względem napięcia dla każdego stanu. 
Otrzymamy wartości

skąd znajdujemy

W tym przypadku (rys. 135)

Z,
<>— A \A A A A W —

Rys. 135.

'3

0

Na zasadzie wzorów (8) i (5) będziemy mieli

zaś ze wzoru (14)
Z,
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¿ 1 + 4 * -
7  z _  Sz

z* ź , + i
So

^ 0
Ś z

¿1 + +  ^2
7 2 S0-\-Żx

Wyraz stojący w nawiasach równy jest 1. Rzeczywiście, ze 
wzorów (5) i (8)

ś„ =  i  +  | L ; &  =  ! + # - ;
A-J 3

.  - .  ¿i +  A ^  +  Ą
Zi *S2 +  Z2  _______ _________

ŻoŚ0-\-Ż^ ^  | 1 | Źt
=  !■

Zo

Wobec tego otrzymujemy

S L =  z ^ z ^
&  ¿ o '  Ź z '

(32)

Wartość stosunku poszukiwanych wielkości otrzymuje się 
jako stosunek wartości oporności pozornych Z0 i Z0' lub Zz i Zz

Zz
Sz Zn'

(33)

argument ilorazu Ś0 i Śz będzie z jednej strony różnicą kątów 
Y0 i Yz, z drugiej strony, na zasadzie wzorów (32), będzie to
różnica argumentów Z0 i Z0' lub Zz i Zz' .

Argumenty oporności pozornych mają bezwzględne wartości 
takie same jak i argumenty prądów, ale znaki przeciwne; wynika 
to z tego powodu, że

/  = U

czyli, przy początkowym kierunku wektora U.

skąd
l e  Zei« Z 6 ’

a =  — cp .



Wobec tego

To -  Tz =  ( -  cp0) -  -  To') =  (— <fr) -  ( -  ?/),
czyli

To -  Tz =  <p0' — To =  ?*' — ? . .  (34)

Równania (30) i (33) dają nam możność znalezienia modułów 
sym boli^  i , zaś równania (31) i (34) służą dla określenia 
argumentów y0 i Yz tychże symboli.

Oczywiście, dla znalezienia niewiadomych, wystarczyłoby jedno 
z równań (33) oraz jedno z równań (34), to znaczy, że można się 
ograniczyć przy pomiarach w końcu obwodu do stanu jałowego 
lub stanu zwarcia na początku; lepiej jednakże przeprowadzić 
wszystkie wskazane pomiary, dodatkowe zaś równanie posłuży 
dla sprawdzenia wyników

W przypadku obwodu symetrycznego będziemy mieli

Ś 0 =  ŚZ =  Ś,

To =  Tz =  T •

Wtedy wystarczą pomiary, dokonane na początku; równania 
(29), (30) i (31) dadzą nam
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s2 =  T Z ~ T  ■ <35>

s- = ■ Iz •
1 I ł  -Ą-Iz2 — 2 / 0 Iz cos (?0 — ępz) ’

(36)

i(r2T = ___ ^sin(cp0- ( p 2)
t Q i l  / . - / „ C O S ( T„ - T,) ■ <37)

skąd znajdujemy £  iT.

§  59 . W arunki osiqgnięcia najw iększej mocy prqdu 
na odbiorniku.

Rozpatrzmy zagadnienie następujące: na początku napięcie ob
wodu u źródła Ux ma wartość stałą, na odbiorniku spółczynnik mocy 
cos cp2 również pozostaje bez zmiany. W jakich warunkach moc
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oddawana odbiornikowi będzie miała wartość największą? Ozna
czając tę moc przez P.,, mamy

P 2 =  U, I ,  COS cp2 .

Wartość P2 oczywiście będzie największą wtedy, gdy iloczyn 
U-21-, będzie największy.

Wszystko co się znajduje między źródłem prądu i odbiorni
kiem, jak przewody, transformatory i t. p. możemy zastąpić czwór- 
nikiem. Wtedy ze wzorów (4) i (13) będziemy mieli

U, =  - ^ k ;  =
S 0 Sz Zz

U; U U l  o  U u

Ś0 Śz Żz

ponieważ Ś0 Śz Żz jest wielkością stałą dla danego obwodu, więc 
maximum U2 /> będzie odpowiadało maximum iloczynu

Ul0Uu,

czyli maximum iloczynu modułów tych wektorów

Ul0Uu.
'

Z drugiej strony

irl0 +  u u = u lt

a ponieważ, z założenia, Ul ma wartość stałą, więc suma geomet
ryczna wektorów Uin i tfu jest wielkością stałą. Oznaczmy kąt 
przesunięcia fazy U10 względem tfu przez a, t. j.

łatwo jest określić wartość tego kąta na podstawie wzorów (4) 
i (13),

U  0 =  u, ś 0 , ulz =  l ś z Ż Z= ^ Ś ZŻ Z,
¿-i

gdzie Z2 oznacza oporność pozorną odbiornika.



Oznaczmy

2̂ . (i^io’ Ul) == ło ’ ^$-(U\ z’ Ul) == '1)* ’ 2$L( t/ó ’ ^ i ) =  ^  •

Zważywszy, że

2£(/2 ¿72) =  <p2 , arg. £0 =  To» arg. Ś z =  '(z , arg. Ż z — — ?*,

arg. Z> =  — cp,,
będziemy mieli

ło =  $2 4~ To i 

łz =  ^2 +  ?2 ~i~ Ti — ?z , 

a — ł o -  ' K =  ł s +  To — ^2 — T2 —  Ti  +  ?i

i ostatecznie
<x =  'pz —  cp2 +  T0 — Ti, (38)

zaś dla obwodu symetrycznego, gdy To =  T i,

a =  <pz — cp2. (39)

Ponieważ wartości kątów, określających kąt a , są stałe dla 
danego obwodu, przeto i kąt a pomiędzy wektorami U10 i U1Z jest 
wielkością stałą.

Mamy więc do rozwiązania następujące zadanie: dwa wek
tory (rys. 136)

A B — UU) =  x  

B C =  Ulz =  y
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Rys. 136.



mają stałą sumę geometryczną A C = U 1 =  c i tworzą stały kąt a ;  

trzeba znaleźć
max Ul0 Ulz —  max x y .

Oznaczając
U =  x y  ,

będziemy szukali max U ; z A AB C

A  B 2 +  B  C2 - f  2 A  B • B C • cos a  =  c2,
czyli

x2 -j- z/2 -f- 2 x y  cos a =  c2. (40)

Rozpatrując y  jako funkcję x , określoną ostatniem równa
niem i różniczkując, otrzymamy

2 x - \ - 2 y  y '  - \ - 2 x  cos a y'  -(- 2 y  cos a  =  0 ,

skąd
, y cos a -j- x  

U =  — i —  •3 z /-t-*cosa

Różniczkując U, będziemy mieli

lT =  xy' -  +  y

i podstawiając znalezioną wartość y ' , otrzymamy

v , — x y  cos« -  x 2 i r  — .
i / - ) - X C O S a  Z/ — A* e ° S  «  ’

przyrównywając U '=  0 , znajdujemy

y  =  x ,

czyli po podstawieniu do (40)

c c
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x  =  y =
V 2 (1 +  cos a)

ponieważ dla takiej wartości x i y  U" < 0, przeto warunek y — x  
daje nam max U, a więc

max Ul0 Ui z , czyli m a x P 2

T e o r ja  p rą d ó w  z m ie n n y c h  15
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nastąpi wtedy, gdy

Uio =  Uiz — — Ul a
2 cos

û

albo na podstawie wzorów (4) i (13), gdy

więc

S° 2 S0 cos ^

Ui* _  Ui 
S zZ z  2 S z Z z cos

max P 2 =  max (72 12 cos cp2 =

_  ŁĄ2 cos r-p2 

4 cos2|  Ą  S* Z 2

Ponieważ

2 cos2 j  =  1 +  cos a =  1 - f  cos (cpz — cp2 - f  y0 — j z) , 

możemy napisać

U^  cos cp2max P
2 S0S Z Z2 [ 1 -j- cos (yz — ?2 To — Y*)]

Rozpatrując teraz największą wartość max P2 w zależności 
od cp2 , możemy znaleźć największą z największych wartości mocy, 
którą możemy osiągnąć na odbiorniku, dobierając odpowiednio 
U2, / 2 oraz cp2 . W tym celu bierzemy pochodną, ostatniego wzo
ru względem cp2 i przyrównywamy ją do zera; po odpowiednich 
skróceniach otrzymamy

—  [1 +  cos (? 2— cp 2+ y  o— Ti) ] Sin cp 2 — sin  (®2 — ? 2+ Y 0 — Ti) cos <p2 =  0 ,  

lub
(1 - j -  cos a )  sin cp2 -|- sin a  cos <p2 =  0;

a  a  
2 sin TT cos TT sin a  2  2  a

g ?a ~ ~  1 +  COSa “  2 a “  g 2 ’
1 2 cos-
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a (?z  —  ?2 +  Tq — Tz) 

2
skąd

dla obwodu symetrycznego będziemy mieli

cp2 =  —

i w tym przypadku największa możliwa moc będzie

max P> — U ] 2 COŚ ffz
2 S 0 S z Z z (1 -f- cos 2 cpz)

Ui2 cos
4 S0 S z Z z cos2 oz 4 S0 S z Z z cos <p*

§  60. W ykres pracy obwodu prqdu zm iennego.

Wykresem pracy obwodu prądu zmiennego nazywamy wykres, 
za pomocą którego możemy określać napięcia i prądy, powstające 
na początku i w końcu obwodu jak również moc pobieraną i od
dawaną, przy zachowaniu pewnych warunków. Podstawą do ta
kich wykresów są pomiary, przeprowadzone w stanie jałowym 
i w stanie zwarcia.

Wychodzimy znowu z założenia, że napięcie U1 na początku 
obwodu pozostaje bez zmiany i że spółczynnik mocy na odbior
niku cos cp2 ma wartość stałą. Mamy trzy zasadnicze równania
(17), (18) i (19).

U, =  U10 +  Uu =  U,So +  / ,  S z Z Z  9 (41)

h  =  L  +  i u = u 2- ^ + h S z ,
Z oo

(42)

(43)

Z pierwszego równania określamy

U2 Ś 0 =  U, - 1  Śz Ż z .



— 228 —

Podstawiając do drugiego, znajdziemy

/ . = + Ą  & = A . + / ,  A  ( x _  f - ),
Zo Z0 ' Z o

zaś na mocy trzeciego równania

Oi , / ,
h z ,  S 0

Oznaczmy przez I0 prąd na początku obwodu przy napięciu 
Ui , gdy w końcu mamy stan jałowy; wtedy

Z 0

ma wartość stałą, przytem kąt przesunięcia fazy /„ względem Ut 
oznaczymy przez cp0; możemy więc napisać

/ . = / . + •  f -o0

Przyjmując dowolny kierunek np. pionowy jako kierunek 
napięcia Ult odłóżmy pod kątem <p0 OA =  I0 (rys. 137). Gdybyśmy

wiedzieli, jaka jest wartość wektora i jaki jest jego kie-

runek, wtedy, dodając geometrycznie ten wektor do wektora / 0, 
otrzymalibyśmy wektor I x. Przypuśćmy, że A B  stanowi wektor

-j?—, wtedy OB  wyraża wektor /j .

Dzieląc obie strony równiania (41) przez Ś 0 Śz Żz , otrzymamy

Ui __ Uio , U\z Uo i A

S0 Sz Zz Sc Sz Zz Ś0 ŚZŻZ ś z ż z ś 0
(44)

Kąt pomiędzy wektorami U10 i Uu , oznaczony poprzednio 
przez a, został określony na podstawie wzorów (38), względnie (39).

Jeżeli te dwa wektory Ul0 i Uu podzielimy przez jeden i ten 
sam iloczyn symboli Ś v Śz Żz , to, oczywiście, otrzymane, w ten 
sposób nowe wektory będą tworzyły ze sobą ten sam kąt a, czyli



Kąt a będziemy odmierzali w kierunku od wektora

<io wektora Ui
ś z ż z

na rys. 137 a c O; wektor- U,
Sz Zz

- B C  jest

przesunięty wstecz względem wektora

Przechodząc do naszego wy
kresu, przeprowadzamy od punktu 
B  pod kątem a np. wstecz (* <  O) 
od A B  odcinek

B C = J k - ,  s,z,

wtedy, na zasadzie (44), geometry
czna suma A B  i B C będzie

L
ś,o

A C Rys. 137.
s0 sz Zz

Wyraz ten stanowi wielkość stałą, więc jeżeli do tego sta

łego wektora dodamy również stały wektor OA — ł 0 =  4^-, wtedy
Z<>

otrzymamy również jako wektor stały geometryczną sumę

OC U  1 U l -  1' i ,
h 1 )

Ż 0  Ś 0  Ś z Ż z Ż z  ' Ś 0 Ś z  1

jest 1, zaś

Wyraz stojący w nawiasach, na zasadzie wzoru (43), równy 

Ui
Zz

I z stanowi prąd, płynący na początku obwodu,

gdy koniec obwodu jest zwarty; kąt przesunięcia fazy tego prądu 
względem napięcia Ł7j oznaczmy przez <pz ; będzie to argument 
prądu, gdy kierunek wektora UY przyjmiemy jako oś początkową. 

W ten sposób O C — Iz ; więc, jeżeli będziemy mieli wartości 
I z , <p0, rpz , wtedy punkty A  i C będą na wykresie końcami 

wiadomych wektorów 70 i Iz ; łącząc te punkty, otrzymamy odci
nek A C .
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Wektory

A B  =  i -  i B C =  A  -
So sz Zz

mają zatem stałą i wiadomą sumę geometryczną A C oraz tworzą 
ze sobą stały i wiadomy kąt a.

Jeżeli na danym odcinku A C — a zbudujemy trójkąt tak, aby 
dwa pozostałe boki tworzyły kąt zewnętrzny <* (rys. 138), wtedy

Rys. 138.

geometryczne miejsce wierzchołków B  takich trójkątów będzie 
koło, środek którego O' ma spółrzędne

a a 
2 ’ <45>

zaś promień

a
2 sin a ’

czyli że dany odcinek A C stanowi cięciwę, opierającą się na kąt 
środkowy 2 a, zaś środek znajduje się na prostopadłej, przepro
wadzonej przez środek tego odcinka.



Aby tego dowieść, wybieramy osie spółrzędnych, biorąc w A 
początek, oś X  w kierunku A C , zaś oś Y  w kierunku prosto
padłym. Oznaczmy spółrzędne zmiennego punktu B  przez x0 i z/0; 
spółrzędne punktu A  będą 0 , 0 ,  zaś punktu C — będą a ,  0. 
Stosując wzór na równanie prostej, przechodzącej przez dwa punkty, 
otrzymamy równanie BC
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x  — a ,. fło .. ał/o- - — a ,  czyliy _  v —  a   ¡7o <*yo
i/o

równanie AB

=  czyli lJ =  jxL x -U o o o

Kąt pomiędzy prostą BC  i prostą A B  oznaczyliśmy przez 
z równań prostych wynika, że

J / o   _  j/cL

.v0 — a x 0 a i/otą a =  —-------------5-----= ---5------------ ;---5 ?
1 : u l _____ .v02 -  a X Q - f

•V0 (-v0 — a)
skąd

albo

•*V +  i/o2 — a  -Vo — i/o — 0,

i — a \2 i a y2— q2(i i 1 a ~
\x ° 2/ 1 r °  2 tg a' 4 \ 1 tg2 a/ 4 sin2a

Jest to równanie koła, środek którego ma spółrzędne ^

1 2 i g a ’ zaś promień równy jest ^ s i b r '

Na rys. 138, O' stanowi środek takiego koła.

Z trójkąta AO'D  lub D C C ,  mamy

a

t g 2 M O ' ^ = ^ = - f - = t g a ,

2 tg a

skąd
^  a  O' D =  *.

Z rysunku widzimy, że dla znalezienia środka koła O' musi
my ze środka odcinka A C przeprowadzić prostopadłą, następnie
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z punktu A  pod kątem 90° — a do A C przeprowadzić prostą aż 
do przecięcia z prostopadłą w poszukiwanym punkcie O' .

Kąt a określiliśmy jako kąt przesunięcia fazy Z710 względem t/i*; 
następnie stwierdziliśmy, że ten sam kąt stanowi kąt przesunięcia

fazy względem • Na rys. 138 jest to kąt, jaki tworzy
Sz Zz S0

B C względem A B. Łatwo jest zauważyć, że dla punktów B, ma
jących rzędne dodatnie, kąt a < 0 ,  czyli wektor B C  jest przesu
nięty wstecz względem wektora A B ; gdy zaś rzędne punktów 
B  będą ujemne, wtedy a >  0. Z tego wynika, że przy o. >  0 za
daniu będzie odpowiadać część koła, leżąca pod odcinkiem A C 
(osią X), zaś przy a < 0 ,  część koła, leżąca nad odcinkiem AC. 
Kąt a , posiadający ważne znaczenie w rozpatrywanem zagadnie
niu, może się zmieniać w granicach od — 180° do -j- 180°.

Pozostawiając do szczególnego omówienia przypadki, gdy

a =  0, +  rc. rozpatrzymy w jaki sposób zmienia się położenie
L i

środka interesującego nas koła przy zmianie wartości kąta a. Na 
podstawie wzorów7 (45) znak rzędnej środka koła jest taki sam, 
co i znak tg a; przytem będziemy mogli sprawdzić, że we wszyst

ek

Rys. 139.

kich przypadkach dla znalezienia tego środka wystarczy z punktu 
A  przeprowadzić prostą pod kątem 90° — a do A C  z uwzględnie
niem znaku tego kąta. Możemy ustalić cztery następujące przy
padki:

I. (rys. 139):
a > 0 ,  lecz < 9 0 ° ,  
tg a >  0 ,
90° — a >  0, lecz <  90°.



AO’ tworzy z AC  kąt dodatni i ostry; geometryczne miejsce 
punktów B  znajduje się pod odcinkiem AC.

II. (rys. 140).

-
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Rys. 140.

a >90°, lecz < 1 8 0 ° ,  t g « < 0 ,

90°— a‘>  — 90°, lecz < 0 .

AO'  tworzy z AC  kąt ujemny i ostry; geometryczne miejsce 
punktów B  znajduje się pod odcinkiem A C .

III. (rys. 141).

a C  0, lecz > '  —  90°,

t g a < 0 ,

90° — a >90°, lecz <  180°.



■' • • i
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AO'  tworzy z AC  kąt dodatni i rozwarty; geometryczne miej
sce punktów B  znajduje się nad odcinkiem AC.

IV. (rys. 142).

a <  — 90, lecz >  — 180°,

t g a > 0 ,

90° -  a >180°, lecz <270°.

A O' tworzy z A C  kąt dodatni, zawarty pomiędzy 180° i 270°; 
geometryczne miejsce punktów B  znajduje się nad odcinkiem AC.

W przypadkach szczególnych, gdy a — 0,-j-180°,— 180°, geo- 
metrycznem miejscem punktów B  będzie linja AC ,  przytem

Rys. 143. Rys. 144.

dla a =  0 punkty B  leżą pomiędzy A  i C (rys. 143);
dla a =  -)-180° punkty B leżą po stronie A  (rys. 144);
dla c l —  — 180° punkty B  leżą po stronie C (rys. 145);
gdy a =  +  90°, otrzymujemy środek koła w środku odcinka A C,
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przytem dla a = - ¡ -9 0 °  geometrycznem miejscem punktów B  bę
dzie dolne półkole, zaś dla o. — —90° — górne półkole (rys. 146).

Powracając do rys. 137 i opierając się na powyższych rozu
mowaniach, możemy wykonać wykres pracy obwodu prądu zmien
nego w sposób następujący.

£ " \
c:

Rys. 145.

Wybieramy początek wektorów O (rys. 147) i początkowy 
kierunek OUY jako kierunek wektora stałego napięcia U, . Od po
czątku O pod kątami cp0 i <p2 odkładamy w ustalonej skali prądów 
wiadome wartości I0 — OA oraz I z= O C .  Łączymy A  i C linją 
prostą i ze środka D odcinka A C przeprowadzamy prostopadłą.

Rys. 146.

Z punktu A  pod kątem 90° — a do AC  prowadzimy prostą A O' 
do przecięcia owej prostopadłej w punkcie O', który będzie śro
dkiem koła o promieniu O'A.  W zależności od znaku kąta a 
wykreślamy część koła: przy a > 0  pod odcinkiem AC  (jak na 
rysunku), przy a < 0  nad odcinkiem AC.
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Otrzymany w ten sposób łuk koła stanowi poszukiwany wy
kres pracy. Na podstawie tego wykresu możemy znaleźć wartości 
I y i U2 dla rozmaitych wartości / 2. W tym celu dla danej w arto

ści /o obliczamy lub dla obwodu symetrycznego w przy-
O0 ^

jętej skali z punktu A  odcinkiem równym ~  przecinamy nasz

wykres, znajdując w ten sposób punkt B;  wtedy OB  daje nam

bezpośrednio wektor /, , zaś B C  wektor —̂ 2, lub F l — , skąd
S z Z z S Z z

obliczamy U2.

I

Potrzebne do wykresu pracy wartości I 0, <p0, I z , cpz powinny 
być wiadome lub znalezione przez pomiary prądów i ich kątów 
przesunięcia fazy, gdy koniec obwodu jest w stanie jałowym 
i w stanie zwarcia, albo na podstawie wiadomych oporności Zy, 
Z2, ZA, układ których stanowi czwórnik. Dla obwodu symetrycz
nego te dane wystarczą do obliczenia S  oraz a ze wzorów (36), 
(37) i (39). Gdy badamy obwód niesymetryczny musimy jeszcze 
mieć dane, dotyczące analogicznych pomiarów, przeprowadzonych 
w końcu obwodu, gdy początek obwodu znajduje się kolejno w sta-
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nie jałowym i w stanie zwarcia. Na podstawie tych danych obli
czymy potrzebne wielkości ze wzorów (30), (31), (3 3 ), (3 4) i (38).

W przypadku obwodu symetrycznego moduł spółczynnika 
S  i jeg° argument y możemy znaleźć z wykresu pracy, bowiem 
wychodząc ze wzoru (35)

S-
h - h

i mając na wykresie I z — / 0 =  A C  (rys. 147), otrzymamy S~, dzie
ląc Iz przez wartość A C f wreszcie znajdziemy S .  Różnica kątów 
wektorów Iz oraz I z — / 0 równa się argumentowi 2 7 wektora 
Ś 2; czyli

2 y =  -  2)1 CLUy, skąd y =  Ui .

%.CL\JX trzeba odmierzyć np. kątomierzem i wziąć oczywiście 
z właściwym znakiem, mierząc go w kierunku od osi początko
wej O U1.

Zapomocą wykresu pracy możemy również znajdywać moc
P1 na początku obwodu oraz moc P2 w końcu dla określonej
wartości prądu I 2.

Wektor O B = l x tworzy z kierunkiem wektora napięcia Ul 
kąt <pj. Jeżeli kierunek O Ux przyjmiemy za oś odciętych, zaś oś 
rzędnych przeprowadzimy prostopadle do tego kierunku, wtedy 
otrzymamy dla odciętej punktu B

B F =  I x cos 'f i ,

Ponieważ moc prądu na początku obwodu ma wartość 

Px =  Ux Ly cos <?!, 

zaś Uy ma wartość stałą, przeto odcinek

jest proporcjonalny do tej mocy i w odpowiedniej skali daje nam
wartość Py. W trójkącie ABC

i  2 r>n   ^2A B  , BC =
S 0 S z Z z
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Pole tego trójkąta ma wartość

A =  ~ •A B -B C • s[na =  \ '  s l2s U2Zz s in * ;

ponieważ moc odbiornika ma wartość

P, — U2 I2 cos <p2 ,
więc

 1 sin a
2 S0 S z Z x cos cp2

Z drugiej strony możemy pole trójkąta A B C  określić jako 
połowę iloczynu podstawy AC  przez wysokość B H .

Podstawa

A C —
0 0 7 ’*^0 &  z  £  z

zatem

A =  2 ' ś ^ s 7 z z ' BH]

przez porównanie obydwóch wzorów dla A znajdziemy

b h = Ł i i i fL ,
CĄ cos <p2 

B H  _  P2
sina l7jcos<p8’

B H
wartość  ̂ znajdziemy, przeprowadzając prostopadłą z punk

tu B na promień O 'A ; ta prostopadła przetńie odcinek AC  
w punkcie K; ponieważ

2i A K G =  * =  -Ź B K H ,
przeto

B K = B I L =  p ,  .

sin a Uycos <p2 ’

iloczyn Uy cos <p2 ma wartość stałą, więc odcinek RńT w odpo
wiedniej skali daje nam wartość mocy oddawanej w końcu obwo
du przy prądzie / , .
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Największa moc na odbiorniku odpowiada największej war
tości BH ;  tę wartość otrzymamy, przeprowadzając ze środka AC  
prostopadłą do przecięcia się z kołem wykresu, wówczas A B  =

~ 1 $  ° raz ~  nam war °̂®c  ̂ 2̂ i U-,, dla których
moc oddawana będzie największą.



ROZDZIAŁ X.

O B LIC ZA N IE  PO JEM N O ŚC I I IN D U K C Y JN O Ś C I 
W LINJACH ELEKTRYCZNYCH.

§  61 . Rozkład potencjału w polu e lektrycznem .

Będziemy rozpatrywali przewody, składające się z drutów 
lub linek okrągłych, gołych oraz izolowanych, czyli przewodów 
cylindrycznych z równomiernie rozłożonemi ładunkami. Ładunki, 
znajdujące się na takich przewodach, dają pole elektryczne, 
którego natężenie będzie skierowane prostopadle do powierzchni 
przewodów, czyli prostopadle do ich osi. Aby móc określać 
pojemność dla rozmaitych układów takich przewodów, musimy 
przedewszystkiem umieć określać wartość potencjału w dowolnym 
punkcie pola elektrycznego, powstającego pod wpływem ładunku 
przewodów. Najogólniejszy wzór dla potencjału V, w dowolnym 
punkcie (x, y ,  z) pola, jest to wzór Laplace’a

d*v r v _  m
d x 2 +  dy*  ^ d z 2 ( '

Dla naszych celów wzór ten możemy znacznie uprościć. Mia
nowicie, będziemy rozpatrywali przewody, których kształt, wymiary 
i całe otoczenie są jednakowe na całej rozpatrywanej ich długości. 
Jeżeli przeprowadzimy płaszczyznę prostopadłą do osi takiego 
przewodu, to zmiana potencjału w rozmaitych punktach tej płasz
czyzny będzie niezależna od tego, w jakiem miejscu przewodu 
taka płaszczyzna została przeprowadzona. Biorąc oś przewodu za 
oś Z ,  wyrazimy warunek powyższy w ten sposób, że zmiana 
potencjału nie zależy od z ,  czyli

d 2V n



Następnie, ponieważ, jak założyliśmy, przewód jest okrągły, 
przeto w płaszczyźnie prostopadłej do osi przewodu (rys. 148) 
wszystkie punkty, znajdujące się w jednakowej odległości od osi

Rys. 148.

przewodu O, będą miały potencjał o tej samej wartości; można 
więc zamiast dwóch zmiennych x  i y  wprowadzić tylko jedną 
zmienną p, stanowiącą odległość rozpatrywanego punktu od osi 
przewodu. Wtedy będziemy mieli dla dowolnego punktu

p2 =  ;c2 , „2. d_ l  =  ± .  d_ l = lL.
1 y  ’ d x  p ’ d y  p ’

dV _  d V  dp _  d V  x  _
d x  d p d x  d p p ’

<FF __ dV^ _  dV_ y' . 
d y  d p d y  d p p ’

d2V d2V x 2 , d F  z/2 .
-.3 ’d x 2 d p2 p2 dp

d2F   d 2F  y 2 ^
d y 2 d p2 p2 ' d p ' z/3

»
T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  16
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Wprowadzając te wartości do równania (1) i uwzględniając 
równanie (2), otrzymamy po uproszczeniu

ę Ł  +  ± 4 Ł  =  0 , (3)
d pi p dp

gdzie Vp oznacza potencjał w punkcie odległym o p od osi przewodu. 
Zakładając w równaniu (3)

będziemy mieli 

skąd

= Z , ' (4)d p

d Z  +  Z = 0 ,
d p p

d Z  =  __ dp  
Z  ~  p

lgnZ  =  — Ignp+lgnAy , 

gdzie A y stała dowolna; wtedy

i na podstawie (4) 

czyli

Z — —L

dV ? =  A_i_ 
dp  p

V =  Ay lg„ p +  Ao, (5)

gdzie A 2 druga stała dowolna.
Oznaczając potencjał własny (gdy niema wpływu otoczenia) 

na samym przewodzie, którego promień wynosi r , to znaczy dla 
p =  r , przez Vy, otrzymamy z (5)

Vy =  Ay lgn /• + A , ; 

odejmując stronami ostatni wzór od wzoru (5), otrzymamy

V? =  Vy +  A y l g Ą .  (6)



243 —

Dla określenia stałej musimy znać wartość potencjału 
jeszcze w jakiejkolwiek odległości, np. gdy dla p =  /£ potencjał 
ma wartość V , ; wtedy ze wzoru (6) będziemy mieli

4 _  V , - V 2
A l ~  ~ T ~ F T '

F P = F l _ z ^ /9rnł -  (7>
l9 n ~

Natężenie pola elektrycznego K ,  wywołanego przez ładunek 
równomiernie rozłożony na powierzchni walca (przewodu cylin
drycznego), wyraża się wzorem

£P

gdzie Q ładunek, przypadający na 1 cm długości walca, e stała 
dielektryczna środowiska, w którem się walec znajduje; p odległość 
rozpatrywanego punktu pola od osi walca.

Również wiemy, że natężenie pola w zależności od potencjału 
wyraża się wzorem

K  =  — d V ?
d  P ’ 

wobec czego
d V ? _ 2  Q

d  p s p

Ze wzoru (7) znajdujemy

_ tfFp _  V, — F, 1

"  Ig .

więc ze wzoru (8) otrzymamy

Fi — F2 _  2 Q 
. R  ~  s •
l ffn -

(8)

(9)



— 244 —

Uwzględniając ostatnie równanie oraz wzór (7), możemy 
potencjał w punkcie, znajdującym się w odległości p  od osi prze
wodu, określić w sposób następujący

gdzie Vl stanowi potencjał własny przewodu, Q ładunek, przypa
dający na 1 cm długości, r promień przewodu, e stałą dielek
tryczną środowiska, otaczającego przewód.

Wzory (9) i (10) dadzą 'możność określania pojemności dla 
rozmaitych układów przewodów.

W elektrotechnice potencjał ziemi przyjęty jest jako równy 
zeru; wobec tego potencjał w dowolnym punkcie, przy takiem 
ujęciu, traktowany jest jako różnica potencjałów danego punktu 
i ziemi, czyli jako napięcie pomiędzy punktem i ziemią.

§  62. Pojemność kabla jednożyłow ego obołow ionego.

Taki kabel można rozpatrywać jako kondensator cylindryczny, 
którego jedną okładzinę stanowi sam przewód, zaś drugą okła
dzinę płaszcz ołowiany. Oznaczając promień przewodu przez r ,  lub 
jego średnicę przez d, zaś promień kabla pod płaszczem przez R , 
lub jego średnicę przez D, odpowiednie potencjały przez V1 i V2, 
otrzymamy wprost ze wzoru (9) dla pojemności takiego kabla na 
1 cm długości

Q   s  ____ E

V i— V2~  T 7 ~ B ~  0 . d ;
-  2 Ig n —  2 lgn

wzór ten daje nam wartość pojemności w jednostkach układu 
elektrostatycznego, czyli w centymetrach; dla przejścia do układu 
elektromagnetycznego musimy uwzględnić, że

l . F = 9 - 1 0 u cm, lub 1 ¡a / T=  9 -105 cm;

następnie, zwykle obliczamy pojemność przewodów nie na 1 cm 
długości, lecz na 1 km — 105 cm i podajemy w iiT ; wobec tego 
będziemy mieli

C — _____  = ____ -______/? /) ’
18 I g Ą  18 Ig
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lub, wprowadzając logarytmy dziesiętne, otrzymamy

n  _  0,0241 e _  0,0241 s ij. F  (11,
. R  . D k m '  { ’
9 7  , g d

P r z y k ł a d .
Kabel jednożyłowy obołowiony ma przewód o przekroju 16 mm2; 

średnica przewodu wynosi rf =  5,1 mm, grubość izolacji papierowej 
2 mm, wobec czego średnica kabla pod płaszczem wynosi 9,1 mm. 
Mamy

D 91 , 9 1  '
"rf" =  51 51 ~

I

Stała dielektryczna dla papieru impregnowanego £ =  4,31.

g =  0.0241.4,31 t f ,
0,251 km

§  63. Pojemność kabla jednożyłow ego opancerzonego.

Kabel opancerzony posiada trzy metalowe powierzchnie 
cylindryczne: sam przewód, następnie płaszcz ołowiany, wreszcie 
opancerzenie żelazne (rys. 149).

Taki układ można rozpatrywać jako 
dwa kondensatory połączone w szereg.
Oznaczając przez Ci pojemność 1-go kon
densatora, (przewód i płaszcz ołowiany), 
przez C2 pojemność 2-go kondensatora 
(płaszcz ołowiany i pancerz), będziemy 
mieli dla pojemności kabla

Ca C, 1
C, +  C2 JL 1 '

Ci C2

Oznaczając przez r ,  B,  R ’, R x promienie przewodu, pod 
płaszczem, nad płaszczem i pod pancerzem, otrzymamy na pod
stawie wzoru (11)

0,0241 et y.F 
1 R km ’

BT



~   0,0241 s2 \l F
, Ą  km ’
l g Tr

gdzie — stała dielektryczna izolacji przewodu, zaś s2 stała 
dielektryczna materjału, znajdującego się pomiędzy płaszczem 
ołowianym i pancerzem (zwykle impregnowana taśma papierowa 
i warstwa materjału włóknistego).

Wobec tego

n _  0,0241 \>.F

—  2 4 6  —

1 , R  , 1 , i?, k m  
+ ^ , g R'

Jeżeli s1 =  e2 =  s (np. papier impregnowany i juta mają prawie 
równe stałe dielektryczne 4,31), wtedy

0,0241 s f- F
,  m ,  m '  ( 1 2 )

, g T W

Porównywając wzór (12) ze wzorem (11), możemy stwierdzić, 
że obecność drugiej okładziny metalowej zmniejsza pojemność 

IR ffj  ̂ Rkabla r R ’ r

P r z y k ł a d .

Ten sam kabel, co w przykładzie poprzednim (§ 62), posiada 
jeszcze pancerz żelazny; grubość płaszcza ołowianego wynosi 2 mm, 
grubość warstwy pomiędzy ołowiem i żelazem wynosi również 2 mm. 

Wobec tego

r =  2,55 mm , R — 2,55 +  2 =  4,55 mm ,

R'  — 4,55 +  2 =  6,55 mm ,

R t - 6,55 -|- 2 =  8,55 mm ,

0 , 2 8 0 ^ ,
. 455 • 855 km
^ 255•655

Ei =  £2 —  4 , 3 1 ,



gdy tymczasem przy jednym płaszczu ołowianym pojemność 
wyniosła

§  64. Rozkład napięć na okładzinach m etalowych kabla
opancerzonego.

Na rozpatrzonym kablu z dwiema okładzinami metalowemi 
zbadajmy, jak się rozkłada napięcie pomiędzy przewodem i po- 
szczególnemi okładzinami. Oznaczmy potencjały (względem ziemi)- 
czyli napięcia na przewodzie, na płaszczu ołowianym i na pancerzu 
odpowiednio przez U, i / j , t/>, zaś pojemności, jak i poprzednio — 
przewodu względem płaszcza ołowianego przez Cx oraz płaszcza 
ołowianego względem pancerza przez C2. Oznaczmy dalej ładu
nek elektryczny, który mamy na przewodzie i tak samo na każdej 
z okładzin, przez Qx.

Wtedy
Q =  C1( U - U l) ,

Q = C ,  (U\ — i/2) ,

skąd
U — U, _  C2
vl —  u2 cl '

Z tego wzoru widzimy, że spadki napięcia w rozpatrywanych 
częściach kabla są odwrotnie proporcjonalne do pojemności tych 
części.

Jeżeli, co bywa przeważnie, pancerz jest połączony z ziemią 
i ma napięcie =  0, wtedy, zakładając w powyższym wzorze t/2= 0 ,  
otrzymamy

U — U\ _  Co

skąd
f/i C\

TT — _______   TJ
1 c, +  c2

P r z y k ł a d .
Ten sam kabel, co i poprzednio, o przekroju 16 mm2 jest pod 

napięciem t / = 1 0 0  woltów; pancerz uziemiony; mieliśmy

u. F



wobec tego napięcie na ołowiu będzie

0 414
Ul ~  0^414- | - 0,298 ' 100 =  31>6w o lta -

To znaczy, że spadek napięcia od przewodu do płaszcza oło
wianego wynosi 68,4 wolta, — od płaszcza do pancerza — 31,6 
wolta.

§  65. Pojemność kabla dw użyłowego koncentrycznego.

Przekrój takiego kabla z oznaczeniem promieni pokazany jest 
na rys. 150.

Dwa przewody, zewnętrzny i wewnętrzny, służą do prowadze
nia tego samego prądu w dwóch przeciwnych kierunkach. Wobec 
tego potencjały na tych przewodach mają te same wartości i róż
nią się tylko znakiem.

Niech na jednym przewodzie potencjał będzie - j -  V,  zaś na 
drugim — V.



Ładunek, przypadający na 1 cm długości przewodu wewnętrz
nego, określimy ze wzoru (6)

q  £(Pi — ^ 2) _  £ I V — ( —• V) 1 _  z V

2 >i.~2 I g . *

Wobec tego pojemność przewodu wewnętrznego będzie w cen
tymetrach

V  . r Ł ’
lQnJ~

albo, po przejściu do zwykłych logarytmów i do jednostek prak
tycznych,

_  0,0483 s j x F  
1 r ! km

igy r

Pojemność przewodu zewnętrznego stanowi sumę dwóch po
jemności, jedna w stosunku do przewodu wewnętrznego — i ta 
pojemność ma tę samą wartość C1, druga pojemność — w stosunku 
do płaszcza ołowianego — , ta druga pojemność według wzoru 
(11) będzie

n  _  0,0241 £
. r3 km 'Ig —  
y r2

zaś w razie istnienia jeszcze pancerza żelaznego będzie według 
wzoru (12)

0,0241 s \i.FC  -0‘ r sr 5 k m '
l g t r1 2  ” 4

Wobec tego pojemność przewodu zewnętrznego będzie przy 
jednym płaszczu ołowianym

I —  ' 1 '
£ { 7'ia  =  cl +  c0 =  0,0183

l g T  2 l g t 2

zaś przy płaszczu i uziemieniu pancerza

I 1 ,
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Niejednostajna pojemność obu przewodów w takim kablu 
powoduje to, że prądy ładowania będą w nich różne; oprócz tego 
straty w izolacji, otaczającej przewody, na histerezę dielektryczną, 
zależne od pojemności, również będą się różniły. Te okoliczności 
mogą wywoływać niepożądane zjawiska. Obecnie kable koncen
tryczne coraz rzadziej są używane.

§  66. Pojemność kabla dwużyłowego skręconego.

W przekroju (rys. 151) mamy dwa przewody (żyły) A x i A 2 
okrągłe, o jednakowym promieniu r ,  symetrycznie położone z obu 
stron środka kabla O. Odległość osi tych przewodów od osi kabla

Rys. 151.

oznaczmy przez a . Płaszcz ołowiany ma średnicę wewnętrzną R. 
Przez oba przewody płynie prąd o tej samej wartości, lecz o kie
runkach przeciwnych. Ładunki na 1 cm długości i potencjały 
obu przewodów oznaczmy odpowiednio przez ± Q , ±  V.

Lord Kelvin wykazał, że układ, zawierający szereg nałado
wanych przewodów, znajdujących się wewnątrz cylindrycznej po
włoki metalowej, można zastąpić układem równoważnym, w któ
rym zamiast powłoki będziemy mieli t. zw. elektryczne odbicia 
tych przewodów. Elektrycznem odbiciem jest przewód umyślony, 
znajdujący się poza powierzchnią przewodzącą; oś takiego prze
wodu leży w płaszczyźnie, przechodzącej przez oś układu (kabla) 
i od rzeczywistego przewodu w takiej odległości, że promień



przekroju powłoki R  stanowi średnią geometryczną pomiędzy od
ległościami od osi układu rzeczywistego przewodu a i elektrycz
nego odbicia b .

Dla ścisłości trzeba zaznaczyć, że odległości powinny być 
mierzone nie od geometrycznych osi przewodów, lecz od ich osi 
elektrycznych, czyli od linij, w których możemy skupić ładunki, 
rozłożone na powierzchni przewodów, aby otrzymać takie same 
działanie zewnętrzne. Osie elektryczne, przy niewielkich przekro
jach przewodów, znajdują się bardzo blisko od osi geometrycznych, 
wobec czego tej różnicy przy wyprowadzeniu wzorów praktycznych 
nie uwzględniamy.

Na tych elektrycznych odbiciach musimy mieć ładunki i po
tencjały te same, co i na odpowiednich przewodach, lecz o zna
kach przeciwnych.

Na rys. 151 B x stanowi elektryczne odbicie przewodu A 1, 
na nim mamy — Q i — V ; B 2 stanowi odbicie przewodu A 2, na 
nim mamy — Q i — V . Pozatem musi być spełniony warunek

R- =  a b .
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Pojemność każdej żyły znajdziemy, dzieląc ładunek przez 
potencjał tej żyły. Każdy z przewodów posiada potencjał wypad
kowy, stanowiący sumę potencjału własnego, powstającego od 
własnego ładunku (w przypuszczeniu, że wszystkie inne przewody 
są połączone z ziemią), oraz potencjałów, powstających od ładun
ków, znajdujących się na przewodach, otaczających rozpatrywany 
przewód. Oznaczając potencjał własny każdego z dwóch przewo
dów przez +  V2, będziemy mogli określić wartość potencjału na 
rozpatrywanym przewodzie, powstającego od innych ładunków7, 
stosując wzór (10):

2 Q . p
Vp= V 1- — lffn7 .

Rozpatrzmy przewód A x .

Jego potencjał własny wynosi ~\~V\
• • r, rr i 2 Q , b — aPotencjał od ładunku na odbiciu B x — Kx-j----—  lgn—— >

a ■ a i /  i 2  Q  .  2 a,, ,, przewodzie A 2 — mH z— ffn —  ’

„ odbiciu B,  - f  Vi - 2 ® lgn bJr<1.
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Biorąc sumę tych potencjałów, otrzymamy faktyczny potencjał 
przewodu

V - 2 Q

albo

, b — a . . 2 a , b-\-d\
l9n— -----[- l g n— — lgn—i- - \ 'I I I

2 a(b  — a)i /  2 3  / V = —¿~lQn r(b  + a ) ] ■

R 2 .Na podstawie zależności R 2 =  a b , mamy b =  i wobec tego

V =  — -  /gr„ 2 a ( R 2-  a2) 
r ( R 2+  a2)

stąd otrzymujemy pojemność jednej żyły w centymetrach na 1 cm 
długości

C — Ol—  e
V

2 lg n
2 a ( R 2~  a2
r (/?2+  a2)

lub

C = 0,0241 s

ig
2 a (R2 -  a2)
r {R2 +  a 2,)

[i F  
km

Pojemność pary żył, czyli pojemność robocza w tym przypadku 
wypadnie 2 razy mniejsza, gdyż różnica potencjałów między żyłami 
wynosi F —(— V ) ~ 2 V ,  więc pojemność pary żył będzie

A
2 V

0,01205 s

Ig
r 2 a (R 3 — a2) 
[ /-(tf2 +  a 2)

¡-L F  
/fm

Można wykazać, że w rozpatrywanym kablu, gdy potencjały 
na obu przewodach różnią się tylko znakami, na płaszczu ołowianym 
potencjał będzie równy 0.

W tym celu rozpatrzymy dowolny punkt P  na płaszczu 
(rys. 152). Oznaczmy odległości tego punktu od osi A t , A 2 i B x , B 2 
odpowiednio przez p t , p2 , p3 i p4 .

Dla obliczenia potencjału Vp w punkcie P  mamy

potencjał od ładunku przewodu A x wynosi Vx  —^~lgn —£ 7*



— 253 —

potencjał od ładunku przewodu A 2 wynosi

■ , B l ,,

B,

v > + ^ - l g n Pf ,

v x+ ^ l g Ą ,

v x - ^ - l g n

Suma tych potencjałów daje nam

2 Q . P2 P3VP- ■Ign
P1 P4

Oznaczając kąt POA2 przez 0 i spostrzegając, że O P— R,  
OAl =  OA ,=  a , OBy - OB2 =  b , będziemy mieli

Pi2 =  R- -j- a 2 +  2 aR  cos ©, 

p22 =  R 2 a 2 — 2 aR  cos © , 

p32 — R 1 -|- b2 +  2 bR cos © , 

p4: =  R--\-b-  — 2 bR cos © .

7?2
Ponieważ b =  wi?c

p 4 - ^ A - c o s © =  (i?2 +  a 2 +  2 ai? cos 0 ) =  ^ -P i

<
0



Wobec tego

Vr= M -lg .f f  =  Z3.lg.1= 0.
£ Pl P i  S

Więc w dowolnym punkcie płaszcza ołowianego potencjał 
równy jest 0, czyli na płaszczu niema napięcia. Jasnem jest, że 
wobec tego następne metalowe powłoki, znajdujące się nad 
płaszczem, jak np. pancerz, nie mają już żadnego wpływu na 
pojemności kabla.

§  67. Pojemność kabla tró jży łow ego skręconego 
prqdu tró jfazow ego.

W przekroju poprzecznym (rys. 158) trzy żyły A l , i As 
są ułożone symetrycznie względem osi O.

Promień każdej żyły =  r , odległość osi żyły od osi kabla =  a .
Promień kabla pod płaszczem ołowianym =  R .
Elektryczne odbicia tych przewodów będą , B., i B 3, osie 

których od osi kabla są w odległości b.  Przytem

a b = R 2.

Oznaczmy ładunki (w pewnej chwili) na przewodach oraz 
potencjały odpowiednio przez Qx, Q.2 i Q8, Vl , K i  V3; te wiel
kości mogą mieć znaki dodatnie lub ujemne; wtedy na odbiciach 
będziemy mieli odpowiednio — , — Q2, — Q:j, — Vv, — V2 , — V3.

Układ, zawierający 3 przewody i płaszcz ołowiany, zastępu
jemy więc układem, zawierającym 3 przewody i 3 elektryczne
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ich odbicia. Określimy potencjał każdego z przewodów. Potencjał 
żyły A x stanowi sumę potencjałów, powstających od własnego 
ładunku (równy Vx ) oraz od ładunków' innych przewodów. Oznacz
my dalej potencjały, które powstałyby na A 2 i A 3 od własnych 
ładunków przez V2 i V3 ; na odbiciach będziemy mieli własne 
potencjały — Vx , — V2' i — V3 .

Określamy poszczególne potencjały ze wzoru

Vf = V - ^ l g Ą

Mamy następujące geometryczne zależności (rys. 154)

A l A 2 =  A 1 A % — A-, A 3 =A¡ 0 ) 3  =  a j 3 ,

A x B x =  O Bx — O A x =  b a ,

B.2A{1 =  OA^-^r OB,2— 2 OAx -OB,"  cos 120° =  a2 -\-b2 - \ - a b ,

B , A x =  l a2 -¡- b2 =  B , A 3;
tak  samo

B 3A x - B3 A o - -- B xA 2 =  B XA 3 =  \ a2 +  b2 +  ab .

D la  p r z e w o d u  A x 

potencjał własny wynosi Vx ,
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potencjał od przewodu B x wynosi

•i Ao , ,

99 39 - ^ 3  i

Bo

A s 

B s

+  h - ~

tt t 2 Qł i fl j/3^2 lQn —

V  ' I 2  /  /r ł/C(2 +  »^2 i £ ‘ yn r

V / 2 Q3 ; ¿i V 3
3 - L U n

Biorąc sumę, otrzymamy rzeczywisty potencjał przewodu A x

Vl = 2 ®± lgn b ~ ^  +  2(k  Jg \ ą 2 +  b* +  a b +
£ r £ a v B

_i_ 2 Q3 | a 2- f  b2 -f- ab- p  i g n  ----------

«1,3

<2, /g. +  (Q, +  Q.)Ig. | n ‘ +  *’ +  a ł
a  I 3

Analogicznie

F9 = V a2 - f  ¿>2 - j -  « 6
¿y« - (Qi i -  Q3) lgn

1 a ( 3



f 3 = n  b  — a  i t n  i n  \ i Va“ +  & + a 6
^3  l9 n ~ ----- 1- (Qi +  Q2) ign~ 1— 7= -----

1 a v 3
skąd

Vt + V ,  +  V, =  ^  (<31 +  Qs +  Q , ) j ;9„ ^  +  2ZB„ l̂ ± Ł t i * !  ,
1

Przy prądzie trójfazowym

F l + F 2+ F 3 =  0,  

wobec tego w tym przypadku również

Qi 4" Qi H-  Q-i — 0>

a v 3

albo

Wobec tego
T7" 2 Q, /& — a
Fi =  —  V

Qa H-  Q » — — Qi ■

a \  3

f i 2

r ,/a 2-f-ó2 +  a ó I '  

fi2 — a 2ale — , więc b — a =  „ ,a ’ v a 2

| /  a 2 +  6* +  ab =  J /  a 4 +  a 2 i?2 +  f i 1;

‘2Qi (fi2 — a 2) a y 3̂
1̂   _ iQn r J  a 4 +  a 2 f i 2 +  i?4

Q, (fi2 — a 2) 2-3 a 2 
s /flr" r 2(a ‘+ a 2fi2+ f i 4) ~

. 3 a 2 (fi2 — a 2) 3
—  £  / s , n  r 2  ( f i 6  —  a ° )  '

Stąd znajdujemy pojemność jednej żyły (fazy), jako iloraz 
ładunku Qx przez potencjał Ft (napięcie fazowe) w centymetrach

C = 3 a2 (fi2 — a 2)3 ’

albo

(7 =
/fin

/fi" r 2 ' (/?6 _

0,0483 £ U- ^
3 a 2 (fi2 — a 2)3 Am* 
r 2 ' fi° — a 6

T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  17



Wobec symetrji trzech przewodów, oczywiście, pojemności 
żył są jednakowe.

Przy prądzie trójfazowym, gdy spełniony jest warunek

v1+ v 2+ v 3=o,

na płaszczu ołowianym napięcia nie będzie, to znaczy, że w do
wolnym punkcie P  płaszcza potencjał F/> =  0.

Rzeczywiście, potencjał Vp znajdziemy jako sumę potencjałów, 
powstających od ładunku przewodów A lf B lf A 2, B 2, A 3 i B 3 
Oznaczmy (rys. 155)

B2

■̂ i P  —  Pi >
-̂ 2 P  == P2 5 
A s P — p 3 , 

B i P =  P / ,  

B 2P =  p / ,  
B 3P = p 3'.

Potencjał od ład. A 1 wynosi F / — —
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2 q  rj
Potencjał od ład. A 2 wynosi V / ----

R V  ’ \ ^ in  P-v « n & 2 *• *2 i ‘9n1 s a r

a y ' — ^ /a —w •• w ^3 W 3̂ Lyn 1& /

» w >̂3 •* *3 I g •

Suma daje nam
2

F p=  —
E

Ql ^7« +  ^2  ¿<7« 7 ^ H- ^3 "j“
Pl P2 i 3

„  . p, p„ p..
Znaidziemy wartości — , —  i —-.

Pl Pl P3

Z  \ O A , P :
A,P- =  OP2+  O A 2 — 2-OP-OA, cos A^OP,

czyli

p12 =  P 2- | - a 2 — 2 a R c o s A lOP',

iz A O B i P :

B XP 2=  OPl +  O B 2 2 0 P - O B l c o s A l OP \

czyli
p / 2  =  p *  _)_ ¿,2 _ _  2  6  p  COS A ,  O P :

ale wobec b =  — , a

, ,  . P 1 2 P 3 n D
p.'2 =  P-H i --------- cos Ai OP =11 1 a- a

=  Ę [ R * +  a2- 2 a R c o s A l OP\  =  ^ -  Px2,

więc
b ’ =  Ł .
Pi a ’

analogicznie znajdziemy
pj_ _  pj_ _  P
p2 p3 Q
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więc

Vf = \ [ Q ,  +  « ,  +  « , ) / 0 , - § ;

ponieważ
Qi ~\-Q2~\-Q3 — Q,

więc
VP~ 0 .

Na tej podstawie możemy stwierdzić, że przy prądzie trój
fazowym pojemność kabla trójżyłowego nie zależy od wszelkich 
powierzchni metalowych, znajdujących się nad płaszczem oło
wianym.

§  68. Pojemność przewodu napow ietrznego pojedyńczego 
(drugi przewód ziem ia).

Układ, zawierający przewód cylindryczny i przewód w po
staci powierzchni płaskiej, według teorji Lorda Kelvina, możemy

zastąpić układem, zawierającym dwa 
przewody cylindryczne, z których drugi 
będzie odbiciem elektrycznem, znajdują- 
cem się po drugiej stronie płaszczyzny 
w takiej samej od niej odległości co 
i dany przewód, czyli stanowiący jakby 
zwierciadlane odbicie pierwszego. Ozna
czając przez h odległość osi przewodu 
od ziemi (rys. 156), przez r jego pro
mień, przez +  V  i ±  Q potencjały i ła
dunki (na 1 cm długości) przewodów, 
rzeczywistego i jego odbicia, oraz przez 
dr V' potencjały własne tych przewo
dów, będziemy mieli na zasadzie wzo
ru (10)
d l a  d a n e g o  p r z e w o d u :

V ',

- V
- oX>
Rys. 156.

potencjał własny

„ od elek. odbicia (p =  2 /z V' 2 Q . 2 h

a więc suma

V
2 Q , 2 h
-— - i g n —r



stąd znajdujemy pojemność przewodu na 1 cm długości, uwzględ
niając, że dla powietrza £ =  1, w centymetrach

c = g

albo

o /  2 / i ’ 2 lgn —

0,0241 il F
. 2 h k m  
IfJ r

Jest to pojemność przewodu względem ziemi; mamy z nią do 
czynienia wówczas, gdy źródło prądu włączone jest między prze
wód a ziemię.

§  69. Pojemność dwóch równoległych do siebie 
przew odów  napowietrznych.

Tutaj możemy rozpatrzyć dwa przypadki:
I, gdy osie obu przewodów leżą w płaszczyźnie poziomej 

i II, gdy osie te leżą w płaszczyźnie pionowej.
W obu przypadkach mamy na myśli dwa przewody, należące 

do wspólnego przewodu, i wprowadzimy zamiast powierzchni ziemi 
elektryczne odbicia rozpatrywanych przewodów.

W przypadku I (rys. 157) oba przewody A  i B  są w odległości 
a od siebie oraz na jednakowej wysokości h nad ziemią. Takie 
same odległości mamy dla odbić A'  i B r.
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Potencjał na każdym z przewodów, np. A  , znajdziemy, mając 
potencjał własny przewodu A V ' ,

„ od ładunku B  — F ' -|- 2 Q lgn y ,

A ’ — V ' + 2 Q l g n2̂ r ,

1 o.2 -j- 4 h1 
B’ V '  - 2  Qlgnv T

biorąc sumę, otrzymamy

F  =  2Q/flrn  2a h  = 2  Qlgn
y « ' + 4 A >  - 1 ' •

2

2/?

skąd pojemność każdego przewodu w cm

<2 t( 7 =
F 2 / , . -  °

V‘ + (£
Ponieważ odległość między przewodami a jest zwykle znacznie 

mniejsza od podwójnej wysokości zawieszenia 2 h.  więc najczęściej

odrzuca się wyraz ~  i używa się wzór uproszczony2 h

A +VO
'B Q

( 7 =  -
TX J  + Q 2 / ^
a /'

lub
- V

c .  0.0241 n F
,  a Am 
Ig— r

Pojemność linji dwuprzewodowej, 
gdzie między przewodami różnica poten
cjałów wynosi 2F, wypadnie* dwa razy 
mniejsza.

W przypadku II (rys. 158) oba prze- 
wody A  i B  są zawieszone na rozmaitych 
wysokościach c i Ą - h i h .  Dla obliczenia 

Rys. 158. potencjałów w A  i B  mamy

/ T \  B + v 
+ Q

Q
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n a p r z e w o d z i e  A  
potencjał własny F '
potencjał od ładunku B  — V-\ -2  Q lg„

a

B' V — 2 Qlgn a 2h

„  A f  -  V + 2 Q l g n

n a  p r z e w o d z i e  B 
potencjał własny — V  ,

od ładunku A V'  — 2 Q lgn -y

r
2 a 4 - 2 *

„ B ’ V ' - 2  Q l g . ™ ,

A'  — F '4 - 2  Qlgn

Wobec tego

T

a — 2 h

4 - F =  

2 a h  |

2 Q lgn -

i + i )
n

2 r h  1i ‘ + S ) '

a
=  2 Q i g n ------- -  = 2 Q i g „ r ;

Vb =  — V = - 2  Qlgn ?ahr ( a Ą - 2 h )

=  - 2  ( l i g ,  s - 2  Q l g . y ,
2 Wi 11 -f- —

skąd pojemność każdego przewodu w cm

c=4 — 1
F  

lub
0,0241 ą F

c = . a  km  ’
7

czyli pojemność jest taka sama, jak w przypadku /.



§  70. Pojemność trzech rów noległych sym etrycznie 
ułożonych przewodów napowietrznych 

prqdu tró jfazowego.

Rozpatrujemy układ z 3-ch przewodów I, II i III (rys. 159), 
przeznaczonych do przenoszenia prądu trójfazowego.

Dla wyprowadzenia wzoru przybliżonego, mając na względzie, 
że odległość między przewodami a jest nieznaczną w stosunku 
do wysokości zawieszenia h (liczonej od środka koła, przechodzącego 
przez środki przekroju przewodów), będziemy przyjmowali odległość 
między każdym przewodem i każdym odbiciem za równą 2 h . 
Oznaczając przez F / ,  F /,  V3 własne potencjały przewodów oraz 
przez , Q2 i Q3 ładunki ich na 1 cm dłuąości, będziemy mieli 
dla przewodu I
potencjał własny

od ładunku I' — F /  +  2 lgn —  ,

» II V2' — 2 Q, lgn y  ’

II' - F /  +  2 Q2l g J ^ ,

HI v3' - 2 Q z lgn“ ,
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III'

skąd
2 h

-  F3' +  2 Q,3 lgn—p- ’

V1 — 2 (Qx +  Q2 +  Qz) lgn——  2 (Q2 -f- Qz) lgn 

Ale dla prądu trójfazowego

Qi H- — o , Q2H“ (<ł3 =  —
więc

i analogicznie

V1 — 2 Q 1 lgny

F  =  2 Q2 I g Ą  ,
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V3 =  2 Q3 lg„ y  •

Wobec tego pojemność każdego 
przewodu (fazy) na 1 cm długości w cm 
będzie

o v>

a  a

V,Q, - u
III

3 Q 3

2 Zgr, a

lub

I

r _ ,-jir
-  Qi --V 
-V, . j

t ’
'1

Rys.

yj -  Q3

Q2
r ' -v ‘
159.

0,0241 u-F 
, a k m  
‘9 7

a więc taka sama, jak i w przypadku 
dwóch równoległych przewodów.

§  71. Pojemność cząstkowa 
i pojem ność robocza w linjach 

elektrycznych.

W układach wieloprzewodowych, znajdujących się pod prą
dem, poszczególne przewody posiadają naogół różne ładunki 
elektryczne. Każdy z tych ładunków wpływa na wszystkie prze
wody w ten sposób, że na tych przewodach powstaną potencjały, 
których wartości są proporcjonalne do poszczególnych ładunków.

Rozpatrzmy układ, zawierający n przewodów z ładunkami 
Q i , ‘ ' 'Qn .  Załóżmy na chwilę, że wszystkie przewody za
wyjątkiem pierwszego, nie posiadają ładunków, że zatem mamy 
do czynienia tylko z ładunkiem Qx; wówczas potencjały (względem 
ziemi), które powstaną na wszystkich przewodach, proporcjonalne 
do , możemy wyrazić w sposób następujący

w pierwszym przewodzie an Q3,

w drugim „ «21 Qi >

w ostatnim dni Qi >
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gdzie a n , a 2 l , • • • a n l  oznaczają spółczynniki niezależne od ła 
dunków.

Zakładając następnie, że mamy tylko ładunek Q 2 na drugim  
przewodzie, otrzymamy dla potencjałów, powstających na przew o
dach, wartości a 12 Q 2 , a 22 Q .,, • • • a „ 2 Q 2 i t. d .; dla ostatn iego  ła
dunku Q n — a l n  Q „ , a 2 n Q „  • • • a nn  Q n ■

Gdy w szystk ie ładunki działają jednocześnie, otrzym am y  
w rezultacie na przewodach potencjały, które stanow ią sum ę po
tencjałów, powstających od poszczególnych ładunków; oznaczając 
te potencjały przez v x , v 2 , • • • v „ , będziem y m ieli

v l =  #11 Q \ “I" a \2 ■ • * - f -  d\n Qn I

V2 —  a 21 Q 1 #22 C 2 ~ł~ * ' • “ f-  a 2 ti Qn >

v n — d n i  Q 1 -f- #n2 Q 2 - |-  ■ • • -j- a nn  Q n  ■

Z tych n  równań linjow ych można w yznaczyć Q x , Q 2 . . . .  Q n  

w zależności od potencjałów , v 2, . . . v n , przyczem otrzymamy 
również funkcje linjowe o postaci

Q \  —  b n  v x b 1 2 —|— . . . —j— b l n  v „  ,

Q 2 — b 2l  v x -f- b 22 v 2 -f- . . . b 2n v n ,

Q n  — b n l  Vx -j- b n 2 V2 -j- . . . -f- b n n  V„ .

Ostatnie wzory można przepisać inaczej, m ianow icie

¿2l — Q l V 1 4 ” Cl2 (#1 #2) “h C13 (Uj — l>3) -f- . . -j- C ln  (u1 — Vn) , \

^ 2  — C22 v 2 -f- C 21 (u, UŁ) -j- C23 ( v 2 — U3) t(- . . -j- C 2n (u.) — Un)  , /
> d3)

Q n= C„n Un- )-  C n l (O n U1)-)-C'n2 (v n —*>l) “H • • ~ \ ~ C n n̂ - 1) («„—U„_j), j 

gdzie, jak łatwo zauważyć,

¿>11 =  Cu -j- Ci2 -|- C 1Z ~j- . . -j- C y n  i

¿>22 =  C22 -j- C2i C23 -j- . -j- C2n ,



¿>nn   Cnn ~ p  Cn\ ~P  Cn2 ~1“  • • ~T” Cn (n—1) »

¿>12 === C\ 2 ? ¿>21 z =  C> j ,
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bk l    Chi 5 b lh    Clh .

Pomiędzy każdą parą przewodów powstaje strumień indukcji 
elektrycznej, przyczem strumień idący np. z przewodu 1-go do 
przewodu 2-go jest równy co do wartości, lecz przeciwnie skie
rowany do strumienia, idącego z przewodu 2-go do przewodu 1-go 
i t. d.; z tego wynika, że

Ci2(i>i — v2) — — C.n  (v2 — d l )

i ogólnie
Ckl (Vh —  Di ) =  —  Clh (Dl —  Dk) ,

czyli
Ci2 =  C21

i ogólnie
Ck i — Cih •

Wielkość Chi nazywamy p o j e m n o ś c i ą  c z ą s t k o w ą  mię
dzy przewodami k  i Z, przyczem jednym z przewodów może być 
ziemia.

Łatwo zauważyć ze wzorów (13), że Cn , C22, • •  C nn stanowią 
wartości ładunków na poszczególnych przewodach, w przy
padku, gdy potencjały , o2 , . .  v„ na wszystkich przewodach
równe są 1.

Pojemność wypadkową układu, zawierającego pojemności 
cząstkowe, nazywamy p o j e m n o ś c i ą  r o b o c z ą  tego układu.

Tak np- dla linji dwuprze
wodowej napowietrznej otrzy
mamy 3 pojemności cząstkowe 
(rys. 160) dwie Cu  i C22 mię
dzy każdym z przewodów i zie
mią i jedną C12 między prze
wodami. Pierwsze dwie są po
łączone w szereg, zaś C12 rów
nolegle do poprzednich; wy
padkowa pojemność takiego u- 
kładu będzie

f f   fl I £ll Cl2^ '-'12 I ri l nOj j O 22



— 268 —

Gdy oba przewody są zawieszone na tej samej wysokości, 
wtedy Cn — 'C22 =  C0 i wypadkowa pojemność staje się równą

będzie to pojemność robocza rozpatrywanej linji dwuprzewodowej. 
Gdy przewody są zawieszone wysoko nad ziemią, pojemność C0 
ma wartość nieznaczną w porównaniu do pojemności C12; wów
czas pojemność robocza sprowadza się do pojemności między 
przewodami.

Na rys. 161 mamy układ trzech przewodów P1, P2 i P3, 
otoczonych uziemionym płaszczem metalowym; spostrzegamy 6 po

jemności cząstkowych: C10, C20 i C30 między poszczególnemi prze
wodami i płaszczem oraz Cl2, C13 i C2S między przewodami. Przy 
symetrycznym układzie C10 — C20 — C30 — C0 oraz C12 =  C13 — C 23 =

Układ poprzedni można schematycznie przedstawić jak na 
rys. 162, gdzie punkt O odpowiada uziemieniu.

Oznaczając napięcia fazowe (między przewodem i uziemieniem) 
dla poszczególnych przewodów przez Ult U2 i U3, otrzymamy dla 
prądu ładowania kondensatorów, pobieranego z pierwszego prze
wodu,

ale dla symetrycznego układu, przy jednakowem obciążeniu 
wszystkich 3-ch faz

C,
Rys. 162.Rys. 161.

Ie =  U1j » C 0 +  (U1-  U2)j<* C, +  (U, -  U3) j  CO Ci =  UJi»C0 +  

—1~ (2 Ć̂l — U2 — U3) j  w Ci ,

^ + ^ + ^ 3  =  0,
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— u 2 — U3 — Ui,
wobec tego

I c = U 1j<»(C0 +  S C 1).

Analogiczne wzory otrzymalibyśmy dla pozostałych przewodów. 
Wyraz

C  =  (70 4 -  3  C i

stanowi w tym przypadku pojemność roboczą każdego przewodu.

§  72. Indukcyjność.

Rozpatrzmy dowolny obwód, przez który przepływa prąd. 
Pod wpływem tego prądu powstaje pole magnetyczne i przez 
obwód przeniknie strumień magnetyczny, iloraz tego strumienia 
magnetycznego przez prąd, przepływający w obwodzie, nazywamy 
indukcyjnością własną tego obwodu. Jeżeli w obwodzie płynie prąd 
/  i całkowity strumień magnetyczny, objęty przez ten obwód 
i powstający pod wpływem tego prądu, będzie cb, wówczas in
dukcyjność własna obwodu wypadnie

Liczbowo indukcyjność własna równa się wartości strumienia, 
wywołanego prądem o natężeniu równem jednostce. W układzie 
elektromagnetycznym indukcyjność ma wymiar długości i wobec 
tego może być mierzona w cm. Praktyczną jednostką jest henr, 
oznaczany przez H , przyczem

1 H — 109 cm.

Będziemy rozpatrywali obwody, zawierające długie przewody 
z materjałów magnetycznie obojętnych, jak miedź lub aluminjum, 
dla których przenikalność magnetyczna równa jest 1. W tym przy
padku L stanowi wielkość stałą, zależną tylko od geometrycznego 
układu i wymiarów przewodów.

§  73. Indukcyjność lin ji dw uprzewodow ej.

Dwa długie i jednakowe przewody I i II (rys. 163) o długości Z 
i średnicy d,  znajdują się w odległości a (między osiami). Prosto
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linijny przewód, po którym przepływa prąd / ,  daje pole magne-
2 Ityczne, którego natężenie w odległości x  będzie Hx =  — . Takie 

natężenie pola będziemy mieli we wszystkich punktach, znajdu

jących się poza przewodem czyli dla Dla określenia natę-

żenią pola magnetycznego wewnątrz przewodu, czyli dla ¿i
musimy brać pod uwagę nie cały prąd I ,  rozłożony w przekroju 
poprzecznym przewodu, lecz tylko tę jego część, która odpowiada 
polu poprzecznego przekroju o promieniu x ; oznaczając wartość 
tego prądu wewnątrz przekroju przez Ix , będziemy mieli

X X*
~~d2

4 a:2
d 2 ’

skąd
4 x 2
d 2 I .

Wobec tego natężenie pola wewnątrz przewodu w odległości 
x  będzie

8 x 2 I  8 x  T
“ a:  i o   > o ^ • (14)

Obliczmy strumień magnetyczny, przenikający przez rozpa
trywany obwód pod wpływem prądu przewodu I .  Przeprowadźmy 
płaszczyznę przez osie przewodów i rozpatrzmy na tej płaszczyźnie 
w odległości x  od przewodu I nieskończenie wąski pasek szero-



kości dx  i długości l. Natężenie pola w tym pasku będzie równe 
Hx , zaś strumień magnetyczny, przenikający przez ten pasek, 
będzie miał wartość

d$> — Hx l d x .

Dla otrzymania całego strumienia, powstającego od przewodu
d dI, musimy zcałkować ten wyraz oddzielnie dla x  i d la ; r>  — •
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Część strumienia, znajdująca si? wewnątrz przewodu, będzie

*‘= f

ji
‘2 8x 

d
o

2 I l d x  =  l l ,

zaś druga część, znajdująca się zewnątrz przewodu, będzie

<I)2 =  | — l d x  =  2 I lr  21
~J d_X lgnx   c i  T  1 2 C f

d ~ 2 I l 9" d '

Cały strumień od przewodu I będzie

4>,+4>2= J / ( l + 2 / ? „ ™

Rozpatrując teraz przewód II z takim samym prądem I ,  lecz 
o znaku przeciwnym, otrzymamy zupełnie taki sam strumień, 
okrążający przewód II w kierunku przeciwnym, a więc mający 
kierunek jednakowy z kierunkiem strumienia przewodu I w polu, 
objętem przez rozpatrywany obwód. W ten sposób całkowity stru
mień, działający na obwód, będzie

4> =  2 / /  (1 +  2 lgn ~

skąd znajdujemy indukcyjność całej linji w jednostkach CGS.

Z =  y  = ( 2 + 4 / ^ ^ ) / .

Zakładając w tym wzorze / =  1 km  =  105 cm i wyrażając L 
w m H  = 1 0 °  cm , otrzymamy

1 =  (0,2 +  0 , 4 / ^ ) - ^ .  (15)
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Przy wielkiej częstotliwości prądu zmiennego, wskutek zja
wiska naskórkowości, nie cały przekrój przewodu przyjmuje udział 
w przepuszczaniu prądu. Jeżeli założymy, że prąd przepływa tylko 
po powierzchni przewodu, co może mieć miejsce przy bardzo 
wielkiej częstotliwości, będziemy musieli uwzględnić tylko strumień 
magnetyczny <̂ 2! wtedy całkowity strumień będzie

<i> =  24>2 =  4 I l - l g ń ~ ,  •

albo

Zwykle przyjmuje się do obliczeń wartość średnią ze wzorów 
(15) i (16), czyli

L =  ( +  (17)

albo, po wprowadzeniu zwykłych logarytmów,

¿  =  ( 0 , 1 + 0 , 9 2 1 ^ ) ^ .  (18)

Ten wzór może być zastosowany zarówno do linji kablowej, 
zawierającej dwa jednożyłowe kable obołowione, lecz nie opance
rzone. Również wzór ten nadaje się do kabla dwużyłowego skręco
nego opancerzonego; żelazo pancerza bowiem bardzo nieznacznie 
mogłoby wpływać na indukcyjność linji, gdyż w każdej chwili 
w obydwóch przewodach prądy mają wartości jednakowe, zaś 
kierunki przeciwne, więc nie powinno zachodzić magnesowania 
się żelaza pancerza.

§  74. Indukcyjność lin ji jednoprzew odow ej 
(drugi przewód ziemia).

Układ taki można zastąpić za pomocą metody Lorda Kelvina 
przez linję dwuprzewodową (rys. 164), przytem drugi umyślony 
przewód stanowi zwierciadlane odbicie danego przewodu. Ozna
czając przez h wysokość zawieszenia przewodu nad ziemią, zaś
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L =  0,05 +  0,46 Ig 4 h\ mH
d 1 km

przez d  jego średnicę, otrzymamy 
odległość między przewodami a=2 h.
Ponieważ w rzeczywistości mamy 
jeden przewód, który daje połowę 
strumienia całkowitego linji dwu
przewodowej, przeto we wzorze (18) 
musimy założyć a =  2 h  i wszystko  ______

pomnożyć przez wobec tego

dla rozpatrywanej linji

Rys. 164.

§  75. Indukcyjność lin ji trzyprzew odow ej 
prqdu tró jfazow ego.

Jeżeli mamy układ, zawierający trzy przewody prądu trójfa
zowego, symetrycznie ułożone, wtedy we wszystkich trzech prze
wodach w każdej chwili będą płynęły prądy, suma których równa 
jest zeru. Z tego wynika, że w każdej chwili prąd w jednym 
z przewodów co do wartości swej równy jest sumie prądów, pły
nących w dwóch pozostałych przewodach. Wobec tego w każdej 
chwili strumień magnetyczny, wywołany przez dwa przewody, 
równy jest strumieniowi, wywołanemu przez trzeci przewód. 
Można więc uważać dwa przewody pod względem działania ze
wnętrznego za równoznaczne z trzecim i zamienić dwa przewody 
przez jeden równoważny (rys. 165); wtedy otrzymamy linję dwu
przewodową, gdy na każdy przewód przypada połowa całkowitego

Rys. 165.

T e o r ja  p rą d ó w  z m ie n n y c h  18.



strumienia magnetycznego. Możemy więc zastosować dla induk- 
cyjności ten sam wzór (18), biorąc dla każdego przewodu połowę

wartości t. j.

i  =  (o ,0 5 +  0,46 ig2-2)%£.

Taki wzór możemy stosować zarówno dla linji napowietrz
nej, jak i do kabla trójżyłowego skręconego.

§  76. Indukcyjność kabla dw użyłowego 
koncentrycznego.

Oznaczmy przez d średnicę wewnętrznego przewodu, zaś 
przez d1 i d2 średnicę wewnętrzną i zewnętrzną drugiego prze
wodu koncentrycznego (rys. 166).

U  d ,---------------------

  —  ¿2------------------------- i

Rys. 166.

W dowolnym punkcie, znajdującym się w odległości x  —j¿i
od osi kabla, natężenie pola magnetycznego będzie zależało wyłącznie 
od prądu wewnętrznego przewodu, ponieważ prąd zewnętrzny pola
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magnetycznego wewnątrz nie daje. Dla punktów zaś. znajdujących

się poza zewnętrznym przewodem, dla których .r >- ^ , natężenie

pola magnetycznego będzie równe zeru: rzeczywiście, natężenie to 
będzie wypadkowem dwóch natężeń pól, powstających od prądów 
-f- /  oraz — I , płynących w obu przewodach; pierwsze będzie

2 /  *> Ir ó w n e  —, d rug ie  , bo odległość mierzy się od osi prze

wodu, a w tym przypadku osie są wspólne.
Musimy więc rozpatrywać natężenie pola

1) dla 0 <

2) dla | ; < x < f , r  ~  C T

3) dla

w pierwszym przypadku, według wzoru (14),

™ _ 8 x l
d T  ’

w drugim
f j  rt 2 /
Hl  - T -

zaś w trzecim, to znaczy w masie zewnętrznego przewodu kon
centrycznego. działa prąd wewnętrznego przewodu — I  oraz część 
prądu własnego (rys. 167), mianowicie

h  r.d - d '  -* .
4 4

wypadkowy prąd będzie

r  =  ł-r1 rf,ł - 4 . r -  .
x d S  —  dj1) d S - d ^  '

wobec tego
rr »/» 2 / x  2 I ( d J  — 4 jr *)

J ~  .r rf,2) ’
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d

i

U
k o

W  A *  ■

Rys. 167.

Dla obliczenia całkowitego strumienia 
magnetycznego, objętego dwoma przewoda
mi kabla o długości / ,  obliczymy strumie
nie w oddzielnych częściach kabla, a więc

dla wartości x od 0 do-f-

<&! =  / | 1 H'x d x  — l x d x  =  Il;

r

dla wartości x  od do

d,
T  21 d x  =  2 I l ' l g n 4  ’ x  d

wreszcie dla wartości x  od ^ d o ^

di'

l \ ' %
* • = ' /

rf2 Al
2 Tl n, j  7 f 2 2 /  d2o — 4 X- Hv d x = l  I  ----- —  dx =

A l
2

x d22 — d{‘

2 II
d22- c ? i 2

x  d x

di_
2 2

211
d ^ - d S

2 /„ ^2 ^22---  ^ l2 2 / / r f 22 , d2 rł 
d22 — dx2

Dodając do siebie te trzy strumienie, znajdziemy całkowity 
strumień

4» =  2 / /

skąd

L =  21

* £ ' • * ]

, rfj . do2 , di
lg- d + d j = d \ lg’

la i| i i  ¿a 4 1
1 9 n d  ^ d 22 -  d j  9 n  d A  ‘

(19)
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Jeżeli założyć, jak to czyniliśmy dla innych linij elektrycz
nych, że wskutek naskórkowości prąd przepływa tylko po po
wierzchni przewodów, wtedy wzięlibyśmy tylko strumień

oraz

<P=l I 2 ~ d x  =  2 I l l g n ^
ar

L =  2 l- lgn^ (20)

W praktyce bierzemy zwykle średnią z dwóch wartości (19) 
i (20), która wyniesie

L — 21 Ign
dy . 1
d 2 d22 -  d 2 dxIgn

zaś dla 1 = 1  km  i L , wyrażonego w m H

L — 0,2 [ ia g l  i 1  d* iq *l]
9nd ^  2 d22- d y 2 gndy\

m H  
k m



ROZDZIAŁ XI.

PRZEW ODY DŁUGIE. 

§ . 77. W ie lkości charakterystyczne.

Dotychczas w obwodach prądu zmiennego zakładaliśmy, że 
oporność czynna, pojemność i indukcyjność są skupione w poszcze
gólnych miejscach obwodu. W urządzeniach elektrycznych mamy 
często do czynienia z temi wielkościami rozłożonemi w przewo
dach wzdłuż obwodu, W przewodach krótkich, łączących źródła 
z odbiornikiem, wpływ pojemności i indukcyjności samych prze
wodów jest zwykle nieznaczny, natomiast w przewodach dłuższych 
musimy te wielkości uwzględniać w obliczeniach.

Zajmiemy się tylko przypadkiem, gdy rozłożenie pojemności 
i indukcyjności wzdłuż całej linji jest równomierne.

Przy znacznej długości przewodów należy się liczyć jeszcze 
ze stratami, spowodowanemi przez niedoskonałość izolacji, przez 
tak zwaną histerezę dielektryczną, wreszcie przez wyładowanie 
elektryczności czyli tak zwany ulot w rozmaitych postaciach aż 
do powstania korony świetlnej. Straty te, o czem była mowa 
w § 40, powodują upływ prądu i ten prąd upływowy l u , spowo
dowany napięciem U, określa się wzorem

IU =  A U ,

gdzie spółczynnik proporcjonalności A nazywa się u p ł y w n o ś c i ą  
l i n j i .

Oporność rzeczywistą, indukcyjność, pojemność i upływność 
przewodu podajemy w odniesieniu do jednostki długości linji 
(w praktyce na 1 km) i oznaczamy przez R ,  L ,  C i A .  Linja 
zatem o długości / posiada oporność rzeczywistą R l ,  indukcyj
ność L I ,  pojemność Cl  i upływność A l .
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§  78. Równania zasadnicze.

Rozpatrzmy linję dwuprzewodową, na początku której (u źró
dła) wartości chwilowe napięcia i prądu, wypływającego na linję, 
są uj i it , zaś wartości skuteczne Ux i 1^; na końcu (u odbior
nika) oznaczmy te wielkości odpowiednio przez u2. h  > U2 i I? 
(rys. 168). Rozpatrzmy odcinek tej linji nieskończenie małej dłu-

!—------------------------ x ------------------------ _ U -d x » -1

Rys. 168.

gości d x , odległy o x  od jej początku. Niech wartości chwilowe 
napięcia i prądu w tern miejscu będą 17 i 7' ,  skuteczne U i I .  
Oporność, indukcyjność, pojemność i upływność odcinka dx  będą 
miały wartości R d x , L d x , Cdx i Adx  .

Napięcie u i prąd i są funkcjami dwóch zmiennych: czasu t 
oraz odległości x .  Na rozpatrywanym odcinku dx  zachodzi zmiana 
wartości zarówno napięcia, jak i natężenia prądu. Idąc w kierunku 
dodatnim, t. j. od strony źródła do odbiornika, będziemy mieli na 
początku tego odcinka napięcie u i prąd 7 , zaś w końcu odcinka

napięcie u Jr ^ d x  oraz prąd i ~ \ ~ ^ d x .  Zmiana tych wielkości 

wyniesie wobec tego dla napięcia

a - [ u + P x d x )= - dd J d x ’
dla prądu

d 7 , \ d i

Zmiana napięcia spowodowana jest spadkiem napięcia na 
oporności rzeczywistej i oporności indukcyjnej badanego odcinka 
i równa się sumie tych spadków napięć.

Możemy więc napisać

d u , n , . i t . d i — d x  =  R d X ' i - \ - L d x - ^ - . .
d x  1 d t
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Zmiana wartości natężenia prądu równa się sumie prądu upływu 
i prądu pojemnościowego odcinka d x . Pierwszy równy jest Adx-u ,

drugi C d x • Wobec tego będziemy mieli

— dx =  A dx • u -j- C dx ^ . d x  ' dt

Z tych równań, po skróceniu przez d x , otrzymamy

- T r = R i + L i r v

- I L = A u + c A ! L .  (2)

§  79. Rozwiązanie m etodą sym boliczną.

Równania powyższe będziemy rozwiązywali ogólnie przy 
badaniu prądów nieustalonych. Dla prądów ustalonych możemy 
zagadnienie znacznie uprościć. Rozpatrując mianowicie prąd sinu
soidalny, możemy zamiast wartości chwilowych wprowadzić wartości 
skuteczne, stosując metodę symboliczną. Wartości skuteczne, jako 
niezależne od czasu, będą funkcjami tylko odległości x ,  więc, 
zamiast równań o pochodnych cząstkowych, otrzymamy równania 
o pochodnych zwykłych.

W tym celu do równań (1) i (2) stosujemy metodę symbo
liczną, wprowadzając wartości skuteczne napięcia U i natężenia 
prądu /  w odległości x  od początku linji, zakładając, że prądy 
ustalone są sinusoidalne (w przeciwnym razie wzory stosujemy 
do każdej harmonicznej), będziemy mieli

u =  U i 2 ei<ut, i =  ¿ V 2 ejiUt; 

wtedy z równań (1) i (2) otrzymamy

— ^  \ 2 eiwł = R I \ /2eiu>ł + / t o  ,

— ~ \ ^ 2 e iu>t =  A U\/  2 eiwt - fy  co CU ]/2 ,



skąd po skróceniu
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- ^  =  ( R + j o > L ) I , (8)

~  (A +yo> C) U , (4)

W celu otrzymania równań, zawierających tylko jedną nie
wiadomą funkcję, bierzemy pochodne względem x , co nam da

d 2U . | . T d l
(R ~\~J w L)-t~ ; (5)

d 2/  , A \ • n \ d U

i podstawiamy wartości i , otrzymane ze wzorów (3) i (4).dx dx
Wtedy będziemy mieli

* U ( R + j o > L ) ( A + j u C ) U ;  (7)
d x 2

£ 4  = { R +  j  CO L) {A + j  co O  I  • (8)

W tych wzorach U i I  czynią zadość temu samemu równaniu 
różniczkowemu w postaci

r  < & ' (9)
W  v 2  *  W

gdzie
A =  | / ( i ?  +  y c o L )  ( .A + 7  co (7); c\j U (10)

jego równanie charakterystyczne r  - \/T v  C '■ VK

ma dwa pierwiastki
*! =  +  A , Z2 =   k

i daje całkę ogólną
Cr R X  \ /- —  R Xi e +  C2 e ,a,  , ^ „-A ,



gdzie Cx i C, są stałe dowolne, e podstawa logarytmów naturalnych. 
W ten sposób całka ogólna równania będzie

U = C 1ekx +  C2e~hx ■ (11)

Z równauia (8) moglibyśmy napisać również dla /  analogiczne 
rozwiązanie, w którem mielibyśmy dwie inne stałe dowolne. 
Dogodniej będzie uniknąć wprowadzenia nowych stałych dowol
nych, otrzymując I  bezpośrednio ze wzoru (3)
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I-

dU  
d x

(R- \ - juL)

Ale ze wzoru (11)

^ J- =  k C 1ehx - k C ^ , d x  1

więc

s _  —k  (Ci ekx— Co e~hx)
~  ~~R+J<»L

Podstawiając wartość k  ze wzoru (10), otrzymamy

/ _  - n R +  j * L ) U +  f<»c) _ ( c 1ekx+ c 2e~kx) =
R  - |- j  w L

- - - e A i ,  ^  <«>

Wzory (11) i (12) można przekształcić jeszcze inaczej, biorąc 
pod uwagę, że wykładnik potęgi k jest naogół liczbą zespoloną; 
możemy założyć

k =  ]/ (/?-[- j  w L) (A -f- j  w C) — a-f- j  b .

Dla odnalezienia spółczynników a i b podnosimy obie strony 
do kwadratu:

A R  —  w2 L C Ą - j  co ( A L  +  R  C) =  a* — b2 +  j  2 a b,
skąd

a2 — b2 =  A R  — i»2 LC,
2 a b  =  Lo(AL +  R C ) .  ( 13>



Następnie, w ostatnich równaniach podnosimy obie strony 
do kwadratu i dodajemy:

, a4 — 2 a2 b2 +  b4 =  A 2 R 2 — 2 to2 A R L C +  w4 L 2 C2;
4 a2 b2 =  <»2A 2L2+ 2o fA  R L C +  <o4 R 2 C2;

(a2 +  b2)2 =  A 2 (R2 +  co2 L2) +  w2 C2 (R2 +  w2 L2) =
=  (A2 +  W2 C2) (R2 +  w4 L2).

Wyciągając pierwiastek z obu stron powyższego równania 
otrzymamy
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a2+ b 2 =  V(A2 +  W2 C2) (R2 +  co2 L2). (14)

Dodając i odejmując stronami równania (13) i (14), dzieląc 
następnie przez 2 i wyciągając pierwiastek, otrzymamy

a =  j/i jj/(421|w2 C2) (52 +  w2L2) + A R — <*2 L C J: (15)

b =  y  I j ]/(I2 -f U)2 c 2) (fl3+  W2 L2) — A. R -f ó)2 L C j . (16)

Na zasadzie wzoru Eulera możemy napisać

ekx =  ea v+'ftr =  ea v (cos bx +  / s/n ¿>x), 

e~kx=  e~ax—ibx — e~ax(cos bx — j s i n  bx).
Oznaczmy

1  !  R + i ' » ! '  =

\  A  -j-y w Ć
(17)

Symbol Ź nazywamy o p o r n o ś c i ą  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  
lub o p o r n o ś c i ą  f a l o w ą .

Podstawiając powyższe wzory do równań (11) i (12), otrzymamy

U— Cxeax (cos b x - \ - j  sinóx) +  C2e~ax (cosbx —js in b x ) ,  (18) 

i i j — — Cx eax (cos bx -j- j  sin 6jc)+ C-i t ~ ax (cos bx —j  sin bx). (19)

§  80. Stałe całkow ania.

Załóżmy, że mamy dane napięcie i prąd na początku linji, 
mianowicie dla x =  0

U = U X, /  =  / , .
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Wtedy wzory (18) i (19) dają

U i =  C i - \ -  C 2 ,

1 \ }t f = - C l  +  C 2 ,

skąd

więc ostatecznie
- J .W y

U— ^- AUj — eax (cos b x  -j- j  sin b x)  -f-

l ( rV 4  u  M A g " *  . .

U\ e~  ax (cos bx  — j sin 6 x ) | ; (20)

I ^ = \  j  -  ( U - I , e ax (cos b x  + y  sin bx ) +

+  ( Ui + / 1\ię/)e_aA: (cos bx  —j sin bx )  j . (21)

pł_V ( ^ !
Często przy projektowaniu linji elektrycznej zadane są na

pięcie i prąd w miejscu zużycia energji, czyli U2 i / 2. W tym 
przypadku dogodniej jest obliczać odległość x  nie od początku 
linji, lecz od jej końca. Również stałe Ci i C2 należy wtedy okre
ślić przez U2 i / 2. W takim razie we wzorach (18) i (19) trzeba 
x  zmienić na — x , gdyż sposób rozumowania przy wyprowadza
niu tych wzorów pozostanie ten sam, tylko odległość odmierza się 
w kierunku przeciwnym. Warunki dla określenia stałych Cx i C.2 
będą następujące: dla x =  0, U — U2‘, / = / 2. Zmieniając we 
wzorach (18) i (19) znak przy x  i zakładając x  =  0 i odpowiednie 
wartości U i I ,  będziemy mieli

£72 =  Ci +  (72,

I 2 $ !=  C2 -  Clt
skąd

r _ u 2 +  ł 2 ł t  - „  u 2 — U
2 ’  1 ~  2

i po podstawieniu tych wartości do wzorów (18) i (19)
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Ü —  ^ | ( U2 ~\~h )fD e ax (eos bx  -(-y sin bx )  -j-

(22)+  ( U2— l . $ ) e  ax(co sb x  — j s i n6x )  ^  

i  ( U2 +  i 2$ ) e<IX ( c ° s b x + j s i n b x ) —

— ( U 2 — I2^f) e ~ ax (cos b x  —j sin bx)  J . (23)

W dalszych zagadnieniach będziemy przeważnie korzystali 
z tych ostatnich wzorów.

Wzory (20) (21) (22) i (23) można napisać w innej postaci, 
wprowadzając funkcje hiperboliczne.

Ponieważ

e ±ax (cos b x ± j  sin b jt) =  e+kx ,
następnie

e k x \ e - h x
 ------- =cosh ip /?x ,

L i

p k x   f>— k x
=  sin hip k x ,

2
otrzymamy z (20) i (21)

Ü =  Üi cos hip k x — /, $/sin hip k x , (24)

I  — Ui sin hip kx- \ -I ^ /cos  hip kx  , (25)

oraz z (22) i (23)

U =  U2 coship/ex-f-Xl^sin hip k x , (26)

Ć72 sin hip k x  - j- /2 jj^cos hip k x . (27)

§  8 1 . Fale napięcia i prqdu.

W równaniach powyższych Ü2 oraz / 2 $  są wektorami; ich su
my i różnice są zatem też wektorami. Oznaczmy

\\u* + h #)= A, (28)
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1
2 (u.2- f 2 ty) (29)

Wartości chwilowe wielkości Px i P., mają przebieg sinuso
idalny, gdyż taki przebieg mają wartości chwilowe wielkości skła-

Możemy więc napisać dla wartości chwilowych Px i P2

Pi =P im Sin(w  f +  <!»!), p 2 =  P im  sin(a> .

Równania (22) i (23J, po uwzględnieniu (28) i (29) przyjmą 
postać

przechodząc od wartości skutecznych do wartości chwilowych, 
napiszemy symbolicznie

u = p lm eax e' <“"  + <]>. + **>-)- P2 m e~ ax e>(lu' + +»~ bx) , 

co w zwykłym rachunku daje

u — Pi m eax sin (w t -|- (pj -f- bx ) -f- P2m e ~ ax sin (w t - j- 'J>2 — bx) , (30)

iZ — Pim eax sin (to i —f- 4>ł —j— bx) — P2m e ~ ax sin (m f-j- <J»2 — bx). (31)

Wartość chwilowa napięcia prądu oraz iloczyn wartości chwi
lowej jego natężenia przez oporność charakterystyczną linji są 
sumą, względnie różnicą 2-ch wyrazów postaci

W każdym z nich jeden czynnik Pm ma wartość stałą (nie
zależną od czasu, ani od przestrzeni); drugi e ± ax zależy jedynie 
od odległości. Wobec tego wartość największa (amplituda) napięcia 
oraz natężenia prądu jest funkcją tylko odległości. Argument 
(w t - ) - łd i  bx) zależy zarówno od odległości jak od czasu i zmienia 
się okresowo; to samo wobec tego można powiedzieć o wartościach 
napięcia oraz natężenia prądu, inaczej mówiąc, napięcie i natężenie 
prądu wzdłuż linji rozchodzą się falowo.

Przystąpimy do obliczenia długości i szybkości tych fal. 
Dla znalezienia długości zbadamy, w jakiej odległości znajdują się 
najbliższe punkty, w których składniki napięcia lub prądu w do

do wy ch. \

U— Px eax • e>bx -f- P2 e~ ax e~ibx ,

Pm e - ax sin (w t -f- 4» ±  bx) .
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wolnej chwili mają tę samą fazę. Na to trzeba, żeby argumenty 
funkcyj sinusoidalnych różniły się o 2r.. Przypuśćmy, że argument 
ojt -|- <J> rb bx wzrośnie o 2 i ,  kiedy x  wzrośnie o X; wtedy

w t -)- +  b (x -¡-X) =  oj t -f- t|* +  bx +  2 n ,

-f- b X — -+- 2 .

X = ^ -  (32)

To znaczy, że wartości składników napięcia oraz natężenia 
prądu są w jednakowej fazie w punktach, najbliższa odległość

2 TZ
których wynosi X =  --- , czyli taka jest długość fali napięcia lub

prądu; b nazywamy s p ó ł c z y n n i k i e m  d ł u g o ś c i  f a l i .
Dla znalezienia prędkości rozchodzenia się fal, załóżmy, że 

w danym punkcie x  w pewnej chwili t mamy określoną fazę 
składników napięcia lub prądu i że tę samą fazę mamy po czasie 
dt  w punkcie odległym o d x , czyli w czasie t - \ -d t  i w punkcie 
jr-|-G?x. Przyrównywając argumenty w obu przypadkach, otrzymamy

w t + 1 ±  bx =  w (/ +  dt) - j-1 ±  b (x +  d x ) ,

w t -)-1 zh bx — w t oj dt -j-1 i t  bx +  b d x ,
skąd

oj d t == —p b d x .

Prędkość rozchodzenia się fali

dx   oj
v ~ d t

Pomijając znak,

oj ____2  r. f   2  r    ).

gdzie f  oznacza częstotliwość, T — okres prądu zmiennego. Wynika 
stąd, że prędkość rozchodzenia się fali równa się iloczynowi dłu
gości fali przez częstotliwość prądu zmiennego; inaczej, w ciągu 
jednego okresu prąd przebiega długość jednej fali. Znak przy 
prędkości v wskazuje na kierunek rozchodzenia się fali: czy
w kierunku dodatnich x ,  czy też ujemnych.



Rozpatrując wzór (22) widzimy, że dla napięcia U otrzymu
jemy sumę dwóch fal, przebiegających w rozmaitych kierunkach 
z jednakową prędkością; jedna fala przebiega od początku linji 
do jej końca, druga odwrotnie. Pierwsza nazywa się f a l ą  g ł ó w n ą ,  
druga — f a l ą  o d b i t ą .  Czynnik e— ax wskazuje, że amplituda, 
czyli wartość największa, zmienia się w zależności od odległości; 
a jest to s p ó ł c z y n n i k  t ł u m i e n i a .  Dla prądu I ,  jak widać 
ze wzoru (23) otrzymujemy różnicę dwóch fal, przebiegających 
tak samo, jak fale napięcia w dwóch przeciwnych kierunkach, 
lecz ich amplitudy są zmniejszone w stosunku oporności charak
terystycznej Z.  Spółczynnik k =a-\- jb  nazywamy s t a ł ą  r o z c h o 
d z e n i a  s i ę  f a l .

Spółczynnik tłumienia wielkości fizycznych przyjęto określać 
przez logarytm ilorazu dwóch wartości rozpatrywanej wielkości, 
np. logarytm ilorazu dwóch napięć, dwóch prądów i t. p Gdy 
stosujemy logarytmy naturalne, otrzymujemy rezultat w „neperach”; 
w ten sposób

, “ ia =  lg„ —  neperow 
U 2

stanowi spółczynnik tłumienia napięcia; z tego wynika, że

«2

Oprócz tego została wprowadzona inna jednostka tłumienia 
z zastosowaniem logarytmów dziesiętnych z określenia spółczyn- 
nika tłumienia mocy; jednostkę tę nazwano „bel“ , przyczem w uży
ciu dogodniejszym okazał się „decybel“ czyli 10 belów; mamy 
więc

p
a = 1 0  lg10 ~  decybelów .

* 2

Ponieważ moc jest proporcjonalna do kwadratu napięcia lub 
prądu, przeto spółczynnik tłumienia napięcia wyrażony w decy
belach będzie

a' =  20 l g i o ~  decybelów,
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przez porównanie tego samego ilorazu, wyrażonego przez a i przez 
a ' ,  znajdujemy

a’
102o =  ea ,

skąd
a'^  =  a l g 10e , 

a' — 20 a Igt0 e — 8,686 a ;

z tego wynika, że
1 neper =  8,686 decybelów.

§ 8 2 .  L i n j a  b e z  s t r a t .

Dla bliższego zbadania otrzymanych wzorów rozpatrzymy 
najpierw rozchodzenie się prądu w linji bez strat, to jest takiej, 
w której niema oporności rzeczywistej, ani upływności, a jedynie 
indukcyjność i pojemność. A więc

R  — 0, A  =  0 . (34)

Oporność charakterystyczna takiej linji będzie

w tym przypadku jest ona liczbą rzeczywistą. Znajdźmy spół- 
czynniki a i b

a = y  ^ -jl/(A 2 +  o)2 C2) (R 2 +  u2L*) +  A R  — ^  L c j  =

=  ] / X- \ ^ L C - ^ L C \ = 0 ,  (36) 

b =  ] / ^ { l / ( A 2 +  “ 2 C2) (/?2 +  o)2L2) - 4 i - f  ^ - L C  j =
T e o r ja  p rą d ó w  z m ie n n y c h  19
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= j / 1  j i ^ 2 C2-a>2 X2 +  w2 L C j =  ] / ^  \ L C J r  w2 L c \

=  \ / \  ■ 2a>2L C  =  j / w 2Z (7 =  W ] / L C. (37)

Wobec tego

„ax -O i „o .e =  e =  e =  1 .

Maksymalne wartości składników napięcia i natężenia prądu 
nie zmieniają się z odległością, czyli niema tłumienia. Prędkość 
rozchodzenia się fal

v = - = - (* =  =  - L =  (38)
b <»\/LC ] /L C

nie zależy od częstotliwości prądu.
W linjach wykonanych, indukcyjność i pojemność zmieniają 

się w niewielkich granicach: w linjach napowietrznych indukcyj
ność jest większa, pojemność zaś mniejsza niż w linjach kablowych.

Prędkość rozchodzenia się fal w linjach napowietrznych jest 
bliska prędkości światła, czyli ok. 3.105 k m /s e k ;  w linjach kablo
wych jest ona mniejsza i wynosi ok. 1,2 105 k m /s e k .

Przy częstotliwości f —  50, przeważnie spotykanej w urządze
niach prądu silnego, długość fali dla linji napowietrznej

X =  300.000• ~  =  6000 km50

dorównywa długości promienia ziemskiego. Przy częstotliwości 
/= 3 0 0 0 , którą mamy np. w linjach telefonicznych

X =  V T=^300000• 100 km.oUUU

Równania (22) i (23) w przypadku linji bez strat przekształcą 
się wobec eax =  e~ax =  1; \Ś/= $  na

U = ( U2 -j- h  cos&jt-j-ysin ó x j / | f / 2 — h  ) (c o s —y sin j | =

=  2 U2 cos bx~\-2 j  I2 Si/sin =  U2 cosb x - \ - j  / 2 j^sin bx ,
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=  ^\{  U2-\- I 2yf]\cosbx -j-jsin bx j —  ̂U2 — I $ j  \[cosbx—jsinbx

—  ~ |2  /o $  cos bx -f- 2 j  U2 sin j =  I2 cos bx -f- jU 2 sin b x , 

czyli ostatecznie

U =  U2 cos bx - \- j ^ / s i n  bx, (39)

/W =  h  ty  cos bx -]- j U 2sinbx.  (40)
*

Wartości U i I  z wyprowadzonych wzorów możemy znaleść 
albo sposobem analitycznym, stosując metodę symboliczną, albo 
też sposobem wykreślnym.

Stosując metodę symboliczną, musimy najpierw na podstawie 
wiadomych L i C obliczyć oporność charakterystyczną tyj według 
wzoru (35) oraz spółczynnik długości fali b ze wzoru (37); następnie 
dla wiadomej odległości x  obliczamy bx i znajdujemy cos bx i 
sin for. Napięcie U2, prąd I 2 i spółczynnik mocy coscp2 na odbior
niku zakładamy jako wiadome. Za początkowy kierunek wektorów 
najdogodniej jest wziąć kierunek wektora U2; argumentem symbolu 
I 2 będzie więc kąt cp2 mierzony od początkowego kierunku wektora 
U2. Oznaczając przez <p niewiadomy kąt pomiędzy U i U2 oraz 
przez <|/ kąt pomiędzy I  i U2, otrzymamy na podstawie wzorów
(39) i (40)

U = U 2 cos bx —|— j  I 2 Z  sin bx (cos <p2 +  j  sin <p3) =

=  {U2 cos bx — 12 Z  sin bx sin <p2)  ~\~jl2 Z sin  bx cos cp2,

I  Z =  I.2 Z  cos bx (cos cp2—(— j  sin cp2) -)- / U2sin bx =

=  I2Z cos bx cos cp2 -f- j  (12 Z  cos bx sin cp2 -j- U2 sin bx),

skąd

U =  ]/(U2 cos bx-\-I2 Zsin bx sin y2)2-\-{I2 Zsin bx cos cp,)2,

  / 3 Zsin bx cos cp2
U2 cos bx — I, Z  sin bx sin <p2 ’

I Z  = l  (/2 Z  cos bx cos <p2)2~b (h  Z  cos bx sin cp2 -|- U2 sin bx)2,
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,  / 2Zcos bx sin y2-\-U2 sin bx
^ / 2 Z cos bx cos <p2

Kąt cp pomiędzy /  i U znajdziemy, mając kąty <J> i 'Ki miano
wicie

T =  f  — ł-

Bardzo łatwo możemy znaleźć napięcie Z7 i prąd /  sposobem 
wykreślnym. W tym celu z dowolnego punktu 0 (rys- 169) prze
prowadzamy dowolną linję prostą jako kierunek U2 i na nieJ od

mierzamy w odpowiedniej skali odcinek OU2 =  U2. Pod kątem cp2 
do tego wektora przeprowadzamy kierunek I2 i w tym kierunku 
odmierzamy odcinek OI2 =  L  Z; oczywiście mnożenie wektora 
przez oporność charakterystyczną Z, która w tym przypadku jest 
wielkością rzeczywistą, daje nam wektor / 2Z, kierunek którego jest 
taki sam, co i kierunek wektora I2. Następnie z punktu O pod ką
tem bx do U2 przeprowadzamy prostą, na której odmierzamy 
O A — U2 i OC =  12 Z, zataczając w tym celu łuki koła o promieniu 
OU2 i OI2 aż do przecięcia tej prostej. Z punktów A  i C opusz
czamy prostopadłe A B  i CD na OU2. Oczywiście

OB =  U2 cos bx, OD =  I 2Z  cos bx,

AB  — U2 sin bx, CD — 12 Z  sin bx;
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znaleźliśmy więc wartości (moduły) wektorów, wchodzących do 
wzorów (39) i (40), teraz musimy wykonać wskazane w tych wzo
rach działania geometryczne, uwzględniając również kierunki 
wektorów.

Na podstawie wzoru (39) dla otrzymania U musimydo U2 cos bx 
dodać geometrycznie J I 2Z s in b x ;  pierwszy z tych wektorów ma 
kierunek U2, więc odcinek OB odpowiada wektorowi U2 cos bx 
i co do w artości i co do kierunku.

Drugi wektor ma wartość L  Z  sin bx , odmierzoną odcinkiem 
CD, ale kierunek wektora I2Z  sin bx musi być zgodny z kierun
kiem OI2, zaś kierunek wektora j I 2Z  sin bx musi być wzięty pod 
kątem prostym naprzód do kierunku OI2, z tego wynika, że od 
punktu B, końca wektora U2 cos bx, przeprowadzamy wektor 
B U — j I 2Z  sin bx, prostopadle do OI2 i równy co do wartości od
cinkowi CD\ łącząc O z U, otrzymujemy wektor OU — U.

Analogicznie, na podstawie wzoru (40), do I.2 Z  cos bx musimy 
dodać geometrycznie j U 2 sin ¿u:. W ektor I2 Z  cos bx ma kierunek 
OI2; przerzucając odcinek OD =  I2 Z  cos bx na ten kierunek, 
otrzymamy O F =  I 2 Z  cos b x , do tego wektora dodajemy geome
trycznie F I = J U 2 sin b x , mianowicie odcinek FI  — A B  =  U2 sin bx; 
wektor zaś j  U2 sin bx powinien być przeprowadzony pod kątem 
prostym naprzód względem wektora U2, więc kierunek A B  i takiż 
sam kierunek F I  odpowiada kierunkowi j  U2 sin b x ; łącząc wresz
cie punkt I z  O, otrzymamy wektor O l — IZ.  Za pomocą kątomierza 
możemy łatwo zmierzyć kąt cp =  2)1 UOI przesunięcia fazy I  wzglę
dem U.

Miejscem geometrycznem końców wektora U na powyższym 
wykresie przy zmianie kąta bx od 0 do 2rc jest elipsa. Dla prze
konania się o tern wprowadźmy do rys. 169 prostokątny układ 
spółrzędnych («, u), umieszczając jego początek w punkcie O (rys.
170) i kierując oś u wzdłuż OU2.

Wtedy

2)1 UBU2 — -^  cp2.

Oznaczając spółrzędne zmiennego punktu U przez (u, v), bę
dziemy mieli

u =  OB - \ -B U  cos — <p2 j =  U2 cos bx - j-12 Z  sin bx sin cp2 > (I)

v = B U sin — <p2j — I 2Z sin b x cos <p2- (II)



Z tych równań rugujemy zmienną niezależną Z równania (II)
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sin bx / ,  Z  cos cp, ’

cos bx =  1 1 — sin2 bx — I 1 — _ ,X x  i 2 z 2 cC O S' Cp2

Podstawiamy znalezione wartości do równania (/) 

u = U 2j / 1 —
/ 2 2 Z 2 c o s 2 9

a = i / s] / :

- -f- Z, Z sin cp

/ 22 Z cos2 cp.

2 I2Z  coscp, ’ 

y tg cp 2, ,

Podnosimy obie strony do kw adra tu : 

u2 — 2 izu tg 'p ,+  u2tg2cp,= C722 Ł/i,2 o2
IĄ Z2 cos2 cp,' 

Przenosimy wszystkie wyrazy na lewą stronę:

u2 — 2 u v tg cp2 - f  u2 tg2 cp.
/ 22 Z2 cos2 cp2 — Uo,2 =  0 .
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Otrzymaliśmy równanie 2-go stopnia, niezawierające zmien
nych w stopniu 1-szym, czyli równanie typu

wobec czego wnioskujemy, że równanie nasze przedstawia elipsę.
W szczególnym przypadku odbiornika bezindukcyjnego i bez- 

pojemnościowego, względnie odbiornika dającego rezonans napięć, 
m am y:

to znaczy, że pólosiami otrzymanej elipsy są U2 i 1% Z .
Gdy przy tern wyjątkowo I 2Z = U 2, zamiast elipsy otrzymu

jemy koło. Napięcie i prąd mają wtedy wzdłuż całej linji war
tość stałą.

Stan, w którym linja nie jest obciążona, to znaczy odbiornik 
nie jest włączony do końca linji, nazywamy s t a n e m  j a ł o w y m .  
W tym przypadku I-2 —  0. Napięcie w końcu linji zależne jest od 
napięcia na jej początku, więc w stanie jałowym moglibyśmy, 
zmieniając napięcie na początku, osiągnąć dowolną wartość na

A u 2 +  B u o +  C v- +  F  =  0 .

Takie równanie przedstawia elipsę, jeżeli

B 2 — \ A C  < 0  oraz F c  0 .

W naszym przypadku

F =  -  UĄ <  0;

2 =  0 , tg ?2 =  0 > C0S ?2 — 1 •

Wtedy równanie nasze przyjmie postać

albo
 i  —  —  i

UA IA Z  ~

§  83.  Linja bez strat w stanie ja łow ym  
i w stanie zw arcia .



pięcia na końcu; dobierzmy taką wartość napięcia na początku, 
aby w stanie jałowym, w końcu napięcie stało się równem U-2, 
które mamy przy obciążeniu; oznaczmy wtedy napięcie na po
czątku przez Uio i nazwijmy go napięciem na początku w stanie 
jałowym. Przy takiem napięciu popłynie na początku linji prąd, 
którego natężenie oznaczymy przez będzie to prąd na począ
tku w stanie jałowym. Dla dowolnego punktu linji w odległości x  
od jej końca napięcie i natężenie prądu w stanie jałowym niech 
wynoszą U0 i 10, wtedy, zakładając we wzorach (39) i (40) / 2=  0, 
otrzymamy

*1 l
U0 — U2 cos b x , (41)

i 0 W = j U 2s in b x .  (42)

Największa wartość napięcia zachodzi dla cosó;t =  iiil>  
ńx =  0 , t:, 2 . . ,  k n ,  gdzie k  liczba całkowita, czyli dla x  — 0 ,
7C 2 71 /27E
7-,  ............ Ponieważ długość fali na podstawie wzoru (3jfr)b b b

2 rc
wynosi ^ — przeto napięcie będzie miało największe wartości

na końcu linji oraz w odległościach od końca linji, wynoszących 
całkowity iloraz połowy długości fali. W linjach prądu silnego, 
których długość jest zwykle mniejsza od połowy długości fali, napię
cie wzrasta od początku linji ku końcowi, gdzie jest największe- 
Zjawisko to po raz pierwszy było spostrzeżone w kablu koncen
trycznym przez inżyniera Ferranti na wystawie w Londynie i dla 
tego nazywa się zjawiskiem Ferranti’ego.

Widzimy następnie, że prąd w stanie jałowym wyprzedza 
napięcie o kąt prosty, czyli o 1/i okresu, otrzymując największą 
wartość tam, gdzie wartość napięcia przechodzi przez 0 i odwrot
nie, wartość 0 tam, gdzie napięcie przechodzi przez swoją najwięk
szą wartość.

Stan, w którym końce linji są ze sobą połączone bezpośre
dnio, czyli bez oporności, nazywamy s t a n e m  z w a r c i a .  W tym 
przypadku napięcie U2 =  0 . Natężenie prądu w końcu linji będzie 
zależne od napięcia, które przyłożymy na początku. Dobierzmy 
taką wartość napięcia na początku, aby w stanie zwarcia natęże
nie prądu, płynącego w końcu linji, stało się równem / 2, które 
byśmy mieli przy obciążeniu. Oznaczmy to napięcie na początku 
przez U u ; nazwiemy go napięciem na początku w stanie zwarcia. 
Przy tern napięciu na początku linji popłynie prąd, którego natę-
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zenie oznaczymy przez / l2; nazwiemy go prądem na początku w sta
nie zwarcia. Dla dowolnego punktu linji w odległości x  od jej 
końca napięcie i natężenie prądu w stanie zwarcia oznaczymy przez 
Uz i I s ; wtedy, zakładając we wzorach (39) i (40) U2 — 0, otrzy
mamy

Największa wartość prądu zachodzi dla cos 6x =  l, czyli na 
końcu linji oraz w odległościach, wynoszących całkowity iloraz 
połowy długości fali.

Widzimy, że prąd w stanie zwarcia opóźnia się względem 
napięcia o kąt prosty, czyli o 1/i okresu, otrzymuje, podobnie jak 
poprzednio, największą wartość tam, gdzie wartość napięcia prze
chodzi przez 0 i odwrotnie, otrzymuje wartość 0 tam, gdzie na
pięcie przechodzi przez swoją największą wartość.

W obydwu rozpatrzonych przypadkach wektory napięć i prą
dów nie zmieniają swoich kierunków, inaczej mówiąc, napięcie 
oraz prąd mają wzdłuż całej linji tę samą fazę; zamiast elipsy 
otrzymujemy na wykresie linję prostą. Napięcie i prąd zmieniają 
tylko swoje wartości w zależności od odległości x, tworząc w ten 
sposób fale stojące.

Takie same zjawisko otrzymamy również w przypadku, gdy 
pomiędzy napięciem i prądem w końcu linji istnieje różnica faz, 
równa 90°, to znaczy cos <p2 — 0; wtedy bowiem we wzorach (39) 
i (40) wektory j I 2Z  będą miały kierunek wektora napięcia U2, zaś 
wektory j U 2 kierunek wektora prądu więc zarówno dla napię
cia, jak i dla prądu otrzymamy, jako wykres, linję prostą.

%
Zestawiając przypadki, gdy w linji bez strat otrzymują się 

fale stojące dla napięcia i prądu, możemy wyprowadzić wniosek, 
że takie zjawisko ma miejsce, gdy 1) / 2 — 0, 2) U2 =  0 i 3 
cos<p2 =  0, to znaczy, gdy

czyli wtedy, gdy w końcu linji nie jest oddawana energja.
Z porównania wzorów (39), (41) i (43) oraz (40), (42) i (44) 

wynika, że

(43)

(44)

U212 cos cp2 = =  0 ,

U =  U0-\-Uz ,
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i Z = h Z  +  i z Z ,  

i =  f o + l .

To znaczy, że napięcie, względnie prąd, w stanie obciążenia 
są równe sumie napięć, względnie prądów, w stanie jałowym 
i w stanie zwarcia.

§  84 . Linja nieodkształcająca.

Zbadajmy teraz, jako szczególny przypadek, linję, której 
oporność rzeczywista, indukcyjność, upływność i pojemność tworzą 
proporcję

£ = £ ■  <46>
skąd

AL — R C ;

oporność charakterystyczna takiej linji będzie

L ( y - + y wW  ■■/ R + j * L   1  \L I / L  w .
* - y  A + j.c  y  „¡A - V  c *>'

c \ c + i “

jest ona wielkością rzeczywistą i równa się oporności charakte
rystycznej linji bez strat o takiejże indukcyjności i pojemności. 

Obliczmy ze wzorów (14 i (15) spółczynniki a i b

a =  ] / y  { A R  -  co2 LC-\- \ / (A2 +  w2 C2) (R 2 +  w2 L2) \

R 2
O)2 L 2

z proporcji (45) mamy

R 2 A 2 R 2 A 2
U)2 L2 O)2 C2 ’ *" W2 L2 ' W2 C2 ’
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więc

" = \ k  ! a s  _  l c  +  “ 2  l c V ^ + ^ 1 1 =

= \ / \ \ AR  -  i C + “ ! LC { '- m n ? »

=  / l ! ^ + “! i C ( - 1 + 1 + ^ )  ! =  l / ł l A f l + i r ! -

Z proporcji (45)

. RC ,  _ C7?24  =  — > A R — —=—X/ -L/
wobec czego

(46)

Ponieważ

więc
R

a — (47)
IV

Spółczynnik tłumienia linji równy jest stosunkowi jej opor
ności rzeczywistej do oporności charakterystycznej i niezależny 
od w.

¿ =  { o)2Z C — + /(A * +  <o2 £ * ) (#  +  “ *£*)) =

y?2
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Z proporcji (45) mamy

j2 L 2 w2C2
~W~ ~

więc

* _ v / j { - £ c - " + - 4V ( i + ^ ) ’} =

= - ^ ^ l c - a r + a r { \ + ^ - ) \ =

=  y ' ± { « * £ e + ił * ( - l + l + 5 ^ - ) i  =  

= y ± { ^ L c + « ‘A £ \ -

Z proporcji (45) mamy

AL _  A L 2_
R  - o ,  R  ~ L L ’

więc

6 = y  y { ® 3i c ,4 - « 2i e } = ' j / 1 co2i c  =  oi j / z e .  (48)

Spółczynnik długości fali linji, czyniącej zadość proporcji (45), 
równy jest temu spółczynnikowi linji bez strat o takiej samej 
indukcyjności i pojemności. Równe zatem będą również długości 
oraz prędkości fali w obu przypadkach.

Równania (22) i (23) przy uwzględnieniu, że Z  jest liczbą 
rzeczywistą, przybierają postać

1 ( «U =  -g-1  ( U2-\- / 2 Z) eax (cos bx -f- j  sin bx) +

+  (U — I Z )  e~ax (cos bx —j  sin bx) j , (49)

I Z  =  1 (U2-\-I-i Z)eax (cos bx -\- j  sin bx) —

— (U2 — L  Z) e~ax (cos bx — j s ia b x )  j • - (50)



Rozpatrzmy linję w stanie jałowym. Oznaczmy, jak i po
przednio, napięcie i natężenie prądu w odległości x  od końca 
przez U0 i 70. Podstawiając do powyższych wzorów I 2=  0 , znaj
dziemy

U0 — — U2 )eajr(cos bx - \ - j sin bx) -j- e ~ ax (cos b x —ysinój:)! , (51)
^ f )

f 0 Z =  U2\eax (cos bx - \ - j  sin bx) — e ~ ax (cos b x —/s in ó x )  . (52)
Li [ i

Rozpatrzmy następnie linję w stanie zwarcia, oznaczając ana
logicznie napięcie i prąd przez Uz i Iz. Podstawiając U2 =  0, otrzy
mamy

Uz =  -^ I 2 z j e a*(cos bx -r/s inńa:) — e -a j:(cos6x — / sin ¿>a:)| , (53)

I zZ = ~  I 2Z^eax (cos b x - \ - j  sin bx ) - \ - e ~ ax (cos b x —ysinójr)| . (54)

Bezpośrednio z porównania wzorów (49), (51) i (53) oraz (50) 
(52) i (54) wynika, że

U = U 0-\-Uz, (55)
oraz

i z =  i 0z  i zz ,

/ = / „  +  /*. (56)

Napięcie oraz prąd w danym punkcie linji w stanie obciąże
nia są równe sumie napięć, względnie prądów, w tym punkcie 
w stanie jałowym i w stanie zwarcia.

Zależność, wyrażona we wzorach (55) i (56) pozwala nam 
zastosować metodę wykreślną znajdowania napięcia i prądu w do- 
wolnem miejscu linji.

Opieramy się na spostrzeżeniu, że w każdym ze wzorów (51), 
(52), (53) i (54) na U0, I0, Uz i h  występuje tylko jeden z wekto
rów U2 lub I2, pozatem tylko funkcje wykładnicze i zespolone 
trygonometryczne.

Przedewszystkiem obliczamy analitycznie wartości a i b spół- 
czynników tłumienia i długości fali, następnie dla danej odległo
ści x  wartości funkcyj wykładniczych eax i e ~ ax oraz kąta bx.

— 301 —
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Odmierzamy teraz w odpowiedniej skali, w kierunku, który 
bierzemy jako kierunek początkowy, napięcie końca linji U2 (rys.
171). Niech to będzie odcinek OU2. Z punktu O zataczamy koło 
promieniem OU2 i odmierzamy od OU2 w obie strony przy punk
cie O kąty bx.

Ramiona tych kątów przetną koło w punktach A  i A'.

U2 O A  — bx, 

tC U2 O A'  =  — bx.

OA i OA' stanowią wektory, określone w sposób następujący 

O A  =  U2 (cos bx -j- j  sin bx),

O A '  =  U2 (cos bx  — j  sin bx).

Mnożymy teraz U2 przez — eax i e ~ ax i odmierzamy otrzy

mane iloczyny na linjach OA i OA’ jako OB i OB'. Rędzie więc

OB ==-i ZJ2 eax (cos b x - \ - j  sin bx),

OB’ =  ~  U2e ~ ax (cos bx — j  sin bx).
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Budujemy sumę tych wektorów OF i ich różnicę OF', czyli 

O F =  OB - f  OB',

OF' =  O B — OB'.
Więc

1 - 1 ^
O F — U2 eax (cos bx j  sin bx) -j- — U2 e~ ax (cos bx — j  sin bx),

1 « 1 »
OF' =  ̂ ~U2 eax (cos bx -f- j  sin ó*) — U2 e ~ ax (cos bx —j  sin ó*).

Porównywając otrzymane wzory ze wzorami (51) i (52), wi
dzimy, że

O F =  Ûa,

OF' =  f 0 Z.

W ten sposób znaleźliśmy napięcie i prąd w dowolnym 
miejscu linji w stanie jałowym. Przystąpimy teraz do znalezienia 
tych samych wielkości w stanie zwarcia.

Porównywając wzory (54) i (53) na prąd i napięcie w stanie 
zwarcia ze wzorami (51) i (52) na napięcie i prąd w stanie jało
wym, widzimy, że prąd i napięcie w stanie zwarcia zupełnie tak 
samo zależą od prądu końca linji, jak napięcie i prąd w stanie 
jałowym od napięcia końca linji. Dla ich znalezienia powinniśmy 
wykonać wykres zupełnie podobny do poprzedniego, odmierzając 
wektor / 2 Z  zamiast wektora U2. Korzystając z tego samego wy

kresu, powinniśmy skalę zmienić w stosunku , następnie kie-±2 Z
runek każdego z wektorów powinien być przesunięty o kąt ę2, 
ponieważ w ektor / 2 Z  tworzy taki kąt z wektorem Û2 .

W ten sposób w ektory O F  i OF'  w nowej skali i przesu
nięte o kąt <p2, dadzą nam prąd i napięcie w danym punkcie 
w stanie zwarcia.

O F = î z Z ,  O F' — U z .

Aby przy pomocy rozważanego wykresu znaleźć napięcie 
i prąd w danym punkcie linji w stanie zwykłego obciążenia, po
stępujemy w następujący sposób (rys. 172).
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.  h Z
Mnożymy długość wektorów OF  i O F' przez stosunek ^

i odmierzamy w tych samych kierunkach jako OF" i OF'". Te w ek
tory OF" i OF"' przedstawiają co do wielkości (ale nie kierunku) 
w skali pierwotnego wykresu prąd i napięcie w stanie zwarcia.

Obracamy je teraz około punktu O we właściwym kierunku o kąt 
cp2 do położenia OFx i OF2 . Te wektory OF1 i OF2 stanowią wek
tory prądu i napięcia w stanie zwarcia. Budujemy sumę wekto
rów OF i OFo równą O U oraz sumę wektorów OF' i OFx równą 
Ol.  Wtedy

\

O U =  0 > +  OFo=U0 -f Ut =  U,

Ol =  OF'  +  OFx =  / 0 Z +  I z Z =  I Z .

Znaleźliśmy zatem wykreślnie napięcie i prąd w dowolnym 
miejscu linji.

Zauważymy jeszcze, że dla różnych odległości x  punkty 
B i B'  w wykresie (rys. 171) leżą na spiralnej logarytmicznej.

Rzeczywiście

OB =  ~ U2 eax , OB' —  ^  U2 e - ax .

W spółrzędnych biegunowych bx =  a dla OB, zaś — bx =  a 
dla OB' stanowią kąty biegunowe. t/2, a i b mają wartości stałe;



oznaczając promień wodzący OB,  względnie OB' przez r ; „ t/2— &•>¿a
a
^ =  m  , będziemy mieli dla OB

a

r =  k eax =  k e b x - kema;

dla OB'

r =  ke~ax — ke T * =  kema.

Są to równania spirali logarytmicznej.
W linjach kablowych, zwłaszcza telefonicznych i telegraficz

nych, indukcyjność L oraz uplywność A  są naogół nieznaczne 
i można te wielkości założyć równe zeru, co czynił W. Thomson 
przy rozpatrywaniu przenoszenia prądów telegraficznych w ka
blach. Wówczas ze wzorów (14), (Ib) i (17) otrzymamy

« = ] Ą b u c , i - j / l * - C .  Ż = |

Jak widzimy, oporność falowa w tym przypadku jest odwro
tnie proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego pulsacji w, 
a więc i częstotliwości, z czego wynika, że im większa częstotli
wość tern mniejsze jest napięcie, potrzebne dla otrzymania tego 
samego prądu. Natomiast spółczynnik tłumienia wzrasta ze wzro
stem częstotliwości. Argument oporności wynosi —45°, z czego 
wynika, że prąd wyprzedza napięcie o kąt 45°. Okoliczność, że 
tłumienie zależne jest od częstotliwości, wpływa niekorzystnie 
przy rozmowach telefonicznych i wogóle przy przesyłaniu dźwię
ków po linjach kablowych.

Dla wielkich częstotliwości spółczynnik tłumienia w przybli
żeniu będzie uzależniony tylko od stałych linji, mianowicie ze 
wzoru (14) będziemy mieli

a = V / ł [ “ ! i C (1+ ^ ) 4 (1+ ^ ) ł + ^ - “ ,£ C ]-

Rozwijając w szereg dwumiany, stojące w nawiasach i pod

niesione do p o t ę g i o t r z y m a m y
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T eo r ja  prądów  zm ie n n y c h  20
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f f  u = 1  , 1 i?2
w2Z2/ 1 2 W2Z,2

i i  A 2  i 1
1 +  , ^ 27^2 2 ~  o ”w2 (72/ 1 2 w2C2

przy założeniu, że w ma wartość wielką, możemy odrzucić te 
człony szeregu, które zawierają wyższe potęgi w2 i przyjąć, że

R 2 \±/„ , A 2 U  , . 1 R 2 , 1 A 2
w2L 2/ \ ~'u>2L 2l T  2 w2£ 2 ' 2 o)2C2' 

Wtedy

a = l / i * * £ + T ^  +  l Afl =

L_
C

Jak widać z ostatniego wzoru tłumienie zależy od stosunku 

^  i można znaleźć taką zależność między stałemi linji, aby spół- 

czynnik tłumienia był najmniejszy. Zakładając w ostatnim wzorze

TVc x’
napiszemy

da 1 1 .  R
skąd

—  =  - \ A  —  dx  2 l x 2l ’

przyrównywając tę pochodną do zera i biorąc pod uwagę, że 
* :> 0 ,  znajdziemy

d o

ponieważ druga pochodna staje się większą od zera, przeto
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znaleziona wartość x  odpowiada minimum funkcji a , tłumienie 
więc będzie najmniejsze, gdy

a =  \ R A  .

Ponieważ w linjach kablowych L i A  są małe, przeto w znacz
nym stopniu

dla zmniejszenia więc tłumienia należy zwiększyć indukcyjność L. 
Pupin zaproponował w tym celu włączanie cewek indukcyjnych 
w kablach telefonicznych w odległości 1 — 2 km. Krarup zale
ca pokrywanie kabla cienkim drutem ze stopu żelaza z niklem, 
posiadającego znaczną przenikalność magnetyczną.

Zbadajmy teraz linję w przypadku ogólnym, kiedy oporność, 
upływność, indukcyjność i pojemność nie są powiązane żadnemi 
zależnościami. Wtedy, jak wiadomo, oporność charakterystyczna 
linji jest liczbą zespoloną. Znajdźmy jej moduł Z  i argument a:

wtedy

§  85. Przypadek ogólny.

(R -J-y w L) (A — ju  O
A l " +  OJ2 C 2 Z 2 (cos 2 a -j-y sin 2 a),

A R  +  w2 L C +  /«o { A L -  RC)
A 2 +  oj2 C2 — Z2 (cos 2 a -j-y sin 2 o) ;

stąd otrzymujemy

Z2 cos 2 a A R Ą -  oj2 L C
A 2 -)- w2 C2 ’
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Z2 sin 2 a =  coA L  — R C
A*Ą-0>* £2 ’

tg 2 a =  w • A L  — R C  
A R + u ? L C '

Z4 = U £  +  < 0 *  i  C ) 2 +  O )2 (A L — R C) 
(A2 +  w2 C2)2

skąd ostatecznie

(57)

a =  — arctg w
LJ

A L  — R C  
A R Ą -  a)2L C

(58)

Argument a charakterystyki ma znak taki sam, jak licznik 
we wzorze (58), ponieważ mianownik jest zawsze dodatni; wobec tego

W szczególnym przypadku, gdy A L  — RC,  lub gdy R  =  0 
i A =  0, argument jest zerem i wtedy oporność charakterystyczna 
jest liczbą rzeczywistą.

Napięcie i prąd w dowolnem miejscu linji wyznaczają się 
z ogólnych wzorów (22) i (23)

a >  0 przy A L >  R C,

a <T 0 przy A L  <  RC.

+  (i/o — I.2Z )e  ax( c o s b x —/ s i n far) (59)

I Ż  — ^  |(Ć7o -f- L  Ż) eax (cos bx Ą - j sin bx) —

— {U2 — h Ż ) e  aA:(cosb x —/sin& x) • (60)



Rozpatrzmy, podobnie jak w § 84 linje w stanie jałowym. 
Stosując te same oznaczenia co tam, znajdziemy (/2 =  0)

Ćo ~ \ t j 2 je“ (cos b x -{-j s in bx) — e_aJC(cosbx —j sinń.r) j * (61)

f 0Ż = ^  U* | e<lx(cosb x -j-y s in bx) — e~ax(cos bx —j  sin b x ( * (62) 

Tak samo dla stanu zwarcia (i72 =  0)

Uz =  ~ I, Ż   ̂eax (cos b x —/sin  bx) — e~ax (cos bx —j  sin bx) | » (63)

72Z = ^ / 2ź |e ax(cos6x-j-ysin 6x)-|-c—1“ (cos& r—/sin6.c)j . (64)

Bezpośrednio z porównania wzorów (59)j (61) i (63) oraz (60), 
(62) i (64) wynika, że i w tym przypadku słuszne są wzory

u =  Uo +  uz,

i =  Io +  i z .

Prąd I.2 końca linji jest odchylony od takiegoż napięcia U2
0 kąt 32; iloczyn L, Ż  będzie więc przesunięty względem ¿7, o kąt
?2-p5t .

Z tych rozważań wynika, że sposób wykreślnego wyznacza
nia napięcia i prądu w dowolnem miejscu linji jest zupełnie taki 
sam, jak w przypadku podanym w § 84. Należy tylko uwzględnić, 
że kąt między kierunkami napięcia końca linji i iloczynem prądu 
końca linji przez jej oporność charakterystyczną jest nie ę.2, lecz 
(3 , -J- a), więc na rys. 172 wektory OF" i OF"'  powinny być prze
sunięte o kąt (32 — a)-

§  86 . O b licze n ie  stałych lin ji na podstaw ie pom iarów, 
dokonanych w stanie ja łow ym  i w stanie zwarcia.

Wszystkie stałe linji: oporność, upływność, indukcyjność
1 pojemność mogą być obliczone, jeżeli wiadome są oporności 
pozorne linji, odpowiadające stanowi jałowemu i stanowi zwarcia.

—  3 0 9  —



Te wielkości mogą być podane przez fabrykę (np. dla kabli), lub 
też określone za pomocą pomiarów; w tym celu wystarczy zmie
rzyć na początku linji moc, napięcie i natężenie prądu przy do- 
wolnem napięciu oraz kąt przesunięcia fazy prądu względem 
napięcia, najpierw w przypadku, gdy linja jest w stanie jałowym, 
następnie, gdy linja jest w stanie zwarcia; na podstawie tych 
pomiarów znajdujemy odpowiednie oporności pozorne. Oznaczając 
przez Z0 i Zz wartości oporności pozornych linji w stanie jało
wym i w stanie zwarcia, zaś przez <p0 i <pz kąty przesunięcia 
fazy odpowiednich prądów względem napięć, mierzone w kierun
ku od napięć, będziemy mieli dla argumentów syjnboli Z0 i Z z 
kąty — ?o i — <p, •

Z0 =  Z0 (cos cp0 — i  sin cp0) =  Z0 e- /  f0, (65)

Żz =  Zz (cos <p2 — /  sin cpz) =  Zz e (66)

Na podstawie wzorów (26) i (27) mamy na początku linji, 
czyli na odległości x  =  l,  mierzonej od końca, następujące war
tości napięcia U1 i prądu I t , gdy w końcu wartości te wyno
szą U2 i I2 ,

U\ =  U2 cos hip kl  -j- I2 Ż sin  hip k l , (67)

Ą Ż =  U2 sin hip kl  -f- / 2 Z cos hip k l . (68)

Oznaczając dla stanu jałowego, gdy w końcu linji napięcie 
ma wartość U2, zaś natężenie prądu równe jest zeru, napięcie
i prąd na początku przez Ul0 i 710, następnie dla stanu zwarcia,
gdy napięcie w końcu równe jest zeru, zaś natężenie ma wartość 
/ 2, napięcie i prąd na początku przez Ulz i Ą z, otrzymamy ze 
wzorów (67) i (68), zakładając kolejno I 2 =  0 oraz U2 =  0,

— 310 —

Ula =  U2 cos hip k l , (69)

/ 10 Ż =  U2 sin hip k l ,  (70)

Uiz — h  % sin hip k l , (71)

/ lz Ż — I2 Ż  cos hip kl.  (72)

Dzieląc stronami (69) przez (70) oraz (71) przez (72) otrzymamy

-  cotg hip k l ,
/io Z



± “ O > j
J 1 0  1  I Z

wobec czego
Z0 =  Źcotg hip k l ,  (73)

Ż,  =  Ź tg  hip kl .  (74)

skąd, przez pomnożenie i dzielenie, otrzymujemy

Ź 2= Ź 0Zz,

(tg hip kl)- =  b -  ;
■¿O

wreszcie

Z = | / z 0Zz , (75)

tg hip kl  = 1 /  A .  (76)
1 Z0

Ponieważ
e** — e2hl — 1

tg hip ^  =  e-ki — ~#hny T

więc

e2hl=
1 +  tg hip /t/ _  ^  Z0 _  V Ź0-j-V Żz ^
1 tg hip AZ ^   /  J  ~ ]/ ' Y 0- V Y z

Z o

Biorąc wartości Ź0 i Źz ze wzorów (65) i (66), będziemy
mieli

_9Ł, i Zo e~Ji  +  y'Z. .
e -  ’

ł Z0e Ja — j Zze 1 2 

mnożąc licznik i mianownik przez
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otrzymamy
z„ Zz y/ Z0 Zz ,(?* - 1>o> .(?Z-?o)'

e 2 — e 2

Z0 -|̂  Z2 — V z 0 Zz
.(?z —9o) . _ ; l?z i»1e' 2 +  e 2

Zważywszy, że k =  a-\- jb  i zamieniając funkcje wykładnicze 
na funkcje trygonometryczne według wzorów Eulera, napiszemy

e2al (cos 2 bl - \- j  sin 2 bl) —  —
Z0 — Zz — j  2 \ Z0 Z2 sin

skąd

Z0 -f- Z2 — 2 ]/ Z0 Zz cos

(Z0 — Zz)2 4 Z0 Zz sin:
j4aZ

Z0 +  Zz — 2 y/Z0Zzcos ?* — ?o
=  M ,

tg 2 ^ - - 2 ^ ^ s i n ( V g =  2V;
Z q ---  Z r

przez odpowiednie działania otrzymujemy

a =  ^ / g n Af, arctg iV;

w ten sposób obliczamy spółczynnik tłumienia a oraz spółczynnik 
długości fali b.

Następnie, dla znalezienia oporności falowej Z wprowadzamy 
do wzoru (75) wartości Z0 i Żz z (65) i (66), wtedy

Z — |/ Z0 Zz e —i-Jfo + ?zl
=  t Z0Zz— cos To- )- ?*) • • /To-)- ?:1 — j  sin '

2 •(78)

Ale na podstawie wzorów (10) i (17)

V(R + /  w X) (A +  7 w (7) == a -(- y ó,

więc

i /   7
| /  A -f-y w c  

/? + /to Z , =  (a + ./& )z ,
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. , . ~ a -j- /  bA + j < » C = - y

biorąc wartość Z ze wzoru (78), otrzymamy

A + J » C =  ( a + j l , ) ^ A = ^ o s { ^ ± ^ ) + j Sln ( S i ± i

przyrównywając w tych wzorach części rzeczywiste i części uro
jone, znajdujemy

R =  y Z0 Zz [a  cos +  b sin j ,

[¿»cos 90 +  9L = V Z  o Zz

i 7 Z 0 Zz \ a
cos

C = • V z0 zz b cos

2

?o+y«
2

To +  Tz

?0 ~t“ Tz — asm  -■-

To +  Tz

]•
b sin

i • To ~j~ T  z +  a sin

W ten sposób możemy obliczyć stałe linje, mając wartości 
Z q i Z z , <p0, i <pz ■

§  87 . W zory dla napięć i prqdów oparte  na w łasnościach lin ji 
w stanie ja łow ym  i w stanie zw arcia . Spółczynnik lin jowy.

Rozpatrując wzory (69) i (72) spostrzegamy, że

=  hr-  =  cos hip kl;
U, I,

ponieważ k =  a - \ - j b  jest naogół liczbą zespoloną, więc i cos hip AZ 
musi być również liczbą zespoloną; oznaczmy

cos hip kl  =  S;

wprowadzając do naszych wzorów ten spółczynnik, musimy go 
traktować jako symbol; nazywamy go s p ó ł c z y n n i k i e m  
l i n j  o w y m .
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Możemy więc powyższe wzory przepisać w postaci

=  s  09)
U2 / 2

Niech y będzie kątem przesunięcia fazy Z710 względem U2 lub, 
co jedno i to samo, — I lz względem / 2; kąt ten będzie więc argu
mentem spółczynnika linjowego w ujęciu symbolicznem; wówczas

Ś  =  S  er! =  S  (cos y + /  sin y ) .

Moduł S  i argument y możemy określić przez spółczynniki 
a i b oraz długość linji Z w sposób następujący. Z założenia wy
nika, że

albo

& k l  -1— Q -  ki o  (a +  jb) l
S  =  cos hip k l  =  — ^ ------ =  —--------- 2 ------------- 1

g a l  g — al g a l  Q ~ a ^

S  (cos y + / ’ sin y) = ----- 2------ c o s  ^  j -------2----- S*n ^  =

— cos hip al. cos bl -j- j  sin hip al. sin b l ,

skąd
£  =  j/cos hip2aZ-cos2Z>Z-|-sin hip2 al-sin2 bl =

=  ~2 j / 2 (cos hip 2 al -f- cos 2 bl),

tg y =  tg hip oZ-tg b l .

Chcąc określić S  przez oporności pozorne linji w stanie jało
wym i w stanie zwarcia, napiszemy

Ś  =  cos hip kl  — *
j / l  — (tg hip AZ)2 

biorąc wartość tg hip AZ ze wzoru (76) będziemy mieli

& = — ¡ 1 .  — l /  .  ż ° .  ; (80)
■ j/i F  7 - 7 'I _ Z0 Z i

'  Z 0
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stąd

go  Zz   Zq e i ~ ° _ Zq

Ż0—Żz Z0e~i?°  — Zz e~i*z Z0—Zz e ~ i “ To)

mnożąc licznik i mianownik przez Z0— Zz ej —?°), otrzymamy

Z 0 [ Z , - Z z e ' <?*-*»>]

Z02 +  Zz2 - Z 0Z z [ e i ^ - ^ + e - i ^ z - \ ) }  ’

zamieniając funkcje wykładnicze funkcjami trygonometrycznemi 
i biorąc pod uwagę, że

Ś- =  S 2 (cos Y + y  sin y)2 =  S i (cos 2 y - \ - j  sin 2 y) ,

będziemy mieli

„2/ 0 , . . „ _  Z0 [Z0 — Zz cos (c?z — ?o) — j  Zz sin (?z — 'f0)]
5 '(c ° s2  i + 7  sin 2 y)  Z02 +  Zz2 — 2 Z0 Zz cos (<pz — ?0)

skąd
ę4 _  Z02 {[Z0 — Zz cos (?z — To)]2 +  Zz2 sin 2(?z — <p0)} =
* ~~ [Z02 +  Zz2 -  2 Z0 Z2 cos (cpz -  ?0)]2

^o2  .

'  Z02 +  Z  z2 — 2 Z0 Zz cos (®2 — cp0) ’ 

Y %
j 4 Z02H-Zz2— 2 Z0 Zz cos (<pz — <p0)

(81)

t g 2 v = -  Z . y f e - f . )  (82)
° Z0 — Zz cos {oz — cp0)

Ten sam rezultat można otrzymać geometrycznie. Wychodząc 
ze wzoru

Ś°- =  |  V - ,
Z - Z z

przeprowadzamy dowolny kierunek (rys. 173), odkładamy
z punktu O pod kątami (— <p0) oraz (— <pz) 0 4  =  Z0, OB =  Zz ;
wówczas

B A. -—- Z0 — Zz ,



2i  MO A ^  — cpo,

4  MOB  =  — «pz ;

oznaczając przez «]> kąt BM X,  który tworzy B A  z 0 X ,  będziemy 
mieli

Ż0 =  O A - e ~ j >

Ź0— Żz =  B A -e Ą ,

— 3 1 6 —

wobec czego 

skąd

A
Rys. 173.

02 _

6 ~ 5 4  ’

Z A 0 4 5
2  T =  —  (<p0 + 1 )  •

5 4  =  ^  O A 2 +  OB2 — 2 O A -O B  cos 2£ 4 0 5  ,
ale

O A =  ZQ, OB — Z  z , 4  4 0 5  =  2*1 MO A — 4  MOB =

=  —  T o  —  ( —  ? z )  =  «P, —  <?„ ,
więc

9 — 1 / .  OA — __________  VZo
\  BA

j /  Z02 4- z  z 2 —  2 Z0 Z z cos (<p* — <p0) 

Następnie
2*1 B M X =  4  MO A + 2*1 0 4 5 ;
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czyli 4> — — ip0 H- O A B ;

4  O A B  =  cp0 4-(j)== — 2 Y;
ponieważ

+. / s~\ * T~> BC OB sin 4  A  OB
\ g 4  O A B  A C ~  OA — OB cos 4  AOB'

więc ostatecznie
Zz sin (cpz — cp0)

tg 2 y = Z0 — Zz COS (<pz — cp0)

Wprowadzenie spółczynnika linjowego S  pozwala na uprosz
czenie wzorów, uzależniających napięcia i prądy na początku linji, 
od napięć i prądów w jej końcu; ze wzoru (79) mamy

UX0= U 2Ś ,  I lz =  h ś ,
następnie

=  Żz , czyli Ulz =  IXz Żz =  h  Żz Ś  ,

Uio r} „„„li f    ^ 0    ^2 Ś- f = Z 0 czyli 710 =  =  
i 10 ¿0 "0

Ponieważ
U i  —  U x o - j -  U i z ,

I\ =  710 -j- Ixz i

więc po podstawieniu odpowiednich wartości, otrzymamy

u x =  5 (£ 7 o + /2 Żz) ,  (83)

/ 1 =  Js ( / a+ - & \  (84)
Z,

albo

^ L  =  Z72 +  / 2Zz , (85)

4 - = i 2+ 5 - -  (86)
S  Z0

Wzory te są identyczne ze wzorami (26) i (27) z § 57, wy- 
prowadzonemi dla obwodu symetrycznego prądu zmiennego. Z tego



wynika, że długa linja elektryczna z równomiernie rozłożonemi 
stałemi stanowi symetryczny obwód.

Jeżeli, zamiast oporności pozornej w stanie zwarcia Zg_, 
wprowadzić do wyżej rozpatrzonych wzorów przewodność pozorną

w stanie zwarcia 1^, wówczas zamiast Z^ wprowadzamy

Przy rozwiązywaniu powyższych równań metodą symboliczną, 
gdy chodzi o znalezienie wartości napięcia U{, prądu I x oraz 
spółczynnika mocy cos cpt , gdzie cpx stanowi kąt przesunięcia fazy 
prądu / 3 względem napięcia Z7X, musimy oprócz danych U2, I2 i ?2 

mieć wartości Z0, Zz oraz kąty cp0 i cp,; z tych danych obliczamy 
S  według wzoru (81); określenie argumentu ? jest w tym przy
padku zbyteczne, gdyż kąt cp3 pomiędzy / 3 i U1 jest taki sam, co

i pomiędzy -h-  i Mr- ; wystarczy więc obliczenie kątów pomiędzy 
S  S

i Uo, oraz pomiędzy —  i U2, wtedy różnica tych kątów da 
S  S
nam wartość cpx.

W poprzednich wzorach oporności Z0 i Zz odpowiadały całej
długości linji l .  Czasami zachodzi potrzeba przerachowania tych
wielkości, podanych dla określonej długości /, na inną długość l '
takiej samej linji. Oznaczmy poszukiwane oporności pozorne,
odpowiadające długości l'  przez Z0' i Zz ; na podstawie wzorów
(73) i (74) będziemy mieli

Z0' =  Ż  cotg hip k l ' ,  (87)

Zź  =  Ż  tg hip k l ' ,  (88)

gdzie według wzoru (75)

1 = ] /  Ż0 ŻZ

jest wielkością niezależną od długości linji, lecz tylko od stałych 
R , L , A , C oraz w. Dla określenia funkcyj hiperbolicznych we 
wzorach (87) i (88) mamy

e2 ki __ i
tg hip A / ' = - 7, +  i , (89)

cotg h ip k V =  e™v +  (90)

-  318 —
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z drugiej strony ze wzoru (77)

l /  ż . + l /
pi kl —  J __________ t _______ •

\ /  ż ° - \ /  ż ■

oznaczając w skróceniu

j / ż „  r ] /  Ż, _

] /  ¿ » - j /
mamy

ol

g2 kl=  g

e 1 h  =  g  l J

=  n ( j )  .

Podstawiając tę wartość do (89), (90), a następnie do (87) 
i (88), otrzymamy

V  =  ] /  Ż0ŻZf  ? L + 1 ,  (9i)^2 Z’
- 1

v
/  „ „ g'i — 1 

Zz' =  l /  Z0Zz—  •
r  * 7 + 1

(92)

Rozwiązując te wzory metodą symboliczną znajdziemy moduły 
Z0' i oraz ich argumenty.



ROZDZIAŁ XII.

SZTU C ZN E LINJE ELEKTRYCZNE.

§  88 . U kłady, zastępujqce długq linję.

Wzory dla napięć i prądów w długich linjach jednorodnych 
(z równomiernie rozłożonemi stałemi), jak to już stwierdziliśmy, 
są identyczne ze wzorami, które otrzymaliśmy dla obwodu syme
trycznego; z tego wynika, że gdy chodzi nam wyłącznie o ustale
nie zależności napięć i prądów w dwóch dowolnych punktach linji 
np. na początku i na końcu, możemy zastąpić taką linję lub jej 
odcinek przez odpowiedni układ, zawierający trzy oporności po
zorne, z których dwie są sobie równe.

Rozpatrzmy najpierw zastępczy układ, w którym oporności 
pozorne są ułożone w literę T  (rys. 174). Oporności pozorne Zx 
i Z3 muszą być tak dobrane, aby zarówno w stanie jałowym, jak 
i w stanie zwarcia, zależność pomiędzy napięciami i prądami na 
początku i na końcu była taka sama, jak w rzeczywistej linji. Ze 
schematu wynika, że

(1)

>1*7,
] I  [

U

T -©
Rys. 174.
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Dla stanu jałowego, gdy napięcie w końcu ma wartość U2, 
zaś na początku napięcie i prąd wynoszą U10 i 7l0, otrzymamy, 
zakładając 7o =  0

Dla stanu zwarcia, gdy prąd w końcu wynosi 7,, zaś na 
początku napięcie i prąd mają wartości Ulz i 71Z, otrzymamy, 
zakładając we wzorach (1) U2 — 0,

Dla linji jednorodnej stosunki napięć i prądów w stanie 
jałowym i w stanie zwarcia, objęte wzorami (3) i (5), stanowią 
t. zw. spółczynnik linjowy Ś, równy cos hip k l , który może być 
obliczony na podstawie oporności pozornych linji Z0 i Zz w stanie 
jałowym i w stanie zwarcia (§ 87), te ostatnie wielkości łatwo 
znów możemy znaleźć, gdy są wiadome stałe linji.

Co się tyczy wzoru (4), to stanowi on oporność pozorną 
linji w stanie jałowym; możemy więc napisać

U 0 g ^i° i ’
(2)

Rugując z tych dwóch równań 710, będziemy mieli

U  0 — l l  4  
U2 2 4  ’

(3)

zaś z drugiego z równań (2) znajdziemy

(4)

skąd po wyrugowaniu Ulz ,

-4  =  | i  _4_ 
7 2 2 Ź 2

(5)

T eorja  p rąd ów  z m ie n n y c h  21



oraz

skąd

2 Z,

+  Ź, — Ż0,

1 *  (S — 1)Z0
2 Z l ~  ś

według tych wzorów obliczamy Żx oraz Z2 dla układu, zastępują
cego rozpatrywaną długą linję

Drugi układ zastępczy zawiera trzy oporności pozorne uło
żone tak, że tworzą jakby grecką literę Ił (pi), dwie równe oporności 
są włączone równolegle na początku i w końcu między przewo
dami (rys. 175).

0-

U,

Qy

2 Z2 2 Z;

I

Rys. 175.

W tym przypadku

1
2 Z,

2Z2

(Ł/i-f- ¿4) .

-o

u2

(7)

Rozumując jak poprzednio, znajdziemy dla stanu jałowego



—  3 2 3  —

L = ^ r ( u 10+ u 2 ) ,
Ł Z‘

skąd po wyrugowaniu 710 znajdujemy

UlO j  I
U2 2 Źo

Dla stanu zwarcia będziemy mieli

I l z  Io- ~  2  Ż 2 U l

skąd po wyrugowaniu Ulz

^ = i  +  A  ,
h  2 Z2

następnie

D i._____l i
i i ,  j  , _ ^ L

1 2 Ź2

Jak  i poprzednio zakładamy

i + Ą = ś ,
2 Z 2

zaś

¿i =  Z, ,

2 Z 2

gdzie Źz oznacza oporność pozorną rozpatrywanego układu w sta
nie zwarcia.

Z ostatnich równań znajdujemy wzory

ŻX =  ŻZŚ,

2 i ,  =  Ą A ,
' 5 - 1

z których możemy obliczyć oporności pozorne, wchodzące do 
układu zastępczego.
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§  89. Linje łańcuchowe.

Łącząc w szereg dowowolną ilość rozpatrywanych poprzednio 
układów, zawierających po trzy oporności pozorne, otrzymamy 
więcej złożony układ, który nazywamy linją łańcuchową. Taką linję 
możemy rozpatrywać jako złożoną z jednakowych ogniw, każde 
ogniwo zawiera 3 oporności pozorne, zestawione albo według 
schematu I, typu T  (rys. 174) albo według schematu II, typu II 
(rys. 175). W pierwszym przypadku otrzymamy linję łańcuchową 
typu T  (rys. 176), w drugim — linję typu II (rys. 177).

Rys. 176.

Oba typy linji łańcuchowej w układzie swym różnią się tylko 
na początku i na końcu, mianowicie w typie T  mamy na początku 
i na końcu szeregowo włączoną oporność pozorną \  Z x, zaś w dru
gim typie II mamy na początku i na końcu równolegle włączoną 
oporność pozorną 2 Z2.

Rys. 177.

Będziemy oznaczali przez n liczbę ogniw w łańcuchu, zaś 
przez U i 1, z odpowiedniemi indeksami napięcia i prądy w końcu 
każdego ogniwa; U0 i I0 oznaczać będą napięcie i prąd na początku 
łańcucha, czyli u źródła, zaś Un i In te same wielkości przy od
biorniku; Ux i Ix oznaczać będą rozpatrywane wielkości w końcu 
ogniwa, oznaczonego w kierunku od źródła do odbiornika liczbą x.

W celu wyprowadzenia wzorów, dających wartości napięć 
i prądów w dowolnem ogniwie, rozpatrzmy dowolne dwa sąsiednie



ogniwa, określone liczbami x  i * — 1, najpierw dla linji typu T  
(rys. 178)
Będziemy mieli

U:x - \

U r -  Ux+X= ^ Ż Ą I X

i x- 1 - i x =  ^ [ u x^ - \ Ż x Zx—i) > 

i x - I x+l= y [ U x - l ż 1Ix) ■

(9)

(10)

( 11)

( 1 2 )

/  s

*1^1 .|,z, ii- ‘bZi'\ *bZ, U-iL >bZ,\ 
"K H  h H  H ~ 1

u,_.

i
u,

i
U .+  l

I

l

Rys. 178.

Z tych 4-ch równań możemy wyrugować albo prądy i otrzy
mać zależność pomiędzy napięciami, albo też napięcia i otrzymać 
zależność między prądami; wyrugujmy prądy np. w ten sposób: 
z równań (9) i (11) mamy

Zr—1 +  Z r — 2  \U x - l  U x ) ’

Zr—1 —  Zr —  ^  1 2  ^  ^jr—1  ̂ ’

(13)

(14)

po dodaniu otrzymujemy



< '

albo
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w jęp *rr

Zr—i (2 +  ^ )  =  -  -J-Z7* .
2Z 2 / ZŁ Z2 ZŁ

Oznaczając, jak i poprzednio (6)

l + ^ = ś ,  (15)

przepiszemy ostatnie równanie w postaci

skąd

2S  - 2 -
Z c - l  ( 5  +  l )  =  - = £ -  - U x ,

Z\ z x

<16>

podstawiając tę wartość Zr-i do równania (13), będziemy mieli

IX= Ą - { U X-1 -  fc) -  -— J — -(Ś  iŹc-i -  IZri =
Zx / ]  (o 1

ł
2 [(5 + 1 ) Ux-\ - ( Ś  +  l)Ux -  Ś  ux- 1 +  t/x];

^ ( S - f i )  

ostatecznie po skróceniu

L =  -żŚ+\y ( & — ś f c ) '  ( 1 7 >

Z równania (12) mamy

Z x + i  = / ; - - ! (  U x - ^ r Ż x Z x  )  = Z x f l - J-  ^  ^ ^
Z2 \ 2 / 1 2 Z 2

zaś, po uwzględnieniu (17) oraz (15),

Z ,(S + 1 )  ’ Z, ( S + t )  Z;
(7 ,-1 -  ■ U.-  (18)
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Znalezione ze wzorów (17) i (18) wartości Ix i Zr+i podstawiamy 
do równania (10), wtedy

U>

2  5
£7)

z a s +  i)

- - ( T ^ b + ł ) f c ] =Z* ( 5 + 1 )  \ z , ( 5 + i )  z 2,

1 (üx-í—süx)+-J- Üx-1 — fJx — -rk~ úx;5 + 1  ‘ 5 + 1  5 + 1  2 Z2

Zzamieniając na podstawie (15)—+  przez 5 — 1 i łącząc podobne
2Z 2

wyrazy, otrzymujemy

+  ( #  +  Ś) +  Ś - l  +  l]  E + I +  & - , = 0 ,Ux—

albo
£ / * + i - 2  5  £/* +  £ £ * _ i = 0 .  (1 9 )

Rozwiązanie tego równania z powodu analogji z długą linją 
szukamy w postaci

Ux =  A e hx+ B  e~kx, (20)

gdzie A , B  i 'k od x  nie zależą; wtedy

Ux+i =  A e k ehx - \-B e~k e~hx, (21)

JJX ! =  A e~k ehx Ą - B e k e~kx ; (22)

podstawiając te wartości do (19), otrzymamy

A ek ehx _J_ B e-ke-kx __ 2 ś ( A  ehx +  B e~hx) +

+  A e~~k &kx +  B ek e~kx - 0

albo
(A ekx +  B e ~ kx) (e‘ +  r ł - 2 Ś )  =  0;



z tego wzoru wynika, że wartość Ux ze wzoru (20) będzie rozwią
zaniem równania (19), gdy spełniony będzie warunek
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czyli 

lub (15)

ek +  e~h — 2 5  =  0, 

ek-\-e~k = 5  , (23)

cos hip k =  5 =  1 + - ^ r -  • (24)
2 Z,

Z tego wzoru widzimy, że ponieważ Ź , , i Ź2 są naogół licz
bami zespolonemi, przeto i k  jest wogóle liczbą zespoloną.

Oznaczmy k  =  a - { - jb ,  gdzie a i b liczby rzeczywiste, wtedy

, .  , e<J+j'6 +  e-(a+;*) ea (cos b -j- / sin b) ,cos hip k  = --------+ ---------=  —  ------- ------------ - -j-u ¿t

e_ a(cos b — /s in b) ea + e ~ a , , ,ea — e~a 
 2 -------= ----- —  c o s ó + z    sin b —

=  cos hip a cos b -j-y sin hip a sin b . (25)

Łatwo zauważyć, że analogicznie do długiej linji jednorodnej 
spółczynnik a jest spółczynnikiem tłumienia, zaś spółczynnik b 
wpływa na przesunięcie fazy i może być nazwany spółczynnikiem 
przesunięcia fazy.

Załóżmy

1 + ~ f  =  P +  j q ’ (26)
u  Z  2

gdzie p  i q liczby rzeczywiste, wtedy na podstawie wzorów (24), 
(25) i (26) będziemy mieli

p  =  cos hip a cos b, (27)

q =  sin hip a sin b; (28)

podnosząc do kwadratu każdy z tych wzorów-, otrzymamy 

p 2 =  cos hip2 a cos2 b =  (1 +  sin hip2 a) (1 — sin2 b) , 

q2 =  sin hip2 a sin2ó;



rozwiązując ostatnie dwa równania względem sinh ip2a i sin- b, 
znajdujemy
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sinh ip2 a — — 2 ( 1 — p 2 — < 7 ® ) + j / V + j ( l — P2 ~  92) > (29)

sin2ó =  2" ( l — p 2 — q2) +  | / V + ^ ( l ~  p 2 — <72) . (BO)

Przy rozwiązywaniu równań kwadratowych pod pierw iast
kiem wzięliśmy tylko znak -{- z tego względu, że niewiadome 
sin hip2 a oraz sin2 b jako kwadraty liczb rzeczywistych muszą być 
liczbami dodatniemi.

Dla znalezienia wzoru na prąd podstawiamy do (17) w ar
tości Ux- 1  i Ux ze wzorów (22) i (20), wtedy

2

^ ( S + D

2

j A e~k ekx +  Bek e~hx — A Ś e kx — B Ś e ~ kx j =  

|A e kx (e ~ k —  Ś ) - \ -  B e ~ hx(ey — £)j ,
Żi ( S-Ą-1) 

ale na podstawie (23)

e~  * — ek ek — e ~ k
e ~ k — S  =

ek — S  =

2

ek — e ~ k
2

wobec tego

f  =  ^ — (Be~kx — A e kx) =
x Ż1{ek - \ - e ~ k+ 2 )

2< ( e l  +  e = ł )

z , 1 e ‘ + e  i )
2

(  —  k x  k x \
[Be -  Ae ) =

— k x  k x

=  -^r tgh ip-^-(i?e — Ae  j. (31)
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Oznaczmy

*
2  tg  hip ~

(32)

na podstawie wzoru

cos hip k  =  2  sin h ip 2 ~  1 ,
L i

z uwzględnieniem  (24), będziem y mieli

s in h ip -^  =  l / ' _ Ą _
2  V 4 Z 2

• h- ^ l /  ^sin  hip -5 - | /  y
2 tg h ip 4 = : 2  ^

2 u- A , .  Acos hip —  cos hip —

w obec czego wzór (32) możemy napisać rów nież w postaci

Ż = ^  Z 1 Ż 2 cos hip ~  . <33>
L i

Zestawiając w zory (20 i (31), otrzymamy w najogólniejszej 
postaci wyrażenia dla napięcia i prądu w dowolnem ogniwie:

U x  =  AekxĄ - B ~ kx, (34)

IXŻ  =  —  Aekx - j -  Be -  h x; (35)

w ielkość Ż ,  odgrywająca rolę oporności, określoną wzorem  (32), lub 
(33), przez analogję do długiej linji jednorodnej, nazwiem y o p o r 
n o ś c i ą  f a l o w ą  l i n j i  ł a ń c u c h o w e j .

W chodzące do wzorów (34) i (35) w ielk ości A  i B  m ożem y  
określić na podstawie wiadomych wartości napięcia i prądu
w określonem  miejscu; najczęściej wchodzą tu w grę te w ielkości
na początku i na końcu linji łańcuchowej. Ponieważ dla początku  
x  =  0, przeto ze wzorów (34) i (35) dla napięcia i prądu na początku  
otrzymamy

U 0 =  A B,

I0 Ż = - A  +  B,



lub

Wobec tego z tychże wzorów (34) i (35) otrzymamy

Ux =  -U° - f ° Ź  Io—  ę - kx, (36)
2 2

IXŹ  =  — ^o— >̂ 0̂ +  £ g -e -**, (37)2 i ^

(38)

A ¿ = 4 i  « * '+ /—  (39)

albo wreszcie w funkcjach hiperbolicznych

¿rx =  Ł/o cos hip k x  — Iq Z  sin hip kx,  (40)

Ix Ż — i 0 Z  cos hip kx  — U0 sin hip kx.  (41)

Jak widać z tych wzorów napięcie i prąd w dowolnym ogni
wie jest wynikiem nakładania się dwóch fal, idących naprzeciw 
siebie, z których jedna jest falą postępującą od początku do końca
linji, druga falą odbitą od końca (rozumowania te same, co były
przeprowadzone dla długiej linji jednorodnej). Gdy linja łańcuchowa 
ma bardzo dużo ogniw (teoretycznie nieskończenie dużo), wówczas 
fali odbitej niema, gdyż napięcie i prąd w końcu w tym przypadku 
muszą się równać zeru; wzory (34) i (35) wskazują, że powinno być 
wtedy
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a także

Ż —  -S®
/o

(42)

ponieważ ostatni wyraz stanowi oporność pozorną łańcucha, więc 
w rozpatrywanym przypadku oporność pozorna łańcucha równa 
się oporności falowej.

Uwzględniając wzór (42) otrzymamy w danym przypadku, 
ponieważ fale ulegają jedynie tłumieniu, ze wzorów (36) i (37)

W wyżej wyprowadzonych wzorach ogólnych (36) do (41) nie 
wprowadzaliśmy oporności odbiornika, włączonego w końcu osta
tniego ogniwa. Rozpatrzmy teraz, jak się zmienią te wzory, gdy 
przyjmiemy pod uwagę warunki, istniejące na końcu łańcucha.

Jeżeli linja łańcuchowa na końcu niema obciążenia, to zna
czy jest w stanie jałowym, wtedy / n =  0; ze wzoru (41), zakładając 
x  =  n, otrzymamy

po podstawieniu tej wartości I0 Z  do wzoru (40) dla .*• =  n, będziemy 
mieli

(43)

I0 Ż  cos hip kn — U0 sin hip kn,
lub

I0Z =  U0 tg hip kn; (45)

Un =  U0 (cos hip kn  — sin hip kn  • tg hip kn),

lub po uproszczeniu

cos hip kn (46)

Z ostatniego wzoru można, w rozpatrywanym przypadku, 
znaleźć napięcie w końcu łańcucha, gdy wiadome jest ono na po



— 333 —

czątku lub odwrotnie. Prąd w dowolnem ogniwie da się obliczyć 
wówczas ze wzoru, który otrzymamy podstawiając (45) do (41), 
wtedy

=  / o (
, . , sin hip k xcos hip k x -----T—r-.—t—tg hip kn

sin bip k ( n  — x)  ^
sin hip/t/i

W przypadku, gdy linja łańcuchowa jest w stanie zwarcia, to 
znaczy końce ostatniego ogniwa są zwarte, wtedy U„ =  0; ze wzoru
(40) otrzymujemy dla x =  n

L/o cos hip kn =  I n Ż  sin hip kn,
lub

U0— I0Ż  tg hip kn; (48)

podstawiając tę wartość U0 do (41) i zakładając x  — n, otrzymamy

/„ =  /0 (cos hip kn — sin hip kn  • tg hip kn), 

lub po uproszczeniu

i n = — A - s - ; (49)cos hip kn

wzór ten daje zależność pomiędzy prądami na początku i w końcu 
łańcucha, gdy ostatnie ogniwo jest zwarte. Podstawiając wartość 
/ 0 Ź  ze wzoru (48) do wzoru (40), otrzymamy wzór dla napięcia 
w dowolnem ogniwie

. , sin hip k x  f.  sinhip k ( n — x) . . 
P , =  Ci c o s h i p f a -  t g h i p t o - ^  a m h ip fa  ' <50>

Ze wzorów (45) i (48) możemy otrzymać oporności pozorne 
linji łańcuchowej, gdy ostatnie jej ogniwo jest w stanie jałowym 
lub w stanie zwarcia; oznaczając te oporności pozorne odpowie
dnio przez Z0 i Zz, otrzymamy znane z teorji długich linji jedno
rodnych wzory

Zn =  Ż  cotg hip kn,

Żz — Ż t g  hip kn.
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Wzory (36) do (41) uzależniają napięcia i prądy w dowolnem 
ogniwie od napięcia i prądu na początku łańcucha; oczywiście 
można uzależnić rozpatrywane wielkości od napięcia i prądu 
w końcu: wtedy, zakładając we wzorach (34) i (35) x  =  n, otrzy
mamy

Aekn +  B e - kn=  U„,

— Aekn +  B e ~ kn =  In Ż,
skąd

K - i - z  e ->.  B - A ± A l e„  
2  '  2 '

wobec czego wzory dla napięcia i prądu po odpowiednich uprosz
czeniach przybiorą postać:

U x  —  U n - \ - I n Ż  e k  ( n _ x )  U *  L Ż  &  _  k  ( n _ x )  _

2 2

=  U„ cos hip k (n — x)-\-  i n Z  sin hip k (n — x), (51)

I x Z —  H n Ą - it iŻ  eh (n_ x )  U_n —  in Ż  e _ A(n__c) _
2 2

=  t/„sin hip A (n — x) -)- /„Źcos hip k  (n — x); (52)

z tych wzorów moglibyśmy otrzymać również wzory w przypad
kach, gdy ostatnie ogniwo jest w stanie jałowym lub w stanie 
zwarcia, zakładając kolejno /„ =  0 i Un =  0.

‘b Z, i ;  «bZ,
]— 9-

un <za

Rys. 179.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy w końcu ostatniego ogniwa 
włączony jest odbiornik, którego oporność pozorna wynosi Zn (rys. 
179). Wtedy będziemy mieli dodatkowy warunek U„=^inŻn.
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Uwzględniając ten warunek we wzorach (51) i (52), otrzymamy 

U x =  Un cos hip k (n — x) - j -  Ąr  sin hip k  (n — x)

- 4
2

cos hip k (n — x)  -)— sin hip k (n — x) 
Z

dla x =  0, t. j. na początku łańcucha

U0 =  Un (cos hip kn  -j- sin hip kn J , (53)

I0 =  In ^cos hip kn  -j- ^  sin hip kn j  . (54)

Wzory te dają możność w najogólniejszym przypadku obliczyć 
stosunek napięć względnie prądów na początku i na końcu linji 
łańcuchowej o wiadomej liczbie ogniw i wiadomych opornościach 
Z, i Z2 oraz Z„.

W przypadku szczególnym, gdy oporność odbiornika Zn równa 
jest oporności falowej łańcucha Z, czyli

Żn =  Ż,

z równań (53) i (54) otrzymamy

U0 =  Un (cos hip kn  +  sin hip kn) =  Un ekn,

IQ =  /„ (cos hip kn  -f- sin hip kn) =  /„ ehn,

albo

U n = U 0e - kn-, f n =  f 0e ~ hn;

wzory te są identyczne ze wzorami (44) dla linji łańcuchowej
o nieskończenie dużej ilości , ogni w; a więc, gdy odbiornik posiada
oporność równą oporności falowej łańcucha, linja o skończonej 
liczbie ogniw zachowuje się tak, jak linja o nieskończenie dużej 
ilości ogniw.

Rozpatrzmy teraz linję łańcuchową typu II i dwa jej dowolne 
sąsiednie ogniwa, określone liczbami .r i x — 1 (rys. 180).
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Będziemy mieli

U,

—  (J7x_ 1 +  Ux). 
Z Z  2

(55)

(56)

(57)

Rys. 180.

Z pierwszych dwóch równań znajdujemy

I X— 1 Ix
Ux - X- U x , Ux - y  Ux - U ,x  +  l ux

Z\ 2 Z 2 Z Ł 2 Z 2

Porównywając ten rezultat z równaniem (57), otrzymamy

_ J _ (#  _|_ i .̂  + i -----
2 Z 2 Z j  2 Z 2 Zj Zx 2 Z 2

i po uproszczeniu

■ . - ( * + 4 )2 -j- ) Ux -\- Ux .r i =  0-
z 2

(58)

Jak i w linji typu T  szukamy rozwiązania tego równania 
w postaci

Ux =  A e kx +  B e - hx, (59)



wtedy

Ux -  x =  A e ~ k ekx +  B eh e~kx,

Ux + i =  A  eh ekx +  B e ~ ke ~ kx; 

po podstawieniu do równania (58), otrzymamy

A e - kĄ-B eke - kx— [ 2 +  -5-) G4eA* -f  j3 e -Ajc) +

—  3 3 7  —

(60)

(61)

albo

-f-Ae* eAjr +  B e - * e - Aj: =  0 ,

eAjf |e A 4 - — (2 +  ̂  J J +  5

U  ekx +  B e~kx)o~hx) je* _|_ e-h _

+ * - * - ( 2 + i
=  0,

2 +
z, ' .

skąd widać, że rozwiązanie równania (58) w postaci (59) jest 
możliwe, przyczem powinno być

ek -(- e~k =  2 -(- - 5 - ,

eA +  e - A
2 Z,

czyli

cos. hip A =  1 +  -^r- 
H 2 Z,

(62)

tak samo jak dla linji typu T  (24), gdzie wskazano, w jaki sposób 
znaleźć k ~ a - \ - j b .  Dla wyprowadzenia wzoru na prąd weźmie
my równanie (56), z którego

t  ź ,  =  b.  ( l +  ) &+. -  ś  &  -  &+i;

podstawiając do tego równania wartości Ux i (Zc+i z (59) i (61), 
będziemy mieli

T eo r ja  p rą d ó w  z m ien n y c h  22
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Ix Z, =  A S e kx-\- B S e ~ kx— A eh ekx — B e~k e~kx - 

=  A e hx(Ś — ek) + B  e~kx (Ś  — e- h) ;
ale

pk _l p—h
S —cos hip A =  — -----.ćt

więc
$ . eh— e~h ^ ek — e~kS — ek = --------^------’ S  — e~k = —  ------ ,

wobec czego

albo

Ix Źj =  — 26 -  (B e~kx — A  ehx)

— 7=- J --------- =  /  4 A .

i / i i + 4 ^  y  i + A
Z, 4 Z 22 7 4 Z2

(64)

oporność falowa w tym przypadku będzie

Ż  — f
sinhipA ’ 

a ponieważ

. , . h coshi pA— 1 ¿itPfhiD — = ---------------- =  — --------------
F 2 sin hip A 2Z2sinhipA 

przeto oporność falową można napisać jeszcze w postaci

f = 2 Ż i t g h i p | .  (65)

Jeżeli, na podstawie wzoru (62),

sin hip A =  }/cos hip2 A — 1 =  1  /  C1- 4- ,
p/ Z2 4 Z22

wtedy ze wzoru (64) otrzymamy

¿i

_Zi_. (66)
4 Ż2
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W ten sposób, zestawiając wzory (59) i (63) przy uwzględ
nieniu (64), będziemy mieli

czyli wzory takie same, jak dla linji typu T  (34) i (35).
Ponieważ warunki na początku i na końcu linji są w tym 

przypadku takie same, co i w poprzednim, to znaczy, że napięcie 
i prąd wynoszą dla j  =  0, U0 i / 0, zaś dla x  — n odpowiednio 
U„ i In , przeto dla napięć i prądów w dowolnem ogniwie otrzy
mujemy zupełnie te same wzory, jakie wyprowadziliśmy dla linji 
typu T ; różnica polega tylko na tern, że oporność falowa Z  ma 
dla linji typu II inną wartość, określoną wzorami (64), (65) lub (66).

F i l t r  d ł a w i k o w y .  Zbadajmy własności linji łańcuchowej 
przy zmiennej częstotliwości. Rozpatrzmy np. linję typu II, którego 
ogniwo dowolne przedstawione jest na rys. 181.

Ux =  A e hx +  B e~kx,

Ix Z  =  B e~kz - A e hx,

§  90. Filtry elektryczne.

lx— I R,L
f -AAAAAAAA

Rys 181.

W rozpatrywanym przykładzie

=  i? + y  w l  ,

czyli

wobec tego, na podstawie (66),
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=j /

1 + 7  4  (-ff + 7  w -Ł)y w ^

co po przekształceniu daje

Z = y m L ( l - r

1 — T® 2L C j  +  ~ R 2a 2C2

Następnie, na podstawie (26), otrzymamy

(67)

skąd

p =  l  — ̂ o>2L C ,

q = - R o > C .

(68>

(69)

Dla określonej częstotliwości, względnie pulsacji w, gdy są 
wiadome R , L  i C, obliczamy ze wzorów (6 8 ) i (69) p  i q ; na
stępnie ze wzorów (29) i (30) znajdziemy a i b,  a więc i spół- 
czynnik falowy k.

Mając oporność falową Ż,  możemy na podstawie wyżej wy
prowadzonych wzorów w każdym poszczególnym przypadku (stan 
jałowy, stan zwarcia i stan wiadomego obciążenia) znaleźć napię
cie oraz natężenie prądu w dowolnem ogniwie.

Aby zbadać zachowanie się rozpatrzonej linji łańcuchowej przy 
rozmaitych częstotliwościach, dogodniej będzie wprowadzić t. zw. 
częstotliwość względnie pulsację drgań swobodnych ogniwa. Gdy

mamy obwód zamknięty, zawierający L i C ( przy R  < 2

przyczem zachodzi wyładowanie kondensatora, wówczas w takim 
obwodzie, który nazywamy obwodem oscylacyjnym, powstaje prąd 
drgający czyli oscylacyjny; mówimy, że w obwodzie powstają 
drgania własne, które przy braku R  byłyby swobodne o stałej 
amplitudzie, przyczem pulsacja takich drgań swobodnych wynosi



Jeżeli w naszym przykładzie rozpatrzymy jedno ogniwo jako
obwód zamknięty i spostrzeżemy, że oba kondensatory, posiada

li
jące każdy pojemność równą — , są połączone szeregowo, więc

pojemność wypadkowa w tym obwodzie ogniwa wynosi — ; na

podstawie wzoru (70) znajdziemy, że pulsacja drgań swobodnych 
ogniwa wynosi

V  LC
(71)

Oznaczmy

wtedy

to
W,

=  7],  (72)
0

<73)

podstawiając tę wartość w do wzorów (68) i (69) i oznaczając dla 
skrócenia

(w>
znajdziemy

P =  1 - 2 ^ ,  (75)

q =  pij. (76)

Dla wiadomego ogniwa R ,  L i C są dane, przyczem dla nie
zbyt wielkich częstotliwości wielkości te możemy uważać jako 
stałe; wtedy p  i q będą funkcjami tylko tj ; podstawiając te war
tości p  i q do wzorów (29) i (30), otrzymamy spółczynniki a i b 
jako funkcje tj .

Szczególnie ważne jest rozpatrzenie zmiany spółczynnika 
tłumienia a przy zmianie częstotliwości, względnie vj. Ponieważ
zależność a od rj stanowi funkcję bardzo skomplikowaną, przeto

uprościmy nasze rozważanie w ten sposób, że wyraz i? i  /  —, który

oznaczyliśmy przez p , przyjmiemy jako bardzo mały, co zresztą 
w praktyce jest przeważnie blizkie do rzeczywistości; wtedy dla
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niezbyt dużych wartości i] możemy na podstawie wzoru (76) za
łożyć, że q,  będąc zawsze wielkością dodatnią, jest bliskie zeru; 
wówczas wzory (27) i (28) dadzą nam w przybliżeniu

cosh ipa-cosó  =  />, (77)

sin hip a- sin b =  0 . (78)

Ponieważ p  — 1 — 2rj2, gdzie 7 ] = — , przeto łatwo zauwa-
wo

żyć, że największa wartość dla p  wynosi 1, gdy y] =  0, czyli w =  0; 

następnie dla v ] = - = ,  p =  0; dla t] =  l ,  p  — — 1, zaś dla wszel-
V 2

kich wartości yj >  1, p <  — 1. Zauważmy oprócz tego, że cos hip a  
ma najmniejszą wartość równą 1 dla a = 0 ,  pozatem zawsze jest
większy od 1, natomiast sin hip a ma najmniejszą wartość 0 dla
a — 0, pozatem zawsze jest większy od 0;

gdy 7 j < l ,  czyli w<t o0,
wtedy

- \ < p < \ ,

— 1 cos hip a cosó 1. (79)

Wzór (78) wskazuje, że albo a =  0, albo 6 =  0 lub rc, lecz 
warunkowi (79) wartość a =  0 zawsze czyni zadość, przy wszel
kich możliwych wartościach cosó (dla 6 =  0 lub rc, również a =  0), 
przeto w rozpatrywanym przypadku a =  0 , zaś b zmienia się od 
0 do 180°; gdy v ] > l ,  czyli o j > w0; wtedy p <  — 1.

Niech będzie p =  — k  — — (2rj2— 1), czyli k =  2 rf  — 1 > 1 ;  
wzory (77) i (78) dają wówczas

cos hip acos ó  =  — k ,  

sin hip a sin b =  0;

a nie może się równać 0, bo wtedy z pierwszego równania wy
padłoby, że cos b —  — k  ma wartość bezwzględną większą od 1; 
wobec tego 6 =  0 lub ic; z pierwszego równania wynika, że po
nieważ cos h i p a > l ,  więc cos b powinno być ujemne, czyli b =  rc; 
wtedy cos b =  — 1, zaś

cos hip a =  /e =  2 Yj2 — 1,

skąd widać, że a rośnie i to szybko ze wzrostem t \ .



Z tych rozważań wynika, że w rozpatrzonej linji łańcucho
wej spółczynnik tłumienia a =  0 (w rzeczywistości bardzo mały) 
dla wszystkich częstotliwości nie przekraczających częstotliwości 
drgań swobodnych ogniwa i że tłumienie szybko rośnie dla czę
stotliwości większych; natomiast spółczynnik przesunięcia fazy b 
wzrasta od zera do 180°, gdy częstotliwość zmienia się od zera 
do częstotliwości drgań swobodnych i następnie przy dalszym 
wzroście częstotliwości ten spółczynnik b pozostaje bez zmiany 
i stale jest równy 180°.

Na rys. 182 podany jest przebieg tych spółczynników w za
leżności od i].

Za pomocą rozpatrzonego układu cewek i kondensatorów 
możemy więc oddzielić prądy, których częstotliwość przekracza 
częstotliwość drgań własnych ogniwa. Urządzenie tego rodzaju 
nazywamy filtrem elektrycznym. Filtr elektryczny, w którym, jak 
w naszym przypadku, cewki są połączone szeregowo, zaś konden
satory równolegle, nazywamy f i l t r e m  d ł a w i k o w y m ;  taki 
więc filtr przepuszcza prawie bez tłumienia prądy o częstotliwości 
mniejszej od częstotliwości drgań swobodnych, zatrzymując, czyli 
znacznie tłumiąc prądy o większej częstotliwości.

Filtry elektryczne mają szerokie zastosowanie w elek tro
technice, gdy zachodzi potrzeba tłumienia prądów określonych 
częstotliwości, a więc w radjotechnice, w telefonji, w miernictwie, 
dla otrzymania możliwie sinusoidalnego prądu zmiennego i t. d.

Obszar częstotliwości, które filtr elektryczny przepuszcza, 
nazywamy widmem filtru. W rozpatrzonym przykładzie widmo 
obejmuje częstotliwości od 0 do częstotliwości drgań swobodnych 
ogniwa; oczywiście widmo będzie tern większe, im większa będzie 
ta częstotliwość drgań swobodnych, zaś tę ostatnią częstotliwość 
możemy dowolnie ustalić, dobierając we wzorze (71) odpowiednio 
L i C.

F i l t r  k o n d e n s a t o r o w y .  Innego rodzaju filtr stanowi lin- 
ja łańcuchowa również typu II, ułożona w ten sposób, że konden
satory są połączone ze sobą szeregowo, natomiast cewki włączone 
równolegle. Każde ogniwo złożone jest z kondensatora o pojem
ności C oraz dwóch cewek, których oporność i indukcyjność 
oznaczymy odpowiednio przez 21? i 2X , a to z tego względu, że 
przy łączeniu dwóch ogniw otrzymamy wspólną oporność R i in
dukcyjność L (rys. 183).

W tym przypadku
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i
1 j * C ’



R,L
- aaaa aa aa -

c
2

R = IOq  

L = O.l 79 H 

C = O, l|xF

Rys. 182.



Z2 === R -j— j  w L .

Podstawiając te wartości do wzoru (26) otrzymamy

i • -i i 1 -̂ i - i i  1
p  "2 ¿ 7  2y » c ' ( f l + y ® i )  “
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=  1 2 C(i?2 -j- w2 Z,2) J 2 w C(i?2 -j- w2 Z,2) ’ 

L

R

skąd

p = l  — 2 C ( R 2- r ^ 2L 2)

R
* 2a)(7(i?2 +  tó2 i 3)

Oporność faiową znajdujemy ze wzoru (66)

/ _ a 4 _|/ i + i A
4 Z,

(80)

(81)

i obliczymy, podstawiając odpowiednie wartości ZŁ i Z2 i wykony-
wając potrzebne działania nad liczbami zespolonemi.

Rozpatrując pojedyńcze ogniwo i nie uwzględniając oporności 
rzeczywistej, ustalimy pulsację własną ogniwa, gdy zważymy, że 
indukcyjność ogniwa, jako zamkniętego obwodu, wynosi 4 L ,  zaś 
pojemność C; na podstawie wzoru (70) ta pulsacja wyniesie



1
w0 =  ---7 =  •

2 \ /LC

Jeżeli, jak i poprzednio, oznaczymy
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(82)

wtedy wzory (80) i (81) przybiorą postać następującą

2 C (j r + - . «  a j *  « + . . « .

=  1 7]2\ »
2 (p2 +  4

/? i?
2 w C,(/?2 +  w2 Z,2) n

v ~  ’ 1 C(R2-j-t»2L2)

R  _  R \

\ LC

/ ę .

i) ( * “ +  «>» i !) 1 ( * * - § +  “ ’ ¿ c )  >i(p! +  ^

czyli ostatecznie

^  =  1 ~  4p* +  ł]a» (83)

r/ =  __ 4p27]+7jS ‘ (84)

Dla zbadania własności rozpatrywanego filtru, jak i w po

przednim przykładzie, załóżmy, że p = = i? y A  jest bardzo małe;

wtedy, jak to wynika ze wzorów (83) i (84), będziemy mieli przy
bliżone wzory

P ~  1 ^2" > (85)
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q =  O, (86)

przyczem należy zwrócić uwagę, że q będąc bliskim zeru ma 
jednakże wartość ujemną. Przy takich wartościach p i q wzory 
(27) i (28) przybiorą postać

skąd wynika, że a nie może się równać zeru;  więc sinó =  0,  ale 
cosó powinno być ujemne, więc cosó =  — 1; ponieważ jednakże, 
jak wyżej zaznaczyliśmy, q dąży do 0, pozostając liczbą ujemną 
i ponieważ w rozpatrywanym przypadku sin hip a > 0 ,  przeto 
sin b powinien dążyć do zera, pozostając ujemnym.

Z tych względów wypada, że b =  — 180°, natomiast

czyli, że spółczynnik a,  znaczny przy małych wartościach (ma
łych częstotliwościach), stopniowo maleje i staje się równym 0 
(cos hip a =  1), gdy r{ =  1, to znaczy dla częstotliwości równej 
częstotliwości drgań swobodnych ogniwa.

Gdy v ] > l ,  czyli w > w 0, wtedy, jak widać ze wzoru (85), 
p  zmienia się w granicach — 1 (r,=i) i -j- 1(y]=oc) , czyli

równania (87) i (88) wskazują, że sinó nie może się równać zeru, 
gdyż wtedy cosó =  +  l ,  a ponieważ cos hip a conajmniej może 
się równać 1, więc nie uczynilibyśmy zadość warunkowi dla p;  
pozostaje więc jedyna możliwość

cos hip a cos b =  p =  1 — 2 (87)

sin hip a s i n ó  =  0.

Zbadajmy wartości a i b dla rozmaitych wartości Tj:

(88)

gdy rt <  1 czyli w <  c»(

p <  — 1 czyli p =  — k , gdzie k  >  1;
wtedy

cos hip a cos b — — k ,

sin hip a sin b — 0,

cos hip a =  k =  2- — 1,

— i ^  -f -1 ;
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sin hip a — O, a =  O; 

wtedy cos hip a — 1 i z równania (87)

A 1 2cos ó =  p = l  5-,
7]

czyli (po uwzględnieniu, że b powinno być ujemne) wnioskujemy, 
że b zmienia się w granicach od — 180 do 0°.

Z tych rozważań wynika, że rozpatrywany filtr, który nazwiemy 
f i l t r e m  k o n d e n s a t o r o w y m ,  tłumi prądy o częstotliwości 
mniejszej od częstotliwości drgań swobodnych ogniwa, natomiast 
przepuszcza prawie bez tłumienia prądy o częstotliwości wyższej. 
Na rys 184 wskazany jest przebieg spółczynników a i b w zależ
ności od t] w filtrze kondensatorowym.

F i l t r  w i d m o w y .  Przez odpowiednie połączenie cewek i kon
densatorów można otrzymać również filtry, które będą prawie bez 
tłumienia przepuszczały prądy o częstotliwościach, zawartych 
w określonych granicach, lub będą tłumiły prądy określonej 
częstotliwości, przepuszczając swobodnie prądy inne. Osiągnąć 
można takie wyniki za pomocą bardzo wielu rozmaitych kombi- 
nacyj; ograniczymy się do rozpatrywania kilku najbardziej charak
terystycznych przykładów. W celu badania własności filtrów 
poprzednio rozpatrzonych, zakładaliśmy, że oporność rzeczywista 
równa jest zeru; to samo uczynimy przy rozpatrywaniu następnych 
typów filtrów, odrazu upraszczając wzory w założeniu, że R  — 0.

Rozpatrzmy najpierw filtr, którego ogniwo przedstawione 
jest na rys. 185. Jest to łańcuch typu II, przyczem

Rys. 185.
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j  w L2 • 7
^    j * c    Lj____

' ( “ * » - i c ) c Ą “ l ‘ - Ł

na podstawie wzorów (26), (27) i (28) mamy

y  ^ L t c U L 2 —

P + J i =  t  +  Ą -  =  i - ' “2 Z2 2 L2

u2 L x C Lx1
2 1 2 £ 2 ’

w2 A  C . ^p  =  cos hip a cos 6 = 1  — 0 \ n T >u Ł Lj 2

g =  sin hip a sin ó =  0.

Tłumienia nie będzie, gdy a =  0, a więc gdy cos hip < 
wtedy

, , C . L l
c o s 4  =  l -------------2

wyraz ten może się zmieniać tylko w granicach - f  1 i — 1 
się on równym -(- 1, gdy

w2 Lx C Lx 
2

czyli dla
2 L2 ’

1 _____

* ~ V ~ C T 2 ’

staje się on równym — 1, gdy

w2 Li C , L x
+  2 L  2’

L2
j2_  4 L2 +  L x _ _ ^ L x 

Lx L 2 C CL2

=  1,

; staje



FILTR W IDM OW Y
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czyli

]/~CL2

wynika więc, że a =  O, gdy pulsacja prądu zawarta jest w gra-

szerzyć granice częstotliwości prądów swobodnie przechodzących 
przez filtr.

Wykres, charakteryzujący zmianę spółczynnika tłumienia dla 
takiego filtru pokazany jest na rys. 186. Obszar częstotliwości A B , 
dla których tłumienia niema, nazywamy widmem filtru, a filtr 
tego typu — f i l t r e m  w i d m o w y m .

Również filtr widmowy otrzymamy, biorąc ogniwa, jak na 
rys. 187; w tym przypadku

nicach

przez odpowiedni dobór ilorazu ^  możemy więc zwęzić lub roz-
-Ł'!

o

o o
Rys. 187.

wtedy

<7 =  0,
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więc
u- i *2L C 2 . C2cos nip a cos 6 =  1 --------- —- -¿rku u

sin hip a sin b =  0.

Tłumienia nie będzie, gdy cos hip a - -  1 (a —  0), wtedy

. i <*2lc2 . c20„si> =  ,  ^  +  2 ^ ;

wyraz ten staje się równy - j -  1, gdy

co2L C , _  C2 1
2 =  2 Ą  ' czyli "  =  7 l C, ’

staje się równy — 1, gdy
w2 L C2 C2 

2 ~ 2  Ci

czyli

+  2 ,

\ 'LC,

Nie będzie więc tłumienia dla częstotliwości zawartych w gra
nicach

i ^  r  1 + 4  c,
<  to <

V7z  C, j/ZCi

granice te tworzą widmo filtru.
Rozpatrzmy teraz filtr, którego ogniwo utworzone jest, jak na 

rys. 188.
Tutaj

• r  1J w L l • -

to CJ 1J \ to C j

— y l2

T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  23
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Wtedy

P  =  1 +  ̂  2 Z2

<7 =  0;

=  1 — X,
2C, ( w i , — (<o i 2 ^  )

L,

wobec tego

cos hip a cos 6 =  1 L y

0) Co

sin hip a sin 6 =  0.

Tłumienia nie będzie, gdy cos h i pa  =  l  (a =  0), czyli

L ycos 6 =  1
2C1 lo>JŁ1_ - ^ - ) ( u ) i 2 -

U) Co

2  ( w 2 i/j C x —  1) (w2 L 2 Co —  1) '

Ze względu na możliwe wartości cos 6 ostatni ułamek może 
się zmieniać tylko w granicach od 0 do 2; lub po odrzuceniu 
2 w mianowniku, w granicach od 0 do 4.

Powinno więc być

0 < L y  C ,  w 2
(i*)2 Ly C y ~  1)(o>2LoC2 — 1)

< 4 . (89)
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Licznik rozpatrywanego wyrazu jest dodatni, więc i mia
nownik powinien być dodatni, to znaczy, że oba czynniki stojące 
w mianowniku powinny mieć znaki jednakowe.

Dla znalezienia takich wartości w, któreby czyniły zadość 
powyższej nierówności, rozpatrzmy najpierw warunek

L' C< 4 ,
( w 2 L x C j  —  1) ( w 2 L 2 C ,  —  1) 

skąd, przy uwzględnieniu, że mianownik jest dodatni, otrzymujemy

4 (<a2L x Cj — 1 ) (to2Ln C.2 -  l) — Ll C ^ > Q

albo

0)4 —  +  ~ 4 z 2 c x > 0 * ( 9 0 )

Przyrównywając lewą część tej nierówności do zera i roz
wiązując równanie bikwadratowe, znajdujemy cztery pierwiastki

tO,

l / 1 i 1 I
1 1 Y  1

1 4 U* Ci 1 L , C , ' 4 L ,  C \ / L x L 2 C r Co

<o2
- l / ł U  Ci

. 1
L ,  C , * 4 Z 2 C1) *

i  1 1 1 '
1 1 Y  i

1 4 l L x C t  1 L-2 Co ' 4 L , C 2 Z j  L o  C x C.2

U)1 >

t o 4  =  —  to 2 ;

z tych pierwiastków pierwsze dwa są dodatnie, przyczem t o 2 >  u ą ,  

zaś ostatnie dwa są ujemne i wobec tego nie odpowiadają wa
runkom zadania.

Uwzględniając znalezione pierwiastki, możemy nierówność 
(90) przepisać w postaci

( t o  t O j )  ( t o  —  t o 2 )  ( t o  - j -  t o j  ( t o  - f -  <o2 )  ^  0 ,
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skąd wynika, że

((O  (Oj) ((O — (02) >  0 ,
czyli

w (Oj lub (o w, 

i w ;> w2 „ w <; w2;

a ponieważ
(02 >  (Oj ,

więc powinno być
(0 (02 

(0 (Oj .

Biorąc teraz pod uwagę drugi warunek

________ Cot0'______________Q
((O2 i j  Cj — 1) (w2 L2 Co — 1) " ’

widzimy, że warunek ten będzie spełniony przy wszelkich 
wartościach ( o .

Zestawiając oba warunki, wnioskujemy, że a =  0, to znaczy 
nie będzie tłumienia dla takich częstotliwości, gdy pulsacja zmie
nia się

od 0 do (Oj 

i od w2 do oo ,

natomiast zachodzi tłumienie dla pulsacyj, zawartych w granicach

(Oj <C w <  (o2 ;

przytem łatwo zauważyć ze wzoru na c o s h i p a c o s ń ,  że c o s h i p a ,  
a przez to i spółczynnik tłumienia a staje się równym nieskoń
czoności, gdy

(oZ/j -~- =  0 czyli io =
\/ L1 Cj 

oraz

( o z 2 - - V = ; o  1‘ ” \ /L2 C2
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a więc w rozpatrywanych granicach spółczynnik tłumienia wzra
sta od 0 do oo i następnie maleje od x  do 0; gdy przez odpo
wiedni dobór indukcyjności cewek i pojemności kondensatorów 
zbliżymy do siebie wartości pulsacji w1 i u>2, wtedy tłumieniu 
będą podlegały prądy o określonej częstotliwości, czyli określonej 
długości fali; dlatego też tego rodzaju filtr może być nazwany 
p o c h ł a n i a c z e m  f a l i  i ma za zadanie usunięcie wpływu prądu 
wiadomej częstotliwości. Wykres dla tego rodzaju filtru podany 
jest na rys. 189.

§  91. Łańcuch izo la torów  wiszqcych.

Jako przykład zastosowania teorji linji łańcuchowej w sie
ciach prądów wysokiego napięcia, rozpatrzymy rozkład napięć 
w łańcuchu izolatorów wiszących. Takie izolatory stanowią układ, 
zawierający pewną liczbę n umieszczonych jeden nad drugim izo
latorów; pierwszy z tych izolatorów jest przytwierdzony do słupa, 
do ostatniego izolatora przymocowany jest przewód o wysokiem 
napięciu. W takim układzie mamy do czynienia tylko z pojem
nościami, które rozpatrujemy albo pomiędzy każdym izolatorem 
i ziemią, albo pomiędzy poszczególnemi izolatorami. Oznaczając 
pierwszą pojemność przez C2, drugą przez Clt  otrzymamy nastę
pujący schemat (rys. 190 albo rys. 191).

Oznaczając

7 “  Ci*

Ż  —  1
2~ y u < V

będziemy mieli
UxIx - I x+i = f ,
z 2

U x - \  U x =  I x Ż u  

Ux Ux+ i I x + \  •

Określając z drugiego i trzeciego równania I x i Ix+ 1 i pod
staw iając te wartości do pierwszego, otrzymamy



— 358 —

FILTR W IDM OW Y
[POCHŁANIACZ FAL]

L,
nnnrN-i

c,
§ 2 L2

L 9 s
X?

Rys. 189.



SŁ
U

P
U x —i —  U x  U x  —  U x + \   U jc _  q

¿i Źi Ż2

U x - i - ( 2 + j )  f c  +  f c + i  =  0 ;
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Rys. 190.



równanie to jest identyczne z równaniem (58), więc będziemy 
mieli rozwiązanie (59):

gdzie
Ux =  A ekx +  B e~kx,

Ż Lcos hip k =  1
2 Z,

(91)

Podstawiając wartości ŹŁ i Ź2, będziemy mieli

C
COS h i p  k — 1 -f- 5

L i C/j

skąd znajdziemy k.

C,

Hb

C,

:C2

I I . -
C, ; 

:C2 | = 

U„-t

Ii \ Ix + I
HU
C,

:C2

U,
__L

=11
C,

:c2
ux+1 

___ L_

H t
C.

:C2

Rys. 191.

Na początku łańcucha (jf =  o), gdzie izolator jest przytwier
dzony do słupa, możemy uważać, że miejsce to jest uziemione, 
a więc napięcie względem ziemi wynosi 0; w końcu łańcucha 
mamy przewód pod napięciem U (względem ziemi).

Wobec tego, zakładając we wzorze (91) kolejno * =  0 i x  — n, 
otrzymamy

A +  B  =  0 ,

A ehn - f  B e~kn =  U,
skąd

B  =  —A ,

A {ekn — e-*n) =  U,
czyli

A -  U
2 sin hip An ’
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U
_ _      %

2sinhip kn

Podstawiając te wartości do (91), znajdujemy

y  U (ekx—e- **)__Z7sinhip£x
* — sinhipAn 2 sin hip kn

Z tego wzoru możemy znaleźć napięcie na dowolnym izola
torze, numer którego, liczony od miejsca przytwierdzenia do słupa 
wynosi x . Wykres rozkładu napięcia uwidoczniony jest na rys. 190.



ROZDZIAŁ XIII.

STANY N IEU STALO NE W  O B W O D A C H  ZE SKUPIO NEM I 

.O P O R N O Ś C IĄ  RZECZYW ISTĄ, IN D U K C Y JN O Ś C IĄ  
I PO JEM N O ŚC IĄ . 

§  92 . Słany ustalone i nieustalone.

Przy rozpatrywaniu obwodów elektrycznych zarówno przy 
prądzie stałym jak i przy prądzie zmiennym przeważnie mamy 
do czynienia z napięciami i natężeniami prądów, których wartości 
są ustalone, to znaczy, że albo wartości te pozostają bez zmiany, 
jak to ma miejsce przy prądzie stałym, albo stają się okresowo 
zmiennemi funkcjami czasu ze stałą wartością skuteczną — przy 
prądzie zmiennym. Każda zmiana warunków, w których się obwód 
znajduje, zmiana napięcia u źródła, zmiana oporności lub innej 
wielkości, wchodzącej w skład obwodu, powoduje zmianę wartości, 
napięć i prądów. Przejście od jednej wartości do drugiej wymaga 
pewnego czasu, często bardzo małego, ale w ciągu tego czasu 
mogą zachodzić bardzo poważne zmiany w obwodzie, wywołujące 
skoki napięć czyli tak zwane przepięcia, lub znaczny wzrost natę
żenia prądu — tak zwane przetężenia; mogą też powstawać przy 
tern drgania napięć i prądów czyli tak zwane fale elektrom agne
tyczne.

Musimy więc w obwodach elektrycznych odróżniać wartości 
napięć i prądów w stanie ustalonym oraz w stanie nieustalonym. 
Przy wszelkich zmianach, zachodzących w obwodzie, będziemy 
mieli s t a n  n i e u s t a l o n y ,  zanim napięcia i natężenia prądów 
nie osiągną swych granicznych wartości, odpowiadających stanowi 
ustalonemu. Możemy sobie wyobrazić, źe w okresie przejściowym 
do wartości chwilowych napięć i prądów, odpowiadających stano
wi ustalonemu, dodają się pewne przejściowe napięcia i prądy; 
w ten sposób wartości chwilowe tych wielkości w stanie nieusta-
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lonym możemy rozpatrywać jako sumę dwóch wartości chwilowych, 
które będziemy nazywali odpowiednio w a r t o ś c i ą  u s t a l o n ą  
i w a r t o ś c i ą  p r z e j ś c i o w ą ,  odróżniając je wskaźnikami „u” 
i „pu, wobec czego będziemy pisali

u =  uu +  up ,

gdzie u i i oznaczają wartości chwilowe napięcia oraz natężenia 
prądu w stanie nieustalonym. Po upływie pewnego czasu wartości 
przejściowe stają się praktycznie równe zerom, wtedy wartości 
u i i otrzymują wartości uu i iu . Na rys. 192 podany jest przykład 
takiego ujęcia zjawiska w stanie nieustalonym dla natężenia prądu, 
wartość którego i zmienia się od zera do /„. W tym okresie, 
w dowolnej chwili, wartość i stanowi sumę wartości ia oraz ip , 
przyczem wartości ip w tym przykładzie są ujemne, zmieniając 
się od — ia do zera.

W obwodach, w których pola magnetyczne i elektryczne są 
skupione w niektórych ich częściach, ustalanie się prądu zachodzi 
stosunkowo powoli. Prąd rozkłada się na poszczególne części 
obwodu tak jak w stanie ustalonym. Tego rodzaju stan obwodu 
nazywają nibyustalonym.



§  93. Powstawanie i zanikanie prqdu stałego w obwodzie 
z opornościq i indukcyjnościq.

Mamy obwód (rys. 193), w którym między zaciskami źródła 
istnieje napięcie prądu stałego o wartości U, oporność rzeczywista 
R  i indukcyjność własna L .

W chwili zamknięcia takiego obwodu prądu jeszcze niema; 
licząc czas od tej chwili i oznaczając przez i wartość prądu 
w dowolnej chwili, będziemy mieli

R i  +  L % - =  U ' dt (1)

Całkujemy najpierw równanie uproszczone

di
i L  ’

lgn i =  — j ^ t + l g nK ,

gdzie K  stała dowolna, skąd

i =  Ke z

gdzie e jest podstawą logarytmów naturalnych.

Całka szczególna równania (1) oczywiście równa się wobec±1
tego całka ogólna tego równania będzie
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i =  ̂  +  K e '  T ł .

Dla określenia stałej K  wiemy, że przy t =  0, z =  0 , więc

* + £ = 0 ,

wobec tego
■ U  U m

R  R L ' (2>

Łatwo zauważyć, że w rozpatrywanym obwodzie dla stanu 
ustalonego natężenie prądu

a ponieważ 

więc ze wzoru (2)

• — UI U - R  ,

i — iu “1“ ip >

U - Ł tu -  —ip =  — — — ilt■ e l • (3)‘p R

Ostatni wzór nazywa się wzorem Helmholtz’a ; -j- nazywa

my s t a ł ą  l u b  s p ó ł c z y n n i k i e m  t ł u m i e n i a ,  zaś odwrot

ność, czyli =  T  nazywamy s t a ł ą  c z a s u ;  im większe jest 
K

L i im mniejsze R , tern większa jest stała czasu T , to znaczy, 
że więcej czasu potrzeba, aby prąd osiągnął praktycznie swą 
wartość graniczną.

Przebieg i oraz ip podany jest na rys. 192. Jak widać ze wzoru 
(3), prąd przejściowy staje się równym zeru przy f =  oo.

Przy ¿ / > = - y  =  - 0 , 3 7 1„;

przy

t — 2 T ,  ip=  — 0 , 1 3 ;  przy t = 3  7 \ ip =  — 0,05iu
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- Ł ,  t
Gdy e £ = 0 ,0 1 , czyli e ~ r  =  0,01, t =  T lgn 100=  1,6 T,

wtedy ip — 0,01 iu ■ Naprzykład, g d y — =  0,1, wtedy po upływieK

czasu 0,46 sek natężenie prądu przejściowego wyniesie zaledwie 
0,01 natężenia prądu ustalonego. W cewkach elektromagnesów 
T  może dochodzić do 1 sek np. przy L — W H ,  i? — 11 £2, T — 1, 
wtedy po upływie 1 sek prąd przejściowy wyniesie 0,37, po upły
wie 2 sek 0,13; po upływie 3 sek 0,05, a po upływie 4,6 sek 0,01 
natężenia prądu ustalonego.

Siła elektromotoryczna indukcji własnej, powstająca w stanie 
nieustalonym, wyrazi się wzorem

di - X  R  __ Łes =  — L —  =  — L i ue l f _  =  — Ue l ;

widać z tego, że nie może ona w swej wartości bezwzględnej 
przekroczyć wartości napięcia U.

Rozpatrzmy ten sam obwód co poprzednio. Wyobraźmy sobie, 
że raptownie następuje zwarcie w ten sposób, że tworzy się zam
knięty obwód z R i L bez napięcia U, np. przełącznik (rys. 194)

Rys. 194.

przestawiamy z położenia 1 na 2 . Niech takie zwarcie nastąpi 
w chwili, gdy natężenie prądu w obwodzie wynosiło /  i od tej 
chwili rozpoczniemy rachubę czasu; wtedy dla takiego obwodu 
będziemy mieli

czyli i — Ke l *,
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a ponieważ dla t  =  0, i =  I ,  przeto

K  =  I ;
więc

i =  ip =  I e  l 1 (4)

Widzimy więc, że w takim obwodzie powstanie tylko prąd
przejściowy, zanikający, przyczem czas zanikania zależy od spół-

czynnika tłumienia względnie od stałej czasu =

Na rys. 195 podany jest przebieg takiego prądu.

Przy zanikaniu prądu SEM  samoindukcji będzie

es =  — L %  =  Ri =  R I e ~ i : ' =  Ue ~ V  , at

czyli nie przekracza wartości U napięcia źródła prądu stałego.

§  94 . Zm iana oporności w obwodzie prqdu stałego.

Jeżeli w poprzednio rozpatrywanym obwodzie (rys. 193), przy 
stałem  napięciu prądu stałego U, oporność zmieni swą wartość 
od R  do R', wtedy prąd ustalony zmieni swą wartość od

U . U
i u — I  — ft do iu ' — I '  =  ;
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dla nowego stanu obwodu będziemy mieli

di
R ’ t + L j t =  U,

R'.
i = l '  _|_ K  e~~L .

Licząc czas od chwili zmiany oporności R  na oporność R', 
będziemy mieli przy t =  0, i =  I, 
więc

K  =  I  — r ,

skąd

iP =  ( I — F ) e ~ T t

Podczas zmiany prądu od wartości /  do wartości powstaje 
SEM  samoindukcji

e t = , - L « L < l = P » L . e - Z ‘ =
dt L

1 1 \  ,
U\~ft ^>) R ' . e l

TT ¡ R ' - R \

Oznaczając zmianę oporności R'  — R =  A R ,  będziemy mieli

A R  _ K t  . U .e  lR

Jak widać z tego wzoru, na wartość SEM  samoindukcji przy

R
A R

zmianie oporności wpływa stosunek ; L wpływa tylko na czas

tłumienia.
Zrozumiałem jest wobec tego, że w opornikach musimy prze

chodzić od jednej oporności do drugiej, nie odrazu, lecz stopnio
wo, aby A R  było <  R, gdyż wtedy unikniemy raptownego skoku 
napięcia, spowodowanego SEM  samoindukcji.
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§  95. Powstawanie i zanikanie prqdu zm iennego 
w obw odzie z opornością rzeczywistą i indukcyjnością.

Przypuśćmy, że obwód z R i L zamknęliśmy w chwili, gdy 
faza napięcia prądu zmiennego równa jest <]>, to znaczy przy war
tości chwilowej napięcia u =  Um sin (wf - f  <]>), inaczej, Ula t  —  0, 
u =  Um sin . Wtedy dla takiego obwodu

R i + L ^ U m sin W +  <}>); 

dla prądu przejściowego otrzymamy, jak i poprzednio

ip —  K  e l > 

zaś prąd ustalony będzie, jak wiadomo,

i  U =  Im sin (w t  - f  (¡) — cp),
gdzie

Wobec tego w stanie nieustalonym

i  —  iu +  ip =  Im sin (w t  +  ty — cp) - j -  K  e ~ T  1 

Ponieważ dla t — O, i = 0 ,

więc

Im sin (4» — cp) - f  K  — O,

K  =  — Im sin (<J> — cp)

i w ten sposób

R
i  —  Im sin (wf -j- cj) —  cp) —  I m sin — cp) e L ł . (5)

- 4 - fip — — Im sin (4* — cp) e L

Z ostatniego wzoru widzimy, że prąd przejściowy jest naogół 
funkcją malejącą z biegiem czasu; niema go wcale, czyli ma on

T e o r ia  p rą d ó w  z m ie n n y c h  24



wartość zero, gdy 4* =  cp, to znaczy wtedy, gdy w chwili zamyka
nia obwodu prąd ustalony przechodzi przez wartość zero, ponie
waż przy i — O, /„ =  /„, sin (4>— cp) — 0,  natom iast największą war-

7C
tość będzie miał prąd przejściowy, gdy 4*— «p =  ±  i wtedy

przy t — 0 bezwzględna wartość największa prądu przejściowego 
będzie ma* ip =  Im; będzie to miało miejsce wówczas, gdy rów
nież iu =  Im, to znaczy, gdy w chwili zamykania obwodu prąd 
ustalony przechodzi przez swą największą wartość.

W stanie nieustalonym wartość prądu i,  jak to widać ze 
wzoru (5), zależy nie tylko od czasu, lecz również od fazy 4>? 
którą ma napięcie w chwili zamknięcia obwodu. Największą w ar
tość tego prądu otrzymamy dla tych wartości 4* =  'Po oraz ł =  t0, 
przy których pierwsze pochodne cząstkowe i względem tych zmien
nych stają się równe zeru. Dla określenia tych wartości mamy

ń .  - f t
JL =  Im0i c o s ( w /- |— 4> — <p) +  / m sin(<]> —  <p)e , (6)

di - i 1=  Im cos (w t -f- 4> — cp) — I m cos (4» — cp) e . (7)

Przyrównywając te pochodne do zera i dzieląc obie strony 
równań przez I m, otrzymamy
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W cos (<010 +  4>0 — cp) -J- sin (4»0 — cp) e =  0 , (8)

cos (w t0 +  4»0 —  cp) — cos (4»0 — <p) e~L to =  0 , (9)

skąd przez porównanie
R R

R ~~ ~l — Z
^ s i n  (4̂0 — <p)e ' =  — cos (4»0 — ?) e ,

tg (4»o — ł ) =  — ^  =  -  tg y ;

to ostatnie równanie w granicach jednego okresu daje dwie w ar
tości dla 4><>:

1) 4>o — ? =  — czyli 4*o=0,
2) 4*o — <p =  — <p, „ 4*o =  ^-
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Dla znalezienia t0, podstawiamy do jednego z równań (8) 
lub (9) znalezione wartości <j*o • Zarówno dla <j'o =  0 , jak i dla 
4 =  ~ otrzymamy

R ,

R ~ l 1°cos (w t0 — cp) =  -  sin cp eCO

. . .  &L lub zamieniając przez tg cp,

_ R t
cos (w t0 — cp) =  cos cp e i  (10)

Ponieważ kąt cp, stanowiący wartość bezwzględną przesunię
cia fazy prądu względem napięcia w stanie ustalonym, jest mniej

szy względnie równy ^ , przeto prawa strona ostatniego wzoru

jest większą od zera, względnie równa zeru; wobec tego powin
no być

cos(wf0— c p )> 0 ,  (11)

co w granicach jednego okresu daje

albo

0 <  w t  o — cp <  ^  ,

- c < w/0- o < 2 k .

(12)

(13)

Dla przekonania się, czy określone w ten sposób wartości 
4>o i t0 dają maximum lub minimum funkcji i ,  musimy obliczyć 
dla tych wartości drugie pochodne cząstkowe tej funkcji; oznaczając

d 2 i

dt- t =  t0

d2 ,

dty2 ;
, =  C,tu

t = tn

d2 i
V =  Vv 
t =  t0' d t d t y

będziemy mieli następujące warunki

gdy A C — B 2>  0, A i C c O ,  — maximum,

gdy A C  — B 2> 0 ,  A i  C >  0, — minimum.



Na podstawie wzorów (6) i (7) znajdujemy

i?2 
A =  — Im w2 sin (w - f  <{>„ — i ) - ) r j ź  sin (ł0 — ?) e 

C =  — Im [ sin (w t0 +  4>o — ?) — sin (ło — ?) e

- i tL*°

- i t
L to

B w sin (w t0 +  ło — ?) — i  cos (4*0

w L
Przy uwzględnieniu wzoru (10) oraz zamieniając przez tg ? , 

otrzymamy, dla wartości <J*o =  0 oraz <{»0 =  tc ,

T w2
A =  A~— cos ,sin <p

C — — —  sin w t0 , cos <p

B — -+- cos w /0, 
sin <p

gdzie pierwszy znak odpowiada <J»0 =  0 , drugi <|>0 =  ic. 
Dla obu wartości <|»0 •

A C -B * - -
I m to2 COS co t0 • cos (to t0 — cp) 

s in 2 cp co s <p

Ponieważ (wzór 9) cos (wi0 — <p) >• 0, więc, aby było możliwe 
A C — B 2 >  0, powinno być cosa>/0 < 0 >  to znaczy w granicach 
jednego okresu

TT 3-g- <  <<J <  TC, lub I  <  W (0 <  Y  1.

Ale w pierwszym przypadku

dla <J»0 =  0, A <  0 i C <  0 istnieje maximum,

„ i  =  x, A > 0  i  C > 0  „ minimum,
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w drugim przypadku

dla 4*0 =  0, i < 0 ,  C >  0 | nie istnieje ani maximum, 
n ło =  -A >■ O, C <  O I ani minimum.

Wartość prądu i otrzymamy na podstawie wzoru (5):

tdla 4* =  0, i =  Im sin (W — <p) - j -  Im sin p e z ,
_ R _  t

dla <J) =  Tc, i — —I m sin(io t—<p) — Im sin cp e l ,

czyli dla obu wartości <]>

r  _ i f '
i =  +  Im \ sin (w t — rp) -(- sin p*e l ;

największa wartość bezwzględna, która, jak poprzednio stwierdzi- 

liśmy, zachodzi dla wartości w t, zawartej pomiędzy - i z, w każ-¿i
dym razie jest mniejszą od 2 Im, gdyż wyraz stojący w nawiasach 
jest w tym wypadku mniejszy od 2.

Ostatecznie więc możemy stwierdzić, że w rozpatrywanym 
obwodzie, przy zamykaniu, może nastąpić wzrost prądu, czyli zja
wisko przetężenia, gdy zamykanie następuje w chwili przejścia 
napięcia przez wartość 0 (faza 0 lub rc); jednakże największa war
tość tego prądu nie może przekroczyć podwójnej wartości prądu 
ustalonego w danym obwodzie,

Na rys. 196 podany jest przebieg prądu przejściowego ip, prądu 
ustalonego iu, oraz prądu i w stanie nieustalonym dla cos ? =  0,19

Rys. 196.



V

D
—  =  60, w wypadku zamknięcia takiego obwodu w chwili, gdyJj
napięcie przechodzi przez wartość 0 (<j> =  0).

Różnica pomiędzy zjawiskiem zanikania prądu stałego, roz- 
patrzonem w § 95, a zanikaniem prądu zmiennego, polega tylko 
na tern, źe, w chwili zwarcia, wartość prądu będzie zależna od fazy 
napięcia w tej samej chwili. Jeśli bowiem napięcie w chwili zwar
cia przechodzi przez fazę ty, to znaczy przy t — 0 , u =  Um sin <]>, 
wtedy prąd będzie miał wartość i =  Im sin (4» — <p). Wobec tego 
wzór (4) przyjmie postać

_ R _ t
ip - Im sin (<|> — cp) e L ;

z tego widać, że prąd zanika stopniowo, przyczem w przypadku 
<J> =  cp, to znaczy, gdy prąd w chwili zwarcia przechodzi przez 
wartość zero, niema wcale prądu przejściowego.
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§  96. Przerywanie obwodu z uwzględnieniem  zm iany 
oporności na wyłqczniku.

Przy przerywaniu obwodu oporność jego w krótkim zwykle 
okresie wyłączania wzrasta od pierwotnej wartości R  do wartości 
bardzo wysokiej, którą praktycznie przyjmujemy jako nieskończe
nie wielką. Załóżmy, że zmiana oporności w zależności od czasu 
zachodzi na zasadzie wzoru Aronsa. Według tego wzoru, jeżeli 
oznaczymy przez t0 czas użyty na wyłączenie, wartość chwilowa 
oporności R t w chwili t, czyli po upływie t sekund od chwili roz
poczęcia wyłączania, wynosi

R ,=  - R ,  - (14)

Wzór ten daje dla t =  0, R t =  R, zaś dla i == t0, R t =  co . 
Przy takiej zmianie oporności w okresie wyłączania otrzymamy 
następujące równanie dla obwodu, zawierającego R  i L przy na
pięciu prądu stałego, równem U

i T Z ± + L f t  =  u ' <15>
*o
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albo
di_ , R t 0
rU I

u

Dla scałkowania tego równania zakładamy

i =  x y ,

gdzie x  i y  są funkcjami f; wtedy

(16)

dt dt  L ( t0 — t)
R t0 u

x y = L ’

R t n
dt L (t0— t) y ~r yd x  U

d t ~ L ;

funkcję y  wybieramy w ten sposób, aby

R tdy_  
dt 1 L ( t0 — t)

czyli

jedno z rozwiązań daje

dy.
y L t0 — t dt,

t g y  =  ^ t 0 ig{t0 — t) =  lg(t0 — t)Lt°

skąd

y  =  (t0— t)Lł°

(17)

(18)

Wprowadzając taką wartość y  do wzoru (17), otrzymamy

(it0 - 1)
-u dx U

skąd

dx =

dt L 

U dt
L (to — t)L

Dla określenia x  przez całkowanie musimy rozpatrzyć 2 
przypadki:

1) |̂ 0=gl; 2) f t 0=l.
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W p r z y p a d k u  1) będziemy mieli

X =  - E & = A * ? L + Ki
L - - f i o + l  

gdzie K  stała dowolna, albo po uproszczeniu

x = R t ~ r L {t° - t ) l ~ T ' ' + K '(19)

Zakładając wartości dla x  i y  ze wzorów (19) i (18), otrzy
mamy ze wzoru (16)

/ =  K(t0 -  t y to+ R  t (to -  0  • (2°)

Stałą K  określimy z warunku, że w chwili rozpoczęcia wyłą
czania prąd miał pewną wartość I ,  to znaczy, dla t =  0 , i — I , 
wtedy ze wzoru (20) otrzymamy

— t U
L  0 I _____  1 —  T

0 R t 0 — L
skąd

Ut0

Wobec tego ze wzoru (20) będziemy mieli

'  ;« ■  - » =

=  (21) 

W p r z y p a d k u  2 - i m  otrzymujemy przez całkowanie

x= *  lgn (t0 — t)+ K ;

wobec tego

i — K( t0 — i) — j -  (t0 -  t) lgn (t0 -  t) =  f/0—/) [ K  -  ign (to - 1)
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Określamy stałą K, zakładając ł =  0, i — I,
wtedy

t0( K - ~ l g nt0) = I .

1 \ U i *K — —— |—y~ lgn t0, 
«0 ^

122)

Prąd /, który mamy we wzorach (21) i (22), stanowi prąd 
w chwili rozpoczęcia wyłączania, to znaczy przy t =  0. Prąd ten 
może być prądem ustalonym lub też nieustalonym. Dla prądu

ustalonego / — -7 7 , wówczas ze wzorów (2 1 ) i (2 2 ) otrzymamy dla 
K

i* - tL to

\  ‘ - r ) R

=  I t o - t

to R
L  (7 ? /q  L)  \ ł0

L — t \ L 01

R_
Lzaś dla ——t0 —  1

i = I ( t 0- t ) 1 R
[to 1 L

w czasie

lgn to
t o - t

(23)

(24)

Rt —  R  =
R

‘ - f

— R = Rt
t o - t  '
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zaś napięcie na wyłączniku w chwili ł wyniesie

Rtuw =  i
to — t *

dla biorąc wartość i ze wzoru (21) i zamieniając ILd

przez ~ ~ , otrzymamy

R  t \ to_ 
L_ 
R

uw =  U   °r   • (25)
t0- L

Dla —j— t0 =  1,  na podstawie wzoru (22),
L j

(26)

Zbadajmy teraz wzory (25) i (26), określając z nich wartość 
napięcia na wyłączniku w końcu wyłączania, to znaczy dla t =  t0. 
Oznaczając to napięcie przez Uw, otrzymamy

w przypadku, gdy ~ t0 — 1 > 0 ,  ze wzoru (25)

=  (27)_ L Rto  R t0
10 R L ~T~

czyli Uw>  U; lecz Uw ma pewną wartość skończoną.

W przypadku, gdy — t0 — l < 0 ,  z tegoż wzoru (25), biorąc

pod uwagę, że mianownik staje się ujemnym, gdyż t0 < —4-
R  1

Uw=  U =  oo •
f _

. 0 R
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W przypadku, gdy —=— h  — 1 =  0,  ze wzoru (26) otrzymamyLj

u - = m - i ~ t + 4 - - ł - ) = u + k  =■* •

Napięcie zatem na wyłączniku będzie zawsze większem, niż 
napięcie z zewnątrz przyłożone. Teoretycznie w dwóch ostatnich 
przypadkach wartość napięcia otrzymuje się nieskończenie wielka; 
w rzeczywistości, w tych przypadkach tworzy się iskra, trwająca

D
tak długo, aż 10 — 1 staje się większem od 0. Praktycznie

Lj

Rzatem zawsze ł0d  i najmniejszy okres czasu, po upływie
Lj

którego następuje zupełne otwarcie obwodu, zależny jest od sto- 
L

sunku ; powinno być

L
t0 >  R  ;

np. gdy L — 1 m H =  0,001 H , R  =  0,1 i l , 

ł0>0,01 sec.

Jeżeli wyłączymy obwód np. w ciągu t0 — ^q sec, wtedy na 

podstawie wzoru (27) otrzymamy na wyłączniku napięcie

u .  =  n T M T = a u ,

80_ 100

czyli 5 razy większe od napięcia źródła.

§  9 7 . Ładowanie kondensatora prqdem stałym  przez 
oporność rzeczywistq.

Rozpatrzmy obwód (rys. 197), w którym pomiędzy zaciskami 
źródła mamy napięcie prądu stałego o wartości U, oporność rzeczy
wistą R  oraz kondensator o pojemności C. Licząc czas od chwili



zamknięcia takiego obwodu i oznaczając wartość chwilową napię
cia na kondensatorze przez uc oraz przez i natężenie prądu w sta
nie nieustalonym, będziemy mieli na zasadzie znanych wzorów,

Bi  +  uc =  If,
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w tym przypadku dla ł  =  0, uc =  0 .

' u i n A n n n

Rys. 197.

Z ostatnich równań otrzymujemy

R C ^  +  u ^ U ,

duc dt
uc — U ~  JiC  ’

lgn (uc — U) =  — +  lgn K,

gdzie K  stała dowolna; wreszcie
 t_

uc — U =  Ke r c  ,

t
uc=  U -(- Ke r c  ,

Zakładając w tym wzorze t =  0, uc — 0, znajdujemy

K  =  — U,
wobec czego

_  t
uc =  U — Ue r c  ,



ponieważ w stanie ustalonym napięcie na kondensatorze będzie 
równe U, zaś prądu wcale nie będzie, przeto dla wartości przejścio
wych otrzymujemy

Widzimy, że obie te wielkości maleją stopniowo z biegiem 
czasu; RC  stanowi w tym przypadku stalą czasu T, od wartości 
której zależy okres czasu potrzebny, aby napięcie i prąd osiągnęły 
praktycznie swe wartości graniczne, to znaczy, aby nastąpił stan 
ustalony obwodu.

Na rys. 198 pokazany jest przebieg napięcia i prądu po zam
knięciu obwodu, czyli w czasie ładowania kondensatora prądem 
stałym.

u l i
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Ponieważ wzory, wyprowadzone dla wartości przejściowych 
napięcia na kondensatorze oraz prądu, ładującego kondensator, są 
analogiczne do wzoru, wyprowadzonego dla prądu przejściowego 
w obwodzie, zawierającym oporność rzeczywistą i indukcyjność 
(wzór 3), przeto możemy wyprowadzić tutaj takie same wnioski 
co do zanikania napięć i prądów, a mianowicie, po upływie czasu 
T = R C  wartości przejściowe spadną do 0,37, po upływie 2 T  do 
0,13, a po upływie 3 T  do 0,05 swej pierwotnej wartości i t. d.

§  98. Powstawanie prqdu zm iennego w obw odzie 
z opornościq rzeczywistq i pojem nościq.

Rozpatrujemy obwód, jak na rys. 197 z ta różnicą, że za
miast napięcia prądu stałego mamy na zaciskach napięcie prądu 
zmiennego. Rozpoczniemy liczenie czasu w chwili zamknięcia 
obwodu i niech wartość chwilowa napięcia przechodzi wów
czas przez fazę to znaczy, że wartość napięcia w chwili t bę
dzie określona wzorem

u = U m sin (w t -f- <]>).

Dla takiego obwodu będziemy mieli

Ri uc =  Um sin (w 1 ł),
a ponieważ

przeto

(28)

Rozwiązujemy najpierw równanie uproszczone

duc
uc

dt
RC ’

skąd
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gdzie K  stała dowolna, i ostatecznie
t

uc = =  K  e  r c  .

Łatwo zauważyć, iż otrzymana wartość uc stanowi wartość 
przejściową, więc możemy napisać

ucp =  K e ~  ~rc . (29)

Całkę szczególną równania (28), która daje nam napięcie usta
lone, moglibyśmy znaleźć na podstawie znanych metod matema
tycznych; prędzej ją znajdziemy, rozumując w sposób następujący: 
jak wiadomo w rozpatrywanym obwodzie powstaje prąd ustalony 
o wartości

iu =  Im sin (®f + 1 -h  ?), (30)

przyśpieszony w fazie względem napięcia na zaciskach źródła 
o kąt ?, przyczem

0)C 1

zaś

I m = ~ r  ’ sd z ie z =  i?2+ (o T c )  ;

następnie wiadomo, że napięcie na pojemności (kondensatorze) 
równe jest iloczynowi prądu przez oporność pojemnościową i że 
to napięcie względem prądu jest opóźnione o kąt prosty. W ten 
sposób dla stanu ustalonego mamy

Ucu =  Im-^ę  sin ( w t + ó  +  9 — 1 -)=  — cos (wf+  <]> +  ?).

Dodając do siebie wartości przejściową i ustaloną napięcia 
na kondensatorze, otrzymamy napięcie w stanie nieustalonym

t u m
l ic  =  n Cp  +  U cu =  K e  r c  —  — ^  c o s  ( w /  +  <J» +  cp). 

Zakładając w tym wzorze f =  0, uc =  0 , otrzymamy

k = y Ź ć cos^  +  ^ ’ (31)
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wobec czego

Z & C [ C0S *4 ?) e RC — cos (w t  -f- <1> +  <p)j • (32)u , =

Łatwo jest zauważyć, że wyraz stojący w nawiasach nie 
może być większy od dwóch, gdyż

I COS ( ł  +  cp) I <  1 ,

I COS (w t - \- 4* + 9 )  I < 1 ,

 t _
e rc <  l ,

wobec tego

2  U mmax uc - -=— ~ , z  w C

a ponieważ —^ stanowi napięcie na kondensatorze w stanie
Z  oi C

ustalonym, przeto przyszliśmy do wniosku, że w stanie nieustalo
nym napięcie na kondensatorze nie może przekroczyć podwójnej 
wartości napięcia, które mamy w stanie ustalonym.

Na podstawie wzoru (29) po uwzględnieniu (31) mamy

Ucp" = Y ^ C  cos('ł’+ cP )e RC;

stąd znajdujemy prąd przejściowy

' '  = 17 =  -  Y  n i c cos ( ł +  T) e~'‘“ :
ponieważ

więc

Um T 1
T  =  /m ’

i p  = — / m t g 9 C o s ( ( J i - j - 9 ) e  r c '  ( ^ 3 )

Dodając do siebie wartości prądów ze wzorów (30) i (33), 
otrzymamy prąd w stanie nieustalonym

_

i =  iu +  ip =  I m  Sin ( w / -)- 9 4 - 9 ) — l m tg 9  cos (<|> +  9) e R C .  (34)
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Łatwo stwierdzić ze wzorów (32) i (33), że nie będziemy 
mieli ani napięcia przejściowego, ani prądu przejściowego gdy

ł  +  <P — f •

Dla i = 0 w z ó r  (34) daje

Im
1 — Im[ sin (<!> +  ?) — tgcp<cos ( ł +  ?)] = ^ psin4»; 

największą wartość prądu w tym przypadku otrzymamy wtedy,
T i •gdy 4* =  — , to znaczy, gdy w chwili zamknięcia obwodu napięcie
2

przechodzi przez wartość maksymalną; wtedy

Im   ^  T
max i  C0Srp r  m '

Przy małym cos cp, czyli przy małej oporności rzeczywistej w po
równaniu do oporności pojemnościowej, prąd i może w znacznym 
stopniu przewyższać prąd, który pozostaje w stanie ustalonym, 
a chociaż tego rodzaju przetężenie trwa nadzwyczaj krótko, tern 
niemniej w wielu przypadkach wskazanem jest włączanie dodat
kowych oporników do czasu ustalenia się prądu, lub stopniowe 
zwiększanie napięcia, działającego w obwodzie.

Dla przykładu weźmiemy

R  =  1 Q , C =  1 V'F, / =  50okr/ sek .

Wtedy

Dla 4 =  -x oraz t =  0 , max i =  3185 Im.
Li

Prąd przejściowy w tej chwili ma wartość 3184 Im . Stała 
czasu T = R  C =  10~6sek. Wartość prądu przejściowego spadnie 
do wartości Im po upływie czasu t0, gdy

T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  25



czemu odpowiada t0 = 8 -  10~6sec.
Do wartości 0,001 Im prąd przejściowy spadnie już po upły

wie 15-10_6sec.

§  99. W yładow anie  kondensatora przez oporność 
rzeczywistq.

Jeżeli rozpatrzymy obwód, zawierający oporność rzeczywistą 
i kondensator, który w pewnej chwili zostaje zwarty w ten spo
sób, że ładunek znajdujący się na kondensatorze stanowi jedyne 
źródło energji elektrycznej, wówczas następuje wyładowanie kon
densatora. Oznaczmy wartość napięcia na kondensatorze w chwili 
takiego zwarcia przez Uc, niezależnie od tego, czy to napięcie 
powstało od prądu stałego lub zmiennego, zaś wartość chwilową 
napięcia po zwarciu przez uc oraz prądu, powstającego przy wy
ładowaniu kondensatora przez i .  Będziemy mieli dla takiego 
obwodu

R  i = u c ,

. . duc >a ponieważ i — — C więc

R C ^ f + U c  =  0 , 
dt

skąd jak poprzednio
_  _ t _

uc ~ K e  r c .

Zakładając t =  0, uc =  Uc, będziemy mieli

K =  Uc,
 t _

uc —  Uce r c  .

Prąd wyładowania, mający kierunek odwrotny do kierunku 
prądu ładowania, otrzymamy w postaci



Widzimy więc, że w rozpatrywanym obwodzie zarówno na
pięcie na kondensatorze, jak też i prąd wyładowania, maleją sto
pniowo z biegiem czasu. Prędkość zanikania napięcia i prądu za
leży od wartości stałej czasu T  =  RC.

§  100. O bw ód z opornością, rzeczywistą, indukcyjnością
i pojemnością.

Rozpatrując obwód, jak na rys. 199, będziemy mieli w każdej 
chwili

Ri +  L ^  +  uc =  u, (35)

njuW-— -nnrłmr̂R
o-

u u :c

Rys. 199.

(36)

podstawiamy i z (36) do (35), wtedy

albo

(37)

u może być napięciem o wartości stałej lub zmiennej.
Przy rozwiązywaniu równania (37) przedewszystkiem musi

my znaleźć całkę ogólną równania uproszczonego
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następnie musimy wyszukać całkę szczególną równania (37) i obie 
te znalezione całki dodać do siebie, wówczas otrzymamy całkę 
ogólną równania (37).

Przypomnijmy, że równanie różniczkowe linjowe rzędu dru
giego o stałych spółczynnikach typu

y" +  Pi U' -\-PiU =  o
rozwiązać możemy w ten sposób, że piszemy algebraiczne równanie 
charakterystyczne

-j- p 1 k p2 =  0,

które po rozwiązaniu może dać pierwiastki
1) ky i k -2 — rzeczywiste i różne,

2) ky =  Ao =  A0 — rzeczywiste i równe,

3) k x — m  -j- nj, k 2 =  m  — nj, gdzie j  =  y  — 1, w postaci
liczb zespolonych sprzężonych.

Całki takiego równania będą w tych przypadkach
1 ) y  =  a 1 eh‘x +  A 2 eh°x, (39)

2) y  =  e*°x (A1 +  A 2x), (40)

3) y  =  emx (Ai sin nx  -f- A 2 cos nx), (41)

gdzie A y i A 2 stałe dowolne.
Na tej podstawie, rozwiązując równanie (38), napiszemy rów

nanie charakterystyczne w postaci

kl +  T  k +  Tc -  °’
skąd

k '  =  - 4 r  +  ] / £ - i ć '  < 4 2 >

<43>

Oczywiście, w zależności od tego, czy podpierwiastkowa jest 
większa od zera, równa zeru lub mniejsza od zera, otrzymamy 
każdy z 3-ch rozpatrzonych przypadków, a więc przy
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R  >  2 pierwiastki będą rzeczywiste i różne,

R =  2 j / p i e r w i a s t k i  będą rzeczywiste i równe,

R  c  2 l / " £ r  pierwiastki będą liczbami zespolonemi sprzężonemi. 

P r z y p a d e k  I.

R >  2 "  ' X
) / - C

Łatwo zauważyć, że oba pierwiastki i k 2 ze wzorów (42) 
i (4 3 ) mają wartości ujemne, przyczem wartość bezwzględna pier
wiastka k 2 jest większa od wartości bezwzględnej pierwiastka k x; 
oznaczając te wartości bezwzględne przez i a2, czyli zakładając

*i =  — au

k 2 =  — a2,

gdzie ax i a2 stanowią liczby dodatnie, przyczem a2 >  możemy
na podstawie wzoru (39) napisać

uc =  A 1 e ~ a,t -)- A 2 e ~ a-ł . (44)

P r z y p a d e k  II.

Jak widać ze wzorów (42) i (43)

R  —— k2 — 2j^ — a ’

Rgdzie a =  -^7 - jest liczbą dodatnią.

Na podstawie wzoru (40) będziemy mieli

uc =  6 {Ai - \ -A2t). (45)



Pierwiastki ze wzorów (42) i (43) możemy wówczas przepisać 
w postaci

2L

R
2L

. i  / — — . i  / —
X LC 4L2 X

oznaczając

VLC 4L2
R2

P,

będziemy mieli
ki — — a + . /P ,

A2 =  — « — yP, 

wobec tego na podstawie wzoru (41) otrzymamy

— ał
uc =  e (^! sin ^ - j - ^ c o s P i ) .  (43)

§  101. W yładowanie kondensatora aperjodyczne.

Rozpatrzmy przypadek, gdy rozpatrywany obwód, zawierający 
(rys. 199) R, L i C w pewnej chwili został zwarty. Wtedy nastąpi 
wyładowanie kondensatora, posiadającego w początkowej chwili 
napięcie o określonej wartości, np. U0, zaś prąd płynący będzie 
prądem wyładowania kondensatora, którego kierunek jest prze
ciwny do kierunku prądu, płynącego przedtem od zewnętrznego 
źródła. Dla takiego obwodu będziemy mieli
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Wobec tego, że u =  0 , zamiast równania (37) będziemy mieli 
równanie (38), dla którego mamy już znalezione całki ogólne, 
a więc

w p r z y p a d k u  I, według wzoru (44),

—  a,t — aJ
uc= A : e — A*e  ,

skąd
dii

i — — C =  AiCa.1 e -Ą-A^Ccue \

zakładając w obu tych wzorach wartości ze wzorów (47) otrzymamy,

Al — A 2 - Ug ,

A, a - —j— A 2 ci-2 — 0 ,
skąd

A l =  ° * — U Q ,  a^ — a-

A,  = ---------------U0.a , — a,

Wobec tego

Ur \ ~ a,t  a i-----------6? — & , to  ,I a2-  a a2 — Qi_

albo
U,

Ue-
( —  a .t — a J .

cu e — Oi e I. (49)
Cl ̂  O-i

Biorąc pochodną vc względem t,  otrzymamy

duc U0 - • *  „ n ~ a\—A- = ----------- j — a i a . e  —  a , a 2 e
dt a2 — cii

a xa ,  TT | - • *=  — U0 ' e -  e ; n „ — n .a2 — aY

ponieważ, jak to przedtem stwierdziliśmy, a 2><zly przeto

— a j  — a,t
e <  e

(50)
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i wyraz, stojący w nawiasach wzoru (50), jest liczbą ujemną, zaś 
wyraz, stojący przed tym nawiasem, jest liczbą dodatnią, więc

duc
dt o ;

na tej podstawie stwierdzamy, że uc jest funkcją malejącą z bie
giem czasu i ma wartość zawsze dodatnią, gdyż

— aj  — aj  — aj  — aj
a 2> « i, e > e  , a2e > a x e

więc najmniejsza jej wartość =  0, teoretycznie dla t =  oc (rys. 200); 
wartość prądu i znajdziemy na podstawie wzorów (48) i (50)

i  =  — C
— aj  — aj\

CUo e - e  =
duc   a, a2
dt a-, — ax

=  02 C U0 l e ~ a,t— e~ .ct-2 al \ ) (51)

Dla zbadania tej funkcji bierzemy pochodną względem t\

di
dt

__ «1 «2 nrr I ~ “2‘ ~ “,l I
^ = ^ c u ‘ \a‘ e ~ a‘e

— aj — aj i
(52)

wyraz stojący w nawiasach może być większy lub mniejszy od 

zera, lub może się równać zeru, mianowicie — jeżeli
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— a tł
axe = a 2e (53)

skąd

e

(a2— ax) t = l g n~  
U1

(54)

Biorąc jeszcze raz pochodną we wzorze (52), otrzymamy

Dla wartości t ,  przy której pierwsza pochodna staje się równą 
zeru, czyli gdy ma miejsce równanie (53), druga pochodna i ze 
wzoru (55) będzie ujemną, gdyż wyraz stojący w nawiasach staje 
się mniejszym od zera; rzeczywiście, na podstawie wzoru (53)

gdyż ax< a 2.

Wobec tego przy znalezionej we wzorze (54) wartości t , roz
patrywana funkcja i ze wzoru (51) otrzymuje wartość największą,

— a , t  — a2t
ponieważ zaś e > e  , przeto i zawsze jest większe od zera; 

tylko przy t — co , i =  0 ,  oraz przy t =  0,  i =  0 , (rys. 201).

W p r z y p a d k u  II.

(55)

— a, t
dj2 e — a22 e

— a, t
— a f e  — ax a2 e

=  axe {ax — a2) < 0

k x — k 2— — u,



stosujemy wzór (45)

uc =  e ai (Ax -f- A 21), (56)
skąd

i — — C ^ ~  =  — Ce 'A2— A x a — A 2at); (57)
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Rys. 201.

zakładając ł =  0, uc=  U0, 7 =  0 , 

będziemy mieli
A 1 =  U0,

Ao — A x a =  0,
czyli

A X =  U0,

A 2 =  a U0.

Podstawiając te wartości do wzorów (56) i (57) otrzymamy 

uc= U Q( \ - \ - a f) e (58)

i — C a2tU 0e ;

jR~wobec tego, że C a2 =  C-r -FT,
4 L~

zaś R2 =  4 ~ ,
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Ca 2_ _ ę . ^ = J L
4 L- C L '

możemy napisać

L
TT — a t

i  =  ^ t e  ; (59)

uc ze wzoru (58) jest funkcją malejącą, gdyż jej pochodna

a ł

więc napięcie na kondensatorze stopniowo zanika, natomiast prąd 
ze wzoru (59) tak samo jak w przypadku I, najpierw wzrasta, do
chodzi do swej największej wartości, poczem stopniowo zanika; 
łatwo to stwierdzić z następujących działań

d t

Z równania

=  a\ \  - a t ) .

znajdujemy
e ” (1 — a /)  =  0

a
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przy tej wartości t druga pochodna

d2i
dT2

a

> —  a  t( n 2(a2t — 2 a) i =  — e ~ 1 a <  0,

wobec czego stwierdzamy, że max i będzie przy

/ =  I  =  J - =  2 L -a R ’
2 L

wartość tego prądu największego będzie

• U0 o L - 1 max i—  —̂  2 — e - 
L  H

2 ^ 0 ^ 0 7 4 ^  
f l e ’ i?

Rys. 202 podaje przebieg u c oraz z. W obu rozpatrzonych 
przypadkach wyładowanie zachodzi w sposób równomierny bez 
wahań i z tego powodu takie wyładowania możemy nazwać 
aperjodycznemi.

§  102. W yładow anie kondensatora oscylacyjne,
W zór Thomsona.

Rozpatrzmy przypadek III

* < * } / £ •

Na podstawie wzoru (46)

— a i

uc=  e (Ax sin P t A 2 cos p t ) , (60)
gdzie

“ = 2 T -  13= l / i T e -  (2^ ) " =  l / z ^ - '

Znajdujemy
„ d u c _ ~ af l . .' =  — C! =  C e ) cl A oi
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Zakładając we wzorach (60) i (61) t =  0 , uc =  U0, i =  0 , otrzymamy

A 2 = U 0 , a Ą - P 4 i = 0 ,

skąd

A  —  —  U■P-i — p 0 ’

A 2 —  U 0 ;

wobec tego

uc = ^ e  (a sin p i-)- P cos P t) ,

(62)

/ =  sin [3 / . (63)
p -Ł

tg o = —, sin o =  P O , cos o =  «1 L C . (64)
i

Łatwo jest zauważyć, że stosunek pomiędzy amplitudami u c 

oraz i wynosi /  prąd i jest opóźniony względem uc o kąt

B
o =  arc tg —.° a

Stwierdzamy, że napięcie na kondensatorze uc oraz prąd i,  
płynący w obwodzie, mają przebieg nieco odmienny od przebiegu

- « t ( a 2 _ L  32\
i = C  U0e 1 sin P t.

Ponieważ

a sin P t -j- P cos P t =  t a2 -j- P2 sin (P t -j- o)
gdzie

tg o == —, ° a

zas

. . + N « - + f c - ’ = f r

przeto
— a i

s in (p / +  8),
Pl / ŁC
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sinusoidalnego; różnica polega na tem, że na zmianę wartości tych 
wielkości ma wpływ funkcja wykładnicza e~°*; ta ostatnia, jako 
funkcja malejąca, tłumi zjawisko, doprowadzając wreszcie wartości 
do zera. Tego rodzaju przebieg można nazwać przebiegiem sinu
soidalnym tłumionym. W naszym przypadku pulsację stanowi (5,

częstotliwość zaś f w — W obwodzie zachodzą więc drgania
LjT*

napięcia i prądu czyli oscylacje; drgania te nazywamy w ł a s n e m i ,  
dla odróżnienia od drgań w y m u s z o n y c h ,  wywołanych napięciem 
sinusoidalnem, przyłożonem od zewnątrz źródła. Taki obwód nazy
wamy o b w o d e m  o s c y l a c y j n y m .  Częstotliwość drgań wła
snych wyraża się wzorem

1 / 1 i R\y lc \2 l)f w =  2^ =  1/ YT<  t ô T I (65)
Amplitudy napięcia na kondensatorze i prądu wynoszą

_Uo_
' 'P yL C '

r  _ P  L  i Im —  t j  ^ ° *

Iloraz tych amplitud, równy j / ~ y  , możemy nazwać o p o r 

n o ś c i ą  p o z o r n ą  d r g a ń  w ł a s n y c h .
Jak widzimy, amplitudy te stanowią funkcje malejące z bie

giem czasu i szybkość, z jaką one maleją, zależy od spółczynnika 
tłumienia

R
a — 2  L  '

Badając funkcję uc ze wzoru (62) stwierdzamy, że jej
du 81 i

pierwsza pochodna względem czasu ~ ~ ~ q ' wi§c na podstawie 

wzoru (29)
duc UoC-n . 0u 
~ d t =  f L C ~ ami“ '

pochodna ta staje się równą zeru dla wartości

pf =  0 , Tc,  , Atc;
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ł =  0,  ^ , ......... , * * ’
P P

gdzie k  dowolna liczba całkowita; zaś druga pochodna

d "  l i c  ___ @ ^  r  • r  ±  Q O / l

' 5 F  =  f i ^ [ ’ s r a p i_ ?  ° " 1

dla powyższych wartości będzie mniejsza od zera, gdy k  jest 
równe zeru lub jest liczbą parzystą; natomiast druga pochodna 
będzie większa od zera, gdy k  jest liczbą nieparzystą: będziemy 
mieli więc szereg największych i najmniejszych (największych do
datnich i ujemnych) wartości napięcia uc, idących w równych od
stępach czasu; wartości te maleją z biegiem czasu według prawa 
funkcji wykładniczej e-ai. Największą wartość będziemy mieli dla 
¿ = 0 ,  wtedy ze wzoru (62)

Vo . ,  
max uc =  q / r n S m o ,

P )  L  L

a ponieważ sin o =  ¿5] L C,  więc

max uc =  U0.
t

Napięcie więc na kondensatorze zmienia się według prawa 
sinusoidy tłumionej i posiada największą swą wartość w pierwszej 
chwili po rozpoczęciu się wyładowania kondensatora.

Dla prądu i ze wzoru (63)

^ C0S a s in ^  =

=  g —  (cosp f tg O — sin pi) =

U0e -* sin (pi — o) =
tg o L cos o

U0 e~ał sin (pi — o) 
sin o-L

Pochodna ta staje się równą zeru, gdy 
sin(pf — o) =  0;



druga pochodna

dla powyższych wartości ( P i — o) będzie ujemną, gdy A =  0 oraz 
gdy k  jest liczbą parzystą, natomiast będzie dodatnią, gdy k  jest 
liczbą nieparzystą. W ten sposób stwierdzamy, że również prąd 
wyładowania będzie przechodził przez szereg największych i naj
mniejszych wartości, zmieniając się oscylacyjnie według wzoru (63). 
Oczywiście, największa ze wszystkich wartości tego prądu otrzyma 
się dla najmniejszej wartości t ,  dającej maximum funkcji i, to 
znaczy dla

Przebieg napięcia uc oraz prądu i w obwodzie oscylacyjnym 
podany jest na rys. 203 i rys. 204.

Zarówno dla napięcia, jak i dla prądu, miarą tłumienia jest 
funkcja

stosunek amplitud, odpowiadających zmianie czasu o cały okres 
T, wynosi

Pi — 8 =  0,

Wtedy ze wzoru (63)
• a

a ponieważ sin o =  p y-' LC, więc

(66)
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logarytm naturalny tego stosunku, równy

X =  a T R
2 L T,

nazywamy l o g a r y t m i c z n y m  d e k r e m e n t e m  t ł u m i e n i a .  
Na szczególne uwzględnienie zasługuje przypadek, gdy R  jest

bardzo małe w porównaniu do L, tak, iż praktycznie można
UaL

T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  26

Rys. 204.



założyć równe zeru; powstające w tym przypadku drgania w ob
wodzie nazywamy d r g a n i a m i  s w o b o d n e m i ;  mamy więc

R  n
" =  2L = ° -

P =  1 LC " _  y Z C

p s *tg °  =  -  =  GC, 0 =

ze wzorów (62), (63) i (65) otrzymamy

TT
uc =  U0 sin (Pf +  — \ ,

i =  u o ] / x sin 

/ . =  p2* 2 ~ \ L C  ’

7; =  4 -  =  2%]/TC . (67)
Ts

Jeżeli weźmiemy pod uwagę, że rezonans napięć w obwodzie 
zachodzi, gdy

1

czyli

w L —  ,w O

l / n r  •
to znaczy przy



wtedy przyjdziemy do wniosku, że c z ę s t o t l i w o ś ć  d r g a ń  
s w o b o d n y c h ,  o d p o w i a d a  w a r u n k o w i  r e z o n a n s u  n a 
p i ę ć .

Wzór (67) na okres drgań swobodnych obwodu oscylacyjne
go, znany jest jako wzór Thomsona, bo był po raz pierwszy wy
prowadzony przez Williama Thomsona, późniejszego Lorda Kelvina; 
oczywiście, że w rozpatrywanym przypadku tłumienia niema i drga
n ia trwają, teoretycznie, czas nieograniczony.
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§  103. Ładow anie kondensatora prqdem stałym  przez 
oporność rzeczywistq i indukcyjność.

Jeżeli przyłączymy obwód (rys. 199) do źródła prądu stałego 
o napięciu U, wówczas dla określenia napięcia na kondensatorze 
będziemy mieli na podstawie wzoru (37) równanie różniczkowe

d~uc | R  du.c | 1   1 Tj /rq\
-dp- +  T - d r + L c u’ - i ć u ' m

zaś prąd, płynący w obwodzie, będzie określony wzorem (36)

i - C  —  dt ’

Całka szczególna równania (68) będzie uc=  U, co łatwo spraw
dzić; wobec tego całkę ogólną tegoż równania otrzymamy, dodając 
U do całek ogólnych równania uproszczonego (38), które znaleź
liśmy już dla trzech rozmaitych przypadków.

Dla określenia stałych, wchodzących do tych całek ogólnych, 
będziemy mieli warunek graniczny

t —  0, uc =  0, i  =  0.

W ten sposób otrzymamy w p r z y p a d k u  I, gdy

1 / ? •R

według wzoru (44)

ue =  A i e — * Ą - A i e — * +  Uy (69)

i = C ^  =  -  a1CA1e ~ a,t — a,CA2e ~ â  , (70)
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skąd przy / =  0

¿ j - f  A 2 =  — U, 

eą A x -\ -a2A 2 =  0.

Rozwiązując te równania, znajdziemy

A t = -------- t*—  U; A 2 =  — ^ —  U.
1 a2 — di a2 — «i

Wobec tego

u, =  - - ^ — \ + < h e - a't - a i e - a* \  +  U. (71)(12 uj |
0

Jeżeli porównamy pierwszy wyraz prawej strony tego wzoru 
ze wzorem (49), to spostrzegamy, że różni się on od tego osta
tniego tylko znakiem; poprzednio już zbadaliśmy, że taka funkcja 
jest malejącą z biegiem czasu; wyraz ten stanowi napięcie przej
ściowe na kondensatorze, gdy wyraz drugi U stanowi napięcie
ustalone

UcP =  — U i a2e ~ a,t — axe ~ aqt [ . (72)u 2 (¿i

Przebieg napięć uwidoczniony jest na rys. 205.
Prąd z znajdziemy, podstawiając wartości stałych A x i A 2 do 

wzoru (70), wtedy

i =  CU a'2-  i e ~ 'a,t — e ~ 04 \ ; (73)
«2 ~  «1 \ |

badając funkcję, stojącą w nawiasach, znajdziemy, że pochodna 

staje się równą zeru, gdy

— a,ł — aj
— axe -|- a2 e =  0 , (74)

(a,—a,) t

1 0 ;ao — a, a, (75)
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d 2 iponieważ druga pochodna -  2 przy znalezionej wartości t jest

mniejszą od zera, więc ta wartość t daje nam max i.

Uwzględniając (73), (74) i (75), otrzymamy

«2
n  TT ay a2 ( axmax i = C  U— —*— \ e  - e  f =

a 2 — «i <

— a, t
=  C U a l e =

a2 d\ 'On “
— c Uaxe

Rys. 206 podaje przebieg ładowania kondensatora. 

W p r z y p a d k u  II,  gdy

według wzoru (56)

(76)
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—  at
uc— a (-4.1 4“ -4 2t) 4~ U ,

A  ■ R  •gdzie a = Y i  ;
f i  n  —

i = C ~ -  =  Ce (A2 — a A y - a A 2t);

(77)

(78)

zakładając w tych wzorach t —  O, uc~ 0 , i — O, otrzymamy

Ay =  - U ,

An — aAy — 0,

A t =  — U,

A 2 — — aU ■

skąd

Wobec tego
— at

uc— — U (1 4 ~ di) e +  U, (79)

i =  U Ca2 te
— at

ponieważ

więc

R 2
4L
C

4 L2 ± L 2 LC ’

U ~ al 
1 ~  ~L~ 6 (80)

We wzorze (77) pierwszy wyraz z prawej strony stanowi na
pięcie przejściowe ucp ; jest to funkcja malejąca z biegiem czasu. 
Przebieg napięć podaje rys. 207.



Dla funkcji prądu znajdujemy, jak w analogicznym przypadku 
wyładowania (§ 1 0 1 ) max i  przy

* a
2 L 
R  ’

1

czyli

Rys. 207.

U 2L - 1 2 Umax / =  - 7 -----r— eL K (81)

Przebieg prądu ładowania pokazany jest na rys. 208. 

¡1

Rys. 208. 

W p r z y p a d k u  III , gdy

R <  2 | /
L
C ’

na podstawie wzoru (60)
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— at
uc =  e (Ax sin pi-}- A 2 cos pi) -} U,

.  r  duc   ~ ~ at\— a ^ s in p i" —a^łoCOSpi— I
1 dt 6 \— M -2 sin Pi -}  M i cos

Zakładając w tych wzorach

i =  0 , uc =  0 , z =  0,
otrzymamy

A 2 =  - U ,

— a-̂ 2 +  M i =  o )
skąd

wobec tego

¿ 1  =  j U ;  A 2 =  - U ;

izc =  jp e (a sin pi -}  P cos Pi) +  i7,

- a t  a 2 _ l _ R 2
i — CU e  — — sin p i.

P
Mamy

a sin pi -f- P cos pi — y' a 2 -} P2 sin (Pi -f- 8) =  

1
V LC

sin (P i-f o),

gdzie tgS =  —  ,

przeto
— at

Ue
uc=  p \/liC Ŝ n ^  ^  (^2)

— at
Ue . „ 

i =  — p-^—  sin P i. (88)

Napięcie przejściowe na kondensatorze wynosi



-  409 —

U ~ at
Ucp =  — e -S in ( P i +  8 ) .

Jest to funkcja zupełnie ta sama, co i we wzorze (62), dla 
której znaleźliśmy, że maleje ona, zmniejszając się sinusoidalnie, 
przechodząc przez szereg wartości największych dodatnich i ujem

nych dla ł =  o , y , - y - , ............

Najbliższą największą wartość dodatnią dla napięcia przej

ściowego otrzymamy, gdy t =  y , wtedy bowiem

sin (pi 8) =  sin (rc -f- 8) =  — sin o ;
ponieważ

sin 3 =  3 ] / L C ,
Tiwięc dla i =  otrzymamy

— a t

max uc =  ^  6.  P |/ L C -f- U =
p]/LC

=  u ( l + e ~ ał)  =  u ( l  +  e ~ J

Funkcja wykładnicza, stojąca w nawiasie, nie może być wię
ksza od 1, wobec tego możemy napisać

max «c < 2  U.

Co się tyczy prądu i,  to, ponieważ wzór (83) jest zupełnie 
taki sam, jak i wzór (63), więc otrzymamy największą jego wartość

dla t = - j :

■ TT 1  ~ T  6max i =  ¿7 1/ -=- e p .L

Na rys. 209 mamy przebieg napięcia na kondensatorze w przy

padku, gdy a jest małe =  °) •

Przebieg prądu ładowania jest zupełnie taki sam, jak przy 
wyładowaniu (rys. 203).
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§  104. Powstawanie prqdu zm iennego w obwodzie 

z opornościq rzeczyw istq, indukcyjnościq i pojem nościq.

Niech w chwili ł — 0, gdy zamykamy obwód z prądem zmien
nym, napięcie na naciskach przechodzi przez fazę 4* 5 wartość 
chwilowa tego napięcia będzie określona wzorem

u = U m sin (w <-)-<!>).

Na podstawie wzoru (37) równanie dla takiego obwodu będzie

(84)d-Uc , R d u c , 1 Um
, U c —  sin (w f-j- y) •d t 2 1 L d t  1 L C L C

Oczywiście, przy rozwiązywaniu tego równania, tak samo jak 
poprzednio, będziemy mieli do rozpatrzenia trzy przypadki; 
jednakże w pierwszych dwóch przypadkach w porównaniu z tern, 
„co mieliśmy przy prądzie stałym, nic szczególnego nie spostrze
gamy, przejdziemy więc odrazu do przypadku III, gdy

R <  2
1 /

L
C'

R
a==2 V 1 =  V r c ~ •

2 , ®2 -f- 32= —— .LC



— 411 —

Całka ogólna równania uproszczonego będzie (wzór 46)

— a (
ur =  e (Ax sin $t — A,  cos '? f ) ,

gdzie i A2 stałe dowolne; daje ona nam wartość napięcia 
przejściowego na kondensatorze: możemy napisać w postaci 
jednej funkcji sinusoidalnej

— * t
aep =  e M sin Q f-j- o )  , (85)

gdzie M  i o stanowią stałe dowolne.

Całkę szczególną równania (84) znajdziemy na podstawie 
takiego samego rozumowania, jakie stosowaliśmy w § 98, miano
wicie określamy najpierw dla naszego obwodu prąd ustalony

/'n =  ^  sin (o>/—}-ó — z ) , (86)

gdzie
1

---------------------------------------------- T 7Z =  J , t g = = — .

mając wartość tego prądu, znajdujemy wartość napięcia ustalone
go na kondensatorze

aca =  - J - ^ - £ s m ( * / - H  — ? — g i ’

albo

^  =  - ^ 7 5  C O S ( « f +  * - = ) .  (8 7 )Zw c

Ze wzoru (85) znajdujemy przejściowy prąd

i„ =  C ^ f - = C e  *[3 J fco s lp f— i) -  » lis ia  (=f —¿)1- (88)
a  t

Ze wzorów (84) i <85) oraz (86) i (88) otrzymujemy wartości 
napięcia na kondensatorze i prądu w stanie nieustalonym

Uc= Ucu — ucp= — - ^ ę C O s ( * t  +  * - ? ) - \ - e  J /s in t f f - H ) .  (89)
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i  =  iu +  iP =  ~  sin (w t +  ty — <p) +

-¡-Ce ° * [p M  cos (p t -f- o) — a M  sin (¡31 +  o)]. (90)

Zakładając w obu tych wzorach t  =  0 , uc= 0 ,  i — 0,
otrzymamy

l / s i n  o =  -~ -^ co s  (cj>—  cp),
Z  w o

a CM  sin 8 — fi CM  cos 3 =  sin (<J> — cp);

podstawiając wartość M  sin 8 z pierwszego wzoru do drugiego, 
znajdujemy

M  cos 8 Urr
I  cos («1» — cp) — |  sin ('i* —  cp) jZw C

Na tej podstawie obliczamy

M sin (¡31 -j- 8) — M  cos 8 sin ¡31 -f- M  sin 3 cos P t —

^m cos (<J> — cp) sin p i— ^ sin (<J>—cp) sinp / -(-cos (<J>—cp) cosp t
Zoi C| p VT T/ r p 

Um |7asinPi-)-pcospi
Z a  C 

Um

P
cos (tj> -  cp) — -  sin (cj> — cp) sin p t \ —

~Zu> C K iiJ lL  cos («f»— cp) sin (p i - f  y)— |  sin (<}» —cp) sin p t

gdzie tg t P

Następnie

Urr,
Z a  c

Um 
’ Z “ c

M  cos (P t -)- 3) =  M cos 3 cos p t — M  sin 8 sin p t =
a w
~p cos ('p -  cp) cos p t p sin (cj> — cp) cos p t — cos ( ł  — cp) sin 3 /

. I Psin Pi— a cos Pi\ w . ,,- cos (<j> — cp) | ----------------------- j — _  sm (<J) — ę) cos Pi

U rr

Z iO c

p
■j/S O T m m
 p cos (4* — cp) sin (Pi — y‘’) -f- J  sin (<|> —  cp) cos Pi
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gdzie

tg i:' =  j

Podstawiając znalezione wartości M sin (Pi -j- o) oraz M cos (pi -f- 3) 
do wzorów (85) oraz (88), znajdujemy, uwzględniając, że

^ + ^ = 7 T c '

u,
*cp -

cos (<[> — cp)

7

gdzie

oraz

T ż ć [ sin(* ~ ?)s in^ ~  w ]/l c  s i n

P

(91)

tg Y —

—  P -o.t> --  C? ryZ  oj

U m  r c o s  (ł —  r)

[ -
sin (Pi —y' ) —  “ sin (4> —  cp) cos Pi —

cos (4> — cp) sin (pi -j- y) +  -FT a  sin (<|> — cp) sin PiP\ L C

_  e-at |
Z%\ sin (cj> — cp) (a sin pi — P cos pi) —

cos (ej* — cp) 

a | L C
gdzie

ponieważ

przeto

więc

następnie

a sin (pi - f  y) +  P sin  (pi — y')
i ’

tgY' =  COtgT =  tg - y) »

Y' =  2 — T.

sin (pi — y') =  — cos (Pi -f- y) ;

a sin pi — p cos pi =  v a2 +  P2 sin (pi — y) =  - p =  sin (pi — y).
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s i n  (pi—j- t) — P cos (pi—|— y) =  \  o2 -|- p2 sin ( P i Y  — Y) — j ^  C S*n ^  ’

cos (<J> — cp) .
więc ostatecznie

, Um_
Z py  L Cln~e~ sin (ej) — cp) sin (Pi — y) — >1 L C sin pi (92)

Porównywając wzory (91) i (92) na ucp i ip widzimy, że każ
da z tych wielkości określona jest przez dwie sinusoidy (dwie fale) 
z amplitudami malejącemi, zależnemi od spółczynnika tłumienia

a =  —y . Pulsacja tych sinusoid wynosi p, czyli ich częstotliwość 2 JL

7 ;  obie sinusoidy są przesunięte względem siebie o kąt y,2 x

przyczem tg y =  Sinusoidy prądu są przesunięte względem

odpowiednich sinusoid napięcia o kąt y wstecz (prądy są opóźnione 
w fazie o kąt y)- Stosunek amplitudy napięcia do amplitudy

prądu wynosi

Wzór (91) można przepisać w postaci:

*cp
9 (%ł Um

pzc sin («1» — cp) —
COS(cj) — cp) cos Y 

c o / l C sin P ł —

cos (<}» — cp) sin y • i
'̂ ¡ T b  co sp il ’

skąd widać, że amplituda tego napięcia równa jest

TT _ p - a f  Um i g) 1 cos2^ ~ ? )  2 8 in (ł-?)eos  ( ł  -  T)cos Y.Ucpm— e yZC y  '-Y co2 LC u y L Ć

ponieważ
 L  a R \ L C _ R ^  C

cos Y ,/1 —1_ tg2 y 1 c*.2 —j— p2 7 2 L 2 f  L
więc

U
o—at Ur,

cpm ■ p z c 1 ] / s i n ’  ( ł  -  T > +  C ° ^  C T )  -  s i n  2  < ł  -  ’:

U, 
P Z C ) / 1  cos2('I‘ — <p) (l 2ioLs*n f) • (93)
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W analogiczny sposób przepiszemy wzór (92)

lp ~  Z
- * u m{  r cos (4 — ?yi
— =  \ [ s i n ( i - t)cosT - - m y T ć " \ ■**V -

— sin — z) sin 7  cos 1 >

skąd znajdujemy amplitudę prądu przejściowego

e -  Lm cos2 ( i — zi 2 sin (ó— z) cos (i.—z) cos 7
Ipm= , 7 7 ] sin- (y— ę 1 ^ “7 ^  '---- ' — 1 —  -------Z ? \ L C \ tu-LC tu] L C

i na podstawie takich samych działań, co i poprzednio

Ipm Z ? |  i c ]  1 c o s ' ^  i)! .1 ^ - L C 1 2 t u l s m 2 ^  r)-(94)

Porównywając wzory (93) i (94) spostrzegamy, że amplituda 
napięcia na kondensatorze i amplituda prądu w jednakowy sposób 
są uzależnione od fazy ó, którą ma napięcie źródła prądu zmien
nego w chwili zamknięcia obwodu. Aby znaleźć taką wartość ó, 
dla której obie wymienione amplitudy otrzymują największe war
tości, musimy zbadać funkcję znajdującą się pod pierwiastkiem 
w obu wzorach (93) i (94), mianowicie

X  =  1 -  cos’ «  -  i ,  I 1 -  ^ ¿ s i n  2 «  -  5),

W = l  2 « • - 7 ) - ¿ c o s 2 (* - •= ) .

Gdy przyrównamy tę pochodną do 0, otrzymamy

R  R
tg 2  (4 r) — , -------------------- 1

“ L - tuC

ale
r 1t u L  ~eiC

=  tg ?,R
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więc

tg 2 (ł — <p) =  cotg 9 .

W granicach jednego okresu daje to dwa rozwiązania

(95)

skąd

skąd

1 ) 2 (<|> — ?) =  —  — 9 ,

2) 2 (4* — <p) =  -g- * — T,

Biorąc drugą pochodną X, otrzymamy

d~X
d<jia =  2 1 ¿ c )  cos 2  »  -  T) +  “  sin 2 (ł -  7) =

2 R n  . 
=  —t  cos 2 (9 — 9 )coi,

u>L —
to C

R +  tg 2 (<|> — 9 )

2 R
to L cos 2 (<j> — 9) [cotg 9  +  tg 2  (4> — 9)];

przy uwzględnieniu (95)

d - X  4rR . . .  , .
COs2(<ł,_ ?) COtg?-

Dla wartości <[>, odpowiadającej 1-mu rozwiązaniu t. j.

i T i 71
ł _  "2+T ’

d 2X  i R  Ł /«  \ 4/?
=  ¡ 5  COtg ¥ '008 (-2 “  * ) =  5Z C0S

przy wszelkich wartościach 9 w granicach
iz d 2X

0 < 9 < Y  będzie >  0;
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dla drugiej wartości <J> =  ^  77 będzie

d 2X  4R , 13 \ 4R
~  T~r c o t S  ?  c o s  “ó ” 77 ?  =  7TF c o s  <P,d<|>2 w Z, \ 2 / & L

czyli
rf2X  .  

t f <]>2  <

Otrzymujemy więc dla funkcyj UcPm i I,p/n

minimum, gdy <j> =  -f- ,

maximum, gdy <[> =  - | - - f

Zbadajmy jeszcze te wartości, dla 41 — 9 =  0 oraz
TC 
2
%

4* — 9  =  7 - ;  w pierwszym przypadku wzory (93) i (94) dają

p ~ ał TT U e u,
cpm ?zc pic’

_ ę - ° t Um 1 _ e - «  Um
pm pZ p I C  ’ a p i C  p Z w L C '

Porównywając te wartości z maksymalną wartością napięcia 
na kondensatorze i prądu w stanie ustalonym (wzory 87 i 8 6), mia
nowicie

j j    U m j    Um
U  c u m  —  Z & C  9 u m  —  ^  i

znajdujemy

U  cpm _  e _ a/ . 4  ̂ Ipm _  e - a t  ,
U c u m  P p C  C  ¡ u m O) pcc

W przypadku, gdy <j> — <P =  y  > będziemy mieli

e ~ atUm T _ e ~ atUm
U  cpm ? z c  - P Z P L C

T e o r ja  p r ą d ó w  z m ie n n y c h  27

1



— 418 —

Ucpm Ip
Ucam ^ " ' P ’ / Um 6  ' f t / L C

Na szczególne uwzględnienie zasługuje przypadek, gdy tłu
mienie jest bardzo małe, czyli R  bardzo małe w porównaniu do L. 
Wtedy możemy założyć

“ =  i  =  e ~ ‘' =  v’

y/LC

W tym przypadku będziemy mieli

Dla <J> — 9 =  0,

Ucpm __  -•
77cum

Ipm _  P
T „ m  W

dla (p — <p =  — ,

Ucpm __  ^

U  cum ~  P ’

Tpm ___ <

/ Bni

Z tych wzorów wnioskujemy, że gdy w >• P, można oczeki
wać przepięcia na kondensatorze, zaś gdy P > w , — przetężenia 
w obwodzie.

Stwierdziliśmy, że stosunek wartości maksymalnej napięcia 

na kondensatorze do wartości maksymalnej prądu wynosi J/

UCI
Im

stąd

4 - L i m 2



Pierwszy wyraz stanowi maksymalną energję elektryczną 
kondensatora, drugi maksymalną energję magnetyczną cewki in
dukcyjnej. Zachodzi więc w obwodzie oscylacyjnym przemiana 
energji elektrycznej na energję magnetyczną i naodwrót i, gdyby 
nie było tłumienia (/? =  0), taka przemiana energji miałaby miej
sce bez końca. Obecność R  wywołuje straty cieplne energji, za
chodzi tłumienie i zjawisko oscylacyjne stopniowo zanika.
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§  105. Przerywanie obwodu, w którym indukcyjność 
i pojemność sq połqczone równolegle.

Zastosujemy powyższe wyniki do obwodu prądu zmiennego, 
w którym C i L są połączone równolegle, R  =  0 (rys. “210).

Rys. 210.

Przypuśćmy, że przerwa w obwodzie nastąpiła w chwili, gdy 
napięcie na kondensatorze przechodziło przez swoją wartość naj
większą, równą wartości maksymalnej napięcia na zaciskach prądu 
zmiennego, t. j.

Uc — Um 5

wtedy prąd w obwodzie

i =  0,

gdyż prąd wyprzedza napięcie uc o kąt prosty. Cała energja znaj

duje się wówczas na kondensatorze i wynosi —̂  C Um~ • Zaczyna

się oscylacyjne wyładowanie kondensatora i po upływie 1Ji okresu 
cała energja kondensatora przechodzi w energję magnetyczną na 
cewkę; prąd przechodzi przez cewkę i osiąga wartość I ,  przyczem

L P C Um1 ,
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skąd

Jeżeli zaś wyłączenie nastąpiło w chwili, gdy uc =  0> to 
znaczy, gdy prąd i =  Im przechodził przez obwód, wtedy cała

energja znajduje się w cewce i wynosi * L I m2 • Po upływie 1/i

okresu energja ta przejdzie na kondensator, który uzyska napięcie 
Uc , przyczem

■j CUP =  ~ L I m\

skąd

Uc =  Imy /^ - -  (97)

W stanie ustalonym mamy

Um == Im Z ,

gdzie Z oporność pozorna naszego układu, którą możemy łatwo 
znaleźć, jako oporność wypadkową dwóch oporności Zl = j u L

oraz Żo =  — j  ; mamy

<9 6 >

w Z,
Z = 4 ‘  4   ___________

j  U i OJ c
=  j

U) C — uj L

skąd

w C w L

Podstawiając do wzoru (96) zamiast Um Im Z  oraz do

wzoru (97) zamiast Im , otrzymamy



— 421 —

/I = I m  + ------------ , 1 Uc= U m 1 /  + -  I - + -  ai L I •

U) C U) i

W tych wzorach można łatwo porównać prąd i napięcie, po 
wstające przy wyładowaniu kondensatora, z wartościami tychże wiel 
kości w stanie ustalonym.



ROZDZIAŁ XIV.

O B W O D Y  SPRZĘŻONE M A G N E T Y C Z N IE . 

§  106. W yładowanie kondensatora w jednym z dwóch 
obwodów, sprzężonych magnetycznie.

Rozpatrzymy dwa obwody, znajdujące się jeden obok dru
giego (rys. 211); w każdym mamy kondensator o pojemności Ct 
względnie C2, oraz cewkę o indukcyjności własnej Lv, względnie 
L -2 • Oporności rzeczywiste w obu obwodach przyjmujemy równe 
zeru.

Kondensator pierwszego obwodu Cx przyłączony jest do źró
dła prądu stałego lub zmiennego i w pewnej chwili t =  0 zostaje 
odłączony od tego źródła, gdy napięcie na kondensatorze wynosi 
U0; jednocześnie zostaje zamknięty obwód 2-gi. Oznaczając war-
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tości chwilowe napięć na kondensatorach przez ux i u.2, zaś war
tości chwilowe prądów, które przy wyładowaniu kondensatorów 
powstają, przez i2 oraz U , wreszcie spółczynnik indukcji wzajem
nej cewek przez M , będziemy mieli na podstawie znanych wzorów 
dla obwodu pierwszego

(1)

i dla obwodu drugiego

T di2________ _
L,- d f  ' M W ~ U2'

oraz warunki graniczne

/ =  0 ,  «i =  U0 , ii =  0 ,  « 2 = 0 ,  4  =  0 .

Ponieważ

(2)

O)

z‘l   ^ /a =  — C2
du,

dt  ’ J J dt  ’

przeto wzory fi) i (2) możemy przepisać w postaci

d2u,
di2

albo

dP

1
*i /-: C, 1 i , c ,

„ , " = 0 ,

Oznaczmy

1 MCi » n
»2 + 7 7 T D2 +  r ? r  0 ^  =  0.L<) l/<> l/o 1/9

A / C ,  Ł A / C ,
Aj , -F—77- =  «2 »

1
Li Ci a-,

L,_C2

1
L,Co — b2,

(4)



wtedy
« / '  +  a 2 u1= — k 1 u " , 

u2" -¡- ó2 «2 =  -  A2 i/j" ,

z równania (6)
A2 „ „ 1
b2 1 A2 

zaś z równania (5)

«2 .

więc

1 (7̂„ //   JT " 1 71«2 - ¿ - a *  T aT “ ! '

1 1 . « i a2
A2 "2 ~  Aj A2 Ul +  Aj b2 1 ’

A2 „ i 1 » i cl2u, =  — r f  u," +  ~r‘ ¿o Ui +  ■ , ,  aj =
A ‘ Aj Ó2 1 ' Aj  6 2 3

1 — Aj A2 ,, , a2
-  Biw +  T T r “i-Aj A2 1 ' Aj A2

Biorąc pochodną względem t dwa razy, otrzymamy

„ 1 — Aj Aa <lv> a2 „
” “ i + - n j “ i .

Ponieważ

2 Aj  6 2 1 1 A,  A

, i - A j A 2 <v> , ,Aia2 — aj -f- £2 aj

MC2 MCj _ M 2 
lf*2 LiCi L2 C2 ~ L xLz ~ h ’

gdzie A < 1  stanowi spółczynnik sprzężenia magnetycznego, 
podstawiając te wartości do równania (5) otrzymamy



Jest to równanie linjowe 4-go stopnia, którego równanie 
charakterystyczne

( 1 -  A2) jc4 -)- (a2 -j- b2) x 2 - \-a2b2 — 0,

jako równanie dwukwadratowe, daje pierwiastki

2_  -  (a2+  b2) ± | / ( a 2 +  A2)2 — 4 (1 — A2) a2A2 
X' ~  2 ( 1 — A2) ’

podpierwiastkowa

(a2 +  A2)2 — 4 a2 A2 +  4 A2 a2 A2 = ( a 2 — A2)2 - f  4 A2 a 2 A2 >  0 , 

następnie

| a 2 +  A2| > | / ( a 2-h A2)2 — 4 (1 — A2)« 2 A2, A < 1 ,

więc x 2 zawsze <  0. Oznaczając

a 2 +  A2 +  | / (a 2 +  A2)2 -  4 (1 -  A2)«2 A2 _ 02 |
2 (1 — A2) Hl ’

  1 (10)
a 2 +  A2 — ]/(a2 +  A2)2 — 4(1 — A2) a2 A2 _

2 ( 1 — A2) h  ’

otrzymamy 4 pierwiastki dla x :

* i = - f / P i ,  -̂ 2 — ypn

*8 =  + / Pa. =  yp2.

Wobec tego całka ogólna równania będzie

Ul =  tIj sin i  +  vł2 cos  Pj t -f- sin p21 +  cos  p2 i , (11)

gdzie A x, A 2, A 3 , A4 stanowią stałe dowolne.
Biorąc dwa razy pochodną ux względem t ,  znajdujemy

u / '  =  — pj2 Ai sin px t — Pj2 A,  cos px i  —  P22 A 3 sin p2 1 — po2 A 4 cos p2 1 .

Wstawiając tę wartość do (7) i uwzględniając (8), znajdujemy

u2 — — ) |  Pi2U i  «in Pii +  A c o sP 10  +

— 425 —
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Aj A

+  p22 (As sin P21 +  A 4 cos p21) j +

Y J Ay sin Pj t - J- A 2 cos Pt i - j- / ł3 sin P2 i - f - ^ 4 cos p, t ¡ =

1
k y  b 2

+

a2- Pj2 (1 -  A2)

a 2- p 22( l - A 2)j-

sinpj t -\- A 2 cos P t 

Ary sin p3 t-\- Ai  cos p21

+

I '
albo

gdzie

u2— By sin pj t~{-Bo cos p: t -\-B 3 sin p2 i-\- B 4 cos p2t , (12)

— a 2 Pj2 (1 — A2)
751 -------  fc R2 >

Bo

Aj A2

a2 - p i 2(l — A2) 
Aj A2

a2 — P22 (1 —-A2)
«3 -  ^  ¿2 ’

a2 — P22 (1 — A2) ,
4 Aj A2 ’

lub, oznaczając w skróceniu
a2- P j 2 (1 — A2) 

p A, A2

a 2 -  P22( l - A  
7 Aj A2

= / 3t 4 j  , \
B 2= p A 2, I 

B 3 =  qA3,
By =  qA4. j 

Ze wzoru (11) znajdujemy

h — ~  Ci ~ d f ~  — Pi A  cos Pi t +  Ci Pi Ao sin Pj t ■

(13)

(14)

Cy p2 4̂3 cos P21 -j- Cj P2 A4 sin  P21 . (15)



Ze wzoru (12) otrzymujemy

4 — — C2 =  — C2 Px By cos Pj / +  Co Pi Bo siu Pi / —

— C2 P 2 B 3 cos p 2 1 j- C, p 2 B 4 sin P 2 1 . (16)

Zakładając do wzorów (11), (12), (15) i (16) warunki gra
niczne (3), znajdujemy

U0 == Ao /I4 ,

0 =  Bo -f- By ,

0  =  P i  Ay - j -  p 2  A 3 ,

0 = P i  5 i  +  p, B 3,

albo, po uwzględnieniu (14)

Ao ] Ay - - - -  Uq ,

p  Ao - p  q Ay =  0  ,  

P l  Ay - j -  P o  A 3 —  0  , 

$].P Ay P 2 q A 3 —  0  .

Z ostatnich dwóch równań otrzymujemy

.Ai =  0 ,

a 3 =  0 ,

zaś z pierwszych dwóch
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Wobec tego na podstawie wzorów (11)

By =  0 , B2 =  - M -  U0,
q — p



— 428 —

B s =  O, B i = - - ^ U 0,

B 2 —  — b 4 .

Podstawiając określone wartości stałych do wzorów (11), 
(12), (15) i (16), znajdujemy

«1 =  ^ —p  U0 cos $ i t  — ^ A - U 0 cos ^ ł ’

«2 — P  ^  U 0 COS Pi i  P - S —  J J  COS P2 t —  U 0 (cos — COS P 2i) ,
q — p q - p  q — p

h  —  Ci Pi ~ ^ Z ~ p  U o sin Pi ̂  C x p , - A _  ffosin p2 i,

4 =  Ct Pi U o  sin p , t - C 2 p3 U o  sin P2 1  =

=  C2 ^ ~ p  U° Sil1 Pj ł ~  2̂ Sin P2 O •

Z pow yższych wzorów widać, że mamy tu różnicę dwóch  
drgań sinusoidalnych o pulsacjach Pj i P2 .

§  107. W yładowanie kondensatora w przypadku, 
gdy oba obwody sq ze sobq w rezonansie.

Na szczególne uw zględnienie zasługuje przypadek, gdy każdy  
z obwodów rozpatrywany sam odzielnie posiada drgania swobodne 
o tej samej częstotliw ości; m ówim y w tedy, że o b w ó d  d r u g i  
j e s t  w r e z o n a n s i e  z p i e r w s z y m  o b w o d e m .

Oznaczając częstotliw ości drgań swobodnych obwodów od
powiednio przez f s, i f s, będziem y mieli na podstaw ie wzoru  
(67) z § 102

fr =  1  .   1 ___
2 iz /L .C ,  ’ *2 2 t, \ L 7 c^ '

skąd otrzymujemy warunek rezonansu obu obwodów

L x Cj =  Zi2 C2 .
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Wobec tego na podstawie (4) i (10)

a2 =  b2 ,

2 u 3 4-1/4 a 4 — 4 a 4 4 - 4 A2 a 4 a 2(l +  A) a 2 
Pl' ~  2(1 — A2) 1 — A2 1 — A ’

D2 2 a2 -  |  4 a 4 — 4 a 44-4A 2a 4  a 2( l — l )   a2
t V ~  2 (1  — A2) _  1 - A 2 ~  1 +  A'

Pi =  ± - t= ;  ' P . = ± -  a •y/l — A j/l-j-A

zaś na podstawie (18)

a 2 — a 2 (1 - j -  A)  _A_
Ax a 2 Ai’

a2— a 2(l — A) A
r / _  A^ 2 At ’

  £o ę
albo, uwzględniając (8), że A =  i Ax A2, oraz (4), że ^  (dla

X,! C x —  L o  C 2) będziemy mieli

Wobec tego wzory dla napięć i prądów otrzymamy ostatecz
nie w postaci

Uy =  \  O o C O s M + y  C0cosp2f =  Y  tf0[ c o s M - j - c o s p2f],

VIUo = U0 [ cos Pi t — cos p2 /] ,

ix =  Cx Uę>\ [p! sin p! t +  p2 sin p31\,



Z tych wzorów wnioskujemy, że prądy są przesunięte 
w fazie o kąt prosty względem odpowiednich napięć, przyczem

71
prądy są opóźnione w fazie o — względem napięć. Gdy napięcia

Li
przechodzą przez wartość maksymalną, prądy przechodzą przez 
wartość zero i naodwrót. Gdybyśmy uwzględnili obecność opor
ności rzeczywistej R,  otrzymalibyśmy jeszcze zjawisko tłumienia 
i wzory na napięcia i prądy dałyby nam sinusoidy tłumione, jak 
na rys. 212.

Kształt funkcyj napięcia i prądu jest zależny od pulsacji pŁ 
oraz P2, a mianowicie: nazwijmy przez T  funkcję

7,=  p1 sin Pi f + Pi sin pa/='(?! +  P2) {sin ^  t cos ^  ~  ‘021 j - f

+  (Pi — Ps) { sin ™ - ^ - 21 cos t j _

Na rys. 212 mamy wykres tej funkcji, w przypadku ogólnym, 
t. j. gdy drgania są tłumione, czyli we wzorach na prąd i napię
cie wchodzą jeszcze funkcje wykładnicze; z rysunku widać że po
wstają dudnienia.

Częstotliwość dudnień drgań swobodnych zależy od spół- 
czynnika sprzężenia k:

Pi =  7 = ;  02=  7 = 7= - ;  y i — k y i  +  A

gdy k  =  1, czyli dla max. sprzężenia, otrzymujemy

Px =  go , p ,  =  ;

V 2

obydwa obwody drgają z tą samą częstotliwością P2 =  P; dudnień 
niema.

Analogicznie dla k =  0:

Pi =  02 — 0 = 0 ;  dudnień niema.



A
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Rys. 212.
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Gdy k  jest małe, obwody nieznacznie wpływają na siebie, 
dudnienia będą bardzo powolne, otrzymamy wykres dla prądu z2, 
jak na rys. 213.

l



ROZDZIAŁ XV.

PRZEW ODY DŁUG IE Z  RÓW NO M IERNIE R O Z Ł O Ż O N E M I 
O P O R N O Ś C IĄ  RZECZYWISTA, IN D U K C Y J N O Ś C IĄ , 

U P Ł Y W N O Ś C IĄ  I PO JEM NO ŚCIĄ.

§  108. Równania różniczkowe dla wartości chwilowych 
napięć i prqdów. C a łk i ogólne tych równań.

W rozdziale XI rozpatrywaliśmy przewody z równomiernie 
rozłożonemi stałemi R ,  L ,  A i C, ale tylko w stanie ustalonym, 
wprowadzając wartości skuteczne napięć i prądów; obecnie dla 
stanu nieustalonego musimy wyprowadzić wzory dla wartości 
chwilowych tych wielkości. Rozpatrzmy nieskończenie mały odci
nek dx  linji dwuprzewodowej (rys. 214) w odległości x  od źródła

— d x

u + 4^cix

-d x -

Rys. 214.

prądu. Oznaczając wartości chwilowe napięcia i prądu w rozpa
trywanym punkcie odpowiednio przez u i i ,  otrzymamy na pod
stawie znanych już rozumowań (§ 73)

~ f x = R ‘ + Lds i ’ <»

T eor ja  p rąd ów  zm ie n n y c h  28
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- | i = ^ 0 +  C * ! ;  (2)OX 1 Ot

■ L  •biorąc pochodną (1) względem x  i podstawiając zamiast ^  jego 

wartość z (2) otrzymujemy

- ^ - R A u - t c g - L A g - L c g .

albo

g  =  (3)

Po znalezieniu wartości u z tego równania, możemy określić 
wartość i z równania (2).

Równanie (3) jest równaniem różniczkowem o pochodnych
cząstkowych i może być rozwiązane rozmaitemi sposobami; odpo
wiedź otrzymamy w postaci rozmaitych szeregów, sumy tych sze
regów muszą dawać te same rezultaty. Zastosujemy metodę Eulera.

Załóżmy, że niewiadoma funkcja u jest iloczynem dwóch 
funkcyj, z których każda jest funkcją jednej tylko zmiennej t lub x, 
więc

gdzie

wtedy

u = TX,

T  = fi (t),

X  = f i (x ) ;

du md X d2u d-X
dx - T d x ' d 7 ' ~ dx-

du v dT d-u v d2T
d t ~ = X d t ' dt2 _ dt3 '

(4)

Podstawiając te wartości do (3), otrzymamy

T ~ = R A T X + ( R C + L A ) x i £ + L C X ^ ,

lub, po podzieleniu przez TX

1 d-X R C + L A  d T  , LC d}T
X  d x 2 1 T dt ' T dt2 ' <5>
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Lewa strona tego równania zależy tylko od x, prawa zaś 
tylko od t; ponieważ równość musi mieć miejsce przy dowolnych 
wartościach x  i t, więc jest to możliwe tylko wówczas, gdy każdy 
z tych wyrazów ma jedną i tę samą stałą i rzeczywistą wartość 
liczbową.

Ta stała nie może mieć wartości dodatniej, np. — a2, gdzie 
a może mieć jaką chcąc wartość liczbową; rzeczywiście, mielibyśmy 
wówczas

gdzie Kt i K t stałe dowolne, ale z tego wynikałoby, że przy 
wzroście x  do x  funkcja X  również wzrastałaby do nieskończo
ności; do takich samych rezultatów doszlibyśmy, badając funkcję 
T , gdybyśmy przyrównali do — a prawą stronę równania (5); 
czyli, że w takim przypadku napięcie u =  T X  wzrastałoby do nie
skończoności ze wzrostem x , co oczywiście nie odpowiada naszemu 
zagadnieniu. Wobec tego musimy przyjąć tę stałą w postaci liczby 
ujemnej, a więc — a-, gdzie a może naogół mieć wartość do
wolną.

Z równania (5) wobec tego otrzymujemy

1 d2X

skąd
X  =  R l ea*-\- K,  e~aI,

1 d 2X
X  dx-

RA +
RC-j- LA d T  LC dr T 

T dt T dt-
albo

(PX (6)
dx~

(TT R A  | fl fjy   Q (7)
dt-

Rozwiązując równanie (6), znajdujemy

X  =  Aj cos ax  -j- 5 0 sin ax, (8)

gdzie A j i B.j staie dowolne.



Dla rozwiązania równania (7) piszemy równanie charaktery
styczne:

A2 +
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. ¡ R  A \  , . RA-\-a2 n 
+  ( T + e ) ł  +  " t c ' -  =  0’

które daje pierwiastki

h -  _j_ A \ 2 R A + a 1 _
1 " '2X 2(7' | /  \22, 2C/ 2,(7

ko =  ~

R A } 
2L ^  2 Cj

A ^ A )
2 L 1 2(7/

i R A  \2 a 2
\2L 2(7/ LC ’

i R ^  )
2 a 2

\2L 2(7/ LC

W zależności od tego, czy pierwiastki kx i k.2 są rzeczywiste 
różne lub równe, lub są liczbami zespolonemi, otrzymamy trzy 
postacie rozwiązań; w pierwszych dwóch przypadkach

1) T = C X ek'1 +  C,ek̂ ,

2 ) T  =  e*(Cl +  Ci i),

gdzie Cx i C-i stałe dowolne; ponieważ k x i k 2 są liczbami ujem- 
nemi, więc otrzymujemy funkcje malejące i to nic osobliwego nie 
przedstawia; rozpatrujemy więc przypadek, gdy pierwiastki są

liczbami zespolonemi, czyli ^  A  <  —A l ■
22, C , i c '

wtedy
A i  =  —  a - f - y p ,  

k, =  -  a  —  j [ i ,

gdzie

R  , A
“ _  2L +  2C 1 <9>

| S = y ź s - ' ,s' o» )



Zwróćmy uwagę, że « i t  zależą tylko od stałych linji, więc 
dla rozpatrywanej linji mają wartości określone, gdy tymczasem 
P zależy od stałej a.

Całka ogólna w tym przypadku będzie

Podstawiając lę wartość T , a także wartość X  z (8), do (4) 
i zamieniając iloczyny stałych dowolnych pojedyńczemi literami, 
otrzymamy

u — cos Pi -\-Ao sin P/) cos cos $t-\-B2 sin r?t) sin a.v}.

W zależności od wartości a możemy otrzymać nieskończoną 
ilość takich rozwiązań, całka ogólna będzie więc sumą wszystkich 
takich całek szczególnych; oznaczając dla dowolnej całki szczególnej 
wartości a przez an , odpowiednią wartość P przez P„, zaś stałe 
dowolne dla tej całki przez A u , A-in-, B u ,  B u ,  możemy napisać 
całkę ogólną w postaci

T  — e ~ a,(Cl cos Pi-j- C-2 sin pt).

u =  e-o.t (Ain cos pn t -j- Ai„ sin p„ i)cos an x  -f-

+  (Bin cos p„ t -j- Btn sin p„ t) sin a„ .v) j • 

Wzór ten można przepisać inaczej, ząkładając

Ain COS ć n  ł  “I-  Ain S i n  ,3n t ;= Mn S i n  ( p n ł  | G„) > 

B u  COS p„ t +  Bin Sin p„ ł — N„ sin (P„ t +  ,

gdzie M , N ,  o i <|» stałe dowolne; w ten sposób

u _  Mn sin (p„ i+o„) cos an x + N n sin (p„ *+<!»„) sin an xl. (12)

Teraz określimy prąd ze wzoru (2)



biorąc wartość u ze wzoru (12), będziemy mieli
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n=x

— MiSin (pni-|-on)cos anx-\-A N ns'm (pni+łn) sin a„x
n = \

— o. CMn s i n  (p„ i-j-3n) c o s  an x  — a  C Nn s i n  (p„  t -j- łn) s i n  an x  -j- 

+  Pn CMn COS (P„ t - f -  0n) COS an X +  Pn c  Nn COS (p„ t - f -  ł „ )  Sili dn X  j » 

a lb o

n=* , p

— il/J (A -  a C)sin(pn i+ o n) + p nC' cos (p„ ź + 5«)
n =  1

W „ | ( A  — a C )  sin (P„/ -f- ł„)-f P n C  cos (p„t - f  <!»„)

cosanx -^

s i n  a„ x{

Wyrazy, stojące w nawiasach prostokątnych, możemy zastą
pić sinusoidami, których amplitudy będą jednakowe i równe

]/(A — a C ) 2 +  ( p „ C ) 2 ;
4

podpierwiastkowa przy uwzględnieniu (9), (10) i (11) będzie równa

(A -  a C)2+  (p„ C/2 =  A 2 — 2 A C« +  C2«2 +  C2 p„2 =

=  A2 — 2 A C a +  C2 (a2 -j- p„2) =

R A  C
— A '2 r A ~ +  ° 2 ) ÓT +

R , jA f  , O n ^ /  R_
L 2 Cl L C \ 2 L 2 C

R A C
L +  C l ( ł j + £ l - C + ( ł S + T Ć

’A C ,  , C .  
jL ’( R  i  1

R A i R A C  ,
\2 L! 2 L C *2 Cl 11 />

wobec tego amplituda sinusoidy będzie

ia n] / r ;



kąt przesunięcia fazy tej sinusoidy określimy ze wzoru

Pm C   ,-n _ .-i;   Z*

—  4 3 9  -

t g » - - . 4 - i C  A  A _ ] i ____A_
C * C 2 L  2 C

Wobec tego

— X m sin Cpnt —  v„— ».) sin aHa: j •

Dla znalezienia i całkujemy ten wzór względem x .  wtedy 

— ° 1 .
/ =  e J | j -  2  j — 3/* sin <p» f — S. — »-) sin a ,  x  —

— A . sin (Pm t — Va — »■) cos « 1, .v J. 113)

Stałej dowolnej nie piszemy, gdyż. oczywiście, jest ona rów- 
zeru. albowiem dla t — oc. i =  0 ,  bo n =  0. Ponieważ

— sin an x  =  cos i ar x  — ^ i •

cos a„ x sin I an x  — ̂  I ,

przeto porównywając i!3) z (12 , możemy sformułować otrzymany 
wynik w ten sposób:

amplitudę prądu otrzymujemy z amplitudy napięcia, mnożąc
~Ctę ostatnią przez J  . W czasie prąd jest przesunięty o kąt

»« =  arctg I •— ^  I :

.. R  Ajeżeli T > 0 ,  czyli

□a



wtedy 9-„ <; 0, p„ zawsze > 0 ,  bo to wartość bezwzględna pier
wiastka, czyli prąd jest opóźniony w czasie względem napięcia;

gdy ~  <  ^ , V <  0, wtedy >  0,

prąd jest przyśpieszony w czasie względem napięcia; wreszcie

gdy ^  =  ^ , Y  =  0,&„ =  arctg(— oo)== —

prąd jest opóźniony w czasie o kąt prosty względem napięcia.
W przestrzeni prąd wyprzedza napięcie o kąt prosty.
Wzory (12) i (13) dają nam wartości chwilowe napięcia i prądu 

w dowolnym punkcie obwodu, odległym o r  od początku w naj
ogólniejszym przypadku; w tych wzorach mamy stale dowolne

Mn , Ci« , A n , , an i

stałe ¡3n i o„ zależą od an-

Wartość tych stałych dowolnych może być znaleziona tylko 
wtedy, gdy będziemy mieli dostateczną ilość dodatkowych danych, 
dotyczących wartości napięć i prądów w wiadomych chwilach 
i w określonych miejscach.

Mówiliśmy już poprzednio, że wartości chwilowe napięć i prą
dów w stanie nieustalonym można rozpatrywać jako sumę dwóch 
wartości chwilowych, odpowiadających stanowi ustalonemu i sta
nowi przejściowemu

u =  Uu +  Up ,

i =  iu -f- ip •

Wyżej wyprowadzone równania różniczkowe mogą być zasto
sowane zarówno do wartości u i i,  jako też i do poszczególnych 
wartości uu, iu lub up , ip . Oczywiście, w zależności od tego, jaki 
stan obwodu rozpatrujemy, stałe dowolne, wchodzące do całek 
ogólnych równań różniczkowych, będą miały inne wartości.

Zajmiemy się obecnie określeniem napięć i prądów przej
ściowych w okresie nieustalonego stanu obwodu.

Będziemy więc mieli ze wzorów (12) i (13)
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up — e
n = 1

! = »  ,

y  \Mn sin ([3„£ —|—-O/j) cos a„ x

gdzie

+  N„ sin (P„i+  ł/i) sin a„xj , (14)

— at /~Q i
b ~ e  y  7 7  2 j  Mn s in  * +  ° « +  s in  a " A‘ +

+  N n Sin ($nt — +  &n) COS dn *j , (15)

“ = t (t + t )-  <16)

> ■ = } / &
Pn =  l / ^ 7 - T 2. T Ć > 1 2’ (1?)

2

§  109. Przyłączanie linji w końcu otwarte j do źródła
prqdu stałego.

Na początku linji wartość napięcia prądu stałego, do którego 
przyłączana jest linja w końcu otwarta, wynosi U. Będziemy 
mieli następujące warunki graniczne:

p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h  t

1) dla a- =  0 (na początku przy zaciskach) u — U,
Uu =  U,
uP=  0;

2) dla x  —  l (w końcu linji) i — 0,
iu =  0, 
ip =  o ;



u =  o,
U u — U ,

u p  =  —  U  

i - O ,
iu =  O ,

iP = o •
Uwzględniając we wzorze (14) pierwszy warunek graniczny, 

otrzymamy
n  =  00

O — e  ^  ilf„ Sin (¡3„ i  -) -  o „ ) .
/2 =  1

Ponieważ równość ta powinna mieć miejsce dla dowolnej 
wartości t ,  więc

Ma =  0.

W ten sposób, zamiast wzorów (14) i (15) będziemy mieli

n =  oo— a/ 'V ^
Up =  e  2 ^  N n  s in  ( M  +  W  s i n  a n X , (20)

72 =  1 

  72 —  00
— «/ / Q 'ST'

ip — e 1 Nn sin (p„ t -[- ł* +  ^«) cos an x  . (21)
n  =  1

Zakładając w ostatnim wzorze, na podstawie warunku (2), 
x  =  l ,  ip =  O i zaznaczając, że N n nie może być równe zeru, gdyż 
wtedy up =  O przy wszelkich wartościach x , co przeczy warun
kowi (3), otrzymujemy po uproszczeniu

cos an l =  O,

czyli, że wszelkie wartości ci„ l muszą być nieparzystemi wielo

krotnościami — , a więc

p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h  x > 0

3) dla t =  O,

4) dla i =  O,
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/ =  -£-; fl3 / =  3 4 ; a 5/ =  5 | ; . . . . , a  / =  < 2 A - 1 ) J L  -2 2 2 2*-i 2



stąd wynika, że stała dowolna an może mieć w tym przypadku 
tylko następujące wartości:

-  3z (2k — 1)"«i 2/ ; a3 — 2l _■*- 3 a j ; . . . . ;  ̂— 2/

=  (2 k — 1) ax. (22)

Rozpatrując falę napięcia i prądu wzdłuż linji w określonej 
chwili, spostrzegamy ze wzorów (20) i (21), że długość fali X„ otrzy
mamy, gdy

ttn (x ~(— X„) =  Cln X —)— 2 ~ ,

skąd
2*

:
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gdy cin =  ax = ~  , będziemy mieli >.1 =  4Z,

to znaczy, że cała długość linji zawiera tylko 1 4 fali tej sinusoidy, 
którą nazwiemy sinusoidą główną albo pierwszą harmoniczną.

3r 4 Z
Dla an =  a?j=  ^  (trzecia harmoniczna) X3 =  - ^ - ,

5 -  , 4 /
dla an =  a-0 — - ^  (piąta harmoniczna) a5 =  -¿r ;

widzimy więc, że cała fala układa się na długości linji tylko dla 
harmonicznych wyższych, zaczynając od piątej, przyczem będziemy 
mieli tylko nieparzyste harmoniczne.

Uwzględnijmy teraz warunek (3) i załóżmy we wzorze (20) 
ł =  0,  up =  — U,  wtedy

71 =OG

^  Nn sin ' n̂ sin Cln x  =  — U, (23)
71 =  1

przvczem, jak stwierdziliśmy wyżej, an może mieć tylko wartości
podane w (22).

Wzór (23) daje nam nieskończony szereg Fourier’a

N x sin <1*! sin ax x  +  iV3 sin <]>3 sin 3 0 ^  +
............ - f  Nik-i sin h k - 1 sin (2k— 1) ax x  — ................. =  — U.
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w tym szeregu wchodzą tylko nieparzyste sinusoidy, więc krzywa, 
przedstawiająca naszą funkcję, jest symetryczną i względem osi x  
i względem swego początku. Oznaczając dla dogodności

axx  — z ,  N 2h—i sin 4>2*-i — A2A-1 , 

będziemy mieli szereg

A r sin z  -|- A s sin 3 z  - f - ...............+  A a - i  sin (2k — 1) z  =  — U;

spółczynnik dowolnej sinusoidy określimy ze znanego wzoru

Y
A2*_i =  -^-J^ /  (z) sin (2 k-—1) z d z ;

O

u nas f [ z ) — — U, więc

4 , 4 U
A i k —\  iV 2 f t - l  S in  4*2 6 - 1  —  ----

T l

czyli ostatecznie

N “- ' si n * » - ‘ = - < 2 j r = j j ; -  (24)

Wreszcie, po uwzględnieniu ostatniego warunku granicznego: 
ł =  0, ip =  0, ze wzoru (21) otrzymamy, po skróceniu przez
l / C  
I r ’

n=oo

sin (4*n +  0-„) cos an x  — 0.
n = i

Ponieważ ta równość powinna mieć miejsce przy wszelkich 
wartościach x ,  przeto każdy spółczynnik przy wszystkich cosa„.v 
oddzielnie powinien się równać zeru. Uwzględniając, że n — 2 k — 1, 
otrzymamy

^ 2 6 — 1 sin ( 4 > 2 A - 1  4  ^ 2 6 — 1)=  0. (25)

Ale Nu , - 1  nie może być równe 0, jak widać ze wzoru (24), 
więc powinno być

— cos(2 k  — 1) z| 2
2 k  — 1



sin (<j>2*-j +  v>2A_i) =  o ,
skąd

ł2A-l 2̂ft—1 =  O ,

lub wogóle
4̂2A—1 +  2̂A—1 =  k ~ , 

gdzie k  liczba całkowita; wtedy

tg <1>2A-1 =  — tg 0-2A-1 5 

ponieważ, ze wzoru (19),

. o   p2*-ltg tr2*_i — -----— ,

przeto
. , P2A- 1tg <|>2A-1 =  —— •

Z tego wzoru znajdujemy

tg <j>2A-l _  PzA-l
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s i n ^ - i  =
| / 1—j—tt>22A—1 |/ ?22*—1 + T

ponieważ ze wzoru (17)

przeto ostatecznie

P 2A—1 “h T   »

sin<|i2A-i =  — L C ■ 6̂)
0 - 2 k - \

Ze wzorów (24) i (26) znajdujemy

4 Ua2*-i
N211- (2 k — 1)« P2A-1 1/L C  

Zamieniając w tym wzorze o2*_ 1 przez jego wartość ze wzoru
22, a mianowicie

a2*-i =  (2 k  — 1) Yi  >

otrzymamy, po skróceniu, ostatecznie

<27)
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Podstawiając do wzorów (20) i (21) znalezione wartości sta
łych dowolnych, otrzymamy

U p  =  ~  2 1 \ / T c  2  " ¿ 7  s i n  ( p 2 A _ 1 1  ~  * " _ l )  s i n  ( 2  k  2 1 ~  ’  ( 2 8 )A — 1

2 Ue 1 . (2 A — \)r.
ip = - --------Y i—  > , 7̂ 7 ^  sin Pza-it cos ----- 2 /------ x > (29)

* = i

albo inaczej

2 U _ at I 1 . ,a , a v . n x  - ■sin (Pi/— t)'1) s m CłT +
|P. 2 /

sin (p, t — &,) sin ~ ~ ~  - f  ~  sin (p51  — t>5) sin -j , (30)

2  Z7 — a< f 1  . o .  rc jt¿D -- —  a / ( l  . o j

(A e * “PT Pl ® 27 +

+  ^  sin [i, i  cos - £ *  - i  sin f , t  eos + ......... , (31)

gdzie

<*>

^ * * -1 =  arc tg ( -  ‘3~ ‘) . (33)

Z tych wzorów możemy zbadać amplitudy wszystkich ha r
monicznych, np. dla pierwszej harmonicznej

' =  ~  T 7 W  e~ ‘“ i sln(Pl"  * '*sin 7  ’

  2 U - ał 1 \ KX
~  ~Tl J ,

TT 2 t / e - “'
Ul prn —  y  — ,

l V L C  p,



— 447 —

h p m ----
2 U er  «' 

I L ^  ’

r  a  y2
2  L 2 Cl

W zależności od wartości mianownika we wzorach na U lub 
I  możemy otrzymać przepięcie lub przetężenie.

Warunki graniczne będą 
p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h /

1) dla x ~  0 , up =  0;  (u =  U, uu= U ) ,

2) dla x — l,  Up— 0;  ( « — 0 ,  uu =  0 ) ,

p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h  x  w granicach 0 <  x  <  l

3) dla i =  0; up =  — Uu (u =  0);

jeżeli nie weźmiemy pod uwagę upływności, która przy prądzie 
stałym niema praktycznego znaczenia, możemy założyć, że w stanie

. . .  U
ustalonym prąd wzdłuż całej linji ma jednakową wartość iu—

. . . .  • ugdzie R  stanowi oporność całej linji, wobec czego ip — — na

pięcie zaś w dowolnym punkcie w odległości a* od początku, 
w stanie ustalonym, wyrazi się wzorem

§  111.  Przyłączanie linji w końcu otwarte j do źródła 
prądu zmiennego.

Niech wartość napięcia prądu zmiennego sinusoidalnego 
w chwili zamknięcia obwodu przechodzi przez fazę $, czyli, że 
wartość chwilowa będzie określona wzorem

§  110.  Przyłqczanie linji w końcu zwarte j do źródła
prqdu stałego.

4) dla t — 0; iP =  — iu ( i  =  0);

wobec



■

uu =  Um sin (oi ł -(- <p).

Będziemy mieli następujące warunki graniczne p r z y  w s z e  
k i c h  w a r t o ś c i a c h  t

—  4 4 8  —

1-

1) dla x =  U, napięcie u będzie odrazu lakie jak po usta
leniu się, a ponieważ u =  uu uP , przeto up =  0,

2) dla x  =  I; i== 0, iu =  0, /p ==0;

p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h  x >  0

3) dla / =  0, u =  0,  u„ +  up =  0,  up =  — uu ;

4) dla ł — 0,  i — 0,  i u [- ip — 0., ip — iu •

Wartości ustalone napięcia uu oraz prądu , jako funkcje 
zmiennej odległości x , mogą być znalezione ze wzorów7, doty
czących stanu ustalonego.

Stosując te same ogólne wzory (14) i (15) dla przejściowych 
wartości napięcia i prądu, i spostrzegając, że pierwsze dwa warunki 
graniczne są te same, co i przy prądzie stałym, znajdziemy jak 
w § 2

Mn =  0 ; cos a„l == 0.

Warunek 3-ci da nam

n

^  N„ sin <{)„ sin an x  =  — u„ ,
n =  1

skąd, jak dla szeregu Fourier’a,

N-ik-i sin'j)2A-i =  — A  I u„ sin (2 A — 1) a t xd  (aj x) ; (34)
o

w tym przypadku uu jest funkcją x ,  która może być określona 
przez stałe obwodu i przez wartości napięć na początku lub 
w końcu w stanie ustalonym. Wreszcie ostatni warunek daje
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co znowu nam daje szereg Fourier a, dla którego

A a  - i  sin ( ł2* - i  +  &2a - i  ) =  — Y  y  § - J  iu cos (2 k ~  1) a 'x d ’
o

albo

Nik — i cos 3-2*—i sin d<2A — i 4" Ntk—i sin ^2*— 1 cos '}2*— 1 =
x

a y=  — —j  ~  | iu cos (2 k  — 1) al x d  (axx ) .
0

Ze wzorów (19) i (17) znajdujemy

1 _  T _  Y| LC

(35)

C0S&2* -1
-J | p22*  — 1 |  T 3 T ? 2 2i - I  0 .2 k—  1

I Y2

. ?2*— 1 1 LC ¡52* — ll LCsin - 1 =  —  =    ,T «2* —1 02* —1

zaś ze wzorów (34) i (35) możemy znaleźć N y , - i  oraz 4*2* — 1 -

§  112. Przyłqczanie linji w końcu zwarte j do źródła 
prqdu zmiennego.

Będziemy mieli warunki graniczne analogiczne do tych, które 
ustaliliśmy dla prądu stałego, mianowicie: 

p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h  t

1) dla .V =  O. lip —  O (u =  u),

2) dla x  =  l , Up — O (u =  0,  u„ =  0);

p r z y  w s z e l k i c h  w a r t o ś c i a c h  .r >  O

3) dla t  =  O , Up— — ua (u =  0),

4) dla t =  0 , ip=  — /„ (z =  0),

gdzie zz„ i i„ są funkcjami x ,  które mogą być określone na pod
stawie znanych wzorów dla stanu ustalonego. Sposób rozwiązy
wania zagadnienia jest taki sam, jak w § 111.

T e o r ja  p rą d ó w  z m ie n n y c h  29



§  113.  Linja nieodkształcajqca. Wyrażenie w a r t o ś c i  

-chwilowych napięć i prqdów w postaci d w ó c h  fal.

Znaczne uproszczenie we wzorach dla napięć i prądów otrzy 
mamy, rozpatrując linję, w której stałe tworzą znaną proporcję-

Ł  — A  (36)
L ~  C ’

-czyli t. zw. linję nieodkształcającą. W tym przypadku wzory 
(16) i (18) dają
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0

(37)R A
“ — L ~  C ’

y  —  0 .

Weźmy ogólne równanie różniczkowe (3)

g  =  R  A u  +  ( * C +  ¡-A) ; (38)

załóżmy

u =  Ye~ał (39)

gdzie Y narazie niewiadoma funkcja dwóch zmiennych . v i f :

Y =  f ( x ,  t) .
Wtedy

du -°-1 d Y  d2u -«i d2Y
~ d x ~ e d72~~e

àu __ _ at ( d Y  
dt ' dł “

Y\ P-°-t i&JL _  < „ 2 V \
Yr  dt2 ~  \ d i 2 2 dt +  } /•

Podstawiając te wartości do (38) i dzieląc obie strony przez
e at, otrzymamy

d2y
dx2 =  * * v + ( * e + L A ) ( ^ - « r ) + L c ( ^ - 2 « | ï + . ’ r ) =

=  Y[RA — a . (RC+LA)  +  o.'2LC] +

d Y  d 2 Y
+  Tt [RC +  L A -  2 a LC] +  -¿p L C > (40)



Uwzględniając wartości * ze wzoru (37 obliczamy 

R A  — r ( R C — LA — r L C  =  RA — ^  —

R C - \ - L A — 2 * L C =  RC — RC — 2 RC =  0 

Wobec tego równanie (40) otrzymuje postać

* r  L C * Y
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ax-

Oznac-zmv

a
I LC

(41'

czvli LC =  -X- . wówczas 
a-

d- Y , d - Y
of- ~ a  ox-

(42.

Jest to znane równanie różniczkowe d Alembert a. wyprowa
dzone dla drgającej struny. Całka ogólna tego równania ma po
stać.

Y = f ( x -  at) — U ( x  — at). (43)

gdzie f  i f_ stanowią naogół dowolne funkcje odległości x  i cza
su t.

Można łatwo sprawdzić słuszność tego rozwiązania, gdyż

° y  _  o f _____ °_!l___a .
dt d (x — a t) d (x —  a t)

i i  =   =
dt d(x  — a t f '  d ( x  — at)-

_ , \ _ _ J %  ° ‘f '  i
[d (x  — a t f  d (x  — a t r \  ’

d Y  df,__________¿/a
óx ~  d (x —  a t) d (x —  a t) '



skąd widać, że warunek (42) spełniony.
Podstawiając wartość Y ze wzoru (43) do (39), otrzymamy

u =  e - at (x  — at) Ą - f i ( x Ą -  at)}.

Stosując nasze rozumowanie do stanu przejściowego będziemy
mieli

iip =  e~°^ {fi (x  — at) - \ - f2 (x - f  at)). (44)

Dla znalezienia i bierzemy wzór (2)

dx ~  “ +  dt ’

podstawiając tutaj znalezioną wartość up, otrzymamy

-  \ A ( f , + f , > - « C < f t +  f .J -  Ca d ( ] ! r± at) +

+  Ca a f f c l  = \ (A -  ° c> ( f ' + 1’-> -
_  Ca i & __________ ()fl )\' d i x  — at) dfx-\-at)i>d (x — at) d(x - \-a t )

Wobec (37)
A — a.C =  A  — A — 0 ,

więc

-  dÎE =  _  nar— fi. 0̂  "  Q/) -  L ^ L l
* d(.v — «7) d (x -j- at) * ’

1
albo, podstawiając a ~^,-jjq i zmieniając znaki

^  =  i / j 7  e —a*{ d/i i* -  ^  f* +  at)
dx X L \ d ( x -  at) d (x  +  at)

Całkując względem x ,  otrzymamy

/~C
ip =  y  e ~at {f\ (x — at) — f>(x Ą- at)}. (4 5 )

Stała dowolna powinna równać się zeru, gdyż dla t ~  Xj 
Up =  0 oraz ip =  0.
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Stosunek amplitud napięcia i natężenia prądu stanowi opor
ność falową Z; w rozpatrywanym przypadku

7 = \ /Lc

Wzory (44) i (45) dają nam wartości chwilowe napięcia 
i prądu przejściowego w dowolnym punkcie przewodu.

Rozpatrzmy dwa punkty, znajdujące się w odległości dx;
w tym drugim punkcie wartość napięcia i prądu będzie taka sa
ma, jak w punkcie pierwszym po upływie czasu dt. Wobec tego

1) x  -f- dx  — a (t -(- dt) =  x  — ał,
2) x  -f- dx  - f  a (t -j- dt) =  x  -(- ał;

z pierwszego równania otrzymujemy

dx  — adt — 0; a — ~  , dt

z drugiego równania
dxdx  -|- adt  =  0; a =  — -jr 1 dt

Widzimy stąd, że spótczynnik a stanowi prędkość, z jaką się 
rozchodzą z jednego dowolnego punktu do drugiego — te same 
wartości prądu i napięcia; inaczej mówiąc, jest to prędkość rozcho
dzenia się fal napięcia i prądu wzdłuż przewodu.

Ze wzorów (44) i (45) stwierdzamy, że napięcie stanowi sumę 
dwóch fal, zaś prąd różnicę dwóch fal, które rozchodzą się z jedną 
i tą samą prędkością, ale w kierunkach przeciwnych (prędkości 
mają znaki przeciwne); fale są tłumione odpowiednio do funkcji 
wykładniczej e ~at, która jest funkcją malejącą.

Fale prądu są podobne do odpowiednich fal napięcia; ampli
tudy fal prądu otrzymujemy z amplitud napięcia, mnożąc je przez

j / ^  , co stanowi odwrotność oporności falowej linji w rozpatry

wanym przypadku.
Obie fale, które mamy w powyższych wzorach, nazywamy 

falami wędrownemi. Pierwsza z tych fal, wychodząca ze źródła 
stanowi falę główną; druga, biegnąca z tą samą prędkością, ale 
w kierunku przeciwnym, stanowi falę wpadającą do źródła lub 
falę odbitą na końcu linji.



§ 1 1 4 .  Przyłqczanie linji nieodkszłatcajqcej do oporności
rzeczywistej.

Fale wędrujące, natrafiając na przeszkody w postaci skupio
nych oporności, bądź rzeczywistych, bądź urojonych, podlegają 
częściowo odbiciu, częściowo załamaniu.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy fala z linji nieodkształ-

cającej o oporności falowej Z =  ~y —ę  natrafia w odległości / od 

początku linji na oporność rzeczywistą R  (rys. 215).

U ---------

i.
1

»2

i ^  |
Ul1

z r 5  u 2

i V
Rys. 215,

Wartość chwilowa napięcia przejściowego na tej oporności 
wyrazi się według wzoru (44) w sposób następujący

— a t
u-, =  e fi[ l  — a f ) +  / ,  (/ +  at) (47)

zaś wartość chwilowa natężenia prądu przepływającego przez 
oporność R  według wzoru (45) z uwzględnieniem wzoru (46) przy
bierze postać

-at

li = fi — at) — fi  (/-j-aź) (48)

Oznaczając w skróceniu pierwszą falę, jako falę główną przez 
f g , drugą zaś jako falę odbitą przez f 0 , czyli zakładając

e f x (l—at) =  f g ,

e fi (/+a/) =  f 0 ,

będziemy mieli ze wzorów (47) i (48)
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Ale u2 — ii R ,

(50)

więc

u.,
R

i f y - f o ) . (51)

Przez zestawienie ostatniego wzoru ze wzorem (49), otrzy
mujemy

skąd

Wyraz

S o  —
R — Z
R + Ź

(52)

(53)

stanowi spółczynnik odbicia fali głównej.
Podstawiając wartość f 0 ze wzoru (52) do wzoru (51), będzie

my mieli

U i  —
R

fy
R  —  Z  
R  +  Z fy

2 R
R Z fy • (54)

Wyraz

2 R
R +  Z

(55)

stanowi spółczynnik przejścia fali głównej.
Ze wzoru (50), przy uwzględnieniu wzoru (52), otrzymamy

• R ~  Z  f  l _
,2 Z  V 9 R  +  Z  Ta' R fy • (56)

Z powyższych wzorów na u.2 oraz i, możemy otrzymać war
tości napięcia i natężenia prądu, gdy linja jest w stanie jałowym 
lub gdy jest w stanie zwarcia. W pierwszym przypadku R =  cc , 
wtedy
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U2 ---- 2  f g  ,

12 =  O .

Ze wzoru (52) wynika, że w tym przypadku

fo =  fg >

wskazuje to, że fala odbita ma ten sam znak, co i fala główna, 
wobec czego napięcie na oporności wzrasta do podwójnej wartości 
napięcia u,  które mamy u źródła. Dla prądu zaś f a l a  odbita otrzy
muje znak przeciwny, skutkiem czego prąd zanika.

Na rys. 216 pokazany jest przebieg fal napięcia i prądu 
w przypadku, gdy nie uwzględniamy tłumienia (a =  0). Położenie 
1 odpowiada chwili, gdy pierwotna fala główna nie doszła jesz
cze do końca linji; w końcu zostaje odbita, przyczem dla napięcia

/I/w/////"/.A/ (/////////, //// mm.
Rys. 216.

%
z tym samym znakiem, dla prądu ze znakiem przeciwnym. Poło
żenie 2 wskazuje stan po tym odbiciu; napięcie się podwaja, prąd 
zaś zanika; stan taki będzie trwał zanim fale nie dojdą do po
czątku linji; tu napięcie powinno się zrównać z napięciem ui źró
dła, wobec czego zachodzi odbicie fali ze zmianą znaku zarówno



dla napięcia jak i dla prądu. Położenie 3 daje nam obraz, gdy 
w pewnej odległości od źródła ujemne napięcie zniwelowało do 
wartości «Ł poprzednie napięcie równe 2 «t oraz ujemny prąd osią
gnął swoją wartość. Po dojściu takiego stanu do końca linji za
chodzi odbicie fali napięcia z tym samym znakiem czyli ujemnym, 
wobec czego napięcie spada do zera, fala zaś prądu odbija się ze 
znakiem przeciwnym czyli dodatnim, co powoduje zanikanie prą
du, otrzymujemy położenie 4. Taki stan trwa aż fale dojdą do 
początku; wtedy rozpoczyna się wszystko na nowo w takim sa
mym porządku.

Najkrótszy czas czyli okres T, po upływie którego następuje 
powtórzenie zjawiska, znajdziemy, biorąc pod uwagę, że powtórze
nie zjawiska zachodzi po czterokrotnem przebiegu fali wzdłuż ca
łej długości linji l i że prędkość przebiegu fali wynosi a; oczy
wiście

to znaczy, że na długości linji mamy — całkowitej fali.

Gdy linja jest w stanie zwarcia R  =  0, wówczas ze wzoru 
(54) wynika, że

«, =  0,

fala napięcia odbija się w końcu ze znakiem przeciwnym.
Na podstawie wzoru (56), w tym przypadku,

a ponieważ

fg =  Ui,

zaś

przeto
u =  2 1\;

znaczy to, że fala napięcia zostaje w miejscu zwarcia linji odbita 
z tym samym znakiem.



Ciekawy przypadek zachodzi, gdy R =  Z; wówczas, jak to 
wynika ze wzoru (52),

/o =  0 ;

to znaczy, że nie zachodzi odbicie; cała fala główna przechodzi 
przez oporność R  .

§  115. Przyłqczanie linji nieodkształcajqcej 
do oporności pozornej.

Rozpatrzymy obecnie przypadek, gdy do linji nieodkształ- 
cającej z opornością falową Z l przyłączamy oporność pozorną Z2; 
może to być również oporność falowa drugiej podobnej linji 
(rys. 217).

U|i
L

Rys. 217.

Zamieniając we wzorach poprzedniego paragrafu Z  na Zx 
i R  na Z2 otrzymamy wzory, odpowiadające nowym warunkom. 
Ze wzoru (53), otrzymujemy dla rozpatrywanego przypadku spół- 
czynnik odbicia fali w miejscu przyłączenia oporności Z2

Z, — Zi 
S° ¿2 +  ^ ’

zaś ze wzoru (55) spółczynnik przejścia fali

2 Z,
Sp Z1~\~Z2 *

Fala odbita w pierwszej linji w miejscu przyłączenia Z> 
wyrazi się wzorem

fu =  so fg ■>

zaś napięcie na oporności będzie
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Tak samo znajdziemy prąd U,  wchodzący do oporności Z,;  
ze wzoru (56)

u11L- ~  z ,  +  z ,  fg z ,  +  z,

ale

Ui =  Zx i i ,

więc
2 Zj 

Zi +  Z2 Zl'

W przypadku, gdy Z. =  Z2, spółczynnik odbicia staje się 
równym zeru, czyli cała fala główna przechodzi przez oporność Z2.
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128 10 n „ OD' 0'D'

137 2 od góry U Ui
142 5 „ »• U, u.,

T

291 we wzorze 39 i h

305 3 i5od góry
a

e~Bx
a

eb~a

310 We wzorze 66 e- i  '?'•!

311 3 od góry Ż Z  z
„ b

329 8 od dołu eh eR

331 we wzorze 37 Io
. i T u t0 \

h
i  [i U ło

376 6 od dołu ' Rto -  L ' \ Rtn -

435 7 » ” =  a2 =  — a2
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