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A L G E B R A .

D o d a w a n ie  i  o d e jm o w a n ie .

1. a a —|— tx —j— a =  4a
—  a — a — a =  — 3a

3, (-f- a) -)- (— a) =  0
4. (— a ) ~ ( — &) =  — « +  &

albo =  — [a — b)

M n o ie n ie .

1. ( + a ) ,  ( + &  =  +  «&;
albo: (— a ) , (— &) =  -(- ab

2. (-j- a ) . (— h) —  — ab ;
albo: (— a ) . (-f- b) =  — ab

3. ['x-\-b). e=ac-\-bc, (a— b ,c ~ a c — be

D z ie lc n ie .

1 - ( - a   a _ n  — a   a



- , 0  « a  3, -= = 0 ; -  a o oo (niesk.) — =  nieozn

4,
a-]-b a ■

3.

2
a — b

R ó w n a n ia  I -g o  s to p n ia .

1, ax  -j- b =  0; x  = . — —

2. a® -J- 6y =  c

a

a: = cxb— bex 
aby—

. .

a) a&. — i  o t. zn. — "f~ r-  i układ
+  «i +  Oi

rozwiązalny jednoznacznie;

b) aby — bav — o\ cbx — ybe II. o
a b , c 

t, zn. — — t~  i ~  < wówczas«1 by +  Cy
acy —- ęaj T  o ; układ nierozwiązalny 

»  =  <»; y=<>o;



c] ab! — J>ax =  o; obx — bal =  o
a h c 

t. zn. — — t - , wówczas
«1 &i

ac1 — caL — o: układ nieznaczo-
o on y

R ó w n a n ia  2 -g o  s to p n ia .

1. x 2 == a; « 1,2 = - . i  1/’ra
2. aa;2 -f- bx -]- c =  0 — a (x—x x) (x—a2)i

—  b ±  ! T 2"—4«c 
X m  ~  2 a

i , . f i
«i -f" ^2 =f — ■; x i • x 2 =  —;(l CL

3. ax2 -j- 2 fcc -f- c — n
— &i  i; fr2 •— dc

¡CltJ — ~  a  —

| 4. x 2 px  — -j- 0.

« ■ = - 1± / :4 *
"•*1 ~h *2 —  14 »1 • »2 =  2



5. Równanie dwukwadratowe:
ax* -j- bx2 -j- c — 0;

x- + \/b 2 — 4 aa
2a

6. Równania zwrotne:
ax4 +  ba:3 4 “ ca;2 4~ ~t~ °  “  0

ax2 +  b x Ą - c Ą - ~ Ą - ^ = = Q

4 ;, +  J>)+M*+ 4) +  c = 0
a [z2— 2)-\~ bz-\~ c~ 0 , gdzie z —  x  \ -  -

JC
az2 4~ bz 4 -  c — 2a =  0

_  —b + \ /  b2 — 4« |c — 2o)
£m  ~  ~  2 r ; 7 7 ~ : ~ ~
mając zx i  z2, znajdziemy x  z ró-w-

■ i 1nama: x  -4- — ==. z. 
X

R ó w n a n ia  3 -g o  s to p n ia .



2. a:3-j~ a x 2 +  & a:-fe =  0,
Niech x  =  z Ą - t . , ,  (I) 

{zĄ-tyĄ-a [z-\-f)2-\-h { zĄ -t)-\-c= 0  
i 3+ (3 ć -f  a)224-(3i2+ 2ai+ & ) z+ (ć3+

+ os2+ u  4 - « ) = o.
Dla t dajemy taką wartość, żei

3f +  fl =  0 ; - t = — (II)

+ y~H = °
Dla krótkości: y — ~  -j- & =j>;

a3 , o3 aft ,
“ 2 7 +  9 “ T + c ~ ^

3, i ,5-j-p2'-l-2= 0; niech z = « -f -v , . ,  (III)
its_j—vj_j_(u —|_v) o

Dla UJ dajemy taką wartość, że;



3 v  =  . . (IV)

ii* _]1 o .

• = ] / '
-2±\Az2+ V

27' zaś v -  P
2 ' 3 u.

Mając u  i v, znajdziemy z, a ma
jąc z  i t, znajdziemy x.

D y s k u s ja  ró w n a ń  2 -g o  s to p n ia .

Równanie: ax2 bx -j- e —  0.
W yróżnik: A =  b2 — 4ae,

1. A  >  o — równanie posiada 2 pier
wiastki rzeczywiste różnej

2. A  == o —- jeden pierwiastek rzeczy
wisty podwójny (dwa równe);

3. A — dwa urojone.
Znaki pierwiastków:
c

1. — >  o stąd a?! , x 2 >  o — pierw iast

ki są znaków jednakowych



r.y -f- ,?2 —  j>  o — obydwa do-
a 1

datnie

x i~ r  X i=  — — obydwa

ujemne;
e

2. jg- <" o stąd x x . x2 <  o.— pierwia

stki są znaków różnych

^ r h f ą  = .  — 7  > &  l>i] >  I^s]

x t +  g  =  — ~  <  o- [ x j  <  [x j;  

jeżeli ą  >  rc2,

Trójm ian 2-go stopn ia .

y  ==g a x2 4 -  br, -f- c. x2 <Cxl. 
t, a^> o.

A >  0; y  >  o dla x  •< a*2 lub a: 
y <■ o dla x 2 <C a? <

A — 0; 2/ >  o dla każdego x,_^— ~~



2, a <C o,
A >  0; y  >  o dla x 2 <  x  <

t/ <C o dla a; <  2̂ lub * > * 1

P o ło ż e n ie  l ic z b y  (a) w z g lę d e m  p ie r -  
w ia s t k ó w  tr ó jm ia n u  k w a d r a to w e g o .

y =  ax*-\-bx%f-c; >  a;a.

1. Dla: a <  x 2 -<  jc1(
winno być: & — b2 — 4ac >  o;

2, Dla a =  x 2 <l x t winno być: A >  0;

A =  0; y  <C o dla każdego a;

A <  0; y <Z o stale,
n , b ADla x — — y —  max, = — — 2a Aa

a f  («) >  0; i — >  a ,

10



3, Dla x 2 <C a, <* x y winno być: A  !>ó{

a f[ a ] < o i - Ł > a.

4, Dla x 2 <C^i =  a winno być: A >  o;

af[a) —  o i — ̂ “ < a-

5, Dla %  < , < « ,  winno być: A >  0J

a f[ 'A >  o i —

P o ło ż e n ie  p ie r w ia s tk ó w  tr ó jm ia n u  
k w a d r a to w e g o :  y =  aa;2 -f- bx  -f-c

w z g lą d e m  d a n e g o  p r z e d z ia łu .  < * < ? )

\. Dla: a <  x% <  x x <  ? 
winno być: A  !>  o; 

ta f  (ct) >  o\ . . . .  &
ia f (3 ) ;>  4  1 H 2a

2, Dla: a <" x 2 <  (3 <  x t 
winno być: A  1> o;

\afSm>



winno być: A  !>  0\
ta f  (a) <  o\ b
W  ( ? ) > » '  2a

D y s k u s ja  ró w n a ń  d w u k w a d r a to -  
w y ch : axA - j -  bx- Jr  e — 0.

„ + f = ^

„ = + | / = % A l

& — \/A ; A = i2
2 a

1. Przy A > 0 ,  ̂  0 i J > 0 -

— 4 pierw, rzecz,, z których 2 do
datnie i 2 ujemne,
t. j. ^ > 0 ;  ® j > 0  i ys < 0 ;  ^ < 0

2. Przy A > 0 ;  “ ^ < 0 ; ^ > 0  

12



4 pierwiastki urojorió;

3. Przy A > 0 i ^ < 0  2 pierw, rzecz.

i 2 urojone t. j. 
x 1 > 0 ;  x 2 •< 0; A  i ;r4 urojone.

. Przy A  = 0 i r f  — a:3 i »2 =  a:4.

. Przy A <  0 — niema pierwiastków.

N ie r ó w n o śc i.

1. A ^> B , wówczas:
2. A  ± a > B  ±  a.
3. A ^>  B  stąd 4  — B  o.
4. jeżeli f l > o  i 4  >  jB to aA^> a B

5. jeżeli a <  o i . l >  B  to aA ^> aB

a a
6. jeżeli A  s> B  i C^> D  to

A  +  O B  +  D. L
7. jeżeli A > B  i ( ? < ! )  to  'i  

A  —  C > B - ~ D .
13



P o  t  ą g  i

1. a1 =  a; l a =  1
2. ( + a ) n =  +  an
3. {— a)’‘ =  - j-a n, gdy « p a rz y s t
4. (— aH) '== — a", gdy n  nieparzyst.
5. [ab]"1 =  am b'n

9. a" + 1 : ci" — a; a” : a” ~ 1 =  a

14. [a +  I)* =  a2 +  2ab +  b2
15. (a — 1)*== a2 — 2fl& +  6*
16. a2 — b2 =  [a-\-b) (a — b)
17. («-\-b-\-cY- —  a2 +  b2-{-£iJ r 2ûb —  

-4- 2ac-\-2bc

7. am . a" —  amJr n
8. fi"1 ; a" —  M  —  “

13. a —  ’ =  a — » —a

14



18, (a +  b ) \=  a3 - f  3a2b +  3ab2 +  &s
19, (a _  by  4 -  a3 — 3a26 +  3a&2 — &s
20, a3 4~ &2 ^  (a ~[~ ^) ■ (a2 — ab Z>2)
21, a3 — Z»3 == (a. — Z>) , (a2 4" “f* b2)
22, [aĄ-tĄ —  o ^ - y ^ ^ - ^ a Ą - b c

L ic z b y  n ie w y m ie r n e  ( p ie r w ia s tn ik i) .

1. \J~7iF= a\ \\Ta~] —  a
»

2, y V l,‘= a m
n « n

3. V ab =  \[a . \! b

5. \ jam =-• |  \/a ) ! y'«"1 =  o n

6.

15



8, — +  a, \[a  -j-
9. \ia% —  +  ayja\ \ / - j -  b)3 ==;
-■ =  +  (g ~ rb) \/<z —j— b

10, (V « +  V b) ■ (V a — V lĄ —  a — b

11. \ / « ± v / & = ] / i : N | 2~ 5 - f  

+  j /  a — v'«z- ~  T>_

W y k ła d n ik i u ła m k o w e .



L ic z b y  u r o jo n e .

i .  v ==:rT = ?.



i O V — , /  g_
V 6*

11. a +  bi (liczba zespolona).
12. (« —j— 5ż) (a — =  fl2-)~&s

V =  +  \/ a2 &2 (moduł liczb ze
spolonych).

13. a +  bi =  r (Cos w +  i S in  w)

P r o p o r c je .

1, a : b = c : d \  c : a = '-d : a", 
a-.c —  b id ; c: d —  a-.b; 
b : a —  d : c; d :b  —  c ;a \  
b : d —-*a: c: d ; c =  b ; a.

2. a , d ~ b  c.
^ a  be ^  be ^  ad  ad

~  d '  a ’ c ’ ~~ b '
4. Pochodne.

a   c a   c
a 4“  ̂ c 4 '  d' a ~ b  c — d’
a -y- b  c 4 ~ d  a — b  c — d

a c ' a — c
18



„ a -j- b c -f- d 
albo: t— w~j*a — o c —■d

5. a : x  =  x  : b\
x  =  ab (średnia proporcjon. albo 
średnia geometryczna).

6. 2x —  a -{- b; x  —  ~ 2 ~  średnia 

arytmetyczna).

P o s t ą p  a r y tm e ty c z n y .

ax — wyraz pierwszy, an —  ostatni, 
d — różnica postępu, n  — liczba wy
razów,- S n — suma n  wyrazów,

1, an =  a±-\-[n — 1) d
2. fl! =  an — [n — 1) d 

C( -j- a,i
23, S„ —  - w  - ” • ”

albo: S n =  (•<! -j- d\ n

. 7 a m  ~ r4 . a h  =  2  -



d o s tę p  geom etryczny.

a — wyraz pierwszy, an — ostatni, 
q — wykładnik postępu, n  — liczba 
wyrazów, S n — suma n  wyrazów.

loqan—łona , .
1. «— ; « = % /  - I f f .

2. S u = ——— —— (dla p. wzrast.).
■ a - i

3. S,i — — P- malejąc.).

4. Sn — r —— (dla p, nieskończenie
«-»■co 1 q
malejącego, gdy [q\ <  1).

3, ak — \lau~i . Ok4-1

S u m a n ie k tó r y c h  s z e r e g ó w .



i  i  2a , '3 aï 4«s
(#-¡% )z a;2 x s X4 Xa

ß  »(n~T~l)  (2 »- ) - ! )  32 -j-
1,2.3.

I H ( í í - f - 1 ) 2
I 1.2

7. ;̂ 1Í Í E d p =t 2+ 2 .3 - f3 .4  +
3

+  n {n 1)
,yt /yi2 /7>3

8, ßl- =  i ^ T + — - | 2 ^  +  ...

9, e =  1 - |-  Y +-J 2 ' f  Í .Z 3  "r  '"
=  2,7182818...

1 0 . ^

CE**
11. Cos X =  1 1,2 1 1.2.3.4

x«
1.2.3,4.5.6 1 

e= 3,14159
Si



L o g a r y tm y .

1. Ig ab =  lg a -\- lg b ,

2. Ig -= =  Ig a — Ig b.

3. Ig a" == n Ig a.
« __  i

4. ty y/ a — n ty a.

5. lga a —  1; tya 1 =  0; lga 0 =  — co 
gdzie a >  1,

6. tyi„ 10 =  1; Ig, I0 =  ?f ° 10-
tyio e

=  ó ty iŻ O  2 ,3025}.

7- !j  -v '

(gJzie ies* m0^ ulem lok-)-

P r o c e n ty  s k ła d a n e .

1. na jaką sumę zamieni się po 
« latach kapitał a, . oddany na pro- 
12



cent składany po p%  od sta =  rl?

A =  a(l+r)>'-, 
gdy A  =  maj m = ( |jM -r) 'V

Jeżeli kapitał procentuje przez

co g-tą  część roku, wówczas

2. Jakiemi spłatami terminowemi 
b, wnoszonenii przy końcu każdego 
roku, można przez «  lat umorzyć 
pożyczkę B  przy procencie składa
nym po j>% od sta?

3, Jak a  się utworzy suma C, je
żeli na początku każdego roku przez

23
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..n lat wnosi się do kasy e rubli przy 
pi-ocencie składanym po p°/0 od sta?

C = c 1 J r r (1 +  >) 1
 iii' . m

Jeśli wnosi się przy końcu każ

dego roku, to C= c  —■— pr zy

wkładach zaś co pewien okres cza
su (co m  lat) po upływie q okresów

c —  c t +  ^ 'IŁ K1 +  ?~) g ~  ^
r

5, Renta, Jaką  sumę D  trzeba wło
żyć do banku, aby w końcu każdego 
z n lat otrzymać rentę d?

gdzier =  - 1-  
r}" ' g 100

Ile trzeba włożyć (D), aby otrzy
mywać wieczną rentę d.

D  i .
r

R enta odroczona na (m — 1) lat:
24



a) płatna (J) przez n lat następ* 
nych:

d [ ( l + r ) " - l ]  
r  (1 ’

b) wieczna: 
dD r(l +  r)m—1

D y s k o n t o  w e k s l i .

A  waluta, a cena wekslu, q pro
cent od 100 za czas przed terminem 
płatności,

!. Dyskonto matematyczne.

a — 4 —  ^  __
100 +<7

II. Dyskonto handlowe.

'  100

K o m b in a to r y k a .

1, Rozmieszczenia [Arrangements]:



4* — m [m — i) (m — 2) (w — 3)...

... (mi — n Ą - 1).

2. Przestawienia (Permutations): 
P(m) =  1.2.3.4,.,. [iii — 1) mi =  mi!

3, Liczba przestaw ień z « elemen
tów, pomiędzy któremi jeden powta
rza si ? a razy, drugi : (3 razy, trzeci : y 
razy  i t, d. (a -j- P T — n)

P(n)  _  «!'
(a, p, y) a! fi! y!

(gdzie «! — 1.2,3.... w),

4, Połączenia (C'om6»/aisoMs):
 Mt(«t—- 1) (m — — « —j— 1)

Lm ~  1.2.3 . (¡; -  1) u
c /-.n _ r r r n— n" -L/--”“ 1m » ^ «i ^ m—1 i m—I

D w u m ia n  N e w to n a .

1. (Z 4 -  a),n =  X m 4 -  m a X m-> -f-
26



+ ^ 7 r - “i — + •■ • •+ « * .

albo: (X +  o)» =  X»* +  C i a X «-» +  

+  ClaKr« -»  4 -  0 4

2. W yraz ogólny. P,,*, == C," o" ! * ’1

3. (X — a)m =  X m —  m a X m~1 -f-

, m [m — 1) .  _
4  Y 2  a X  —  •>••+(— i ) ”1«”

W  y z n a c z n ik i.

1}

W yznacznik 2-go rządu. 
A, B
A t B, AJBi —  A W

2) W łasność wyznaczniki
A, B

A j, B %
A ,  A A  

P ,  B i  \



A, B  
4  i , B t  

U ,  B  
i A, B 

A, B  
Alt Bi

U i .  S i ! 
W  B \

| B, A  
i Sj-,

=  0;

A ±  mB, B I 
A Ą z  m B u  Z?j |

/I +  m4i, -B +  Ml Z?!

=  4 Ą  —

3) Jedno z zastosowali,

4® -f- jBy -j- C = 0  
i i i®  - f -  B iy  - j -  Ci =  0

x  =
B G . —  B ^O  
A B l — Ai£’

C!4i —  ą 4
y ~ i ł f ? i  — 4 i- B :

28



lub inaczej:

V —

W yznacznik 3-go rządu-.
ą g  q Przy rozwijaniu wy- 

A\, Bu Cv znacznika 3 rzędu na-
A2, B2i O., leży każdy element obra

nego wiersza lub ko
lumny pomnożyć przez odpowiadają
cy mu podwyznacznik (minor). Przy- 
tym, jeżeli element ten znajdują się 
w kolumnie i wierszu odpowiednio 
parzystych lub nieparzystych (np, Ikol, 
i 3 wiersz lub II k, i 2 w.), to ele-

2?

— C ,B
- C u  Bi

A, B  
A u B l

A, — C
A  - f i

A, B
Au Bl



ment ten należy wziąć ze znakiem 
niezmienionym, w przeciwnym razie 
ze znakiem odwrotnym.

-r< —i 4 - 
—> 4 -. —
4". —. +

Rozwińmy wyznacznik według 3 
wiersza:

A, B, C
Bu Cl 

a 2,r , , c.
=  A,

B, C 
Bu C\ — B, A, C 

Ai, Ci 4

+  ą | A S i  = A 2 (BC1- B 1 C)-\. 
— Ą  (A\G  — A 1 C)-j-  C2 (ABl - f  
•— B) —  i t. d.

S k r ó c o n y  s p o s ó b  o b lic z a n ia  w y z n a 
c z n ik a  3-gfo rz ęd u :

Mając wyznacznik 3-go rzędu do
pisujemy pod nim dwa jego pierwsze 
\#iersze; mamy,
39



\ /
A, B, C

\  \ /
A lt Ą . C\

\  \ \ /
A 2, B ,, C2

\ \ \
A, B, c

\ \
A , Bi, Oy

\

W yznacznik ten równa się sumie 3-ch 
iloczynów wziętych według trzech cał
kowitych przekątnych od lewej ręki 
ku prawej, więcej suma trzech takich 
samych iloczynów branych od pra
wej ręki ku lewej, wziętych ze zna
kiem —, a więc

W  =  A B X C2 +  A  Ą  C-- M j  B c i - f  
— CBl A 2 —  C\ B2 A  — C\ BA t



f ta c h u n e k  r ó ż n ic z k o w y  i c a łk o w ity .

I. Ciągi.

Zbiór uporządkowany liczb two
rzy ciąg:

Cl̂ f #2* • • * * dni * * ' #

a jest granicą tego ciągu, jeżeli dla 
każdej liczby S >> o istnieje N  takie, 
że dla n j>  N  mamy: [a„ — a] <  S.

II. Ogólne wzory różniczkowania.

Pochodną y  względem x, związa
nych zależnością y  =  f  (a:), oznacza
my przez:

y ' = f l A = f x = l m

t .  Pochodna sumy:
d [x rj-  y -f- z - j - . , . , )  =  clx -j- 

-{-dy -f- dz-'~ . . , .
2. d [C] =  o — pochodna stałej jest 

zerem.
32



3. d ^  -¡- c) =  dx
4. d (Gx) — C . dx
5, cl (xy) —  x . dy y  . dx
6, d (jęm) =  m . a;’11-1 clx

n ^  / x \  y ,d x  —  x  .d y

9. Jeżeli y  =  f  (z), z  — -o (o;)
^  d y  dy dz

dx dz dx  
10, Jeżeli y —  f [ x )

. d x  1 _ 1 _
ę  d ą f i m

III. Ogólne wzory całkowania.

1, f  {x dx y dy Ą- z  dz =
=* f  x d x Ą -  j  y dy + f e  d z ---

dx

3 31



2. J  G f (x)  dx — Oj  f  ffi d.c.

3. j  ii dx == uv —J v ~  dx.

4. ¡ f i x )  d x = f f [ * ( t ) ] ^ ( t )  dt

gdzie x  =  <f (i),

C Xnjr  1 I
5. J z '\d x  -  gdy « ^ 1 - 1 .

np, j"*3 (i'C — “ ; j  2 x  d.c =

/*
== 2 J x  dx =  2 . - j  — x 2\ gdy n  == — 1

j  x ~ i 'd x  = J  j  =  log. nat.

6. Całkowanie pomiędzy granicami, 
gdy zmienna przybiera wartości od u 
do b [a < § ) :

Jeżeli /  f  ( . r )  d J  =  F  ( Ą - 1 -  ( ’. 

to /  / ( =  F  (6) — (<*}•
U
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/  f  (X ) d x  =  —  /  f  (a ;) d r ,.
a h

IV . R ó ż n ic z k i i  c a łk i  

częściej używane.
1) dxu+‘l =  [n -j~ 1) x n dx\



¡ ô * Æ e = - ^ a *  - f  C.
J  %  a

4) ä sin X =  cos X dx;

/  cos X dx—  sin  x  -f- C,

5) dcos X —  — sin x  dx ;

/  sin x d x  =  — eos x  -j- O.

6) dtg  x  =  -,eos2 ÍO

í - y -  =  -j~ D,J  cos2x

7) Scoiÿ x  -
—  dx

f  —  — cotg x +  C; J sin2 x

Día x

8) d are sin x -

36
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J H - * 2
W  powyższych wzorach C oznacza 

wielkość stałą,

V . M ax im a  i  m in im a .

Dla dwóch zmiennych y  i x, zwią
zanych ze sobą zależnością y  —  f  (a?)
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maximum lub minimum y  będzie przy 
x  czyniącym zadość równaniu;

S  = § ■ (* >  =  o;

y  posiada maximum jeżeli przy dane] 
wartości x  mamy:

r  ń  <  o .

y posiada minimum, jeżeli

r  ' . J  > - o .

V I. Z a s to s o w a n ia  g e o m e tr y c z n e .

1) Miara pola ograniczonego przez 
krzywą y ~ - f  [x) [ f  (#) >  C], oś a-ów 
i rzędzie w punktach a i b [a<^b] jest

/  f  (.'/:) dx.
a

2} Długość luku krzywej y  —  f  (^} 
zawartego pomiędzy rzednemi w punk
tach a i b [b <  a) mierzy się całką

3 8



i  i  ______ _
S  — J  v/rq-V» clx — f  i/l ~\~W'{¿)Ydx.

a <•

3) Promień krzywizny krzywej y ~ f { Ą





G E O M E T R J A .

P la n im e tr ja .

a, b, c boki, h wysokość, 11 pro
mień koła opisanego.

1.- Pole równoległoboku — a . li.
2. „ prostokąta =  a .b.
3. „ kwadratu — a2.

4. „ trójkąta =4 = ^ .
5. albo pole trójkąta =

=  /  V (p— a) (p— b) (p— c j ' 
gdzie 2p =  a -j- b c.

(I -i— jj
6. Pole trapezu =  ~ —h, albo=T.h,

Ci

gdzie linja środkowa l —  — {~
Li

Pole ukośnika (rombu) — ,
Ct

gdzie l i m są przekątnemi,
8. Obwód koła =  2z:ii“ (jc =  3 ,14159).
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9, Pole koła =  « R 2.
10. Długość luku, mającego n° sto»

p nl "i8CT‘

11. Pole wycinka kołowego o n°
. , itR n R  ~Rhi

stopniach ^  =  l 6 0 g

12. Pole odcinka == polu wycinka 
mniej Kole trójkąta.

13. Bok wielokąta 4premnego wpi
sanego o podwojonej liczbie bo
ków

«2» =  ] /  2 fi2 — 2 5  j /  5 2 — 

albo:

«2» = ] /  2 R 2 —  R  v '4 5 2 —  a 2»

14. W zór odwrotny:



15, Bok wielokąta foremnego opi
sanego na kole (mającego jednakową 
liczbę boków z wielok, wpisanym):

, a„;. R
K  =  — 7 = = - -

y
16. W zór odwrotny:

a„ =

17. Boki niektórych figur forem
nych wpisanych: an i opisanych: £>„:

£i} ~  R y' 3 ój =  2R  3

a ł =  5  y  2 =  2 5

a, =  -^ 1 0  — 275 b, =  2R \J5 — 2 7 1

a6 — 5  bt — ^  R\)' 3
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as =  R  s/2 — V~2 i s = 2 R  (v'2 — 1)
_̂______

«10 —^  (V5 1) łio ”  2R  VI — J'0,82

«12 — R V 2 —  ^3 &12 =  2 S  (2 —  V§)

18. Zależności pomiędzy bokami 
tró jkąta prostokątnego o kącie ostrym 
a, przyprostokątnej przyległej &, prze
ciwległej a. i przeciwprostokątnej e:

15°; a \ = y 2 - 1/ 3 - & = |\ /2 - j-K 3

. . .  c\/2  , e V2
* =  - r :  t T T

60-; « - f / *  ¡ > = |

a : : 75°; a =  -  V 2 +  K3 ; b = 4  V/2 -  K3
2  2
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S tereom etrja .

1. Sześcian .
a kraw ędź sześcianu; B  pole pod

stawy, powierzchnia boczna, 6' po
wierzchnia całkowita, V  objętość,

1, B  —  a2; 4a2»
2, <5 =  6 a 2,
3, V== a \

2. Prostopadłościan,
a, b krawędzie przy podstawie, 

c wysokość.
1, B  —  a .b  M = 2  (a- j~&)-c
2, *̂==2(rz—j—&).c—j— —J—rzc—j— Złe]
3, V —  a . b . c.

3. Graniastostup (pryzmat).

B  obwód podstawy, h wysokość; 
P i obwód przecięcia prostopadłego; 
l krawędź boczna; B  pole podstawy. 
M  powierzchnia boczna, 8  powierz
chnia całkowita; V  objętość;



1, M = B . h, a gdy pochyły M = P l, t,
2, S  =  P .h - \-2 B .
3, V = B . h .
■4. Objętość graniastosłupa trójkąt

nego ściętego nierównolegle:

v = ^ ( h 1 + n2 + jh) .

4. Ostrosłup (piramida).

P  obwód podstawy, l apotema ścia
ny bocznej, h wysokość, B  pole pod
stawy, M  powierzchnia boczna, 8  cał
kowita, V  objętość.

2, S = M +  B.
3, Jeżeli ostrosłup foremny, to

P . v
(gdzie r apotema pod

stawy); S  
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5. e Ostrosłup ścięty równoległe do 
podstawy. P  i p  odwody podstaw 
dolnej i górnej, LI i b ich pola, l —  
apotema ściętego ostrosłupa, h wy
sokość;

M =  i i — l- S = M ~ \ - B - \ - b ;
w

V ^ ( B  +  b ^ \ / B 7 b ) . '

5. Walec (prosty).

R  promień podstawy, h wysokość; 
~ ft2 pole podstawy, M  powierzchnia 
boczna; S —całkowita, V  objętość;

1. M = 2 r.R h ,
2. S = 2 r .R ( R Ą - h ) .
3. V  —  kR 2 . h.



6. S tożek (prosty).

R  promień podstawy; l tworząca, 
h wysokość stożka; M  pcwierzshnia 
boczna, S — całkowita, V  objętość.1. M— ~Rl.

2. S — kR  (R  -j- l),

3. V  —  — I : - 1; (h =  V ¥ = W ) .

7. S tożek ścięty równolegle.

R  promień podstawy dolnej; r — 
górnej, l tworząca, h wysokość; Ji\ 
promień przecięcia środkowego.1. M—n.(R-\-r)l.

2. S —  i tR  . (I - j -  R)  - j -  ir r  ( l  - j -  r).
albo M =  2k RJ, (gdzie R i = ~ 2 )•

3. 7 = - A ( ą * + r H - B ł - ) .

8. Kula.
R  promień kuli,
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1, s  *= ĄkE 1.

2. V  =  ~ i : K \
O

0. Wycinek kulisty.

R  promień kuli, r  promień podsta
wy odcinka, h wysokość odcinka AJ, 
powierzchnia kulista, S powierzchnia 
całkowita, V  objętość,

1. M = 2 ~ R h .
2. S ~ x R ( r - \ -  2h).

_ 2 - R 2h 
' ~ ]  3 ~  3 *

10. Odcinek kulisty.

Oznaczenia powyższe,
1 .  Af =  2~.ll. li.
2 .  3  =  Al  - j -  n r 2 .

3. V = ^ j  ( 3 R -h )

albo; F =  ir2 r.h\
Z O
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11. Warstwa (pas) kulista.

B  promień kuli, r  i promienie 
podstaw warstwy, h wysokość (gru
bość) warstwy, M  powierzchnia bocz
na, S —całkowita, V  objętość.

1. M — 2nB.li.
2. S  =  M + i: [ r n-~ \-r i0-).

3. V== - ^  (3?2 -f- 3 i\2 -f- li2}
c>

-  . h - r

12. W lelośdany foremne.

a krawędź wielościanu, B  promień 
kuli opisanej, r — wpisanej do wiclo- 
ścianu.

1. Czworościan (Tetraedr).



2. Sześcian (Eksaedr).

B  =  r  =  | ;  S  =  6a 2; 7 =  a 5.

3 .  Ośmiościan (Oktaedr).

s = ~ ñ  v = | y %

S = 2 a * s j 3 \  V  =  ~ \¡ 2 .

4. Dwunastościan (Ikosaedr).

a (3  +  \/5).
2 l 5 + r 5 ) ;  ,' = - | 4k3

Ä =  5a2v/3; 7  =  ~  a* (3 -f- \/5)<
f

S. Dwunastościan (Dodekaedr).

5  =  5 (v /3  +  v/ i5);
4
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r =  ~ 50 ~|~ 22 y/5

'S* =  3a2 j / * 5 (5 -j- 2 y 5);

7 = f ( 1 5  +  7v^).



T R y G O N O M E T R J A .

Kąty mierzymy:
1) stopniami, 2) radjanami, Radjan 

jest to kąt, którego łuk środkowy po
siada długość równą promieniowi.

Zadanie 1, Ile stopni jest w łuku 
równym promieniowi R?

2 kR  — 360°
l i  — m°

Radj rn odpowiada 57°17'45", 

Zadanie 2. Ile radjanów ma kąt a°?

180° 57°17'45".
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f u n k c j e  g o n lo n ie tr y c x n é .

I, Znaki w czterech kwadratach:

Sin, Cos, Tg. Ctg.

I + + + +

II
1 + — — —

III — — + +

IV — — —

54
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II. W artości funkcji przy;

0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 180° 270° 350°

Sin. 0 W 2 - v/3 i ł \/2 i\/3 2V2-f-v;3' 1 0 — 1 0

Cos. 1 "V2- ry''3 iy r3 i \/2 i v '2 - ^ 3 0 — 1 0 1

Tg. 0 2  —  \Jz Ę 1 V3 2 -f- \/3 ±  <» 0 ±  os 0  1

Ctg. ~4~ oo 2 -f- y 3 v/3 1 J j3 2 — \/3 0 +  co 0 • t  co



III. Funkcje kąta (luku) ujemnego.

Sin (— a) =  — S in  a; ty (— «) =  — tg a 
Cos (— aj — Cos a; Ctg (— a) == — Cyt a..

IV. Funkcje kąta dopełniającego.

Sin  (90 — aj ==' Cos a; ty (90 — a) — Ctg a 
Cos (90— a) =  Sin  a; Ctg (90 — a) =  tg a,

V. Prawo redukcji. Jeżeli jakikol
wiek luk jest przedstawiony pod po
stacią parzystej liczby ćwiartek (t. j, 
2 lub 4 razy po 90°) +  a, to funkcja 
goniometryczna tego luku — wziętej 
z odpowiednim znakiem takiej samej 
funkcji luku a; jeżeli zaś łuk jest da
ny pod postacią nieparzystej liczby 
ćwiartek (to jest 1 lub 3 razy po 
90°) +  ¡3, to goniometryczna funkcja 
tego łuku =  wziętej z odpowiednim 
znakiem takiej funkcji łuku ¡3, której 
nazwa różni się od nazwy danej funk
cji przyrostkiem co.
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sin  (180° +  rA  =  +  s w  ti
cos (180° ±  ti) =  —  cos a 
tg (180° ±  ti) =  ±  % a.

cotg (180° ±  a) =  ±  cotg a
see (180° ±  a) =  — sec a

sosec (180° ±  a) =  +  cosec a

sin  (90° +  P) — eos p
eos (9ü° -|- P) =  — sin P
tg (90° -j- P) =  — cotg P
cotg (90° +  P) — — iff P
see (90° +  P ) ~  — cosec P 
cosec (90° ~t~ P) — sec P
sin  (270° ±  P) =  — eos p 
eos (270° ±  P) =  ±  sin  p 
tg (270° ±  p) =  +  eotg p 
cotg (270° ±  P) =  +  ty P 
see (270° ±  P¡ == ±  cosec p 
cosec (270° ±  P) =  — sec p

sin  (360° 
eos (360° 
tg (360°

— a) — — sin o.
— a) =  -j- cos a
— ti) =  — tgti



fioig (360ó — a) =  — cotg « 
sec (360° — a) =  -f- sec a 
cosec (360° — a) =  — cosec a

Ogólne wzory redukcyjne.

1 ) sin  [fc . 180° Jr  (— 1 ) l'a] — sin  a;
2) cos ( k . 360° +  a) =  cos a;
3) tg (k , 180° +  a) =  tg a;

naprzykład:

s in 3000° = sin  [16.18 0 -j(— 1) .15 i 20°] ----- 
=  sm  (16 . 180° +  120°) = j sin  120“ =

=  sin  (180° — 120°) =  sin  60“ =  

lub:

si-n 3000°=st«[l 7,180~j—(— 1)’ 7( 60“) ] -  

=  sin  60“ = ~ ;

cos 3000° =  cos (8 . 360° -j- 120“) =
=  cos 120° =  cos (90° -i- 30°) —
— —  sin 30° =  — lfi.
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tg 3000° =  lg (16 . 180 - f  120°) =
~  tg 120° =  — tg 60° =  — v'3; 

lub:

tg 3000° =  tg [17 . 180 +  (— 60°)] =
== tg (— 60°) =  — tg 60° =  —

VI. Zależność pomiędzy funkcjami 
jednego i tego samego kąta: a i b 
przyprostokątne, c przeciwprostokot- 

[ na, a kąt przeciwległy a, p kąt prze- 
i ciwległy b.

1 . Sin  a. =  Gos a — —; tg a. — ~;c c o

Cta a  = —; See a ==4; Cosec o.=~-.•J a b a

2. See a =  — : See a , Cos a =  1 ;Cos a ’

Cosec a =  ; Cosec a . Sin  a =  1 ,Stn  a
3. Sin2 a. -j- Cos2 a =  1 ;
■Sin a =  y 1— 6’os2 a;- Cos a == y 1 —6't«2 a.

50



VrII. Funkcje sumy i różnicy dwóch 
kątów.

1. Sin a Cos $-\-Cos a Sinfi
2. Cos (a-j-p)= Cos a Cos p—Siu  a S in  p
3 , S in  (a— $)==Sin a Cos p— Sin a S in  p
4, Cos (a—p)= C osa Cgk $-{-Sin a Sin p

(a+P)=j | j g

7 r.<7 fLl i ¿y _ & > •  % p — 1 7- Cty ( u - f d -

o C/ J fa  , W + l
8. % ( « T P).— c Ę f z r c i g T



u U  3  d  -  s - f t o p  •  .

O K )  3 < ^ . -  ~  £  Ć(S>v<s
vm. Funkcje kąta  podwojonego

1, Sin  2« =  2 ¿’¿w a Cos «, ^  ż^ib
2. Cos 2a == Cos2 a — Ci»2 a.

2 ¿í/ a
3, ię 2a =  -5---- '~7~i ■1 — tg2 a

C ^ 2 a — 1
4. C ii 2« =  - ^ ^ -  .

XI. Funkcje połowy kąta,

-■P f -
Cos a

0  a  / " l  ~  C o s «

«*• ^ 2 [ /  1 +  Cos a

, / > , « _ ■ « / ’ l  +  Cosa 
^ 2 - y  1 - ‘Cos a

X. Suma i różnica dwóch funkcyj 

(Wzory logarytmiczne).
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1. S in p -{-S in  q —  2 S in ^ c tl l  Gos^——--
¿t Ct

2. S in p  — Sin  q = 2 C o s ^ ~ —Sin  ^
At ¿i

3. S in 2 p  — S in 2 q =
== Sin [p -]- q) . S in  (p — q)

4. Cos p-\-C os q — 2 Cos^-C~t Cos— ~

5. Cosp— Cos q— — 2 S in ^ ~ ^ S in ~— -
& 6

albo =  2Sin  — Si n ~ ~
2 2

6, Cos2 p  — Gos2q =
=  Sin  (ę -f- p) Sin [q — p)

tg P ń - l  
S in  p  -f- Sin  q   2
S in  p  — S in  ą p  — q



9 .  < « «  +  !s P  =  s ^ t s j !

, . , n -St«(a+P)-St«(* — M
10. ; 

. . si« (45°4~a)
11, 1+iflf « =fo 45°+í/y a=-¿fl 45| ^

12 , 3 ~  ty2 « =  ty2 60° — fy2 a =
si« (60° -f~ «) si» (60° — «I 

cois2 60° cos2 a

Ciîi (ë -f- a)
13, ctg « ± W = ^ ^

14, Ci« « -j- Cos a =  \}2 S in  (a -}- 45°) —

== \ l2 cos (45° — a)

15, 1-4-2 Ci« a =  2 (Ci« 30° 4 - Sin  «)== 

=  4si« |l5° 4- “ j cos |l5° — “j

a



Jeżeli a ~|~ p - f - '( — 180°, to

16, Sin  a. S in  p -j- S in  v =

=  4 Cos -  Cos Cos-|
¿t ¿t £t

17, í¿r a - f  i,f/P +  Ujx — tg a . tg$  , tg y

XI. Suma i różnica jedności i si- 
musa lub cosinusa ką ta  a;

1 . 1 -j- Cos a  =  2  Cos2 — ;

2. 1 — Cos a =  2 S in 1 ;
Z

3. 1 +  Sin a =  2 Cos2 (-45° — | ) ;

4. 1 — Ci« « =  2S in2 |45° — ,

XII. W zory Simpsona.

ł .  S in  {«  4 - 1} p =  2 Sin n§ Cos p  4 “



— Sin  (n — 1 ) p.

2, Cos (u 1)P:== 2Cosn$ Cosp -f-
— Cos (n — 1)P.

XIII. Zamiana nielogarytmujących 
się wyrażeń typu A  +  B  (gdzie A i B  
są wielkościami dodatniemi) na wy
rażenie dogodne do logarytmowania.

1. X + S = 4 ( l + | )  =  i i ( I - l - iy 2<f)=--

< 2 A — A sec2ą —  -— ■-
cos1 'f

2 . 4 - 5 = = 4 ( l - | )  =  4 ( I - i 5 2<p) =

_  A cos 2'-f 
cos2 <p

lub:

A—B — A j l — ? |= 4 ( 1 —cosiC()— A$in2y

,  B  
gdyż ^  <  1-
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XIV. Zależność pomiędzy holami 
a kątami trójkąta wogóle: a, b, c — 
boki trójkąta; a, ¡3, y — kąty odpo
wiadające tym bokom; hA, hjj, hc, — 
wysokości odpowiadające wierzchoł
kom A, B, C; mA, mji, mc, — środ
kowe poprowadzone z wierzchołków 
4 , B, C\ ¡ a , Ib, la —  dwusieczne od- > 
powiednich boków; 2p  =  a -j- b -j- c; 
H —  promień koła opisanego; r  —• 
promień koła wpisanego; S  — pole.

A. Trójkąt prostoątny.

c—przeciwprostokątna, <" <7=90°; 
b — wysokość z C,

1. ot -|- ¡3 == 90°, wiąc sin  « =  cos P, 
cos a =  sin  p, tg a — cotg p, ety a— tg p
sin  2a =  sin  25.

2 . a. —  c . sin  a; b — c . sin  P, 
u — c . cos p; b =  c . cos a,
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■r ;

a ~ b  tg o. =  b cotg (3, 
b — a . tg ß =  a , coig a.

a ab eh „
~2 ~  P' *

T, c  S    ab
2 ’ ł p  a - j -  b - j -  c '

=  ii3 —  a) h  J  =

:_P — C =
a -j- ?; ■

A.

5.

c c
: a sin  ß = — sin  2p =  sin  2«,

A

—  c y 2 cos (a — 45°).

— _ ÛC ß
a — b —  c y 2 stn 2

== c\/ sí»  (a — 45°),
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— ot B
7, 2j? => a -f- b -f- c — e \/8 cos cos j

"  ii

'8, Jeżeli na przedłużeniu przeciw- 
prcstokątnej ¡odłożymy do punktu A  
odcinek =  b i od punktu B  odci
nek —  a i 'połączymy końce tych 
odcinków z wierzchołkiem C, to o- 
trzymamy trójkąt o podstawie =  2p,

kątach przyległych ^  i ^ i wyso-Ct Z
kości =  h.

2p  — h [cotg ~  -j- i

_ h . sin  45°
. a  . p 

s in —stn—
& &

skąd
  a  ft

h =  jp V 8 . sin -- sin 
z  Ł
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i. Bok trójkąta równa się iloczy
nowi średnicy koła opisanego przez 
»inus kąta przeciwległego:

np. a —  2 R sin a.

2, Ponieważ a— 2 R  sina , b —  2R sin fr
i c == 2R  sin y

więc

2 R =  =  ~ — =  const.sm  a sin  p sm  y j

3. a :b ; c =  sin a  - sin  p : siny .

B. Trójkąt ukośnokątny.

4.

a —  S a  —  p
, , cos—- — eos—

a +  ft  ____ 2   2
a -j- p . y cos— si n —

2  2

Oto4)
'a?
'o
s
>łL.ON
?



d —j— b
ct-t-p a -ęi  ̂*o

a — b . a — S

a2 — 62  sin  (a — P)
c2 sin  y

5, a2 =  62 -f-e2 — 2 bccosa (C arn-ii

7, hji —  b sin  y =  c siwp
/¡j3 — c sin cl— a sin -/
hc =  a sin  [i — b sina.

7. S  — l~bc . sin  a;

„ a2 sin  [3 . st« yo =  — -— ;--------- :
2 «»a

S= z pv,

ae
8. 7? —

«c& ac&
2/iii 2 bhs 46’.

acft
4 ,/p ( p _  -a.) (p — />) (p — c]
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9. Oznaczmy odcinki boków, licząc 
od wierzchołków trójkąta A, B, G 
do punktów  styczności koła wpisane
go, odpowiednio przez x, y, z. Środek 
koła wpisanego leży na przecięciu 
dwusiecznych kątów trójkąta.

*  -]-?/ + ¿'-■-'•-"i’;



jlak ież w zory dla ~ i ~

1 0 , ¿
- 2 2 ÍÍ

f í/1 : tg 2 ~  ^  _  ^  : ~~ ü) =

  C - j — (a —  h)
.e — (a — b)’

11. 2p — 2R  [sin a -¡- sin  ¡5 4 -  sin  v);

a -d a § Xp  — 4M cos—cos—cos " i
¿i Ł C,

S  '== ~ be sin a =  2-S2 sí» a st« ¡3 swiy.Z

12 . ¿r— a :-f- t/- f-*'.==■



=  } fe ty  J  "Jr Cot(J 2 +  C01 2 ) =

,  a  3  v
== r . cotg -  cotg ~  cotg ~

£ Li ' 2

^ o
&—  r  p  —  r2 cotg -  cotg x-co tg  i .

13. Z równania:

#  =  2li- sin a. sin ¡3 sin y =

ot 3 
=  r 2 cotg — cotg x— cotg

znajdziemy
. a . a

sin •
  o t )  • ^  • Ct , 7? =  jit; sin  ~  sm  -~ sm

14. a r . cotg r cot ' : 
^ 2
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V . j j  |

“  . p • t 'sin — sin  —
2 2

15 , lB =  BD  jest dwusieczną kąta 
B\ pole trójkąta ABC  —. sumie pól 
trójkątów ABD  i BD C :

■ a a
c . a . s in ¡5 == dn s in -  -j- al&sin

8
2e . a . cos — ,

2 «7?
C +  a a ■* cos —

16. Powierzchnia jakiegokolwiek 
czworokąta mierzy się połową iloczy
nu z przekątnych przez sinus kąta 
między niemi zawartego.

XV, Funcje odwrotne:

Jeżeli u ~  S in  a; v —  tg * 
m Hf. Cos a; »  — Ctg a
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to: a — arc Sin U 
a =  arc tg v 
a  =  arc Cos m
a. — arc Ctg n

Na przykład 

~ ~ — Sin  60°; 60° — arc Sin  

\'3  — tg 60°; 60° =  arc tg \/§ i t. d.
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Geometrja analityczna

A . G e o m e tr ja  p la s k a .

1 . Odległość między punktami:

4  (-J,i Ih) i
d.— yftosi— » ,j2'+  (1J2— y i f  -i- 4 12 — 4 )  

[iJz -  ?/,) cos tf

Jeżeli ? =  — to

d— yj ( r ,  — . X j ) 2 +  ( Z / a  —  ? / l )2
2- Podzielić odcinek 4(a?i2/i) ■̂ (•'-2 Vi) 

w stosunku X,

Spółrzędne punkty podziału:
-H *'2 .. _ i  2/i -i ' ty*

^ o — l J r x * 1 + X

Jeżeli X =  1 , wówczas
oh +  *2 „ . _ Vv +  V\



3. Prosta, 
a) Rów nania prostej:

ogolne: A x  ~j— B y  -j— 0  Oj 
normalne: x  cos ,a -f- y sin  a — p =  0;

[czynnik normujący, +

znak - f  gdy C <  0, znak — gdy <?> 0]; 
kierunkowe: y =  m x  -f- &;

odcinkowe: —  1 ,a 1 b
i)  Kąt między prostemi:

, m  — m, , ,
ty  ? — • lllb1 -f-

A B i — A .B  
A A v - \-B B i

W arunek równoległości:
A  B-7~ —  -5 - ,  l u b  m —  m,.

W arunek prostopadłości:
A A i  -j- B B t  =  0, lub »w»! =  — 1 ,
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a v

Vo

c) Punkt przecięcia dwuch prostych:
A x  —|— B y  — C =  0 A{x -f- i\y  -j- Cą =  0  

- C ,  B  
- Q , g ,
A t U
Ai, Bi

A, -  G

A , B  
A  i, Ą

d) Równanie prostej, przechodzą
cej przez jeden punkt dany [xL r/j):

| j i  i Z? są wiel-
.4 (x~Xi)-\-B{y- -i/i)= 01 kościami do- 

I wolnemi, 
lub y — yi =  m x —ą ą ) }  m—dov/olne; 

prostej, przechodź, przez dwa punkty
V —  i/i x  —  x '

2/2-
 ____ n .
■i/i X2— Xi’

V, 1 
x u Vu 1 
x 2< Vli 1

lub

=  0,
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■’ <’)  Odległość punktu [ x l y i ) od pro
stej A x  -f- By  -f- 0  — 0;

j  A x i ~f~ -%i ~{~ O  _

' — i  (a-’i cos o -j- ?/! sm  3 — p),

4, Pole trójkąta o wierzchołkach: 
f e  2/l)< '̂2 l/a) i ('̂ 3 l/i)'

£ = ¿ [ * 1 (2/3

S--

■2/3) + « 2  (2/3  

+  * 3 (2/1 — 2/2)]; lub
*1> 2/l) 1 
*2i 2/2i 1
« 3 ,  2 / 3 i  1

- 2/l) _U

5, Zmiana układu spółrzędnych; 

a) ^ ~ 0 - x 1\ y =  b y i \

; =  X1 « » ( ? — «> 1 2/1 ̂ » Cf — .
sin  <p 1 sin  ip ’ 

_Xjsin o. . 2/xSi'“ ?.

6) a:;

y- s i n 1 ii«'"ę



a [j =  w  -|- v.,

; x x g o s  a. — y x svn a 
: a;, stu ot 4- f/i cos a-

wówczas:

y-
а. i J  $ą to kąty, jakie tworzą ze 

sobą osie x  i osie y  starego i nowe
go układu po obrocie.

c) W  razie przesunięcia równoleg
łego i obrotu trzeba do wyrażeń na 
x  i y, podanych w b), dodać jeszcze 
odpowiednio wielkości a i b.

б. Krzywe 2-go rzędu. Ogólna po
stać równania:
A x 2 -{- Bxy  -f- Cy2-\-D xĄ ~ E y-\~ F — Q.

a) Jeśli
2 d, B, I)
B , 2 C, E  
V  E, 2 P  

wówczas równanie to rozpada się na 
dwa równania lmjowe,
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Badany następnie mały wyznacznik: 
B  1 A

C 2 =  £ 2Ab  =  <o;

jeżeli w >  0, to proste są rzeczywi
ste, jeżeli w <  0 — proste urojone, 
jeżeli <o= 0  — proste równolegle. 
Rozwiązując równania prostych, okre
ślimy ich punkt przecięcia:

_ 2 CD —  B E  
B 2 — 4 A U :

2.A E — BD  
y ° '~  B 2 —  4AG  ‘

Kąt między niemi:

-  />' §g g ltg a ■ 4AG
2 0

Dwusieczne kątów między temi pro
ste mi tworzą z osią x  takie kąty 'f, że

B
tg 2 Ti o t
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b) -Jeśli:

A ^  O, wówczas*.

gdy w <  0, mamy elipsę,
.. «> >  0, „ hyperbolę,
„ co =  0, „ parabolę.

c) Równanie kola:
{ x ^ a )2 - f - ( y - p =  r2

gdzie a i b są spółrzędnemi śroJka 
koła o promieniu 1‘\ gdy a =  b — 0, 
wówczas mamy x 2 -}- y 2 =  r2 — rów
nanie koła ze środkiem w początku 
spółrzędnych. Każde równanie dru
giego stopnia kształtu: a;2—[—r/2—{— [— 
mj-\-q—0 przedstaw ią kolo, gdyż mo
żemy napisać;

d) Równanie elipsy:

^5 +  1 $ =  1 . g ^ ie

• 23



a i b są to połowy większej i mniej 
szej osi elipsy:

Mimośród 2c =  +  2  \Ja2 — b2,

e) Równania hyperboli:

W  2/32 =  1 ». gdzie fi —

odległość wierzchołków hyperboli oó 
początku, zaś b2 —  c2 — a2,

f)  Równanie paraboli:
y~ =  2px, gdzie p jest to odległość 
pomiędzy kierownicą a ogniskiem pa 
raboli:

g) Równania stycznych:

do elipsy: =  1 ;

do koła! y-— y l =  —  ElZZLE [x  _  ,T );
yi —  b

lub: x x 1 +  yyx =  r2; 

do hyperboli “ r  —
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do paraboli yyx =  p (z  -j- z),

h) Równania normalnych:

do elipsy y  — V i =  (* — i);

do kola y  — y x —  —-  {z— z);•’ -h x x — a

do hyperboli y — y l ==—  (a: — z)\

do paraboli y  — y x =  — (z  — z),

i) Spółrzędne biegunowe.
Przejście od spółrzędnych bieguno

wych do kartezjuszowskich i odwro
tnie:

z  =  p cos o 
y  =  p stu  tą 
p — \/'x2 +  y 2,

tg 'f =  - ,“ ' x
Równanie krzywych 2-go rzędu o 

współrzędnych biegunowych:
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B . G e o m e tr ja  p r z e s tr z e n n a .

Spółrzędne prostokątne.

1. Odległość między dwoma punk
tami [xx i/i sx) i (ar2 y2 z*);
d =  ~  f .

Odległość punktu (xi y t zx) od po
czątku spółrzędnych:

p  =  \ / ^ i 2  H -  i / i 2  - ł -  ^ i 2 *
2. Zależność między kątami a, ¡2 i y, 

jakie tworzy jakakolwiek prosta z osia
mi spółrzędnych:

cos2a -j-~ cos2$ -f- cos2y — 1,

3. Zależność pomiędzy długością od
cinka l prostej i jego rzutem a na 
dowolną oś:

a — l  cos cp.
Spółrzędne punktu [x y  z):



x  —  r cos a 
y  —  r cos p 
z = r  cos y.

4. Kąt między dwiema prostemi, 
tworzącemi z osiami spółrzędnych ką
ty (« p T) i (“i Pi Ti):
cosy—cosa. cos^+cosp cos^-r-cosy cos Ti*

W arunek prostopadłości:
cos cf == 0.

5. Zmiana układu spółrzędnych: 
osie równologłe, 
[abc) — spółrzędne 
nowego początku

x.tf) X -

V == 2/i +  &
Z =  Zy “j- C

M x = x ,c ó s o l  -\-y,G0s$ -H ącósY współ- 
/ -A *jj Iny po-, n i  llłjy—rtiCoscLi +yicotrfo +^iC0s*Yi )C7Ąuk, 

Z-=scl cosa-rf-Z/1 COSp'2+^1 CĆS72 'obrot.

kąty, ja
kie two

rzą ze 
sobą 
osie.
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6. Płaszćzyzna,
. o) Róv/nania płaszczyzny: 
normalne 

x  cos a -j- y cos ¡3-J- z  cos y — p  —_0; 
ogólne

A z  ~p By Ą- Cz D  =  0; 

|czynnik normujący:

i = ± iP T F + rp )
odcinkowe!

¡ _ £ = 1  
a 1 lł

^  Odległość początku spólrzędnych 
od płaszczyzny

■4a: ~j- By  -]- Oz -|- D — 0:
Dd

±  \/.42 +  i l2 +  C2

c? Kąt między dwiema płaszczy
znami:

A A t -j- BB, —j— 00.cos « —.--------------- ------—1 1 , ,1    
D t-f-C 2 yMj 5^ £ § |
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W arunek prostopadłości: 
4 4 i  +  * $  4 - ^  =  0:

W arunek równoległości:
A B C
A,

cl) Punkt przecięcia się trzech płasz
czyzn

A.x -\-B y  -\-C z -\~ D — Q 
A —[— Byy — CyZ —p T)y =-= 0
- i 2® | ' B2II —j- Ojr? “I-  D 2 —" 0

x D :  - 5 - :  z n

gdzie % ==

P  —

P
8  '  y °  ~  8 

A B  C I 
A [ By Ć„!

^ i s ą c ; . |
- B B C ,
- P y B y C y

i -~ f h B 2C2
7. Prosta.
a) Równania prostej: 

ogólne
/ /Ja; —f— />// -\-C z -\-D  
\ A ^ + B y y + C y z - I -D y

R
: 8 ’

i t. d.

• 0 
- 0
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kierunkowe
a  — go =  y —  ?/p L  i z r j ó . 

■m n h '
rzutowe

i a: =  X 2 +  j>
V?.?/— M . - f ?

i)  Kąty prostej z osiami:
Mł. Xcos o. ■■ 

«0? p i

c os 7 :

' v^«i2-H i2+ F  v̂ 2~ & 2- f - i '
11   [Ł

\/łn*-f-łi2-j-fe| V^2+!J-2+ l '
Ł 1

cos <p

V / m 2 - ) - t i 2 - # 2  \ / X - - f - » . 2 | - l *

ej Kąt między dwiema prostemi: 
x  — ■ x 0 _  y  — y0 _  z — z0 .

m •;? p
x  —  x \ _ y  —  y \ _ z  —  z \  

m’ n‘' p
min -j- mi Ą- pp‘



W arunek prostopadłości: 
mm  -j- nu' -f - pp' =  0; 

W arunek równoległości:
  n  p

t t ~~ ii *m n  p

(!) Kąt między prostą
x  ~  x„ y — ł/0

m » '  p
i płaszczyzną

A x  -f- B y  -¡- Gz -j- D  =  0:
7R.-1 «/?..-ł- pGsm <f —

y '»2# « 2̂ 2 \/AH--S2+ C '2' 
W arunek równoległości:

7?id. -j- n B | j -  pC =  0; 
W arunek prostopadłości: 

m  n  p
a ~ b ~ g-;

8. Powierzchnia 2-go rzędu.
a) Elipsoida

x 2 . y 2 . z 2



gdy a =  b, wówczas mamy elipsoidę 
obrotową z osią obrotową około osi z:

x i _)_ y 2 z2

a2 ’
jeżeli a =  b =  c, wówczas otrzymamy 
równanie kuli:

* 2 +  V2 +  z2 _  <.
a2 ~~ h  

Stożek eliptyczny uiojony:

--2 +  p + i ^ 0;a2 b2 c2

b) Hyperboloida jednopowłokowa:

a2“1 b2 c2 ’
gdy a —  b, wówczas hyperboloida je- 
dnopowlokowa obrotowa.

Stożek eliptyczny rzeczywisty:

5? _L M  _  Z1  —  rv
a2 +  62 c2 ~  ° ’

Hyperboloida dwupowłokowa:
, y ^ _ i 2_  __ t 

ft2~ r 62 C2— V



c) Paraboloida eliptyczna:
o 2

paraboloida hyperbolicżna:
a; 2 y 2 ___
2p ~ 2q ~ Z'

d) W alec eliptyczny:

i -
a2 1 62~  ’

(gdy a ~ b ,  wówczas walec kołowy); 
walec hyperboliczny

a2 ó2 ’ 
walec paraboliczny:

* ! _ 3 k = o.a 2 ó
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F I Z y K A

I. M e ch a n ik a .

1. Układ jednostek zasadniczych:
długość , , 1 cm.
masa , . . 1 gr.
czas . . .  1 sek.

2. Ruch jednostajny prostoliniowy. 
Czas t, szybkość v, droga przebyta s, 
droga początkowa sy.

s —  s0 -f- v . t;
s

Jeżeli $0 == 0 to s =  v ,t;  v =  j

3. Ruch jednostajnie zmienny (pro- 
stolinjowy),

a przyspieszenie; t>0 szybkość po
czątkowa; vt szyb kość. końcowa; s dro
ga:

— vo +  a A  
v0 +  vt . o t 2
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a C> Ó ruch jednostajnie przyśpieszony 
a <C 0 „ „ opóźniony.

4. Spadek swobodny ciał; 
h wysokość spadania; g przyśpie

szenie ziemskie
noi cm 

s  =  98‘
v — s t; =

v —  \/ 2y . h
5, Rzut pionowy:
■ł’o szybkość początkowa; h wyso

kość rzutu
v —  v0 — gt 

h = v 0t — ~  gt2.

6, Siła:
m masa; a przyśpieszenie; F  siła

F  =  m . a

Siła żywa (pęd) =  ~ m . v7 
&

Ciężar ciała (jako siła) p  =  m .g .
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7, Praca.
F  siła działająca; s droga; * kąt 

pomiędzy kierunkiem  działania siły 
i tor<am; L  praca

L  =  F , s , cos a
gdy a =  0, L  —  F . s .

dzielność D  =  ^

8. Zderzenie się ciał.
Ciała niesprężyste: M  masa p ier

wszego ciała, F  jego szybkość; m  ma
ja drugiego, v szybkość.

Szybkość po zderzeniu się:
M . V m . vx  —  — r-J- ..........

M  m

Ciała sprężyste: ciało pierwsze:
m masa, v szybkość, w szybkość po 
zderzeniu; ciało drugie: odpowiednio



9. Równia pochyla.
P  siła, ciężaru ciała, h wysokość 

równi, b podstawa, Z długość:
Siła równoległa do l, utrzymująca 

ciało w równowadze:

Siła równoległa do b, utrzymując 
ciało w równowadze:

10 . Zasada równowagi kołowrotu: 
P  siła, działająca na walec o prc- 

mieniu I i ' ; F  siła, działająca na |
lec o promieniu P

F . E  =  1 \ B ’



11. Dźwignia dwuramienna:
F  siła o ramieniu a, P  siła o ra

mieniu b
F  b
^  =  ~  lub F . a ^ P . bP  a

12 . Wahadło;
l długość, g przyspieszenie ziem

skie, Okres całkowity wahadła:

T =  2*
l / f

13. Jednostki pochodne:

' s z y b k o S i  =  ^ ® ;  f e
czas sek

, , . szybkość cm
przyspieszenie — — —"i -'¿'¿¡¡p

siła =  masa X przyśpieszenie



praca — s iia , droga

. qy. cm2
1 erg —  d yn a . cm =  1 - vejS"

1 Jonie =  107 ergów.

1 Icologramometr —  1 Kg. 1 metr =
=  9,81. 10' erg =  9,81 Jonie.

dzielność: 1 E P  —  1 koń parowy =

=  7 5 ^ = 7 5 . 9 , 8 1 ^  =sek ■ sek
=  736 watt,

. . .  i , , masa , gr gęstosc bezwględ, ~  -  1 — 3.

Płyny i gazy.

1. Ciśnienie na dno:
$  powierzchnia dna, h wysokość 

słupa, d gęstość, P  ciśnienie:
P — 3. h. d.

2. Naczynia połączone: 
h wysokość cieczy o gęstości d ; h' 
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wysokość cieczy o gęstości d'  j waru
nek równowagi:

&h =  B jł  albo £  =  -  h .  d
3. Ciśnienie 1 atmosfery — 760 mm,

słupa rtęciowego == 1033,6—--,,cm.2

4. Prawo Boyle-Mariotte'a; v, o' ob
jętości gazu o ciśnieniach p  i p'\
V 7}
~f ~  — albo o . p — V  , p ~  const.■u p  1

5, Prawo Daltona: S  prężność mie
szaniny gazów, V  jej objętość, hi p ręż
ność każdego z gazów, odpowied
nia objętość:

TT—  ~ł~ V2 • ^2 ~ł~ ł '3 • h j - \ - . . . . . . . .
V

C i e p ł o .

1 . Zamiana skal termometrycz- 
nych:



. 9° 4 -  32°] Ir 

»o £  = | . 5°C =  . 9° +  32°] F

n° F  =  . 4°-K = . 5°C

Tem peratura bezwzględna:

21» =  f» -f- 273°; t° —  T° —• 273°, 

Termometr gazowy:

100 (p— i?0)
i==- jolOO — |V

gdzie jest ciśnieniem danego gazu 
przy t°,

2, Rozszerzalność linjowa: & spól- 
czynnik rozszerzalności, t tem peratu
ra  ogrzana, l0l U długość ciała przy 
0° i i°

' 1 =  1 o (1 ' hW).
10?



Rozszerzalność powierzchniowa 
i objętościowa:

s — i‘0 (1 +  2U}\ v — i)0 (1 -f- 3M).

3, Rozszerzalność gazów.
Przyrost ciśnienia przy stałej obję

tości: pt — Po (1 -f- «<) gdzie a jest spół- 
czynnikiem przyrostu ciśnienia przy 
objętości stałej

a =  -£koo Po 
lOOpo

Przyrost objętości przy ciśnieniu 

stałem: o —  o0 (1 +  pi); p =

Prawo M ariotte’a-Gay-Lussac'a
v p  v'p'

r+ li^T T p?-  VoPo'
4. Kalorymetrja:
Tem peratura mieszaniny m gr. ciała 

o temp, ta i m)gr. ciała o temp, i,0



Określenie ciepła właściwego (rów
nanie kalorymetru wodnego): m  masa 
ciała o tem peraturze T°; m, masa wo
dy o tem peraturze f°, ć,° tem peratura 
mieszaniny; ciepło właściwe ciała m

lub:
 W , { t ,  —  i )  +  » h  ■ C 2 { t ,  —  0

“  « 7 7 ( 7 ’ - / , )

gdzie .«ij masa kalorymetru, ('2 jego 
ciepło właściwe.

Kalorymetr lodowy (ciepło utajoi » 
topnienia lodu 80 cal); m  masa ciała 
ogrzanego do tem peratury f° o ciepłe 
właściwym x\ p ilość stopionego lodu;

80 .pX ~ -  ! ,
■m. t

R u ch  h a r m o n ic z n y .

1 Ruch po kole:
m  masa ciała poruszającego się,



i) jego szybkość, t  promień kola, 
T  okres ruchu kolistego,' Siła ośrod
kowa =  siła dośrodkowa,

„  mv2 , , t, 4«*r. m  JP -— — , lub -ł —■ 2̂ 2

2, Ruch harmoniczny:
s odchylenie, a  amplituda punktu 

drgającego, 21 okres wahania,

-f- a# faza drgania w chwili i; —

. / 2ni ,s =  a , stu I-yp- -j- *0

Jeżeli a0 =  0 to $ —  a . sin  2~ . 4 jt

3, Ruch falowy i akustyka: szyb
kość rozchodzenia się fal:

  . j/~moduł sprężystości
y gęstość

V
Długość fali głosowej:

gdzie v szybkość dźwięku, n  liczba 
drgań.



O ptyka

i. Natężenie światła. 
h dzielność świecenia źródła od

dalonego (prostopadle) od pola o r\ 
na jednostkę tego pola przypada na
tężenie:

Natężenie światła padającego pod
kątem a jest =  I . cos a,

2 , Załamanie. Spółczynnik załama-
sincr. , , , , .

ma n  — --- -p gdzie: a kąt podania,

p kąt załamania.
3 Zwierciadła kuliste. 
o: odległość punktu od zwierciadła, 

y  odległość obrazu punktu od zwier
ciadła, R  promień zwierciadła. 

Równanie dla zw. wklęsłych:
1 , 1  2



oraz dla wypukłych;

Powiększenie linjowe
B

JJ — 2y & ,

2

4. Soczewki.
R  i R ' promienie powierzchni ku

listych, x  odległość punktu świecą
cego, y odległość obrazu od środka 
soczewki. Ogólny wzór soczewkowy;

{h spółcz. załamania)

gdzie f  jest odległością ogniskową;

1
+ (i +  i )x
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E le k tr y c z n o ś ć .

1. Prawo Coulomba: 
e, c ładunki elektryczne dwu bie

gunów, r ich odległość; siła wzajem
nego przyciągania lub odpychania:

1 kulomb =  3 . 10!L j. elektrostat,
2 , Opór: l długość przewodnika, 

s przekrój, § spółczynnik oporu: opór
l . k

przewodnika B  == --«■

E
Prawo Ohma: gdzie I  natę

żenie prądu, fi  siła elektrobodźcza, 
B  opór.

3. Ogniwa: 1  natężenie, e siła ele- 
ktrobcdźcza ogniwa, n  liczba ogniw, 
r  opór wewnętrzny, B  zewnętrzny. 

Łączenie szeregowe:



Łączenie równolegle:

I — —- —
+ I i

n
Łączenie mieszane:

j_ _  ■ ep
r. Z - L R  .

'1
gdzie q liczba szeregów równoległych 
po p  ogniw w każdym połączonych 
w szereg.

4. Prawo Faraday 'a: Te równoważnik 
elektrochemiczny, i  natężenie prądu, 
i czas, w  m asa wydzielonego jonu:

m  =  li. i. t.

5, Prawo Joułe‘a: i natężenie, i czas, 
v opór; ilość wydzielonego ciepła

Q =  0 ,24 i2 . v . t .
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DOSTRZEŻONE OMYŁKI DRUKU

Str.. wiersz zamiast: powinno być:

4 6 od góry
__c]ti—bc, 

x ~~ ab—ba,
eh,—bc, 

,Ł ab—ba,

7 od góry
acr—ac, 

y ubr—la ,
ao.—ra, 
ab—ba,

5 1 od góry ob—ba,—Q cb—bc,—0
.-«w*, łł %7 od góry (x—ct1) (/;—x 2)

V 6 otT. dołu
. ś i  bX,-Ą-Xi=lr------a. X,' — -' a

„ 3 od dołu x i±.i)x—ąJr  0 :c!-ł-piC-4-{p=0
27 4 od góry Q£ll Ul x m—n
54 2 od góry kwadratach kwadrantach

67 1 od dołu ~ĆV •«"«(«—45°) cY 2sin(ct—455j
69 2 od dołu « f-i> c-y-b

c
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