DZIAL PIERWSZY.

M A TEMATYKA.

l. TABLICE.

(Uwagi do tablic niniejszych znajdujg si¢ na str. 41—42).

A. Tablice poteg, pierwiastkow, logarytmdéw zwyczaj-
nych, wartosci odwrotnych, obwoddw i powierzchni
kota.
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2 1-50

n n2
i 1
2 4
3 9
4 16
5 25
6 36
7 49
8 64
9 81
10 100
Xl 121
12 144
r3 169
14 196
5 225
16 256
17 289
18 324
19 361
20 400
21 44i
22 484
23 529
H 576
25 625
26 676
21 79
28 784
29 841
30 900
31 901
3 1024
3 1089
34 1156
1225
36 1296
g 1369
(3 1444
39 1521
40 1600
41 1681
42 1764
43 1849
44 1936
2025
46 2116
47 2209
48 1304
49 2401
50 2500

n3

125
216

343

512

729
1000
1331
1728
2197
2744
3375
4096

4913
583t
6859
8000

9261
10648
12167
13524
15625
17576
19683

21952
24389
27000
29791
32768
35937
393°4
4*875
46656
50653
54872
593r9
64000
68921
74088
79507
85184
9« 25
97336
103823
110592
117649
125000

Dziat pierwszy. — Matematyka.

|/n

1,0000
1,4142
1,7321
2,0000
2,2361
2,4495
2,6458
2,8284
3,0000

3,1623

3,3166
3.4641
3,6056
3.7417
3.8730
4,0000
4,i23i

4.2426
4,3589
4.4721
4,5826

4,6904
4.7958
4,8990
5,0000
5,0990
5.1962
5,2915

5.3852
5.4772

5,5678
5.6569
5.7446
5.8310
5.9i6i
6,0000
6,0828
6,1644
6,2450

6,3246

6,4031
6,4807
6,5574
6,6332
6,7082
6,7823
6,8557
6,9282
7,0000

Pn

1,0000

1,2599
1,4422

1,5874
1,7100
1,8171
1,9129
2,0000
2,0801

2,1544
2,2240
2,2894
2,3513
2,4101
2,4662
2,5198
2,5713
2,6207
2,6684

2,7144

2,7589
2,8020
2,8439
2,8845
2,9240
2,9625
3,0000
3,0366
3,0723
3,1072
3>i4H
3,1748
3,2075
3,2396
3,271
3,3019

3,3322
3,3620
3,3912

3,4200
3,4482
3,4760
3,5034
3.5303
3.5569
3,5830
3,6088
3,6342
3,6593

7,0711 13,6840

|og n 1000-|n-

0,00000 1000,000

0,30103
0,47712
0,60206
0,69897
0,77815
0,84510
0,90309
0,95424
1,00000
1,04139
1,07918
1,11394
1,14613
1,17609
1,20412

1,23045
1,25527
1,27875
1,30103
1,32222
1,34242
1,36173
1,38021
1,39794
i,4i497
1,43136
1,44716
1,46240
1,47712
1,49136
1,50515
i,5iS5i
1,53148
1,54407
1,55630
1,56820
1,579/8
159106
1,60206
1,61278
1,62325
1,63347
1,64345
1,65321
1,66276
1,67210
1,68124
1,69020
1,69897!

500,000
333,333
250,000
200,000
166,667
142,857
125,000
111,111

100,000
90,9091
83,3333
76,9231
71,4286
¢6,6667
62,5000
58,8235
55,5556
526316
50,0000
47,6190
45,4545
43,4783
41,6667
40,0000
38,4615

37,0370

35,7143
34,4828

33,3333
32,2581
31,2500
3073030
29,4118
28,5714
27,7778
27,0270
26,3158
25,6410
25,0000
24,3902
23,8095
23,2558
22,7273
22,2222
21,7391
21,2766
20,8333
20,4082
20,0000

I'n

3,142
6,283

9,425
12,566

15,708
18,850

21,991

25,133
.28,274

31,416
34,558
37,699
40,841
43,982
47,124
50,265

53,407
56,549
59,690

62,832

65,973
69,115
72,257

75,398
78,540
81,681

84,823

87,955
91,106

94,248

97,389
100,531
103,673
106,814
109,956
H 3,097
116,239

H9,38i
122,522

125,66
128,81
131,95
135,09
138,23
14i,37
144,51

147,65
150,80;

153,94:

157,08

teri’
TT

0,7854

3,1416

7,0686
12,5664
19,6350
28,2743
38,4845
50,2655
63,6173
78,5398
95,0332
113,°97
*3V 732
153,938
176,715
201,062
226,980
254,469
283,529

314,159
346,361
380,133
415,476
452,389
490,874
530,929

572,555
615,752
660,520
706,858
754,768
804,248
855,299
907,920
962,113
1017,88

1075,21

1134 11
1194,59

1256,64
1320,25
1385.44
1452,20
1520,53
1590,43
1661,90
1734,94
1809,56
1885,74

1963,50
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, DREBRR S BR RIRS BRI IVY BININN S B P F R

8=

o
o

4624
4761

4900
5041
5184
5329

5%

5776

5929
6084
6241

6400
6561
6724
7056
7225
7396
7569

16t

8100
8281

. B

125000

132051
140608
148877

16838
175616
185193
195112
205379
216000
226981
238328
250047

262144
274625
2874%

300763

3
343000

s
405224

421875
438976
456533
474552
493°39
512000

531441
551368
571787
592704
614125
636056

658503
681472
704969

729000

753571
778688

804357

8478

91:2673
941192
970299

(€1111D]

Vn
7,0711

il

7,2801

1 Tablice.

3,6840

3,7084
3,7325
3,7563
3.7798

7;3‘1'83 3,8030

4833 3,8239

8,7178

g’,g’% 4

,8882 4,

89443

8?582

9,1652

85%%

83%6@

3,8485
3,8709
3,8930

3,9149

3,9365
3,9579
3,9791

40207
40412
4,0615
4,0817
41016
4,1213

4,1408
4,1602
4,1793
4
155
4,2358
42543

),

4,3089
0000 4,3267

1%

4.319%

,3068
4,4140
4,4310

4340 4, 4647
4,4814
4,4979
4,5144
4,5307
4,5468
45629
45789

430
4,6261
4,6416

|og n 1000--"

1,69897

1,72428
1,73239
174036
1,74819

i
1.77815
1,78533
1.79239
1,79934
1,80618
1,81291
1,81954
1,82607
1,83251

i
5

1,86923
1,87506
1,88081
1,88649
1,89209
1,89763
1.90309
1,90849
1,91381
1,91908
1,92428
1,92942
1,93450
1,93952
£.94939
1,95424
1,95004
1,96379
1,96848
1,973x3
*97772
1,98227
1,98677
1,99123
1,99564
2,00000

20,0000
19,6078
19,2308
18,8679

18,5185
18,1818

17,8571
17,5439

16548

16,6667
16,3934
16,1290
15,8730
15,6250
15,3846
15,1515
14,9254

sbs 14483

14,2857

13,5135
13.3333
13,1579

126582
12,5000

15:788(

12,0482

11,6279

o (1358

11,2360
11,1x11
10,9890

thn

157,08
160,22
163,36
166,50
169,65
172,79
175,93

1533

185,35
188,50
191,64
194,78
197,92
201,06
204,20
207,35
210,49

213,63
216,77

219.91

223,05
226,19
29,34

232,48 4300,84

235,62

238,76 4536,46

241,90

B% 4

251,33

el 280

260,75

263,89
267,04

270,18 5808,80

273,32
276,46
279,60

282,74
285,88

10,8696 289,03

10,7527

10,6383
10,5263
10,4167

[0

10, 1010
10,0000

202,17

295,31
298,45
301,59

311,02
314,16

50-100 3

itn)
T
196350 go

2042,82 g1
2123J2 52
2206,18

290,22
255176
264208
273397
2827 43

2922,47
3019,07
3“ 725
3216,99
3318,31
3421.19

588
373928
3848,45

BN

4185,39

n

4417,86

4656,63

778,36
4901,67
5026,55

53,00
22810
5410,61
5541,77
5674,50
504,68
6082.12
622114
636173
6503,88
664761
679291
6939.78
7088.22
23825

7389,81
7542/96
769769

7853,98 1
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4 100-150
« .n3
100 .10000: 1000000
101 .10201 1030301
IfP2 10404 1061208
103 10609 1092727
104 10816 1124864
10< 11025 1157625
jo6 11236 1191016
11449 1225043
18 1664 1159712
309 ii88x 1295029
110 12100 1331000
H1 12321 1367631
11Z 12544 1404928
» 3 12769 1441897
114 12996 1481544
13225 1520875
116 13456 1560896
117 13689 1601613
118 139*4 1643032
119. 14161 1685159
120 14400 1728000
iii 14641 1771561
153 14884 1815848
123 15129 1860867
114 15376 1906614
125 15625 1953125
116 15876 1000370
127 16129 2048383
ii8 16384 1097151
129 16641 2146659
130 16900 2197000
131 17161 2248091
132 17424 2299968
133 17689  2352637:
134 17956 2406104
135, 18225 2460375
136 18496 2515456
137. 18769 2571353
138 19044 2628071
J30t 19321 2655619
140 19600 2744000
141 19881 2803221
142. 20164 256328.8
143. 20449 2924207
144. 20736 2985984
143 21025 -3048625
146 21316 3112136
147 21609 3176523
148 21904 3241792
‘49 22201 33p7949
15Q '22500 -337.5000

Dzh! pierwszy. — Matematyka.

Vn

10,0000
10,0499
10,0995
10,1489
10,1980
10,2470
10,2956
10,3441
10,3923
10,4403

10,4881

10,5357
10,5830

10,6301
10,6771
10,7.238

10,7703

10,8167
10,8618
10,9087

i0,9545
11,0000
11,0454
11,0905
11,1355
11,1803
11,1150
11,1694
11,3137
11,3578
11,4018
4455
11,4891
11,5326
n 5758
11,6190
11,6619
11,7047
11,7453
11,7898
1118322
ii,8743
11,916 4
11,9583
12,0000
12,0416
11,0830
11,1244
12,1655
12,1066
12,2474

s
1/n log rt

4,6416 1,00000
4,6570 2,00432
4,6713 1,00860
4,6875 2,01184
4,7027  2,01703
437%77 .2,02119
4,7326 2,02531
4,7475 1,01938
4,7622 2,03342
4,7769 :2,03743
4579r4 12,04139
4,8059 2,04532
4,8203 2,04912
4,8346 2,05308
4,8488 1,05690
4,8629 2,06070
4,8770 2,06446
4,8910 2,06819
4,9049 2,07188
4,9%87  2,07555
4,9324 2,07918
4,9461 2,08279
4,9597 2,08636
4,9732 1,08991
4,9866 2,09342
5,0000 2,09691
5,0i33 2,10037
5,0265- 110380
5,0397- '2,10721
5,0528 2,11059
5,0658"' 1,11394
5,0788 2,11727
5,°916 2,12057
5,1045 2,12385
5,1172  2,12710
5,1299 313033
51426. 213354
5,i55i 2,13672
5,1676. 2,13988
5,1801: 2,14301
5,i925' 2,14613
5,2048 2,14922
5,2171 2,15229
5,2273 2,15534
52415 2.15836
52536 2,16137
5,2656 2,16435
5,2776  2,16732
5,2896 2,17026
5,3015 2,17319
5,3133 2,17609

1000 +—
n

10,0000
9,90099
9,80391
9,70874
9,61538
9,52381
9,43396
9-34579
9,25926
9,17431
9,09091
9,00.90i
8,928.57
8,84956
8,77193
8,69565
.8,62069
8,54701
8,47458
8,40336

8,33333
8,26446
8,19672
8,13008
8,06452
8,00000
7,93651
7,87402
7,81250
7,75194
7,69231

7,63359
7,57576
7,51880
7,46269
7,40741
7,35294
7,29927
7,24638
719424
7,14286
7,09220
7,04225
6,99301
6,94444
6,89655
6*84932
6,80172
6,75676
6,71141

6.66667

~H

314,16
317,30
320,44
323,58
326,73
329,&7
333,01
336,15
-339,29
342,43
345,58
348,72
351,86
355,00
358,14
361,28
36442

367,57
370,71
373,85
376,99
380,13
383,27
386,42
389,56
392,70
395,84
398,98
402,12
405,27
408,41

4H 55

4M ,69.

417,83
420,97
424,12
427,26
430,40

433,54
436,68

439,82
442,96
446,11
449,25
452,39

455-53
458.67

461,81
464,96
468,10

471,24

<1l
~T

7853.98
8011,85
8171,28
8332,29
8494,87
8659,01
882473
8992,02

9160,88
9331,32

9503,32
9676,89
9852,03
10028,7
10207,0
10386,9
10568,3
10751,3
10935,9
H111,0

11309,7
11499,0
11689,9
11881,3

11076,3
11171,8

12469,0
12667,7
12868,0
13069,8
13273,2
13478,2
13684,8
17892,9
14102,6

14313,9
14526,7

14741,1

14957,1
15174,7
15393,8
15614,5

15836,8
16060,6
16286,0
16513,0

167415

16971,7
17203,4
17436,6

17671,5

100
101
102
103
104
105
106
107.
108
109

110
ill
112"
13
114
1J5
116
117
118
119

120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

13°
131
132
133
134
'35
136
137
138
139

140
141
142
143
M4
145
146
147
148
149

150



ub

22500
22801
23104
23409
23716
24025
24336
24649
24964
25281
25600
25921
26244
26569
26896
27225
27556
27889
28224
28561
28900
29241
29554
29929
30276
30625
30976
31329
31684
32041
324.00
32761
33“ 4
33489
33856
34225
34596
34969
35344
357H
36100
36481
36864
37249
37636
38025
38416
38809
39)°4
39601
40000

n3

3375000
3442951
3511808
358x577

3652264
3723875
3796416
3869893
3944312
4019679
4096000

4x73281
4251528
4330747
4410944
4492125
4574296
4657463
4741632
4826809

4913000
50002n

5088448
5177717

5268024
5359375
545x776
5545233
5639752
5735339
5832000
5929741
6028568
6128487
6229504
6331625
6434856
6539203
6644672
6751269
63<9000
6967871
7077888
7x89057
7301384
74X4875
7529536
7645373
7762392
7880599

8000000

Vn

12,2474
12,2882
12,3288
12,3693
12,4097
12,4499
12,4900
12,5500
12,5698
x2,6095
12,6491
12,6886
12,7179

12,7671

12,8062
12,8452

12,8841

12,9228

12,9615

13,0000

13.0384
13,0767

13.1x49
13,1529

13,2288
13,2665

13.3041
13.34X7
13.3791
13,4164

13.4536
X3,49°7
13,5277

i3.5647
13,6015

13,6382
13,6748
13,7113
X3,7477
13.7840
13.8103
13,8564
13,8924

13.9284
13,9642
14,0000
X4,°357
14,0712
14,1067

14,1421

. Tablico.

3
Vn
5,3X33
3,3251
5,3368
5,3455
5,3601
5.3717
5.3832
5.3947
5,4061
5.4X75
5.4288

5.4401
5.4514
5,4626
5.4737
5,4848
5,4959
5.5069
5,5178
5,5288
5,5397
5,5505
5,56i 3
5,572i
5,5828
5.5934
5,6041
5.6x47
5.6251
5.6357
5,6462

Bg66{
56774

5.6877
5,6QS0

5.7083
5.7185

5.7287
5,7388
5,7489

5.759°
5,7690

5.779°
5,7890
5.79"9
5,8088
5,8x86
5,8185
5.8383
5,8480

1000-—
log n n

2,17609

2,17898
2,18x84
2,18469
2,18752
2,19°33
2,19312
2,19590
2,19866
2,20140
2,20412
2,20683
2,20952
2,21219
2,21484
2,21748
2,22011
2,22272
2,22531
2,22789
2,23045
2,23300
2,23553
2,23805
2,24055
2,24304
2,24551
2,24797
.2,15042
2,25285
2,25527
2,25768
2,26007
2,26245
2,26482
2,26717
2,26951
2,27184
2,27416
2,27646
1,27875
2,28103
2,28330
2,28556
2,18780
2,19003
2,29226
1,29447
2,19667
1,19885

2,30103

6,66667
6,62252
6,57895
6,53595

6,49351
6,45161

6,41026
6,36943
6,32911
6,28931
6,25000
6,21118
6,17284
6,13497
6,09756
6,06061
6,02410
5,98802

5,95238
5,91716

5,88235
5,84795

5,8x395
5,78035

5.74713

$6E1hY
5,64972
5,61798
5.58659
5.55556
5.52486
5.49451
5,46448
5.4347S
5,40541
5,37634
5,34759

5,31915
5,29101

5,26316
5,13560
5,20833
5,18135

5,'5464
5,12821

5,10204
5,07614
5,0505X
5.025x3
5,00000

ua

47X24

474.38
477,51
480,66
483,81
486,95
490,09

493,13
496,37
499,5x
501,65
505,80
508,94
512,08
515,22
518,36
5n ,50
524.65
527,79
530,93
534,07
537,t1

540.35
543.5°

546,64
549.78
551, 9i

556,06
559,1°

561.35
565,49
568,63
571,77
574,91
578,05
581,19
584.34
587,48
590,62
593,76
596,90
600,04
603,19
606,33
609,47
612,61
65,75
618,89
622,04
625,18
628,32

150-200 ,5
Kii3
4

17671.5

17907,9
18145,8
18385.4
18626.5
18869,2
19113.4
*9359.3
19606.7
19855.7
20106,2
20358.3
20612.0
20867,2
211241
21382,5
21642.4
21904.0
22167.1
224318
22698,0
22965,8
23235.2
23506.2
23778.7
24051.8
24328.5
24605,7
24884.6
25164.9

25446,9

15730.4
26015.5

26302,2
26590,4
26880.3
271716
27464.6

27759,x
28055,2

28352,9
28652.1
28952,9
292553

29559.2
29864,8

3017x9
30480.5
3079°,7
31102.6

31415"



6 200- 250

40000
40401

41209
41616

42025
42436
42849
43264
43681

44100

445-1
44944
45369
45796
46125

46656
47089

47524
47961

48400
48841

49284
49729
50176
50625
51076
51529
51984
52441

52900
53361
53824
54289
54756

55225
55696

56169
56644
57i2i

57600
58081
58564
59°49
59536
60025
60516
61009
6x504
62001
62500

8000000

8120601
$242408
8365427
8459664
8615125
8741816
8569743
8998912
9129329

9261000
9393931
9528128
9663597
9800344
9938375
0077696
0218313
0360232
0503459
0648000
0793861
0941048
1089567
1239424
1390625
1543176
1697083
1852352
2005959
2167000
2326391
2487168
2649337
2812904
2977*75
3144256
3312053
3481272
3651919
3824000
3997521
4172488
4348907
4526754
4706125
4886936
5069223
5252992
5438249
5625000

Dziat pierwszy. — Matematyka.

W

14,1421:
14>1774
14,2127:
14,2478
14.2829
14:317S
14,3527

14,3875
14,4222

14,4568
14,4914

14,5258
14,5602
14,5945
14,6287
14,6629
14,6969
14,7309
14,7648
14,7986

14,8324
14,8661
14,8997
14,9332
14,9666
15,0000
+5,0333
15,0665
15,0997
15,1327
15,165!

15,1987
15,2315
15,2643
15,2971

r5,3297
15,3623

15,3948
15,4272
15,4596
15,4919
15,5242

15,5563
15,5885

15,6205

15,6525
15,6844

15,7162
15,7480

15,7797
5,8114

\h

5,8480
5.8578
58675
5,8771
5,8868
5,8964
5.9059
5,955
5,925°
5,9345
5+9439
5,9533
5,9627
59721
5,98i 4
5,9907
6,0000
6,0092
6,0185
6,0277
6,0368
6,0459
6,0550
6,0641
6,0732
6,0522
6,09x2
6,1002
6,1091
6,1180
6,1269
6,1358
6,1446
6,1534
6,1622
6,1710
6,1797
6,1885
6,1972
6,2058

6,2145
6,2231
6,2317
6,2403

6,2488

IM

6,2912
672996

1000. -
log n n

2,30103
2,30320

2,30535
2,30750

2,30963
2,31175
2,31387

2,31597
2,31806
2,32015
m 2222
2,32428
2,32634
2,32838
2,33041
2,33244
2,33445

2,33646
2,33846

2,34044
2,34242

2,34439

2,34635
2,34830

2,35025
2,35218
2,35411
2,35603
2,35793
2,35984
2,36173
2,36361
2,36549
2,36736
2,36922
2,37107
2,37291

2,37475
2,37658

m 2840
2,3802

2,38202
2,38382
2,38561
2,38739
2,38917
2,39094
2,39270
2,39445
2,39620

2,39794

5,00000

4,97512
4,95050
4,92611
4,90196
4,87805
4,85437
4,83092
4,80769
4,78469

4,76190

4,73934
4,71698
469484
4,67290
4,65116
4,62963
4,60829
458716
4,56621

4,54545
4,52489
4,50450
4,48430
4,46429
4,44444
442478
4,40529
4,38596
4,36681
4,34783
4,32900
4,31034
4,29185
4,27350
4,25532
4,23729
4,21941
4,20168
4,18410
4,16667

4,14938
4,13223
4,H523
4,09836
4,08163
4,06504
4,04858
4,03226
4,01606

4,00000

628,32|3i4i5,9 200

631,46
634,60

637,74
640,88
644,03
647,17
650,31
653,45
656,59
659,73
662

666,02
669,16
672,30
675,44
678,58

681,73
684,87
688,01

691,15

694,29

697,43
700,58

703,72
706,86
710,00

713,14
716,28

719,4-
722,57

725,71
728,85

731,99

735,13
738,27
741,42

744,56
747,70
750,84
753,98

757,12
760,27

763,41

766,55
769,69

772,83

775,97

779.il
782,26

785,40

3i730,9 201
32047.4 502
32365.5 203
32685.1 204
33006.4 205
33329.2 206

33653.5 207
33979.5 208
34307,0 209
346361 210

34966.7 211
35298,9 212
35632.7 213
35968,1 2x4
361050 g
366435 .16
36983.6 217
373253 218
376685 219
38013,3 220
38359.6 221
38707.6 222
39057.1 228
39408.1 224
39760.8 225
40115,0 226
40470.8 227
40828.1 228
41187.1 229
41547,6 230
41909,6 231
422733 232
42638.5 233

453 234
43373.6 235
437435 236
44115.0 237
44488.1 238
44862.7 239

45238,9 240
45616,7 241
45996.1 242
46377,° 243

46759.5 2A4

471435 245
47529.2 246

247
47916.4
48305,1 24S

486955 249
49°87,4 250



1. Tablice. 250-300 7

itn'
u ns #*3 Yn y n logn licoo-5 Kn n

2170 62500 15625000 15,8114 0,2990 2,39794 4,00000 785,40 49087,4!2 co

iSi 63031 s5g13251 (58430 6,3080 2,39967 3,98406 78854 49480,9 251
*5x 63504 16003008 158745 6,3164 2,40140 3,96825 791,68 498759 2C2
553 64009 16194277 59060 63247 240311 395257 794,82 50272,6 253

254 64516 16387064 159374 6,3330 2,40483 39370* 797,96 50670,7 54
*55 65025 16581375 15,9687 g 3413 2,40654 3 92157 80111 51070,5 255
256 65536 16777216 16,0000 6,3496 240824 3,90625 804,25 5xg7+g 256
157 66049 16974593 16,0312 43579 2,40993 3,89105 807,39 51874,8 257
258 66564 17173512 16,0624 63661 2,41162 3g7507- gio 53 52279.2 258
159 67081 17373979 *6,0935 6,3743 24x330 386100 g13,67 526853 259
260 67600 17576000 16,1245 6,3825 2 4x497 3,84615 816,Si 53092,9 260
261 6S121 17779581 16 1555 6,3907 2,41664 3,83*42 819,96 53502,i 261
262 68644 17984728 16,1864 6,3988 2,41830 3,81679 823,10 539%29 262
263 69169 18191447 16,2173 6,4070 2,41996 3,80228 826,24 543252 263
164 69696 18399744 16,2481 6,4151 2,42160 3,78788 829,38 547391 264
165 70225 15609625 16,2788 6,4232 2,42325 377358 832,52 55*54,6 265
266 70756 18821096 16,3095 g 43*2 242488 37594° 835,66 55576 266
267 71289 19034163 16,3401 g 4393 2,42651 374532 838,81 559903 267
268 71824 19248532 16,3707 4473 2,42813 3,73*34 g41.95 56410,4 268
269 72361 19465109 16,4012 g4553 242975 3,7*747 845,09 568322 269
270 72900 19683000 16,4317 6,4633 2,43136 37°37° 848,23 572555270
271 73441 19902511 16,4621 .6,4713 2,43297 3,69004 gs51 37 57680,4 271
272 73984 20123648 16,4924 64792 \a3a57 3.67647 854,51 58106,9 272
273 74529 20346417 16,5227 64872 2,43616 3,66300 g5765 58534,9 273
274 75076 20570824 165529 4951 243775 3,64964 860,80 58964,6 274
a75 75625 20796875 16,5831 6,5030 2,43933 3,63636 863,94 59395,7 275
216 76176 21024576 16,6132 65165 244091 32319 867,08 598285 276
277 76729 91253933 16,6433 6,5187 2,44248 3,61011 870,22 60262,8 277
278 77284 21484952 16,6733 6,5265 2,44404 3.597*2 873,36 606987 278
279 77841 21717639 ;6,7033 6,5343 244560 358423 876,5° 61136,2 279
2bO 75400 21952000 16,7332 6,5421 2,44716 357143 879,65 6i575,2 280
281 78961 22188041 16,7631 6,5499 ; 44g7° 3,55872 882,79 620158 281
282 795 4 22425768 16,7929 g5577 245025 3.54610 gg5o3 62458,0 282
283 80089 22665187 16,8226 g5e5a 2 45%79 3,53357 889,07 629018 283
284 80656 22906304 16,8523 g573* 245332 3,52!i3 892,21 g3za7+ 284
285 81225 53x4g+p5 16,8819 65808 245484 350877 89535 637940 285
286 81796 =3393656 16,9115 6,5885 24563 349650 098,50 642424 28b
257 82369 23639903 16,9411 65962 245788 348432 901,64 gago25 287
288 52944 238S7S72 16,9706 6,6039 545039 3,47222 gg47g 65144,1 288
289 g35p; 24137569 17,0000 6,615 246090 3,46021 907,92 g5597,2 289
290 S4100 24389000 17,0294 6,6191 246240 3,44828 911,06 66052,0 29 0
29! 84631 24642171 |7.0587 6,6267 2,46389 343643 014,20 66508,3 291
292 85264 24897088 17,0880 343 2,46538 342466 gx7 35 66966,2 292
WB 85849 5153757 17,1172 6,6419 246687 34vpg7 920,49 674256 293
294 86436 25412184 17,1464 gp404 2,46835 3,40136 923,63 67886,7 294
295 87025 ;5672375 17.1756 6,6569 2,46982 333983 926,77 pg3ag3 290
296 87616 25934336 17,2047 66644 247129 3 37gpw 929,91 688134 290
297 88209 26195073 17.2337 6,6719 247276 3 3670° 933,05 69279,2 297
298 88304 26463592 17,2627 6,6794 2,47422 335570 936,19 697465 295
299 80401 26730899 17,2916 66869 2,47567 334448 93934 702154 299
30U 90000 2700poco 17,3205 6,6943 2,47712 333333 942,48 70685,8.300



3 300_ 350

fi

300
.301

303
3°4
305
306
3°7
308
309

S 10
311
311
313
3*4
315
316
3*7
3l
3*9

320
311
322
323
324
315
3*6
3*7
3*8
3*9

330
331
33*
333
334
335
336
337
338
339

34°
341
34*
343
344

345
346

347
348
349
350

n-

90000:

90601
91204
91809

92416
930*5
93636

94*49
94564
95481

96100
96721

n3

27000000
27270901
27543608
278x8127
28094464
283726*5
28652616
*8934443
29218111
29503629
2979x000

30080131

44 303713*8

973
97969
98596
99**5
99856
100489
101124
101761
102400

103041
103684
104319
104976
105625
106176
106929
107584
108241
108900
109561
110224
110885
111556
112225
112896
113569
114%44
114921
115600
116281
116964
1764c
118336
119025
119710
120409
121103
12180i

122500

30664*97

3° 959144
31*55875
3*554496
31855013

3*| 5743*
3246x759

32768000

33076161
33386148
33698267
34012224
343*8125
34645976

34965783

35*8755*
35611289
35937000

36264691
36594368
36926037
37259704

37595375
37933056
38*7*753
38614472
38958219
39304000
39651821
4000168S
40353607
40707584
41063625
4x42x736
4x78x923
42144192
42508549
42875000

Dziat

I»»

17.3*05:

17.3494
17,3781
17,4069
*7,4356
17,4641
17,4939
17,5%14
17,5499
17,5784
17,6068
17,635*
17,6635
17,6918
17,7200
17,7482
17,7764
17,8045
17,8326
17,8606

17,8885
17,9165
17,9444
17,9722
18,0000
18,0278
18,0555
18,0831
18,1108
18,1384
18,1659
18,1934

18,2209
18,2483

18,2757
18,3030
18,3303
18,3576
18,3848
18,4120
18,4391
18.4662
i 8,493*
18,5203
18.547*
18,574*
x8,60n
18,6275
18,6548
18,6815

18,7085 +

pierwszy. — Matematyka.

Y.

6,6943
6,7018
6,7092
6,7166
6,7240
6,7313
6,7387
6,7460
6,7533
6,7606

6,7679
6,775*
67824
6,7897
6,7969
6,8041
¢,Sii3
6,8185
6,8256
6,8328
6,8399
6,8470
6,8541
6,8612
6,8683
6,8753
6,8824
6,8894
6,8964
6,9034
6,9104
6.9174
6,9*44
6,9313
6,938*
6,945*
6,95**
6,9589
6,9658
6,97*7
6,9795
6,9864
6,9932
7,0000
7,0068
7,0*36
7,0103
7,0171
7,0338
7,0406

7,0473

log *

2,47712
* 4/857
248001
*,48144
2,48287

*48430
2,48572
2,48714
2,48855
* 48996
*,49*36
*,49276
*, 4945
*,49554
*,49693
*,49831
2,49969
2,50106
* 50%43
*,50379
*,505*5
2,50651
2,50786
2,50920
51055
2,51188
*513*2
* 5%455
* 5*587
25x720
1,5%85*
2,51983
2,52114
*,5%544
* 5+375
2,51504
* 5634
* 5%63
2,5*S9*
1,530*0
*,53+48
* 5375
* 53403
*,535+9
* 53656
* 5378%
2,53908

*,54033
*54*58
*>54*83

*,54407 :

1000-i-

3,33333
3,3***6
3,31126
3,30033
3,%8947
3,27869
3,26797

3,*5733
3,*4675
3,*36*5
3,**581
3,**543
3>*°5*3
3,19489
3,i847*
3,17460
3,16456
3,*5457
3,*4465
3,¥3480
3,1*500
3,115*6
3,*0559
3,09598
3,0864*
3,0769*
3.06748
3,05810
3,04878
3,03951
3,03030
3 O**)\'S
3,01*05
3,00300
*,99401
2,98507
*976*9
2,96736
2,95858
2,94985

2,941x8
* 93*55
1,9*398
*[9*545
2,90698
2,89855
1,89017
2,58i54
* 87356
* 86533
* 857%4

945,6*
948,76
95*.90
955,04
958,19
96i,33
964,47
967,61
970,75
973.89

X1ij
4
70685,8
7i*57,9
7*63* 5
72106, 6
7*583,4
73061,7

7354i 5
74023,0
74506,0
74990,6

75476,8

04 75964,5

977,

980,18
983.3*
986,46
989,60
99*>74
995,88
999,03
X001,
*005,3
1008,5
ioxx,6
1014,7
1017,9
1021,0
1024,2
1027,3
1030,4
1033,6
1036,7
1039,9
1043,0
1046,2
*049,3
105%4
1055,6
1058,7
1061,9
1065,0

76453,8
76944,7
T7437*
7793**
784*6,7
789*3,9
794**.6
79911,9
80424,8
80918,2
81433,*
81939,8
81448,0
8*957.7
83469,0
83981,8
84496,3
850x2,3

855*9,9
S$6049,0
86569,7
87092,0
87615,9
881413
88668,3

89196,9

897*7,0
90258,7

1068,X 90792,0

1071,3
1074,4
1077,6
1080,7
1083,8
*087,0
1090,1
1093,3
1096,4

1099.6'

91326,9
9*863,3
9*401,3
9*940,9
93482,0
94024,7
94569,0
95**4,9
95662,3
96211,3

n

300

301
302

303

304

305
306

307
308
309
310
3**
312
3+3
34
35
36
37
318
3*9
320
321
321
3+3
3%4
35
326
327
328
3+9
33°
33*
33*
333
334
335
336
337
338
339
340
341
34
343
344
345
346
347
348
349
350



1 Tablice. 350—400 9

*n-

T n

350 122500% 42875000 18,7083 70473 2,54407 2,857*4 *099,61962113 350
35* 1232011 432-43551 18,7350 70540 25453+ 184900 1*02,7 967618 35+
352 123904 43614208 18,7617 7,0607 254654 2,84091 1*05,8 973*4,0 352
353 124609 43986977 18,7883 70674 +ssa777 283186 1%09,0 978677 353
35+ 125316 44361864 1S.S149 70740 254900 2.524*0 **12,* 98413,0 354
355 126025 44738875 18,8414 7,0807 2 55023 1,81690 «#xx53 98979,8 355
356 126736 45118016 *8,8680 7,0873 2,55%45 2,80899 1*18,4 99538,1 35b
357 127449 g5499%93 18,8944 7,0940 255267 2,80i*2 1*21,5 100098 357
358 128164 45882712 18,9209 7,*005 255388 2,7933° 1124,7 100660! 350
350 128881 46268279 *goq73 7,1072 | 55509 2,78552 1*27,8 *01223 359
36° 129600 46656000 =*gg737 7,**38 2,55630 277778 **3%*o 101788 3b0
36r 130321; 47045881 19,0000 71204 5 g575+ 277008 1*34,1 102354 36*
362 131044 47437928 19,0263 7,1269 255871 2,76243 1'37,3 02922 362
8b3 131769 47S32147 19,0526 7,*335 2,5599* i,754s2 1*40,4 103491 363
364 132496 48228544 19,0788 7,400 2,56110 274725 +*+435 104062 364
55 33225 48627125 *9,1050 71466 256229 573973 1146,7 104635:365

366 133956 49027896 19,131* 7 53+ 256348 2,73224 1149,8 105209 366

367 134689 49430863 19.1572 7,*596 256467 272480 1*530 105785 367

135414 49836032 xg 1833 7,1661 256585 2,7*739 1156,1 106362 368
369 136161 50243409 19,2094 7,726 2,56703 2,71003 1159,2 106941 359
370 136900 50653000 =g 354 747 256820 270270 1162,4 107521 37q
37i 137641 51064811 19,2611 7sgs5 256937 2,69M2 g5 5 *08*031 371
371 138384 51478548 192573 7,1920 | 57054 2,658*7 1%68,7 108687 372
373 139129 51895117 19.3+32 74984 2,57)7* 2,68097 1171,8 109272 373
374 139876 52313624 19,3391 72048 257287 2,67380 1175,0 10985S 374
375 140625 52734375 19.3649 7,2112 2,57403 266667 1x781 110447 375
37b 141376 53157376 19,3907 7,2177 2 575+9 265957 1181,2 111036 376
377 142129 53582633 xg4+e5 7,2240 257634 2,65252 1xg4.4 111628 377
37« 142884 54010152 19.4422 72304 2,57749 1,64550 1187,5 112221 373
379 143641 54439939 19,4679 7,2368 257864 1,63851 1190,7 1*2815 379
330 144400 54872000 19,4936 7.1432 257978 2,63158 1193,8 113411 380
3*j *45+6* 55306341 *95+gp 792495 258092 2,62467 1196,9 *14009 381
382 145024 55742968 *0.5448 72558 2,58206 2,61780 1200,1 114608 382
3a3 146689 56181887 195704 7,2622 2,58320 2,61097 1203,2 115209 3g3
354 147456 56623104 g s5g5g 7,2685 ps5gaz3 1,60417 12064 115812 384
a5 148225 57066625 196214 72748 258546 159740 12095 116416 3g5
3>6 145996 57512456 19,6469 7,18** 258659 1,59067 1212,7 1*7021 38b
357 149769 57960603 19,6723 7874 258771 55308 12158 117628 3g7
3X8 150544 58411072 +geg77 7,2936 2,58883 | 5773 1218,9 118237 388
389 151321 58863869 19,7231 7,2999 558995 257069 *222* 11SS47 389
390 152100 59319000 197484 7,3061 2,59106 2,56410 12252 119459 390
301 152881 5977647+ *07737 7,3%24 259218 155754 12284 120072 39%
391 153664 60236285 19,7990 7,3*86 250329 2,55%02 #p3x5 *20687 392
393 54449 60698457 19,8242 73248 150439 254453 12346 121304 303
394 155236 61162984 19,8494 7,3310 2,59550 253807 1137,8 121922 394
395 156025 61629875 10,8746 73372 259660 253+5 1140,9 122542 395
396 156816 62099136 19,8997 73434 259770 251525 1144, 123163 396
337 157609 62570773 1909p49 7,396 2,59879 251889 1147,1 123786 397
3 158404 63044792 *g/ga99l 7.3558 259988 2,51256 1150,4 124410 39i
399 159201 63521199 19.9750' 7,36*9 2.60097 2,50627 H 535 125036 399

4CO 160000 B4000000 20,0000 7,3681 2,60206 2,50030 1156,6 1:5664 400

3
n o n3 vn , logn 1000—  5n



10 400—450
n ns
400 60000 6000000
401 60801 64481201
402 61604 64964808
4°3 62409 65450827
404 63216 65939264
405 64025 66430125
406 64836 66923416
407 65649 67419H3
408 66464 679i73i2
409 67281 68417929
410 68100 68921000
411 68921 69426531
412 69744 69934528
413 70569 70444997
414 71396 70957944
415 72225 71473375
416 73056 71991296
a17 73889 72511713
418 7a7x4 73034632
419 75561 73560059
420 76400 74088000
421 77241 74618461
422 78084 75151448
413 78929 75686967
424 79776 76225024
425 80625 76765625
426 81476 77308776
427 82329 77854483
428 83184 78402752
429 84041 78953589
430 84900 79507000
431 85761 80062991
432 86624 80621568
433 87489 81182737
434 88356 81746504
89225 82312875
43§ 90096 52881856
437 90969 g3453453
438 gr@usa 84027672
439 92721 S4604519
440 93600 85184000
441 944S1 85766121
442 95364 86350888
443 96249 86938307
444 97136 87528384
445 98025 88121125
446 98916 88716536
447 89314623
448 ﬁ%-sgmssgz
449 2010011 90518849

45° 202500: 91125000

Dziat pierwszy. — Matematyka

Vn

20,0000
o

404D

20,0998
20,1246
20,1494
20,1742
20,1990
20,2237

20,2485

20,2731
20,2978
20,3224

20,3470
20,3715
20,3961

20,4206
20,4450

00,4695

30,4939

.0,5183
20,5426
20,5670
20,5913
20,6155
20,6398
20,6640
20,6881
20,7123
20,7364
20,7605
20,7846
20,8087
20,8327
20,8567
20,8806
20,9045
20,9284
20,9523
20,9762
21,0000
21,0238
21,0476
21,0713
21,0950
21,1187
21,1424
21,1660
21,1896
21,2132

yn

7,368i
7,3740
7,3803
7,3864
7,39*5
7,3986
7X4°47
7,4108
7,4169
7,4229

7,4290

7,4350
724410
7.4470
7,4530
7,4590
7,4650
7,47i0
7,477°

7,4809
7,4889

7,4948
7,5007
7,5067
7551-6
7,5185
7,5%44
7,5300
7,5361
7,5420
7,5478
7,5537
7,5595
7.5654
7,577

7,5770
75828
7,5886
7,5944
7,6001
7,6059
7,617

7,6174
7,6030

1000.--
log H n

2,60206
0,60314
2,60423
2,60531

2,60638

picoc

0,60959
2,61066
2,61172
2,61278
2,61384
2,61490
0,61595
2,61700
2,61805
2,61909
2,62014
2,62118
2,62221
2,60325
2,62428
2.60531
2,62634
2,62737
2,62839
2,62941
0,63043
2,63144
0,63246
0,6334

0,634.

2,63548
0,63649
0,63749
2,63849
2,63949
0,64048
0,64147
0,64046
64345
0,64444
0,64540
2,64640
2,64738
2,64836
2,64933
2,65031
2,65128
0,65005
2,653*

0,50000

2,49377
2,48756

0,48139
2,47525
2,46914
2,46305
2,45700
2,45098
2,44499
2,43902

M3309
2,42718
2,42131
2,41546
2,40964
2,40385
2,39808
0,39*34
2,38663
0,38095
0,37530
*,36967
0,36407

*,35849
2,35*94
2,34741
2,3419*
2,33645
2,33*00
*>3*55

*,3*019
*,31481
2,30947
1,30415
0,19885
0,*9358
2,28833
2,28311
2,27790

2,27273
2,26757
0,06244
2,25734
2,25225
0,04719
2,04215
2,03714
0,03014
0.00717

256.61
*59,.8
262.9
2661
069.0
270,3
2755
278.6
281,r
284.9
288.1

091.2
294.3
*97,5
300,6
303.8
306.9
310,0
313.2
316.3
319,5
322,6
3*5,8
328,9
332,0
335.2
338.3
3415
344.6
im

352,9
354.0
357.2
360.3

363.5
366.6

69,7

3729
376.0

379,*
3823

385,4
388.6
3917
394.9
398,0
401.2

404.3
407.4
1410,6

14i37

-H
TT

105C64 400
126293 401
126923 402
127556 403
128190 404
128825 405
129462 406
130100 407
130741 408
131382 409
132025 410
132670 411
133317 412
133965 413
134614 414
135265 415
135918 416
13657* 417
137228 418
137885 419
138544 420
139205 421
139867 422
140531 4*3
141196 424
141863 425
14*53* 426
143001 427
143872 428
144545 429
145%20 42
145896 431
146574 430
147254 433
147934 434
148617

149301 436
149987 437
150674 438
151363 439

15+053 440

1575 441
153439 440
154134 443
154830 444
1555+ 445
156228 446
156930 447

448

449

159043 45°



I. Tablico. 450—500 11

3 Tthn- TN

n t)I3 n3 v-n  log» 1000.— K» T |

|
450 202500 91125000 21,2132 7,6631 *,65321 ** 141501 159043 450

451 203401 91733851 21,2368 7,6688 1,65418 2,*17*9 1416,9 159751 451
451 204304 92345408 21,2603 76744 *,65514 2,21239 1420,0 160460 45+
453 205209 92959677 21,2838 7,6801 1,65610 1,10751 14*3,1 161171 453
454 206116 93576664 21,3073 7,6857 1,65706 1,10164 14*6,3 161883 454
455 207025 94196375 *1 3307 7,6914 2,65801 1,19780 1429,4 161597 455
456 207936 84818816 21,3542 7,6970 1,65896 2,19298 14326 163313 456
457 208849 95443993 21,3776 7,706 1,65992 2,18818 14357 164030 457
458 209764 96071912 21,4009 77082 2,66087 1,18341 14388 164748 458
459 210681 96702579 21,4243 7 7138 2,66181 2,17865 1442,0 165468 459
460 211600 97336000 21,4476 7,7194 266276 i j739i j445,i 166190 460

461 212521 97972181 21,4709 7,7250 2,66370 2,16920 14483 166914 461
462 213444 98011128 21,4942 7,7306 2,66464 2,16450 1451.4 167639 462
463 214369 99252847 *15174 71,7362 2,66558 *15083 1454.6 168365 463
464 215296 99897344 21,5407 7,748 2,66652 14577 169093 464
465 216225 100544625 21,5639 77473 * @745 2,15054 1460.8 1698*3 4p5
466 217156 101194696 21,5870 7'75*9 1,66839 * r459* 1464.0 170554 466
467 218089 101847563 21,6102 7,7584 2,66932 * Hi33 1467.1 1711S7 4g7
468 219024 102503232 *| 333 7.7639 2,67015 +'3575 14703 L7*0Ll 468
469 219961 103161709 21,6564 ;7gg5 2,67117 213220 734 17+757 469
470 220900 103823000 *1,6795 7,775 0 2,67210: 1,12766 14765 173494 470
47i 221841 1044871u 21,7025 77805 1,67301 2,12314 14797 174234 479
471 222784 105154048 21,7256 7.7860 «g7394 2.,11864 14818 174974 471
473 223729 105823817 21,7486 7,915 2,67486 2,11416 1486.0 175716 473
474 224676 106496424 *1.7715 7,797° 2,67578 2,10970 1489.1 176460 474
225625 107171875 *i,7945 7,8025 1,67669 2,10526 149* 3 177205 M
A6 226576 107850176 21,8174 7,8079 2,67761 1,10084 14954 17795*
477 227529 108531333 21,8403 78134 2,67852 209644 44985 178701 477
478 228484 109215352 21,8632 7,8188 =*g7943 2,09105 15017 79451 478
479 229441 109902239 21,8861 7gp43 2,68034 2,08768 1504.8 180203 479
480 230400 110592000 21,9089 7,8297 2,68124 1,08333 1508,0 180956 480
481 231361 111284641 *1,9317 7,835* 2,68215 1,07900 1511.1 181711 481
482 232324 111980168 *1,9545 7,8406 *,68305 2,07469 1514.1 182467 48*
483 233289 112678587 «1g773 7,8460 *,68395 x (7039 |5i7,4 183*25 483
484 23425C 113379904 **0000 7514 *68485 *06612 15%0,5 183984 484
485 235225 114084125 *2,0%27 7,8568 * 68574 2,06186 15x37 184745 4S5
486 236196 114791256 *2,0454 7,8622 2,68664 2,05761 1516,8 185508 486
487 237169 115501303 22,0681 7,8676 * 68753 2,05339 1530.0 186272 4g7
483 238144 116214272 22,0907 78730 268842 2,04918 15331 187038 488
+89 239121 116930169 ** 33 7,8784 2,68931 204499 1536.1 187805 489
490 240100 117649000 22,1359 7,837 2.69020 2,04082 15394 188574 490
-491 241081 118370771 =« 1585 7,8891 2,69108 103666 154+ 5 189345 491
49* 242064 119095488 22,1811 7.8944 1,69197 2,03252 15457 I90H7 a0+
493 243049 119823157 22,2036 7,8998 *,69285 2,02840 1548.8 190890 493
494 244036 120553784 22,2261 7,9051 *,69373 2,02429 1551.9 191665 494
495 245025 121287375 **,2486 79105 2,69461 1,02020 {g55; 192442 495
496 2460li 122023936 22,2711 7.9+5g *69545 2,01613 15581 193221 496
497 247009 122763473 =xxg35 7,921L 269636 1,01107 15614 194000 497
49S 24800~ 123505992 **)3159 7,9264 1,69723 2,00803 (5645 194782 498
499 249001 124251499 1»x13383 7,9317 269810 2,0040l 15677 195565 499°
500 25000C 125000000j22,3607 7,9370 *,69897 2,00000 1570,8 196350 50



12

°)

S°o
501
502
5°3
504

506

507
508
509
Sio
511

513
SH
su
516
517
SI0
5*9

520
521
s21
513
5-4
525
52b

5*7
528
5-9

c3°
531
532
533

534

53<
537
.53»
539
540
541
54*
543
544

546
547
5k
i 49

55°

000— 550

n

250000
251001
252004
253009

254016
255025
256036
157°49
258064
259081

260100

261121
262144
263169
264196
265225
266256

267289
268324
269361
270400

271441
272484
273529

274576
275625
276676
277729
278784
279841
280900

281961
283024
284089
285156
286225
287296

288369
259444
290521
291600
292681
293764
294849
295936
297025
298116

299209

ul

125000000
125751501
126506008
127263527
125024064
128787625
129554216
130323843
131096512
131872229
132651000
133432831
134217728
135005697
135796744
136590875
137388096
138158413
138991832
139795359
140605000
141420761
142236648
143055667
143577824
144703125
145531576
146363182
147197052
148035889
148877000
149721291
150565768
151419437
152273304
15313°375
153990656
154854153
155720872
156590819

157464000

168340421
159220088
160103007
160989184
161878625
162771336

163667323

3003041164566592
3014011165469149

30250c]166375000

Dziat pierwszy.—.Matematyka.

yn

22,3607;

22,3330
22,4054
22,4277

22,4499
224122
22,4944
22,5167
22,5389
22,5610
22,5832
22,6053
22,6274
22,6495
22,6716
22,6936
22,7156
22,7376
22,7596
22,7816
22,8035
22,8254
22,8473
22,8692
22,8910
22,9129
22,9347
22,9565

22,9783
23,0000

23,0217

23,0434
23,0651

23,0868
23,1084
23,1301
23.1517
23,1733

23,1948
23,2164

23,2379
23,2594
23,2809
23.3024
23,3238

23.3452
23,3666

23,3880
23,4094
23.4307
23.4521

I »
7,9370
7.9423

7.9476.

7.9528

7.9581
7,9634
7,9686

7,9739
7,9791
7,9843
7.9896
7,9948
S,0000
8,0052
S,0i04
8,0156
S,0208
8,0260
8,0311
8,0363
8,0415
8,0466
8,0517
8,0569
8,0620
8,0671
8,0723
8,07,74
8,0825
8,0876
8,0927
8,0978
8,1028
8,1079
8,1130
8,n80
8,1231
8,1281
8.1332
8,1382

8.1433
8,1483
8,1533
8,158.3
8,1633
8,1683
8,1733
8,1783
8,1833
8,1882

8,1952

iog n

2,69897
2,69984
2,70070
2,70157
2,70243
2,70329
2,70415
2,70501
2,70586
2,70672

2,70757
2,7084:
2,70927
2,71012
2,71096
2,71181
2,71265
2,71349
2,71433
2,71517

.2,71600

2,71684
2,71767
2,71850
2,71933
2,72016
2,72099
2,72181
2,72263
2,72346

2,72428

2,72509
2.72591
2,72673
2,72754
2,72835
2,72916
2,72997
2,73078
2,73159

2,73239
2,73320
2,73400
2,73480
2,73560
2,73640
2,73719
2,73799
2,73878
2,73957
2.-4036

1000 —
«

2-000
1,99601
1,99203
1,08807

1.98413
1,98020

1,9762s
1.97239
1,96850
1,96464

1,90078

1.95695
1.95312
1.94932

1.94553
1.94175
1,93798
1,93424
193050
1,92678

1,92308
1,91939
1.91571
1,91205
1,90840
1,90476
1,90114

1.89753
1 89394
1,89036
1,88679

1,88324
1,87970
1,87617
1,87266
1,86916
1,86567
1,86220
1.85874
1,85529

1.85185
1,84843
1,84502
1,84162
1,83824
1,83486
1,83150
1,82815
1,82482
1,82149

i.81818

Icn

1570,8

1573,9
1577,1
1580,2

1583,4
1586,5
1589,6
1592.8
1595.9
1599,
1602,2
1605,4
1608,5
1611,6
1614,8
1617,9
1621,1
1624,2
1627,3
1630,5
1633,6
1636,8
1639.9
1643.1
1646,2
1649.3
1652,5

1655.6
1658,8
1661,9
1665,0
i66S,2
1671,3
1674.5
1677,6
1680,8
1683,9
1687,0
1690,2
1693.3
1696,5
1699,6
1702,7
1705,9

1709.0
1712,2

17153
1718,5
1721,6

1724.7
1727.9

« ii3
~r
196350
197136
197923
198713
199504
200296
201090
201586
202683
203482
204282
205084
205887
206692
207499
208307
209117
209928
210741
211556
212372
213189
214008
214829
215651
216475
217301
218128
218956
219787
220618
221452
222287
223123
223961
224801
225642
226484
327329
228175
229022
229871
230721
231574
232428
233283
234140
234998

235858
236720

237583

SO0
501
502
503

505
506

507
.508
509

510

511
512

513
514
515
5ib

g 1?
11
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
SO
531
532
533
534
535
536
537
53S
539
540
541
542
543
544

545
546

844
549

550



L Tablice. 550—600 18
~r
55° 301500 166375003 23,4521 8,1932 274036 1,81818 17279 137583 5o
551 303601 167284151 534734 81982 1 74%15 1,81488 _x73+( 238448 557
552 304704 168196608 134947 82031 2,74*94 1,81159 #7342 2393*4 55*
553 305809 169112377 13,5160 82081 74173 180832 x7373 140181 553
55+ 306916 170031464 13,5371 8,2130 1,7435* 1,80505 *740,4 141051 554
555 308025 170953875 13,5584 82180 j 744i9 180180 =7436 241922 555
556 309136 171879616 13‘5797 8,2229 1,74507 *i79856 *746,7 141795 55?
557 310249 171808693 23,6008 8,2278 1,74586 =* 79533 *749,9 243669 551
55» 311364 173741112 23,6220 g 9317 2,74663 1,79211 #7530 144545 558
550 312481 174676879 13,6431 82377 7474% 1,78891 1756,2 245422 ggg
560 3136°° 175616000 13,6643 8,2426 2,74819 1,78571 *759,3 246301 560
561 314721 176558481 13,6854 g 1475 274896 =* 78253 1761,4 247181 s5g*
562 315844 177504328 13 7065 8,524 1,74974 1,77936 1765,6 248063 562
563 316969 178453547 13,7276 g 1573 27505* 177620 1768,7 248947 563
564 318096 179406144 137487 8,2621 275128 j 77305 *77+9 249532 364
565 3*9H5180362125 13,7697 8,2670 2,75205 *,76991 *775’0 2507*9 565,
566 320356 181321496 13,7908 8,719 2,75282 176678 1778,1 251607 566
567 31%489 182284263 23,8118 8,2768 1.75358 1,76367 x7gj 3 252497 567
568 322624 183250431 23,8328 8,2816 575435 1,76056 17g4,4 253388 568
569 323761 184210009 138537 82865 1755+ * 75747 1787,6 254281 569
570 324900 185193000 j3>g747 8.2913 1 75587 75439 1790,7 255176 570
57i 326041 186169411 23,8956 82962 2,75664 * 75%3% *7093-8 256072 57*
57- 327184 187149248 13 9165 8,3010 1,75740 174825 7970 256970 572
573 328329 188132517 239374 83059 1,758*5 174510 18001 257869 573
574 329476 189119224 13 95g3 8,3107 2,7589* 1,74116 1803,3 258770 574
575 330625 190109375 2319792 'g 3155 175967 * 739+3 1806,4 259672 4o
576 331776 191102976 24.0300 8,3203 2,76042 i 736i* 1809,6 260576 576
577 332919 192100033 24,0208 g 351 2,76118 =*.733+0 1812,7 261482 577
57» 334084 193100552 24,0416 83300 176193 1,73010 +g*5g 162389 578
579 335.4j 194104539 24,0624 83348 2,76168 171712 1819,0 163198 s570-
580 336400 195112000 24,0832 8,3396 276343 172414 1822,1 164108 5go
58l 3378561 196122941 544039 83443 2,76418 1,71117 jgj53 265120 581

338714 197x37368 14,1247 g3491 176492 1,71821 1828,4 266033 582
%é' 339889 198155287 14 454 83539 2,76567 1,71527 1831,6 266948 583
584 34*°56 199176704 24,1661 g 3587 1,76641 1,71133 18347 267865 584
585 342225 200201615 14,1868 g13g34 2,76716 170940 1837.8 268783 585
586 343396 201230056 14,2074 8,3682 2,76790 1,70648 1841,0 169703 586
587 344569 101161003 14,1181 83730 276864 1,70358 =xg44, 270624 sg7
588 345744 203197471 24,2487 g 3777 2,76938 170068 18473 271547 588
559 346921 104336469 24,1693 83825 2,77012 1,69779 1850.4 271471 589
590 348100 205379000 24,2899 8.3872 2,77085 169491 18535 273397 ggo
591 349281 206425071 14,3105 g3g+g 2,77*59 169205 18567 174325 59+
591 350464 207474688 1433« 83967 2,77232 168919 18598 275254 592
593 351640 208527857 {4,356 8,4014 577305 1,68634 1863,0 276184 503
594 352836 209584584 | 437n 84061 | 77379 168350 1866, 277117 594
505 354015 210644875 24,3926 8,4108 577451 168067 1869,2 178051 505
596 355216 211708736 14,4131 84*s5 2,/7525 1,67785 1872,4 278956 596
597 356409 212776173 24,4336 S4202 577597 167504 _1g755 279923 597
598 357604 213847192 144540 g 4149 2,77670 1,67224 1878,8 280862 598
509 358801 214921799 4 4745 84196 77743 166945 1881,8 281802 599
600 360000 216000000 14 49401 84343 2,77815 1,66667 1885.0! 181741 600

n m YN Vn log» 1000-jj 71 ¥



14 600-650
n ui
600 360000 216000000

601
602
603
604
605
606
607
608
639
6io0
611
612
613

614
6'5
616
617

618
619

620
621
622
623
624
625
626
627
628
629

030
631
632
<B
634

636

<37
638
639
t>4°
641
642
<H3
644

646

647
648

Us0

361201 217081801
362404 218167208
363609 219256227
364816 220348864
366025 221445125
367236 222545016
368449 223648543
369664 224755712
370881 225866529
372100 226981000
373321 228099131
374544 229220928
375769 230346397
376996 231475544
378225 232608375
379456 233744896
380689 234885113
381924 236029032
383161 237176659
384400 238328000
385641 239483061
386884 240641848
388129 241804367
389376 242970624
390625 244140625
391876 245314376
393129 246491883
394334 247673x52
395641 248858189
396900 250047000
398161 251239591
399424 252435968
400689 253636137
401956 254840104
403225 256047875
404496 257259456
405769 258474853
407044:159694072
408321 260917119

409600 262144000
410881 263374721
412164 264609288
413449 265847707
414736 267089974
416025 168336125
4173x6 269586136
418609:270840023
419904 272097792
421201 273350449
422500274625000

Dziat pierwszy. — Matematyka.

3
A\ K »

24.4949 g 4343
=4,5153 84390
24,5357 8,4437
245561 84484
24,5764 8,453°
24,5967 8,4577
24,6171 84613
24,6374 84670
=4,6577 8:47x6
24,6779 84763

24,6982 8,4809
24,7184 8,4856
24,7386 8,4902
24,7588 8,4948
24,7790 8,4994
24,7992 8.5040
24,8193 8,5086

24,8395 8,5131
14,8596 8,5178
24.8797 8.51=4
24.5998 8,5170
24,9199 8,5316
24,9399 8,5361
24,9600 8,5408
14,9800 g 5453
15,0000 g 5499
25,0100 g 5544
15,0400 8,5590
25,0599 85635
25,0799 8,5681
25,0998 8,5716
=f,1197 85772
15,1396 18,5817
=5,1595 8,5862
15,1794 8,59°7
25,1992 g 5g5=
25,2190 8.5997
25,2389 8,6043
25,25871 S,608S
25,1784! 3,6131
25,298= g 6x77
15,3180 8,6111
=5,337718,6267
=5,3574: 8,6311
=5,3772 8,6357
=5,3969! 8,6401
2514i«5 8,6446
=5,4362; 8,6490
=5,4558; 8,6535
=5,4755! 8.6579
=54951 8.6614

log li 1000- 1
i

=+77815
1,77887
1,77960
2,78031
2,78104
2,78176
2,78247
=,78319
2,78390
=,78462

=,78533
2,78604

1,78675
2,78746
1,78817
1,78888
1,78958
1,79029
2,79099
1,79169
,79=39
1,79309
i,79379
1,79449
2,795i 8
=,79588
2,79657
1,79727
=,79796

.2-79865

=-79934
2,80003
1.8007=
1,80140
1.80109
2,80177
2,80346
2.80414
2.80482
2.80550
2,80618
2,50686
=,80754
2,80821
2,80889
2,80956
1,81013
=,81090!
1,81x58!
2,81214
1.81291

1,66667
1,66389
1,65ii3
X65837
1,65563
1,65189
1,650x7

X,64745
X,64+74
1,64204

1,63934
1,63666
1,63399
X,63x32
1,62866
1,62602
X61338
1,62075
1,61811
1,61551
1,61190
1,61031
1,60771
1,60514
1,60156
1,60000
1,59744
1,5949°
1,59236
158983
X,5873°
X,5847n
158228
1,57978
X577=9
157480
X57=33
156986
1,5674°
X,56495
1.5625°
1,56006
X 55763
i,555=i
X,55=80
X 55039
X54799
1,54560
1,54311
1,54083

',53846

1885,0
1888.i
i89x,=
1894,4
1897,5
1900.7
1903,8
1906,9
1910,1

1916,4
X90.5
19=2,7
19=5,8
1928,9
1932,1
'935,2
1938,4
'94',5
'944,6
1947,8
1950,9
' 954,
' 957,2
1960,1

1963,5
1966,6

1969,8
'97=,9
1976,1
'979,=
1982,3
'985,5
1988,6
1991,8
'994,9
1998,1
=001,1

1004,3
1007.5
2010,6
10x3,8
=016,9
1010,0
20=3,=
=0=6,3
=0=9,5
=03=,6
1035,8
2038,9

2042,0

e

282743

283687.
184631,
285578:
286526'

187475
288416

=89379
290333
291189
=9==47
293206
294166
295118

196091
297057
298024
298992
299962
300934

«

600
601
601
603

604
605
606

607
608
609

610
611
612
613

6x4
6x5
6X6
617
618
619

301907620

302882
303858
304836
3°58i5
306796
307779
308763
309748
3x0736
311725

3'=7'5
313707

314700
315696
316692
317690
318690
319692
3=0695

621
6=2
623
624
625
626
6=7
6=8
629
630
63l
632
633
634
635
636
637
638
639

3=1699040

31=705:
3137131
3=47==

3=5733
326745:

3=7759

3=8775
3=9792
3308x01

331831

641
642
643

644
645
646
647
648
649

t>50



L Tablico. G50-700 15
K)i~

Vn ~4~
650 422500 274625000 54951 8,6624 2,8x291 153846 2042.0 33"83i 650

651 423801 17589445] 255147 6668 2,81358 1,53610 10117 551005

652 425104 277167808 255343 8.6713 5 g1a25 1153374 2048,3 333876 852
653 426409 78445077 255539 8,6757 2.81491 53139 20515 334901 653
654 427716 279726264 255734 8,6801 2,81558 1,52905 2054.6 335917 654
655 429025 281011375 255936 8,6845 2,81624 152672 20577 336955 H
656 430336 282300416 25,6125 8,6890 2,81690 1,52439 2060,9 337985 E%é
657 431649 1g359339: 25,6320 86934 2,81757 1,52207 2064.0 339016 657
658 432964 284890312 55 6515 8,6978 2,81823 1,51976 2067.2 340049 658
659 434281 286191179 25,6710 87022 2,81889 | 5j745 2070.3 341084 659

660 435600 287496000 25,6905 8,7066 2,8x954 » 51515 10735 3411x9 660

661 436921 88804781 25,7099 8,7110 2.82020 1,51286 2076.6 343157 661
662 438244 290117528 257294 8,7154 282086 " grosy 1079.7 344196 662
663 439569 29]434147 25,7488 8,7198 2.82151 150830 2082,9 345237 663
664 440896 292754944 25,768: 8,7241 2,82217 150602 2086,0 346779 664
665 442225 294079625 25,7876 8,7285 2,82282 150376 2089.2 347313 665
666 443556 295408296 25,8070 8,7329 2,82347 L 50150 2092.3 348368 666

637 444889 206740963 25,8263 g7373 2,824x3 | 490i5 10954 3494"5 667
058 446224 298077632 95 ga57 8,7416 2,82478 149700 20986 350464 668
639 447561 299418309 25,8650 8,7460 2,82543 149477 2101.7 g3gvg5vg4 669
670 448900 300763000 25,8844 g 7503 2,82607 149154 1104,9 351565 670
671 450241 302111711 259037 g7547 282672 149031 2108.0 353618 671
672 451584 303464448 259230 87590 2,82737 148810 21X1,2 354673 672
673 452929 304821217 15.9411 8,7634 2,82802 1,48588 |« g3 35573° 673

674 454276 306x82024 25,9615 8,7677 282866 148368 2117,4 356788 674
6-5 ~g 307546875 8,771" 2,82930 1,48x48 2120,6 357847
676 456973 308915776 38,6000 87764 282995 147920 n i37 358908 676
677 45g3pg 310288733 26,0192 8,7807 2,83059 1,47710 2126,9 35997" 677
678 459684 311665752 26,0384 8,7850 1,83123 1,47493 2130.0 361035 678
679 461041 313046839 26.0576 87803 2.83187 147075 1133.1 362101 679
6B0 462400 314432000 26,0768 g 7937 2,83251 w759 2136,3 363168 680
63i 463761 315821241 6,0960 8,7980 2,83315 1,46843 H 39,4 364137 681
682 465124 317214568 26,1151 8,8023 2,83378 1,46628 2142.6 365308 682
653j466489 318611987 56 1343 8,8066 1,83442 1,464x3 457 366380 683
654 j467856 320013504 56 1534 8,8x09 2,83506 1,46199 1148,8 357453 684
469225 321419125 26,1725 8,8152 2,83569 " 45985 1151.0 368528 ggg
686 470596 322828856 26,1916 8,8194 2,83632 " 45773 1155.1 369605

687 471969 324242703 26,2107 8,8237 2,83696 i 45560 1158.3 370684 687
688 473344 325660672 26,2298 88280 ,g3759 145349 1161.4 377764 688
689 47471 327082769 26,2488 8,8323 2,83822 145138 2164.6 371845 689
690 476100 328509000 26,2679 8,8366 2,83885 1,44928 2167,7 373918 690
691 47748 329939371 26,2869 8,8408 2,83948 1,44718 2170,8 375013 691
692 478864 331373888 26,3059 8,8451 2,84011 144509 2174.0 376099 692
693 450249 332812557 26,3249 8,8493 2,84073 144300 2177.1 377187 693
694 481636 334255384 26,3439 8,8536 2,84136 144092 2180.3 378276 694
695 493005 335702375 26.362Q 8,8578 2,84198 143885 2183.4 379357 695
696 484416 337|53530 26,3818 8,8621 2,84261 " 43678 2186.5 380459 696
697 485809(338608873 26,4008 8,8663 2,84323 143471 2189.7 3gvg5z 697
698 487204]340065392 26,4197 8,8706 2,84386 143266 2192.8 382649 698
699 i 341532099 26,4386 8,8748 2,84448 1,43062 2196,0 383746 699

700 490000343000000 26.4575 8.8700 2.845101 1,4285- 1199,1 3g4g45 700

|Og n 1000 - u



16

700
701
702
703
704

70i
706

707
708
709
710
7x1
712
713

714

7i5
716

717
71«
719
720
721
722
713
7=4
725
726
e
728
729

730

731
732

733
734
735
73b

737
738

739
740
741
742
743
744
745
746
747
748
749
750

700-750

n2 »3

Dziat pierwszy. — Matematyka.

Vn

490000i343000000 —g4575

4914°i:344471ioi
492804:345948408
494209:347428927

4956161348913664
497025'350402625
498+36135x895816

4998497853393z43
501264 354894912

502681 356400829
504100 3579HOOO

505521 3594=5431
06944 360944128
508369 362467097
509796 363994344
511225 365525875
512656 367061696
514089 363601813

370x46232
516961 371694959
518400 373248000
5x9841 374805361
521284 376367048
522729 377933067
524176 379503424
525625 381078125
527076 382657176
528529 384240583
519984 355528352
53%441 387410489
532900 309017000
534361 390617891
535n=4 392223168
537289 393»3=837
538756 395446904
5402=5 397065375
541696 398688256

543 400315553
544644 401947272
546121 403583419
547600 405224000

5490S1 406869021
550564 408518488
55=049 410172407
553536 411830754

5550=5 4134936=5
556516 415160936

558009)4x6832723
559504418508992
561001 420x89/49

.562500 421875000

26,4764
=64953
26,5141
26,5330
26,5518
26.5707
=6,5895
26,6083
26,6271
26,6458
26,6646
26,6833
26,7021
26,7208
26,7395
26,7582
26,7769
26,7955
26,8x42
26.8328
=6,8514
26,8701
26,8887
26,9072
26,9=58
26.9444
26,9629
26,9815
27,0000
=7,0185
27,0370

=7,0555
27,0740

27,0924
27,1109
27,1=93
27,1477
27,1662
17,1846
=7,1029
27,2213
=7-=397
27,1580
27,2764
27,2947
=7,3130
27,3313

=7,3496
27,3679

27,3861

3
Vn

8,8790
8.8833
S.8875
8,8917
8,8959
8,9001
8,9043
8,9085
8,9127
8,9169

8,9=11

8,9=53
8,9=95
8,9337
$.9378
8,94=0
8,9462
S.9503

8,9545
8,9587
8,9628
8,9670
8,9711
8,975=
8,9794
8,9835
8,9876

8,99iS
8,9959
9,0000
9,0041
9,0082
90123
9,0164
9,0=05
9,0=46
9,0=87
9,03=8
9,0369
9,0410
9,0450
9.0491
9.0532
9,057=
9,0613
9,0654
9,0694

9,°735
9,0775
9,0816

9,0856

log n

8 so
2,84572

2,84634
2,84696

=,84757
2,84819
2,84880
2,84942
2,85003
2,85065
2,85126

2.85187
2,85248
2,85309

2,85370

=,8543r
2 85491

EJ85615
2.85673

2,85733
2,85794
2,85854
2.85914
=,85974
2,86034
2,86094
2,86153
2,86213
2.86273

2,86332
2,86392
2.86451
2,86510

2.86570
2,86629
2,86688
2,86747
2,86806
2,86864

2,86923

2,86982
2,87040
1,87099

=,87157
2,87216
2,87274

2,87332
2,87390
2,87448

2,87506:

1000 —
n

1,4=857
1,42653

1,4=45°
142248

1,4=045
141844
141643
i,4i443
i,4i =43
1,41044
1,40845
1.40647
1,40449
1,40252
1,40056
1,39860
1,39665
1,39470
139=76
1,39082
1,38889
1,38696
1,38504
1,38313
1,38122
x,37931
1,37741
i,3755=
1,37363
i,37i 74
1,36986
1,36799
1,366x2
1,36426
1,36240
1,36054
1,35870
1,35685
i,3550i
i,353i 8
1,351 35
1,34953
i,3477
i,34590
i,34409
134218
1,34048
1,33869
1,3369°
i,335n
1,33333

k n

2199,1
2202,3
2205,4
2208,5
2211,7
2214,8
2218,0
22211
22242
2227,4
2230,5
=233,7
2236,8
2240,0
2243,1
2246,2
==494

2302,8
2305,9
=309,1
2312,2
=3154
2318.5
2321.6
=3=48
2327,9
=331,1
=334=
=337,3
=3405
=343-6
2346,8
=349,9
=353,i
2356,1

384845
385945
387047
388151
389256
390363
391471
392580
393692
394805

395919

397035
398153
39927=
400393

401515
402639

403765
404892

406020
407150
408282

409415
410550
411687
412825
413965

415106
416248

417393

418539
419686
420835
421986

4=3138
4=4=93
425447
426604
4=7762
4=8922
430084

431247
43=41=
433578
434746
435916
437087

438259

439433
440609

700
701
702
703
704
705
706
707
708
709

710
711
712
713
714
715
716
717
718
719

720
721
722
7=3
7=4
7=5
72b
=7
7=8
7=9

730
73i
732
733
734
735
736
737
738
739

740
741
742
743
744
745
746
747
74*%
749

44178675=



1. Tablice. 700-S00 17

un-
T
750 562500 421875000 17,3861 9,0856 2,87506 133333 2356,2 441786 7 5o
751 56400l 413564751 274044 9,0896 1,87564 ' 33156 2359,3 442965 75+
751 5g5504 425159008 17,4126 9,0937- 1,87622 1,32979 23625 444146 752
753 567009 426957777 27,4408 g gg77 287679 1,32801 23656 445328 753
754 5685[6 418661064 574501 9,1017 287737 1,32626 23688 446511 754
755 5700:5 430368875 27,4773 9,1057 2,87795 1,32450 237*%,9 -447697 755
75b 57*536 432081216 574955 91098 2,87852 1,32275 3750 448883 756
757 573°49 433798093 o75i36 9,1138 2,87910 1,32100 2378,2 450072 757
758 574564 4355*95+2 27,5318 9,1178 1,87967 1,31926 .2381,3 451262 758
759 576081 437245479 27,5500 9,1118 2,88014 131752 23845 452453 759
760 577600 438976000 27,5681 9,1258 1,88081 131579 2387,6 453646 760
+761 579121 440711081 17,5861 9,1298 1,88138 131406 2390,8 45484* 761
762 580644 442450728 77 60431 9 i338 2.88195 1,31234 3939 456037 762
7b3 581169 444194947 27,6115! 9,1378 2,88252 i,3iobi 2397,0 457234 763
764 583696 445943744 27,64051 9,1418 2,88309 1,30890 2400,2 458434 764
58515 447697125 17,6586, 9,1458 2,88366 1307*9 2403,3 459635 765
760 586756 449455006 17,6767 9,1498 2,88423 130548 24065 460837 766
767 588189 451217663 27,6948 o i537 288480 30378 24096 462041 767
768 589814 451984833 27,7128 91577 2,88536 130208 2412,7 463247 768
<769 591361 454756609 27,7308 91617 2,88593 1230039 24159 464454 769
770 591900 456533000 27,7489 9,ie57 288649 129870 2419,0 465663 770
771 504441 458314011 27,7669 :9,1696 2,88705 129702 2422,2 466873 77+
771 595084 460099648 27,7849 o736 2,88762 109534 24253 468085 772
773 597510 461889917 27,8029 g1775 2,88818 1,29366 24285 469298 773
774 599076 463684814 27,8209 9181~ 2*88874 1,19199 24316 4705*3 774
775 600625 465484375 27,8388 g jgss 2,88930 1,19032 24347 47*73° 775
776 601176 467188570 27,8568 91894 2,88986 1,28866 _ 4379 472948 776
rn 603719 469097433 27'8/47 91i933 2,89042 1,28700 2441,0 474168 777
778 605284 470910952 27,8927 91973 2,89098 =x og535 24442 475389 778
779 605841 472729139 27,9106 9,201l 2,89154 128370 4473 476612 779
780 608400 474552000 27,9285 9,1051 2,89209 1,28205 24504 477836 730
781 609961 476379541 27,9464 9,2091 189265 1,28041 24536 479062 781
78. 611524 478211768 27,9643 9,2130 2,89321 1,27877 2456,7 450290 781
7«3 613089 480048687 27,9821 92170 2.89376 1,277*4 2459,9 481519 783
784 614656:481890304 28,0000 9,2209 289432 =* o755+ 2463,0 482750 784
75 616225:483736615 28,0179 9,2248 2,89487 1,27389 J2466,2 483982 785
786 617796:485587656 28,0357 9,2287 289542 1,27226 2469,3 485216 786
787 619369:487443403 28,0535 9,2326 2,89597 127065 24724 486451 7g7
788 620944:489303871 28,0713 9,2365 2,89653 1,26904 24756 487688 788
789 611511 491169069 28,0891 9,2404 2,89708 16743 24787 488917 789
790 614100:493039000 28,1069 92443 289763 126582 2481,9 490167 79°
791 625681:494913671 18,1147 9,2482 2,89818 1,26422 24850 491409 791
79- 61726} 496793088 28,1425 9,2511 2,89873 +1,26263 2488,1 492652 792
793 628549 498677257 28,1603 9,1560 1,89927 1,26103 49+ 3 493897 793
794 630436 500566184 28,1780 9,2599 1,89981 1,25045 24944 495*43 794
79) 631015 501459875 28,1957 9,2638 290037 125786 24976 496391 795
796 633616 504358336 28,2135 9,2677 2,90091 1,25628 2500,7 497.641 796
797 61510, 506161573 28,2312 9,2716 290146 25477 2503,8 498892
798 §36804508169592 25.2459 92754 2,90200 « o53x3 2507,0 500145 9%
799 63840x1510082399 28.1666 9,2793 290255 | p5+56 2510,1 501399 799
800 6400D0>512000000 28.18+3 92832 290309 125000 o5+33 502655 800

Podrecznit cecliniczny. T. 1. 2

n ft2 n3 Vn  yp: log it 1000|i_|7i jin m



18 800-850

isoo
801
Soi
803
804
805
8ob
807
808
809

810
811
812
813
814
815
816
8.7
818
819

820
8n
822
823
824
815
826
827
828
829

830

831
832
833
834
*35
836
837
838
839
840
841
842
843
844
845
846
847
848
849

850

640000 512000000

641601 513922401
643204 515849608
644809 517781627
646416 519718464
648025 521060125
649636 523606616
651249 515557943
652864 527514112
654481 529475129

656100 531441000
657721 533411731
659344 5353873i 8
660969 537367797
662596 539353144
664225 541343375
665856 54333*496
667489 5453385'3
669124 54734343*
670761 549353*59
672400 551368000
674041 5533*7661
675084 555412248
677329 557441767
678976 559476224
680625 561515625
682276 5635599/6
681919 565609283
685584 567663552
687241 569722789
688900 571787000

690561 573856191
692224 575930368
693889 578009537
695556 580093704
697225 582182875
698896 584277056
700569586376253
702244 588480472
703921 590589719
705600 592704000
707281 594823321
7089641596947688
7x0649!599077107
7i2336j60i2ii584
7140251603351125
715716:605495736
717409 607645423
7191041609800192
72080i;6ii960049

7225001614125000

Dziat pierwszy. — Matematyka.

Vn

28,2843

28,3019
28.3196
** 3373
** 3549
28,3725
28,3901

28,4077

*8.4*53
28,4429

28,4605
*8.47*1
28,4956
*8,513*
*8,5307
28,5482
*8,5657
*8,5832
28,6007
28,6182

28,6356

28,6531
28,6705
28,6880

*8,7054
28,7228
28,7402
28,7576
*8,7750
*8,79%4
28,8097
28,8271
*8,8444
*8,8617
28,8791
28,8964
*8,9137
28,9310
28,9482
28,9655
28,9828
29,0000
29,0172
*9,°345
29,0517
29,0689
29,0861
*9,1033
29,1204

AV

9>**3*
9,2870
9,2909
9.%948
9,2986
9,30*5
9.3063
9,3102
9.3140
9,3179
9.3*1/
9.3*55
9,3*94
9,333*
9,3370
9,3408
9,3447
9,34*5
9,35*3
9,356i
9.3599
9.3637
9,3675
9,3713
9,375i
9,37*9
9,3827
9.3*65
9.390*
0.3940
9.397*
9,4016

9,4053
9.4091

9,4i*9
9,4166
9,4*04
9.4*4j
9.4*79
9.4316
9.4354

9.4391
9.44*9
9,4466
9,4503
9.4541
9.457*
9.4615
9.465*

*9.r3761 9,4690

*9.154*

9,477

log u 1000 —

*9°3°9
2,90363
2,90417
2,90471
2,90526
2,90580
1,90634
2,90687
2,90741
2,90795
2,90849
2,90902
* 90956
2,91009
2,9106*
2,91116
2,91169
2,91222
1,91*75
*’913**
*,91381
*91434
*91487
1,91540
*91593
* 91645
2,91698
*9i/5i
2:91803
2,91855
2,91908
2,9£960
2,92012
2,92065
2,92117
2,92169
2,92221
2,92273
2,92324
2,92376
2,92428
2,92480

*. *53 ¢

1,92583
2,9*634
1,92686
*,9*737
2,92788
2,92840
2,928911

*H9*94*:

1,25000

1,24844
1,24688
W 533
1,1437*
1,24*24
1,24069
1,23916
1,23762
1,23609

1,13457
i,23305
1,13153
1,23001
1,22850
1,22699
1,22549

1,12399
1,22249
1,11100

1,11951

1,21803
1,11655
1,21507

|,*1359
121212
1,21065
1,20919
1,20773
1,20627

1,20482

1,20337
1,20192
1,20048
M 99°4
1,19760
1,19617

1.19474
M 933*
1,19190
1,19048
1,1

1,18765
1,18624
1,18483
1,18343
1,18203

1,18064
1,17915
1,17786

1,17647

*5133
*516,4
*519.6
15*1,7
2525,8
*529,0
*53i,1i
1535,3
*53* 4
i54i5
*544,7
*547,8
1551.0
*554,i
*557,3
2560,4
*563,5
2566.7
2569.8
1573.0
2576,1
*579,i
25*%2,4
*585.5
*5*%8,.
*591.8
*595,0
2598.1
2601.2
2604,4
2607,5
2610.7
*613,8
1616,9
1610.1
1623.2
2626.4
2629.5
26317
*635.8
*638,9
2642,1
1645,2
2648.4
2651.5
*654,6
*657,F
2660,9
2664.1
2667.2

1670,4

501655
503912
505171

506432
507694
508958
510223

511490
511758
514018
515300
516573
517*4*
519114
510401
511681

511961
524145
5*55*9
516814
518101
5*939!
530681
531973
533*67
53456*
535*5*
537157
538456
53975*
541061

54*365
543671
544979
546288

547599
548911

550116
551541
55*85*
554177

555497
556819
55814*

559467
560794

561111

*34
*35
836

*37
838
839
840
841
842

843
844

846

56345* 847

564783
566116

567450

«48

849
850



850
851
852
»S3
854

856

857
858
859
860
861
861
863
86t
865
866
867
868
859

870
871
871
873
874

875
876
877
878
879

880
881
882
883

884
885

886

887

722500 614125000
724201 616295051
725004 618470209
727609 62965047-7
729316 622835864
731025 625026375
732736 627212016
734449 629422793
736164 631628712
737851 633839779
739600 636056000

741321 638177381
743°44 640503928
744769 642735647
746496 644971544
748225 647214625
74995b 649461896
751689 651714363
7534H 653972032
755161 656234909
756900 658503000
758641 660776311
760384 663054848
762129 665338617
763876 667627624
765625 669921875
767376 672221376
769129 674516133
770884 676836152
772641 679151439
774400 681472000
776161 683797841
777924 686128968
779689 688465387
781456 690807104
783225 693' 54i15
784996 695506456
786769 697864103
788544 70022707

790321 702595369
792100 704969000

793881 707347971
795664 709732288
797449 7x2x1x957
799236 714516984
801025 716917375
802816 719323136
804609 721734273
506404 724150792
808201 726572699

810000 72900000D

K"»

29,1548
29,1719
29,1890
29,1062
29,2233
29,2404
*g>*575
29,2746
29,2916
19.3087
19,3258
29,3418
29,3508
19,3769
29.3939
29,4109
29,4279
19.4449
19,4618
19,4788
29,4958
29,5127
29,5296
29,5466
29.5635
29,5804
29.5973
29,6142
29,6311
29.6479
29,6648
19,6816
29,6985
29.7153
29,7321
29,7489
29,7658
29,7825
29.7993
29,8161
29,8329
29,8496
29,8664
29,8831
29,89

29,9x66
29.9333
29.9500
29,9666
29.9833

30,0000:

. Tablico.

log n 1000 n

V n

9.4727
9.4764
9,4801
9,4838
9.4875
9,4912
9.4949
9,4986
9.5023
9,5060

9.5097

9.5134
9.5171

9,56207
9.5244
9,5281

9.5317

9.5354
9.5391

9.5427
9.5464
9.5501

9.5537
9.5574
9,5610
9.5647
9.5683
9.5719
9.5756
9.5792
9,5828
9.5865
9.5901
9.5937

9.5973
9,60x0
9,6046
9,6082
9,6118
9.6154
9,6190
9,6226
9,6262
9,6298
9,6334
9,6370
9,6406

9,6442

2.92942

2,92993
2,93044
2,93095
2,93x46
2.93197
2,93247
2.93198
2,93349
2,93399
2,93450
2.93500
2,93551
2,93601
1,93651
1,93702
2,93752
2,93802
2,93852
2,93902
2,93952
2,94002
2,94052
2,94101
2,9415*
2,94201
2,94250
2,94300
2,94349
2,94399
2,94448
1,94498
2,94547
2,94596
2,94645
2,94694
2,94743

2,94792
2,94841

2,94890

2,94939
2,94988
2,95036
2,95085
2,95134
2,95x82
2.95231
2,95279
2,95328
2,95376

2,95424

1,17647
1,17509
1,17371
1,17233
1,17096
1,16959
1,16822
1,16686
i,16550
1,16414
1,16279
1,16144
1,16009
1,15875
1,1574l1
1,15607
i,i5473
1,15340
1,15107
1,15075

1,14943
1,14811
1,14679
1,14548
1,14416
1,14286
1,14155
1,14025
1,13895
1,13766
1,13636
1,13507
M 3379
1,13250
1,13122
X.12994
1,12867
1,12740
1,126x3
1,12486
1,12360
1,11233
1,11108
1,1x982
1,1x857
X,1x732
1,11607
1,11483

1,11359
1,11135

850-000 19

2670,4
2673.5
2676.6
2679.8
2682.9
2686.1
2689.2
2692.3
2695.5
2698.6
2701,8
2704,9
2708.1
2711.2

27143
2717.5
2720.6
2723.8
2726.9
2730,0

2733,2

2736,3
2739.5
2742.6
2745.8
2748.9
2752,0
2755.2
2758.3
1761,5
1764,6
2767,7
1770.9
2774,0
2777.2
2780.3
27835
2786.6
2789.7
2792.9
2796,0
2799.2
2802.3
2805.4
2808.6
2811.7
28x4,9
2818.0
2811.1
28243

2817,4

«nl

T

567450
568786
570H4
571463
571803
574146
575490

576835
578181

579530
580880
582232

583585
584940

586297
587655
589014

590375
591738
593152

594468

595835
597204
598575
599947
601320
602696
604077
605451
606831
608212
609595
610980
612366
613754
615 r43
616534
6x7927
619321
620717
622114
623513
624913
626315
627718
629124
630530
631938
633348
634760

636173

850
851
852
853
854
855
856
857
858
859

860
861
862
863
864

B

867
868
869
870
871
871
873
874
875
876
877
878
879
880
881
882
883
884
885
886

887

890
891
892
893
894
895
896
897
898
899

900



20

goo
:90i
902
19°3
904
.905

1907
908
.909

-qio
911
mol-

914

915
916

917
.91%
-919
920
gzi
.922
923
9H
r-s
-926
*917
928
929
g3o
931
93-
‘933
-934
935
93b
937
R)5
939
94-°
94i
94-
943
‘944
945
g4b
947
948
949

900—950

n2 anl;

810000 729000000 30,0000 9 6549,

811801 731432701
Si 3604 733870805
.815409 736314327
817216 738763264
819025 -41217625
820836 7436774i6
822649 746142643
824464 748613312
S16251 771089429

S2S100 753571000
829921 756058031

83*744 7585503=8
g335h9 761048497

S35396 763551944
837225 766060575
839056 7&S575296
840859 7-71095213
S42724 773620632
«44561 776151559

840400 778688000

848241 781229961
850084 783777445
851929 756330467
S53776 788889024
855625 791453125
857476 794012776
.859329 79659-983
86H84 79917S-51
863041 801765089

S64900 804357000

866761 806954491
865624 809557568
870459 812166237
873356 814780504
874225 817400375
876096 820015856
877969:822656953
° 79*44 825293672
$S1721 817936019
883600 830584000
885481 833237621
S87364 835896888
$89249 838561807
891136 541232354
893025 543908625
894916 846590536
896809 849178123
898704:851971392
900601 854670349

Dziat pierwszy, — Matematyka-

vn o oy

30,0167; 9,6585
3*>0333 9,6620
30,0500; 9,6656'
30,0566 9,6691
30-0832 9,6717
30,0998 96763:

30,1164 96799
30,1330 96834
30:1496 9.6870;
30,1662 9 6905:
30,1828 9,6941:
30,1993 96976
30,2159 9.,7012
30,2324 97047:
30,1490 9,7082,
30,2655 9,7118
30,2820 g9 7i53
30,2985 9.7188
30,3150 9774
3°,33*5 .9,7-59
30,3480 9,7-94
30,3809 9,7364
30,3974 9,7400
30,4138 97435
30,4302 g'7470
30,4467 9,7505
30,403 g'754°:
30,4795 9,7575
30,4959 9.7610
30,51=3 9,7645.
30,5187 9,7680
30,5450 9,7715
30,5614 9,775°
30,5778 9,7785
30.5941 9,7819
30.6105 9,7854
30,62681 9,7889
30,64311 9,7924

30,6594 9,7959
30,6757 97993
30,6920 9.S0zS
30,7083 9,8063
30,7246 9,8097
30,7409 9,8132
30,7571 9.8167
3°,7734 9,8201

30,78961 9,8-36
30,8058; 9,8270

9 5 0*902500,85737500¥) 30,8221 98305

log n

2,95424

2,95472
2,95521
2,95569
2,95617
2,95665
2.95713
2,95761
2,95809
2,95856

2,95904
2,95952

2,95999
2,96047

:2,96095
2,96142
2,96190
2,96237
2,96284
2,96332
2.96379
2,96426
2,96473
2,96520
2,96567
2,96614
1)9666i
2,96708

2,96755
2,96802

2.96848
2.96895
2,96942
2,96988

2,97035
2,97081

2,97128
2,97174
2,97220
2,97267
2,97313
2,97359
2,97405
2,97451
2,97497
-.97543
2,975"9
2,97635
2,97681
-97727
2,97772

1000- i
n

mim
1.1098S
-1,10865
1,10-41
1;10619
1,10497
1,10375
1,10254

u1,10132
1,10011

1,09890
1,09769
1,09649
1,09529
1,09409
1,09291..
1,09170
1,09051
1,08932
1,08814
-1,08696
1,08578
1,08460
1,05341i
1,08225
1,08108
1,07991
1,07875
1,07759
1,07643
1,07527
1,°7411
1,07296
1,07181
1,07066
.1.06952
1,06838
i,06724
1,06610
1.06496
1,06383
1,06270
1,06157
1,06045
1,05932
1,05820
1,05708
1,05597
1,05485
r,05374
1,05263

icn

2827,4
28306
2833,7
2833,9
2840,0
2843,1
2846,3
1849.4
2852,b
2855,7
2858,8
2862"0
28b,,i
2868,3
2871,4
2874,6
2871,7
1880,8
2884,0
1887,1
2890,3
1893,4
2896,5
2899,7
2902,8
2906,0
2909,1
2912,3
29i54
2918,5
2921,7
2924,8
2928,0
2931,1
2934,2
2937,4
2940,5

2943,7
2946,8

2950,0

2953,1
2956,2
2959,4
2962,5
2965,7
2968,8
2971,9
2975,1
29/8,2
2981,4

29845

4
03(1173

n

qoob

637587 9D

639003
640421
641840
,643261
64 4683
646107
647533
648960
650388
651818
653250
654684
656H8

657555
658993
-660433
661874
663317

664761

666207
667654
669103
670554
672006
673460

674915
676372
677831

679291

650752
682216
683680

685147
686615
688084

689555
691028
692502
69397S
695455
696934
698415
699897
701380
702865
704352
705840
707330

708822

1
902
903
904
905
906
907
908
909

Qlo
911
912
913
914

915
916

917
918
919
920
921
922
923
924

925
92b

927
928
929
930

93i
.932

933
934

935
936

937
938
939
940

94i
942

943

944
945
946
947
948
949

95°



I; Tablico, 950-999 21

«! wa ool ojs tic log N 1000-? rll "4 n

950 902500,857375000 30,8121! 9,8305 | 9777i 105263 1984,5 70881l g5¢
951 90440! 860085351 30,83*3 9,8339 1,97818 1,05152 29+77 710315 951
952 906304 862801408 30,8545 9,8374 1,97864 105042 1990.8 711809 95!
953 908209 865523177 30,8707 9,8408 1,97909 1,04932 19939 713306 g53
954 910UG 865250664 30,8869 98443 197955 104821 19971 714803 954
o55 911025 870983875 30,9031 ggq77 2,98000 1,04711 3000.1 716303 gss
956 913936 873722816 30,9191 9.8511 298046 1,04603 3003.4 717804 956
957 915849 876467493 30,9354 9.s546 2,98091 1,04493 3036.5 719306 g57
g5+ 917764 879217911 30,9516 9,8580 | ggi37 1,04384 3009.6 720810 958
959 919681 881974079 30,9677 9,8614 2,98182 {4175 301L,8 711516 o59
960 921600 854736000 30,9839 9,8648 1 ggi17 104167 30|59 713*13. 960
961 923521 857503681 31,0000 9,8683 1,98172 1,04058 30194 725331 961
962 925444"890277128 31,0161 g7j7 2,98318 103950 30112 726842 961
953 927369 893056347 31,0822 98751 >1,98363 1,03841 30154 7i*354 963
964 929296 *g5+41344 31.0483 9,*785 2,98408 03734 3018.5 729867 964
965 931225 898632125 3rx6ta 9.8819 |g9gg53 1,03617- 3031.6 731382 965
966 933156 901428696 31,0805 9,8854 298498 1,03510 3034.8 732899 966
967 935089 904231063 31,0966 9,8888 198543 103413 3037.9 734417 967
968 937024 907039232 31,1117 9.8921 2,9858« 1,0330b 3041.1 735937 968
969 938¢)6l 909853209 31,1288 9,8956 2,98631 1,03199 3044.2 73745* gg9
970 940900 912673000 31,1448! 9,8990 298677 1,03093 30473 738981 g7¢

o71 942841 915498611 31,1609 9,9014 ,2,98711 102987 30505 740506 g7
97> 9447*4 91*33°° 4* 31.1769 9,9058 1,98767 i.0iSSi 3053.6 741031 g71
973 946729 921167317 3] 19j9 99092 1,98811 i,0i775 3056.8 743559 973
974 948676 924010424 31,2090 9.9116 198856 102669 30509 745088 974
975 950625 g16+59375 31,2150 9.9160 1,98900 102564 3063,1 746619 g75
976 951576 9197M 176 31,1410 99:94 198945 102459 -3066,2 748151 976
977 954519 9315745833 31,1570 9.9117 1,989*9 1,01354 3069'3 749685 977
978 956484 935441351 31,1730 9.9161 i ,99034 1,02149 30715 751221 978
979 95+441 938313739 31,1890 99195 299078 1,01145 30756 751758 979
980 960400 941192000 31,3050 ¢ 9319 2,99123 1,02041 3078,8 754196 980
98l 962361 944076141 31,3109 99363 (>99167 1,01937 3081,9 755837 98l
982 964324 946966168 3~3369 9,9396 2,99211 1,01833 3085.0 75737+ 98l
983 966289 949862087 313518 9.9430 j,90i55 101729 30*8,2 758922 gx3
984 968256 952763904 31,3688 gosgs 299300 1.01616 509, 3 760466 g4
985 970225 955671625 31,3847 9,9497 1,99344 1,01513 3094.5 70201? 985
986 972196 9585+5156 31,4006 ggs3. 1,99388 101410 3097.6 ' 763561 986
,07 974169 961504803 31,4166 99565 199431 101317 3100.8 765111 987
'988 976144 964430272 3, 4315 g9omgr 109476 1,01115 3103.9 766661 988
oxg 978121 967361669 31 44+4 9,9631 j 995i0 1,01111 3107.0 768114 gxg
990 980100 970299000 3; 4643 9,9666 1,99564 i.oicio 3110,2 769769 990
991 982081 973242271 31.4%02 9,9699 199607 100908 3H 33 771315 ggy
992 984064 976191488 31,4960 9,9733 .2,9965! 1.00806 3116,5 772*82 g9
993 986045 979146657 31,5119 9.9766 199695 1,00705 3" 96 774441 993
004 988036 982107784 31 517+] 9.9800 1.99739 100604 3111,7 776002 gg4
995 990025 g+5074*75 31.543619,9833 1-997*1 100503 359 777564 gg5
996 992016 {988047936 31.5595! 9,0866 2,99826 1,00401 3119, 0 779128 996
097 994009991026973 315753 99900 299870 1,00301 3131,1 780693 gg7
go* 996004 994011991 [ 59T 99933 299913 100100 313573 782260 gg*
999 998001 997001909 31.6070. 90967 199957 1.00100 gzi.»5 783828 ggg
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1/8—4917/8

om A W =N

© o~

io
Xl
i
*3
14
*5
16

*7
18

20

21
2i
23

«5
26

»7
29

30

31
3*
33

35
36

37
38
39
40
41
4»
43

44
46

47
48

ad

°,393

3*534
6,676

9is17
11,96
1610
19,24
2a,38
*5*63
28,67
31,81
34,95
38,09
4>*3
44,37
*7.5*
50,66
53,80

56,94
60,08

63,21
66,37
C9,5>
765

75.79

78,93
85,07

85,22
88,36
91,5°
94,64
97*7T ™
100,9
104,1
107,2
110,3
1135
116,6
19,8
113,9
126,1

129,2
132,3
*35%5
138,6
141,8

>44,9
148,0
151,2

*54,3

1/8

\ad*

0,0113

0,9940
3,5466
7,6699

>31364
10,619
19,465

39.%7*
5+1849
65,397
80,516
97,205
*| 5x47
354
156,70

>79,67
104,12

*3>33
158,01
187,27

318,10

35°>5°
384,46
420,00

457x%x
495*79
536>'5

5777
611,26
666,13

7ia.76
760,87
810,54
861,79

914,61
969,00
1015,0

1081,5
1141,6
1201,3
1264.5
*3% 83
*393+7
1460,7
*5+92
*599*3
1670.9
*744,2
1819,0
18954

jid
0,785
3)9*7

7,069
10,11

*3435
16,49
*9%63
12,78
15,91
29,06
32,20
35+34
38,48
4*%63
4477
47*9*
5X>5
54,%9
57+33
60,48
63,62
66,76
69,90
73.°4
76,18
79,33
8,47
85.61
88,75
91,89
95,3
93,17
101,3
104,5
107,6
**0,7
**3r9
**Ty0
1201
*233
116,4
19,6
131%7
*35%9
*39%0
*42,1
*45+3
*48,4
*51,6
*54,7

Dziat pierwszy. — Matematyka,

\ad?

0,0491
1,171
3,9761
8,1958

14,186
11,648
30,680

41,181
53.456
67,101
81,516
99,401
117,86
>37.89
>59,48
182,65
207,39
* 337 *
161,59
19*,04
311,06
354,66
388,81
414,56

461,86
500,74
54*i*9
58 3%k
626,80
67>,96
7>3,69
766,99
816,86
868,31

911,31

975%9*
1031,1

1089,8
1149,1
1110,0

*171,4
>336,4
1401,0
14691

*537,9
1608,2
1680,0

*753*5
1828,5

*9°5»°:

3/8

ad

*,178

4,310
7,461
10,60

*3%74
16,89
10,03
13,17
16,31
9,45
3459
35+74
38,88
41,02
456
48,30
5+x44

54t59

57,73
60,87

64,01
SI**ES
70,19
73*43
76,58
79%7*
81,86
86,00
89,>4
91,18
95'43
98,57
101,7
>04,8
108,0
11,1
**4,3
5 754
110,6
1*3,7
116,8
*30*0
* 33
*36*3
*39*%4
4% 5
*45+7
148.8
* 50
* GE5x*

jad3

0,1104
1,4849

4,43°*
8,9461

*5*33
12,691
3>>9>9
41,718
55,088
69/319
84,54"
101,61
HO,18
140,50

162,30
185,66
210,60

*37,10
165,18
294,83
316,05
358,84
393" °
429,>3
466,64
5°5.7>
546,35
588,57
631,36
677.7>
7%4,64
773>>4
813,11
874,85
928,06

982,84
*039,*

1097,1
1156,6
1* 17,7
1180,3

*344,5
a3
>477.6
>546,6
1617,0
>689,1

>761,7

>837i9
>9>4,7

B. Obwody i powierzchnie

5/8

.md

>.963
5i>5
8,147
>>39
>4,53
>7,67

20,81

*3*95
*7,10
3°»*4
33.38

36,5*
39,66
41,80

45.95
49,09
5x>+3
55.37
$8.5°
61,65
64,80
67.94
71,08
74,1

77.36
80,50

83,64
86,79
89,93
93.°7
96,11

99.35
i0j.5
105,6
108,8
*i*9
*% Bj*
18,2
1*1,3
*24,5
127,6
130,8
*33,9
*Z7mr
140,2
>43.3
>46,5
>49,6
152,8
>55,9

0,3068
*,0739
5x4**g
10,321
i6,80]
24,850
34,47*
45«4

58,416
71,760

88,664
106,14
*25,19
145,80
167,99
*QF*75
*17,08
*43,98
*7*.45
3%,49
334i>°
367,38
40*,04
438,36
476,*6
5>5.7*
556,76

599,37

643.55
689,30

736,6*
785.5*
835.97
888,00
94> 6>
996,78
>°53.5
*111,8

R iad
1*33,*

1*96,*
1360,8
*4*7,0
*494,7
1564,0
>634,9

8/4

nd

*.356
5.4"8
8,639
11,78

>4,9%

18,06
*1,21

*4,35
*7*49
30.63
33.77
36,91
40,06
43,%°
46,34

49,48
5*.¢l
55.76
58,90
62,05
65,>9
68,33
7>>47
74,6i
77,75
80,90
84,04
87**8

9=38*
93*46

96,60
99*75
101,9
106,0

o
wrxxg
** 55
118,6
11,7
*24,9
118,0
131,2
*343
*37%4
140.6
4347

1707,4146,9

>78>4
1857,0 .

>934,*

>5°,0
*53*2
*56,3

I nd*

0,4418

2,4053
5*9396
11,045
17,711
15,967

35785
47+%73
60,132
74,661
90,763
>08,43
127,68
*48,49
170,87
*94,83
110,35
~4T*45
276,11
36,35
33s,%6
37154
406,49
443>

481,11

510,77
562,00

604,81

649,18
6954*3
741,64
79*>73
84*39
894,62

948,42
1003,8
1060,7
1192
*%79%3
1241,0
1304,2
*369,0
*435%4
*503*3
157%,8

>643.9
>716,5

7/8

ad | \.m<P

2,749
5,890
9,032
12,*7

18,46
21,60

24,74
27,88
31,02
34**6
37*3*
40,45
43*59
46,73
49,87
53*0*
56,16
59.3°
62,44
65.58
68,72
7**86
75%0*
78,>5
8>*9
84,43
87,57
90,71

93,86
97,00
100,1

*03*3
106,4
109,6
*12,7

1*5,8
*19,0
122,1

*25,3
128,4

131,6

*34,7
>37.8
>41,°

144>

>47.3

>793,8 1>50,4

1866,5

*53.5

+943+91156,7

0,6013
* 76%*
6,4918
>>793
18,665
27,109
37,122

48,707
61,862
76,589
92,886
*10,75
130,19
151,20

>73.78

*97.93
*13,65

*50.95
*79,81

3>°*4
34**5
375.83
4>°97
447.69
485,98

5*5.84
5671*7
610,27

654,84
700,98

748,69
797*98

848,83
901,26

955*25
1010,8

1068,0

1126,7
1186,9
1248,8

1312,2

*377*2
1443,8

* GrakQ
1581,6
*652,9
*725%7
1800.1
1876.1
*963*7

*4
*5
16
*7
*8
*0

20
21
2%
23
24
25
26
27
28
29

30
3*

33
34

36

%
39
40
a*
42
43

45
46

47
48

49



I.  Tablico.

liota o srednicy od Vs do 997s-

5e
5*
5*
53
54
55
56
57
58
59

60

61
62

*3
64

b

67
68
69

70

71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

8l
82

84

89
90
9*
93
93
94
95
96
97
98
99

ftd

57,5
i60,6
163.8
166.9
17°>°
173,1
176,3

1795
182,6

*85,7

192.0
i95>?
198,3
201.5
204.6
207.7

210,9
214.0
*x 7ok
220,3
223,4
226.6
229.7

a3a=9
236,0

239»*
2423
*45,4
248,6
* 57

54,9
258.0
261.1

264.3

' 67,4
170.6

*73.7
276,9
280,0
283.1
286.3
289.4
292.6
*95.7
298,8
302,0
35"
308,3
3" 4

1/8

\ndi ad 1
#973.3
2052,8

33.9
2216,6

157i9
161,0
‘64,1

u67,3
2300,8
2386,6
2474.0

i7°j4
n73.6
‘76,7
2563.0
' 653,5
27456
2839,2
*931"5
3 3*%3
31296
3229.6
333*.*
3434,*

*79.9
183,0
186,X

192,4
*95,6
198.7
201.8
205.0
208.1

3538*8
36451° 2»4,+
375*>8 217,6

3862,2 230,7
223,8
227,0
g

211,38

39731
4085,7

4*99,7
43*5»4
443*>6
455M

4671,8
4793.7
4917.a
5»4*.3
5168,9 255,3
5297.1 258,4
5416,91*61,5

>33.3
236,4
*i*5
242,7
*45.8
1 49.°
252

5558,3:164,7
5691,2'267,8
581 5.7]*7>.°
5961.8.274.1

6099,4 277,2
6238,6 280,4

637014 ~835
6521.8 286,7
6665,7 289,8
68lI1,2]293,0

6955,2[296,1
7106.9 299.2
7257,1 302,4

7408.91305,5
7562,2|308,7
7717,11311,8

*

3/8

nd 1\nd*
19832 15~ 311993,1
2062,9

21442 154 5

2+*54,5
2227,0 167.7

**37.5
2322,1
1408.3
2496t

170.8
174,0

*77,1
180,2
83,4
u86,5
189,7
192,8
196,0
199.1

*3ijj5
»397*5
2485,0

*574,1
2664,9
a757>
2851,0
2946,5

3 43,5
3142.0

>555.4
2676.4
2768,8

2862,9
>958,5
3055.7
3*54.5
32422

3343.9
3447.1

202.2
205.4
208.5

3*54.8
3356>7
3460,2

2H .7
214.8
*x 759

355*»°
3658.4

3766.4
3876,0

3987x
4099.8

42141

3565.3
3671.8

3780,0
3889,8
4001,1
4114,0
4218,5

2242
227.4
230.5

*33.7
236,8

*39,9

43*9,9
4447.4
4566.4

4344,5
44611

4581.3
4702.1
4824.4
4948,3
5°73.8
5200,8

53*9.4
5459.6

4686.9 *43,
4809,0%246,2
493*%,7 *49,4
5j58% * 55
5184.9 « 55
5333 258.8
5443.3 261.9
265.1
268.2
*7».4

5574.3
5707.9
5842.6

5591.4
57*4,7
5859.6

5996.0
6134.1
6i 73'7
6414,8

597*.9
6116.7

6256,1

*74,5
2717,6
280,8
283,9
287.1
290.2
*93.3
296.5
299.6
302.8

6397.1

6539.7
6683.8

6829.5

6557.6
6701,9
6847.8

6976,7
7115.6
7176,0

6995.3
7'44,3
7*94,9
7428,0

7581.5
7736.6

3 559 7447
309 76008

311,1 7756,

5/8

159,07
162.2
'65.3
168.5
171.6
74,8
*77.9
181,0
184.2
*87,3
ro35
193.6
196.7
99,9
203,0
206.2
209.3

212.5
115.6
218.7
221,9
225,0,
228,2
*3%»3
*34,4
237,6
*40,7
*43.9
*47,0
*go
*53.3
*56,4
259.6
262.7

265,9
269,0
*Tx
*75.3
*78.,4
281,6
284,7
287,8
291,0
*Q4 >
*97.3
300,4
3° 36
306.7
309.8
3*3.°

2012,9
2093,2
2175.1
2258,5

*343,5
2430.1

*518,3

2608,0
*699,3
*79% *
2886/
2982.7

g
3*79,4
3280,1

338*14
3486.3

3597
3698.7

3807.3
3017.5
40%9
4*425
4*57,4
43738
449* 8
4611,4:

473*5
4855.*
4979.5
5*5.4
5231.8
5361.8
5491.4

56*4,5
575s.3
5893.5
6030,4
6168.8
6308.8

645°.4

6593.5
6738.2
6884.5
7°3*.4
7181,8
733*58

7485.3

7639.5
7795.*

nd

‘59,4
162.6
1657
168,9
t7*,0
175.1
u78.3
181,4
184.6
u87.7
190,9
*94,0
*g7>*
200,3

*03.4
206,6

212
216,0
2*9,1
222,3
2*5,4
228,6
*31,7

234,8

238.0
241.1

2443
*47.4
*5°>5
253.7
256.8
260,0
163.1

266.2
*69,4
*7*.5

*75.7
278.8

282,0
285,1

*91,4
*94.,5
*97,7
300,8
3°3,9
307

310,2
3*2.4

23

501/8-99J/s

7/8

AncP  nd itd*

~59.8 2032,8
2103.3
2185.4
2269,1

163.0 xux3y5
66,1 *195,8
69,3 796

>4 1365.0

1 1451.0
74P “540,6
181.8 2630,7
85,0 2722,4
180.1 +g*5.7

2354.3
2441*

2529.4
2619.4
2710,9
2803,9
1898,6
2994,8
3092,6
3*9*>9

*g* * *9¥0.5
*94,4 3006,9
*97.5 3*°4,9
200,7 3*04,4
03,8 3305.6
207,0 3408,*
35%* 5

3 36%83
216.4 37557
9,5 38347
**% 713045.3

225.8 4057.4
228.9 4171.1

32,% 42863

3*9*,
3395.3
3499.4

3605.0
37*2,2
3821.0
393*.4
4043.3
4156,1"
4271,

4388,5
4506.7
4626.4

235> 4403.2
238,4 45%%j5
24+5 46415
244,7 4763
247»' 4886.2
50,9 50%0,9
254% 5+37,=
«57.  5%64,9
2604 53943
*63.5 55%5.3

4747

4870.7
4995.*
51*1,2
5*48,9
5378.1
5508,8
5641.1

5775.
5910.6

266,6 5°57.8
269,8 579%>9
*72,9 59*7,6

6047.6
6186.2

276, 6064,9
279+ 6103,7
6326,4 282'4 5344
6468,2 xg55 6486,0
6611,5 88,6 66%9,6
6756,41918.6774 7
6901,97294,9 69213

7051,0 298,1 7069,6
7200,6%301,2 7xxg +
735*»8 304,3 7370,8

75°4,5 307.5 75*3,7
7658,9 310,6 7678.3
78*4,8 313,8 7834.4

5e
51
5*
53
54
55
56
57

S»
59

6 d
61
62
63

64

b
68

69
70

71
72

73
7+
75
76
77
78
79

80

82
83

L

87
88

89
90
o*
92
93
94

95
96



loo
no
-120
130

140
1SO
160
170
180
190

200
210
220
230
140
250
260
270
280
290

300
310
3-0
330
340
35°
360
37°
380
390

400
410
420
43°
440
45°
460
470
480
490

Dziat pierwszy. — Matematyka.

T

2,3026 +>3979 * 4849
_.9957 3,0445 3,0910
3,4012 3,4340 34657
3,6889 3 7136 3,7377
3,9120 39318 3,95i*

10043 41109 4 1x7+
4,2485 4,2627 4%767
4,3820 4,3944 4, 14067
4.4998 4,5*09 4,5218
4,6052 4,6151 4,6*50

4.7005 4,7095 4,7*85
4.7875 4,7958 4.8040
4.8675 4,875* 48828
4.9416 49488 4,9558
5,0106 50173 5,0*39
5,075+ 5,0814 50876

5.1358 51417 5,1475
5,i930 5.1985 95,2040
5.2470 5 -5*3 5*575
5,1983 5,3033 5,3083
5,347* 535*9 5,3566
5,3936 5,381 5,40*7
5,438i 544*4 54467
5,4806 54848 5,4889
5%**5 5 5*55 5,5%94
55607 55645 5,5683
5,5084 5,6021 5,6058
5,6348 56384 5,64*9
5,6699 5,6733 95,6768
5,7038 5707i|57i04
5,7366 5,7398(5,743°
5-7033 5.77*4 5.7746
5,799i 5,80215,805!
58289 5 831 95,8348
5,8579 5,8608;5,8636
5,8861 5,888915,8916
5,9135 591 625,91 89
5904°7 5,94*815,9454
59661 5968715,9713
5,9915 5.9940:5-9965
6,0162 6,0186 6,0210
6,0403 6,0426 6,0450
6,0638 6,0661 6,0684
6,0868 6,0890 6,0913
6,1092 6,1115

6,1312 5,1334 6,1356

6.,1527 6 1549 6,°570

6,1738 6,1759 6,1779
6,1944 6,1964 6,1985

\-
— 00 0,0000,0,6931il1,0986 1,3863 1,6094 j 79*81* 9459

3 4 5

* 5649 2,6391 2,7081
3,i355 3,1781 3,2189
3,4965 3,5*64 3,5553
3,7612 3 7g4* 3,8067
3,9703 3,9890 4,0073
4.143* 4,1589
4>*9°5 4,304*

4,3*75
4,4188 4,4308

4,44%7

4,53*6 4>5433 4,5539 4,5643 40747
4,66344,6718

4,7449 4,7536 4,7622

4,6347 4,6444 4,6540
4,7%74 4,736*

4.8122 4,8103
4,8903 4,8978

4,9628 49698
5,0304 5,0370
5,0938 50999
5,1533 5,159*
5,%°05 5 *149
52627 5.1679
538132 5,3181
5,3613 53660
5.407* 5,4*16
5,45*0 5 4553
5-493| 5,497*
5,5334 55373 5,54*3
5,57** 55759 55797
5,6095 5 g*3* 5,6168
5'6454 56490 5 g5+5
5,6802 5,6836 5.6570
5,7*37 5,7*70 5,703
5,746* 5,7494 5,75*6
5,7777 5.7807 5,7838
5.8081 5,8111 5,8141
5,8377 5,8406 58435
5.8665 5,8693 5.8721
5,8944 5,897+ 5,8999
5,9216 5 g+43 59269
5,9480 5950 6 5,953*%
5.973S 5,9764
5,9989:6,0014
6,0234:6,0259
6,047416,0497
6,0707 6,0730
6,0936:6,0958
6,115916,1181
6,1377 6,1399
6,1591 6,1612
6,1800 6,1821
6.1005:6,2025

4,8283
4.9053
+.9767

5,1:059
5,1648
5,2204
5,%73°
5,3*30
5,3706
5,4%61
5,4596
5.5013

6,0039
6,0283
6,0521
6,0753
6,0981
6,1203
6,1420
6,1633
6,1841
6,2046

6 J

2,7726
3,%581
3,56835
3,8286
4.0*54

4,1744 4,1879 4,2047

4,330?
4,4543

4,8363
4,9%*7
4,9836

5,0434 5,0499

5,1110
5,*7°5
5,**57
5,2781
5,3*79
5,3753

5.4*05
5,4638

5,5053
5,545*
5,5835
5,6204
5,6560
5,6904

5,7*36

@,8171

5,8464
5,8749
5,9026
5,9296
5,9558

5,9789 5.98*4 5,9839
6,0064:6,0088

6,0307
6,0544
6,0776
6,1003
6,1225
6,1442
6,1654
6,1862
6,2066

C. Logarytmy

7 8 L. 9 -
2,0794 2,1972
2,8332 2,8904 2,9444
3,2958 3.3322 33673

16109 3 6376 3,6636
3,8501 3,8712 3,8918
4,0431 40604 40775
4,2%95 4,*34*

4,3567 4,3694
4,4773 44886

45850 4,595%
4,6821 4,6913
4,7707 4,779*
4,8520 4,8598
4,9273 4,9345

4,997* 5,0039
5,0626 5,0689

5,%240 5,i*99
5,1818
5,2364
5,2883
5,3375

5,3845
5,4293

4,3438
4,4659

4,8442
4,9200
4,9904
5,0562
5,1180
5,1761
5*3i*
5,283*
5,33*7
5,3799
5,4*50
5,4681
5,5094
5,549*
5,587*
5,6240
5,6595
5,6937
5,7268
5,7589
5,7900
5,8201
5,8493
5.8777
5,9054
5,93**
5,9584

5 2933
5,34*3
5,389*
5,4337
5,47*3 5,4765
5,5*34 55*75
5,5530 5,5568
5,59*0 5,5947
5,6276 5 63*2
5,6630 5,6664
5,6971 5,7004
5,730i 5,7333
5,7621 5765
5,7930 5,796i
5,8230 5.8260
5,8522 5,8551
5,8805 58833
5,9081 5,9011
5,9349
5.9610
5,9865
6,0113

5>9375
5,9636
5,9890
6,0137

6,0355 6,0379
6,0591 6,0615

6,0822 6,0845
6,1048 6,1070
6,1269 6,1291
6,1485 6,1506
6.1675 6,1696 6,1717

6,1883 6,1903 6,1924
6,2085 6,2106 6,21*6

6,0331
6,0568
6,0799
6,1026

6,1247
6,1463



25;
naturalne. 500- 5)99

N o R 3 4 5 6 7 s 9
500 6,2146 6,2166 6,2186 6,2206 6,2226 6,22*6 6,2265 6,2285 6,2305 * 2324

510 6.2344 6,2364 6,2383 6,2403 6,2422 6,2442 6,2461 6,2480 62500 6,2519
520 6,2538 6,2558 g 2577 6,2596 6,2615 6,2634 6,2653 6,2672 6,2691 6,2710
53 6,2729 6,2748 6.2766 6,2785 6,2804 6,2823 6,2841 6,2860 6,2879 6,2897

54°  6,2916 6,2934 g 7953 6,2971 6,2989 6,3008 6,3026 63044 6,3063 6,3081
55°  6,3999 6 3117 6.3135 6,3*54 6,3172 6,3190 6,3208 6,3226 6,3244 6,3261
560 6,379 6,3297 63315 6,3333 6,335 6,3368 5,3386 6,3404 6,3421 6,3439
570  6,3456 63474 6,3491 6.3509 6,3526 6 3544 6,3561 6,3578 6,3596 6,3613
580 6,3630 6,3648 6,3665 6,3682 6,3699 6,3716 6,3733 6,3750 6,3767 6,3784
590 6,3801 6,3818 g 3835 6,3852 6,3869 6,3886 0,3902 g 39*g 6,3936 30953
600 6,3969 6,3986 6,4003 6,4019 6,4036 6,4052 6,4069 6,4085 6,4102 6,tix8

610 64135 6,4151 6,4167 6,4184 6,4200 6,4216 6,4232 6,4249 5,4265 6,4281
620 64197 6,4313 64329 4345 64362 6,4378 64394 64409 6,4425 6,4441
630 64457 6,4473 6,4489 6 14505 6,4520 6,4536 6,4552 6,4568 6,4583 64599
640 6,4615 6,4630 6,4646 6,466! 6,4677 6,4693 6,4708 6,4723 6,4739 6,4754
650 6,4770 6,4785 6,4800 6,4816 6,4831 6.4846 6,4862 6,4877 6,4892 64907
660 6,4922 6,4938 g 4953 6,4968 5 4983 6,4998 6,5013 6,5028 @ 5043 6,5058

670 6,5073 6,5088 6,5103 6,5117 6,5132 6,5%47 6,5x62 6,577 6,5191 6,5206
680 6,5221 6,5236 6,5250 6,5265 6,5280 6,5294 6,5309 6,5323 6,5338 6,5352
690 6,5367 6,5381 6,5396 6,5410 6,5425 6 5439 "> 5453 6,5468 6,482 6,5497
700 6,551 6,5525 6,5539 6,5554 6,5568 6,5582 6,5596 6,5610 6,5624 6,5639
710 65653 6,5667 6.5681 6,5695 6,5709 65723 6,5737 6,575* 6,5705 6,5779'
720 65793 6,5806 6,5820 65834 6,5848 6,5862 65876 65889 65033 g 59+7
73" 65930 65944 6,5958 65071 6,5985 6,5999 6,6012 6,6026 6,6039 6,6053
740 6,6067 6,6080 6,6093 6,6407 6,6120 6,6134 6,6147 6,6161 6,6174 6,6187
750 6,6201 6,6214 6,6227 6,6241 6,6254 6,6267 6,6280 6,6294 6,6307 6,6320
760 6333 6,6346 g 359 6,6373 6,6386 6,6399 6,6412 6,6425 6,6438 6,6451

770 6,6464 g g477 66490 6,6503 6,6516 6,6529 6,6542 ¢ 6554 6,6567 6,6580
780 6,6593 6,6606 6,6619 6,6631 6,6644 6,6657 6,6670 6.6682 6,6695 6,6708
790  6,6720 6733 66746 6,6758 6,677 6,6783 6,6796 6,6809 6,682! 6,6834

800 16,6846 6,6859 6,6871 6,6884 6,6896 6,6908 6,6921 o33 6,6946 6,6958
810 6,6970 6,6983 6,6995 6,7007 6,7020 6,7032 6,7044 67056 6,7069 6,7081

820 6,7093 6,7105 6,71x7 6,7130 6,7142 6,7*54 6,7166 6,7178 6,7190 6,7202 "
830 16,7214 6,7226 6,7238 6,7250 6,7262 6,7274 6,7286 6,7298 6,73*0 6,7322

840 g 7334 6,7346 6,7358 6,7370 6,7382 7393 6,7405 6,74*7 6,7429 g 744*
850 g 745* 6,7464 6,7476 6,7488 g 7499 6,751 67523 6,7534 6,7546 6,7558
860 6,7569 6,7581 g,7503 6,7604 6,7616 57627 7639 6,7650 6,7662 6,7673
870 16,7685 6,7696 6,7708 6,7719 6,773* 6,774? 6,7754 6,7765 6,7776 6,7788
880 6,7799 6,781l 6,7822 7833 67845 6.7856 6,7867 6,7878 6,7890 6,7901
890 6,7912 6,7923 7935 6,7946 g 7957 6,7968 6,7979 6,7991 6,8002 6,8013
900 16,8024 6,8035 6,8046 6,8057 6,8068 6,8079 6,8090 6,8xo0i 6,8112 6,8123
910 6,8134 6,8145 6,8156 6,8167 6,8x78 6,8189 6,8200 6,8211 6,8222 6,8233
920 6,8244 6,8255 6,8265 6,8276 6,8287 6,8298 6,8309 6,8320 6,8330 6 8341
93° 6,8352 6,8363 g 8373 6,8384 58395 6.8405 6,8416 6,8427 ¢ gazy 6,8448
940  6,8459 6,8469 6,8480 6.8491 6,8501 6,8512 6,8522 g g533 6,8544 6 8554
950  6,8565 g g575 6,8586 6,8596 6,8607 6,8617 6,8628 6,8638 6,8648 6,8659
960 6,8669 6,8680 6,8690 6,8701 6,871l 6,872L 6,8732 68742 6,8752 6,8763
970 58773 6,8783 6,8794 6,8804 6,8814 6,8824 6,8835 6,8845 6,8855 6,8865:
080 88413 6,8886 6,8896 6,8906 6,89x6 6,8926 8937 6,8947 g gos7 6,8967
99°  6,897716,898716,8997 6,9007 6,9017 6,9027 6,9037 ¢ goa7 6.9057 6,9068
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io
1

14
i6
17
15
19
20
ii
22
*3
14

26

27
28
29

0
0,00000
0,01745
0,03490
0,05234
0,06976

0,08716
0,10453

0,12187
°, 13917
0,15643
0,17365
0,19081
0,20791
0,22495

0,24192
0,25882
0,27564

0,29237
0,30902
0,3"557
0,34202

0,35837.

0,37461
0,39073

0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000
0,51504
0,52992
0,54464

0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279
0,65606
0,66913
0,68200

0,69466
co

D. Tablice funkeyi kotowych.

lu

0,00291
0,02036
0,03781
0,05524

0,07266
0,09005
0,10742

0,12476
0,14205
0,15931
0,17651
0,19366
0,21076
0,22778

-4474
26163

0,27843

0,29515
0,31178
0,32832

0,34475

0,36108
0,37730

0,3934i
0,40939
0,42525
0,44098
0,45658
0,47204
0,48735
0,50152

0,51753
0,53238

0,54708

0,56160
0,57596
0,59014

0,60414
0,61795
0,63158

0,64501
0,65825
0,67129
0,68412
0,69675

50'

0
0

Wstawa (Sinus).

0,00582

0,02327
0,04071
0,05814

0,07556
0,09295
0,11031
0,12764

0,14493
0,16218

0,17937

0,19652
0,21360
0,23062

0,24756
0,26443
0,28123
0,29793

°,31454
0,33106

0,34748

0,36379
0,37999
0,39608

0,41204
0,42788
0,44359
0,459i7
0,47460
0,48989

0,50503
0,52002
0,53484
0,54951
0,56401

0,57833
0,59248

0,60645
0,62024
0,63383

0,64723
0,66044

0,67344
0,68624

0.69883
40

ou

0,00873
0,02618
0,04362
0,06105

0,07846
0,09585
0,11320

°,13°53
0,14781
0,16505
0,18224

W W

0,21644
0,i3345
0,25038

0,26724
0,28402

0,30071
0,31730
0,33381
0,35021
0,36650
0,38268
0,39875

0,41469
0,43051
0,44620

0,46175
0,47716
0,49242

0,50754
0,52250
0,5373°
0,55194

0,56641
0,58070
0,59482

0,60876
0,62251
0,63608

0,64945
0,66262

0.67559
0,68835

0.70091
30

4u

0,01164
0,02908
0,04653
0,06395

0,08136
0,09874
0,11609

0,13341
0,15069
0,16792
0,18509
0,20222
0,21928
0,23627

0,25320
0,27004
0,28680

0,30348
0,32006
0,33655
0,35293
0,36921
0,38537
0,40142

0,41734

0,43313
0,44880

0,46433
0,47971
0,49495
0,51004
0,52498
0,53975
0,55436

0,56880
0,58307
0,59716

0,61107
0,62479
0,63832

0,65166
0,66480

0,67773
0,69046

0,70298
20

Dostawa (Cosinus).

(0 V]

0,01454
0,03199
0,04943
0,06685

0,08426
0,10164
0,11898

0,13629
0,15356
0,17078
0,18795
0,20507
0,22212
0,23910

0,25601
0,27284
0,28959

0,30625
0,32282
0,33929

0,35565
0,37191
0,38805
0,40408

0,41998

0,43575
0,45140

0,46690
0,48226
0,49748
0,51154

0,52745
0,54220

0,55678
0,57119
0,58543
0,59949

0,61337
0,62706
0,64056

0,65386
0,66697
0,67987
0,69256
0,70505

10

bU

0,07 45
0,03490
0,05234
0,06976

0,08716
0,10453
0,12187

0,13917

0,15643
0,17365

0,19081

0,20791
0,22495
0,24192

0,25882
0,27564
0,29237

0,30902
0,32557
0,34202
0,35837
0,37461
0,39073
0,40674

0,42262

0,43837
0,45399

0,46947
0,48481
0,50000

0,51504

0,52992
0,54464

0,5597
0,57358

0,58779
0,60182

0,61566
0,62932
0.64279

0,65606

0,66913
0,68200
0,69466

0.70711
0"

89
88

8

85
84
83
82
81

80

79
78

4
0
o
74
73
72
71
70
69
68
67
66
65
64
63

62
61

60
59
58

57
56

55
54
53
52
51

SO
49
48

47
46

45
R
@



o
0 1,00000
1 099985
z 0,99939
3 0,99863
4 0,99756
5 0,99619
6 0,99452
7 0,99255

8 09902
9 0,98769
10 0,98481
11 098163
12 0,97815
13 0,97437
14 0,97030
= 0,96593
|I 096126
0,95630
0,95106
19 0.9455-
20 0,93969
21 09335*
22 092718
0,92050
14  0,9i355
0,906"1
26 0,89879
0,89101
3 0,88295
29  0,87462
30 0,86603
31 0,85717
3% 0,84805
33 0,83867
37 0,82904

0,81915
P 0,80902

P 0,79864
0,78801
39 0,77715

40 0,76604
41 0,7547i
42 (074314
a3 0,73135
44 0,71934

60’

[

10

1, Tablice.

Dostawa (Cosinus).

20'

1,00000 1 0,9999s

0,99979
0,99929
0,99847

0,99736

0,99594
0,99421

0,99219
0,98986
0,98723
0,98430
0,98107

0,97754
0,97371

0,96959
0,96517
0,96046

0,95545
0,95015
0,94457
0,93869
0,93i 53
0,92609
0,91936

0,91236
0,90507
0,89752

0,88968
0,88158
0,87321
0,86457
0,85567
0,84650
0,83708

0,81741
0,81748
0,80730

0,79688
0,78622

0,7753i
0,76417

0,75280
0,74120
0,72937
0,71732
50

0,99973
0,99917
0,99831

°,99714
0,99567
0,99390

0,99182
0,98944
0,98676
0,98378
0,98050
0,97692
0,97304

0,96887
0,96440
0,95964

0,95459
0,94924
0,94361
0,93769
0,93148
0,92499
0,11822
0,91116
0,90383
0,89623
0,88835
0,580:0
0,87178
0,86310

0,85416
0,84495

0,83549

0,82577
0,81580
0,80558

0,79512
0,78442

0,77347
0,76229

0,75088
0,73924

0,7i 737
0,71529
40

30
0,99996

0,9990b
0,99905
0,99813

0,99692
0,99540
0,99357
0,99144

0,98902
0,98629
0,98315
0,97992
0,97630
0,97237

0,96815
0,96363
0,95882

0,9537i
0,94832
0,94164
0,93667

0,93041
0,92388

0,91706
0,90996

0,90259
0,89493

0,88701
0,87882
0,87036

0,86163
0,85264

0,84339
0,83389

0,82413
0,81412
0,80386

0,79335
0,78261

0,77162
0,76041

0,74896
0,73728

0,7i 537
0,7131s
30

40

0,99993
0,99958
0,99892

0,99795
0,99668
0,99511
0,993i4
0,9910 >
0,98858
0,98580

0,98272

0,97934
0,97566

0,97169
0,96741
0,96285
0,95799
0,95284
0,94740
0,94167
0,93565
0,9i 935
0,92276
0,91590
0,90875
0,90133
0,89363

0,88566

086483
0,86015

0,85112
0,84182
0,83228

0,82248
0,81242
0,80212

0,79158
0,78079
0,76977
0,75851

0,74703
|

0,7353!

0,72337

0,71121
20

Wstawa (Sinus).

50
0,99989
0,99949

0,99878
0,99776

0,99644
0,99482
0,99290

0,99067
0,98814
0,98531
0,98218
0,97875
0,97502
0,97100

0,96667
0,96206
0,957i5
0,951 95
0,94646
0,94068

0,93462

0,92827
0,91164
0,91472

0,90753
0,90007
0,89232

0,88431
0,87603
0,86748
0,85866

0,84959
0,84025
0,83066

0,82082
0,81072
0,80038
0,78980
0,77897
0,76791
0,75661
0,74509

0,73333
0,72136

0,70916
10’

60’
0,99985
0,99939

0,99863
0,99756

0,99619
0,99452
0,99255

0,99027
0,98769
0,98481
0,98163
0,97815
0,97437
0,97030

0,96593
0,96126
0,95630
0,95106
0,9455i
0,93969
0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101

0,88295

A

0,85717

0,84805
0,83867
0,82904

0,81915
0,80901
0,79864
0,78801

0,777i5
0,76604

0,7547i
0,743i4
0,73135
0,71934
0,70711 4

a0

27

89
88

87
86

84
83
82
81
80

79
7»

7
76

75
74
73

71
71
70
69
68

67
66

65
64

63

62
61

60

59
58
57
56

55
54
53
51
51
5o
49
48

a7
46

45



2S

0
0,00000

0,01746
0,03492
0,05241

0,06993
0,08749
0,10510

0,12278
0,14054
0,15838

0,17633

0,19438
0,21256
0,23087

0.24933
0,26795

0,28675

0,30573
032492
0,34433
0,36397
0,38368
0,40403
0,42447

0,44523
0,46631

0,48773

0,50953
0,53*71
0,5543*
0,57735
0,60086
0,62487
0,64941

0,67451
0,70021
0,72654

0,75355
0,78129

0,80978
0,83910

0,86929
0,90040
0,93252

0,96569

10"
0,00291
0,02036
0,03783
0,05533
0,07285
0,09042
0,10805
0,12574
0,1435*
0,16137
°,*7933
0,19740

0,21560
0,23393

0,25242
0,27107
0,28990
0,30891
0,32814
0,3475S
0,36727

0,38721
0,40741
0,42791

0,44872
0,46985
0,49*34
0,51320

0,53545
0,55812

o8 ay
0,60483
0,62892

0,65355
0,67875

0,70455
0,73100

0,75812
0,78598
0,81461
0,84407
0,87441
0,90569
0.93797

0,97133
50

Dzial pierwszy. — Matematyka.

Styczna (Tangens).

20’

o3

0,02328
0,04075
0,05824

0,07578
0,09335
0,11099

0,12869
0,14648
0,16435
0,18233
0,20042
0,21864
0,23700

0,25552
0,27419
0,29305

0,31210
0,33136
0,35085

0,37057

0,39055
0,41081

0,43136
0,45222
0,4734*
0,49495

0,51688
0,53920
0.56194
0.585*3
0,60881
0,63299
0,65771

0,68301
0,70891
0,73547
0,76272

0,79070
0,81946

0,84906

0,87955
0,91099

0-94345
0,97700
40'

80’
0,00873
0,02619

0,04366
0,06116

0,07870
0,09629
0>**394
0,13165
0,14945
0,16734
0,18534

0,20345
0,22169

:0,24008

0,25862
0,27732
0,29621
0,3*53°
0,33460
0,354*2
0,37388

031831

0,43481

0,45573
0,47698
0,49858

0,52057
0,54296
0,56577
0,58905
0,61280

0,63707
0,66189
0,6872s
0,71329
0,73996
0,/6733
0,79544
0,82434
0,85408
0,88473
0,91633
0,94896

0,98270

v 80"

40'
0,01164
0,02910

0,04658
0,06408

0,08163
0.09923
0,ii688
0,13461

0,15243
0,17033

0,18835
0,20648

0,22475
0,24316

0,26172
0,28046
0,29938

0,3*850
0,33783
0,35740
0,37720

0,39727.

0,4*763
0,43828

0,45924
0,48055

0,50222

0,52427
0,54673
0,56962

0.59297

0,61681
0,64117
0,6b608.

0,69157
0,71769
0,74447

0,77196
0,80010
0,82923

0,85912

0,88992;
0,92170

0,9545*
0,98843
20j

Dotyczna (Cotangens).

50’
0,01455
0,03201
0,04949
0,06700

0,08456
0,10216
0,11983

0,13758
0,15540
°,*7333
0,19*36
0,20952
0,22781
0,24624

0,26483
0,28360
0,30255
0,32171
0,34108
0,36068
0,38053
0,40065
0,42105
0,44*75
0,46277
0.48414
0.50587
0,5279s
0,55051
0,57348
0,59691
0,62083

0,61528
0,67028

0,69588
0,72211
0,74900

0,77661
0,80498
0,834*5
0,86419

0.89515
0,92709
0.96008

0.99420
10"

60’
0,01746

0,03492
0.05241
0,06993

0,08749
0,10510
0,12278

0,14054
0,15838

0,17633
0,19438

0,21256
0,23087

0,24933

0,26795
0,28675

0,30573
0,32492
0,34433
0.36397
0,38386
0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0/50953
0,53*7*
0,5543*
0-57735
0,600X6
0,62 (87
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129

0,80978
0,83910

0,5692q

0,90040
0.93252
0,96569

1,00000
n Q'

89
88
87
' 86

185

52
5*
So
49
18

47
46.

+5
S.
[og]



._\ .
SO0 oou oud wro—0 B oo

0

[00]
57,28996
28,63625
19,08114

14,30067
11,43005
9,5*436
8,14435
7,H 537

6,31375
5,67118

5,14455
4,70463

4,33H8
4,01078
3,73275
3,48741

3,17085
3,07768
1,90421
1,74748
2,60509
2,475°9
2,35585
1,24604

.2,14451
1,05030

1,96161
1,88073
1,80405

1,73205

1,66418
1,60033

1,53987
1,48156
1,42815
1,37638
1,32704
1,27994
1,23490
1,19175

1,15037
1,11061
1,07237

1,08553
€O)

10"

343-77371
49,10388
16,43160
18,07498
13,71674
11,05943
9.15530

7,95302
6,96823'
6,19703

5-57638

5,06584
4,63815

4,27471
3,96165
3,68909
3,44951

3,23714

.3,04749
1,87700

1,71281
1,58161
2,45451
2,33693

2,22857
2,12831
2,03526

1,94858
1,86760
1,79174
1,72047
1,65337
1,59002
1,53010

1,47330
1,41934
1,36800

1,31904
1,27230
1,22758

1,18474

1,14363
110414

1,06613
1,02952
50'

L

Tablice.

Dotyczna (Cotangens).

20"
171,88540
42,96408

2454176
17,16934

13.19688
10,71191
9,00983

7,77035
6,82694

6,08444
5-48451
4,98940
4,57363
4,21933
3,91364
3,64705
3,41236
3,20406

3,01783
2,85023

2,69853

2,56046
2,43422
h 31826

2,21132
2,11233
2,02039

1,9347°
1,85462
1,77955
1,70901
1,64256
i,5798i
1,52043

1,46411
1,41061
1,35968

1,31110

1,26471
1,22031

,i777-7
1,13694
1,09770
1,05994

1,02355
| 40

" 80"

40'

-frr
50 60’

[14,58865 g5 93979 68,75009 57,28996

38,18846 34 36777 3124158 28,63625
22,90377 21,47040 20,2Q655 19,08114
16,34986 15,60478 14,92442 14,30067

12,70621 12,25051 11,82617 11,43005

10,38540
8,77689

7,59575
6,69116
1 5,97576
5,39552
4,915.16

4,51071
4,16530

3,86671
3,60588
; 3,37594
3,i7159
2,98869
. 2,82391

2,67462
2,53865
2,41421
2,29984
2,19430
2,09654
2,00569
; 1,92098
1,84177
1,76749
1.69766

1,63185
1,56969

1,51084
1,45501
1,40195
1,35H 2

1,30323

1,25717
1,21310

1,17085
1,13029

1,09131
1,05378

1,01761
30"

10,07803
8,55555
7,42871
6,56055
5,87080
5,30928
4,84300
4,44942
411256
3,82083
3,56557
3,34023

3,13972
,96004
2,79802

2,65109

2,51715

2,39449
2,28167

2,17749
2,08094
i,99“ 6
.1,90741
1,82906
1,75556
1,68643

1,62115
1,55966

i,50133
1,44598
1,39336
1,34323

1,29541
1,24969
1,20593

1,16398

1,12369
1,08496
1,04766

1,01170
i 20

Styczna (Tangens).

9,78817 9,5M36
8,34496 g 14435

726873 7 537
6,43484 631375

576937 5,67128
5,21566 5,i4455

4.77286 470463
4.38969 4 33148

4,06107 4,01078
3)77595 3,73205
3,52609 3 48741
3,30521 3'27035

3,10842 3,07768
2,93189 2,90421
2.77254 274748
2,62791 2,60509
2,49597 2,47509
2,37504 2,35585
2,26374 2,24604
2,16090 2,14451
2,06553 2,05030
1,97680 1,96261

1,89400 1,88073
1,81649 1,80405
1,74375 1,73205
1,67530 1,66428
1,61074 1,60033

154972 1,53987
149190 148256

1,43703 1,42815
1,38484 1,37638
1,335” 1,32704

1,28764 127994
1,24227 1.23490

1,19882 1,19175

1,15715 1,15037
1,11713  1,11061
1,07864 j p7237
1,04158 {53553
1,00583 : 1,00000

it o

89
88

87
86

85
84
83
82
81
80
, 79
78

77
76

'75
74
173
172
71
70
69
68
67
66

64
63

62
61
fio
59

57
56

'55

52
5i
50
49
48

47
46
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P
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0,1
0,1
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Dziat pierwszy- — Matematyka.

E. Tablice funkcri liyperbolicznycli.

Funkcya hyperboliczna sinh (@ dla = 0 do 5,09.

0
0,0000
0,1002
0,%0i3
°,3°45
0,4108
0,5211
0,6367
0,7586
0,8881
1,0265
i,*75*%
i*3356
i>5°05
1,6984
1,9043
*,1293
2,3756
2,6456
2,9422
3,2682
3,6269
4,0219
4,457«
4,937°
5,4661
6,0502
6,6947
77063
8,1919
9,0596

T3,0179

11,0765
12,2459
13,5377
14,965
*$5543
18,285
20,211
22,339
24,691
27,290
30,162
33*336
36,8+3
4°,7'9
45,3
49,737
54,99
60,751
67,141
74,i03

1

| 2
Qoo 0200
1102 1203
2115 2218
315°  3*55
4216 g3*5
53*4 5+38
6485 6605
7712 7838
9015 9150
0409 0554
1907 2063
35%4 3693
5276 5460
7182 7381
9259 9477
1529 1768
4015 4276
6740 7027
9734  0349*
2015 3372
6647 7328
0635 1056
53 5494
9876 0387'
5241 57*5
1118 1741
7628 8315
4814 g57=
2749 3586
1512 437
191 2212
1882 301l
3694 4941
¢743 8121
15,116 15,268
16,709 16,877
18,470 18,655
20,415 20,620
22,564 22,791
»4,939 25,190
* 75564 27.842
30,465 30,772
33,671 34,009
37,»i4 371588
41,129 41 54*
45.455 459«*
5°%37 5*74*
555+ 56,080
61,362 61,979;
67,8x6
74,949

3

0300
1304
2320
3360
4434

555
C725

7966
9286
0700
2220
3*63
5645
75s3
9697
2008
4540
7317,
0367
3722
7414
1480
596a
0903*

6354
5369
90
6338
443*
3371
3*45
4151
6201
9513
15,422
17P 47
18,843
20,828
23,020
*5,444
28,122
31,081

34,35i
37,966

41,960
46,374
5*5 5*
56,643

4

0400
1405

2423
3466

4543
5666
6846
8094
9423
0847
*379
4035
5831
7786
9919
2251
4806
7609
0689 *
4075
7803
1909
6434
1425+
6929
3004
9739
7112
5+87
435
4287
53°3
7473
0919
r55577
17,419
19,033
*1,037
23,%5+
25,700
28,404

31*393
34.697
38,347
42,382
46,840

515767

62,601 ! 63 231
68,49! 169,186 ! 69,882

75,7021 76,463 177 3+

5

0500
1536
2526
357
4653
578a
6917
8223
9561
0995
*539
4208
6019
7991
0143*
*496
5°75
79°4
1013*
443
8196
234*
6912
1951 *
7510
3645
0417
794
6150
5268
534°
6466
8758
*338 *
15*734
«7*39*
19,2*4
21,249
23,486
* 5*058
28,690
31,709
35,046
3*,733
42,808

47,3"

51,188
57,78
63,866
70,584
78,008

6 j 7 8 9
0600 0701 080l 0931

1.607 1708 x8jo 1911

2629 «733 1837 2941

3678 3785 3891 4033
4764 4875 4986 5098

5897 6014 6131 6248

7090 7x13 7336 7461

8353 8484 8615 8748

9700 9840 9981 0122*
1144 1294 1446 1598

27100 2862 3015  3x90

4381 4558 4735 49«4
6209 6400 @593 6758

8198 8436 8617 8829

0369* °5g7+ 0827* 1059*
' 743 *993 3*45 3499
5346 5620 5896 6175

8202 8503 8806 9112

1340% 1671* 2006* 34j
479¢ 5156  B5%3 5894
8503 8993 9398 9806
*779 311t 3666 4117

7394 7880 7% 8868
2483* 3020* 3561* 4x09*
8097 8689 9288 9891
4%93 4946 5607 6174

1132* 1854* 1583* 33 g
8683 9480 0285* 1098 *
7021 7902 8791 9689
6231 7*03 8185 gr77
6403 7477 8562 9658
7641 8827 0026* X236*
0056 m 1367* 2691 * 4028*
3777 5221* 6684* 8161 *
' 5,803 16,053 16,214 16,378
*7,567 W7,744 17,9»3 18,103
19,418 19,613 19;81l 20,010
11,463 11,679 *1,897 22,117
13,77 13,961 *4202 o4 445
26,219 16,483 749 27,018
*8,979 19,170 ' 9564 29,862
32,028 3w>350 3 675 3304
35,398 35,754 36,113 36,476
39,111 39,5»5 39,913 40,3*4
43%3» 43,673 44,11 44585
47,787 48267 4875 49,742
51,813 53*344 53, '880 54,4%2
58,369 5% 055 59,548 60,147
64,508 65,57 65815 66,473
7103 71,01C | 7++734 73465
78793 70.5%4 180,384! 81,192

101

102
104

113
119
i*5
133

154
166
181
196
2x4
*34
*57
28X
3x0
341
375
413

454
502

610
673
744
821
907

1002

ii 07

1223

1351

1493
165
182
201
222

246
272

33*
367
405

495
547
604
668
73*
8x6



0,0
0,1
0,2
°i3
0,4

0,0

1,6

=7
1,0

*9

.
22
3
*4
G
2,0

*»7

7

4.0
4x
4.3
a4
45
46

47

Funkcya
o 1
1,0000 OO
1,0050 0061
1,0201 0221
i <453 0484
1,0811 0852
11276 «3*9
1,1855 1919
1,2552 2628
*»3374 3464
*433* 443v
155431 5549
1,6685 6820
1,8107 8258
1,9709 9880
2,1509 1700
2,35%4 373s
*»5775 6013
2,8283 8549
075 ' 37
3ur77 4506
3,7622 7987
4,443 1847
45679 6127
5.og7« 0868
5.55ng 6119
6,1323 g3+
6,7690 8363
7.4735 5479
8,2527 3351
9,1146 2056
10,0678 1683
IX,»215 2328
12,2866 4097
135748 7108
14,999 1549
#6573  *6,739
i83>3 18,497
20,236  *0,439
22,362 22,586
24,711 +4,959
27,308  *7,582
30,178 30,482
33.351 33,686
36,857  37,%*7
4073+ 4L141
45.014 45466
49.747 5°*47
54.978  55%53*
60759 61,370
67,49 67823
74,210 74,956

. Tablice.

hyperboliozna cosh o dla 9= 0 do 5,09.

0002
0072
0243
0516

0895
1383
1984

2706
3555
4539
5669
6956
8412
0053*

1894

3955
6255

8818
1669
4838

8355
2256
6580
1370

6674
*545
9-43
6231

4182

2976
*700

3453
5340
848*

«5,301
16,907
18,68*

10,644
22,813
25,210
27,860

30,788
34,024
37,601

41,554
45.9*3
5°.752
56,089
61,987

68,505

3

0005
0085
0266
0549
0939
1438
2051
2785
3647
4645
5790
7°93
8568
0*28 *
2090
4*74
6499
9090
197*
5173
8717
2668

7037
1876

7*35
3166
97* t
6990
5022
3935
3728
4588
6596
987>
u5.455
Y777
18,870
20,85*
*3,04*
75.463
*8,139
3*'97
34,366
37,979
4*,97*
46,385
51,*6*
56,65*
62,609

4

0008

0098
0289
0584

0984
*494
2119
2865
3740
4753
59*3
7*33
87*5
0404*
2288
4395
6746
9364

**77
5512

9103
3085
7499
2388
7801
3793
04*3"
7758
5871
4844
4765
5736

7864
1273

15,610
17,* v8
19,059
21,061
* 373
*5.7*9
28,422
31,409
34,7**
38,360
4*,393
46,851
5777
57,**i
63i*39

69++93] 69,889

75.7°9176,47°! 77>*38

5

0013
0113
0314
0619

1030
*55*
2188
*947

3835
4862

6038
7374

8884
0583-

2488
4619
6995

9642
2585

5*55
9483
357
7966
2905

8373
4426

1123*

8533
6728

579*
5813
6895
9146
2689*

15,766

*TAr*

19,*50
21,272

*35°7
*5*977
*8,707
3*>7*5
35,060
38,746

4*,819
47,3**
5*i*97
57*796
63,874
70,59*
78,014

6

0018
0128

0340
0655

1077
1609
*158

3030
3931
4973
6164
75*7
9045
0764

2691
4845
7*47
9O**
*897
6201

9867

393*
8437
34*7
8951
5066
1831 *

9136
7594
6749
6872
8065
0440*
41*0*

15+9*4
*7>596
*9,444
21,486
* 34743
26,237

28,996
3i >4
35w x
39,%35
43%+5°

47,797
52,823
58.377

64,5ii

7',30C

7879

7
00*5
0*45
0367
0692
1125
1669
v 33
3%x4
4029
5085
6292
7662
9208
0947*

2896

5073
7501

0206*
2212
6551
0255-
4362
8914
3954

9535
5448

0106*
8469
77*6
794*
9*47
*747*
5565*
16,084
*7,77*
*9,639
21,702
23,98*
26,502

29,287

3*1365
35.768
39.5*8

43.684
48,277
53.354

58,964

59
65,16.1i 65,81«

72,01-

8 |

0032
ole2
0395
073*

1174
1730
2402
3*99
4128
5*99
6421
7808
9373
1132
3*°3
5305
7760

049* *
353°
6904

0647*
4797

9395
4487

0125 *
6365
3*68*

0905*
935+
8693
9022
0447
3067+
704
16,245
*7.95
19,836

21,919
24,222
26,76!

29,581

32,691
36,127

39.9*5

a4,
48,763

53.89'

533

;T*.74

79.59°! 80,391

9

0041
0181
04*3
0770
1245
*70%
*476
3+86
4%9
53*4
655
7956

9540
13*0

33%*
5538
8020
0782*
385*
7261
1043*
5236
9881
5026

07*1*
7024
3998

1711*
0244*
9680

0113*

1648*
440**
8498*

16,408
*8,131
10,035
% *x3Q

14,466
*7,037
*9,878
33,0%9
36,490
10,3%6
44,566
49,%5%
54,43%
60,155
66,481
73%47%
81,198

3A

*0

41

51
63
76

88
101
117

Too
189
wyw
*37
263
*93

igb
400
443
49+
543
60*
666
737
815
90*
998
1o+
t*18
]
*65
18+
*01
*22

*45
*71

300
33*
367
406
448
495
547
604
668
738
816



32 Dziat pierwszy. Matematyka.

Logafytmy zwyczajne funkcyi hyperbolicznej sinh
dla = 0 do 5,0!), powigkszono o 10.

®. ) 1 2 3 . 4 5 6 7 8 o | >
yo M 80000 301 4772 6022 6992 7784 .ga55 9336  9548: 459
g 9,000? 0423 0802 .1152 1475 1777 2060 2325 3576 2814 225

94836 4953 525 5164 539« 5520  5656: 5781 60204 n6
96136 6149 gg5y 6465 ;574 6678 6780 6880 6978  7074;

97169 7262 735, 7444 7533 7620 7707 77t 7875 7950 BY
oA o~°39 8119 gig99 8177 8354 8431 8506 -8581 8655 87285 72

°»7 98800 8872 8941 9012 9082 gys 9718 9286 g353 94*9; 66
0,8 99485 9550 96:4 9678 9742 9805 9868 9930 ggg- (053 Ol
09 10,0114 0174 0134 0294 353 0412 0470 0529 0586 0644 57
1,0 10,0701 0758 O815 0871 O9%Z 0982 1038 1093 1148 1203: 54
X *o»*257 1311 1365 1419 %472  xgag 1578 1631 1684 17361 5t
1,2 10,1788 1840 1892 1944 ,995 2046 2098 2148 2199 2250 &°
M 10,2300  »35« 2401 2451 2501 2551 2600 2650 2699 27481 49

x4 10,2797 #2846 5895 2944  «gg3 3041 3090 3138 3186 3*34m 48

1
2 9i3°39 3*54 3459 3656 3844 4025 4199 4366 45*8 4685;  xp*
]
4

x>§ 10,3282 _333q 3378 3426 3474 35X 3579 3616 3663 g7 47
i,6  x0,3758 3805 3S51 3899 3946 3992 4039 4086 4132 4u79 46
w« 10,4225 4272 4318 4364 44« . 4457 4503 4549 4505 464*; 46

X8 10,4687 4733 4778 4824 4870  4o«5 4961 5007 5052 5098 45
x>0 10,5143 5188 5x34 5279 5324 5370 54+5 5460 5505 555° 45
2,0 o>s505 5640 ' 5a5 573 5775 5820 5865 5910  5g55 6000\ 45
* x 30,6044 6089 6134 6178 6223 6268 6312 357 6401 6446 45
10,6491 @535 6580 6624 6668  &7:3 (757 6802 6846 6890, 45
a»3 10,6935 6979 7023 7067 7112 7586 7200 7244 7189 73331 44
"4 10,7377 7421 g465 7509 7553 7597 7641 7686 793 7774; 44
5 10,7818 7862 7906 7g95¢ 709+ B8i38 8082 8126 6169 8213; 44
6 i°;857 8301 3,5 8359 .33 gq77 8521 8564 8608 8652 44
5 10,8696 8740 8784 8827 8871 gg'5  gg59 .9003 9D46 9090] 44
8 10,9134 9178  92il 9265 93d9 g3z  9396. 9440 9484 *71 44
10,957% 9615 9658 9702 gsg74ei 9759 9833 9877 9920 &4!\

M
3,0 10008 OBl 0B 0139 082 026 020 0313 @357 o4001 44
3x 1,044 B o o 0Bl 062 016 R BH 4
X X o Yge  F 2

3* 11,0880 1 104 108 141 28 1272
33 11,1316 130 Ke8 M6 140 /3 a5y 1620 1664 1707

34 » 75 *794 1838 1881  xgog 1968 2012 2056 2099 2143 43
35 H,2186 2230 2273 3.7 2360 -2404 2447 2491 "534 »578 43
3,6 X12621 2665 2708 2752 2795 2839 2882 2025 2969 3012 44
g7 113056 3009 3w3 3186 gpp 3273 3317 3360 3404 34471 44
35 it,3490 3534 3578 3621 3ees 3738 3752 3705 agyr 38820 43
3,9 11,3925 3969 4012 4056 4099 4143 4186 4230 4273  43*7i 43
4 ° 114360 4403 4447 4490 4534 4577 4621 4664 4708 475x 44
)
47 11,4795 4838 4881 4955 4968 5012 555 5099 5142 5»S6: 43
42 115229 573 5316 5359 543 5446 5490 5533 5577 9620 44
43 11,5664 510/ 5750 54 s5s37 588! 59*4 5968 6011 6055 43
44 11,6098 6141 6185 6228 6272 6315 359 6402 6446 6489 43
45 11,653» 6576 6619 6663 6706 6750 6793 6836 6880 6923 44
4,6 11,6967 7010 7054 7097 7141 7184 7xx7 1271 73*4 7358 43
47 11,7401 7445 7438 53 7575 1618 7662 9705 7749 7791 44
458 11,7836 7879 7922 7966 8009 gps3 8096 8140 8183 820 44
49 118270 343 8357 8400 8444  S487  gs3g. 8574 8617 8661 43

5j° 11,8704 8748 8791 8835 8878 8921 8965 9008 9052 9095 4S



0,9
1,0
1LX

7
X,8

*»9
2,0
2X
2,2
>3
24

2%
2,6

*»7

2,8

3,0
3
3j3
34
3,6

37
38

4,0
4.x
4j2
423
4*4
45
4,6
s7
4,8
4,9
b e

Logaryfmy zwyczajne funkcyi hyperbolicznej

0,0000
0,0022
0,0086
0,0193
0,0339
0,0522
0,0739
0,0987
0,1263
0,1563
0,1884
0,2223
0,257S
0,2947
0,3326
°»37*5
0,4112
0,45x5
0,4924
0-5337
5754
0,6175
0,6597
0,7022
0,7448
0,7876
0,8305
°>s735
0,9166
079597
1,0029
1,0462
1,0894
*»*Z*7
i,x76i
1,2194
1,2628
1,3061
*»3495
1,3929
*,4363

*>4797
*>523*
1,5665

i,6099
't533
1,6968
*»7402

1,7836
1,8270

1,8705

X

0000
0026
0095
0205
0355
0542
0762
1013
1292
*594
*9*7
2258
26x5
1984
3365

3754
4151

<556
4965
5379

570
62x7
6640
7064

749
79'9
8348
8778
9209
9641
0073
0505
0938
=371
X804
2237
2671
3*05
3538
397*
4406
4540
5*7+
57°9
6143
6577
70X1
7445
7880
8314
874S

S *
000X
0031
0104
02x9
0372
0562
0786
1040
1321
1625

1950
2293
2651
3022
3403
3794
4192
4597
5006
5421
5838
6259
6682
7*07
7534
7962
8391
8821
9252
9684
0il6
0548
0981
1414
1847
2281
27x4
3'4s
3581
40X6

445°
4884
5318
575*
6x86
6620
7°55
7489
-9*3
J357.
S791

. Tablice

dla 9= 0 do 509.

3
0002
0037
0114
0232
0390
0583
0810
1067
*350
1657
1984
2328
2688
3059

3442
3833
4231
4637
5048
5461
5880

6301
6724
7x50
7577
8005
8434
8864
9295
9727
0159

0591

1024
>457
1891

2324
2758

3*g*
3625
4059

4493
4927
5361
5795
6230
6664
7098
7532
7966
8401

" 8837

Podrecznik techniczny. T.

0003

0042
0x24
0246
0407
0605
0835
1094
1380
1689
2018

1364
1734
3097
3481
3873
4*73
4678
5089
5504

59*»

*343
6767

7191
7619
8048
8477
8907
9338
9770
0202
“635
1067
1501
1934
1367
2801
3*35
3669
4*Q3
4537
497*
5405
5839
6273
6707
7x41
7576
8010
8444
8878

0005
0049
0x34
0261
0426
0626
0859
x122
1410
X721

2051
-399
2761
3*35
3520
39*3
43*3
47*9
5130
5545
5964
6386
6809
7”35
7662
8091
8520
8951
9382
9813
0245
0678
iiii
1544
*977
241X
2844
3*78
37x2
4146
4580
5014
5448
5882
6316
6751
7»5
7619
8053
8487
8922

0008
0055
0145
0276
0444
0648
0884

" 49
1440
*753
2086
*435
*798
3*73
3559
395*
4353
4760
5x72
5587
6036
6428
6852
7*78
77°5
8134
8563
$994
94*5
9856
0289
072X
1*54
1587
2021

2454
2888

3322

3755
4189

4623

5057

549*
5926

6360

«79 4
7228

7662
8097

M

8965

cosh

7 8
00x1 0014
0062 0070
0x56 0x68
0291 0306
0463 0482
0670 0693
0910 0935
xi77 1206
1470  x50x
*785 x8x8
2x20 2154
2470 2506
2835 2872
3211 3x49
3598 3637
399*% 403*
4394 4434
4801 4842
5**3 5*54
5629 5671
6048 6090
6470 6512
6894 6937
7320 7363
7748 7791
8176 82x9
8606  ge49
9037 9080
9468 9511
9900 9043
0332 0375
0764 0808
1197 1241
1631 1674
2064 2X07
2497 2541
2931 *Q74
3365 3438
3799 3842
4133  4*76
4C<7  47'*
5101 5'44
5535 5578
5969 60X2
6403 6447
6837 688l
7272 73%5
7706 77-i9
8x40 8x84
8574  86x8
9009 1 gngw

0018
0078
0180
0322
0502
07x6
0961
1234
1532
1851
2189
2542
2909
3288
3676
4072
4475
4883
5296

6x 32
6555
6979
7406
7833
8262
8692
9123
9554
9986
0418
0851
1284
*7*7
2 x51
25584
3018
345*
3886
432°
4754
5.88
3622
6056
6490
6924
7358
7793
8227
866x

9795

33

*3
x7
20
*3

26

29
3%

34

3*
38
39
40
40
4

4%

_*L_

43
42
43
4»
43
43
43
43

43
43

43
43
44
43
44
43

43
43
43;
43
43
43
43
43
44
44

43
43
44

43



Dziat pierwszy. — Matematyka.

Funkcya hyperboliczna tgh o dla 9= 0 do 2,39.

< o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 00000 0100 0200 0300 0400 0500 0599 0699 0798 0898  gg
. 0,0097 1096 1194 1193  xggw 1489 1587 1684 1781 1878 96
0,1 0,1974. 1070 1165 1260  ,355 2449 «543 2636 2719 2821 92
0.3 0,1913 3004 3095 3185 3*75 3364 345+ 3540 3627 37*4 86
0A 0,3800 3385 3969 4053 4*37 4219 430! 4382 4463 454% 79
0, 0.4611 4700 47,7 4854 4930 5005 5080 pgys4 5337 5200  ,y
0.6 o537 544 554 5581 5649 57%7 5784 5850 5955 5980 64
0,7 0,6044 6107 6169 6131 6291 6352 6411 6469 6537 6584 56
0.8 06640 6696 C751 6805 6858 691Z  ggg3 7014 1064  7>'4 49
09  o,7163 7111 ;.59 7306 735« 7398 7443 7487  753¢ 7574 4%
1,0 07616 7658 1600 7730 7779 7818 7857 7895 7932 7969 36
X,X 08005 8041 8076 8110 8144 8178 8210 8343 8375 8306
x>* 0.8337 8367 8397 8416 g, ¢ 8483 851i  gszg 8565 8591 26
x>3 0.8617  gga3 8668 8693  87.7 8741 8764 8787 8810 8832 22
x4 0.8854  ggoc 8896 8917 8937 8057 8977 8996  90x5  go33 1o
x5 0.9051 9069 9087 9104 9121 9138 9:54 9170 9186 9202 g
i6 0,917 9131 9146 9261 g,,5 9289 9302 9316 9319 9342 12
x,7 0,9354 9367 9379 939x 9402 9414 9425 9436 9447 9458 10
i8 09468 9475 9488 9498 9508 9518 05.7 9536 o545 9554 8
x>0 09561 957> g579 9587 9595 9603 9611 9619 9616 9633 7
2,0 09640 9647 9654 9661 9668 9674 9680 9687  ggg3 9699 6
20 ey9735 9710 9716 971l 0727 gqg; 9738 9743 9748 0753 5
22 09757 9763 9767 g77; 9776 9780 9785 9789 9793 9797 4
2ja  0.9801 9805 9809 9811 9816 9820 9833  gg—; 9830  gg34
Logarytmy zwyczajne funkcyl hyperbolicznej tgh
dla - 0 do 2.3-, powigkszone o 10.

52; o 1 3 a 5 6 7 8 9 o
0,0 — ® 50000 3010 4770 6018 6986 77/6 8444 9012  gg3  4ss
0.1 18,9986 (396 77X !115% xaz3x 1729% 3004 1163* 2506% *736° 117
01 902053 3159 3355 3542 3720 3890 o553 4110 4360  ,go5 39
e>3  9.4644 477 4907 5031 5x52 5268 5381 5490 5596 5698 29
°r4 95797 5894 5987 6078 6166 6252 6336 6417 6496  gg7g 75
e>5 96648 6710 6791 6861 6928 6994 7058 7111 7182 7343 s8
0/f 97300 7357 7445 1467 1520 757~ 1622 7671 7720 767 46
0.7 9.7813 7858 7901 7045 7988 8029 8069 8109 8147 8185 37
08 9,811l 8158 8393 8318 8362 8395 8428  g4g9 S491 8521 30
0.9  0.8551 8580 8609 8637 8664 8691 8717  g743 8768  gogo 24

0.8817 8841 8864 8887 8909 8931 8952  gg73 8994 9014 10
id 9,9034  g.gg 9071 9090 9108 9126 9144 9161 9177 geg4 16
2,1 9,9110 9226 9141 9156 9271 9285 9300 93x4 9327 9341 x3
»3 09,0354  93C7  gz7g 9391 9404 04x5  04-7 9438  o945e 9460 1
%e4  g.ga71 9481 9491 9501 9511 9521 g5 | gs4c 055° 055s °
5 0.9567 9576 9584 9592 9601 9608 9616 9634 gggy 9639 7
I 99646  gg53 9660 9666  gg73 9679 9686 9691 9698  g7e4 6
7 9l/71e 9716 971l 9727 973« 9738 9743 9748 9753 9758 5

0.0763 9767 9771 9776 9781 9785 9789 9794 9798 9802 4
©9 09806 9810 9813 9817 q8ll 98 a 9828 g3y 9834 9838 3
-0 99841 9844 gg, 9850 0853 0856 9859 9861 9864  98C7 3
i 0.0 7o 9871 gg,c 9877 9880 9881 9884 9887 9889 9891 1
L2 ggggs 9895 9898 9900 99J2 9934 9905 ggo7 9909 991l 1
28  9:99x3 9914 9916 9918 9919 9921 99*3  99*4 9926 9927 1



|.  Tablice. 35

F. Wielokaty foremne

F. F F R R a a r r
a2 1- r- a r ~R r li a

0,4330 1,2090 5,1962 g 5774 2,0000 1,7321 3,4641 0,5000 0,2837
1,0000 2,0000 4,0000 0,7071 1,4142 1,4142 2,0000 0,7071 0,5000
1,7205 2,3776 3,6327 0,8507 1,2361 1,1756 1 453, 0,8090 0,6882
2,5981 2,5981 3,4641 1,0000 1 9547 1,0000 j j547 0,8660 0,8660

3.6330 a,7364 3,3710 1,1524 1,1099 0,8678 0,9631 0,9010 1,0383
4,8284 2,8284 3 3137 1,3066 1,0824 0,7654 0,8284 0,9239 1,2071
6,iS182,8925 5,70, 14619 1,0642 0,6840 0,7279 0,9397 1 3737
7,6942 2,9389 3,2492 1,6180 1,0515 0,6180 0,6498 0,9511 15388

11,196 3,0000 3 2154  93i9 1.0353 0,5176 0,5359 0.9659 1,8660
i5 17,642 30505 3,1883 2,4049 1,0%23 0,4158 0,4251 0,978]: 2,3523
i6 20,109 3,0615 3,1826 12,5629 1,0196 0,3902 0,3978 0,9808 5 5137
20 3j 569 3,0902 3,1677 13,1962 1,0125 0,3x29 0,3168 ( ga77 3,1569

24 45575 3,1058 31597 3,8306 1,0086 0,2611 0,2633 0,9914 37979
r- 81,225 3,1214 3'1517 5,1011 1,0048 0,1960 0,1970 0,9952 5,0766
48 183,08 3,1326 3,1461 7 g4ag 1,0021 0,1308 0,1311 0,9979 7,6285
64 3+569 3,1365 3,1441 10,190 1,0012 0,0981 0,0983 0,9988 10,178

°cO o~ ou hw =]

-
N

G. Spotczynniki dwumianu Newtona (w)i (lo (n)is.

Loy (i (@* (9% (F ¢os (& (i (@D (s («©» fMta Wis ()3
1 1 *
2 2 i
3 3 3 !
4 4 6 4 i
5 5 10 10 5 1 *
6 6 x5 20 5 6 X
7 7 2l 35 35 | 21 7
8 8 28"' 56 70 56 28 8 Y
9 36 84 126 126 g4 36 9 X

Lo

10 45 120 2x0 252 210 120 45 10 i

Xl 55 165 33 462 462 330 165 g5 11 i
12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 X
W.3 9y 286 x5 1287 17x6 1716 1287 x5 286 o, 3 X
14 91 374 IODI 2002 3003 3437 33 2002 100l 364 o1 14 i
*5 1°5 455 1365 393 55 6435 6435 5005 3003 1865 455 D5 x5 Z

H. Roznoczymiiki (fakultety) 1! do 121

ML

»4
35

©

v p\ 1:j>1 p = 1:p\
I i 1,0 5040 \0,000 198 412 698
2 2 05 40 320 0,000 024 801 587

7
8
3 6 0.166 666 666 667 9 362 880 0,000 002 755 732
4 24 0,041 666 666 667 10 3 628 800 0,000 000 275 573
5 120 0,008 333 333 333 ii 39 916 800 0.000 000 025 052
b 720 o,00r 388 888 889 12 479 001 600 0,000 000 002 073



Dziat pierwszy. — Matematyka.

I. Diugosci tukow, strzatki tukow, diugosci cieciw

» 0 » Dhugosé Strzatka

‘;5,’2& tuku
1 o015
3 00349
30,0524

4 00698

5 00873

6  0,1047
70,1222

8  0,1396

_ 9 0,571
lo 01745
n 0,1920
ja 02094
33 0,2269
*40,2443
»s5  0.2618
3% 02793
*7  0,2967
x8 03142
*x9  0,33x6
20 oy
0.3665

aa  0,3840
*3 0,404
-4 0,4189
25 0,4363
26 0)4538
*7 04772
28 04887
*g  0,5061
30 0,5236
31 0,541
S °-5555
30,5760
34 °>503+
30,6109
36 0,6283
37 06458
35 0,6632
39  0,6807
40 06981
4% 047*56
V*  0,733°
43 0,7505
4 07679
45 0,7854

Jezeli r jest

tuku

0,0000
0,0002
0,0003
0,0006
0,000
0,0014
0,0319
0,0024
9,0031
0,0038
0,0046
0,0055
0,0064
0,0075
0,0086
0,0097
0010
0,0123
0,0137
0,0152
0,067
0,0184
0,0201
0,0219
0,0237
0,0256
0,0276
0,0297
0,0319
0,0341
0,0364
0,0387
0,0412
0,0+37
0,0463
0,0489

0,0517

0,0545
0,0574

0,0603

0,0633
0,0664
0,0696
0,0728
0,0761

Dtugosé
cieciwy

0,0175
0,0349
0,0524
0,0698
0,0872
0,1047
0,1221
Gj*395
05*569
0,1743
o xQ*7
0,2091
0,2264
0,2437
0,261X
0,2783
0,2956
0,3129
0,3301

0.3473
0,3645
0,3816
o»3987
0,4158
0,4329
0,4499
0,4669
0,4838
8,5008

0,5176

0,5345

0,55**
0.5680

0,58+7
0,6014
0,6x80
0,6346
0,6511
0,6676
0,6840
0,7004
0,7*67
0,7330
0,749*
0,7654

1w
8.5 fi

> 2,

0,00000 46
0,00000 47
0,00001 48
0,00003 49
0,00006 50
0,000X0 51
0,00015 5%
0,00023 53
0,00032 54
0,00044 55
0,00059 56
0,00076 57
0,00097 58
0,001 21 59

0,00149 60
0,0018x 61

0,00217 62
0,00257 63
0,00302 64
0,00352 65
0,00408- ©
0,00468 67
0,00535 68
69
0,00607
0,00686 70
0,00773 7
0,00862 7+
0,00961 73
0,01067 74
0,0x180 75
0,01301 76
0,05429 77
0,01566 78
0,01711 79
0,0x864 80
0,02027 81
0,02x98 82
0/52378 83
0,02568 84
0,02767 &
0,02976
0,03%95 87
0,03425 88
89
0,03664
073915 0

Diugos¢ Strzatka

tuku

0,8029
0,8203
0,8378
0,8551
0,8727
0,8901
0,9076
0,9*5°

0,9425
0,9599
0)9774
0,9948
1,0x23
1,0297
1,0472
1,0647
1,0821
1,0996
1,1170

**345
1,15%9

1,1694
1,1868

*5%043
1,2217

1,2392
1,2566
1,274%
1,2915

1,3090
1,3*65
*)3439
1,364
1,3788

1,3963
*,4*37

* 43%*
1,4486

1,4661
* 4835
15010
*)5%84
* 5359
**5533
*5708

tuku

0,0795
0,0829
0,0865
0,0900
0,0937
0,0974
0,10x2
0,1051
0,1090
0,1 x30
0,1*7*
0,12X2
0,1254
0,1296
0,1340
0,1384
0,1428
0,1474
0,X520
0,1566
0,1613
0,*66x
0,17x0

*759
0,180S
0,1859
0,1910
0,1961
0,20*4
0,2066
0,2 X0
0,2x74
0,2229
0,2284

0,2340
0,2396
0,2453
0,25X0
0,2569
0,2627
0,2686

0,1746
0,2807

0,2867-

i 0,2929

promieniem kota i <p katem $rodkowym w stopuiacli

3) Dtugosc cieciwy: s=2 r siu

2) Strzatka tuku: h-:r K-

3) Dhugosé tuku: I-

12r sin*

4 *

Dtugosé
cieciwy

0,7815

97975
0,8135

0,8294
0,8452
0,8610
0,8767
0,8924
0,9080
0,9235
0,9389
0.9543
0,9696
0,9848
1,0000
*,0*51
*,0301
1,0450
1,0598
1,0746.
40893
1,1039
1,1184
* * 3xg
1,1472
1,1614
1,1756
15x896
1,2036
*>2*75
* *3%3
J,*45°
1,2586
1,2722
1,2856
1,2989
1,3x21
*,3252
'i3383
1,35«
1,3640
1,3767
x13@93
1,4018

1,4*42

to:

538
W ?

0,04176
0,04448
0,04731
0,05025
0,05331
0,05649
0,05978
0,063x9
0,06673
0,07039
0,074x7
0,07808
0,08212
0,08629
0,09059
0,09502
0,09958
0,1042%
0,10911
0,11408
0,119*9
0,12443
0,12982
0,13535
0,1,4101
0,14683
0,15279
0,15889
0,165x4
0,17*54
0,17808
0,18477
0,19*60
0,19859
0,20573
0,2x301
0,22045
0,22804
0,13578
0,24367
0,25*7*
0,25990
0,26825
0,17675
0,28540

r . r = 0,0J7453 rep - J/| 4-77t3 (w przyblizeniu).



. Tablice. 87

i powierzchnie odcinkéw kotowych dla promieni = 1.

-9 '3 Dlugost Strzatka Diugosé @/& [ci-jl 0, Diugos¢ Strzatka Diugosc

.
fuku  tuku  cieciwy tuku  tuku  cieciwy égo ;

g1 1588* 0,599* 14165 0,29420 136 x>3736 06254 15544 0,83949

92 6057  oeume ) 0.30316 «37 23901 o35 8608 g gegss

o 16%3* o858 3;?;; 031226 138 *4086 06416 8672 086971
94 16406 10,3180 14627 0,32152 *39 24760 06498 g737 088407

95 16580 0,3*44 14746 0,33093 140 *4435 06580 w8704 0.9°334
% 26755 03309 54863 0,34050 «4x  2,4609 0,666* 8853 0,91580

97 16930 43374 ' 4g79 035021 141 2,4784 06744 8910 4 g93%35

98  1,7104 33439 ' 5°94 0,36008 %43 M95g8 06827 ,8966  0,94700

99 L7*79 0,3506 11,5208 0,37009 *44  4>5133 0,6910 ,90*10,96274
100 w7453 o»a57* 038026 w45 2537 06993  jge74 0,97858

I »357 »53+ 0, 146 25482 07076 9126 (99449

101 1,7628 0,3639  x,5q3%  0,39058

102 1,780% 03707 yp5543 040104 %47 2,5656 0,7160 9176 1,01050
' , )y

03 1»7977 °>3775 15652 0,41166 148 2,5831 0,7144  ,gw5 102658

149 26005 0,73*8 .
10+ 11,8151 o343 1,5760 042242 »9*73  *,Q4'75

|75  1,83*6 0,3912 15867 (43333 *50 0180 o074%  »o3r9 105900
106 18500 03982 5973 0,44439 «5%  s%354 07496  g3g3 1,07532
107 5675 04052 X,6077 045560 15%  2,6529 10,7581 9406 1,09.71
108 1850 0,4122 1,6180 0,46695 =53 6704 07666  g447 1,108x8
109 1,9024 o 4*93 11,6282 (,47844 *54  *,6878  0,7750 9487 1,1*472

110 Q99  0,4264 0,49008 *55  *»7°53 0,7836 0516 1 14*3*
-6383 156 *7**7 0,79*1 9563 x>*5799

11 %0373 1,6483 0,50187
na 19548 6,ﬁ8§ 1,6581 0,51379 x57 57401 08006 9598 xyx7x7x
113 %9722 0,448X 1,6678 0,5%586 158 *7576 0.809* 9533 x5y
s 0,8178 ko

19897 04554 xG773 053807 *59 ZZIL 9665 + xog35
JI5  2,0071 0,46%7 16868 0,55041 160  E79*5 08%64 9696 xyxx5x5
116 *,0*46  ° 4701 1,6961 0,56*89 161  *,8100 0,8350 97%6  1,24%21
17 %0420 04775  +7053 05755+ 16*% 2,8274 0,8436 9754 X,*59*
118  wyo595 0,4850 «7x43 0,58827 163 28449 08522 9780 117626
119 2,0769 0,49*5  x,7%33 0,60116 164 2,8623 0,8608 9835 k9335
120 2,0944 05000 1,7321 0,61418 165  2,8798 0,8695 9829 1 3%049
166  *,897* 10,8781 1,32766

XX 2,11X8 0,5076 «=7407 0,62734 9831
, 122 2%293 05152 %,749% 0,64063 *67  xgx4q7 0,8868 987« 134487
ia3 21468 05228 «,757¢ 0,65404 168  *,932* g ggss5 ,9890  1,36211

2,9496 09042 9908
114 2,1642  (>53°5 *7059 0,66759 169 ’ »,37940
125 21817 opg3g3 *7740 068125 170  *.9671 10,9128 99*4  * 3967+

116 *1991 05460 17820 0,69505 *9845 0,9%15  gggg 141404
X7 22166 o 5535 1,7899 o0,70897 300%0  0,930% 595 1,43*40
18 340 02816 7976 072301 3,0004 09390  ggg3 144878
*
*9  +%515  o>5605 1,805% 0.737%6 3,0369 09477 9973 1,466x7
130 *2689  °y5774 11,8126 |0,75144 3»°543 0,9564 9981 148359
o 0,9651 ,9988 1,50x01
131 22864 (5g53 1,8199 076584 3>77"8 X
131 23038 ~<»5933 1,827 0,78:134 3,0892 (g973* 9903 ',5'845
*33  2,3213  0,6013 1,834. (70497 3,1067 09825  ,9997 53589
13+  ,3387) 0,6093 1.84.0 0,80970 3y**4*  © 99’3 »9000 'm55334
135 S356| 0.6173 1ga7g 082454 180  314%6 2,0000 X57080
4) Powieizclmia odcinka kilowego = — *p)?
5) Powierzchnia wycinka kotowego = arssir0,00872065 tpn;
€) I=r odpowiada <p=57° 17' 44,806" = 57,2957795° = 206264,806";
/) arc 1"=ji: 160= 0,017 45329252: log arc 1° = 0,2418773G?6 — 2;
81 arc 1'=.7:10800= 0.00029063821: log arc 1' = 0.463720117 2— 4:

0) arc 1"=.-i:648000= 0,00000t84814; log arc 1" = 0,6805745668 — 0:



38 Dziat pierwszy. — .Matematyka.
If. Objetos¢ kuli o Srednicy d= 1 qo 200.

d —d3 d d d
T a3 6 [t v

0,523599 41 36086,95 Si 2.78261,0 1z1 927587,2 161 2185125
4,188790 42 38792,39 82 288695,6 12z g50775,8 162 2226094
14,13717 43 41629,77 83 299387,0 12,3 9n4347,7 163 2267574

i
2
3
4 335r032 44 4460224 g4310339,1 124 ggg3059 164 2309565
5 6544985 45 47711,94 85 321555,1 12-5 1022654 165 2352071
6 r13°973 46 5096501 8b 3330382 12.6 1047394 166 2395096
7
8
9

*70,5044 a7 5436160 g7 34479M 1271072531 167 2438642
268,0826 48 57905,84 88 356817,9 j-S 1095066 168 2482713
381,7035 49 61600,87 89 369120,9 129 ii24004 169 25273L)

lo 52.3,5988 ~q 65449,85 go 381703,5 130 50347 170 2572441
11 696,9100 51 945591 91 394568,9 *3* 1177098 171 2615104
12 904,7787 52 73622,18 g+ 407720,1 132 1204260 172 2664305
_13 i150,347 53 77951,81 o3 421160,3 133 1231838 173 2711046

H 1436,755 54 82447,9a 94 434892,8 134 1259833 174 2758331
1v 1767,146 871x3,75 95 4489205 135 1288249 75 2806162
i6 2144,660 5 91952,32 96 463246,7 136 1317090 176 2854543

i7 257a,44i 57 96966,83 g7 4778745 137 1346357 177 2903477
18 3053,628 &g 102160,4 98:492807.0 138 1376055 178 2952967
19 350i>364 5g 107536,2 99 508047,4 139 14061S7 179 3003006

20 4188,790 g( 113097,3 100 523598,8 140 1436755 130 3053628

21 4849,048 61 118847,0 101 5394643 iii 1467763 181 3104805
1z 5575250 62 124788,2 102 5556472 142 1499214 182 3156551
23 6370,616 @3 130924,3 103 572150,5 143 1531112- 183 3208869

24 7238,2,19 64 137258,2 104 588977,4 144 1563457 1g4 3261761
25 8181,231 @5 14370933 105 606131,0 145 1596256 185 3315231
26 9202,772 66 150532,6 106 623614,5 146 1629511 186 3369282

27 1030599 67 js57479,i 107 641431,0 47 1663224 187 3423919
28 11494,04 68 164636,2 108 gggsg3 7 148 1697398 188 3479142
19 12770,05 69 172006,9 109 678075,0 149 1732038 189 3534956
30 H i37,T7 70 1795944 110 696910,0 1="0 1767146 190 3591364
1 i5598,53 71 1874018 111 716090,0 ,5j 1802725 191 3648369
z i7i57,28 72 1954322 112 735618,6 152 1838778 192 3705973
33 1881657 73 203688,8 ||3;755499,1 :53 1875309 193 3764181
34 20579,53 74 212174,8 » 4775734,6 ji41912,321 194 3822996
-35 22449,30 75 2208932 |i579632S.3 155 1949816 195 3882419
3p 24429,02 76 229847,3 116:817283,2 156 1987799 196 3942456
37 26521,85 47 239040,1 117.838602,7 157 2026271 197 4003108
3« 28730,91 78 248474,9 118860289,5 {58 2065237 198 4064379
39 31059,36 9 258154,6 119:881347,3 jgg 2104699 199 4126272
40 33510,32 80 268082.6 120 904778,7,16° 2144660 200 4188790
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*) Podilug tablic H. Zimmennanna, sti.

I.  Tablico.

X. Tablica czynnikéw *)
(lla liczb nieparzystych od 1 do 999.

100 aoo
P 3.67
P 7,29

3-5-7 5-4*
P 3a*23
P 11.19

3-37 P
P 3-7*

523  7-43

313 7-3l

7 -xt  3-73
i3 13.17

3-41 P

R
P P

3-43 P
P 3.7.11

7.19 P

355 5-47

P 3-79
P P

3-47 P

XX. 13 3s

52 1336

3.7 :

P 3.83
P P
Pexy 11.23
531 3*5 %7
P P
3-53 7-37
7.93  3-.29
P P
5. 5-53
S+l 3789
g P

32.i9 P
P #7413
Sae7 5. 11

3*59 P
) 3. 3i
P P

3.61 P

5+37 3.5.19

11.17 7.41
33+7 X712

P 3-97
P P

3-%-13 5-59
o1l

P 1-23
100 =00

11.29

3.107
17.19

52-13
3.109

7-47

P37
5.67

P
3.113
11 .31
j7S -
3523

3*.13
5-7»

3 rp-17
193
3.112
5-73
P
3o_g*
7’\53

300

400

5.89
3..49
P

11.41
3-x5*
5-7+13
P
RBex7

p
P

3e5; 3X
P
7-67
3 **57
u .43
5-.19
3 *53
P
13*37
36723
5 *97
P
3* x63
P
17 .29
Re5e11
a4l

400

oo

3.167

P
5.10!
3-x3’

7*73
3 w9
5.103
n .47
3.173
P
P
3527
X7 *31
23
3--59
13 .41
5.107
3+*79
7.n
P
3.181
5.109
P

3. 61
19.29
7*79
3+5-37
P

1343

3-xr.x7
P

5exx3
3*-7
P
P

3+ 09X
5-.23
p
393
7-83
1T 53
3B*5 13
p
X931
3-»97
p
5e7ex7i

P
500

22*. Berlin 16-91, Willi.

600 700 800
P P 2*89
3967 19.37 11 -73
5 *xx3 3-5-47 5:-7*23
P 7.101 -269
3*720 P P
X3*47  32-79 P ..
P 233X 3-77x
3-5-41 5e11*x3 5.163
P 3*239 19.43
P P 3'*73
3*-23  7exo3 P
7 .89 3e24r P
5 5%.29 2.5 .11
3.11.19 P P
X7 *37 3* P
P X7 *43 3*277
3.21 P 7Je17
54127 3-5- 5.167
7; .13 11 .67 3'-31
3 .71 P P
P 3*x3*x9 29
P 3 3.281
3-5-43 5.x49 5x[P
P 3%.83  7.11-
ii .59 7.107 3-283
. P 23-37
SB35 P
5.131  5.151 5.3.19
32-73 P i’
P 3-1123 P
P P 3 741
3413 x7 7.109 P
5.7.19 3 %5.17 5-*73
23 29 13*59 317
3-223 P i .79
11 .61 3.257 13 .67
P P 3;-97
F*E  Ba-3x
P 3737 %
7+97  19.41 34293
3e227 i .71 P
P 3 .19 P
5.137 5-/57 3+5*59
3%¥229 P P
13-53 3 m3 (127
P 7.113 i
3Se7e11 13.61 19.47
5¢139 3+5;53 _ 5°x79
17.41 P ERERE]
34233 X747 2931
600 700 800
Ernst & Solin.

39

900

17 453

ii .83
3*5*6*
7*131
P

3 %37
13.7x

5+*37
3».103
P
72-X9
3.311
5-XX*X7

3.313

P

23 -41

33« 5-7
P

13 -73
3*3X7
=]
5 *X9X
3.1x.29
7*x37
3%
3J.i°7
5¢x93
P
3ex7*19

P
7.139

3*52-'3
P
11 .89
3a.i09
P,
5ex97
3 W47
23-43
P .
3-331
S®

_37%37_

900
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Dziat pierwszy. — Matematyka.

M. Wazne wartosci liczi)owe.

:Liczba Ludolpha=

log-11

3ti4i59a7i°>49715
6,2831853:0,79818

9,4247780 0,97427
12,«566371 1,09921
15,707963 1,19612
18,849556 1,27530
21,991149 1,34225
15,131741 r,40024
2,8,2.74334 i 45i 39
i.57°79630,19612
1,0471976 0,02003
0,7853982 0,89509-

0,6283185 0,79818-

io,5i 35988 0,71900-
:0,4487990 0,65205-
0,3926991 0,59406-

0.3490659 0,54291-
0,41797-
0,29303-
0,99200-
0,69097-
0,46373-
0,24188-
0,99430
1,49%45
r.98860
1,48575
2,98290

0,24858

0.1963495
0,0981748

0,0490874

0,0290888
0,0174533
9,8696044

31,006277
97,409091
306,01969
961,38919
riz7a4539

1,4645919 0,16572

1,2102032 0,08i°6

5,5683280 ¢ 7457]

4,6011511 0,66287

39,4784181,59636
2,4674011:0,39224

4,44288290,64767

9,81 0,99167
i96,2361 11,98334

i3,132091910,49583

3,141592653589 793.
1 Przy$pieszenie wskutek sity ciezkosci przyjeto =
: Podstawa logarytmoéw naturalnych =

log: (1:«)  wielioji

0,3183099 t:F2

0,1591549 0,20182—1 oy
0,106x033 0,02573
0,0795775 0,90079 no»
0,0636620 0,80388  VAT2
0,0530516 0,72470

0,0454728 0,65775-2
0,0397887
0,0353678

0,6366198 0,80380—1
0,9549297 97997
r,2732395 0,10491 t e
1,59x5494 0,20182
1,9098593 0,28100 to
2,2281692 ( 34795
a,5464791 0,40594
2,8647890 0,45709
3,8197186 0,58203
5,0919582 0,70697
10,185916 1,00800
20,371833'1,30903
34,377468 1,53627
57,295780 r,75812
0,1013212 0,00570-
0,0322515 0,50855-2
0,0102660 0,01140—2
0,0032678 0,51415-3

0,0010402 0,01710—3
0,5641896 o 75143- 1

Vo

7

V3 Tn
1>i7~

J.-z-
1:29
23/g

V37
nv9
nV2g

*Vg
n-Y2g
0,6827841 0,83428—1

%9
0,8263075 ° 9|714~1 ©
0,1795871 0,25428—1 es

e3
0,2173352; ¢ 337]3— 164
’ Te
> °1533030,40364—2 © O
0,4052847 0,60776—1 |. "5
0,2250791 9,35a34—1 lie*
0,1019368 0,00833—1
0,0103911:0,01666 ‘.
Ve

0,3197754,0,50417-1

9,81 m/Sek.2
2,7182818284590452353...

" log li
2,221441 0,34663
3,544908 0,54961
2,506628 0,39909
i,a533i 4 0,09806
0,797885 0,90194-1
0,977205 0,98998-1
5,35% 372 0,72855
1,845261 0,26606
1,162447 0,06537
0,922635 0,96503-1
0,860254 0,93463-1
0,984745 ,99331- !
1,240701 0,09367

2,145029 0,33144

6,738808 0,82859
0,050968 0,70730-1
6,264184 0,79686

4,41 9447 064635
9,839757 0,99298
13,91536 1,14350

r,003033 0,00132
0,709252 0,85080—1
1,006076 0,00263
2,718282 0,43429
7,389056 0,86859
20,08554 1,30288

5459815 1.73718
0367879 0,5657!-!

35335 0,13x41-1
0,049787 0,69712—2

0,018316 0,16282—=2
1,648711 0,21715

\
1,395611 0,14476
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N. Pierwiastki kwadratowe i szescienne niektérych
utamkow.

>

fiVn oy n Vo U Vn v,

Yn vn

037796 052276 4, o.35355 0.50000  0,66667 0,76314
>5345+ 0,65863 «+ 0,61237 0,72112 ,,° 0,74536 0,82207
065465 75395 . 0.79057 0,85499 7 0,88192 0,91964

V. °i57735 069336
/) 0,8x650 0,87358
v. 050000 062996

N o<

+/, 086603 090856 .5 075503 0.82983 |  o,9354i 0,95647 0,28868 0,43679
" 040825 5503 0,84515 089390 "/ o 33333 0.+8075 0,64550 0,74690
91187 0,94104 Y, 0,92582 094991 24 0/47140 0.60571 ;. 0,76376 (83555

Uwagi do tablic A do t. (Str. 1 do 39).

Uwagi do tablicy A (str. 1 do 21).

1) Szukamy logarytmu zwyczajnego liczby 0,032 252. (Por. str. 46).
a) Podtug str. 8: mantysa log 323=50920; mantysa log 322=50786.
b) Réznica mantys logarytméw: 50 920—50786=134.
c) Mnozymy te rdznice przez 0,52=134X0,52=69,68.
d) Dodajemy wartosci a) i c): 50786-f69,68=50856.
me) Przeto: mantysa log 32252=50850, a log 0,032252=0,50856—2.
2) Szukamy liczby (Numerus), ktérej logaiytm zwyczajny réwna sie 1,49145.
a) Podtug str. 8: log 310=2,49136, wiec jmantysio 49136 odpowiada liczba 310.
b) Dzielimy réznice (lanej i najblizszej mniejszej mantysy (49145—49136=9)
przez rdznice najblizszych do danej mantys: wiekszej i mniejszej (49276—
—49136=140), a otrzymamy: 9:140=0.06.
c) Dodajemy wartoéci a) i b): 310-f0,06=310,06.
d) Przeto: Num. log 1,49145=31,006.
8) Do Wyciaga?]ia pierwiastkéw kwadratowych, i szesciennych danych liczb stosujemy
wzory przyblizono 0. 16 str. 45.
Przyktad. Znalez¢ y 404527 Na str. 14 najblizszo o*= 404496, a przeto a= 636
| &=404527— 404496=31; 2a= 1272; 6:2a=3] :1272=0,024. Zatem:iy404527 =
= «+ 72— = 630+ 0,024= 630,024.

4) Wielokrotno wartosci nr, np. 34573 rt. Znajdujemy 34000 .»= 104814 (str. 2
i 573.-1=1800 (str. 13), przeto 34573+=100814+1800=108614.

6) CheA\c wyliczy¢ 180: tt, znajdujemy najblizsze (str. 3) 57 .-t=179,07; (180—179,07)X
X 1000=-930—200 .t (por. str. 7), praeto 180: :r=57,296.

Kubryka ‘/ijnuloraz tablica K. (str. 38) mora réwniez stuzy¢ do dzielenia przez a.
Kp. poditug str. 17 dla »=771; 46,6873:» = 7,71*: 4=59.4441: 4=14,861025; nastepnie
podiug str. 38: 2352071 :ir=165">: 6; to (poditug str. 5)= 4492125: 6=748687,5.

6) Znalez¢ powierzchnie kola o $rednicy 1,784. Powierzchnia kota o pét tak wiel-
kiej Srednicy 0,892 (str. 19) f,=0,624913; przeto f=4 J,=4X0,624913=2,499652.

Uwagi do t*bllcy B (str. 22 1 29).

1) Dla ii=655, mamy U ~xd=206,6 i i5==V, n if}J=3395.3.

2) Dla wielokrotnoéci liczby w, uzywamy tablicy A (str. 1— 21); np. (str. 18): Dla
i=81*/t mamy £fo=2§6,0 i i=521«,8.

UWﬂgl do tabllcy C (str. 24 i 25). Przykiady:

1) In 30=3,4012.

2) In 790=8,6834.

3) tu 2,738—In 273,8—In 100=5.6124—4.6052=1,0072.

41 11 2895=1» 289,5+;« 10=5,6681+2,3026=7.9707.

6) Kum. tu 1,0629 = [Aum. tu. (1.0029+In 100)] : 100.
[Vum. In (1,0629+4,6052)]: 100.
. . = (AKm. In 56081] : 100=289,5:100=2,895.
Uwagi do tablic D (str. 26 do 29).

1) Szukamy warto$ci stycznej (tg), odpowiadajacej katowi 58147'22",5.
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Mamy: 58°47' 22",5=68°47",375.
a) Na str. 29 znajdujemy: tg- 58°40'=],64250; nastgpnie:
b) tg b&>S0'=:I,mZI.
Réznica 0,01081 odpowiada katowi 10', przeto ka-

towi 7',375 odpowiada 7875 powyzszej réznicy, a zatem:

(IiE » liie = 000797.

d) Dodajac wartosci a) i c), otrzymamy: tg 58°47'22",5=1,65053.
2) Znalezé¢ kat, ktérego wstawa (sin) jest 0.63602.
a) Na str. 26 znajdujemy: arc sin 0,636 (5= 39°30'.
b) Mnozviny réznice pomiedzy dana i najblizsza mniejsza wstawg (0,63662—
—0,636(B= 0,00054) przez 10:*0,00054X10=0,0054.
c) Dzielimy iloczyn 0,0054 przez réznice wstaw (0,63832— 0,63608=0,00224);
0,0054:0,00224 = 2.4107.
d) Dodajemy wartosci a) i c), skad otrzymamy: arc sin 0,636 62= 39°32',4107 =
= 39°32*24"64.
Uwagi do tablic E (str. 30 do 34).

1) Przyktady: Sinh 1,34=1,7786. Sinh 3,37= 14,5221. Cosh 0,65= 1,2188.
Cosh 2,66=7,1831. Log sinh 452= 11,6619— 10=1.6619. Log tgh 0,17= 9,2263— 10.
2) Dla wartosci e>>5,09 jest w przyblizeniu: Sinh'<pz=Cosh p—Xse®, dla = 5,09
do 6,908 z dokladnoscig do jednej dziesietnej, a dla (p= 6,908 do 9,210 z doktadnoscia
do jednej setnej.
3) Dla wartoéci <p=2,39 i wiecej tgh < coraz to bardziej zbliza sie do 1.
4) Dla matych warto$ci gp mamy w przyblizeniu:
log sinh <p=log ff -f#/s I1°3 ‘tosh ¥\ log tgh <p=zlog (p— % log cosh ¢~
5) Dla wartosci (p> 5,09 mamy w przyblizeniu:
log sinh <p=log cosh ¢>= 0,43429 ®4-0.69S97 — 1 i
rp= 230259 (log sinh y + 0,30103),
gdzie log 0,43429=0,637 78— 1 i log 2,30259 = 0,30222.
6) Wartosci log tgh ¢pi log ctgh p otrzymuja sie réwniez (str. 32 i 33), jak nastepuje:
log tgh g>=log sim g>—log cosh m (—10); log ctgh (p=log cosh 5—log sinh (p (-f10).
7) Suma cosh g~ i sinh p dla jednego i tego samego <p dajowarto$¢ e#, réznica daje
e a przeto: cosh <pxsinh b= e-
UW&gI do tabllcy F(str. 35). Szczeg6ty patrz rozdziat Y| dziatu pierwszego.
W tablicy tej oznacza: « liczbe bokéw, F powierzchnie wielokata, a bok, i? promien kota
opisanego, r promieh' kota W_pisanego. .
UW&g! do tabI]cy G Il (str. 35). Szczegsty patns str. 43 1 44.
UWﬁgl do tab'le J (str. 36 i 37) Mamy znalez¢:
1) Dtugos¢ tuku o kacie srodkowym 75d33'16",2.
Mamy: 75733'16",2= 75*33', 27.
a) Na str. 36 znajdujemy: tuk kata 75°=1,3090;
b) . w 16°= 13265
Réznica tukéw= 0,0175.
Réznica ta odpowiada katowi 60'.

c) Katowi 33',27 odpowiada przeto: m ~—= 0,0097.

d) Suma wartosci a) i c) dajo szukang dtugos¢ tuku 1,3187.
2) Szukamy kata $rodkowego tuku 2.2254.
a) Na str.*37 znajdujemy dla kata 127° tuk 2,2166.
b) Mnozymy réznice pomiedzy lukiem samym,* a najblizszym mniejszym
(2,2254— 2,2166=0,0088) przez 60; 0,0088X60= 0,528.
C) Dzielimy otrzymany iloczyn 0.528 przez réznice tukéw 128° i 127°, to jest
(2.2340— 2.21*66=0,0174); 0,528 : 0,0174= 30,3448.
d) Suma wartoéci a) i ¢) daje dla tuku 2.2254; kat $rodkowy: 127°30',3448=
=127°30' 20" ,688.
Uwagi do tablicy L (str. 39). Przyktady: 225=3X3X -X?2: 957= 3X [X 47.
P oznacza liczbe pierwsza, tak ze np. 419. 971 sg liczby -pierwsze. Liczby parzyste, dzie-
lac stosowng ilo$¢ razy przez 2, sprowadzamy w koncu do nieparzystych.
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Il. ARYTMETYKA.
A. Potegi, pierwiastki, logarytmy.
a. Potegi.
1. (+ o)n= -f-a".. 5. aman— a"*+”.
2- (—n)2n= —+-a2"- 6 ‘.am-.an- o
3. (- a)2"+ 1=._ a2rt+ \ 7. ambm=(,/,)'»;
4. 10= 1; al=a. 8. a’l:bm— (a:ftf.

9. 1:«"*==(1:,0)m==a'—m.
10. (U™)"= am”= («")"m= (a“ m)~n.

11 ac = I; 0a=0; O°= ilo$cf nieoznaczonej.
12 «- &= (a-f-6) (a—1J); 13. (ax i)2= a2+ 2 aft &2;
a2= (a-+-6)(a— i) -f-i2 (odc V)-= (a j,)2+ 4 aft

14. (at J)3= a3+ 3a26-|-3ni2+ i3
fist 63= (ot b) (a2=Fal -t-i2).

1. i+.a"- 264-a"- 3524--m- -6 "-1.
cont 10 in+l
16. Qi-------- R = ««_ mM«_ln+ n2,-2 £2--mmmm- + h2n.
-a &H-a2"" 362— .veie e 62" - 1.
18.Jezeli a>.l, to dian= 00 lim a,)=co i lim (1sa)*==0.

Dwumian Newtona.

Dla catkowitych dodatnych wartosci n (oraz dla ulamkowychiodje-
mnych wartoséci n, jezeli a>6) mamy:

19. @+ &= n"+ n«"-'brh 0"~ 2h2

Spélczynniki przy potegach nosza,nazwe spétczynnikéw dwumianu.
Piszemy w skrdceniu:
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gdzie n wyktadnik potegi dwumianu, p skaznik. Mianownik 1-2-3— p
oznacza sie przez p\. Mamy Ol = 1. (Por. tablice G i H, str. 35).

Wzory na spoélczynnikl dwumianu.

Jezeli n (wyktadnik potegi dwumianu) i p (skaznik) sg liczby cat-
kowite dodatne, to:

20- (»),= 21, («)y=(n)«, = 1. 22. (.)t= n; (H)p=0.
a.(»),+ = 0 24. (Jp+1= Qi) , "

25-(» + Dp+i= ()p+i-t-(n)p-

26. (N H-1 ) n (n— 1)™4-(n— 2)"4-+— h (p)p-

Zastosowania dwumianu Newtona.

Dla n dowolnego, jezeli 1> X> — 1, mamy:
27. (@i xX)n— 1= ()ix-+(<)s Xbx (»3a34-(N\ x*x (n)5254- ¢+

28. y"N . Xx— ~1= 1=Fz4-224=%*3-HX"'" X 5+-X6" X 7-+- unn

29. vt+x=d * xfu == *- fc = r a 33

l1..1 ¢3¢5g<+ 13 ij, —
2041 25-51

st )/ 1N ==(lxal 5= 1~ 2 22T214" ~ 23+3f £33

b. Pierwiastki.
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Ly~ b=]/°+i£zJixj/"IfEH t

2n _ A 2"+1 g-X7 2"+L
13. ]/a?= ta.; j/la="%2 « 14. J/—a= —a" = —
2n,------ n
15. ['—a=yy—a= y i]l/a, wielko$¢ urojona; patrz nizej.

16. Va2zz b= az[J’L\j- (w przyblizeniu)
o h jezeli i w poréwnaniu z a jest bardzo
ya3tb6 = «t — -, mate.
oa'

17. Jezeli a> 5, to (w przyblizeniu) ]/a24- 62= 0,930 a 4-0,3SS
Btad jest mniejszy, niz 4°/0 wartosci doktadne;j.
Doktadniej (podtug Schlomilch'a):

Ya24 -t*= 0,9938 0 4- 0,0703 b -+-0,3567 —a .
18. Jezelia>t>c, to J/a24-624-¢c2=0,939 «4-0,389 J+ 0,297 c.
Biad jest mniejszy, niz 6 % -wartosci doktadne;j.
Wielkosci urojone,
e 19.i==j/—1,i2= --1,P= —i, i*= 1, i = —].

20. i4"+7*= i"l, wiec i4"= 4-1, i4"+'==+ i, ii"+2= - 1,
] (0]

21. Kazde wyrazenie, sktadajace sie z wielkosci urojonych, moze by¢
przedstawione w postaci n+fti, gdzie a i b sag wielkosci rzeczywiste.
22. Jezeli a4-6i= 0, toa= 0, 6= 0.
Jezeli a4-bi= a-t-pi, to a= a, 1= /2
a4-6i aa4-6.3_ ba—aft.

5% {a-i-éi) ta— 6j)= az4-62 . = -2
' ! a+p! a-4-p- a—4—(f)J2
1/ TU 7/j/(i24- 6-4-a 7/ 1/a24- 62— a
24. 1/a;fcK=// — -—Qg-——-—-- yt *// - §ommm - '

25. Kazda wielko$¢ zespolony moina doprowadzi¢ do postaci nor-'
malnej: .
nt 6i= r[cos (rp4-27srr)£ isin (ip4-2fcn)];

gdzie:- r = 4 -J/(i24- 62 jest modutem; cos (p= —, sin<p = 5
*

tg = — , fc liczbg catkowita.
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26. cos X t-isin x= e'%, |gdzie eoznacza podstawe logarytmow
cosa — tsin x= e—x| naturalnych (patrz nizej).
27. (cos X-4- 1sin X) (cos y-+- isiny) = cos {Xxmy)+ isin (ar-t-ji).
28. (cos* + t sinx):(cosy+ isiny)= cos{x—y)x isin(i—").
29. 1:(cos-x f-isin X) = cos x — isin x.
30. Wzér Moivre'a (wazny dla wszelkiej wartosci n).
(cos x-f-isin X)n= cosin + i sin nx.

e — R— —  9-t-
81. y'a-+bi-h fra — i — 2 ]»/r €0S —-—--
Jezelin= 3,tou,= 2j/r cos t/2— 2 j/r cos 4 m
«.i=2 |/rcos " 1 . r, 9 ik patrz wzér 25.

32. Pierwiastki jednosci.

. > ! 2kn . . . 2kn i -
{/ = cos —red ism ot it jest liczbg cat
n n kowita, dodatng
/— 1- 2fc-t-)jr . . (2k-hl)n
)(/(—1== cosjr—(————n—ﬁtisin—( )—- 0d 0 dom—-

c. Logarytmy.

6
1. Jezeli log a— ¢, to b°— a.
i b b b
Jezeli 6>1,-to logo= —co, logl= 0, log6= 1, loga>=co.
b = b b b b
2. log (nc)= log a -4- log c. 4. log (@")— nlog a.
b a b b b n— 1 b
3. log— = logu— log. c. 5 log)/fa= — loga.
a a b b b

6. log x= log bloga= (!:loga) log x.
7. Logarytmy o podstawie e =2,7182.81828459+++n0sza nazwe loga-
rytméw naturalnych, o podstawie 10 —Ilédgarytméw zwyczajnych.

Piszg zamiast Ic;g a w skrdéceniu Ina lub prosciej 1a, i zamiast Ié)oga
w skréceniu log a.

8. Mamy: log (10")= n; log(10—")= —n; log (a- 10") = log a-)-n;
log (a:10") = log a — n. Nastepnie: In (e”-n)= dcn\ In (a+10") =
Ina+ In (10"); In (a-.10") = In a — In (10").

9. Liczba (dodatna alboodjemna) catkowitych jednos$ci logarytmu
nosi nazwe cechy (K), utamek dziesietny m antysy (il/) logarytmu.
Jezeli 10> « > 1, to log a ma ceche K = 0.

Przyktady dla logarytmiw zwyczajnych:

log 6494= log (6.494-.10+3)=0,81261 +3 = 3,81251;
log 0,0006494 = leg (6,494 +10_4)= 0,81251 — 4= (6,81251 — 10).
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10. Inx= In 10 log x — 2,3025850930 logx; \ . 1f) . i
log x= logelInx= 0,4342944819 Inx /In AU'I0& e~
1. In (0 -+ bij==Inr-+i (rp-+2kiz) dla a> 0, \ Aw(r

= Inr-+i[p4 (2&-K1)n\dla fICU .) 25 str. 40
v, m —_

12. Ini= i 13. t'W Ini= e 2= - L = 0,20788.

B. Nauka o kombinacjach.

1. Liczba mozliwych przemian (permutacyi) z « ré6znych przedmio-
téw (elementéw) wynosi n!

«Jezeli w liczbie n przedmiotéwlznajduje sie p jednakowych przed-
miotéw jednego rodzaju, q jednakowych przedmiotéw drugiego ro-
dzaju, r jednakowych, przedmiotéw trzeciego rodzaju i t. d., to liczba

n
wszelkich mozliwych przemian yyriosi - .

2. Liczba mozliwych kombinacyi z n przedmiotéw, branych po r
na raz wynosi:
*a) bez powtdrzen, t. j. jezeli kazdy przedmiot wchodzi do kom-
binacyi jeden raz tylko: (n)r;
b) z powtérzeniami, t. j. jezeli skazdy przedmiot wchodzi do
kombinacyi r razy: (n-i-r —I)r.
3. Liczba mozliwych waryacyi z n przedmiotéw, branych po r
na raz, wynosi:
a) bez powtérzen (podobnie jak w p. 2): (n)rrl;
b) z powtérzeniami: nr.
W aryacye otrzymuja sie z kombinacyi przez uskutecznienie wszel-
kich mozliwych przemian w kazdej kombinacyi.

C. Wyznaczniki.

1. Wyznacznik, sktadajacy sie z n wierszy i n kolumn (n2elemen-
téw) nosi nazwe wyznacznika stopnia n-S°.
2. Typ ogélny wyznacznika stopnia n-go jest nastepujacy:
«lA «lee"P i
a, Co**"Ppj
«3h 3Pl

« Vv 'Pn
gdzie alt bu ++++pn oznacza n2 elementéw wyznacznika.

Wyznacznik jest sumg »! wyrazéw, z ktérych pierwszy przedsta-
wia szereg elementéw, idacych po przekatni au b,, c3emeepn, a po-

zostate tworza sie przez przemiany skaznikéw. Potowa tak otrzyma-
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nych wyrazéw ma znak dodatny druga potowa znakodjcmny. Znak
oddzielnego wyrazu bedzie dodatny,jezeli liczba przemian jego skazni-
kéw jest parzysta-odjemny za$ dla nieparzystej liczby przemian.

3. Obliczenie wyznacznika stopnia n-g° mozna uskuteczni¢, roz-
ktadajac go na ii podwyznacznikéw stopnia (n — 1)'8°, np.

fd D@ Ir, = (i
1o o Q Ir, — (i>/ij
N g _
€A o thzecor & Ci |_}_a3 |h C1
«3 b3 173¢31 373 | bo @
—al (2@ N3/ A2 (M G83Cj) F a3 (& — &Cj).
:712 ~ le :2 ;2172 do ctdi G, i/ cj i/l
g'.g fry 15 iy «! a3c3 3 @2 fyp c3 A3 ~H «3 (2 <20 @ c2cn
fid g4 Ca 4 caira 4 4 i/ ¢4 Caga ~3C3A3

Podwyznacznik do elementu ap otrzymuje sie, jezeli skre$limy ko-

lumne a i wiersz'p w danym wyznaczniku. Podwyznacznik bedzie
dodatny alboodjemny zaleznie od tego, czy skaznik bedzie nieparzysty
albo parzysty.

4. W wyznaczniku mozna wiersze zmieni¢ na kolumny, np.:

_ 6. Cl ilj fio @B
<iA 1 lal fiofejt2 = &3
menat im0 T Rl

5. Przestawienie dwoéchwierszy lub dwéch kolumnwyznacznika
daje 'nam’ nowywyznacznik, réwny pierwszemu, lecz ze znakiem prze-,
ciwnym.

6. Jezeli w wyznaczniku wszystkie elementy dwéch wierszy albo
dwéch kolumn sa odpowiednio réwne albo proporcyonalne, to wyznacz-
nik réwna sie zeru, np.

al™MQa «l «! & «1 ncti bt ii£fil ftj
O & =0; « = ° «@na,& = 0. fiya, b2 = 0.
127272 3133 (@7%a3 a3a3 63

. 7..Mnozymy lub dzielimy wyznacznik przez dang liczbe, jezeli mno-
zymy lub dzielimy przez nig wszystkie wyrazy jednego wiersza lub
jednej kolumny.

«i ble, pcii-pbipct j pal bi c,
aoho @ bo @ pcio 2 c2
pa3 63 c3
ai A-Pi -+-h, ci a, &lc, IPt h cl @i ci
(loH+ JI2-+- (2, ~2 = a222c¢2 -+ Piboc2 92 A2 C2
@ +~3+ 738 % a3é&3c3 1Pi P3c3 73 &3 ¢3
la\-ArPi, 1 wh \ |« , ILodtet<h\y oy 2t

i 2 ¥ n2e 222 12 2K tisbTee 1 1«25,y ipzthd
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9. Wyznacznik nie zmienia swojej wartosci, jezeli dodamy do ele-
mentéw wiersza lub kolumny odpowiednie elementy innego wiersza
lub kolumny, pomnozone przez liczbe dowolng, np.:

«1 *1 Ci «i+ pK
a,h2c; = a3-t-pb2 1o co
a3 b3c3 a3-t-pb,,
10. 1 LM oa Vi & 1+1 U
-a, X3—a — 1, x2 ma, y2—b 1*2
2fi — > 2z— b, 2/3I—b 1, xz a%_* 1*3 213

D. Rdwnania.
a. Rownania stopnia pierwszego

I. Dwa réwnania z dwiema nlewiadomeml.

cbhb ab c —¢c,b

ax-hby = ¢ )
y Cibl  «i&  abl— Uib’

ab ac. — fi, c
ai bt abi — «ib

2. Dwa rownania jednorodne z trzema niewiadomemi.

a x-\-by-+c¢ z- Lo |bc, a b
atx-i- bry-f-clz=:S}; XYz Lot tadl

alx-t-bly = ci y=

$1C1«l 1: | “ UM
3. Trzy réwnania z trzema niewiadomemi.
a x-\-by-\-cz=4d } abec
X4-biy-+c,z= d[ >. Kiadac ojbic, = D, otrzymamy:
a2x-)-b2y-h c2z= d2J ~202¢2
dbec adc abd
x= dibict :D, y — atd{d :D, z= (iibidi D.
deh2m iij d2 a,b2d,

Znaczenie arytmetyczne wyznacznikéw patrz str. 47 i n.

4. n réwnan z n niewiadomemi.

1. Rozwigzanie za pomoca wyznacznikow podane w p. 3. W réw-
naniach liczbowych sposéb ten jest dogodny najwyzej przy « = 4.

2. Rugowanie niewiadomych. Rugujemy jedna i te sama niewia-
domg z n danych réwnan, tagczac » — | razy kazde dwa z pomiedzy
n réwnan. Z otrzymanych n — 1 nowych réwnan rugujemy w po-
dobny sposéb drugg niewiadoma i t. d. postepujemy dotad, dopdki
nie otrzymamy jednego réwnania z jedna niewiadoma, z ktérego wy-
znaczamy warto$¢ tej n-toj niewiadomej. Przez podstawienie znalezio-
nej wartosci do jednego_ z dwoéch réwnan z dwiema niewiadomemi,
otrzymamy warto$¢ (n — I)-<y niewiadomej i t. d. kolejno wyznaczamy
wartosci pozostatych niewiadomych.

Podrecznik techniczny. T. L 4
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Przyktad: Czynniki.

2x— y+ 3s+ 5m=-29 3 1 2
5ai+ 2;/— 23+ 3u=15 —5
3a— 4y 7z— u= 12 5
4X+ 3;/— 52+2 u= 3 -5

— 19*— 13y+ 193=12 _2 —3a
17a— 21y + 383= 89 1

— 16*— 17y + 31>= 43 19
55x+ 5y= 65 16

285x + 80y = 445 —1

695 x — 595; x= 1.
5y —65— 55x= 65— 55= 10: =2
19s=12 + 19a:+13y = 12+Ifl + 26= 57; =3
2h=3- 4®—3y +5a= 3—4—6+ 15= 8 w= 4.

8. Rugowanie wykres$lne. (Sposéb yan-den Bcrg-Mehmke'go*).

Przeprowadzamy w odlegto$ciach dowolnych tyle osi rownolegtych,
ile mamy niewiadomych; na kazdej z nich wybieramy dowolny punkt
zerowy, jednostke dtugosci, oraz kierunek dodatni i odcinamy na
odpowiedniej osi (poditug danej skali i z zachowaniem znakéw) od
punktu zerowego odcinki réwne spétczynni-
kom kazdego rownania; tym sposobem dla
kazdego réwnania otrzymujemy szereg punk-
"ig K téw na prostej.

Jezeli chcemy np. z i-C° i hs® réownania
e wyrugou'a¢' niewiadomg X ($polézynnikami
— w tych réwnaniach sg a- i ak), to'wyznacza-
my przeciecie prostej a. ak z prosta of ok, ta-
czaca punkty zerowe-(fig. 1) i przez punkt o
przeciecia przeprowadzamy nowga o0$, réwno-
legta do pozostatych. Linie b- bk, c( ek...,
odpowiadajace pozostatym parom spdéiczynni-
kéw, przecinajg nowg o$ w punktach b i ¢, odpowiadajacych spot-
czynnikom szukanego réwnania.

(Sposéb ten jest dogodny, lecz przy wielkiej liczbie réwnan nie
zawsze do$¢ doktadny i lepiej jest uzywaé go w potgczeniu z naste-
pujacym).

4. Spos6b przyblizony Seidel-Mehmke'go *) jest dogodnym  uzy-
ciu, gdy liczba réwnan i niewiadomych jest bardzo wielka. Przede-
wszystkiem nalezy dany ukiad «réwnan z n niewiadomemi:

Itys. 1.

"n.*l + an *2 i-au> wacl'= °-
xn-hci = 0,
*0

*) Por. L. Seidel, Abhandl. d. math.-pbysik. Klasse d. kgl. bayrischen Akademio
d/YTissensch. 1874. tom 11, ¢zelé-IIl. str. 81; nastepnie li. Meliinke w zbiorze prac To-
warzystwa matematycznego moskiowskiego, 1892, tom 16, str. 342 i str. 437 do 459;
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potaczy¢ w grupy po dwa, albo wiecej rownan. Niech grupa taka,
utworzona z ¢-go i k-go réwnania, bedzie:
&< * G e A AU *<-Kmmmmmmmee b-«<***+ viHret= 0,
R T (el oo M N SV ~att Xk+ meomnCk—p-
Jezeli znamy juz dos$¢ przyblizone wartosci niewiadomych, to pod-
stawiamy je we wszystkie ré6wnania (nie znajac tych wartosci, przyj-
mujemy zero, jako pierwszg przyblizong warto$¢ dla kazdej niewia-
domej). Lewe strony réwnan dadza wéwczas wartosci wu uj2, w, ..
ktére nazwaé mozna ,sprzecznosciami“ (Widerspruche). Poprawki £j( ck

dla przyblizonych warto$ci niewiadomych x{, xk otrzymamy z réwnan:

aki < ~m“tt & H- = 0,
a najlepiej przy pomocy metody wskazanej pod 3.
Po wprowadzeniu tych poprawek otrzymamy z réwnan danych
jako wyrazenia ,sprzecznosci“: -
ici'= tif 4—al{ j.-i- itjj
ws-ha}. $ +

Przechodzimy nastepnie do nowej grupy niewiadomych i postepu-
jemy w ten sam sposéb. Po poprawieniu wszystkich niewiadomych
powtarzamy, w razie potrzeby, te same dziatania. Aby przy tem po-
stepowaniu moédz zbliza¢ sie ciaggle do istotnych wartosci niewiado-
mych, wystarcza, zeby dla I= 1, 2, 3,4 ... . (n— 1), « bylo za
kazdym razem a(l, bezwzglednie biorac, réwne przynajmniej sumie bez-

wzglednej wartosci liczb:

aH, anp mmm al+l,1> « « MmUNT

b. Réwnania stopniu drugiego.

1. Rozwigzanie algebraiczne.

1. Xl-+-px -t-5= 0;

ax2H -fa+c = 0; X

2. X,N-h-pxnmmq= 0;

3. Jezeli X+ y—* i Xxy—p,
S —+- N o4p s— J/s' =F 4>
. . +
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2. Rozwigzanie goniometryczne. (Do obliczenia za pomocg log
rytméw przy liczbach wielocylrowych).
Przypadek 1. x2dtzpx— q —O0; p i? dodatnc.
Wyznaczamy kat rp pomiedzy 0°J_ 90°, tak, zeby:
Vq

,

SV = —
woéwczas plerW|astk| beda:

4 ==t q Q& 2

Przypadek 2. X2xpx -t-q= 0; jj i'g dodatne.
Po wyznaczeniu kata <p lezacego w pierwszej c¢wierci kola, taki
aby byto:

sin, = ¥<ia
otrzymamy pierwiastki robwnania z wzoréw:
— -F V1 tgHNa X2=—-1 [ ]
Jezeli sin ¢ > 1, woéwczas pierwiastki sg urojone, mianowicie:
i = 1/5(osyit *sinip),
gdzie: cos "= -4=r > pomiedzy 0° a 180°).

c. Rdiniania stopnia trzeciego.
z3-+-az2-t- 1z -t-c==0.
Jezeli zatozymy: Z= X —"7*0»
to otrzymamy réwnanie stopnia trzeciego postaci:
x3 H-g= 0.
I Rozwigzanie algebraiczne. Pierwiastki réwnania:
X3-+-px 4-gq= 0
otrzymamy podiug wzoréw Cardana:

Zi:f it +yy,qU-(C13py+f- 7,9-V(lkgy+ (lLp>
xew I - 7&%{\@31—19/77—%
S {7y iV - Kq-V (kay+(Up)3

gdzie tOj i W2 oznaczajg pierwiastki urojone stopnia trzeciego z 1, mia
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Jezeli (Ih g)2-h ('IsP)3< 0, to wszystkie trzy pierwiastki wyste-
puja w postaci»urojonej, jakkolwiek sa rzeczywistymi. W przypadku
tym stosuje sie rozwigzanie goniometryczne (por. przypadek 3).

2. Rozwigzanie goniometryczne.
Przypadek 1. al3-l-px £ e= 0; p i g dodatne.
Wyznaczamy kat ¢, dla ktdérego:

i nastepnie kat ifi, dla ktérego:

tgy = 1/tg '/3y;
wowczas otrzymamy: *, = 2 1/13p ctg 2 ip,

*= £t KV~ rctg2v-i-in|", a8= =t 2V

Przypadek 2. x3—;m;¥<2= 0; p iq dodatne; (Ysi*~C/j?)1
Wyznaczamy katy pomocniczo ¢> i ip takie, ze:

siny — liPY } tg tg V2g;j.
h1 _
ny7,p
Woéwczas otrzymamy: x ,— ~T~" sjn 2 N '
J§fH W~ 2/> sSfp- 1pcts2v-

W przypadkach 1 i 2 réwnania rozwigzujg sie tatwiej za pomoca
funkcyi hyperbolicznych *).
Przypadek 3. X3—px+.q—0; p i g dodatne; ('/32>)3>('/3?)5*
Wyznaczamy kat 93, dla ktérego:
_efar o
VviP)/IhP
woéwczas otrzymamy:
*1= T 21/V3pcos'/jV, *i'=-F2 j/‘/3 cos (I/32>mu120°),
x3= =F21J/'/3 cos (I/» -H 240°).
Przypadek 4. a3—pxdt'l==0; p i q dodatne; (*/3it)3= (‘/a*2)2-

*—~F2 3P X=x3=~t VIzZP-

*) Poréwn. Ligowski, Tafeln der Hyperbelfunktionen; Berlin 1S90; Yrillielm Ernst
& Solin.  Ligowski, Taschenbuoh der Mathematik, 3 "‘yd., str. 106; Berlin 1893, Wiltielm
Ernst & Solin.
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<4 Réwnania stopnia czwartego.

Spos6b FpfrarFego. Niechaj bedzie do rozwigzatfia réwnanie:
ax3-h Jx2-f- cx-+- £= 0; (1)
dla wszelkiej warto$ci z mamy:

(X2wm~ X +'2Y = N b -+-2%y** +- (az — C) 22— (i. (2)

Wyznaczmy z z réwnania stopnia trzeciego:

albo  223- b=+ (— 2— ) = (3.)

i podstawmy znaleziong warto$¢ do réwnania "2), a strona prawa
tego réwnania bedzie przedstawiata kwadrat zupeilny; po wyciag-
nigciu pierwiastku kwadratowego z obu stron otrzymujemy, przy
uwzglednieniu znaku podwéjnego, dwa réwnania stopnia drugiego,
ktérych pierwiastki beda czynity zado$¢ danemu réwnaniu stopnia
czwartego.

e. Rozwigzanie przyblizone réwnan.
I. Sposéb Newtona.

Niechaj bedzie do rozwigzania réwnanie f(x) = 0. Oznaczmy przez
f '(X) pochodng pierwsza funkcyif(x) wzgledem X (por. str. 70). Znaj-
dujemy przedewszystkiem za pomocg podstawien prébnych wartos¢
przyblizong x| pierwiastka rownania; bardziej przyblizong wartos¢
pierwiastka réwnania znajdziemy z wzoru:

I /(*i) .
2 1 /W
wartoécia przyblizona doktadniejsza jest:

Rachunek czesto upraszcza sie, jezeli do wyznaczenia wartosci X,
korzystamy ze sposobu wykre$lnego; nadajemy woéwczas wielkosci X
kilka wartosci catkowitych, obliczamy odpowiednie znaczenie funkcyi
f(x) i odcinamy je jako rzedne; konce rzednych fgczymy linig krzy-
wg i wybieramy na niej takg warto$¢ a:,, dla ktorej f(x)— 0.

Jezeli wybierzemy na X tylko dwie wartosci x0 i xu, blizko kto-
rych znajduje sie pierwiastek réwnania, to krzywa staje sie linig
prosta. Warto$¢ przyblizona xtwyznacza sie réwniez za pomoca t. z. re-
guty falszywego zatozenia, mianowicie:

+ X0fK)~XH(XB)
1(*,) —1(*,)
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2. Sposdl) log-arytinowo-Yt-ykresiny *)
(podtug R. Mehmkego).

1. Rozktadamy strone lewag réwnania f{x) = 0 sposobem dowol-
nym na réznice [/, (&) — / 2(z)] dwoéch funkceyi i czynimy kazda z tych
funkcyi. réwna' y\ otrzymamy woéwczas dwa réwnania:

, —ACP  yAD)- |

Wykre$lamy krzywe, odpowiadajace tym rownaniom, lecz przyjmu-
jemy przytem za rzedne punktu zmiennego nie X iy, lecz log x i logy.
Odciete punktéw przeciecia tych krzywych beda wyrazatly logarytmy
pierwiastkéw rzeczywistych dodatnych réwnania f(x) = 0. Pierwiastki
odjemne otrzymamy, jezeli wyznaczymy pierwiastki dodatne réwnania
/(— x)—o.

2. Jezeli mamy réwnanie algebraiczne postaci:

/(*) — -« a"~ 1 H-meee H«i* 4- a0= 0,
to rozktad réwnania uskutecznia sie najtatwiej przez oddzielenie wyra-
z6w dodatnych i odjemnych. Dogodnie bywa czasem podzieli¢ przez
potege ilosci a,.
Rys. 3.

3. Réwnanie y = axn przedstawia logarytmowo (poniewaz log y =
» log X -+ log a) linie prosta, przechodzgcg przez punkt log a na osi
rzednych i majaca do osi odcigtych nachylenie n:1. Przytem » moze
mie¢ znaczenie dowolne.

*) Por. Civilingenieur, 1SS9, i. XXXV, sir. CI7.
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4. Jezeli y = axndsza”™*1lzh e+, to wykre$lamy proste, odpowia-
dajace oddzielnym wyrazom.
Jezeli (fig. 2, str. 55) dowolna réwnolegta do osi rzednych, prze-

cina o$ odcietych w o, a wykre$lone proste w pu p2...., to mie-
rzymy za pomocg skali logarytniowej rzedne op, opi...., tworzy-
my sume algebraiczng znalezionych warto$ci i odcinamy jg wediug

tej samej skali jako rzedng or, a r bedzie punktem krzywej, odpowia-
dajacej funkcyi y. Przyktad, patrz fig. 2, str. 55,

5. Dodawanie i odejmowanie logarytmowo dwoéch rzednycli op i op, mozna usku-
teczni¢ za pomocy krzywej dodawania (fig. 3), ktdrg otrzymujemy, jezeli dla réznych
wartosci ¢ bedziemy odcinali w skali logarytmowej, jako odcieto i rzedne, t*=log/,
i = log " + Szukamy dla ppt (fig. 4, str. 55), jako odcigtej, odpowiedniej rzed-
nej na krzywej dodawania i czynimy jej réwnem p,r, wéwczas:

or = log (hum op -f~num opt).

Albo w przypadku odejmowania: Dla ppx(fig. 5), jako rzednej, szukamy odpowiedniej
odcietej na krzywej dodawania i odcinamy (z zachowaniem znaku) p r réwne ilosci odjemnej
tej odcietej, wowczas:

or = log (num opx— num op).

Tablica spétrzednych dla krzywe] dodawania.

t o ! 2 3 4 5 6 7 8 9

o, »= 0301 07254 0,211 0,176 0,146 0,119 0,097 0,079 0,064 0,051

*] 0,041 ._.33 0,027 0021 0,07 0,014 0,01 0,009 0,007 0,005

*| 0,034 0,003 0,003 0,002 0,002 0,001 0,00X 0,001 0,001 0,001
Dla u,= —u mamy vt= u wv.

E. Rachunek procentéw skiadanych i rent.

1. Warto$¢ Ku kapitatu K po uptywie n lat przy stopie procen-
towej k wynosi:
a) przy procencie sktadanym rocznie:

Ku = Kp"\
k 100-+-fc
g p ~~ 100~~ 100

oznacza czynnik procentowy roczny;

b) przy procencie sktadanym okresami pOtrocznymi (papiery pan-
stwowe):

Kn = Kqg2",
.. 1 k 200 -f- k
gdZle s N27M100 = 200

oznacza p6troczny czynnik procentowy.
c) przy procencie sktadanym ciggtym (gdy procenty co chwila do-
liczajg sie do kapitatu):
len
K, = (e patrz str. 40).
Dla procentéw sktadanych rocznych stuza prawidta nastepujace:
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2. Jezeli na poczatku kazdego roku bedziemy wktadali sume S, to
w koncu roku nso warto$¢ wktadéw tacznie z procentami wyniesie:

p — i

3. Jezeli kapitat K w koncu kazdego roku powieksza sie albo
zmniejsza o jedne i te samg sume li, to po uplywie n lat warto$é
jego wyniesie:

K,= Kp”* R. 1} -
i>—1
4. Kapitat K w warunkach powyzszych da nam kapitat iii po
uptywie:
»= log[@>~ 1)Ky 1i] - log[(>- 1)K=*R] kt_
log p

B. Jezeli corocznie odejmuje sie od kapitatu suma R (renta) wigk-
sza od procentéw rocznych kapitatu K, to kapitat zamortyzuje sie po
uptywie:

, — logR — log [R — (p — i) -K] lat

log p
6. W celu nabycia renty li na nastepne n lat, nalezy wptacié
obecnie:
i:_ R(p"~1>
pn(p—i)

7. Wartos¢ renty, ptatnej w przeciggu n lat, z kapitatu K wynosi:

. » *>"(/>-1)

p 1
8. Jezeli mamy do wptacania:
Ki po uptywie nlt Ko po uptywie iu, K'm po uptywie nm jedno-
stek czasu,

to mozna, liczac procent zwyczajny, bez straty lub zysku, catg sume
(Ki =K 2-+- mm K J wptaci¢ po uptywie:

Ki ui t- Kiiu H=-.......... me Kmnm
n= jednostek czasu.
P. Szeregqi.
Dwumian Newtona patrz str. 43 i 44.
a. Szeregi arytmetyczne.
W postepie arytmetycznym a, a-i-d, ... a-4-(n— N)d

wyraz »-ty jest:
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a suma n pierwszych wyrazéw:
5 = J2(@+ #)n= [s+ 'i2(»—1E]n

b. Szeregi arytmetyczne wyzsze.

Niech bedzie au (u, a3 szereg arytmetyczny wyzszy,

Aax, ¢(kio, Aaz,... /l«, _! szereg réznic pierwszych,

A’cii, A2, A ;,.. .A-an_2 szereg réznic drugich i t d.
gdzie Aa, — a2— a,, Aa2= a3— a2, A~ax= Aa2— Aa, it. d., wow-
czas wyraz »-*7 szeregu gtéwnego bedzie:

1. an— of +—>»— 1) (l«, -j- (n— 1)2<d3a, -1- (n — 1)3A3a,
a suma n pierwszych wyrazéw:

2. 2an— na, -h (n)2Aa, —~(n)3A%a, -t-(FUA'a, ——.ccco......

(spotczynniki dwumianu Newtona patrz str. 43).

Wz6r na wyraz n-ty stosuje sie i do n utamkowego i stuzy do
interpolacyi wyrazéw pomiedzy wyrazami szeregu danego.

Jezeli mamy wyzszy szereg arytmetyczny rzedu k-S°, to wzér na
a,, i na 2an konczy sie na wyrazach, zawierajagcych A*a,.

Szereg zawierajacy N wyrazow, moze byé najwyzej (N — I)-£° rze-
du i woéwczas przytoczone powyzej wzory korficza sie na wyrazie, za-
wierajagcym An~1la,.

c. Szeregi geometryczne.
W szeregu geometrycznym: a, aq, 07-,...., agn—~| wyraz n-ti:

u= aq"~~l,
a suma N pierwszych wyrazéw:

mqg—31 93
Jezeli n = co, a q jest utamkiem witasciwym dodatnym, albo od-
jemnym, to:

tl. Niektére szeregi szczegdlne.
1. i-+-2-4-3-+-4-4-5 -1-64- 7 - \-{n-I)-hn = n
2i+@ D+ +3H+m( - D= P)

3. 2444-6+S+10412-f-14 — (22— 2) +2u= h (ii -Y-D).
4. 1H-3-h5H-7-h 9 -H 11 4- 13-t-—- H@2n- 3)-K2n—1)=nV
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5. 1 24-224-324-42-h52-t-G24 ———— t-(n - 1)24-
1wz .o
6. 6/ -b-s oot (/*— 1)3-+-A3=
7. 144-214-3<4-4)4--5l4-v-4-(»—1) ‘4—!i‘::—o"4—
8 r!"me2m+ 374-4m4-5m+6W+ - (» - I)m + nr
"L hm+1 n=m n»-1-1
1 1 4 “ 1
\ ZD 1 ' 1-2 ' 1-2-3_|_I-2-3-4" N-2-3-4-n

dlan= co. (Warto$¢ e patrz str. 40).

c. Szeregi potegowe i logarytmowe.
~ iy T I g obfy
n'r27'+' 37 41"t 6Tt -

1. e*:

i a na)2 , In a)3
Hlaag 4 Jo + U ).y'z-+|(_§|) a3-+-m m00<CX < 4- 00.
3.In(l£xg) = £ x-.] -~
14-4a / x3 x5 X7
4. =2 (X4-g-4--g-4-T -
B.inid zi==2f— - .
a— 1 Vx 33 sx ™) —1>a
6 Inx=2 g- 1 1/* —iy i/l«—iy |/g—|'y
£4-1 B\x4-1/ 7\x4—g
<g<co.

1/ \3

20-)-g  3\2a4-x/  5\2«4-X,
0< i< 4-0

7. In(a-t-x)=In a-t-2

f. Szeregi wyrazajgce funkcje kotowe i odwrotne tuku.

We wzorach 1 do 4 oznacza; X = (@ : 180) Pgdzie (pjest katem $rodkowym w stopniach

g5 X7, X9 gl
1].'S|nx- jzﬁ—_oATH 7—|4g|_i”—_} ;
a2  x< X6 X8 x'‘0
2. cos x —1 -
2%t 41 10!H
2-95; 17-x7 62 -x3

3gx=i4 9% Tt-
3 3.5 132-5-7 3200749 2%
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A 4 _1 X x3 2x5 a;
© gX—k—3—3" “ 38 7  33-52-7"°
_ 1x'3 1e3x3 1+3+BX7
. — l<*<-t- 1.
‘ar°SmX~ *+ 2 3+ iT4B+ 27 7 +
g g M
O . arctga;==a; — <Y Cgox — I"SA-t-1.
7. —= .1+ —1 5-5 8-5-7 A (p. str. 40),
0 2 2%3%p_axor2s 1izFakex7+2T ' Pfaro-g-9-25
(Lubieniecki)

= (i t)f-./.;(*+—p|_+ 171 +/
\5 j 38;—'|=6|sf>’|")-5

=0,785398103397 448 -

L(-')+-l) + g (Egle
\233)—!!9]T E

FUNKGYE KOLOWE | HYPERBOLICZNE.

A. Eunkcye kotowe.

{Tablice funkcji kotowych patrz str. 26 — 29).

Stopni 0 90 180 270
sin = 0 -t-1 0 -1
cos = + 1 0 — 1 0
tg = 0 00 0 co
ctg = 00 0 co 0
Kat o lezy pomiguzy
Funkeye  ge i 900 i 180° i 270° i
90° 180° 270° 360°
sin (p = -4
corl pp— 4t
tg p—
ctg B= H-

sin (45°+ta)=cos(45,=pa);

360 30 45 60
0 7, V 1# 'UV3
4-1 7*V3 7,/ * Ht

0 WV 3 1 f 3
00 113 1 V*K 8

Jezeli a< 90°, a kat p==

=ha ,90+0 180+a 270%a

+sin a4-cosa =psin a —cosa
-}-cosa ==sin 0 —cosa *sin a
d=tg a =f=ctg-a + tg a =t=ctga
—ctg«=t=tg 0*tctga=P tga
tg (45°d=a) = ctg(45°=p a).
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a. Zwigzki pomiedzy funkcyami jednego i tego samego kata.

i *

»wNn =

© ONoO

11,
12.

13.

14.
15.

16."

17.

. sina =

8n**a '~4~ cogZa = "1

1 -t-tg2a = ic-d T,

y i — cos2a;

. Cosa==1]/1 —sin2a:

K1

9na "
J/1 — sin'-a

V-1— sm3a

*
tg a —

.ctgQ=z —————-—

cos a

!1. tgactga= 1.

6. I-+ctg-a= -ra
sint'a

tg a _ 1

-+-tg2a y l-+-ctg2a
1 ctg a

-t- tg2a|/l + ctg2a

—cos2a 1

Cos a

cos a 1

. sin (a=b/?)=
rcos (a=t/?)=

; ctg

.tgazt tgfi=

sina J/1— cos2a tg“

1). Zwigzki pomiedzy funkcyami dwéocli katow.
sin a cos /? = cos a sin p.

cos a cos /?=p sin a sin /2.

[tgarfctg/?] : [Lrp tg atg /2l

[ctg a ctg./2.=p 1]: [ctg p ==ctg «].

tg (ax ® =
(ax fl =

a-l-sin P —
a—
o -f-
a—

sin
sin

cos

cos

2 sin ¥1(a —~/?) cos 2 (a — /7).
sin fi —2 cos '/» (& w+- j8)-sini/3 (a — fi).
cos fi—2cos V2 (a«+"B®)cos7a (* — $)e
cosfi-=— 2 sin IL (a ®~fi) sin'L (a — fi).
sin (a = P)

10. otg a =k ctg fi —
. .cos a cos /|

sin2a — sin2fi — cos2fi — cos2a =

sin a sin fi — /s -a05 (a.— fi) —.V2cos (a —~/?).
cos acos /2§= V2cos (a — /?) "I- V2cos (? m/?)e

sin acos fi— '/3sin (a -L fiy =~ Vv2sin (a — fi).
tg«'tg/?3 ' f I P - - life:
ctff a -k- ctg fi ctga — ctg /?
e i tga — ctg /?
Ctgactgfi_ctga +ectg fi___ ctg a ctg
- tga-f-tg/? tg“ —tg/?
tg a -i- ctg fi _ tg * — ctg /?
ctga-1-tgfi ctga — tg "

sin(/?xa

sm a sin

sin (a -t- fi) sin (a — fi).
cos2a — sin2p — cos2fi — sin2a — cos(a —+/?) cos (a — fi).

3
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c. Wzory dla wielokrotnosci i czesci ksita.
1.sin 2a= 2sinacosa; sina =: 2sin ‘f2acos ‘f3a-
2. sin 3a= 3sif acos2a— sin3a = 3sin da— 4 sin3a.
3. sin iia= nsinacos” la— (»3sin3a cos'
(n)5sinba cos” S5am

4. cos2a— cos2a — sin2a= 1— 2sin2a= 2cos2a — 1.
5. cos3a — cos2a — 3sinZacosa= 4 cos3a — 3cos a.

6. cosna — cos"a— (;i)2sin3a cos"-2 a

-t-(n), sind acos'-4 a—
'l—cos
7.8in7 5 =/7- :V2F | —~sina — *2]/l — sin a .
-i—€os a
8. cos 2 I :V2KI-1-sin a +~V2I*"l — sina .
’ ) 1l —cosa_71/1
%t Veas= i ¢ osa sin a /1 11-L cos a
sina I-t-cosa 7,1
10. ctgv2a= ——————- = = = /1 7r
1l —cosa sina Ir 1.
2tga
11. tg 2 a: g tga:
1 — tg2a ctga— tga’ 1 — tg2Vv2a
ctg2a — 1 dcRzey-|
Doctg2az = Metge - V2tg  ctge— > a2 C
3tga— tg3a ctgda — 3ctga
13. tg 3 a 9 9 14. ctg3 a: 9 9
1' 1 — 3tg2a 3ctg2a— 1
- * -
15. sin a 21g V2« 16. cos a= 1-192%/ «
l4—tg>>/,* ‘- l-—&-thyZa
17. sina * cosa = i 1==sin2a= JA2sin (a = i ji).

d. Potegi Trstawy (Sin.) i dostawy (Cos.)*
1. 2sin3q= | — cos2a.2.2cos3a= 1 -i-cos 2a.

3. 4sin3a= — sin3a-43sina. 4.4cos3a= cos3a-I-3 cosa.
5. Jezeli n nieparzyste, to:

En‘H:ilJ\\/"_l sinna — (»), sin (n — 2) a =~ (u), sin (N— 4) a
11-3
— (N)3sin (n — 6)a-i------—---t- (— 1)" (n),,_3sin 3 a
n—1

1) 2 («),_! sin a
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Jezeli 7 parzyste,* to:

sinwa = — ;>j~"cosna — (u)tcos (A — 2) a -+ (/H2cos (n — 4) ar—
24 L

»—4 »—2

————— h (— 1)2 (»)n_4 COS4a + (— 1)2 (>0»_2 cos " a

T~ T '

6. Jezeli n nieparzyste, to:

cos a = {Aiz }(Q(Thr cos u cc=f- (ii), cos (n — 2) a -t- (>i)2cos (n — 4) a
-(»),cos(n—6) a- -(»),_scos3a e+ («),,_'cosa

- 2- 2
Jezeli n parzyste, to:

cos"a= (-t-"" 1 cosiia-+ (n)jcos (» —2) a-+-(»)2cos (N — 4) « -+

e+ (n),_jcos'4ad-(n),_2cos 2aj -+ (n)» .

e. Wzory dla tukéw réznych fiuikcyi.

N N
! arcsinu= arccos ')tll — wWo= arctg- arc cos «.
iri.
2. arccos m= arcsin J/l — u3= arctg — T = é5 -— arcsin u.
Q . . u 1 1
0. arc tg u = arc sin — = arccos — m = arcctg —
jn-+- u2 I/ —it2 "«
w 2Uu . 2u > 1 — «’
o= /sarctgfZT~ = Vs~c sin — >R2arc cos n
4. arc sin U arc sin v = arc sin (Uj/l — 2=bul/l — u)
= arccos (j/I — u2j/l — iN=p tiv).
5. arccosU arc cosv — arc sin WJ/l — u2==u /1 — V)
—arccos(uv )1 —ulj/l — u2).

G. arctgii = arctg V= arctg =is (Dalsze patrz p. b., str. 68).
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f. Zwigzki pomiedzy trzema katami a mm0 t-y= 180°.

. sina —~sin/?  sin = 4 cos /s a cos 1j20 cos */j 7-

COS a —+C0s /2 —~cos Y= 4 sin ‘/j a sin Y20 sin ‘f2y —1.
sin c+ sin(5 — sin 7— 4 sin ‘/2a sin /20 cos ,/37.

cos a-t-cos0 — cos 7= 4 cos ‘/s * cos V20 sin V27 — 1.
sin2a —+sin20 —+sin27= 2 cos a cos 0 cos 7 —+2.

sin2a —~sin20 — sin27= 2 sin a sin 0 cos 7.

tga tg -t-tg /= tgatg$tg/.

ctg 2+ e+ctg /20 —~ctg *27= ctg J2« ctg 2 ctg Y2y-
. ctgactgO H-ctg actg / m~ctg /2ctg /= 1.

. sin2a —~sin 2$ -t-sin 2 7= 4 sin a sin 0 sin 7.

. sin2a-t-sin 2/?2— sin2 7= 4 cosa cosjSsin 7.

P
FPOOLONOTREONE

B. Troéjkaty plaskie.
Wzory dla pél tréjkatéw patrz rozdziat VII dziatu pierwszego.

Niech bedzie: a, b, ¢ boki tréjkatow,
a, 0, 7 katy przeciwlegte tym bokom,
g promien kota wpisanego,
r promien kota opisanego,
s = I/i (a-™-b-+-c) potowa sumy bokéw.
Poniewaz a -I-0 —7= 180°, wiec i wzory 1 do 11 stosujg sie
takze.-

a. Wzory ogélne.

1. —-r— = ~"~3= . = 2r.
sina sinp sin 7
2. a= 6cos7-+ccos0O\b= ccosa acos7,c= acos#- mbcosa.
3. a?— b--V-c* — 2bc cos a asin7
= (ii -+-c)2— 4 bccos2 a 4..1tg a
= (6 — c)2+-4 csin2Vsa —acos7
a |/(X—b')(S—C) , . A s (s— «)
wsm 2 1 s AOSZ=j/ :
7. tgfc-= tg-
. s (s— a) Y«
w

8. (a &:c==cos (* —0) *cos /2 (a -+-/?).

9. (a—i): c= sin (“ —$§)!sin Ik (* =*$)e

10. (a-+-6):(a— 6)= tg WVa(*+ .#): IS **(tt~ £)
£ 7 o7c_ 7/(s_ *«) (s—o0) (?—¢)
2 2 4rs i

12. Dtugos$¢ dwojsiecznej, skierowanej ku bokowi o, wynosi:
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2/abs(s — c)__Nab [(g - b)2
d h a-t-b
13. Diugo$¢ osrodkowej, skierowanej ku bokowi c, jest:

m,==Vs]/2 (a2-+-b2) — c2.

14. c2= (@ by-(I—~ j = 2(a2-h 63— 2 w2).

b. Troéjkaty ukos$nokatne.

Szu-
Dane: WZORY:
kane:
-t- C2— al, wzor 5 (dla kaww matych), albo
a, b c a COS @= oo jl—ememememees] wzor 6 (dla katéw bliskich 90%
2tuC patrz pod a”, str. 64.
. &sina
R ”
a
y y= 180° — (a-|- /2.
sin a
Jezeli « > b, to 27< SOl i /?7< a.
Jezeli 6> 0 >6 sin a, to dla jednego z mozliwych tréjkatow
bedzie: | < < 90°, a dla drugiego tréjkata # > 90°.
Jezeli &sin a a, to trojkat odpowiadajacy elementom danym
nie istnieje.
, asin /? a sin a sin (« -+ /?
u, a,p b, c j Y ( ) N

sin a sin a sin a

a”N v « 0 tga=— . fi— 180° — (a .-+-y).
0— acosy

Albo: 72 (aH-j8)= 90°j— 727 i

tg V2(* —j9) = ctg ‘/2y;
z oznaczonych /2 (<*+/?) i '/i (* —$) okreslamy a i jo.
B T e — dsi a—b ..
c c= ]«- -+-Sb1’— 2 abcosy= —_S|'m¥ = e , jezeli
sin @ cos
2 1 «iisin llov
t8” « -6 '

c. Trojkaty prostokatne.

a i /, przyprostokatnie, ¢ przeciwprostokatnia, a kat, naprzeciw kto-
rego lezy bok a.

1. assesin a. 2. b= ccosa. 3.a= btga 4. b= actga.
5. 02-+-b-= 02

Podrecznik techniczny. T. f.
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C. Troéjkaty kuliste.
W zory na pole tréjkata kulistego patrz rozdziat VII dziatu pierwszego.

Niech beda: ab, o boki tréjkata,
a, fi, 7 katy przeciwlegte tymze bokom,
* =7 2(a-hb -t-¢),
a— 7-(0mfi Y\
e= a-h j3-+-y—180° tak zwany nadmiar kulisty, to:
j sina__sinb_ sinc

sin a sin fi sin 7
2. cosa = cos >cos c-f-sin bsin c cos a.
8. cosa= — cosficosy-+sinfisiny cos a.

- 4. cosasinb= sinacosbcos74-sinccgsa.
ctg a sin b— siny ctg u-+-cosy cos h.

5. c6sasinfi—sinycosa — sina cos$ cosc.
ctg a sin/?= sincctga — cos ccos f

” a __ |/—cosacos (a—a) _ a __ 7 /cos(o—fi)cos(a—y)
2 g/ sin fisiny ’ COS 2 N sinpsiny
- a 7/sin(s— A)sin(s— c) a 7 /'siin s sin (s—a)
7. sind-= [] —i— . cOoS-n-= / —
2 Vi sin bsin ¢ ! 2 1 sin bsin ¢
s. Ct ,,
sin 7

9.tg U s— j/tg VsStg ‘/2,(f— a) tg 'i2 (f— b) tg V2(s — ©-

Analogie Nepera.

Wzory Gaussa.

1. cos'/2(* H-i{8)cos7sc ==cos.J/2(a-i- 1) sin */27.
2. sin'/2(«-i-A coslhc==cosy2(a — 5) cos */*y.
3. cosV2(* — $) sin*/,c= sin V2(«—+- Gsin 2>

4. sinlf2(a — fi) sin*2 ==sin.'/2(a — i) cos V27.
Dla tréjkata kulistego prostokgtnego, w ktorym c jest przeciw-
prostokatnia, a przeto 7= 90°, mamy wzory nastepujace:
1. cosc= cosa cosl.==ctg.actg fi-, ;
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D. Funkcye hyperboliczne. s

(Tablice funkcyi hyperbolicznych patrz str. 30 — 34).

a. Wzory zasadnicze.

1. Funkcye hyperboliczne znajdujg sie¢ w. takim samym z\yigzku
odnos$nie do hyperboli, w jakim funkcye kotowe (sin, cos,...) do kota
Niech (rys. 6) O bedzie srodkiem, A wierzchotkiem réwnobocznej hyper-
boli (por.rozdziatV IB . b 2), ktérej
po6tos rzeczywista O A réwna sie Kys. O-
jednosci; niech B bedzie punktem
dowolnym nakrzywej; przeprowa-
dzamy BB' prostopadle do OA
i wyznaczamy punkt O przecie-
cia cieciwy BB' z osig rzeczy-
wistg i punkt D przeciecia proniie-
nia OB ze styczng AD w wierz-
chotku hyperboli. Odcinki B 0O,

00 i DA uwazamy jako funk-
cye zakreskowaneg¢éTpola hyper-
boli OBAB'O i oznaczamy:

BO = sinh @
.0 0= cosh@
DA = tgh o
gdzie (p= polu OBAB'O = podwoéjnemu polu O BA O.
Nastepnie oznaczamy — = ctgh<p,.
tgtup
F -
2. Mamy: sinh P cosh -
atrz str.
sinh @ ev coship P P 40
tgh @ ctgh = :

sinh @ ev-e-v"
cosh  ksinh cp=e<€ cosh @— sinh cp=e~¢g; cosh2@— sinh2(p=\.
3. Funkcye hyperboliczne, podobnie jak kotowe, sg funkcyami pe-
ryodycznemi; leaz peryod jest tu urojony i dla funkcyi sinh i cosh
réwna sie 2in, dla funkcyi tgh i ctgh réwna sig in. Dla rzeczywistej
wartosci zmiennej @ mamy:
cosh cp™_1, — | <.tgh o<y —~1, ctgh2gp 1,
podczas gdy sinh @ moze przyjmowaé wszelkie wartosci (dodatne
lub odjemne).
4. Mamy: sinh (— q)= — sinh @; cosh (— @) '= -+ cosh @
tgh (— @)==— tgh ip; ctgh (— @)= — ctgh @@

Zbidér szczegbtowy wzordw i tablic znajduje sig: tagowski, Tafeln der Hyperffel-
funktionen i t. i, Berlin 1890, Wilhelm Ernst & Sobn.,
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b. Jezeli sinh gi— u, to pisze si¢ = arsinhu,
czyli, ze arsinh u oznacza takie pole hyperboli, ktérej sinh réwny
jest«. Odpowiednio oznacza sie ar cosh u, ar tgh u, ar ctgh u*).

Mamy:
. 1 1-t-u
arsinhu= In (u -t- ]' u2-+-1) ; nrtgh u— -jt- In —=--—--- :
( 1 ) 9 AN ST
arcoshu==1In(u-+-Vu2—1); ar ctghu = In -

b. Zwigzki pomiedzy funkcyami kotowemi i hyperbolicznemi.

] e* S ) eix. ~ <x
1. cosX — cosh iX ==--cememmm- 2.sinx= —isinh tx=—-i-r-—--—---
2 21
e< X _e—ix

3. tgx=r—itghix= —t n

4. ctgx= ictghix= i-ix .

RX g ~ # _B %
5. cost'x=cosh x—————i——————ﬁ. sintx=1isinhx = t — ~—-—- -
gx B—X
7. tg»x==itghx=i-
CX-+-€
. . ex-+-e~X
8. ctgix= —ictghx=—i———n
ex—e X
9. arccosx= —tarcosh x = —iln[x-t-il1l 1—x3].
10. arcsin X— — i arsinhx = — tIn[ix-+-J"1—x2].
J . + i
1'}. arctgx= —iartghix= 1_ 'Inl*—lhlr--
2i I —ix
. 1. ix—1
12. arcctgx=t ar cttthix = an-— —
0 3 21 «x-t-1
13. arccosix— —iarcoshix="/tii—iln[x-t-V 1-+-X*].

14. arcsin « x =i ar sinh x =i In[x-4- i I-t-xTj.

lo. arctg %x— i ar tgh x = In —-------

. 1
16. arcctg tx — — iarctghx= — E—In

Wzory 9 do 16 poréwnaj z wzorami pod e., str. 63.

*) Oznaczenie ar pochodu od area — powierzchnia (pole).
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c. Witasciwosci fuukcyi liyperbolicznyclu

Zwiagzki, wyprowadzone w IIl., A. (str, 60 i n.) dla funkcyi ko-
towych i ich wartosci odwrotnych, stosuja sie w swej postaci i do
funkcyi hyperboiicznych, oraz ich warto$ci odwrotnych, nalezy jednakze
niekiedy zmieni¢ znak. Stosujemy zasade nastepujaca: ze zwigzku dla
funkcyi kotowej otrzymuje sie odpowiedni zwigzek dla funkcyi hy-
perbolicznej, podstawiajagc w pierwszy a=ixy B =iy istosujagc row-
nania:

cosia'=cosh x, sinix—isinh x} tgix=.i tghrc, ctgiV = — i ctgh@

po uprzedniem podzieleniu, w razie potrzeby, obu stron przez i, i2....
(Por. uwagi- do tablic E., str. 42).

Przyktady.

1. Na str. 31 b. 11 mamy: sin3a — sin5B8 — sin (a -f- B) sin (a — B).
Dla a— ix, B==iy bedzie sin*ia;— sin3ty = sini(x_ y)sini@—y),
albo i* sinhaX — i* sinh3y = i sinh (x -f Y)isinh {x — Y)= iasinh {x -f-y) sinh (x — Y)\

przeto sinh2X — sinh2y — sinh (X + y) sinh (a2 — Y).
2. Z wzoru f. 1, str. 59 wynika

_ix (ia)4 (i )5 (X i3a3 t* a5
u-I—I TT + I-I—I— % 1u*Ti|| +-|—|— fl .y_
przeto sinh'a; = e — f t~eeoe*i— Q0<*<oet+m W

1 ! o! ol

IV. RACHUNEK ROZNICZKOWY | CALKOWY.

A. Wzory rézniczkowe.

W wzorach przytoczonych ponizej X, Yy, Z, U.... moge by¢ zmien-
nemi niezaleznemi, jak réwniez iunkcyami jednej i tej samej zmien-

nej (0

1. d(@a-i-x)—ilx.

2. d(ax)-=a *dx.

3. d(x-i-y—{-z+4-u-+— m )— dx-t-dy-hdz-+-du-=- ==m

4, d(xy)=X edy ~~y mix.

0. alxyzu‘ mm)— Q;I:dy d} dkﬂ b

. y ) (- T TR emm

6 d——y (Ix- x-dy. 7 d np—mg "
y y2 ’ ' p-hgx (I>-+-<72)2

—. dx In ,1 X
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11. det= e c-dx. 12. dax= axIna «dx.
13. <ixf=xJ—1 (XInx *dy-hy mdx):

14. dlnx=— -« 15. rflogx = .
X Ina X
. L1 cosx-dx
16. dsinx=cosx *dx. 17. a—— = =-m--ms 7-5— ®
sina sin*x
i 1 sin x-d x
18. dcos2 = —sin x «dx. 19. d- .
cos X cos“ x
20. dtgx — — y.- 21. dctgx; .
g COS*X 9 sin2x
22. darcsin x — . 23. darc cos x
V1i- X~ VI - x-
24, darctgs= j— a- 25. darcctgx= - m
Wogéble:

26. dF(x,y,z.u- me)=-T- dx-h —5—d}/ -+-5—dz-t- 3—d u-t- -
% <)x 2l Qz du

27. d" F(x,y,z,u*s.)=~—dxn-hn—— E— dxn 1djM -
3 ! dx" dxn~ 1 dij

fdF , dF dF ) \”

albo (symbolicznie) — dx-+- dy-h éz-l —————— o,

jezeli, po rozwinigciu w prawej stronie nawiasu podiug dwumianu
Newtona, (p. str. 43) zastagpimy »-*» potege dF w liczniku n*t»' po-
chodng czastkowa funkcyi F.

li. Szeregi Taylora i Maclauriua.

I. Szereg Maclaurina.
f(x)=/(o)+ £ f'(p% -£r(P)+ ( 0)
* . 1T n *
°m 4% iSwS'-"<Hr e
/(0), f(0), f{ 0),+me's/"" ' (0) oznaczaja wartosci, ktére przybie-

dla x— 0. Wyraz dopetniajacy,
czyli reszte szeregu wyraza:

Az=5-/M (01) albo A = (1~ y ~ XV W(QA

gdzie 0 oznacza dodatny utamek witasciwy.



IV. Rachunek rézniczkowy i catkowy. * 71
2. Szereg Taylora.

[(«+i)=/(i6+ A /T W + |I/»(,)+
« + a** ..
Reszta szeregu wynosi:

Rn= ~ / n)(x+eh) aibo ~ ;= -~ ~ " 1) A/ ") («+e*)>

gdzie 0 oznacza dodatny utamek witasciwy.

3. y'l'kzl(x,y)—+—c')/(x,y)—+—" c’)Z/(x,»

H-g-j6-TT*.V ) r  t)H-——— , gdzie
dxay dy 1
S (*, > ) = ;o* v a >tt'gyfay) + fc3
ax6 ()x'oy 6oxoy oy6
it d
Szeregi Maclaurina i Taylora mozna wtedy tylko stosowaé, gdy
/(x), oraz wszystkie pochodne, w granicach od 0 do i i od x do

x-t-h sg Skonczone i ciggte.

C. Postacie nieoznaczone.

-0 - w (X) . . 0

1. -br-- wlezeli utamek ® ~ dla x = a przybiera posta¢”-, to
ip(x) _ 0

otrzymamy warto$é istotna, jezeli utworzymy ~~rr\ * podstawi-

W
my x= a; rp'(x) i i(/(x) sa pochodnemi funkcyi cp(x) i ~(x) wzgle-
dem x. Jezeli —4 przybiera znéw postac"o’”‘ to warto$¢ istotna bedzie
m I«

« itd
V" (a)

% w, Postepujemy tak samo;, .jak w przypadku —8—-
8. O.ce. Jezeli w rp(x) *ip(x) dlax=a, bedzie ip(x)*rO i y(x)=a>,
to dla otrzymania warto$ci istotnej nale/y zatozy¢ — ==y (i) i po-

Stapi¢, jak w przypadku 1.
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4. OO 100, oc’. Jezeli wyrazenie |"t)tW dla x=a przyjmuje
jedna z postaci powyzszych, to, gdy zatozymy cp{x)
mamy: Iny= rm(x) «In (X), przeto j—ev”" 'In Zatézmy na-
stepnie In e{x)=f{x), a otrzymamy wyrazenie (v~ '*x\ w ktérem wy-
ktadnik wyznacza si¢ jak w przypadku 3.

5. co— co. Wyrazenie <p(x)— ”~(a;) = 00— co sprowadza sie do
przypadku 1, mianowicie:

1 1
L
cp{z)—y>(x)—|p{x) e(X)_ oo -1 co __ 8
ap(x)-ip(x) 00 o

D. Maxima i Minima.
(Najwiekszoséci i najmniejszosci).

I Funkcya jednej zmiennej. Warto$¢ x, przy ktorej funkeya
y= f(z) staje sie najwieksza, albo najmniejsza, wyznacza sie z row-

nania: f(x)=0,
gdzie: y jest najwiekszem, jezeli 0,
y ., hajmniejszem, , f'(x)>0.

Gdy f'(x) = 0, a znalezione warto$ci x majg czyni¢ zado$¢ warun-
kom maximum i minimum, wéwczas powinno by¢ réwniez f"(x)—Or
a odpowiednio / IT(x)~0; i t. d.

2. Funkeya niewyrazna:fix, y)=0. Wartosci, przy ktérych y daje
maximum albo minimum, winny zado$¢ uczyni¢ réwnaniom:

dffay) __ V)2 =0 i kowir ~ ~ 0
dx 8, fEx,y) i warunkowi dy Q -
A L. T a»/-
est najwiekszem, jezeli 0
Yyl Jwig J - dy 0;
. -dj-
y ., najmniejszem, , =_ i!T ] 0.
CXm_ ] 3
3. Funkcya z dwiema zmiennemi niezaleznemi: z—f(x,y). War

toSci x iy, przy ktérych funkcya daje maximum albo minimum, otrzy-
muja sie z réwnan:

<>/(*,y)_ n af(z, y) . 4o
i>x ' dy '
z warunkiem: thL_ . fd(/S” dr)?dyl_ <0,
na?enczas jezeli ¢'f |-<Pf_ 10, to z jest maximum
O o gy 07 '

o) \VJ ixf.@/ll 0, to z jest minimum
34 "y o -0, :
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4. Maxima | minima wzgledne. Jezeli maxima i minima funkcyi
v="f(x, u, Z) maja jednoczesnie czyni¢ zados¢ warunkom tp(x,y, z)=0
i ip'(x,y,'2)==t), to oznaczmy:

dU =/ (*,y,2) -+ F<PX Yy, 2)-+-pip {x, ¥, 2) i zatdzmy:

u

fa=f®-+-viw -t-pV (E —0,

f (x) oznacza pochodne

Yy—f (@) -+mg @)Hpv>t(y)= o, czastkowa funkcyif(x,y,2)

wzgledem * i t. d.
=fig+ P@ PE@—o;
Nastgpnie mamy: * foy,ajuo,
V& 2,3)= 0.
Z trzech pierwszych z pomiedzy pieciu tych réwnan rugujemy wiel-
kosci pomocnicze /. i p i nastepnie z pomocg dwdch ostatnich réw-
nan znajdujemy wartosci X, y i z, ktére odpowiadaja maximum albo
minimum.

E. Rozkiad utamkow wymiernych na utamki proste.
Na utamki proste moga by¢ roztozone tylko utamki wymierne
postaci:
f{x) _ Ax"-1-+ BX"~2-+CX"~ 3 H------ PXx -+
X" =+- axn— -A bxn— H------e-mmm- \-px-\-q
Rozt6zmy F(x) na iloczyn czynnikéw linijnych i w tym celu roz-
wigzmy réwnanie:
J F(x) = 0.
Jezeli a, ft, y, 6, . . . bedg pierwiastkami tego réwnania, to:
Fx)= x—a)x—f)(x—y) (x—10) . . ..
Odrézniamy trzy przypadki:

1.a ft, y, d . sg rzeczywiste 1 rozne.
/(*) — “i & A Y4
F(x) X —a xX—ft x—y X— 0
Liczniki ft, yt . . . . otrzymamy z réwnan:
a G 8-M , vy

_ ) vy - /W . m
1 F' (@' Pl F'(fiy WF' ' (y)' 1 ~ F'(9)
2. Pomiedzy pierwiastkami sa réwne i niechaj a powtarza sie m ra-
zy, ft r razy; woéwczas:
F(x) = x—am((x—ftf(x —y){x—298) . ..,
/(*)_ ni , i g} a,n #L
F(x) (*_.)»>» (i—am—i(z-a)"- 2" = *—a(z-0)r
i h---eme- h=memmmees Simj_ v
(x — fyr Xx—ft x—"7 x—3
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Liczniki ot,... am otrzymujemy jako spétczynniki poteg z°, z1, ...

z"1" 1 przy rozwinigciu, podiug wzrastajacych poteg z, nastgpujacego
wyrazenia:

7" -+-2) = a2+ «Z+!
(a—0-t-9)r(a—r+ 2) (*— <S-t-z). » ¢
| ——
Podobnie znajduje sie A z rozwiniecia:
—_——— ———— |S|t A ——————————— = ft+J?2i + ft's*~4————

(i-a + 2)™(i-7H-2)(il-i) + 2). ..
W+ i?2r Zr _ 1 Hemeeeeeeeee
7i, 6] i t d. znajdujemy sposobem wskazanym w 1.
8. Niektére albo wszystkie pierwiastki sa urojone, tak iz:
F = X—p ~~qgi) Xx—p —ai) $ (.
Jezeli pierwiastki sa rézne, to postepujemy jak w punkcie 1. i otrzy-
mujemy:

f(x) _ t. ga -t P
FOX) Xx—p-gi x—p=-"qi <)
gdzie ttj—~ F,(r;-_ao/%= A—iB, a3= n = A-Ht5.

Jezeli rachunek chcemy przeprowadzi¢ wytgcznie liczbamirzeczywi-
stemi, toobydwa urojone -(nalezace do siebie) utamkiproste taczymy
w jeden; otrzymamy wtedy jeden utamek prosty rzeczywisty, ktérego

mianownik bedzie stopnia drugiego; i bedzie:
f(x) _ 2A(x—p)—2Bq ee3 )
F(x) (X—p)2-+<2 B>(a)

Jezeli napotykaja sie pierwiastki urojone réwne, to postepujemy, jak
w przypadku 2.

F. Wzory catkowe,
a. Wzory ogédlne.

We wzorach 1. do 8. u.i * sg funkcyami zmiennej X

1. lamlu—aj du—au-~C.

m 2 | (u-tv)dx—ju mx | v-dx. (Catkowanie przez rozkfad).
3. 1 u-dv—uv — | v-fiu. (Catkowanie przez czesci),
2 J’/(X) dx = Jf[<p ¢n] P (y) dy. (Calko.wame ~przez podsta-

5..J~[SL a}—di: fU'.telZ). iti. -(Raczkowanie pod Zna-
0 & J ,da kienr catkowym).
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, (Odwrécenie
r r (
6- {dy//(*» y)dx=-\ dx \f(?, y)dy. l porzadku catko-
J J J J ) W) .

7.§ J (p() dx «dx = x Jp(x) dx —J xtp(x) dx.

b. Funkcye wymierne.
r11+|

4-0. 3 f—dx= . H-C.
'» 4=1 J x" (n - |)X

0. [N -bxndz— Gehhxy, a-c.

1. InX4- 0= Incx
dx
- -i-In (@4- bx)4- C- In ¢ (a 4- bX).
. h 4- bx : ( ) " h ( )
dx 4-G. 14 dx t-a
x O " (as-fix)3 fi(a4-fix)
dx
rarctgx 4- C= — arcctg X4- 0.
14-xs
6'*%) i t.— % Inj— 4- O= artghx 4- C; * < 1,
)JI - oxz P MTTx g
'/2In ——----) 4- ¢ — — arctghx 4- C; X >- L.
X4-1
rarct c.
'I/a-t-ftrrz j/a& 9
dx Logndkaliafi o oL o 6s 0
fix3 2 y/afi  y ab —bx
ar tgh xl4- (7
J/afi
dx
a4-26x4-cx2
arc tg "r C, jezeli ac — fi5> 0;
jlac — b1 {/«.; — fi2
1 J/fi2— ac-
In 4-0 o
2 J/fi3— ac J/fi3— acm- fid- cx jezeli
6-4- CX n fis— ac:> 0;
car tgh 4- Q
J/ h- —ac - 2— ac

® O funkcyach liyperbolieznych i ich odwrotnych, patrz str. 67 i nast*
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nastepnie C dx = ! 1- O jezeli ft2x=ac
PN - 2bX ox? | horo ﬁ R
01  /*(«-+-£*)ii0 P, , .ni .cic-mXC
21 ) a + = 2¢cIn(“*+2 + -3T-J £i-2ts-t-du2
/ /(&) dx
22. Jezeli W |/ == ~zrmgmm-mmxno - funkeya, f(x) jest funkcyg catkowitg

J0a—ZuX —~CX

stopnia wyzszego niz pierwszy, to rozktadamy funkcye znajdujaca sie
pod znakiem catkowym na funkcye catkowitg i na sume utamkéw pro-
stych wymiernych, poczem catkujemy oddzielne sktadniki.

C dx 1 b -+-cx
N (a~h2bx-hex-)p  2(ac—bl) (p—T) (@i~ 2bx -~ exyp 1’
2;j—3)c r dx

2(ac—b)(p—1)J (a-h2bx-h uxi)p~1

24 f (@ ~ dx = <L & i
J (a-\-2bx-\-cxr)p 2¢{p—1) (a-t-2bx-\-cx-)p—1
ac—Pbr dx
c J (a—=+%bx —cx')p
(pJ T/W fAXxm-+-Bxm- | {-——-Px-%
ezell
J F(X) J  xn~hax” f-eepx-\q

to za pomocag dzielenia wydzielamy funkcye catkowita, a pozostatg
funkcye utamkowg rozktadamy na utamki proste (patrz str. 73 i 74)
i catkujemy kazda cze$¢ oddzielnie.

c.Funkcye niewymierne.

26. ]y a-t-bxe(/*=-2_ (}/a-+bx)3-+ G

dx
27. f-p~Trr=~ya-hbx-h a
J y a-hbx h
28. — ab —2ap-h (Q3bx) Ya-{-bxC.

J  J«amimbx Sh

29. Catka | -—-l—r— —-...... przez podstawienie y = ]/«-+-/;X spro-
J {a-+-px) Ya ~hbx
wadza sie do postaci N. 18 albo N. 19 (str. 75). (Por. tez N. 30).

30. | | A-r dx. Podstawiamy (/ a-I- bx — ij.
(P y awmA-bx)
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™y v - {m-Hn)b
(M —+- ) bjf a” " 2{a-t-bx)n dx
ﬁrﬁﬁjf» fa+ irr dx.’
on & i X ~ X
2. | @ arcsm--é---l- (;= — arc cos-[j---l e}
fy7-
1/a-+x N
= 2arctg//-—— —-1- C.
y a—x
83.) f-=t =InI™~ ™~ h "™ |+ C”™V.n + C
J Va*+x> L J
= arsinh — -1- O
a
34.) f m o Infb-t-cx4-V c m]"a+2bx+cx-1H-C; ¢> 0.
JJ/a+26x+ex2 e
— w4 =3ar sinh -A======-+- ¢, jezeli ac— A2>0;
i'c y ac—bl
= ——l——ar cnsh b-4 CX-—f— C, jezch ii —no O~;
yc Y b— ac
—1 . b-+-cx

SV n

i- u,jezeli c<U.
}/—c J/ b-—ac

?5 rI (a-hBx)ilx = B meeeeeeopieeee e

Jya—t—Zx—IeB

£  § ¢ [E—— y-r?
J J/a-1-2ia;
flf| f xn dx —xm~1Ix _ (w—l)afxm~2dx
"J ya-h2bx-h ca;2 ?ilc v A
_Q/v—:)GZNEI:F
MC J

gdzie X =]/n+2!i3;+ cx!.
*y Jast-a2eda— -g-j/a2-+x-2-+- In (@ -+ JAiIM -z9 -t- C
a2
— TT )/ 2—12®2—t— -?rar s>nh =— t- 0.
a

") 0 fuukcyach hyperbolicanych i odwrotnych por. str. 67 i nast.
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38. ~j/lab— x*m{lz-J"-Ygl— a3-t--~-arcsin — m-.fl.
39. %)) jf-z-——a-mIX— ~ J/x2— a‘'— — in (g t- ]/x2— a) +- C

= —~2|/x“— a- — 5.8 cosh —<(—t— C.

40. J 1/a H2 bx -t- cx- mdx— —]'a +.2 bx 4- cx3
(ic—i2 / i/a;
= —+ (7.
J Vae«+'2 bx -Ica;2
Jon o J )
————————— przez podstawienie ———= y sprowadza si¢
{x—a)*X *~ a
do postaci N. 36 (str. 77).
C A-hDx dx~ . py-H<7
42. Catka | ————frr;—————— przez podstawienie X= = — ~
J a4 2pX—+—yZ X jr-t-

gdzie < i g wyznaczaja sie z réwnan:
ypq -t-/2(;; +—N-He= 0
cpq —+b (R-t-<?) -I-a= 0
i po zatozeniu R==;z, sprowadza sie do dwoch catek postaci:

r 'h. ; f— E - .
J (at =71 z) J/a{-+<C, z J (a2-+-y22)fa z-t-Ciz2
ktére rozwigzuja sie podiug N. 29 (str 76) ¢-.N. 41.

®

* (@) —Ar rozk}adamy utamek, (<]
po uprzedniem wydzieleniu funkcyi catkowitej, na utamki proste j.usku-
teczniamy catkowanie podiug N. 41, jezeli napotykaja sie utamki uro-
jone, t6 taczymy je podiug N. 42.

" 8x)dx__ {afi — bo.) 4-{I>0— ca)x N
-X3 (L1_ acjyn "2bx-+ca2

d. Funkcye przestepne.
, fe*-dx==ex-h 0. 46. fax.dx = jA-i- 0.

.3 e-.dx=~\i-~+A 3 Vit

*) 0 funkeyach .hyperbolicznych i odwrotnych, por. str. 67 i nast.
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48. "Inx- X — X In.#:— X 4- C.
A jilllpcx= b+

50. Isinx‘dx= — cosX4-G. 51. Jcos X mIX = sin* 4- G
52. J sin2Xedx — — >/jsin 2X 4~ 1/2Xx -~ 0.

53. J cosbxedx = '/<sin2X 4'72* —+&

fﬁt_ (éi.nmx'd'x——-(—:(—)?—)———l—c 50. icosz°dX=§——l——r—]—HvC.
J m J m

% fsmmicos nx-dx = __Egs_(m h]n)x _co_s7(_m:—n)_x ~C
J 2 @(m n)n) 2 ((m — m)

. . in(m—n)* in (ni + *
57. —Jsin mxsin nxsdx= ( n) sin ( n)

2(m—n) 2(m+ n) =
m . f cos MX cos NX mdx= sin (m— ») * t sin (M -+ n) x
2 (m—n) 2(m + n)
59. J tgXxedx— — In cos X+ G.60. j ctgX mIX — Insin* - C.

' Snx—lntg|—+— a LJ!L—lI’IgXLl +12|.5)+C
eal fLii-Ltgi+C 61 frdli_=_os|-+C

65 |~ "f~ = — _ -t-

JlsinE* ctgx + (7. 66. J/ 052« tgs -t- C

67.. fsin zcos*erfaf=V»s&*af-j-0. 68. | ——— = Intg* -t-(7.
J ' sin * cos *

§8.+1 Jrsiwx-dx~ _ Brsin’-1* h))_15f5|n N2, dx<
- n n

70. *)|cos"Xedx= --lcos-—-+ —-Jcos™ 2* «<ix

71 ] tg"xedx = fe—y —J tg"-2 * +dx:

") Jcieli fi jest liczba nieparzysta, to zamiast danych tu wzoréw redukcyjnych sto-
sujemy podstawianie cosa"= s albo sin X — zZ. Calkowanie moze by¢ ld6wniez wykonan«
za pomoca wzoréw 1 i 2 str. 68 i N. 54 i 55.
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i j Etg"x edx= — — | Ctg"-2 a (IX.
f dx cos X »—2/ d
J sin” x (h— Dsin"-1x n sin”
24 /' dx sinin— 2/’  dx
J cos"a: (n— l)cos”—g n cos"-2;

75.-)/sinfJa coslx = dx
p +
L 4

2

sin p+licos?+1x ,p-g-2f . _D+o
i E N -w

i— o+

-P
/ sin X cosIX-dx=— i =

sin?+'xcos

sin,"+1 X cos® 1-

JI sinp X cosq 2a mix

| sinp—2X cos? X *dXx.

Jx milx,

R, W) S IPaos~242¢- k.

77 *)J sinocos- ?2x-dx= -
7-1
dx 2 0 ezl )
f j mbcosx jrai— b- Jezeliaz> 62

: 11 Ini-f:a cosx + sin x /62—03 "

y)—a a + bcosx -
jezeli
a-<b".

rartgh c,
[/fi3— a2
79, cos X *d X X, Ox +G
, —+bcosx b hlaa + Jcosx
sin X mix 1
80. -In (@ + bcosx) -+~ 0.
. —b__cosx
81 iA-+Ucosz -t- Csins” Ar <p
J a+b cosx 4 csinx J a=¥pcosip
¢ (_Jos__l_p_-d(p___(B sina — C cos a) (- sin il ,
V a - cos Ip

" (iicosa + bsﬂ]a)
J a+ p cos P

jezeli zalozymj' b—p cosa, o="sincf i X—a— R

82 /)>e0gisip* edz= iM%

;- B osbx?* + C

? cos bx,+ ffinbxe™ + Q

83. | e»»cosbx-dx =
a_

Jezeli p lab ¢ jest liczbg nieparzystg, to catkowanie uskutecznia sie tatwiej przez podsta

%) >

wienie cos X ~ i sin X=2zz.
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84. J arcsinx mdx'==xarcsinx +]/T ~ -t- O
85. Jarccosx ¢(Ix— xarccosx— |/1— x3+ C.
86. jarctgx edx = Xxarctgx — J2In (I -+Xx" (e}

87. J arcctgx «dx = xarcctgx + l2In(l + x-) -i- C.

88. Catkowanie wyrazen wymiernych funkcyi hyperbolicznych
sinh:c, coshx, tghx, ctghx (i odwrotnych) uskutecznia si¢ za pomo-
ca odpowiednich wzoréw dla funkcyj kotowych (i odwrotnych); na-
lezy tylko zatozyé x — iy i korzysta¢ ze zwigzkow:

cosix = coshx, sinix = isinhx, tgix= itghx, ctgix= —ictghx.

e. Catkowanie za pomocg rozwiniecia na szeregi.

Jezeli w calce ff(x) dx iunkcye f(x) mozna rozwingé w szereg,
zbiezny wéréd danych granic przedziatu catkowania dla X, to, po usku-
tecznieniu catkowania wszystkich wyrazéw szeregu, otrzymamy szereg
catkowy, zbiezny w tych samych granicach zmiennej x.

Z szeregu Maclaurina (str. 70) wynika:

89. I/(x)dx=no)*+ f (0)~ A -

90. j'~ —0,5772156649 . .. + In(- Inx)+ Inx -t /2
(0 I (Inx)3 i 0<x < 1.
31
e dx . —
9lm | —— —sprowadza sie przez podstawienie ex — z do N. 90.
5}
f. Caltki okreslone.
b
92.
co
93. dx
bx8 9¥ah

Podrecznik techniczny. T. I.
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g2
- . - [ ]
i ; '},
r _ f dx . raaf ="
‘) a+6k2_ ) a+6e3 4}/ aft ‘J-}/a — &E* 21/6
li
co 00
96. dz = ci> 0. 97. jji& i dK _ co.
ir it
| edx —f cos~lt+dx—3.5.7 '’ Qu4-1)’
0 0 *
je n ST
r r 2» 13
) jsin Xe<Ix=J] cos X-dx=274.6,.. -2». -2+
o] 6
cp g
JjV * X = 1. 101. J € *2+dx= V* .
o] 6
co '
10*2 /xne~axsdx = — a liczba dodatna, 71 catkowita, dodatna.
i 1+
0
103. P "~ ="t - ;0<,<1.

/ s4-1 sinii.i
0

8'. Przyblizone obliczanie catek okreslonych.
6

Mamy J f{x)dx.
a

Dzielimy &— a na n réwnych czesci = h i obliczamy dla

wartosci X—a, X— a-\-h, Xx—a-+2 ... odpowiednie warto$ci
f{x) — ya, yI} Y2, ........ poczcm otrzymamy:

&
104. |/(X) .i*= A[*/,$ + y, + Yy, + e+ vy, j+ 7=y]j

u

- [/ &- Z7 (<] + W “ /" (“M- oo
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A, B2i.... sg to liczby Bernoulli'ego i oznaczaja:
w -1 r — 1 » _ 1 ., _ 1 p _ 691 . . .
1 6’ 2 80" 3~~42' 1 30’ 5 G6' 2730
b
105-)/ (x)dal= hl1¥» + jfi mR2h—— Ly, i+ 7*a
o

- 50 [/(»-I/W ] + ¢5

Ostatni wyraz stuzy do ocenienia biedu, gdzie g jest utamek
wilasciwy (0< p d ) a M najwieksza warto$¢ bezwzgledna, jaka mo-
ze mie¢ fN (x) w granicach x — a do x — h.

b

106. Prawidto Simpsona: Jf(x)dx = ~lyo-\-iyl —h2yi +Ays

M.+ +yi-gpe—=n

n powinno by¢ liczbg parzysta, o i M patrz wzér N. 105. Wz6r N. 105
jest doktadniejszy od wzoru N. 106.

G. Réwnania rézniczkowe,

d. RoOwnania rdzniczkowe rzedu I-go.
1. 1y arefy)dy=o
REgEE 19 ckdopG)o—C

2. Oddzielenie zmienn ch
f(x)

+
5 Jf
§ tedac © gdy—o
Jezeli zachowany jest warunsk catkowalnosci:

to mamy rozwigzanie:

Jf(x,y)dx 4- <PX Yy — <ixjdy= C,

woIOYYA Y @Yy -

4. Jezeli przytoczony powyzej warunek catkowalnos$ci nie jest za-
chowany, to mozna go osiggnaé¢, mnozac réwnania przez mnoznik M,
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tak zwany czynnik catkujacy, ktory winien czynié zado$é.nastepujace-
mu réwnaniu o pochodnych czastkowych:

Nieraz mozna M wyznaczy¢ z réwnania:

dy dx dM
f(x.y) o>(xy) v [dep{xy) df(x,y)\
L * dy
5. Jezeli rozwigzanie réwnania wzgledem daje:
IM —fIX

dx N* .
to réwnanie nosi nazwe jednorodnego. Roéwnanie takie rozwigzuje
sie przez zalozenie:

N = t, przeto y= xt; dy — Xedt —~tedx.

. . r dt mmm
Rozwigzanie: In

6. Réwnanie rézniczkowe nosi miano linijnego, jezeli ma postac:

fi (M +f(x)y + 9= 0.
Zatézmy y — uv, gdzie u i"v sa funkeyami zmiennej X, a
dy dv (lu
dx Udx ° dx
Podstawimy obie warto$ci w réwnanie dane do rozwigzania i otrzy-
mamy:
fi(*) w v )+ /1 (*) «w+ V(*)= 0.
u wyznaczamy z réwnania:

(sr) + f (0)u= 0 i wowczas:

= _ fm dx, abo U= ce~fB)dX
o] JA{x)

Z powyzszego réwnania mamy na wyznaczenie ilosci v réwnanie:

A&UI~+ P(M)— >
/0

{3 Al + )
J Udiw C N W ydx+

Rozwiazanie bedzie zatem nastepujace:

= 7 AW 1 ? AW
y= W L \gv:](g)\d

i¢gi+ C

)
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7. Catkowanie przez rézniczkowanie.

y=7 F{ X>Tx
Zatézmy— ==2z i zrb6zniczkujmy wzgledem X, a otrzymamy:
- iZiL2
dx dz dx’

co odpowiada niekiedy przypadkowi 6. Wartos¢, znaleziong dla z,
nalezy podstawi¢ w y= F(X,z).

Ib. Kéjmiania rézniczkowe rzedu 2-go.

L £=m«»e
Rozwigzania: 1) y= J dxf f(x)dx 4-Cx —cC,.
2) y=x1J f(x) dx —J xf(x)dx-k-Cx-\~ClI.

2-
Rozwigzanie: X— N - Ql.
J VC-+-2ffiy) dy

Wogole: F(jE,yJ= o

[ d d- dz .

Jalozmy &y o z, Y. 1 wyrugujmy dx z obu rownan:
,fdz N\ di/

\dx'y) = I- ~ Z ~ozw*lzan‘e réwnania danego otrzymuje
sie przez rozwigzanie réwnania F , YNi=0 za pomocg oddzie-

lenia zmiennych.

o d-y [dy\. ,, . d >/ d-y dz
a N~ ==/U )- POdstawiw3zy dx= 2z d7'= Tx' otrzymamy
dz . fz-dz
dwa réwnania: X— {-yrr-t- C iy = —+~ (7], z ktérych przez
JJ@" J J(2)
wyrugowanie z znajdziemy rozwigzanie.

i/ »[d AN d .
4. @ =/ I y ii, Podstawmy 4 2 1 szukajmy rozwiazania
réwnania rézniczkowego rzedu 1-go = /(z, X). Po znalezieniu roz-

wigzania z = <p(.s), pozostanie tylko scatkowanie réwnania:

dif = < dx.
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f\dy LY Zalozmyd - = Ejlz —z-:—z',szukaj my roz-
y

"dx-
: o o (1z
wigzania réwnania rézn czkowego rzedu 1-go: z— ==y (z,y). Zna-
laztszy z = o> (y), otrzymamy rozwigzanie réwnania danego:

x=(xL+C.
J VW

c. Réwnania rézniczkowo linijne rzedu n-go ze spétczynni-
kanii statymi.

0) Bez fuukcyl wiktajacej réwnanie.

1 dn d"~1 d "
i. a—y y'\+ et @, i ¥+-a,,y:Q-
dr" dx"~" ™ orx
Catka: y — Ct e x 4— C2e" ** -+-eese -f- (2, eW' X.
Wielko$ci wt, tCo, .... wu sg pierwiastkami réwnania:
aw “- Q\10 -t-oeex, ar  o.

3. Jezeli ponTedzy tymi pierwiastkami napotykajg sie urojone, n|
w3= i>+ i.* to winien istnie¢ takze pierwiastek wl=p — di, jezeli
spotczynniki al, a sa rzeczywiste. Rozwigzanie réwnania

rézniczkowego bedzie:
y = Ciewx-t- Coerx-i- epx [C: cos qx-'- Ctsin 172] -t- C5e“5*

| ——
3. Jezeli niektére pierwiastki beda réwne, tirj= ie2==to3= ... —w
to rozwigzanie réwnania bedzie:
y= ex[e,-H 02x + = - 1- CT,*1"-1]
-f- , CA>+H] A H---- L -

/?) Z funkcys wiktajg réwnanie.

A" 1y dy
a— | -+- «i-mr B oo ha, 11— -+-any= f(r).
dx?r: dx"-1 n_1dx n)a J o,
Catka: y= z,e"l* 22 eWX H-------—-- (-z(e'c" x
Wj, tnt, ton wyznaczajg sie podtug a); z,, z2,....zZ n wyzna-

czajg sie z réwnan:
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WokA AL YRaSK A 4 KT N =
V\q‘e >(ii4 IZG‘ i/><+ 3 dx hwae (ax Q

YA+ ot 1e } e
<1_1euxax n3 1er*$(!\/)|( h w3 le dX+l [

+ < rl1l” iXs i= 4(X)-
Jezeli y(x) jest funkcya catkowitg rzeczywista, to y przyjmuje
postac:

y=C\ ¢°'x4--Cie"* 4---mm- (- Cne*«*4- F (x),
gdzie F (x) jest funkcya catkowita rzeczywistg n~g° rzedu, w ktorej
spélczynniki wyznaczajg sie podtug sposobu spétczynnikédw nieozna-
czonych.

+/) Zo stali} wiktajaca roéirnanin.
d"y .dn~1y dy
dx" d n~ 1| <tx

Catka (por. 1., str. 86): y — 2 (Cewx) -+- —

V. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
| TEORYA BLEDOW.
a. Rachunek prawdopodobienstwa.

1. Prawdopodobiefstwo bezwzgledne pewnego zdarzenia réwna
sie ilorazowi z podzielenia liczby a przypadkéw pomysinych dta zda-
rzenia oczekiwanego przez liczbe n wszystkich mozliwych przypad-
kéw w zatozeniu, ze wszystkie przypadki uwazamy za réwnomozliwe:

a

n

w= 0 jest symbolem niemozliwosci, j»= 1 oznacza pewnos¢.

2. Jesdli prawdopodobienstwa kilku niezaleznych od siebie zdarzen
oznaczymy odpowiednio przez w,, tc2, w,....t to prawdopodo-
bienstwo, iz zdarzenia te przytrafig sie jednoczes$nie lub w pewnem
oznaczonem nastepstwie, wyrazi sig¢ iloczynem:

10— ii", Wsto, .....

3. Prawdopodobiefistwo w, iz zajdzie jedno, ktérekolwiek z po-
miedzy kilku wzajem sie wylgczajacych zdarzeA, ktérych prawdopo-
dobienstwa bezwzgledne sa odpowiednio to,, to3...., wyraza sie
suma prawdopodobienstw oddzielnych zdarzenh:

to= W 2+~ oo e
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4. Prawdopodobiefistwami wzglednemi dwu zdarzeri nazywamy
prawdopodobiefistwa otrzymane w zatozeniu, iz przy obliczaniu wszyst-
kich mozliwych przypadkéw nie brano w rachube niepomysinych, za-
réowno dla pierwszego, jako tez dla drugiego z rozwazanych zdarzen.
Jezeli wiec prawdopodobiefistwa bezwzgledne obu zdarzen oznaczy-

w, . w2
my odpowiednio przez jo,, tc2, wtedyilorazy: ~ in N ose~
beda wyrazaly prawdopodobieiistwa wzgledne tychze zdarzeh.

5. Prawdopodobienstwo w, iz z pos$réd dwu zdarzen .4 i B, kté6-
rych prawdopodobiefistwa sa odpowiednio wl, to2, pierwsze zajdzie
m razy, drugie za$ n razy, i ze zdarzenia te nastapia po sobie
W pewnym oznaczonym porzadku, wyraza sie nastepujgcym wzorem:

W= 10im!0a".

Przy dowolnemnastepstwie zdarzen wyrazasieono w sposob na-

stepujacy: (m-+-n)! N
Wi Wo .

b. Teorya btedow.

Kazde spostrzezenie potaczone jest z biedami przypadkowymi.
Kazdy btad przypadkowy mozna uwazaé¢ jako sume nieskonczenie
wielkiej liczby btedéw czastkowych, ktére, z jednakowem prawdo-
podobienstwem, moga wypas$¢ zarébwno dodatnymi, jako tez odjemnymi.

Przy tem zatozeniu prawdopodobienstwo oo pewnego btedu, zawie-
rajacego sie w granicach ¢! i A-t-dA, wyraza sie wzorem:

R.«7. ¢>=-Le-hV-clA,
yp
prawdopodobieiistwo za$ TI' be-
du, zawartego .w granicach
i A, jest:
A

ir= -4=fe-~""-dA.
Zachodzgca w tych wzorach stata h jest czynnikiem dobranym dla
kazdego poszczeg6lnego spostrzezenia i wyrazajacym stopien jego do-
ktadnoséci. Poniewaz stata ta wzrasta wraz ze $cistos$ciag, nazywamy
ja przeto spotczynnikiem doktadno$ci spostrzezenia.

Przyjmijmy y = }—/;_ e~' . oraz odnieSmy to réwnanie do pewne-
i

go uktadu spoétrzednych prostokatnych, w ktérych odcietemi niech be-
da btedy A, rzednemi za$ prawdopodobieiistwa y, to réwnanie powyzsze
przedstawi t. zw. krzywa prawdopodobiefistwa (rys. 7); 0) jest réz-
niczka pola tej krzywej, W-—polem krzywej, zawartem pomiedzy od-
cigtemi Ai i m Pole catkowite krzywej (liczone od A — — oo do
<d= 4-co) réwna sie 1. DlaJ = 0 mamy:



V. Rachunek prawdopodobienstwa. 89

20= ~ = 0,5642*= W
[/it
Krzywa sktada sie¢ z dwoéch gatezi symetrycznych wzgledem osi y, o$
A za$ jest jej niemaltyczng (asymptota). Punkty krzywej, okreslone

przez odciete 1 0,707107 _ i/ 2 (A%

h ~jf m
(liczba m oznacza liczbe btedéw) i odpowiadajgca im rzedng

2/,= 0,60853-L = 0,342198 1,
yn
s jej punktami zwrotnymi (B i /)j).

Dla kazdego spostrzezenia danej doktadnosci istnieje warto$s¢ A=r,
zwana btedem prawdopodobnym, poniewaz przy uskutecznianiu spo-
strzezen moze zaj$¢ tylez bitedéw (zaréwno dodatnych jak odjem-
nych) mniejszych od r, ile wiekszych (co do wartosci bezwzglednej).
Z powyzszego okre$lenia wynika, iz prawdopodobienstwo przytrafie-
nia sie btedu, zawartego w granicach -+-r i — r, rédwna sie ‘/z, °raz
iz rzedne krzywej prawdopodobienstwa, odpowiadajace odcietym =t=r,
dzielag na potowy pole tej krzywej, rozciggajace sie odpowiednio na
prawo i na lewo od osi rzednych.

Btad prawdopodobny jest odwrotnie proporcyonalny do spéiczyn-
nika doktadnos$ci i uwaza sie za jednostke btedoéw, z ktéra po-
ré6wnywamy inne biedy.

Mamy mianowicie:

r="°.«6«4 ™0IMi9di=0i671<9j/ig a .

w ktérym to wzorze m oznacza liczbe btedéw. (Co do znaczenia Ait
p. rys. 7 na str. 88).

Chcac sie przekonaé, czy liczba dokonanych spostrzezen byta do-
statecznie wielka, czy zachodzace przytem biedy byty rzeczywiscie
przypadkowymi, zwtaszcza za$ chcac sie upewni¢ o doktadnosci wy-
niku spostrzezen, winniSmy rozpatrzy¢ ugrupowanie btedéw co do ich
wielkos$ci, wynikajace z powyzszych okreslen:

Na 1000 spostrzezen przypada btedéw, zawartych w odstepach co0,1 r
od 0,0 do 1,0 r:
54, 54, 53, 52, 51, 50,49, 47, 46, 44, razem 500 biedow;
pomiedzy 1,0 r i 2,0r:
42, 40, 38, 35, 33, 31,29, 27, 25, 23, razem 323 btedy;
pomiedzy 2,0r i 3,0r:
21, 19, 17, 15, 14, 12,11, 10, 8, 7, razem 134 btedy;

pomiedzy 3,0r i 3,571 btedoéw;
pomiedzy 3,5r i 4,0r btedow;
pomiedzy 4,0r i 5,0r 6 biedoéw;

suma 999 bledoéw.
Z powyzszego wynika, iz nalezy uwaza¢ za niepewne spostrzeze-
nie, ktérego biad przewyzsza 5,0r.
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c. Metoda najmniejszych kwadratow.

Niech F bedzie dang funkcya pewnej liczby zmiennych niezalez-
nych X, y, z.... oraz n statych a, fi, c.... Spostrzezenia dajg nam
m warto$ci funkcyi F, odpowiadajacych danym warto$ciom x, y, z ...,
pozostaje wiec oznaczy¢ warto$¢ n statych w zatozeniu, iz m>n.

Gdyby$my w tym celu tworzyli dowolne uktady » réwnan, z po-
miedzy m danych, i rozwigzywali je wzgledem n niewiadomych sta-
tych, to otrzymane w ten sposéb uktady wartosci statych bytyby, wogé-
Ic biorac, rézne, poniewaz znalezione droga spostrzezen wartosci
funkcyi F nie sa wolne od btedéw nieuniknionych. Zadanie wiec na-
sze bedzie polegato na tem, aby wyznaczy¢ taki uktad wartosci sta-
tych, ktéry, przy uwzglednieniu m wartosci F, otrzymanych ze spo-
strzezen, jest najprawdopodobniejszy. Rachunek prawdopodobieristwa
poucza, ze w tym celu nalezy spetni¢ warunek:

2 (/i2¢12) = min.

o . _ . K H K
Jesli dobierzemy takg liczbe li, aby stosunkiy,, Jp' p '*
liczbami catkowitemi gX, g2, g3..., to warunek ten przybierze posta¢
nastepujaca:

2 (9zI2= min. dla spostrzezenn o réznej doktadnosci,
2 (/12 = min. dla spostrzezen o jednakowej doktadnosci.
Pierwszy przypadek mozemy tatwo sprowadzi¢ do drugiego prost-
szego, powtarzajac w pierwszej sumie kazda warto$¢ A tyle razy, ile
jednosci zawiera odpowiedni spélczynnik g, ktédry otrzymat miano
wag! spostrzezenia.

I. Funkcye stopnia pierwszego.

Niech funkeya F bedzie stopnia pierwszego wzgledem statych, ma-
jacych by¢ obliczonemi:

I (ix ~i~by -1—CZ -i- e ,
gdzie X, Y, Z . oznaczajg zmienne niezalezne.

Niechaj nastepnie , F2, F~.... bedg warto$ciami funkcyi F,
otrzymanemi ze spostrzezen, za$ ¢1,, A2, (J3.... bledami tych spo-
strzezen.

Jezeli wreszcie liczba ré6wnan wynosi m, liczba za$ statych n (m>n),
to najprawdopodobniejsze wartosci statych a, b, c¢.... otrzymamy
z réwnan:

2 (@Fx)= a2{gx-) h2(gxy)-t-e2 (gxz)-+-see
2 (yF'j) —a2(gyx) -f-b2(gy-)-+c2(gyz) h-—
2 (9Fz) —a2(gzx)~t-fi2{g zy)-h c2 (gz2)-i-—-—--—--
itod
w ktérych np. 2 (gyz) — 4 - “Feses
Przy jednakowej doktadnosci wszystkich spostrzezen czynnik g zni-.
ka wszedzie w powyzszych réwnaniach.
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Jesli w réwnaniu, okre$lajacem funkcye F, ktérakolwiek ze sta-
tych nie posiada czynnika zmiennego, to nalezy w ostatnich réwnaniach,
stuzacych do wyznaczenia szukanych statych, podstawi¢ 1 zamiast od-
powiedniej zmiennej.

Rozwigzania réwnan, wyznaczajacych stale, majg posta¢ nastepu-
jaca (por. str. 49):

a= A, 2(gFx)-h Fy) -t-C\2 (g Fz) -(-mes*
b— A22 (gFx)+ li22 (gFy) -+ C22(gFz) h---
c= 4 2{gFx)H-1A2 (gFy) «++ C32 (gFz) -i— e«+it d

Podstawmy w réwnanie F — ax -h by-+-cz -|- =+ najprawdopo-
dobniejsze wartosci a, li, c... ., wyznaczone w sposdéb powyzszy,
obliczmy nastepnie wartoséci F, odpowiadajgce wartosciom X, y, z . um,
uzytym przy spostrzezeniu, wreszcie oznaczmy przez Alt zI2, (I3 me e rdz-
nice odpowiednie pomiedzy wartosciami F obliczonemi i spostrzezenia-
mi, a btad prawdopodobny spostrzezen bedzie sie zawierat w granicach:

r= 0,67449 {Ii vV,
}oom—n 2{g) i, 1
a dla jednakowych doktadnosci g:
r=,0,67449
y m—n\ ym |

Mamy tutaj: 2 (gA2)= 2 (gF3— a2 (gFx) —p2(gFy) - !
oraz: 2 (A*¥)= 2(F29— a2 (Fx)- b2 (Fy)-———-
Btedy prawdopodobne statych obliczonych wyrazajg sie jak na-
stepuje:

a dlajednakowych doktadnoscij: ra—r]/Al; A rce=r|/ C3it.d.

2. Wyrdéwnanie spostrzezen bezposrednich.

Jesli wielko$¢ spostrzezona nie zalezy od zadnej zmiennej, czyli jesli
F = a,
to najprawdopodobniejsza warto$¢ a przybiera postac:
_._2{FW)...2 (Pff)
a~ 2(V) ~ 2 (9
lub przy m spostrzezeniach jednakowo doktadnych:
2(F) =
Ml

Innemi stowy: przy spostrzezeniach jednakowo dokiadnych pewnej
wielko$ci niezaleznej wartosciag najprawdopodobniejsza tej wielkoSci
jest $rednia arytmetyczna.
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Btad prawdopodobny spostrzezen r — 0,67449 jf ~ x

Btad prawdopodobny $redniej arytmetycznej r = .
7 m

3. Funkcye stopni wyzszych.

Jesli réwnania w liczbie m, okre$lajace funkcye F, sa stopnia wyz-
szego niz pierwszy, wzgledem n statych a, b, c... , to znajdujemy
przedewszystkiem przyblizone wartosci o! statych, rozwiagzu-
jac wzgledem nich n z pomiedzy danych réwnan, nastepnie za$ pod-

stawiamy :
a8 e—-e@-y c=o

Oznaczywszy dalej wartosci funkcyi F, odpowiadajace przybli-
zonym wartosciom a,, 6,, ¢, ..., i bezposSrednio spostrzezone od-
powiednio przez <I\, 02, Oi.... i-Fu F”, Fs..., oraz rozwijajac
F na szereg Taylora (przyczem opuszczamy kwadraty i wyzsze po-
tegi poprawek a, /?, ¢/....), otrzymujemy m nastepujacych réwnan
dla btedow A:

4 ==— F't-h 0, .had_o’t_f-jg’—ds)' d—OEh- .............
ua, dl/i ac,
r ° ;o dK ,$d (P, do,
2— — N2 I—aJa’—-F & Yt%ic, 72—
4s= — F3-h03-ha—-L$—— i-y———h e 11. 4.
s a <Ja, $ , abjI Y dc,

Zaktadajac réwnos$¢ wag g i positkujac sie warunkiem
2 (22t= min. lub:

if(i(Rzo. @S ’ i'(\j/IyO ud,
mozemy z ostatnich réwnan obliczy¢ poprawki a, fi, y....

Nalezy zauwazy¢, iz réwnania, stuzace do wyznaczenia a, &,y . ..,
otrzymuja sie z réwnan, przytoczonych w p. 1. (str. 90); wystarczy
tylko w tych ostatnich zamiast

a, b c.... x Y, Z..... F

» do do do
podstawié: c, Ar-.."n,

W razie potrzeb} mozemy powyzszy rachunek powtdrzy¢ kilka-
krotnie, dopdki nie osiggniemy zgdanej dokladnosci. Mozna réwniez
stosowaé te metode z pozytkiem i w tym przypadku, kiedy funkeya
jest stopnia pierwszego wzgledem statych, w tym mianowicie celu, aby
zbyt wielkie liczby F zastapi¢ mniejszemi F — O.
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VI. GEOMETRYA ANALITYCZNA.

A. Punkt | prosta &hbtaszczyznie.

W wywodach ponizszych przyjmujemy prostokatny
uktad spoétrzednych.

1. Niechaj x, y i x0, ya beda spdtrzednemi dwéch punktéw, kto-
rych odlegto$¢ wynosil, dalej a niechaj bedzie katem nachylenia pro-
stej | wzgledem kierunku dodatnego osi odcietych (0$ X), to mamy
zwigzki:

[— 1 (*— X0y —+(2/ — 20)2;

L y sin «.—-»—L>9

2. Jezeli krese |, wzieta w kierunku od punktu (a0, y0 do punktu
(> \)> podzielimy w stosunku 1: n, to, oznaczywszy przez 2],
sp6trzedne punktu podziatu, otrzymamy:

x-\- nx0 y -+ ny0
"1 1-f-n Vi'~ 1-h »
3. Rownanie prostej.

Wogéle prosta wyznacza réwnanie stopnia pierwszego o 2-ch nie-
-wiadomych:
Ax By -f-G 0.

Wszystkie zatem punkty, ktérych spoétrzedne czynig zado$¢ te-
mu samemu réwnaniu stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemir
lezg na jednej prostej.

Jesdli kat nachylenia prostej do osi X wynosi a, tak ze tga = ;%
i prosta ta odcina na osi y krese b, to réownaniem jej bedzie:

y= mx -f- b.
X = a réwnanie prostej, rownolegtej do osi vy,
y " n ” n »
y= mx ” , przechodzacej przez poczatek spéirzednych.

Prosta, przechodzacg przez dany punkt (xIf ?/i) przedstawia réw-
nanie:

y —yi — m{x — xl),
prosta za$, przechodzaca przez punkty (illyl) i (x2, y2) rédwnanie;

X,y 1
albo *1.2/1, 1 = 0.

*2,2/2, 1

A

12~ 31 32—+
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Jezeli prosta odcina, liczac zawsze od poczatku spdirzednych, na
osi x krese «, za$ na osi y krese b, to jej rownaniem jest:

+ 1.
a b
A . . c G . A
Ogolnie zachodzi zwigzek: a — ---—-- J, b= ——im= —-g-

4. Rownanie prostej, prostopadtej do danej kresy | w drugim jej
konicu, jesli pierwszy koniec opiera sie o poczatek spdtrzednych, a po-
chylenie kresy ku osi X wynosi a, brzmi:

x cos a-t-ysina— 1= 0. (Posta¢ normalna réwnania prostej).

Gdy zamiast dtugos$ci |, wiadomym jest punkt (*,, yt) prostej, to
réwnaniem jej jest:

(x —aM)cosa-t-(y—yXsina= 0,
Albo, jes$li punkt xit yi jest wtasniedrugim koricem odcinka I:
(x— xt) xl-h(y —yi)j/i= 0.
5. Dla nadania réwnaniu prostej
Ax-hBy-4- C= 0
postaci normalnej, nalezy wstawi¢:

a . . (0]
COS O==-— = SiN &= ---mmmmmmmmmees e i=
Ya2-+b - + Yaa jp + YA2-+B-

przyczem znak pierwiastka trzeba wszedzie bra¢ tak, aby i byto do-
datne.

6. Odlegtoscia p punktu (xu y{) od prostej, wyrazonej przez réw-
nanie w postaci normalnej, jest:

p — + (Xicosa-4-j/,sina — 2,

przyczem nalezy bra¢ znak dodatny albo odjemny, zaleznie od tego,
czy punkt (xy, j/,) i poczatek spétrzednych lezg po réznych stronach,
czy tez po tej samej stronie proste;j.

7. Réwnanie prostopadtej, poprowadzonej z punktu (x,, Y™ na
prosta: AXx -+ By =~ 0= 0,

jest: y -y l=-~(x —=*).

8. Jezeli Ax~h By -+ 0= 0 i mlx-(-Btx+ 67=0
sg réwnaniami dwéch prostych, to réwnaniem kazdej prostej, przecho-
dzacej przez punkt przeciecia sie tych dwéch danych prostych, bedzie:

Ax-hBy+ OH-fc(/ljZ-t- Ay-t- C,)=0,

tub: (jI -h Jk@j) x -f- (B -+-kBi)y -t- 0 kC= 0,
w ktorych to wzorach k oznacza liczbe dowolna.

9. Kat (p, utworzony przez dwie proste, wyrazone réwnaniami nu-
meru poprzedniego (8), otrzymujemy ze zwigzku:

AAi + BBt
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Proste to sa rownolegte (ip= 0)je é‘l II = J~; sg natomiast do
: i
siebie prostopadte {cp= 90°), jezeli A At-I-BBt= 0.
10. Dwie proste réwnolegle przedstawiamy zatem réwnaniami:
Ax-hBy+t C= 0 i k(AxJSpy)-h C~O;
a dwie proste prostopadle na sobie réwnaniami:
Ax-\~By-i-C=0 i h(Bx — ™% -f- C, ==0.
11. W razie, jezeli réwnania prostych dane sa w postaci:

Yy = MmX e+e b, y—iix -h hlt
to musza zachodzi¢ zwigzki W przypadku réwnolegtosdci:
m— »i,,
w przypadku prostopadtosdci:.
mm, = — 1.

12. Réwnanie prostej, przecinajacej proste y — mx -1- b w punkcie
(*i, 2/i) pod katem ip, jest:

13. Katy dwéch prostych (danych przez réwnanie ogélne nume-
ru 8) przepotawia prosta o réwnaniu:

AX By C Aix B,y -t- O\ ~

J/A2-)- B* ¥ -4,--h A2

14. Przeksztatcanie spotrzednych.

Oznaczamy, przez X, Yy spbirzedne wzgledem uktadu pierwotnego
osi prostokatnych, za$ przez x', y' wzgledem nowego.

a) Przesuniecie réwnolegte uktadu osi spotrzednych. Jezeli
f, g sa spotrzednemi nowego poczatku spétrzednych, to:

x —f-hx'; y—g-i-y".

P) Obroét uktadu osi dokota poczatku sp6trzednych. Jesli a ozna-
cza kat, ktory przebiedz musi o$ pierwotna dodatna X, by przez obrot
ku dodatnej osi y zaja¢ potozenie nowej osi dodatnej X, to:

X —X'cosu—y'sina; y—X_sina-+Yy'cosa.

y) Przy rbwnoczesnem przesunieciu i obrocie nalezy odpowie-
dnio powigza¢ wyrazenia pod a) i 0).

%) Przeksztalcenie spotrzednych réwnolegtych na biegunowe.
Niechaj r oznacza promieh wodzacy, a ip kat biegunowy, jezeli nadto
biegun wpada na poczatek sp6irzednych, a o$ biegunowa na dodatng
0$ X, to bedzie:

X = rcosip; y= rsin<gp '
Jesli x, y sa spoirzednemi uko$nokatnego uktadu osi, o kacie oo, to:
% rsin (W'tw) 7 lSIn7W
sin m ! sin 0. :
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e) Przeksztatcenie spotrzednych biegunowych na spoétrzedne
réwnolegle. Zachowujac znakowanie jak w 6), mamy dla osi pro-
stokagtnych:

Cosffi> = —
r

a dla osi ukosnokatnycti:

. ysino = ——--—
cos P= - , Smip = — , r= yxt-hy--h2xy cos co.

B. linie krzywe w plaszczyzZnie.
(Krzywe ptaskie).
a. Twierdzenia ogb6lne.

1. Krzywa ptaska, w odniesieniu do ukfadu spotrzednych réwno
legtych, przedstawia réwnanie:

B .s 8 F (X,'j)= 0.
Rozwigzujac to rownanie wzgle-
dem y, otrzymujemj' jedno lub
kilka réwnan postaci:

y=f(x),
ktére wyobrazajg tylez tacznych
lub odrebnych gatezi krzywej.

To samo odnosi sie ido row-
nania Krzywej ptaskiej w spo6t-
rzednych biegunowych:

F (r,(p))—0 albo r= f (9.

Czesto dla obliczenia dogo-
dniej przedstawi¢ krzywa za po-

$rednictwem pomocniczej zmiennej niezaleznej t w postaci
dwdéch réwnan (np. cykloidy):

* = %UE®NVI
wzglednie: r= <\, Om(:NJ;gei/)i

2. Kat t7 jaki tworzy styczna (wzieta w kierunku ku dodatnym
z dodatng osig X (rys. 8), okresla sie dla osi prostokatnych ze
zwigzkow:

-

sinz = dy cos do; dy
T ods’ *ds’ dx’

gdzie rézniczka tuku jest:
ds= = ]/dx2-4-dy-,

pierwiastkowi temu, przy wyznaczaniu wielko$ci sin % i cosf, trzeba
nada¢ znak uzgodniony ze znakiem, jaki wypadnie dla tgT.
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3. Oznaczajac przez u (rys. 8) kat pomiedzy styczng, wzietg w kie-
runku rosnacego (p, a dodatnym Kkierunkiem promienia wodzgcego 3,
bedziemy mieli:

r «dtp dr r «dtp
o =i cosu= —t—f U= - g
Rézniczka luku:
= + JtZ®R— r- mdcp2,
przy wyznaczaniu wielko$ci sin u i cosu, otrzymuje znéw znak

uzgodniony ze znakiem, jaki wypadnie dla tg u,
4. Rownanie stycznej w punkcie (*, y) krzywej brzmi:
= - %) albo || ®@_ =0,
przyczem ¢, 3 oznaczaja spdlrzedne biezace stycznej. Znoszac nawias
we wzorze ostatnim i zaktadajac:
i)F

dx ~ )y

otrzymamy dla krzywych n-g° stopnia:

. HE)=1.MAt. -0

w ktéorym to wzorze F” oznacza wyrazy jednorodne wymiaru
funkeyi F.
Styczna PT (p. rys. 8=y = %-9j/ LH-(-)f
Podstyczna . . . . V'T=y~~"
Styczna biegunowa P 20= ~ = rjfi -t-r3f~j~rj n
. 2. (1D n
Podstyczna biegunowa O To= — -—rl-°
«
5. Réwnanie normalnej w punkcie (a, y) dla spdlrzednych prosto-
katnych, jezeli przez e, y oznaczymy spdlrzedne biezace, bedzie:
(I x s ~NE HF, A
v~v= “ TT7%h$ - x) albo 17, x> i (> 2N)= °-
Normalna PAr (p. rys. 8) = y =Yj/ 1+ "
Podnormalna. . . . [I>jsT= .
! J ydx

Podrecznik techniczny. T. I
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Normalna biegunowa PiNO= -~ = jf/

Podnormalna biegunowa ON Q=

6. Kierunek zaniku krzywej, t. j. kat kierunku jej punktéw nie-
skoniczenie odlegtych, czyli jej punktow zaniku, mozna oznaczy¢, od-
noszac dang krzywa do spolrzednych biegunowych i szukajac kata (p,
odpowiadajacego wartoéci »= oo. Jes$li krzywa jest algebraiczna, wg®
stopnia, to nalezy najpierw podzieli¢ jej réwnanie, przez najwyzsza
potege wielko$ci r. W tym celu pisze sie jej réwnanie w postaci:

* (5 y)= N e | 'n—N\emm)'n—2H-—— A Pt+ 'FO3=0,
w ktérej FN oznacza wyrazy jednorodne k-g° wymiaru funkecyi F (X, y).

7. Niemaltycznemi (asyniptotami) krzywej sa styczne w jej punk-
tach zaniku, t j. w jej punktach nieskonczenie odlegtych. Roéwnanie
stycznej odnosimy do spélrzednych biegunowych, np. przez podsta-
wienie w jej réwnanie zamiast sp6lrzednych (z, y) punktu styczno-
$ci jego spoélrzednych biegunowych (r, ip). Réwnanie to dzielimy przez
najwyzsza potege wielkosci r, poczem, zaktadajagc r — oo i podsta-
wiajac kolejno wartosSci < dla kierunkéw zaniku (podtug 6-8» obliczo-
ne), otrzymujemy réwnanie niemaltycznych.

8. Dwie krzywe, posiadajace jeden punkt wspélny, stykaja sie ze
sobg stycznoscig k-go rzedu, jezeli k pierwszych pochodnych:

_dy <Py __ _
dx ' t/a2’ ,ixk
ma w tym punkcie dla obu krzywych réwne wartosci.

Przy 'styczno$ci rzedu parzystego, krzywe w punkcie wspélnym
przecinaja sie; przy stycznosci rzedu nieparzystego stykaja
sie bez przecinania sie. Zazwyczaj Styczna krzywej styka sie z nig
stycznosciag 1-B»rzedu, koto krzy wos$ci (patrz 9j stycznosciag 2-g° rzedu.

9. Kotem krzywosci krzywej w punkcie (a, y) jest koto, ktérego
obwéd posiada z nig styczno$¢ 2-g° rzedu, czyli 3 punkty wspdine.
Srodek tego kota, czyli t. zw. $rodek krzywoéci, jest punktem
przeciecia sie dwéch nieskoriczenie blizkich normalnych, wykre$lonych
w punktach (x, y) i (x-h dx, y -t- <ly). PromieA krzywos$ci o dla spét-
rzednych prostokagtnych wyraza sie wzorem:

dt dny d2y
dx* dx-
dl 6lrzednych bi h jast: O 4s =
a S?O rzedanyc |eE)unow¥c natomiast: — ?X_ dé—p——:ﬁ-d-u
L e . L irrde
du otrzymuje sie przez zr6zniczkowanie wyrazenia: ;i= arctg dr

(patrz powyzej 3.).
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Krzywos$cig krzywej nazywa sie jedno$é podzielona przez g, czyli
,warto$é¢ odwrotna“ promienia krzywosci.

10. Spélrzedne X, Y Srodka krzywosci dla punktu (c y) wy-
zZnaczamy ze Wzorow:

ihi .r dx
A::X_'od_s_' b=y+o - d$
dy
( / dsy i
albo: X \dx) Ay’ ~ y >TAdx)  dry
dx2 dx2
alb® : A = dy dx
albo:A'= X — qgsinr , Y —y-t-gcost .

11. Rozwinietg (Ewoluta) danej krzywej jest krzywa, bedaca
miejscem geometrycznem jej $srodkéw krzywosci; krzywa dana wzgle-
dem rozwinietej jest rozw ijajaca (Ewolwcntg).

Rownanie rozwinietej znajdujemy przez wyrugowanie zmien-
nych x i y z réwnania danej rozwijajacej i powyzszych wzoréw na
X i Y, uwazajac w otrzymanem w ten sposéb réwnaniu X i Y za
zmienne:

Kazdy promien krzywosci jest normalng rozwijajacej, a jednocze-
$nie styczna do rozwinietej.

Dtugos$¢ luku pomiedzy dwoma punktami rozwinietej jest row-
na réznicy przynaleznych tym punktom promieni krzywos$ci rozwija-
jacej. Stad wynika, ze koniec nitki zupetnie gietkiej, lecz nieroz-
ciagliwej, a nawinietej na rozwinieta, opisuje rozwijajaca, jesli sie go
odwija z rozwinietej, naprezajac go stale w kierunku stycznej.

Odwrotnie znajdujemy, przy danem réwnaniu F (X, Y)= 0 roz-
winietej, réwnanie rozwijajacej z nastepujacych zwigzkéw:

X=X ~S~, y—Y S , F(X,Y)=0,

w ktérych (A', Y) oznacza dowolny punkt rozwinietej, a S dtugosc
jej tuku az do tegoz punktu, liczong od punktu,'z ktérego rozpoczy-
na sie odwijanie.

12. Krzywa jest wklestag w kierunku dodatnej osiy, gdy 0,
jest za$ wypukta, gdy ~-~<o0. W nkcie, dla ktérego —
J z ypuKktg, gdy (Ix pu 1 [ (Ix
(huv . .. .
podczas gdy ~ 0, krzywa zmienia swéj ksztatt z wklestej na wy-

pukta, lub odwrotnie. Taki punkt nazywa sie punktem zwrotnym,
a znajdujemy go przez rozwigzanie réwnania: -j—% — 0. O ile za$ pier-

wiastki tego réwnania jednoczes$nie czynig zado$¢ wszystkim nastepnym:
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BV n dy_n cfy n i+l
dx3 °* rfrx -t ] ° dx*4 ~ o

’

to badany punkt tylko wtedy jest punktem zwrotnym, gdy k jest liczba
parzysta. Woéwczas bowiem styczna posiada (z powodu 8.) z krzywa
stycznos$¢ rzedu parzystego, przecina jg zatem wpunkcie stycznos$ci.
Jezeli natomiast k jest liczbg nieparzysta, tostyczna w danym
punkcie posiada z krzywga styczno$¢ rzedu nieparzystego, a wiec jej
nic przecina, a punkt dam' nie jest punktem zwrotnym.

Dla punktu zwrotnego o= cc.

10. Punkt krzywej jest punktem podwdéjnym, jezeli sie w nim prz
cinaja dwie jej gatezie. W tym razie zawsze ilos¢:
dx dx ' dy

przybiera posta¢ nieoznaczong -y (por. str. 71\ a zatem muszg jedno-

cze$nie obowigzywaé¢ réwnania:

Ostatnie réwnanie dla krzywej stopnia nSO mozna w punkcie podwoj-
nym przeksztatci¢ (jak to juz zrobiono w ustepie 4.) na nastepujace:
1/'V-14-2 N -2 s H(- 1) F, -Hu FO0==0.

Obie styczne w punkcie podwéjnym znajdujemy, rozwigzujac wzgle-

dem tgT roéwnanie:
*Ft’zt 2 Ftv1.TF 0
+ B -7 = 0.
dyi 9 g)?-dy g C(I;—
Jezeli rozwigzanie to doprowadza do dwo6ch réwnych pierwiastkow,
to obie styczne wpadaja na siebjp, a punkt podwéjny nazywa sie wte-
dy ostrzem. Jezeli oba pierwiastki réwnania sa urojone, to mamy
do czynienia z punktem odosobnionym lubsprzezonym, w kté-
rym krzywa nic posiada stycznych (rzeczywistych).
14. Wielko$¢ pola zawartego:
a) pomiedzy krzywa, osig odcietych i dwiema rzednemi ya, y, od-
powiadajgcemi odcietym: Xg, X wynosi:
X

F=1ff(x) dx;

>?) pomiedzy krzywag i dwoma promieniami wodzacymi rOir, od-
powiadajacymi katom biegunowym <0, (p. wynosi:
\Y

= v F r wdtf.
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15. Dtugosé luku i krzywej, zawartego pomiedzy dwoma punkta-
mi odpowiadajagcymi odcietym »>i X, wynosi:

x0 x0
Przy spétrzednych biegunowych natomiast bedzie:

1* AN 1 AN

Vé '

16. Krzywe obwijajace. R6j krzywych, t.j. ukfad krzywych przed-
stawiony réwnaniem:

y,P)= 0,

o parametrze p, zmieniajagcym sie ciagle, moze by¢ obwiniety przez
pewna, nowa krzywa, noszacg nazwe obwijajacej dany roj krzy-
wych. _Réwnanie obwijajacej otrzymujemy przez wyrugowanie para-
metru z dwéch réwnan:

Jezeli podobny réj krzywych okreslamy réwnaniem: F (z,y,p, q)=0
z dwoma zmiennymi parametrami p i ¢, powigzanymi warunkiem
P (p, 9= 0, to otrzymamy réwnanie obwijajacej, rugujac p i g
z trzech réwnan:
dF dep dF dtp

TpTar~"Tp' Iry>P>D = -, <PiP,q) = °-
17. Trajektorye. Krzywa, przecinajaca prostopadle kazdg z roju
taywy.h, - ,,(w ) = o.

o parametrze p, zmieniajgcym sie ciagle, zowie sie trajektorya
prostopadta danego roju krzywych. Roéwnanie rézniczkowe tra-
jektoryi, ktérej spélrzednemi niechaj beda e, W), otrzymamy, rugujac
p z réwnan:

C||7 i ¢ F .

cag~ dv:dl —
Wobec dowolnosci statej catkowania, catkujac réwnanie powyzsze,
otrzymujemy caty réj trajektoryi.

). ,,Przeciecia stozkowe* czyli ,,stozkowe* .

1. Ptaszczyzna potudnikowa Al, t. j. ptaszczyzna, przechodza
ca przez o$ obrotu stozka kotowego, prostego, przecina ptaszcz stoz-
ka w dwoéch jego tworzacych i S2; wierzchotek stozka oznaczymy
przez i. Inna ptaszczyzna A’, prostopadta do ptaszczyzny Al, przecina
ptaszcz stozka: 1) wedtug elipsy, jezeli li przecina .V, i iX2P° tc) samej
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stronie, liczac od wierzchotka s; 2)wedtug paraboli, jezeli E jest réwno-
legta do £ tub $2<3):wedtug, hyperboli, jezeli Ii przecina 5, i S,
po réznych stronach, liczac od wierzchotka S, to zn., ze jedne z two-
rzacych lub iSfa przecina dopiero w jej przedtuzeniu po za wierzcho-
tek. Dlatego tez trzy krzywe te nosza nazwe przecie¢ stozko-
wych. Jezeli w przypadku 1) ptaszczyzna li jest prostopadia do
osi obrotu stozka, to elipsa staje sie kotem. W przypadku 3) ptasz-
czyzna réwnolegta do li, lecz przechodzaca przez s, przetnie ptaszcz
stozka weditug dwoch tworzacych, ktére bedg réwnolegle do niemal-
tycznych (asymptot) hyperboli, tworza zatem ze soba kat réwny
katowi niemaltycznych (patrz rys. 11 na str. 104). Hyperbole réw-
noboczng zatem, dla ktérej a = 45° 2a==90° mozemy otrzymac
jedynie ze stozkéw o kacie wierzchotkowym >r900.

2. Jezeli punkt 1" porusza sie tak, iz kazdorazowa odlegtos¢
I'F od statego punktu F i P Q od statej prostej, pozostajg do sie-
bie w statym stosunku P F: PCl — e, to miejscem geometrycznem ta-
kiego punktu jest elipsa,'gdy ecl; parabola, gdy e= |; wresz-

cie hyperbota, gdy e> 1. Stosunek c jest liczebng mimosérodo-
woséciag danej stozkowej. Staty punkt /¢ lezy na osi gtéwnej i jest
ogniskiem stozkowej; stata prosta za$ jest prostopadia do tejze osi
gtéwnej i nazywa sie kierownicg. Dla kota jest F jego $rodkiem,
kierownica lezy w nieskoriczonosci, a e= o.

3. Réwnanie og6lne stozkowych w spétrzednych réwnolegtych ma
postac:

x2-+-2 a,2Xy -h a,,?/2-1- 2 a, X -1- 2 a2y -1- «0== 0,
i przedstawia elipse, parabole, lub hyperbole zaleznie od tego, czy
jego wyroznik (o, ait—<r|2) jest dodatny, réwny zeru, lub odjeinny.
Ogdblne réwnanie paraboli bedzie zatem:
(ax-\-by -t-c)2-+ Ax -t-By + C = 0.
4. Srodek elipsy, lub hyperboli, znajdujemy jako punkt przeciecia
sie prostych:
an x -i- fif2y -I- «, = 0; al2x -+ a2y -+ <42==0.
5. Jezeli: au x2-t-;2alRxy rt- <2y2= k
jest réwnaniem, odniesionem do $rodka elipsy, lub hyperboli, w spoi-
rzednych prostokatnych, a
9ixn”™ g2yri= k
réownaniem, odniesionem do osi gtéwnych, to kat rp, o ktéry musimy

obréci¢ w kierunku dodatnym pierwszy uktad osi spdirzednych, by
wpadt na osi gtowne, okresla sie.wzorem:

gXi g, oznaczy¢ mozna z dowolnej pary réwnan ponizszych:

d 4+-9i ~ «11+m2| M9 —1 «@2—is;
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_an —a>2__ 2uu
N cos 2 ip siu2ip’
czyli jako pierwiastki ré6wnania kwadratowego:

(“u— ) («22 —g-)ﬂ-,z —0

«u -H a2 nazywa sie¢ niezmiennikiem réwnania stozkowej.

6. Warunkami na to, aby réwnanie przedstawiato koto, s3:
flI5= 0; «u =n 2 i réwno$é znaku ilosci: «u i k.
i. Koto.
Réwnania:

1. Réwnanie ogdélne (rys. 9):
(- a)2-h (i— b2= r2
2. Réwnanie $rodkowe, t. j. poczatek
sp6lrzednych w $rodku kola:
x1-4y- — rx
3. Réwnanie wierzchotkowe (poczatek
spblrzednych na obwodzie kola, a 0 X
$rednica):
if-= x@2r —x).
4. Réwnania biegunowo dla osi O (rys. 9):
Q* — 2Qf cos<o-t-.12= p2.
Obwody i pola kot patrz str. 2 i nastepne, pola wycinkéw i od-
cinkéw kota patrz str. 36 i 37 i rozdziat VII dzialu niniejszego.

2. Elipsa i hyperbola.

Do elipsy (rys. 10) we wzorach ponizszych odnoszg sie znaki gér-
ne, do hyperboli (rys. 11) znaki dolne.
1. Réwnanie $rod- R*s- 10-
kowe. Odnoszac row-
nanie do osi gtow-
nych krzywej i ozna-
czajagc potosi: OA—ii
i Oli (wzglednie AD)
= ft, otrzymamy réow-
nanie :

lub: i — - — i (a2— k2 .

2. Réwnanie wierzchotkowe. (Poczatek spélrzednych w wierzchot-
ku /I[ na osi *j:
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a 2
3. Ogniska F i FI leza na osi x w odlegtosciach od O:

OF = OFi==%

+J,2=2b x- b"N = fo- R
J a a

Dla elipsy BFABF.,— OA —a, dla hyperboli OF— OI\— OD.
Stosunek: —
OF T/V=p:2 . | OF 1
oA T TTTFTTT eT sine wagl g B sy

nazywa sie liczebng mimos$rodowos$cia stozkowej.

Rys. 11. 4. Promienie wodza-
Ce, z obydwu ognisk do
dowolnego punktu stoz-
kowej sa:

r= + («— ex),

rL= a-t- ex.
Dla elipsy ich suma, dla
hyperboli za$ ich rézni-
ca jest stalg; dla elipsy
bedzie zatem:

Y Sf- 27 == 2ii,

z czego wynika wykre-
$lenie elipsy zapomoca
nitki; a dla hyperboli:

r—r, = = 2a.

5. Rzedna w ognisku:

6?
/>= £ a(l—e2)= a

Wielko$¢ 2j> nazywa sie parametrem stozkowej.

6. Srednicami sprzezonemi zowia sie dwie $rednice, z ktéryc
kazda przepolawia wszystkie cieciwy réwnolegle do drugiej. 'Styczne
w koncach jednej Srednicy sg réwnolegte do $rednicy z nig sprzezonej.

Jezeli dwie takie S$rednice: 2 alt 2 hi tworza z osig gtdwnag katy
ostre: «, $ (rys. 16 na str. 108), to:

a-+ %2= a\+x b\ ab= 0j sin(a-+-#); ~ =) tgatg#.

Réwnanie obu gatunkéw stozkowych, . odniesione do dwéch S$rednic
sprzezonych, jako do osi spétrzednych ukos$nokatnych, brzmi:
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7. Rownanie styoznej w punkcie (X,y):

. . . . . C—# )—y
Réwnanie normalnej w tymze punkcie: ' — — .

Przytem g i oznaczajg spO6trzedne biezace.

Styczna i normalna sg dwusiecznemi katéw pomiedzy obu pro-
mieniami wodzacymi.

8. Hyperbola zbliza sie coraz bardziej swemi w nieskohczono$é
siegajacemi gateziami do swych nlemaltycznych (asymptot), t. j. do
obu prostych — = -|- = 0, nie dobiegajac jednak do nich w skon-

czonos$ci. Kazda niemaltyczna tworzy z osig x taki kat a, ze: tga= b:a.

Dowolna prosta ii S (rys. 11), przecinajaca hyperbole i jej nie-
maltyczne, ma réwne odcinki (kresy) CIll i RS miedzy hyperbolg
a niemaltycznemi, z czego wynika sposéb wykre$lenia hyperboli, gdy
sg dane: obydwie niemaltyczne i dowolny punkt hyperboli, np. C.

Krese, odcietg przez niemaltyczne z prostopadtej do osi gtdwnej,
kazda gatez hyperboli dzieli tak, ze iloczyn cze$ci jest staty i rowny V.

Krese, odcieta przez gatezie hyperboli z réwnolegtej do osi gtow-
nej, kazda niemaltyczna dzieli na dwie cze$ci, ktérych iloczyn jest
staty i rowny u2

Krese, odcietg przez niemaltyczne ze stycznej do hyperboli, punkt
stycznosci dzieli na dwie réwne czesci. Pola trdjkatéw, wytworzo-
nych przez dowolng stycznag i obydwie niemaltyczne, sg state i row-
ne ab.

Jezeli dla dowolnego punktu 'Ci kresy (7, U i (', V sa réwnolegte
do niemaltycznych, to:

c\u- a, v~ vi(a--H-b).
Réwnanie hyperboli, odniesione do niemaltycznych, jako osi spot-
rzednych, prosto- lub ukos$nokatnych, jest:
X'y'= of, (a2e+e fi2).

9. Dla dowolnego punktu .0 (x,y) (p; rys. 10 i 11) bedzie:

Styczna Cc1 = |/t (a2-

Normalna CN == I/ (a* — e2x!).

a2 b-
Podstyczna — tPodnormalna xQ = ~-~ x.
10. Hyperbola réwnoboczna.

Réwnanie odniesione do osi gtownych: ** —y-= a-
Réwnanie odniesione do niemaltycznych: x'y' —
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Param €tr e 2p —2a. _

Nadto M amy ..o . .a= by e— 1/2\ a= 45°.
Niemaltyczne sg zatem do S|eb|e prostopadle Wykreslenie hyperboli
ré6wnobocznej patrz dziat VII rozdziat Ill, maszyny parowe.

11. Promien krzywos$ci w punkcie C (rys. 10 i 11):

uh sinl FQJTT~  sinju
Wykreslenie (rys. 12): Wykre$l normalng CG punktu C, oraz
prosta tU7 ,przez ognisko /«, dalej G li prostopadle do GC i 11K
prostopadle do CH, a punkt A' bedzie $rodkiem krzywosci.
W wierzchotku .1 pro-
mien krzywosci elipsy i hy-
perboli jest:

osz—aA;

Kys. 12.

w wierzchotku B elipsy pro-
mien krzywos$ci wynosi;
Bjv=
TT
Srodki krzywosci Al i A’
wierzchotkow elipsy otrzy-
mujemy (rys. 12) jako prze-
ciecia osi gtéwnych z pro-
stopadta do BA, wyprowa-
dzong z punktu D.

12. Réwnania biegunowe stozkowej, odniesione do ogniska I’, ja-
ko bieguna i do osi gtéwnej PA, jako osi biegunowej (rys. 10 i 11)
jest:

,. = P =+ «U-g23)..
1 -+-ecos (f 1 -+-ecosq
13. Pole. Dla elipsy (rys. 10):
Xy ab X
Pole OBCQ-. [ l2 arc sin Y
Pole catej elipsy: :rab.
Dla hyperboli (rys. 11):
ab
Pole A CQ-. .;(y -2

Ostatni wyraz (odjemnik) tego wzoru przedstawia pole OCA.
irr ab ab. 2-0V
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14. Obwod

U=n

Dla obliczenia ilosci .t(a-f ii) mozna uzy¢ tablic str. 2— 21, podstawiajac o -fi = n;
mdla utatwienia obliczen ilosci V. podajemy:

‘ﬂ? N 0,1 0.2 03. ! 04 05 06 07 08 09 10
x= 10025 10100 1.0226|| 10404 10635 10922 11267 11677 12155 12732
15. Wykreslenie elipsy z danych pétosi a i b (rys. 13):

a) Zakre$l ze $rodka O trzy kola promieniami |2, a i a-t-6; na-
kre$l dowolny promien O.TGH i nastepnie przez ./ i G réwnolegte
do osi X, wzglednie y, a ich punkt

Rys. 13. przeciecia C. bedzie punktem elip-
sy, |f OiST za$ normalng tegoz
punktu.

Bys. 14.

i3 Krese prosta dtugosci «-(- #/ przesuwaj koncami po ramio-
nach kata prostego, a punkt dzielacy krese te na czesci n i b opisze
elipse.

16. Wykreslenie stycznej.

a) W dowolnym punkcie c'(rys. 10 i 11). Styczna hyperboli be-
dzie dwdjsieczna kata promieni wodzacych CF i CFi, styczng elipsy
za$ dwdjsieczna kata miedzy jednym z tych promieni, a przediuze-
niem drugiego (p. 7, str. 105).

i3) 1 punktu P zewnatrz stozkowej (rys. 14).

Zakre$l promieniem P Ft koto ze $rodka P i promieniem 2 a ko-
lo ze $rodka F, a prosta, tagczaca punkt przeciecia sie kol S z ogni-
skiem F, przetnie Stozkowa w punkcie stycznosci C.

17. Wykreslenie osi gtdwnych elipsy z danych(co do dtugosci
i potozenia) dwoch $rednic sprzezonych />1)1 — 2-«, i = 2 bt
(rys. 15). Z i spus¢ EIT A DI>\ i odetnij na nief EG — E
~ODIl=:al, a dwojsieczna kata GO G\ bedzie potozeniem jednej
osi gtébwnej. Dtugosci za$ osi beda:

0$ wielka: 2«= OGt-(- OG\
o$ mata: 2= OG{— OG.
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Albo: Wykre$sl O G jak poprzednio, a nad OG, jako's$rednica,
zakre$l koto; s$rodek jego iV potacz z punktem ji, a prosta E IV
przetnie owe koto w dwoéch punktach J i K, lezagcych na osiach
gtéwnych. Odlegtosci tych
punktéw od li sg zarazem
diugosciami podtosi gtéwnych.

Koto, przechodzace przez
C i (i,, a majagce swdj S$ro-
dek M na osi matej, prze-
cina o$ wielka w ogniskach
F i

Jezeli konce prostej OiE H
przesuwa¢ bedziemy tak, by
Gj przesuwato sie po O Gx
ijej przedtuzeniu, a llpo I) D\,
to punkt li opisze elipse z3-
dana.

Czwarty punkt harmonicz-
ny do Gi, H i G, sprzezo-
ny z punktem Il, jest $rod-
kiem krzywosci dla punktu F.

18. WykreSlenie elipsy z danych $rednic sprzezonych cd i fg-
(rys. 16).

Rys. 15.

Rys. a) Przez konce
$rednic prowadz:

i lgh ||kfi |cd, prze-
dtuz iii o lix— dh,
podziel ¢l na dowol-
ng (w rys. na 4) ilos¢
rownych cze$ci, na-
kre$§l s 3, s 2, s 1.
Punktami przeciecia
z gl niechaj beda 4,
5, 6; a proste 14, 25,
36 bedg stycznemi
elipsy.
#) Na prostej fd
(rys. 16) obierz do-
wolny punkt p, nakre$l kpn, oraz pni[ gf a prosta inn bedzie
styczng elipsy.
3. Parabola.
1. Réwnanie wierzchotkowe: yl= 2px, w ktérem 2p jest pa-
rametrem.
2. Ognisko F znajduje sie¢ w odlegtosci J F = UVtp od wierz-
chotka A (rys. 17), p jest rzedng w ognisku /. Prosta | L,, réwno
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tcgta do osi y, a przeprowadzona w odlegtosci AL — — Ilil> od
wierzchotka, lub w odlegtoéci FL'= — p od ogniska, zowie sie kie-
rownicg (por. str. 102).

Dla kazdego punktu paraboliljest: F S — EB = x -t-'/si’-

Srednica E X'(rys.
17) paraboli przepota-
wia wszystkie cieciwy
réwnolegte do stycz-
nej E Y' w koncu tej-
ze $rednicy i tworzy
z niemi kat r; $redni-
ca ta jest réwnolegta
do osi ¢4X inazywa
sie $rednicg sprzezo-
na z kierunkiem E Y'.
A wiec am = mb.

Przyjmujac E X'’
i BY' za osi spot-
rzednych, otrzymamy
réwnanie paraboli:

Rys. 17

w'2=feis— ~—x'—2p ' X'.
sm* t

4. Rownanie stycznej: M =;i(s + i). M t>T=t —
Réwnanie normalnej: V- y= - J(s - *). ) (pQr st° % $?)

Przyczem £, 1] oznaczaja sp6trzedne stycznej, wzglednie normalnej.
Styczna EIl) i normalna EG potowig kat)- FEB i F E X'. Kazdy

z katow: OH G, BED, DEF, FD E jest rowny x. Dalej DA =
AC= x; DF==/"E = F G= x-\-*zp. O$ y przepotawia krese

stycznej, ograniczong osig * i punktem stycznos$ci; zatem DM = ME
i D,Mt= MiEt.
Podstyczna L>C= 2x. Podnormalna <«G = p = const.

5. ROwnanie biegunowe, odniesione do F jako bieguna i do FA
jako osi biegunowej:

y e L.
1 -+-cos 2 cos- P
3/

6. Promien krzywosci: o= N .
Yp sm3z
Rzut promienia o na o$ X jest rowny 2 EF = 2 EB (rys. 17).
Zatem liR — */2Q Mozna tez stosowac wykreélenie promienia;) po-
dane w rys. 12 dla elipsy i hyperboli (p. str. 106). Promien krzy-
woséci w wierzchotku =p.
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7. Réwnanie rozwinietej: 27py* = 8 (x — ;»)3. Jest to parabolg
pétszescienna, inaczej' parabolag Neila zwana *).

8. Pole AEC — i/3xy, aEl)= i/3abcd. A zatem pole F. pla-.
skiego odcinka dowolnej krzywej (nieposiadajacej jednak punktow
zwrotnych i t. p. w danym odcinku) o cieciwie g i strzatce h jest
w przyblizeniu: !'" — ~3gh.

9. Diugos¢ luku AE (rys. 17):

®-E3l + 1- Inctg-|-.

Rys. 15>, Jezeli — jest matym utamkiem,

to w przyblizeniu:
R
\y/J
To samo wyrazenie ‘mozna
w przyblizeniu stosowa¢ do diu-
gosci dowolnego ptaskiego

2h
tuku, podstawiajagc — zamiast

— , oraz g zamiast y (por. 8.).

y
10. Wykres$lenie paraboli.
a) Dany wierzchotek A, AX i jeden punkt P para-
boli (rys. 18).
Rys. 19. Rys. 20.

*1 Wykreslenie parabeli szes$cienne] i p6iszescien nej potiane w dziale IV. Wytrzy-
mato$¢ materyaiiiw w ustepie o belkach statej wytrzymatosci na ugiecie.
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Kreslimy: Ali LAX w A i PB ||JAX z P. Dzielimy dalej Ali
i BP na dowolna, lecz jednakowga ilo$¢ réwnych czesci (w rys. na 8).
taczac, np. A z punktem 7 na li P, i prowadzac z punktu 7, lezgce-
go na AB, réwnolegta do AX, otrzymamy punkt przecigcia P7, he--
dacy jednym z punktéw paraboli i t. d.

/) Dany wierzchotek A i ognisko i'\'(rys. 19).

Jezeli wierzchotek kata prostego posuwa sie po A Y, a jedno jego
ramie stale przechodzi przez /”, to drugie rami¢ zawsze stanowi stycz-
ng do paraboli.

Albo (rys. 17): kreslimy CE prostopadle do osi X, t. j. do AF
i odcinamy CG — 2 -1F = p. Koto ze $rodkiem w F, a promieniem
F G, przecina prosta CE w punkcie paraboli E, a zarazem o0$ X
w punkcie D, bedacym $ladem stycznej ED.

o/) Dane dwie styczne PG i Pil, oraz ich punkty stycz-
nosci G i li (rys. 20).

Podzieliwszy PG i Pil na n réwnych czesci (w rys. na 7), otrzy-
mamy styczne do paraboli, jako proste 11, 22, 33, 44, 55 i 66.

Wykre$lenie to jest podatne' do rysowania tukéw ptaskich.

) Dane cieciwa G Il (réwnolegta do osiy) i punkt P- zatem
G, 11i P sa punktami paraboli (rys. 21).

Kre$limy 1111 i PQ pro- Hys. 2L
stopadle do Gil, dalej GPU
i Qli. Jezeli nadto poprowa-
dzimy Q, N+ G li, a @ Ii, | Qli,
to prosta (rli, natnie prosto-
padta w punkcie /',, kto-

ry bedzie punktem paraboli.
QIl jest Kkierunkiem stycznej
G T w punkcie <x. Pion M T
w $rodku M cieciwy G 11 jest
osig X, a A wierzchotkiem pa-
raboli, jezeli MA — A T. Wy-
kres$liwszy styczne G T i IIT,
mozna dalsze kre$lenie sprowa-
dzi¢ do podanego pod ¢/).

Jezeli dane sa dwa punkty paraboli Il i P, oraz potozenie osi
gtébwnej MT, to, prowadzac IIMJ_M T i przedtuzajac ja o diugosé
HM, otrzymamy punkt G, poczem mozemy postepowac dalej w spo-
sob powyzej podany.

11. Wykres$lenie stycznej do paraboli.

aj W punkcie jej E irys. 17).

Odcinamy na osi: AD — AC, albotez FD = FE, a DE bedzie
styczna.

Albo: rownolegta do osi X przez E spotka kierownice L Lt w punk-
cie B, a 0§ y przepotawia krese B F w punkcie M. Szukang styczna
bedzie za$§ EM.
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0) 1 punktu Q, lezacego zewnatrz paraboli (rys. 17).

Ze $rodka Q promieniem QF zakres$l koto, a z punktéw U i B,
prowadz rownolegle do .1X, ktére przetng parabole w E i E,. Szu-
kanemi stycznemi sa: QE i Q,EI.

c. Krzywe cykliczne (kotowe).
I. Cykloida pospolita.

1. Cykloida jest krzywa, ktéra opisuje punkt .1 obwodu kola .1B,
podczas gdy tenze toczy sie (bez $lizgania) po prostej A C.
2. Wykreslenie (rys. 22).
Hys. 22. Odetnij A <=tuko\vi ABp=nr,
podziel obydwa na jednakowg
ilo§¢ rownych cze$ci, wyznacz
punkty przeciecia 1, 2, 3 i uczyn
la=ol, 2A—fili i 3->'=clll;
a «, @ iy bedag punktami cy-
kloidy. Albo: cykloida obwija
kola zakreslone kolejno okoto
punktéw podziatlu kresy A U
jako $rodkéw, promieniami réw-
nemi kolejno cieciwom: AJ,- /111,
Sl
B. Réwnania cykloidy, odniesione do AC jako osi x i A li jako
.0si Y, sa:
X= r(p—sinrm); y= r(l — cos <f).

X —r arc cos r--—]/(zJ-—y)y.

4. Normalna w punkcie D przechodzi przez punkt stycznosci /'
prostej podstawowej AC z kolem tworzacem. PD jest normalna,
SD '1 styczng; PD = 2rsin V2(f— ¥2 ry.

5. Promien krzywosci: g= 4rsin% e — 2 j/2 ry\

0 jest wiec dwa razy dtuzsze niz normalna. W wierzchotku 6 bedzie
zatem g= 4r; w punkcie ,1 za§ Q= 0.

6. Rozwinieta cykloidy jest nietylko réwniez cykloida, lecz nawet
przystajacag do pierwotnej.

7. Pole AED= r3(&s(— 2sing 4-1,sin2 <)

—y2rx — 2y V@2r —y)y;
Mo 6 — s/2.tr3.
8. Diugos¢ tuku Al}-— Ar (1 —ico$ /2q>)'=s%r — 2 J/2r (2r —V).
Ad=-Ir.

9. Cykloida ,wydtuzona“ lub ,skrécona“ powstaje, gdy punkt two-
rzacy nie lezy na obwodzie, lecz zewnatrz, wzglednie wewnatrz,
kota toczaczego sie, w odlegtosci p od jego Srodka. Réwnania ich sg:

x=Tif—psm<f\ y —r —pcose.
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2. Epioykloida i Hypocykloida.

1. Punkt A obwodu kola, o promieniu A C =r, ktére bez $lizga-
nia toczy sie po drugim obwodzie kola, o promieniu A O — R, opi-
suje cpicykloide, jezeli obydwa obwody stykaja sie zewnetrznie (rys. 23),
a hypocykioide, gdy sie stykaja wewnetrznie (rys. 24). R promien
kola podstawowego (statego), r promien kola tworzacego (ruchomego).

2. Wykreélenie (rys. 23 i 24): Podzielmy pélobwéd kola Ali

r

i kat *1 O D — It 180° na te sama ilo$¢ réwnych czesci; wykresimy
promienie 1, 2, 3, 4 przez O i luki kotowe 5, 6, 7, 8 dokota O;
odcinajagc wreszcie ra = Kta, blLb= i <iC= 7i7, otrzymamy

w 4. a, b c, D punkty epicykloidy (rys. 23), wzglednie hypocykloidy
(rys. 24). Albo: kota ze $rodkami w punktach spotkania sie promie-
ni 1, 2, 3 z obwodem kota podstawowego, zakreslone kolejno cieci-
wami Aa, .18, Ay, sa obwinigete przez szukana krzywa.

Bys. 23. lij-s. 24.

p

3. Réwnania. (znaki gérne odnosza sie do epicykloidy, dolne za$
do hypocykloidy):

Zaleznie od tego, czy r £ R, hypocykloida R, r zlewa sie badzto
z hypocykloidg R, R — r, badz tez z epicykioidg R, r — R.

4. Normalna jakiegokolwiek punktu przechodzi zawsze przez od-
powiedni punkt zetkniecia si¢ kota tworzacego z kotem podstawowem.

Podrecznik techniczny. T. L 8
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L, L. 4r (Jl—h r)
5. Promien krzywosci: o==— %) --sin 'Yar-

Dla .4: 0= o;
dla ¢>: 0— 4r-
ii dfc2r

6. Rozwinieta jest epicykloida, wzglednie hypocykloida, podobna
do danej.

7. Pole pomiedzy 0 .4, krzywa i promieniem wodzacym jest:

r (i? ztzr)(R =ir2r) .
5 (P — sin .

8. Dtugos¢ tuku: jf= 4'r — @—c’s 72 9);

tuk

9. Réwnania krzywych staja sie algebraicznemi (przez wyrugowa-
nie ilosci <), jezeli stosunek 11 do r jest wymierny.

Jezeli r="/.,{, to hypocykloidg staje sie prosta, zlewajaca sie
ze $rednicg .4 O. Kazdy punkt, nie lezacy na obwodzie kola tworza-
cego, opisuje przytern elipse.

Jezeli r= </, hypocykloida staje sie astroidg (krzywa ,gwiaz-
dzistg“), ktérej réwnanie brzmi:

XV ,+ s'u= A i

Jezeli r= R, to epicykloidg przechodzi w kardioide (krzywa ser-
cowatg). Roéwnanie kardioidy brzmi, jezeli .4 (rys. 23) oznacza po-
czatek spoélrzednych, a A O cze$¢ dodatng osi X:

@i/2-ha;2— 21ij-)2= 414" (x- -+-y-),
albo tez w odpowiednich spdlrzednych biegunowych o i §x
0= 2R (1 -+ cos %).

Dla r = oo, kolo toczace sie staje sie linig prosta, a odpo-
wiednia krzywa staje sie rozwijajacg kola (patrz ponizej pod 3.)-

10. Epicykloidg i hypocykloidg wydtuzona lub skrécona powstaje,
jezeli punkt tworzacy lezy zewnatrz, wzglednie wewnatrz, kota
tworzacego, w odlegtosci ji od jego $rodka. Rdwnania ich brzmia:

ro\ (H=b} \
Xx— (Rt r)cosq) =r]>cos h ),

y = (V?2d=r) sin (—n — jpsin ~ - P
3. Rozwijajaca kota.

1. Kazdy punkt prostej, ktéra bez $lizgania toczy sie po obw¢
dzie kola, opisuje rozwijajaca kota. (Wykresélenie za pomoca nitki).
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2. Wykre$lenie (rys. 25): BD réwno pélobwodowi koia AB,
jako tez sam pdtobwodd, podziel na jednakowa ilo$¢ réwnych czesci
(w rys. na 4): aa jest styczng w u, o dtugosci aD — J4BD\ fib jest
styczng w p, o dtugosci 3D = 24BD it d. Wowczas A,a,b,c,D
beda punktami rozwijajacej.

3. Réwnania:
X = r0(cosv -++V sinlp); s' 2]
y — rO(sin ip — yi cos y>). D

ROéwnanie biegunowe:

4. Promieniem krzywos$ci £&w punk-
cie C jest styczna CE z punktu C do
kota podstawowego, a wiec jest on
rowny diugosci tuku kota AE.

5. Dtugo$¢ tuku A C, odpowiada-
jacego katowi y, wynosi:

Q@2 _ >Vv2
Brote: ACO="3rNp3
@ Spiralo (krzywe ,zwojowe").
I. Spirala Archlmedesa.

1. Zakre$la ja punkt C (rys. 26), poruszajacy sie z predkoscia
jednostajng po promieniu O (', gdy tenze réwniez z predkoscia jedno-

stajng obraca si¢ do statego punktu (bieguna) O. lJezeli jednemu
obrotowi promienia (360°) od-
powiada przebiezona przez C po Evs. 20.

0 C droga r0, to dtugo$¢ pro-
mienia wodzacego, odpowiadajagca
1

— obrotu, bedzie wynosita— , skad

wprost wynika wykreslenie tej spi-
rali.

2. Réwnanie biegunowe:
m(-

w ktérem > oznacza promien wo-
dzacy, a (p kat biegunowy, liczac
od OA.
3. Jezeli dla dowolnego punktu C poprowadzimy styczng C T, dalej
O T prostopadle do OC i GIS prostopadle do OT, to: pedstyczna
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. \% ) .
biegunowa o 7 — — |, za$ Podnormalna biegunowa O N =a = sta-

fej. Stad wynika sposéb wykreslania stycznej do spirali (por. nizej
spirale hyperboliczng).

4. Promien krzywosci: 2824

Wykres$lenie (rys. 26): Prostopadle do CN w N ido OC w C
przecinaja sie w Q; prosta O Q przetnie normalng CN w $rodku krzy-
wosci 3/.

rp}/1 -+- ga-t- In (P m= Ki -+ rp-)
NI/ —gp* -+- arcsinh p

w przyblizeniu (dla wielu zwojéw): *== 4
r

2. Spirala hyperboliczna.

1. Zakreslajac okoto bieguna O dowolne kota (wspélsrodkowe)
i odcinajac na kazdem z nich réwne diugosci tukéw «, w jedne
strone, liczac od osi biegunowej OB,, otrzymamy w koncach tych
tuk6éw szereg punktéw, ktédrych miejscem gcomctrycznem jest wiasnie spi-
rala hyperboliczng (rys. 27).
Réwnanie jej brzmi: rep—a.
Poniewaz dla o= cc, r staje
sie =0, to biegun O jest
punktem niedobieznym
(asymptotycznym), dokota
ktérego spirala opisuje nie-
skonczong ilo$¢ zwojow, nie
dosiegajac go jednakze.
Dla (p—O staje sie r'— 00,
to zn. prosta CCi, poprowa-
dzona w oddaleniu a, réow-

ig nolegle do osi biegunowej
OBt jest niemaltyczng spi-
rali.
2 Jezeli dla dowol

punktu P (rys. 27) popro-
G wadzimy styczng /' T, oraz

O T prostopadle do OP,aPN

prostopadle do P I, to:

Podstyczna biegunowa O T —as statej; %

] por. spirale
Podnormalna biegunowa ON = - ; i Archimedesa.

Stad wynika sposéb wykre$lenia stycznej do spirali.
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3. Promien krzywosci: g = Smb li a)S\J/u

Wykres$lenie: Prostopadta do PN w N (rys. 27) przecina pro-
mien 0 w Q, prostopadta za$ do tegoz promienia, wyprowadzona
z Q, przetnie normalng Pi\Tw $rodku krzywosci Jf.

3. Spirala logarytmiczna.

1. Réwnanie: r — aem(p.

Dla = 0 bedzie r— OA — a (rys. 28). Poniewaz dalej dla
(p= —w, r— 0, wigc biegun O jest punktem niedobieznym, do
ktorego spirala, dla odjemnych war-
toéci ip, coraz to bardziej sie zbliza,
nie dosiegajac go jednakze.

2. Styczna CT w punkcie dowol-
nym C tworzy z promieniem wodza-
cym O C kat u= a= statej, tak, ze
ctga = )i

3. Podnormalna biegunowa:

OJV= rctga= )mx

Normalna biegunowa:

7€
CjVv=)-1/T-T-72= -"—ﬂ = promie-
sm
niowi krzywosci o w punkcie C.
4. Rozwinieta spirali jest znow spirala przystajacg do danej spi-

rali, lecz obrécong wzgledem danej o kat--—----—— U

5. Pole, zakre$lone przez promiedn wodzacy r, poczawszy od
(o= — co (bieguna) do -+-(p, t. j. az do punktu C krzywej, réwna
sie potowie pola tréojkata OB O, utworzonego z promienia wodzace-
go punktu U, jego stycznej j podstvcznej biegunowej =r * :4m.

- T
6. Dtugo$¢ tuku od punktu C az do bieguna= ----- 42 wiec réw-
cos
na sie dtugosci stycznej CT az do spotkania sie jej z N~O, t.j. = CB.
e. Krzywa tancuchowa zwykta.

Zwykta tancuchowa jest linia réwnowagi nitki zupetnie gietkiej,
zawieszonej na dwéch punktach pod warunkiem, aby obciazenie nitki
wszedzie byto proporcyonalne do jej dtugosci. ' Parametrem jest h.

1. Réwnanie: y =

I
]
—_
(]
o
)
T
(]
o0
_~
1
1
>
o
o
w
=
[ <
.

1}
—
—~
.
>
~
~
-
~
I

1) = harcoshf -«
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Poczatek spotrzednych lezy o h=M O nizej od najnizszego punktu
M tancuchowej KK' (rys. 29).

2. Kat t, ktérj- tworzy styczna UP w dowolnym punkcie P z (po-
zioma) osig X, okres$la sie z wzoru:

Rys. 29. tST _‘dhx- msinh -

- (1 — 1: cosV= — n
i 1]

Wprowadzajac T jako zmienng nieza-
lezng, otrzymamy ponizsze dwa réwnania
tancuchowej:

1 -+-sin x
x= hin th Intg

harsinh (tgz); ymn s T
3. PromieA krzywos$ci w punkcie P
jest réwny, lecz przeciwnie skierowany
jak normalna w punkcie 1 mierzona

od P az do osi X, t j.'=='l:—3= —h— .
4. Pole OMPT wynosi:
F — — e~ = A3sinh - li2tgyz—h y- — h-.
5. Dtugos¢ tuku M P jest:.
— lisinh — = litgt — yy» —li*— P U— OD,

jezeli TU i MD sa prostopadle do P U.

chin [§M 1 T :harsinh~h—

Tablice funkcyi hyperbolicznych cosh i sinh (p. str. 32 i31) daja
wprost wartosci rzednych, wzglednie diugosci tukéw tancuchowej dla
parametru h — 1.

6. Rozwijajgca. [Traktorya Huyghensa (czytaj Hojensa),
krzywa antifrykcyjna). Jezeli wierzchotek M jest poczatkiem roz-
winiecia, to réwnanie rozwijajacej (rys. 29) brzmi:

fis
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zaleznie od tego, czy y (rzedna rozwijajagcej) jest dodatna lub od-

jemna; albo tez: x —h (tgh >— ), yn przyczem gpozna-

,

cosh
cza pewnag zmienng niezalezna.

W powyzszem h jest stata diugoscia UT stycznej od krzywej
az do osi X (rys. 29) — MO. Traktorya posiada zatem te wtasci-
wos$¢, ze diugos$¢ stycznej pomiedzy krzywa i osig odcigetych jest
wielko$cig stala. OS$ ta jest niemaltyczng czterech gatezi, z ktérych
sie sktada traktorya. Rozwinieta traktoryi (por. str. 101) jest tancu-
chowa KM K'. P jest $rodkiem krzywosci; g— P U (p. wyzej).

Luk M U = hin[y:l).

7. Jezeli 2 L oznacza dtugos¢ tancucha, 2 1 odlegto$¢ pozioma,
2 b odlegto$é pionowa jej punktéow' zawieszenia, to znajdujemy para-
metr 4, poczatek spéirzednych, a przeto i najnizszy punkt tancucho-
wej, jak nastepuje: Przez probowanie okre$lamy, przy pomocy tabli-
cy na log sinh (p. str. 32), wielko$¢ < ze zwiazku:

inh /1 — 2 .
s Q): ] —————— '—('—, wzglednie z dogodniejszego:

log sinh qp— log @@= V2log (L -+-b) ~t- ¢/, log (L — b) — log I.

Wowczas li— l:cp. Obliczajac nadto wielko$¢ y> z tghip—h:L
(p. tabl. str. 34), otrzymamy poczatek spdirzednych, jako lezacy
o L ctgh (p nizej Srodka kresy, taczgcej oba punkty zawieszenia i w od-
legtoéci poziomej — ipli od tegoz $rodka, a mianowicie ku nizszemu
punktow'i zawieszenia.

8. Jezeli oba punkty zawieszenia tancucha leza na jednakowej wy-

sokoséci, to: ' sinh L t
b=0i — "= T>
a poczatek spétrzednych lezy nizej prostej zawieszenia o
H— L ctgh oo
Kat zawieszenia d (pochylenie w punktach zawieszenia) bedzie:
i _ ltgh o
% ~~ L<P

f. Réwnania kilku innych krzywych.

Krzywa Spétrzedne prostokatne Spotrzedne biegunowe
. 3 asin2m
1. Cysoida. y-(@a—x)= x cos @
2. Lemniskata. (X2-1 222 — «2(i2— y~) r= a\Vcos 2 cp.
h
3. Konchoida. SV (Y — 6)2 = P _
onchoida (x20-y*) (y —6)2= ahf « oS
- 3 asin gpcos @
4. Lis¢ Kartezyu eovl=
sza. x3-+-yl= 3axy sin3cp-h-cos3p

5. Czworolis¢. (x=-h /23— 4 aixly- r—asin2aq
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1. cysoida (bluszczowa). Dane koto o $rednicy a; w koricu statej Srednicy (osi x) da-
na styczna tegoz kota. Przez drugi koniec tej $rednicy (pqczatek spétrzednych) prowa-
dzimy dowolna ilo$¢ siecznych, az do spotkania sie z tg styczna. Jezeli odetniemy dtu-
gosci cieciw, wyznaczono przez koto na kazdej siecznej, lecz poczawszy od jej punktu
spotkania sie ze styczna, ku poczatkowi spétrzednych, to korce tych kres bedg punkta-
mi cysoidy.

2. Lemnissata jest miejscem geometrycznem punktéw, dla ktérych iloczyn ich od-
legtoéci od dwoch statych punktéw F i Ft jest statym, a mianowicie = ij3ai. Odle-

gtoé¢ FA = a) 2,

Obie gatezie krzywej, przechodzace przez $rodek kresy aY 2 (poczatek spétrzednych),
spotykaja sie w nim pod katom prostym.

Pétosig krzywej jest a. Kat pomiedzy promieniem wodzacym ,a normalng =2 e.
Dla ymax jest rp= 30", ar = a \XYf2 Catkowite polo lomniskaty = a2

3. Konchoida (krzywa muszlowata) jest miejscem geometrycznem punktéw,' otrzy-
manych na wszystkich promieniach, zbiegajacych sie w jednym biegunie P, przez- odcig-
cie na kazdym z nich pewnej statej kresy a, poczynajac zawsze od punktu przecigcia
sie promienia z pewng stata prosta, przeprowadzong w odlegtosci b od bieguna.

C. Pnnkt, prosta i ptaszczyzna w przestrzeni.

W wywodach ponizszych przyjmujenvytrzy osie sp6t-
rzednych w przestrzeni, wzajemnie do siebie prostopadte.

1. Jezeli a,y, z i x0, y0, 20 Sit spétrzednemi dwoéch punktéw,
ktérych odlegtos¢ wzajemna wynosi I\ a o, f}, y oznaczajg katy, kto-
re | tworzy z dodatnymi kierunkami osi spotrzednych, to:

| — V(X — xOH- {y — i10)2-+- (z — z0)-.
cosa = X—_j— : cos /7— L——VIO; cos z—a,
cos2a -i- cos2/?-f- cos27 = 1.

2. Jezeli krese |, wzieta w kierunku od x0, yO zO ku X, y, z, po-
dzielimy w stosunku 1 :n, to, oznaczajac przez xu Yylt st spotrzedne
punktu podziatu, otrzymamy:

y - 4 nx0 _Zl-+-»:;Jo_ _z
1— |t~ ’ JI—- 1-hn "’ 4— |-i-7°
3. Kat ¢ pomiedzy dwoma kierunkami, wyznaczonymi przez katy
“j ft 7 i «i, Pi, 7i, okresla sie z rownania:
cos ip= cos a cés 0, H- cos /9cos /2 -+s cos 7'cos 7,.
Jezeli oba kierunki sa do siebie prostopadte (p— 90°), to musi by¢:
cos 0.cos aj -h cos j9cos i3, cos7cos7,= O

4. Oznaczajac przez A, v katy, jakie prostopadta do podanych
powyzej pod 3. kierunkéw, t. j. prostopadta do ptaszczyzny kata ¢p, two-
rzy z kierunkami dodatnymi osi spétrzednych, otrzymamy zwigzki:
cos &cos 7, — cos /?, cos 7 cos 7 cos a, —COS 7, COS a

; i ; cosa = - - .
sin p .sin (p

cos/.=

cos a cos B, — cos 0. cos 8,
sin P

cosvVv —
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Najkrotsza odlegto$¢ miedzy prosta o kierunku (a, /?, w) przez
punkt (X, y, z) a prosta o kierunku (a,, ft, y,) przez punkt yi z,),
réwna sie bezwzglednej wartosci wyrazenia:

p= (i, —x)cos/ -j- i — ;/)cos -i-{z, — z) cosv.
5. Prosta w przestrzeni wyznacza sie przez dwa réwnania:
y ==mx -+- b, Z— m,x-\-bi.

Prosta, przechodzaca przez punkt (xu j/,j z,) i tworzaca z osia-

mi katy et ft, 7, wyraza si¢ rownaniami:

X—"N  _y—2 z— Z| _
cos a cos 9 cos 7
W poprzednich zatem réwnaniach jest:
cos B _ cos7?
" cosef T s«
Roéwnania prostej, przechodzacej przez punkty y,, zn
>fe, 2/2, *2), sa:
a — «i _ y—y» _s—si .
X2— y,— 2 72 — z,

6. Jezeli dwie proste w przestrzeni maja sie przecinaé¢, to warun-
kiem nieodzownym jest, aby wyznacznik czterech réwnan obu pro-
stych, sprowadzonych do postaci: mx-+-ny~\-pz-t-q=0, tozsamoscio-
wo byt réwny zeru.

7. Réwnania ptaszczyzny.

Ogoblnie biorac, ptaszczyzne wyznacza réwnanie pierwszego stopnia:

AXx-h By -1- Oz-h D = 0.
Wszystkie zatem punkty, ktérych spéirzedne czynig zado$¢ temu sa-
memu réwnaniu pierwszego stopnia pomiedzy trzema zmiennemi,
leza w jednej ptaszczyznie.
By-\- Cz-+-D = 0, réwnanie ptaszczyzny, réwnolegtej do osi x.
Ax4r Cz-r-D 0 , n n V-
AxBy-h D=0 » » , ” wow L
Ax-+- By-+- Cz=0 " " , przechodzacej przez po-
czatek spdirzednych.

8. Jezeli ptaszczyzna przecina osie w odlegtosciach a, h, o od po-

czatku spétrzednych, to réwnaniem jej bedzie:

+ + £ + b = i

a o] c
X=.a, réwnanie ptaszczyzny, réwnolegtej do ptaszczyzny yz.
y=w> » » . » » XZ-

2=rC, " ji j % n n
9. Jezeli kresa prosta |, zaczynajaca sie w poczatku spétrzednych,
tworzy z osiami katy a, /?, y, to plaszczyzne, przechodzaca przez
drugi koniec kresy I, a do niej prostopadts, przedstawia réwnanie:
X cos a-+-ycosO-+-zcos7— ;= 0. (Posta¢c normalna).
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Jezeli zamiast dtugosci | danym jest punkt (xIt yls zy) ptaszczyzny,
to jej réwnanie bedzie:

(x —x,)cosa-A({i/— !/)cos -t-(z— z~cosy= 0,
S. jezeli zamiast dtugosci i kierunku kresy dany jest jej punkt kon-
cowy (xI} yu Z[), to réwnanie ptaszczyzny, przechodzacej przez ten
punkt, bedzie:

X—x)XI-H(y—yt)», + (z—z)z,— 0.
10. Aby réwnaniu ogdlnemu ptaszczyzny:
Ax 4=y 4+—{z-t-D = 0
nada¢ posta¢ normalng, nalezy wstawic:

cos i3=

W

+ vaZ2-tli2-h C2 1/ .12 -+ /T2—+ C2
C /= _ —D
=b |42-H B2+ C2 {/.414- 1i"3m 02
Znak pierwiastka taki, by | stato sie dodatnem.

11. Odlegto$¢ p punktu (XJ; y,, z,) od ptaszczyzny,wyrazonej
réwnaniem w postaci normalnej, wynosi:

1+

p= % (xjccs«-1-),cos/l-t-z, cosy — Z),
przyczem nalezy uwzgledni¢ znak dodatny albo odjemny, zaleznie od
tego, czy punkt (Xj, y,, z,) i poczatek spétrzednych leza po réznych
stronach, czy tez po tej samej stronie ptaszczyzny.

12. Jezeli Ax-+- By-E Cz -{- D = O jest réwnaniem ptaszczyzny,

to prostopadta do niej, w punkcie jej , tji, z,), wyraza sie row-
naniem:
C Cc
z— — z— Zi=£-(2/ — 2/).
13. Jezeli dwa kierunki (a, 8 yi a,, , ft) przechodzg przez

punkt (X[, iji, zj, to réwnanie ptaszczyzny, wyznaczonej przez te kie-
runki i ten punkt, jest:
(x—x,) (cos j3cos */,—cos jS, cos y) -t- (y—yVYi) (cos y cos a,—cos Y, cos a)
-t- (z— zt) (cos a cos i?,—cos er, cos /)= 0.
14. Jezeli: /lx -liy -t- Gz -t-2) =0 i

dix+Hy N —0
sg rownaniami dwoch ptaszczyzn, a przez k oznaczymy liczbe do-
wolng, to ptaszczyzne, przechodzacg przez prosta przeciecia sie¢ obu
ptaszczyzn danych, wyznaczamy réwnaniem:

(.4x-4- By-+- Cz-f- D) -i- k Mjx-4 11y Ciz+4- Di)= 0,
albo: (4.-Hfc4i) x -4 (fi~+-klii) y -+ (G-\- Ic Qi) z-\-1)-r-k Dy = 0.
Réwnanie rzutu na ptaszczyzne Xy prostej przeciecia sie dwéch plasz-
czyzn otrzymamy, rugujac z ich rbwnan zmienng z; w sposéb podobny
otrzymujemy réwnania jej rzutu na ptaszczyzne xz, wzglednie tz.
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15. Kat < pochylenia wzajemnego dwéch ptaszczyzn (oki
réwnaniami jak pod 14.) wyrazamy wzorem:
4L -HIijSi-t-w
1

+ }/(A2-4 JP-4 C)(At*- H C | 2)

Ptaszczyzny sg ro6wnolegte (p— 0), jezeli: *4Ai— = i - .Oi
Ptaszczyzny sg do siebie prostopadte (177=90°), jezeli:
AAi-HDIii -+ 0Ci= 0.
16. Dwie ptaszczyzny réwnolegte wyrazaja sie zatem réwnaniami:
AXx-\r By~*r Gz-y-D=0 i Ax-t-ByCz-y-Di~""O0O.
17. Ptaszczyzny, przepotawiajgce katy miedzydwiema innemi
(okre$lonemi réwnaniami jak pod 14.), wyrazajg sie wzorem:

Ax +-By - Cz-h1l Ai X -+ Biy-I- Ciz—f—Di_0

1/A>-+-B2-¥ C2 J/.-1,2-H Bi2-+- Ci*
18. Przemiana spétrzednych.
Spo6trzedne wzgledem pierwotnego uktadu oznaczamy przez X, Y, z,
wzgledem nowego przez X', y', z'
a) Rownolegte przesuniecie osi. Oznaczajac przez f g, h
spétrzedne nowego poczatku, otrzymamy:
x —f -Ha-;, y= g-¥-y\ z= h-h z,
li) Obrot osi dokota poczatku spétrzednych. Dostawy katow,

utworzonych przez nowe osie X', y', z' z pierwotng dodatng osig X

oznaczamy przez: a, b,
podobniez z pierwotng osig y: a', v,
z* i~ b",
wowczas:
X= ax =by' mcz: X'= ax-haymm"z
y—a'x'" -h -c'z' y'=zbx-\-b'y mmb"z
z= a"x' -h"y' mc"z'. z'—cx-\-c'y ¢"z
Zachodza nadto nastepujace zwigzki:
1) -a'2 i1 2) ab-+-a'b m-a"b"=0
& - -b'2 «b"2 .1 he -+-6'c' m.b"e" = 0
c? DL ca4-c'n' m-c"a" —0.
3) a2 H-&2 -)-ci =1 A) aa' -t biif, mmcc’ =0
-+ W 1 a'a" -+-b'b"- «c'c" = 0
a"2-1-b"2-4-c"2= 1. a"a -\-h"h m-c"c =0.
5) a—b'c" —c'b" 6) a'— cI>" — be" 7) «" - bc' —eh'
b~ ca"—a'c" b'=ac" — ca" b"=ca' — ac'
c~ a'b" —h'a". ¢’ — ba" — ab" c" = ab"'— b

7) Przy réwnoczesnem przesunieciu i obrocie, nalezy odpowie-
dnio potaczyé wzory z pod a) i fi).
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€ Chcac przeksztatci¢ spéirzedne X, y, z punktu na spoOirzedne
biegunowe r, ¢ nalezy przedwstepnie okre$li¢ spélrzedne punktu
X'l y't z'> odniesionego do uktadu prostokatnego, ktérego poczatek
bytby biegunem, ptaszczyzna x'y' bytaby réwnikowa, a o$ *' osiag
biegunowa, od ktérej licza sie katy o, poczem bedzie:

X' — rcos pcos #; y'= rsingicos ; z'— rsin#.
Dla punktéw ptaszczyzny x'y' jest: = 0.

1. Krzywe o podwojnej krzywosci.
a. Twierdzenia ogdlne.

1. Krzywa o podwojnej krzywosci, odniesiong do uktadu spoét-
rzednych réwnoleglych, wyobrazajg dwa réwnania:
A (*.V, 2= 0; F2(x,y, z)= 0.
Jest ona zatem przecieciem sie dwéch powierzchni, z ktérych kazda
przedstawia jedno z réwnan powyzszych.
Krzywa te wyznaczaja tez réwnania jej rzutow na ptaszczyzny
Xy i Xxz:
y — z — tp2(x).
2. Katy a, fj, w, jakie styczna w punkcie (X, y, z) tworzy z osia-
mi X, y, z, otrzymujemy ze zwigzkow:
dx d dz
cosd= — ; cosH: ~yl cos 7 = ;
ds ds ds

a rozniczke luku z wzoru:
ds — ]1/dx2-+-dy2f-dz2-d x j/ i + ijf) + (~) -

3. Réwnanie stycznej w punkcie (X, y, z) brzmi:
|l—&_ V—V_ f—1z
dx dy dz
4. Rownanie ptaszczyzny normalnej natomiast:
(£E— x) dx -+ (ij — y) dy -+-(E— z) dz — 0.
5. Ptaszczyzna, ktéra przechodzi przez punkt (X, y, z) krzywej
i dwa bezposrednio z nim sasiadujace, nazywa sie ptaszczyzna Scisle
Styczng w punkcie (x, y, z). Zaktadajac:
A= dy+d2z — dz md2y, B= dze+d2x — dx *+d2z,
0 = dx md2y — dy mdX,
otrzymamy, jako réwnanie ptaszczyzny $ci$le stycznej:
AQ- x)-hB (Gj- y)-+-C (f- z)- 0.
Katy, jakie dwéjnormalna, t. j. prostopadta do ptaszczyzny S$cisle
Stycznej, tworzy z osiami X, y, z, okreslaja sie ze zwigzkow:
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cos 1 — a cos;(-—-S)J;
w ktérych:
D = j/yl2+- B--+ G2=

a
cosv= "-

rfs J/(d2X) 2+ (d272+ (</22)'- — (<i25)2

G. Oznaczajac przez rfr kat dwéch bezposrednio po sobie naste-
pujacych stycznych, bedziemy mieli:

dv= -D .
dsi
a promien krzywos$ci w plaszczyznie

$ci$le stycznej, czyli promien
pierwszej krzywosci krzywej:

_ds _ ds3
Ql~~di~~D"
Spélrzedne przynaleznego $rodka krzywosci otrzymamy', jako:
d x dy jtls
— d-/m d-r
t- o ds . ds . ., ds
A = x-HE2-7~";, 1-2,-Hi),2-~5 + ok

7. Dwie sasiednie ptaszczyzny S$cisle styczne tworza ze sobg kat:
d-d — 1/(d cos 7)2m+ (d cos ;t)2h- (d cos v)s
A md3x -(- B *d3y -+- C mdsz
= W ds;
S

wyrazenie ¢, = nazywamy promieniem drugiej krzywosci krzy-
wej lub promieniem ,skrecenia“ krzywej.
Krzywa jest ptaska, jezeli

dla wszystkich jej punktéw bedzie
di} — 0, czyli wyznacznik:

dx dy dz.
d2x d2y (i2z =0.
(i3a d3y d3z

A md3x -t- B «d3y -t- Cmd3z —

1. Linia Srubowa walcowa.

1. Linie Srubowa, walcowa, czy'li zwykta, zakres$la punkt posuwa-
jacy sie z predkosciag jednostajng po obwodzie kota, ktére réwno-
cze$nie porusza sie réwniez z predkoscia jednostajng w kierunku pro-
stopadtym do swej ptaszczyzny, ktére wytwarza zatem prosty’ walec
kotowy” na powierzchni tego wt#asnie walca punkt poruszajacy sie
kresli linie $rubowa.

Niechaj bedzie promien tego walca r, skok $ruby bh'=h (rys. 30),
to styczna kata pochylenia skretu « bedzie:

h
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Jezeli 0§ z przyjmiemy w osi walca, 0§ X przez punkt b linii $rubo-
wej, a przez (poznaczymy kat wytworzony z osig X przez rzut promie-
nia wodzacego na ptaszczyzne Xy, to réwnania linii Srubowej beda:
X= rcosrp;, y= rsing, z= arqi\
Rys. 30. z z
albo: X — rcos—_; L—rsin--—-

2. Réwnania stycznej sa:
g— —Yy_ ¢g—s
sin (p cos (p a

Styczna tworzy z osig z i z tworzacemi walca

<sixjq2 staty kat:
/ y— 90° — 1.
Rozwijajagc zatem ptaszcz walca na ptaszczy-
2(6) zne, a wraz z nim i krzywga $rubowa, otrzyma-

my jej rozwiniecie w postaci linii prostej.
3. Promienie krzywosci sa:

r
r(l-+a2r = pierwszej krzywosci
1 m+m a2 . .. 4

. i = drugiej krzywosci”
a sin a cos a

Tak i?,, jak g2sa tedy state, a nadto promien Q jest zawsze
prostopadty do osi z.

4. Dhugosé tuku: i ip=rcpl/l - a-.

o. Wykres$lenie rzutu linii Srubowej na ptaszczyzne xz (rys. 30).
Podzielmy skok h= bb" na n (tu 8) réwnych czesci, tak samo—
poczawszy od b—obwdd kola, bedacego przekrojem normalnym walca,
na tylez (h) réwnych czeéci. Przez pierwsze punkty podziatu pro-
wadzimy linie poziome, przez drugie natomiast pionowe, woéwczas
kazdy punkt przecigcia sie poziomej z odpowiednig pionowa bedzie
punktem szukanego rzutu linii $Srubowej.

E. Powierzchnie krzywe.

a. Twierdzenia ogélne.

1. Réwnanie powierzchni krzywej dla spdlrzednych prostokatny
ma postaé ogdlna: F (X, y, zZ) — 0, a rozwigzane wzgledem zmien-
nej z przybiera postaé: z=f(x, y).

Przyjmiemy oznaczenia skrécone:
dz dz t)-z d2z d2z
dx dy < dx mdy dy:
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2. Réwnanie ptaszczyzny stycznej do powierzchni w punkcie
(z, y, z) bedzie:

3. Réwnanie normalnej zas:
e—*__V—y_ ?2—2
dF dF dF
dx dy dz
Katy tf, O, y, jakie tworzy normalna z osiami, otrzymujemy zo
zwigzkow:

1 DF a 1
cos w )X eos/3 w

-t e 1 1i-

4. Czastka pola powierzchni krzywej, odpowiadajaca swemu rzu-
towi dx mdy na ptaszczyzne £J/, wyraza si¢ wzorem:

dz

Dwukrotne scatkowanie tego wyrazenia (w granicach dowolnych
lub od siebie zaleznych) doprowadza do wyrazenia na pole okreslo-
nego obszaru danej powierzchni krzywej.

5. Kazda ptaszczyzna, przechodzaca przez normalng do danej po-
wierzchni, przecina ja w linii, ktéra nazywaja przekrojem normal-
nym. Jezeli styczna tego przekroju tworzy z osiami katy /i, v, to-
promien krzywosci przekroju wyrazi sie wzorem:

r cos'-" A -+- 2.« cos /»cos /(.-Hf cos2

6. Twierdzenie Meunieur'a: Ptaszczyzna, przechodzaca przez stycz-
na przekroju normalnego, a tworzaca z jego ptaszcyzng kat #, prze-
cina powierzchnie wedtug przekroju ukos$nego, ktérego promien krzy-
wosci w punkcie uwazanym jest:

£>'=  <FcCos i}

7. Przekroje normalne, prostopadle do siebie, a dta ktérych q staje
sie najwiekszoscia jax, lub najmniejszoscia £2, nazywaja sie przekro-
jami normalnymi gtéwnymi. wartosci @ i q2okreslaja sie réwnaniami:

1 rt—s2
Q\9 ~ (1
1 i 1_(12-1-329r— 2pija-5(1-+p2t

Pi Qi
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8. Twierdzenie Eulera: Dla dowolnego przekroju normalnego, kté-
rego ptaszczyzna tworzy kat <pz ptaszczyzng przynalezng do Pi, mamy:;

1 cos2(p sin2 mp
Q Oi Q
9. Wyrazenie— - nazywa sig miara krzywoscl, a — H— Kkrzy-
g - QiQi 81 8>
woscig Srednig powierzchni w punkcie (X, y, 2).
b. Powierzchnie drugiego rzedu.

1. Posta¢ ogdlna réwnania powierzchni drugiego rzedu jest:
an-+- a¥z- -i-2 alXxy-+- 2 a23;/z -+- 2 a3diza: + 2 (iii

w2 cioij -i- 2 H—u — 0.
2. Zaktadajac dla skrécenia:

cl flj (lo ftj

alan fr2l «3 : — _
Co_L . 2@ \=d.-\0,1031 =a,
«2 rtl2 «22 «32 M. «2«2a2 )

a3 au o3 laz23rt33 1 | rt33 ]
«3 «13 «23 «33

(przyczem aik= akl), otrzymamy nastepujace warunki, okreslajace

gtéwne rodzaje powierzchni, przedstawionych przez réwnanie ogélne,
jezeli an >0 :

N> o0, 6,> 0O, F <O elipsoid.
, & (F < 0 hyperboloid jednopowtokowy.
nihr,- \ n \ Sr = 0 stozek.
o1 I T >0 hyperboloid dwupowtokowy.
._n /%<0 albo €2< 0 paraboloid hyperboticzny.
, \O'> 0 albo®>-0 , eliptyczny.

3. Dla powierzchni oSrodkowych (A ~ 0) t.j. posiadajacych $ro-

dek, $rodek ich jest przecieciem sie trzech ptaszczyzn:
«u «12y «13z «i=: N
n2l x -+-a,2y 4- <3z -+-a2= 0.
«31 X"4* 032y «33 Z -1Hij 0.

4. Réwnania powierzchni osrodkowych, odniesione do uktadu pro-
stokatnego spdirzednych z poczatkiem w $rodku powierzchni, a osia-
mi zlewajacemi sie z osiami gtdwnemi powierzchni, brzmia:

32 y2 ~1

dla elipsoidu: + =

az2 b2 c2
32 2 i?

dla hyperboloidu jednopowtokowego-t-~r——-=1;
32 «2

dla hyperboloidu dwupowtokowego: U s I,

W réwnaniach powyzszych a, b, ¢ oznaczajg potosie przekrojow
gtéwnych; w pierwszym przypadku sg one wszystkie trzy rzeczywiste,
w drugim przypadku c, a w trzecim b i ¢ oznaczajag urojone potosie
hyperboli przekrojow gtéwnych.
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o. Stozek. Kazde réwnanie jednorodne, stopnia drugiego, z trzema
zmienncmi:
AX~-+ By- -1- Cz2-t- Dxy-V- Exz-+- Fyz = 0O wyobraza stozek.
Jezeli krzywa wodzaca jest elipsa, o potosiach a i b, a jej
ptaszczyzna w odlegtosci h (od poczatku spdirzednych) jest prosto-
padta do osi z, to réwnanie stozka, ktérego wierzchotek znajduje sie
w poczatku spéirzednych, bedzie:
X2 iy z2
a2 i3 h2
Jezelikrzywawodzgca jest kotem opromieniu a, to w réwnaniu
powyzszemwypada podstawi¢: b= a, poczemotrzymamy réwnanie
prostego stozka kotowego. Por. b. 1. str. 101.
6. Kula. Réwnanie odniesione do $rodka: x2-+ y2maz-= r-,
Jezeli ¢, ?), t sa sp6irzednemi $rodka kuli, to réwnanie jej bedzie:

Kazde réwnanie ksztattu:
X' - y- -+-23-t- AX By -+-O0z-+D = 0
przedstawia kule, przyczem:
I= - VA = - 18B; f= - 3BC
o= W, |/-i2-+-52-+- C3— 4 B>
Powierzchnie drugiego stopnia bezsrodkowe:
7. Paraboloidy. Najprostszy ksztatt réwnania:
X- y-
2j>~ z
Gorny znak odnosi sie do parabotoidu eliptycznego; p i 1/ sg
parametrami parabol przekrojéw gtéwnych. Dla parabotoidu hyperb o-
ticznego p jest parametrem paraboli przekroju gtéwnego, a q=p tg2 (P\
przyczem p jest potowa kata ptaszczyzn niemaltycznych.
8. Walec. Réwnanie walca, stojagcego prostopadle na jednej
z plaszczyzn spéirzednych, jest ré6wnobrzmigce z réwnaniem krzywej
jego przekroju z taze ptaszczyzna.
Jezeli przekréj walca z ptaszczyzng xy jest elipsa lub hyperbota,
o poélosiach a i 6, i jezeli tworzace walca sg pochylone do osi spét-

rzednych o katy 4, Yy, to jego réwnaniem bedzie:
cos a\2 / COS/N\2
~cosyj , \y ' cosyy
a2 ;N 62

Znak g6rnyodnosi sie do walca eliptycznego, dolny nato-
miast— do walca hyperbolicznego.
Wreszcie réwnanie walca parabolicznego brzmi:

c2 P )

Podrecznik techniczny. T. I. 9
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VII.

Figury

1 Tréjkat
(por. str. 64).

Tréjkat pro-
stokatny,
(por. str. 65).

2. Czworokat.
(D i prze-
katnie, (p kat
zawarty mie-
dzy niemi).

Dziat pierwszy. — Matematyka.

POLA POWIERZCHNI | OBJETOSCI BRY:.

A. Pola figur ptaskich.

Oznaczenie wymiaréw

Rys. 31.

X - \

V, /

It wysoko$é wzgledem bo-
ku a,

s= */s (« —+-h-+-¢),

?iii, 7«;, m3 o$rodkowe,
“0— *2 (Ml -- B)i
xtWAL xiUi i spélrzedne

wierzchotkéw wzgledem
dowolnych osi prostokat-
nych.

Poczatek spolrzednych le-
zy w wierzchotku 3:
>3= 0, 23=0].

0, £ przyprostokatnie,
¢ przeciwprostokatnia,

a kat przeciwlegty boko-
wi a.
-=u B - £»e
Kys. 32.

m prosta, taczaca $rodki
przekatni.

Pole F
F = \Uah
— Y»(s—n) (;—b) (s—0
— '‘absiny
a-sin  siny
2 sin a
— 2 r2sin asin Bsiny
— P2ctgV; «ctg V, i3ctg ¥,y
abc.
— - ~~4ar
— Ys1 0«0~ W N(Xx0—m2)(<0-)/i3
»i, i, 1
=+ 72.012) 27211
23, 23, 1
Zi2/2 — Xtyj \
= — V2 +-aB— a3’
g —"Ls
fa—z > 1 !
i*22/s' 1
= £7i(*i2/2 — x2%).
/= >/Y rtfc
= k ctga 54 5-c2
= Vs; tgad
= V*c2sin 2 ot
1, H-*2, 2)D]| sin'g
2 2

a2-i- fr2-+-¢c- -+-d2
— D- -+ Dt--i- 4 w2
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Figury Oznaczenie wymiaréw Pole F

Czworokat, a, b, ¢, d 4-ry bolii,

F — 1/(s—a) (s—b) (<—c) (s—<).
wpisany S ‘a* (Mt~ b -+- ¢ H—d).

DJDL= a.o-i- bd:
w kolo.
Trapez. a, b boki rownolegte, . a4-b( D D, sin 9
li wysokosé. 2 2
Réwnolegto- a, b boki, F= ‘b”= absiny
bok. li odlegto$é bokow b, — />IN sincp

y kat réwnolegtoboku, 2+ /)= D-4-1A-

Prostokat. a,

b boki. F = ab= v2D1sinq.
Ukos$nik . = a-siny
(rhombus). lIJ kat t ukosnika. = 1i,DD,.
3. Wielokat. xii/i >x2i2, xm — xJ/, /f—— ¥ / (X2l ~ XIVi)

12\ -t (»32/2 — ar273)
- @iB—  U) Ae-
E»1_1  x,—7)

spo6trzedne n wierzchot- -
kéw, wzgledem dowol-
nych osi prostokatnych.
[Suma katéw wewnetrz-
nych wynosi:

" (n — 2) +180°].

m+-ixijn~ x,yi)}'
Mozna tez okres$li¢ F, rozktada-
jac wietobok, za pomocg prze-
katni, na tréojkaty.

Wielokat fo- R promiern kota opisa- F = '/, na-ctg @
remny (pra- nego, r promien kota — /2» R3sin 2 (p
widtowy). wpisanego, = nr-tg .
(por. tabl. str.35) 3 — 2y R‘—r- bok, U= na= 2uRsing
n ilos¢ bokow, —2nrtgm
rp= 180° : n, Kat wielokata
U obwdd. = 180«- 2@
4. Koto. r promien, F-nr-= +ind2— '/, Ud
. tablice dla d $rednica, = 0,7853981634 d-.
1U, str. 1W21) Y obwod. L U— T
Pierscien ko- R promieri zewnetrzny, F= x{R? —r!)
towy. r promien wewnetrzny, = 'UaCD*-d¥*)
(Dla_ oznaczenia D $rednica zewnetrzna, = ‘/4tD-— V4.tP
pola F moznapo- (j ¢rednica wewnetrzna, = 2:rpé.
sitkowac sie tabli- . . L
¢y str. 1do 21). 9 $redni promien,

6 szeroko$¢ pierscienia.
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Figury Oznaczenie wymiarow Pole
Odcinek kota. I Ppromien, )
(Tab], str. 36 i 37). Ch° kat $rodkowy w sto- F - \1g0 — Sin P+
pniach.
Wycinek kola.lr promien, F = ‘itr
(Dla oznaczenia !'b dtugos$¢ tuku,
pola F mozna po-; gojjat srodkowy, przy- 360 rTr'
sitkowad sie taEii— < « . . - rir
ca str. 1 do 2l). nalezny lukowi 6 w sto - w2
pniach, _ _ (p°a i <P°n
|<p luk, odpowiadajacy te- P — . - 180
j  muz katowi i promie- -
j niowi 1.
Wycinek
pierscienia ko-! 1 360 =)
towego. |
9 Rys. 33. <f-°rc
= 180 "'
= CPQO.
5. Stozkowe. Elipsa i jej odcinki p. str. 106; odcinki hyperboli
str. 106; odcinki paraboli p. str. 110.
Pola innych krzywych p. str. 112 do 119.

6. Pole dowolnego ksztattu.

a. Niechaj pole bedzie ograniczone z trzech stron prostemi, z kté-

Rys.

34.

A

l/an

c

rych Ali= yOi D g=y2n (rys.34)
sg prostopadle do BC. Dzielimy
BC na parzysta ilos¢ (2n) row-
nych cze$ci h, w punktach podziatu
kreslimy rzedne yu y2--—-—-

a oznaczajac nadto $rednie wyso-
kosci tak otrzymanych paskéw po-
la przez %, 22+ +r+??22,>0kre$lamy
w przyblizeniu pole AB CD zjedne-

go z ponizszych, kolejno coraz to doktadniejszych wzoréow:

1-F
2 F
6 F — v**
4. i'l=

h (‘/zyO"l'l Ul ma

YsA (jio4 3 7/ -t-

+

e
Ty Y YY) |

3y2mn2 -’1-

2ym 3-+83y,H2 -+-3ym Xx-+ayj.

g

n—2y2
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5. F= kS D) -h "/ij {0— Vi) =~ 712 (y2« — " 2]~ *)

6. F = 1li2 p»—+Vr2@8y0O\-i]Jz—99))-f-Vrs (8j/2,i_ t~2«—i 9% «)]***)

We wzorze 4. ilo$¢ rzednych powinna by¢ 1= 3;i-+-1,
a wiec ilo§¢ m réwnych czes$ci h podzielna przez 3.

Wzér 3., t. zw. wzOr Simpsona, daje tylko wtenczas doktadne
wyniki, gdy y jest funkcya catkowita najwyzej trzeciego stopnia
swej odlegtosci od dowolnego punktu. WAwczas starczy wymierzyé
lub wyrachowaé¢ ym, $rednig rzedng miedzy yO i y2n, a jezeli H ozna-
cza catkowita wysokos$¢ B O, to:

=% H ty O+ 4ym+ y2n).

©. Zmierzywszy lub wyrachowawszy 5 odlegtych od siebie o h,
rzednych y0, ylt y2, y3, y(, otrzymamy:

F = 7« h[7(yO-+-y4) -t- 32 (y, h- y3) =~ 12y].

Wz6r ten jest zupetnie doktadny, jezeli y jest funkcya catko-
witag najwyzej czwartego stopnia swej odlegtosci od dowolnego
punktu.

y. Dalsze wzory przyblizone zestawiono na str. 82 i 83, gdyz catka

b *

j'j’(x)dx wyobraza pole ABCD, jezeli przyjmiemy BC za o$ X,
a

a y—f(x) bedzie rownaniem krzywej AD, wreszcie a i b oznaczaé
beda odciete, odpowiadajace rzednym AB i DC.

6. Sposéb Czebyszewa (bardzo doktadny) patrz dziat XIl o bu-
dowie okretéw, przy obliczaniu wyporu i t. d.

B. Objetosci i powierzchnie bryt.

Wzory poprzednie stuzy¢ rowniez mogg do obliczenia objetosci
bryt ograniczonych dwiema ptaszczyznami réwnoleglemi, o ile przez
yO... . y2n rozumieé¢ bedziemy pola przekrojéow rdéwnolegtych do

owych ptaszczyzn.

Objetosé = V. Cata powierzchnia

Bryta Oznaczenie wymiaréw = 0. Pole ptaszcza, t.j. krzywej
czes$ci powierzchni = J/.
1. Graniasto- i1pole podstawy, V == Fh.

stup (pryzmat) /i wysokosé.

Szescian a krawedz, Tr=a3 0— 6a2
foremny.  d przekatnia. d- == 3a2

') Podiug- Pouceleta.
**)  Podtug Frankeg6. Por. ,Zeitschr. d. Arch.-u. Ing.-V. zu Hannover* 1875, str. 177.
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) L, Objetos¢ ="7. Cata powierzchnia
Bryta Oznaczenie wymiarow = 0. lolc ptaszcza, t.j. krzywej
czesci powierzchni — M.

Graniastostup a, b, ¢ dtugo$¢ trzech réwno- V =: Ya b c)
tréjkatny, legtych krawedzi,
ukos$nie $ciety. N przekr6j prostopadty do
tychze krawedzi.

Graniastostup ?i-katny (i walec) uko$nie $ciety. Jezeli | oznacza pro-
sta, taczaca $rodki ciezkosci obu podstaw, a N przekr6j prostopadty,
do I, to K = AT

Rownolegto- a, h, ¢ diugosci krawedzi, V = abc.
$cian prosto- schodzacych sie w jednym d’' = (t—{b-—4+C-
katny. (Prosto- wierzchotku, 0 =2 (ab-h bc-j- ca).

padfoscign). d przekatnia.

2. Ostrostup. F podstawa, F = J/J3F/L
(Piramida). 1 wysoko$¢.

Ostrostup tréj- xivizi> X21/2z21 X3y3z3 spoi-

katny. rzedne trzech wierzchot- *i 2/i zi
kow;. czwarty wierzchotek 7 = 7¢ Xd2P2z2 »
lezy w poczatku, spotrzed- x'iViz3
nych.
Ostrostup pro- F , f podstawy réwnolegte, V =\13h (F-\-f+xVFf).
sto Sciety. czyli dna,

h ich odlegto$é.

3. Obelisk. V ='/6h[{2a-ha,)b _
(Rys. 35). -i—(2cij -+—ii) bi]
Rys. 35. / lor,. 1. A « == *«h[ab-h
(a+ dy)
a
4. Klin. —5}— : F = >, (2« H-a,) bh.
(Rys. 36). ) |
Bys. 36.
5. Walec. F podstawa, V=Fh.
h wysokos¢.
Walec kotowy ) promieri podstawy, X— rer-h.
prosty. 1 wysoko$c. L7w=2rcrh.

0= 2.1),(r-+-1).
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Bryla Oznaczenie wymiaréw

Waleckotowy, 4, najkrétsza tworzaca,
prosty, uko$- 7, najdtuzsza » s
nie Sciety. r promien podstawy.

Kopyto walco-
we. *)

(Rys. 37).
Rys. 37.

Walec wydrg- U Promien zewnetrzny,
zony (rura). T ) wewnetrzny,
1 wysokosé,

s= R — r grubo$¢ Scianki,
q= '/2(ii-1-)-) $redni promien.
6. Stozek ko-
towy. h wysoko$é,

Stozek prosto Jak poprzedni; nadto

Sciety.
7. Kula. r promien,
(Dla V nalezy po-
N -—

sitkowa¢ sie tabli- , = =
oy str. 38, dla O
tabl. str. 1 tlo 21).

0,620351, "

d = 2r $rednica.
KU'? wydra- R zewn., r wewn. promien,
zona. n o, ,d m, $rednica.

(Tabl. str. 38).

Odcinek kuli, h wysokos¢ (strzatka) od-

czyli czasza cinka, _
kulista. r promien Kkuli,

a $rednica podstawy.

*) Jezeli podstawa kopyta jest wieksza

lub mniejsza niz poétkole,

135

Objétuéé: V. Cata powierzchnia

. Pole ptaszcza, t.j. krzywej
czesci powierzchni= J,

v= nr-II .

M= ar@ 2.

M = 2rh.

Sciecie przechodzi przez S$rodek

podstawy; podstawa jest zatem

pétkole, t j. a—b=r (por.
przyp. u dotu). Godnem uwa-
gi jest, ze powyzszo wzory sa

niezalezno od N.

v = nh (R- — )m)

— nhs(2 U —y5s)

= nhs (2r -I- s)

= 2nhso.
E — i/3 nr*h.
ilf= nr]/r- -1-42= ars.
i= 1Yr-+ h-.
V = '/jnh(R2-+ Rr-i-r-).
Jf=ni (R-hr).

s= J/(fi — r)-H-A2.
Ir="[3rtr~ , 188790205 r3
=>/6.-2=0,5235987764d\
o=4nNr-— ad- *

=4 X pole kota wielkiego.
V= t1a (R3= r3

= ‘'lex (W ~
K = 1I0nh (3d* -+ A2

= /Jrfts(8r-1t).
M=z 2nrh = n (a2-+ h-).

a- ==hQ2r — /).

20 za$ jest prosta

krawedziag kopyta, b dtugoscia prostopadtej z podnéza h na 2 a poprowadzonej, wreszcie 2 (p
katem s$rodkowym'obwodu podstawy, wyrazonym w stopniach, to bedzie:

t= A [a(3 +3 G(G_nlll;

if= —I[(6-n"

+a].
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Bryla

Strefa, czyli
pas kulisty.

Wycinek kuli.
(Rys. 38).

Dwukat kuli-
sty (sferyczny)

Trojkat kuli-
sty (sferyczny)

8. Elipsoid.

Elipsoid obro-
towy.

9. Paraboloid
obrotowy.

Paraboloid
Sciety.

10. Pier$cien
walcowy.

(Rys. 39).

Il. Kubet
eliptyczny.

Dziat pierwszy. — Matematyka.

Oznaczenie swymiaréw

li wysokos$é pasa,

r promien kuli,

«, b promienie podstaw (den)
(a> b).

Rys. 38.

rp° kat obu kol wielkich (bo-
kéw).

6° nadmiar sferyczny, t.j. r6z-
nica pomiedzy sumg Kka-
téw, a 180°.

a, b, ¢ 3 podlosie.

1) Gdy 2a jest osia obrotu:
8 7w 28 W T 7

r promien podstawy,
li wysoko$é.

R, r promienie podstaw réw-
nolegtych (den),
h wysokosé.

Rys. 39.
N K !
Vo *D--- -*
Podstawy réwnolegle sag do-
wolnemi elipsami o po6t-

osiach a, b i bt.

Obgtoéc’: r. Cata powierzchnia
= 0. Pole ptaszcza, t.j. krzywej
czesci powierzchni = X

V = >6nli (3a:+ 3i5-+/r).
M=2xrh.
o = -l .
\ 2h )
V = V3ctr-h
= 2,0943951024" li.
0 = Pcr(2h-+-a).
n
-M =§."tr2
= 0,034906 r-.
6°
— 0,01745335s°r*,
1'= i/z7cabc.
Y =*;3 xab-.
VvV = /Il Tta-b.
V2. Tr=A=1,570796mA

potowie walca kotowe-
go o promieniu r iwy-
sokos$ci h.

Vin (R--f )3/

= pole $redniego prze-
kroju X wysokos¢.

F—2x-Rr-=19,739R r»
IUJr3Dds= 2,4674 Dd3.

o= Rr=39,478Rr
= rr2D rf=9,8696 D d.
V=%xh[2 {ab~axb

£r- Qbi ~~ ¢l
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Obj6tos'é: 7. cata powierzchnia
* . Polo ptaszcza, t.j. krzywej
czeséci powierzcluii — M

Bryta Oznaczenie wymiaréw

12. Beczka. D s$rednica w $rodku wyso- V= iz fth (2)52-f- d3)

koéci, w przyblizeniu dla kle-
d S$rednica den, pek, zgietych podtug
h wysokos¢. tuku kota.
V= '/i5ali(2D2-t-2)d
+ 3iW)

doktadnie dla klepek
parabolicznych.

13. Sklepienie s potowa rozpietosci,
kolebkowe lub r

promien wewnetrzny skle-

kapiaste, t. j. pienia (podniebienia),
wycinek walca % grubos$¢ sklepienia, ( - i
wydrazonego. li strzalka, \ 2 r —h)
| dtugo$é sklepienia.
14. Sklepienie i, r, 6, li, 2S (zamiast-) i P
krzyzowe nad oznaczenia, jak w 13. dla
prostokagtem jednej kolebki,
28X 2s. S, R, A h 2s, y>dla dru- ) +
giej kolebki.
« < M . « )

15. Objetosci prostego stozka kotowego, paraboloidu obrotowego,
kuli i walca kotowego maja sie do siebie, przy jednakowym r— 'fali,
jak 2:3:4:6. Objetos¢ kuli réwna sie 0,523 599 krotnej objetosci
sze$cianu, opisanego dokota tejze kuli, t. j. o krawedzi 2 r.

16. Jezeli z pasa kulistego o wysokosci h (por. powyzej pod 7.)
wykrajemy stozek $ciety o podstawach réwnych dnom pasa, to, na-
zwawszy diugo$¢ tworzacej stozek ten s, otrzymamy objeto$¢ pozo-
statej bryly piersScieniowatej:

V= *6ilisb.

17. Pryzmoidami nazywamy bryty o dwoéch podstawach réwno-
legtych i bocznej powierzchni, sktadajacej sie z dowolnej liczby $cian
(trojkatéw, trapezéw, rownolegtobokéw, a nawet powierzchni wichro-
watych). Do ich obliczenia stosujemy wzdér Simpsona (str. 133):

r=V* S(FO+ 4Fm+ F 2n).

Przyktady: 1. Obelisk wysokosci h, (por. str. 134) / o podstawach trapezowych.
Wysokoséci tych trapezéw niechaj beda c i cn a ich szerokosci $rodkowe m i tnt,-to
objetos¢ obelisku bedzie:

V= *«&Q2m -f«tjc+ (2ml-fm)ej

= V«®@nc+ (m+ tnt) (c-fej + mkcl.
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2. Rampa drogowa (podjazd). Jezeli hjest -wysokoscia nasypu gtéwnego, & s:
rokoscig drogi podjazdowej, to, przy spadku podjazdu 1: ti, a pochyleniu skarp drogi gtéw -
nej i podjazdu 1: m, otrzymamy objeto$¢ podjazdu:

V= fo («““t) [3B&+ 2hm (1—m: Q].
Xp. dla «= 45 i xi= 15: y = 21,75A9(b -f 0,0067 7).

18. Prawidto Guldina (Pappusa).*)

1. Jezeli s jest diugoscia krzywej, obracajacej sie dokota osi, ktora
lezy w ptaszczyznic samej krzywej, a xOodlegtoscig Srodka ciezkosci
krzywej od tejze osi, to pole powstajgcej powierzchni obrotowej bedzie:

M = 2n;x0s.
= droga $rodka ciezko$ci X dtugos¢ krzywej.

2. Gdy plaska figura zamknieta, o polu F, obraca sie dokota osi,

lezacej w jej ptaszczyznic, wytwarza ona bryte obrotowa o objetosci:
F =2 nxOF
— droga $rodka ciezkosci X P°le figury.

W obydwu przypadkach 1. i 2. figura obracajaca sie powinna le-
ze¢ wytacznie po jednej stronic osi.

3. Dla dwoéch réwnolegtych osi obrotowych, przebiegajacych w. od-
legtosci wzajemnej a, otrzymamy ponizsze zwigzki, w ktérych .1/, i 1Y,
odnosi sie do pierwszej, M-, i V2 do drugiej osi:

MIl= 2niis=3M, i Vtz=-2naF + F 2.

Jezeli figura tworzaca s lub F lezy pomiedzy osiami réwnolcgte-
mi, waznym jest znak —, w przeciwnym za$ razie znak -i-.

4. Jezeli y —f(x) jest réwnaniem krzywej potudnikowej, odnic-
sionem do osi obrotowej jako osi r, a M i V sa zawarte miedzy
dwiema ptaszczyznami prostopadlemi do osi obrotu, a wiec do siebie

rownolegtemi, a oddalonemi od poczatku spétrzednych o i X2, to
mamy wzory ogdlne:

3]: 2 rcj y mds i \Flj) yl.dx.

ds=]/dx2 d2y jest rézniczka tuku krzywej potudnikowej.

5. Jezeli 5 lub F sg sumami algebraicznemi dtugosci tukéw $j; %%
lub pol F{, F2, F3..., dla ktérych znamy odlegtosci srodkéw.
ciezkosci od osi obrotu &01, a02> te:
3l= 2n:(slx0i *+- s$x02 -f- e

T =e 2 {F i**oi 12001 ASAolp* ' He

*) Poréwn. takze Chr. Xehls, ,Ueber den Fldachen- uud Rauminhalt der durch Be-
wegung von Kurven und Flachen erzeugten Flachen-und Kaumgrdssen“. Archiv der Ma-
thematik und Physik, 2 Reihe. Bd. XIIl, 1894.
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6. Dla obrotu niezupetnego (w p. 1. do 5.) nalezy wartosci M,
wzglednie V, pomnozy¢ przez <m:360° jezeli cp° oznacza kat $rod-
kowy cze$ci obrotu (por. np. 13., str. 137).

7. Prawidta powyzsze mozna stosowaé¢ i w tym przypadku, gdy
$rodek ciezkos$ci figury opisuje dowolna krzywa, o ile tylko ptaszczyzna
figury zawsze bedzie skierowana prostopadle do kierunku drogi, a chwi-
lowa o0$ obrotu, przechodzaca przez $rodek krzywosci drogi, nigdy nie
przetnie figury tworzacej. Zamiast diugosci tuku kola (p. pod 6.) wy-
pada natenczas podstawi¢ diugo$¢ drogi przebiezonej.

VII. POLPERSPEKTYWICZNE RZUTY
ROWNOLEGLE.

(Aksononietrya).

l. Potperspektywiczng metode rzutéw réwnolegtych stosujemy

nieraz z korzys$cia dla rysunkowego przedstawienia przedmiotu w spo-
séb, pozwalajacy nietylko wniknaé¢ zupetnie w posta¢ i zwiagzek sa-
mego przedmiotu, lecz nadto oznaczaé wprost zapomocg danych po-
dziatek przynajmniej te wymiary przedmiotu, ktére sg réwnolegle do
jednej z trzech osi gtéwnych rysunku, czego nie pozwala metoda
rzutéw $rodkowych, czyli perspektywa wtasciwa, dajaca natomiast
obrazy bardziej tudzace i wiecej do prawdy zblizone. Dogodnym jest
nastepujacy sposéb postepowania: Odniéstszy dany przedmiot do trzech
osi prostokatnych i przyjaws$zy réwne podziatki na kazdej osi, rzu-
camy snopem promieni réwnolegtych owe trzy osi wraz z podziatka-
mi na dowolnie wzgledem osi pochylong ptaszczyzne rysunku, poczem
przenosimy dowolne wymiary przedmiotu, rownolegte do jednej z osi,
kreslac je w rysunku réwnolegle do rzutu tejze osi i odmierzajac je
podtug rzutu podziatki owej osi. O$ z, oraz rzut jej w rysunku,
przyjmujemy zazwyczaj pionowo.

2) Stosujac rzut ukos$nokatny (wzgledem ptaszczyzny rysunku na-
chylony), mozemy tak kierunki rzutéw osi, jako tez jednostki podzia-
lek rzuconych, przyja¢ dowolnie, z zastrzezeniem jednakze, aby nie
wiecej niz dwa rzuty osi mialy ten sam Kkierunek, a nie wigcej niz
jeden rzut podziatki miat jednostke diugosci réwng zeru (twierdzenie
Pohlkego).

Proste uktady (oznaczenia podiug rys. 40):

(t. zw. perspektywa kawaleryjska).
2) fx—ev—et— U <p-i-ip = 900.
t. zw. perspektywa wojskowa).-
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3. Jezeli W danym przedmiocie zachodzg nietylko linie proste
i ptaszczyzny, lecz rowniez i kota w rozmaitych potozeniach, walce
i stozki kotowe, kule i dowolne powierzch-
nie obrotowe, to dogodniejszym bedzie
rzut prostokatny. Przy stosowaniu tego
rzutu dany kierunek osi w rysunku okresla
juz wielko$¢ jednostek podziatkowych ry-
sunku i naodwr6t. Tablica ponizsza po-
daje niezbedne dane dla stosunkéw naj-
bardziej uzywanych *), przy zastosowaniu

nastepujacych oznaczeri:
€ jednostka dtugosci istotnej podziatki

rysunku;

&, €/, €3 jednostki rzutdw podziatek;
IDi Ikaty ostre, jakie 0§ X, wzglednie Y, tworzy z kierunkiem osi Z

Rzuty prostokatne.

. ctg e | ctgy
Rodzaj rzutu e,:e wartosci
przyblizone
Rzut o o
jednomierny i:i:i 08165 g>=i = 60
0,9428 i:8 7:8
Rzuty X: /2 )
i i:vi=i 09733 1:18 17:18
dnumieme i: \/ i 09847 1:31 31:3*
Rzuty 7e:% =i 0970 ;.5 '1:3
trojmierne gio:Y2:1 0983 1:11 4:11

Kolumna ostatnia okresla kierunki osi.

4, Jezeli IX, I , A oznacza¢ bedg takie kresy, ktdre, mierzone n
podziatkach osi X, Y, wzglednie z, dadzg réwne wyniki cyfrowe, to
znaczy, ze X= I (&X: e) it d, to mozemy i bez podziatek osiowych

*) "W zwyktych warunkach polecenia godnym bedzie rzut 1:*/a: 1, najprostszy po
rzucie jeduomiernym, dajacym
Rys. 41. zazwyczaj nietadne obrazy*

Do kres$lenia réwnolegtych
do osi wielce dogodnym okazat
sie czworokat rysunkowy (rodzaj
ekierki), przedstawiony obok
(rys. 41) w trzech potozeniach,
stosowanych do kre$lenia. Czwo-
rokaty takie dla przeréznych
stosunkéw osi i nachylen wy-
rabia Albert Martz w Stutt-
garcie.
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oznaczy¢ owe kresy sposobem skrocen (rys. 42), przydatnych i do
innych celéw (por. 5). Promienie OX, Ct], Cz kre$limy tak, aby wsta-

wy ich katdw nachylenia wzgledem A mialy wartosci ex:e, ey\e,
wzglednie ez:e.

5. Kota ré6wnolegte do ptaszczyzn spaotrzednych (rys. 43).
Koto réwnolegle do ptaszczyzny yz przedstawi sie w postaci elipsy,
ktorej srodek bedzie w rzucie $rodka kola, o$ wielka réwna bedzie
istotnej $rednicy kota i skierowang prostopadle do rzutu osi x, a du-
go$¢ matej potosi (rx p. 4.) bedzie:

*= 1/r2—ix =

Podobnie postepujemy 2z kotami réwnolegtemi do ptaszczyzn xZ
ixy. Oznaczenia kresr' ,
r'y, r't najdogodniej do- .
kona¢ podtug rys. 42. Dla
stosunku rzutéw 1: y2:1
jest r'x= r'i="13r. '
6. Obrazem kuli be-
dzie zawsze kolo, zakre-
$lone okoto obrazu punk-
tu $rodkowego kuli, pro-
mieniem réwnym istotne-
mu promieniowi kuli.
Grubo$¢ walcow koto-
wych, dowolnie skierowa-
nych, zawsze w obrazie
réwna bedzie istotnej gru-
bosci samego walca.
7. Powierzchnie obro-
towe w dowolnem poto-
zeniu (rys. 44). Wykresliwszy rzut ab osi obrotowej, kreslimy obok
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istotng dtugos¢ tejze osi aObn w takiem potozeniu, aby aOa\\bOb,
poczem rysujemy istotny profil (krzywa tworzacg) powierzchni obro-
towej po obydwu stronach osi cto™o- Zakre$lajac dalej kota dotyka-
jace profil okoto dowolnych punktéw mO, nO. . ., lezagcych dosta-
tecznie gesto obok siebie na osi aObO i rowno wielkie kola okoto
punktéw m, n . .. lezacych na rzucie osi, a bedacych rzutami punk-
téw hi0, n0O . . ., otrzymamy krzywe, obwijajac; kota w koncu wspo-
mniane, a bedace obwodem rzutu powierzchni obrotowej. Punkty
m, n . .. otrzymujemy z przeciecia sie osi ab z réwnolegtemi do
g0a (lub bOb) przetozonemi przez punkty mO, nO. . ,

Uwaga. Wykredlenia 5, 6 i 7 wazne sa tylko dla rzutéw prostokatnych.



