
DZIAŁ PIERWSZY.

M A T E M A T Y K A .

I. TABLICE.
(U wagi do tablic niniejszych znajdują się na str. 41— 42).

A. Tablice potęg, pierwiastków, logarytmów zwyczaj­
nych, wartości odwrotnych, obwodów i powierzchni

koła.

P o d rę c z n ik  T e c h n ic z n y . T , I . 1



2 1-50 Dział pierwszy. — Matematyka.

n n2 n 3 |/n P  n log n 1000-i-  
n 1: n

tc ri‘
T T n

i 1 1 1,0000 1,0000 0,00000 1000,000 3,142 0,7854 1
2 4 8 1,4142 1,2599 0,30103 500,000 6,283 3,1416 2
3 9 27 1,7321 1,4422 0,47712 333,333 9,425 7,0686 3

4 16 64 2,0000 1,5874 0,60206 250,000 12,566 12,5664 4

5 25 125 2,2361 1,7100 0,69897 200,000 15,708 19,6350 5
6 36 216 2,4495 1,8 17 1 0,77815 166,667 18,850 28,2743 6

7 49 343 2,6458 1,9129 0,84510 142,857 21,991 38,4845 7
8 64 5 12 2,8284 2,0000 0,90309 125,000 25,133 50,2655 8
9 81 729 3,0000 2,0801 0,95424 1 1 1 , 1 1 1 .28,274 63,6173 9

1 0 100 1000 3,1623 2,1544 1,00000 100,000 31,416 78,5398 1 0
XI 12 1 133 1 3,3166 2,2240 1,04139 90,9091 34,558 95,0332 1 1
12 144 1728 3.4641 2,2894 1,07918 83,3333 37,699 I I 3,°97 12
r3 169 2197 3,6056 2,3513 1,11394 76,9231 40,841 *3V 732 13
14 196 2744 3.7417 2,4101 1,14 6 13 71,4286 43,982 153,938 14
15 225 3375 3.8730 2,4662 1,17609 ¿6,6667 47,124 176,715 15
16 256 4096 4,0000 2,5198 1,20412 62,5000 50,265 201,062 16

17 289 4913 4, i23i 2,5713 1,23045 58,8235 53,407 226,980 17
18 324 583ł 4.2426 2,6207 1,25527 55,5556 56,549 254,469 18
19 361 6859 4,3589 2,6684 1,27875 52,6316 59,690 283,529 19

20 400 8000 4.4721 2,7144 1,30103 50,0000 62,832 314,159 20
21 44i 926l 4,5826 2,7589 1,32222 47,6190 65,973 346,361 21
22 484 10648 4,6904 2,8020 1,34242 45,4545 69,115 380,133 22
23 529 12167 4.7958 2,8439 1,36173 43,4783 72,257 415,476 13

H 576 13S24 4,8990 2,8845 1,38021 41,6667 75,398 452,389 24
2.5 625 15625 5,0000 2,9240 1,39794 40,0000 78,540 490,874 25
26 676 17576 5,0990 2,9625 i ,4i 497 38,4615 81,681 530,929 26
27 7-9 i 9683 5.1962 3,0000 1,43136 37,0370 84,823 572,555 27
28 784 21952 5,2915 3,0366 1,44716 35,7143 87,955 615,752 28
29 84I 24389 5.3852 3,0723 1,46240 34,4828 91,106 660,520 29

30 900 27000 5.4772 3,1072 1,47712 33,3333 94,248 706,858 30
31 9ÓI 29791 5,5678 3>i4H 1,49136 32,2581 97,389 754,768 31
32 1024 32768 5.6569 3,I 748 1,50515 31,2500 100,531 804,248 32

33 IO89 35937 5.7446 3,2075 i ,5iS5i 30^3030 103,673 855,299 33

34 II56 393°4 5.8310 3,2396 1,53148 29,4118 106,814 907,920 34
1225 4*875 5.9 i 6i 3 ,2711 1,54407 28,5714 109,956 962,113 35

36 I296 46656 6,0000 3,3019 1,55630 27,7778 H 3,097 1017,88 36

3l 1369 50653 6,0828 3,3322 1,56820 27,0270 116,239 1075,21 37
3« 1444 54872 6,1644 3,3620 1,579/8 26,3158 H 9,38i 1 13 4 ,11 3?
39 152 1 593 r9 6,2450 3,3912 1,59106 25,6410 122,522 1194,59 39

40 1600 64000 6,3246 3,4200 1,60206 25,0000 125,66 1256,64 40
41 1681 68921 6,4031 3,4482 1,61278 24,3902 128,81 1320,25 41
42 1764 74088 6,4807 3,476o 1,62325 23,8095 131,95 1385.44 42
43 1849 79507 6,5574 3,5034 1,63347 23,2558 135,09 1452,20 43
44 1936 85184 6,6332 3.5303 1,64345 22,7273 138,23 1520,53 44

2025 9“ 25 6,7082 3.5569 1,65321 22,2222 I 4i ,37 1590,43 45
46 2116 97336 6,7823 3,5830 1,66276 21,7391 144,51 1661,90 46
47 2209 103823 6,8557 3,6088 1,67210 21,2766 147,65 1734,94 47
48 1304 110592 6,9282 3,6342 1,68124 20,8333 150,80; 1809,56 48
49 2401 117649 7,0000 3,6593 1,69020 20,4082 153,94:1885,74 49

50 2500 125000 7,0711 1 3,6840 1,69897! 20,0000 157,08 1963,50 50



1. Tablice. 50-100 3

n n- .. n3 Vn log n 1000--  li tc n it n'J
T n

50 2500 125000 7,0711 3,6840 1,69897 20,0000 157,08 1963,50 5°
5i 2601 132051 7»i4?4 3,7084 1,70757 19,6078 160,22 2042,82 51
51 1704 140608 7,2in 3,7325 1,71600 19,2308 163,36 2I23J2 52
53 2809 148877 7,2801 3,7563 1,72428 18,8679 166,50 2206,l8 53
54 2916 157464 7.3485 3.7798 1,73239 18,5185 169,65 2290,22 54
55 3°*5 166375 7,4162 3,8030 1,74036 18,1818 172,79 2375,83 55
5*> 3136 175616 7.4833 3,8239 1,74819 17,8571 175,93 2463,01 56

57 3M9 185193 7.5498 3,8485 1,75587 17,5439 179.07 2551,76 57
5« 3364 195112 7,6158 3,8709 1,76343 17,2414 182,21 2642,08 58
59 3481 205379 7,68h 3,8930 1,77085 16,9492 185,35 2733,97 59
60 3600 216000 7,7460 3,9149 1.77815 16,6667 188,50 2827,43 60
61 3721 226981 7,8102 3,9365 1,78533 16,3934 191,64 2922,47 61
62 3844 238328 7,8740 3,9579 1.79239 16,1290 194,78 3019,07 62
b3 3969 250047 7.9373 3,9791 1,79934 15,8730 197,92 3 “ 7,25 63
6+ 4096 262144 8,0000 4,0000 1,80618 15,6250 201,06 3216,99 64
<>5 4225 274625 8,0623 4,0207 1,81291 15,3846 204,20 3318,31 65
66 4356 287496 8,1240 4,0412 1,81954 15,1515 207,35 342I.I9 66
67 4489 300763 8,1854 4,0615 1,82607 14,9254 210,49 3525,65 67
6S 4624 3I443i 8,2462 4,0817 1,83251 14,7059 213,63 3631,68 68
69 4761 328509 8,3066 4,1016 1,83885 14,4928 216,77 3739,28 69
70 4900 343000 8,3666 4,1213 OMŁO-t-OOM

14,2857 219.91 3848,45 70
71 5041 3579“ 8,4261 4,1408 1,85126 14,0845 223,05 3959,19 71
7.1 5184 373248 S.4S53 4,1602 1,85733 13,8889 226,19 4071,50 72
73 5329 389017 8,5440 4,1793 1,86332 13,6986 2̂9,34 4185,39 73
74 5476 405224 8,6023 .4,1983 1,86923 13,5135 232,48 4300,84 74
75 5625 421875 8,6603 4,2172 1,87506 13.3333 235,62 4417,86 7576 5776 438976 8,7178 4,2358 1,88081 13,1579 238,76 4536,46 76
77 5929 456533 8,775° 4,2543 1,88649 12,9870 241,90 4656,63 77
7» 6084 474552 8,8318 4,2727 1,89209 12,8205 245,04 4778,36 78
79 6241 493°39 8,8882 4,2908 1,89763 12,6582 248,19 4901,67 79
80 6400 512000 8,9443 4,3089 1.90309 12,5000 251,33 5026,55 80
81 6561 53I44I 9,0000 4,3267 1,90849 12,3457 254,47 5i53,oo 81
82 6724 551368 9,0554 4,3445 1,91381 12,1951 257,61 5281,02 82
*3 6889 571787 9,1104 4,3621 1,91908 12,0482 260,75 5410,61 83
84 7056 592704 9,1652 4.3795 1,92428 11,9048 263,89 5541,77 84
*5 7225 614125 9,2195 4,3968 1,92942 11,7647 267,04 5674,50 8586 7396 636056 9,2736 4,4140 1,93450 11,6279 270,18 5808,80 86
«7 7569 658503 9.3274 4,4310 1,93952 H.4943 273,32 5944,68 8788 7744 681472 9,3808 4,4480 1,94448 11,3636 276,46 6082,12 88
89 7921 704969 9,4340 4,4647 1.94939 11,2360 279,60 6221,14 89
90 8100 729000 9,4868 4,4814 1,95424 11,1x11 282,74 6361,73 qo
91 8281 753571 9,5394 4,4979 1,95904 10,9890 285,88 6503,88 91
91 8464 778688 9,59i7 4,5144 1,96379 10,8696 289,03 6647,61 92
93 8649 804357 9,6437 4,5307 1,96848 10,7527 292,17 6792,91 93
94 8836 830584 9.6954 4,5468 1,973x3 10,6383 295,31 6939,78 94
95 9025 857375 9,7468 4,5629 *.97772 10,5263 298,45 7088,22 95yO 9216 S84736 9,7980 4,5789 1,98227 10,4167 301,59 7238,23 96
yii 9409 91:2673 9,8489 4.5947 1,98677 IO>3°93 304,73 7389,81 9Zyj 9604 941192 9.S995 4,6104 1,99123 10,2041 307,88 7542,96 98
99 9801 970299 9.9499 4,6261 1,99564 10,1010 311,02 7697,69 99

loo .10000 IOOOOOO 10,0000 4,6416 2,00000 10,0000 314,16 7853,98 100



4 100-150 Dzh! pierwszy. — Matematyka.

« .n3 V n
s

] /n lo g  rt 1000  • —  
11

~ H
“  11-

~ T
n  »

1 0 0 .10 0 0 0 : 1000000 10,0000 4 ,6 4 16 1,0 0 00 0 10 ,0 00 0 314,16 7853.98 IO O
IOI .10 2 0 1 10 3 0 3 0 1 10,0499 4,6570 2,00 4 32 9,90099 317,30 8 0 11 ,8 5 1 0 1
IfP2 10 4 0 4 10 6 12 0 8 10,0995 4 ,6 7 13 1,0 0 86 0 9 ,8 039 1 320 ,44 8 17 1 ,2 8 10 2
10 3 10609 10 9 2 7 2 7 10 ,14 8 9 4,6875 2 ,0 1 18 4 9,70874 323,58 8332 ,29 10 3

10 4 10 8 16 112 4 8 6 4 10 ,19 8 0 4 ,70 27 2 ,0 17 0 3 9 ,6 15 3 8 326 ,73 8494,87 10 4
IO< 1 10 2 5 115 7 6 2 5 10 ,2 4 7 0 4 >7*77 . 2 ,0 2 119 9 ,5 2 3 8 1 329 ,&7 8659 ,01 10 5
io 6 1 1 2 3 6 1 1 9 1 0 1 6 10 ,29 56 4,7326 2 ,0 2 5 3 1 9,43396 333,01 8824,73 106

I0 Z
1 14 4 9 12 2 5 0 4 3 10 ,3 4 4 1 4 ,7475 1,0 19 3 8 9-34579 336,15 8992,02 107.

108 116 6 4 1 1 5 9 7 1 2 10 ,3 9 2 3 4 ,76 22 2 ,0 334 2 9,25926 -339,29 9 160 ,8 8 108
309 i i 88 x 129 50 29 10 ,440 3 4 ,7769 : 2 ,03743 9,17431 342,43 9 3 3 1 ,3 2 10 9

110 12 10 0 13 3 10 0 0 10 ,4 8 8 1 4>79r4 12 ,0 4 13 9 9,0 90 9 1 345,58 9 50 3,32 110

H I 1 2 3 2 1 13 6 7 6 3 1 10,5357 4,8059 2 ,0 4 532 9,oo.goi 348,72 9676,89 i l l
I I Z 12 5 4 4 140 4 928 10 ,58 30 4,8203 2 ,0 4 9 12 8,928.57 3 5 1,8 6 9852,03 1 1 2 '
” 3 1276 9 14 4 18 9 7 10 ,6 3 0 1 4 ,8 346 2,05308 8,84956 355,oo 10 0 28 ,7 I l 3
1 1 4 129 9 6 14 8 15 4 4 10 ,6 7 7 1 4,8488 1,0 56 9 0 8 ,7 7 19 3 358,14 10 20 7 ,0 1 1 4

13225 15 2 0 8 7 5 10,7.238 4,8629 2,06070 8,69565 3 6 1,2 8 10 38 6 ,9 I J 5
I l 6 13456 156 08 9 6 .10 ,7703 4,8 770 2,06446 .8,62069 3 6 4 4 2 10 56 8 ,3 1 1 6
1 1 7 I3 6 8 9 1 6 0 1 6 1 3 10 ,8 16 7 4 ,8 9 10 2,0 6 8 19 8 ,54 70 1 367,57 10 7 5 1 ,3 1 1 7
1 1 8 139*4 16 4 3 0 3 2 10 ,8 6 18 4,9049 2,0 7 18 8 8 ,47458 370,71 109 35 ,9 1 1 8
1 19 . I 4 l 6 l 16 8 5 15 9 10 ,90 87 4,9*87 2,07555 8,4 0336 373,85 H I  1 1 ,0 1 1 9

120 14 4 0 0 17 28 0 0 0 io ,9545 4,9324 2 ,0 7 9 18 8 ,3 3 33 3 376 ,9 9 11309,7 120
i i i 14 6 4 1 1 7 7 1 5 6 1 11,0 0 0 0 4 ,9 461 2,08279 8,26446 3 8 0 ,13 114 9 9 ,0 1 2 1
153 148 84 18 15 8 4 8 11 ,0 4 5 4 4,9597 2,08636 8 ,19 6 72 38 3 ,27 116 8 9 ,9 12 2
12 3 1 5 1 2 9 186 0 86 7 11,0 9 0 5 4,9732 1 ,0 8 9 9 1 8 ,130 0 8 386,42 1 1 8 8 1 ,3 12 3
1 1 4 15376 19 0 6 6 14 1 1 , 1 3 5 5 4,9866 2 ,09 34 2 8,06452 389 ,56 1 10 7 6 ,3 12 4
12 5 15 6 2 5 1 9 5 3 12 5 1 1 , 1 8 0 3 5,0000 2,09 69 1 8,00000 392,70 1 1 1 7 1 , 8 12 5
I l 6 15 8 7 6 10 0 0 3 70 1 1 , 1 1 5 0 5,o i33 2 ,10 0 3 7 7 ,9 3 6 5 1 395,84 1246 9 ,0 12 6
12 7 16 1 2 9 2048383 1 1 , 16 9 4 5,0265- 1 ,10 3 8 0 7 ,874 02 398,98 12 6 6 7 ,7 12 7
i i 8 16 3 8 4 1 0 9 7 1 5 1 1 1 , 3 1 3 7 5,0397- '2 ,10 7 2 1 7 ,8 12 5 0 4 0 2 ,12 1286 8 ,0 12 8
1 2 9 16 6 4 1 2 146 6 S9 1 1 ,3 5 7 8 5,0528 2 ,1 10 5 9 7 ,7 5 19 4 405,27 130 6 9 ,8 12 9

130 16 9 0 0 2 19 70 0 0 1 1 ,4 0 1 8 5,0658 ' 1 , 1 1 3 9 4 7 ,6 9 2 3 1 4 08 ,4 1 1 3 2 7 3 ,2 13°
1 3 1 1 7 1 6 1 224 80 9 1 " ,4455 5,0788 2 ,1 1 7 2 7 7 ,6 3359 4 H ,55 13478,2 1 3 1
1 3 2 17 4 2 4 2299968 1 1 ,4 8 9 1 5, ° 9 l6 2 ,12 0 5 7 7 ,57 576 4M ,69. 136 8 4 ,8 1 3 2
13 3 176 8 9 23 5 2 6 3 7 : 1 1 ,5 3 2 6 5 ,10 4 5 2 ,12 3 8 5 7 ,5 18 8 0 4 17 ,8 3 1^89 2 ,9 13 3

134 17 9 5 6 24 0 6 l0 4 n , 575S 5 , 1 1 7 2 2 , 12 7 10 7,46269 420,97 14 10 2 ,6 13 4
135. 18 2 2 5 2460375 1 1 ,6 19 0 5 ,12 9 9 2 ,13 0 3 3 7 ,4 0 7 4 1 4 2 4 ,12 14313,9 '35
1 3 6 18496 2 5 15 4 5 6 1 1 ,6 6 19 5 ,14 2 6 . 2,13354 7 ,3529 4 427 ,26 14 52 6 ,7 13 6

137. 18769 2 5 7 13 5 3 1 1 ,7 0 4 7 5, i 55i 2 ,13 6 7 2 7 ,299 27 430,40 1 4 7 4 1 , 1 137

I 38- 19 0 4 4 2 6 2 8 0 7 1 11,7453 5 ,16 7 6 . 2 ,13 9 8 8 7,24638 433,54 14957,1 13 8
J 39t 19 3 2 1 2 6 S 5 6 19 11 ,7 8 9 8 5 ,18 0 1 : 2 , I 430 1 7 ,19 4 2 4 436,68 15174,7 139

140 19 6 0 0 2744000 1 1 18 3 2 2 5, i 925 ' 2 , 14 6 13 7 ,14 2 8 6 439 ,82 15393,8 140
1 4 1 19 8 8 1 2 8 0 3 2 2 1 i i ,8743 5,2048 2 ,14 9 2 2 7,09 220 442,96 15 6 14 ,5 1 4 1
14 2 . 2 0 16 4 2S6328.8 1 1 ,9 1 6 4 5,2171 2 ,15 2 2 9 7,04225 4 4 6 ,1 1 15 8 3 6 ,8 14 2
14 3 . 20449 2924207 11 ,9 5 8 3 5,22^3 2,15534 6 ,9 9 30 1 449,25 l606 0 ,6 143

144. 20 736 2985984 12 ,0 0 00 5,2415 2 ,15 8 3 6 6,94444 452,39 l6 28 6 ,0 M 4

14 3 2 10 2 5 -30 48 6 25 12 ,0 4 16 5,2536 2 ,16 1 3 7 6,89655 455-53 l6 5 I3 ,0 145
14 6 2 1 3 1 6 3 1 1 2 1 3 6 11 ,0 8 3 0 5,2656 2 ,16 4 3 5 6*84932 458.67 16 7 4 1,5

14 6

14 7 216 0 9 3 17 6 5 2 3 1 1 , 1 2 4 4 5,2776 2 ,16 7 3 2 6 ,8 0 17 2 4 6 1,8 1 16 9 7 1 ,7 147
148 2 19 0 4 3 2 4 17 9 2 12 ,16 5 5 5,2896 2 ,17 0 2 6 6,75676 464,96 17 2 0 3 ,4 14 8
‘ 49 2 2 2 0 1 33P7949 12 ,10 6 6 5,3015 2 , 17 3 1 9 6 ,7 1 1 4 1 4 6 8 ,10 174 3 6 ,6 14 9

1 5 Q '2 2 5 0 0 -337.5000 12 ,2 4 7 4 5,3133 2 ,17 6 0 9 6.66667 471,24 17 6 7 1 ,5 1 5 0



I. Tablico. 150-200 , 5

u5 n3 V n
3

V n log n 10 0 0 -—
n U 71

K ii3
4

22500 3375000 12,2474 5,3X33 2,17609 6,66667 47X,24 17671.5
22801
23104
23409
23716
24025
24336
24649
24964
25281

3442951
3511808
358x577
3652264
3723875
3796416
3869893
3944312
4019679

12,2882
12,3288
12,3693
12,4097
12,4499
12,4900
12,5500
12,5698 
x 2,6095

3,3251
5,3368

5,34S5

5,3601
5.3717
5.3832
5.3947
5,4061
5.4X75

2,17898
2,18x84
2,18469
2,18752
2,I 9°33
2,19312
2,19590
2,19866
2,20140

6,62252
6,57895
6,53595
6,49351
6,45161
6,41026
6,36943
6,32911
6,28931

474.38
477,51
480,66
483,81
486,95
490,09

493,13
496,37
499,5 x

17907,9
18145,8
18385.4
18626.5 
18869,2
19 113 .4
*9359.3
19606.7
19855.7

25600 4096000 12,6491 5.4288 2,20412 6,25000 501,65 20106,2
25921
26244
26569
26896
27225
27556
27889
28224
28561

4x73281
4251528
4330747
4410944
4492125
4574296
4657463
4741632
4826809

12,6886
12,7179
12,7671
12,8062
12,8452
12,8841
12,9228
12,9615
13,0000

5.4401
5.4514
5,4626
5.4737
5,4848
5,4959

5.5069
5,5178
5,5288

2,20683
2,20952
2,21219
2,21484
2,21748
2,22011
2,22272
2,22531
2,22789

6 ,21118
6,17284
6,13497
6,09756
6,06061
6,02410
5,98802
5,95238
5,91716

505,80
508,94
512,08
515,22
518,36
5n ,50

524.65
527,79
530,93

20358.3
20612.0 
20867,2
2 1124 .1 
21382,5
21642.4
21904.0
22167.1 
22431,8

28900 4913000 13.0384 5,5397 2,23045 5,88235 534,07 22698,0
29241
295S4
29929
30276
30625
30976
31329
31684
3204I

50002n  
5088448 
5177717  
5268024 
5359375
545x776
5545233
5639752
5735339

13,0767
13.1x49
13,1529

13,2288
13,2665

13.3041
13.34X7
I 3.379I

5,5505
5,56i 3
5,572i
5,5828
5.5934
5,6041
5.6x47
5.6251
5.6357

2,23300
2,23553
2,23805
2,24055
2,24304
2,24551
2,24797
.2,15042
2,25285

5,84795
5,8x395
5,78035
5.74713
5>7i +J 95,68181
5,64972
5,61798
5.58659

537,ł I
540.35 
543.5°  
546,64 
549.78 
55i ,9i  
556,06 
559,1°
561 .35

22965,8
23235.2
23506.2
23778.7
24051.8
24328.5 
24605,7
24884.6
25164.9

324.00 5832000 13,4164 5,6462 2,25527 5.55556 565,49 25446,9
32761 
33 “ 4 
33489 
33856 
34225 
34596 
34969 
35344 
357H

5929741
6028568
6128487
6229504
6331625
6434856
6539203
6644672
6751269

13.4536
X3,49°7
13,5277

i 3.5647
13,6015
13,6382
13,6748
I 3,7I I 3
X3,7477

5>h 675*6671

5.6774

5.6877
5,6QS0
5.7083
5.7185
5.7287
5,7388

2,25768
2,26007
2,26245
2,26482
2,26717
2,26951
2,27184
2,27416
2,27646

5.52486
5.49451
5,46448
5.4347S
5,40541
5,37634
5,34759
5,31915
5,29101

568,63 
571,7.7 
574,91 
578,05 
581,19  
584.34 

587,48 
590,62 
593,76

15730.4
26015.5 
26302,2 
26590,4 
26880,3
271 71.6

27464.6 
27759,x 
28055,2

36100 63<9000 13.7840 5,7489 1,27875 5,26316 596,90 28352,9
36481
36864
37249

37636
38025
38416
38809
39J °4
39601

6967871
7077888
7x89057
7301384
74X4875
7529536

7645373
7762392
7880599

13.8103
13,8564
13,8924
13.9284
13,9642
14,0000

X4,°357
14,0712
14,1067

5.759°
5,7690
5.779°
5,7890
5.79^9
5,8088
5,8x86
5,8185
5.8383

2,28103
2,28330
2,28556
2,18780
2,19003
2,29226
1,29447
2,19667
1,19885

5,13560
5,20833
5,18135 
5,'5464 
5,12821 
5,10204 
5,07614 
5,0505 X
5.025x3

600,04
603,19
606,33
609,47
612,61
6x5,75
618,89
622,04
625,18

28652.1 
28952,9
29255,3
29559.2 
29864,8 
3OI7x>9
30480.5 
3079°,7
31102.6

40000 8000000 14 ,1421 5,8480 2,30103 5,00000 628,32 31415^



6 200- 250 Dział pierwszy. — Matematyka.

n V u Vn log n 1000- —
n

2oo
201

202

203
104
105
106
107
208
209
210
2 11
212
213
214
215
216
217
218
219
220

221
222
223
224
225
226
227
228
229

2 3 0
231
232 
*33

23+
135
236
237
238
239

240
241
242
243
244 
2+5
246
247
248
249 

2 5 0

40000
40401
4O8O4
41209

4 l 6 l 6
42025
42436
42849
43264
43681
44100

445-1
44944
45369

45796
46125
46656
47089
47524
4796i
48400
48841
49284
49729
50176
50625
51076

51529
51984
52441
52900
53361
53824
54289
54756
55225
55696
56169
56644
57i 2i
57600
58081
58564
59°49

59536
60025
60516
61009
6x504
62001
62500

8000000
8120601
S242408
8365427
84S9664
8615125
8741816
8S69743
8998912
9129329
9261000

9393931 
9528128 
9663597 
9800344
9938375
0077696
0218313
0360232
0503459

14 ,1421: 5,8480

I4>1774
14,2127:
14,2478
14.2829
1 4.-3'17S
14,3527
14,3875
14,4222
14,4568

5.8578
5-8675
5,8771
5,8868
5,8964
5.9059

5,9i 55
5,925°
5,9345

14,4914

0648000
0793861
0941048
1089567
1239424
1390625
1543176
1697083
1852352
200S9S9
2167000
2326391
2487168
2649337
2812904
2977*75
3144256
3312053
3481272
3651919
3824000
3997521
4172488
4348907
45267S4
4706125
4886936
5069223
5252992
5438249
5625000

14,5258
14,5602
14,5945
14,6287
14,6629
14,6969

i4,7309
14,7648
14,7986
14,8324
14,8661
14,8997
14,9332
14,9666
15,0000
• 5,0333
15,0665
15,0997
15,1327
15,165!
15,1987
15,2315
15,2643
15,2971
r5,3297
15,3623
15,3948
15,4272
15,4596

15,4919
15,5242
15,5563
15,5885
15,6205
15,6525
15,6844
15,7162
15,7480
15,7797

f 5,8114

5*9439

5,9533
5,9627
5,9721

5,98i 4
5,9907
6,0000
6,0092
6,0185
6,0277
6,0368

6,0459
6,0550
6,0641
6,0732
6,oŚ22
6,09x2
6,1002
6,1091
6,1180
6,1269
6,1358
6,1446
6,1534
6,1622
6,1710
6,1797
6,1885
6,1972
6,2058

6,2145
6,2231
6,2317
6,2403
6,2488

IM
im
6,2912
6^2996

2,30103 5,00000
2,30320
2,30535
2,30750
2,30963
2,31175
2,31387
2,31597
2,31806
2,32015

4,97512
4,95050
4,92611
4,90196
4,87805
4,85437
4,83092
4,80769
4,78469

M 2222 4,76190
2,32428
2,32634
2,32838
2,33041
2,33244
2,33445
2,33646
2,33846
2,34044
2,34242
2,34439
2,34635
2,34830
2,35025
2,35218
2 ,3 54 11
2,35603
2,35793
2,35984
2,36173
2,36361
2,36549
2,36736
2,36922
2,37107
2,37291

2,37475
2,37658 

840M 2 ! l
2,3802
2,38202
2,38382
2,38561

2,38739
2,38917
2,39094
2,39270
2,39445
2,39620
2,39794

4,73934
4,71698
4,69484
4,67290
4,65116
4,62963
4,60829
4,58716
4,56621

4,54545
4,52489
4,50450
4,48430
4,46429
4,44444
4,42478
4,40529
4,38596
4,36681

4,34783

4,32900
4,31034
4,29185
4,27350
4,25532

4,23729
4,21941
4,20168
4,18410
4,16667
4,14938
4,13223
4,H 523
4,09836
4,08163
4,06504
4,04858
4,03226
4,01606
4,00000

628,32|3i 4i 5,9

631,46
634,60
637,74
640,88
644,03
647,17
650,31
653,45
656,59

659,73
662 
666,02 
669,16 
672,30
675,44
678,58
681,73
684,87
688,01
691,15

694,29
697,43
700,58
703,72
706,86
710,00

713,14
716,28
719,4-
722,57
725,71
728,85
731,99
735,13
738,27
741,42
744,56
747,70
750,84
753,98
757,12
760,27
763,41
766,55
769,69
772,83

775,97
779. i l
782,26
785,40

3i 73o,9
32047.4
32365.5
32685.1
33006.4
33329.2

33653.5
33979.5 
34307,0

34636,1
34966.7 
35298,9
35632.7
35968,1
36105,0
36643.5
36983.6 
37325,3 
37668,5
38013,3
38359.6
38707.6
39057.1
39408.1
39760.8 
40115,0
40470.8
40828.1
4 118 7 .1
41547,6
41909,6
42273,3
42638.5

43° ° 5,3
43373.6 
43743,5
44115.0
44488.1
44862.7

45238,9
45616,7
45996.1 
46377,°
46759.5
47143.5
47529.2

4791 6.4 
48305,1
48695.5
49° 87,4

200

201

202

203
204 
205 
206
207
208 
209 

210
2 11
212
213
2x4
« 5
.16

217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229

2 3 0
231
232
233
234
235
236
237
238
239

2 4 0
241
242
243
2A4
245
246
247 
24S
249
2 5 0



I. Tablice. 250-300 7

u ns 7Ł3 Y  n y  n log n lio o o -—
U K n

it n‘
T n

2 ^ 0 62500 15625000 15,8 114 0,2990 2,39794 4,00000 785,40 49087,4! 2  ÇO
iS i 63031 > 5 8 13 2 5 1 j 5,8430 6,3080 2,39967 3,98406 788,54 49480,9 251
*5* 63504 16003008 15,8745 6,3164 2,40140 3,96825 791,68 49875,9 2C2
5-53 64OO9 16194277 I5,9060 6,3247 2,40311 3.95257 794,82 50272,6 253

254 64516 16387064 15,9374 6,3330 2,40483 3.9370* 797,96 50670,7 254
*55 65025 16581375 15,9687 6,3413 2,40654 3 ,9 2 15 7 8 0 1,11 51070,5 255
256 65536 16777216 16,0000 6,3496 2,40824 3,90625 804,25 5*47*,9 256
157 66049 16974593 16,0312 6,3579 2,40993 3,89105 807,39 51874,8 257
258 66564 1 7 1 7 3 5 1 2 16,0624 6,3661 2,41162 3,87597- 8 io ,53 52279,2 258
159 67081 17 3 7 3 9 7 9 *6,0935 6,3743 2.4 X330 3,86lOO 813,67 52685,3 259

2 6 0 67600 17576000 16,1245 6,3825 2,4*497 3,84615 816,Si 53092,9 2 6 0
26I 6S121 17779581 16,1555 6,3907 2,41664 3,83*42 819,96 53502,i 261
262 68644 17984728 16,1864 6,3988 2,41830 3,81679 823,10 539*2,9 262
263 69169 18191447 16,2173 6,4070 2,41996 3,80228 826,24 54325,2 263
164 69696 18 39 9 7 4 4 16,2481 6,4151 2,42160 3,78788 829,38 54739.1 264
165 70225 1S609625 16,2788 6,4232 2,42325 3,77358 832,52 55*54,6 265
266 70756 18821096 16,3095 6,43*2 2,42488 3,7594° 835,66 5557*,'6 266
267 71289 19034163 16,3401 6,4393 2,42651 3,74532 838,81 55990,3 267
268 71824 19248S32 16,3707 6,4473 2,42813 3,73*34 84 1.9 5 56410,4 268
269 72361 19465109 l6,40I2 6.4553 2,42975 3,7*747 845,09 56832,2 269

2 7 0 72900 19683000 i 6,4317 6,4633 2,43136 3,7° 37° 848,23 57255,5 2 7 0
271 7 3 4 4 1 19902511 16,4621 .6,4713 2,43297 3,69004 851,37 57680,4 271
272 73984 20123648 16,4924 6,4792 2)43457 3,676 4 7 854,51 58106,9 272
273 74529 20346417 16,5227 6,4872 2,43616 3,66300 857,65 58534,9 273
274 75076 20570824 16,5529 6,4951 2,43775 3,64964 860,80 58964,6 274
a75 75625 20796875 16,5831 6,5030 2,43933 3,63636 863,94 59395,7 275
276 76176 21024576 16,6132 6,51öS 2,44091 3 .6 2 3 19 867,08 59828,5 276
277 76729 21253933 16,6433 6,5187 2,44248 3,6 10 11 870,22 60262,8 277
278 77284 21484952 16,6733 6,5265 2,44404 3.597*2 873,36 60698,7 278
279 77841 21717639 ¿6,7033 6,5343 2,44560 3 .5 8 4 23 876,5° 61136,2 279

2bO 7S400 21952000 16,7332 6,5421 2,44716 3,57143 879,65 6i575,2 2 8 0
281 78961 22188041 16,7631 6,5499 2 ,4 4 8 7 ' 3,55872 882,79 62015,8 281
282 795-4 22425768 16,7929 6,5577 2,45025 3,54610 ,885,93 62458,0 282
283 80089 22665187 16,8226 6,5654 2,45*79 3,53357 889,07 62901,8 283
284 80656 22906304 16,8523 6,573* 2,45332 3,52! i 3 892,21 63347,* 284
285 81225 23*49*25 16,8819 6,5808 2,45484 3 ,5 0 8 77 895,35 63794,0 285
286 81796 =3393656 16 ,9115 6,5885 2,4563" 3 ,49650 898,50 64242,4 28b
2S7 82369 23639903 16,9411 6,5962 2,45788 3 ,4 8 432 901,64 64692,5 287
288 S2944 238S7S72 16,9706 6,6039 2,45939 3,47222 904,78 65144,1 288
289 8 3 5 2 1 24137569 17,0000 6,6115 2,46090 3,46021 907,92 65597,2 289

2 9 0 S4100 24389000 17,0294 6,6191 24624O 3,44828 9I I ,06 66052,0 2 9 0
29! 84631 24642171 I 7.0587 6,6267 2,46389 3,43643 014,20 66508,3 291
292 85264 24897088 17,0880 6,6343 2,46538 3,42466 9*7,35 66966,2 292
■293 85849 2 5 15 3 7 5 7 17 ,117 2 6,6419 2,46687 3,4*297 920,49 67425,6 293
294 86436 25412184 17,1464 6,6494 2,46835 3,40136 923,63 67886,7 294
29S 87025 25 6 723 75 17.1756 6,6569 2,46982 3,38 98 3 926,77 68349,3 295
296 87616 25934336 17,2047 6,6644 2,47129 3,3783*5 929,91 68813,4 29b
297 882O9 2619S073 I7.2337 6,6719 2,47276 3 ,3 6 7 0 ° 933,05 69279,2 297
298 888O4 26463592 17,2627 6,6794 2,47422 3,35570 9 36 ,19 69746,5 29S
299 89401 26730S99 17,2916 6,6869 2,47567 3,34448 939 ,34 70215,4 299

3OU 9OOOO 27OODOOO 17,3205 6,6943 2,47712 3,33333 942,48 70685,8.3 0 0



3  3 0 0 __ 350 Dział pierwszy. — Matematyka.

fi n- n3 J/»» Y ñ . log *  1 0 0 0 - i - îc n I
X lí¡
4

n

3 0 0 90000: 27000000 17.3*05: 6,6943 2,47712 3,33333 70685,8 3 0 0
.301 90601 27270901 17.3494 6,7018 *,4/857 3,3***6 945,6* 7i * 57,9 301
3°2 91204 27543608 17,3781 6,7092 2,48001 3,31126 948,76 7*63*,5 302
303 91809 278x8127 17,4069 6,7166 *,48144 3,30033 95*.90 72106,6 303
3°4 92416 28094464 *7,4356 6,7240 2,48287 3,*8947 955,04 7*583,4 304
305 930*5 283726*5 17,4641 6,7313 *,48430 3,27869 958,19 73061,7 305
306 93636 28652616 17,4939 6,7387 2,48572 3,26797 96i ,33 7354i ,5 306

•3°7 94*49 *8934443 I7,5*I4 6,7460 2,48714 3,*5733 964,47 74023,0 307
308 94S64 2 9 2 18 111 17,5499 6,7533 2,48855 3,*4675 967,61 74506,0 308
309 95481 29503629 17,5784 6,7606 *,48996 3,*36*5 970,75 74990,6 309

S 1 0 96100 2979x000 17,6068 6,7679 *,49*36 3,**581 973.89 75476,8 3 1 0

3 1 1 96721 300S0131 17,635* 6,775* *,49276 3,**543 977,04 75964,5 3**
3 1 1 97344 303713*8 17,6635 6,7824 *,494*5 3>*°5*3 980,18 76453,8 312
3 13 97969 30664*97 I7,69l8 6,7897 *,49554 3,19489 983.3* 76944,7 3*3

3*4 98596 3° 959I44 17,7200 6,7969 *,49693 3,i847* 986,46 77437,* 3*4
3 15 99**5 31*55875 17,7482 6,8041 *,49831 3,17460 989,60 7793*,* 3*5
316 99856 3*554496 17,7764 ć ,S ii3 2,49969 3,16456 99*>74 784*6,7 3*6

3*7 100489 31855013 17,8045 6,8185 2,50106 3,*5457 995,88 789*3,9 3*7

3l l 10 1124 3* I 5743* 17,8326 6,8256 *,50*43 3,*4465 999,03 794**,6 318
3*9 101761 3246x759 17,8606 6,8328 *,50379 3,*3480 X001,l 79911,9 3*9

3 2 0 102400 32768000 17,8885 6,8399 *,505*5 3,1*500 *005,3 80424,8 3 2 0
3 1 1 103041 33076161 17,9165 6,8470 2,50651 3 ,115*6 1008,5 80918,2 321
322 103684 33386148 17,9444 6,8541 2,50786 3,*0559 ioxx,6 81433,* 32 1
323 104319 33698267 17,9722 6,8612 2,50920 3,09598 1014,7 81939,8 3*3

324 104976 34OI2224 18,0000 6,8683 *>5I055 3,0864* 1017,9 81448,0 3*4
315 105625 343*8125 18,0278 6,8753 2,51188 3,0769* 1021,0 8*957.7 3*5
3* 6 106176 34645976 18,0555 6,8824 *,513*2 3,06748 1024,2 83469,0 326
3*7 106929 34965783 18,0831 6,8894 *,5*455 3,05810 1027,3 83981,8 327
3*8 107584 35*8755* 18,1108 6,8964 *,5*587 3,04878 1030,4 84496,3 328
3*9 108241 35611289 18,1384 6,9034 2,5x720 3,03951 1033,6 850x2,3 3*9

3 3 0 108900 35937000 18,1659 6,9104 1,5*85* 3,03030 1036,7 855*9,9 3 3 °
331 109561 36264691 18,1934 6.9174 2,51983 3,o***5 1039,9 S6o49,o 33*
33* 110224 36594368 18,2209 6,9*44 2,52114 3,01*05 1043,0 86569,7 33*
333 110885 36926037 18,2483 6,9313 *,5**44 3,00300 1046,2 87092,0 333
334 111556 37259704 18,2757 6,938* *,5*375 *,99401 *049,3 87615,9 334
335 II2225 37595375 18,3030 6,945* 2,51504 2,98507 105*,4 88141,3 335
336 II2896 37933056 18,3303 6,95** *,5*634 *,976*9 1055,6 88668,3 336
337 113569 38*7*753 18,3576 6,9589 *,5*"63 2,96736 1058,7 89196,9 337
338 114*44 38614472 18,3848 6,9658 2,5*S9* 2,95858 1061,9 897*7,0 338
339 II4 9 2I 38958219 18 ,4 120 6,97*7 1,530*0 2,94985 1065,0 90258,7 339

3 4 ° II5600 39304000 18,4391 6,9795 *,53*48 2,941x8 1068,X 90792,0 3 4 O
3 4 1 II628I 39 6 51821 18.4662 6,9864 *,53*75 *,93*55 10 7 1,3 91326,9 341
34* II6964 4000168S i 8,493* 6,9932 *,53403 1,9*398 1074,4 9*863,3 34*
343 11764c 40353607 18,5203 7,0000 *,535*9 *Í9*545 1077,6 9*401,3 343
344 II8336 40707584 18.547* 7,0068 *,53656 2,90698 1080,7 9*940,9 344
345 II9O25 41063625 18,574* 7,0*36 *,5378* 2,89855 1083,8 93482,0 345
346 119 7 10 4x42x736 x8,6on 7,0103 2,53908 1,8 9 0 17 *087,0 94024,7 346
347 I2O4O9 4x78x923 18,6275 7 ,0 17 1 *,54033 2,S8i S4 1090,1 94569,0 347
348 I 2I I 0-] 42I44I92 18,6548 7,0338 *,54*58 *,87356 1093,3 95 **4,9 348
349 I2 l8 o i 42508549 18,6815 7,0406 *>54*83 *.86533 1096,4 95662,3 349

3 5 0 I225OO 42875000 18,7085 ' 7,0473 *,54407 : *.857*4 1099.6' 9 6 2 11,3 3 5 0



1. Tablice. 350—400 9

11 11' rt3 Vn
3

V » log n 1000—
n

5: n
7: n-
T n

350 122500*, 42875000 18,7083 7,0473 2,54407 2,857*4 *099,6196211,3 350

35* 123201! 432-43551 18,7350 7,0540 2,5453* 1,84900 1*02,7 96761,8 35*
352 123904 43614208 18,7617 7,0607 2,54654 2,84091 1*05,8 973*4,0 352

353 124609 43986977 18,7883 7,0674 *•>54777 2,83186 1*09,0 97867,7 353

35+ 125316 44361864 1S.S149 7,0740 2,54900 2,524*0 * * 12,* 98413,0 354
355 126025 44738875 18,8414 7,0807 2,55023 1,81690 ***5,3 98979,8 355

356 126736 45118016 *8,8680 7,0873 2,55*45 2,80899 1*18,4 99538,1 35b
357 1 27449 45499*93 18,8944 7,0940 2,55267 2,8oi *2 1*21,5 100098 357

358 128164 45882712 18,9209 7,*oo5 2,55388 2,7933° 1124,7 100660! 350
359 128881 46268279 *8,9473 7,1072 i ,55509 2,78552 1*27,8 *01223 359

36° 129600 46656000 *8.9737 7,* *38 2,55630 2,77778 **3*,o 101788 3 b0
36r 130321; 47045881 19,0000 7,1204 2,5575* 2,77008 1*34 ,1 102354 36*

.362 131044 47437928 19,0263 7,1269 2,55871 2,76243 1 ‘ 37,3 *02922 362
■3b3 131769 47S32147 19,0526 7,*335 2,5599* i ,754s2 1*40,4 103491 363

364 132496 48228544 19,0788 7,1400 2,56110 2,74725 **43.5 104062 364
'->5 '33225 48627125 *9,1050 7,1466 2,56229 2,73973 1146,7 104635:365
366 133956 49027896 19 ,13 1* 7, i 53* 2,56348 2,73224 1149,8 105209 366
367 134689 49430863 19.1572 7, *596 2,56467 2,72480 1*53,0 105785 367

135414 49836032 *9.1833 7,1661 2,56585 2,7*739 1156 ,1 106362 368
369 136161 50243409 19,2094 7,1726 2,,56703 2,71003 1159,2 106941 369

37° 136900 50653000 *9.2354 7,*79* 2,56820 2,70270 1162,4 107521 370
37i 137641 51064811 19,261.1 7,*855 2,56937 2,69^42 *165,5 *08*031 371
371 138384 51478S48 19.2S73 7,1920 i ,57054 2,6S8*7 1*68,7 108687 372
373 139129 518 95117 19.3*32 7,*984 2,57J 7* 2,68097 117 1,8 109272 373

374 139876 52313624 19,3391 ,7,2048 2,57287 2,67380 1175,0 10985S 374
375 140625 52734375 19.3649 7 ,2 112 2,57403 2,66667 1*78,1 110447 375
37b 141376 53157376 19,3907 7,2177 2,575*9 2,65957 1 18 1,2 1110 36 376

377 142129 53582633 *9.4*65 7,2240 2,57634 2,65252 1*84,4 111628 377
37« 142884 54010152 19.4422 7,2304 2,57749 1,64550 1187,5 112 2 2 1 378

379 143641 54439939 19,4679 7,2368 2,57864 1,63851 1190,7 1*2815 379

330 144400 54872000 19,4936 7.1432 2,57978 2,63158 1193,8 1 13 4 1 1 380
3* i *45*6* 55306341 *9.5*92 7,2495 2,58092 2,62467 1196,9 * 14009 381
382 145924 55742968 *9.5448 7,2558 2,58206 2,61780 1200,1 114608 382
383 146689 56181887 19.5704 7,2622 2,58320 2,61097 1203,2 115209 383

3S4 147456 56623104 *9,5959 7,2685 2,58433 1,60417 1206,4 1158 12 384
3^5 148225 57066625 19,6214 7,2748 2,58546 1,59740 1209,5 116416 385
3l>6 I4S996 57512456 19,6469 7,18** 2,58659 1,59067 1212,7 1*7021 38b
3S7 149769 57960603 19,6723 7,2874 2,58771 i ,5S398 1215,8 117628 387
3X8 150544 58411072 *9,6977 7,2936 2,58883 i ,5773i 1218,9 118237 388
389 15 13 2 1 58863869 19,7231 7,2999 2,58995 2,57069 * 222,* 11SS47 389

390 I52IOO 59319000 19,7484 7,3061 2,59106 2,56410 1225,2 119459 390
391 152881 5977647* *9,7737 7,3*24 2,59218 1,55754 1228,4 120072 39*
391 153664 6023628S 19,7990 7,3*86 2,59329 2,55*02 *23*,5 *20687 392
393 *54449 60698457 19,8242 7,3248 1,59439 2,54453 1234,6 121304 393

394 155236 61162984 19,8494 7,3310 2,59550 2,53807 1137,8 121922 394
395 156025 61629875 10,8746 7,3372 2,59660 2,53*65 1140,9 122542 395
396 156816 62099136 19,8997 7,3434 2,59770 2,51525 1144 ,* 123163 396

3>J7 157609 62570773 19,9249 7,3496 2,59879 2,51889 114 7 ,1 123786 397
3-)* I584O4 63044792 *9,9499! 7,3558 2,59988 2,51256 1150,4 I244IO 39i
399 I5920I 63521199 19.9750' 7,36*9 2.60097 2,50627 H 53,5 125036 399

4CO IÓOOOO 64OOOOOO 20,0000 7,3681 2,60206 2,50030 1156,6 1:5664 4 00



10 400—450 Dział pierwszy. — Matematyka

n n5 V n y n log H 1 0 0 0 . - -
n

-  H
T T

400
401
402 
4°3
404
405
406
407
408
409

4 10
4 11
412
413
4 14
4 15
416

4 17
418
419

420
421
422
413
424
425
426
427
428
429

430
431
432
433
434 

43£436
437
438
439

440
441
442
443
444
445
446

447
448
449 

45 °

60000' 6 j000000
60801
61604
62409
63216
64025
64836
65649
66464
67281
68100
68921
69744
70569
71396
72225
73056
73889
747*4
75561
76400
77241
78084
78929
79776
80625
81476
82329
83184
84041
84900
85761
86624
87489
88356
89225
90096
90969
9r®44
92721
93600
944S1
95364
96249
97136 
98025 
98916 
99809 

200704 
20IÓ0 II

644812OI
64964808
65450827
65939264
66430125
66923416

67419H3
679i 73 i2
68417929
68921000
69426531
69934528
70444997

70957944
71473375
71991296
725 117 13
73034632
73560059
74088000
74618461
75I5I44S
75686967
76225024
76765625
77308776

77854483
78402752
78953589
79507000
80062991
80621568
81182737
81746504
82312875
S2881856

83453453
84027672
S4604519
85184000
85766121
86350888
86938307
87528384
88121125
88716536
89314623
89915392
9O518849

202500: 91125OOO

20,0000

20,0250
20,0499
20,0749
20,0998
20,1246
20,1494
20,1742
20,1990
20,2237

20,2485
20,2731
20,2978
20,3224
20,3470
20,3715
20,3961
20,4206
20,4450
00,4695
30,4939
.0,5183

20,5426
20,5670
20,5913
20,6155
20,6398
20,6640
20,6881
20,7123
20,7364
20,7605
20,7846
20,8087
20,8327
20,8567
20,8806
20,9045
20,9284
20,9523
20,9762
21,0000
21,0238
21,0476
21,0713
21,0950
2 1,118 7
21,1424
21,1660
21,1896
2 1,2 132

7,368i
7,3740
7,3803
7,3864
7,39*5
7,3986
7>4°47
7,4108
7,4169
7,4229
7,4290

7,4350
7>4410
7.4470

7,4530
7,4590
7,4650
7,47io
7,477°
7,4809
7,4889

7,4948
7,5007
7,5067

7»51-6

7,5185
7,5*44

7,5300
7 ,536 1
7,5420
7,5478

7,5537
7,5595
7.5654

7,57^
7,577o
7,5828
7,5886
7,5944
7,6001

7,6059
7,6 117
7,6i74
7,6030

7,6346
7,6403
7,6460
7,65i 7

131±
7,6631

2,60206
0,60314 
2,60423 
2,60531 
2,60638 
2,60746 
2,60853 
0,60959 
2,61066 
2,61172
2,61278
2,61384
2,61490
0,61595
2,61700
2,61805
2,61909
2,62014
2,62118
2,62221
2,60325
2,62428
2.60531
2,62634
2,62737
2,62839
2,62941
0,63043
2,63144
0,63246
0,6334

i0,634.
2,63548
0,63649
0,63749
2,63849
2,63949
0,64048
0,64147
0,64046
¿64345

0,64444
0,64540
2,64640
2,64738
2,64836
2,64933
2,65031
2,65128
0,65005
2,653*

0,50000

2,49377
2,48756
0,48139

2,47525
2,46914
2,46305
2,45700
2,45098
2,44499
2,43902

M33O9
2,427l8
2,42131
2,41546
2,40964
2,40385
2,39808
0,39*34
2,38663

0,38095
0,37530
*,36967
0,36407

*,35849
2,35*94
2,34741

2,3419*
2,33645
2,33*00

*>3*55
*,3*019
*,31481
2,30947
1,30415
0,19885
o,*9358
2,28833
2,28311
2,27790
2,27273
2,26757
0,06244
2,25734
2,25225
0,04719
2,04215
2,03714
0,03014
0.00717

256.61 105C64
*59,8
262.9 
266,1
069.0 
270,3
275.5
278.6 
281, r
284.9
288.1
091.2
294.3
*97,5
300,6
303.8
306.9 
310,0
313.2
316.3
319,5
322,6
3*5,8
328,9
332,0
335.2
338.3
341.5
344.6
i m
352,9

354.0
357.2
360.3
363.5
366.6 
69,7

372,9
376.0
379,*
382,3
385,4
388.6
391.7

394.9
398,0
401.2

404.3
407.4 

1410,6

I 4i 3,7

126293
126923
127556
128190
128825
129462
130100
130741
13138 2
132025
132670
133317
133965
134614
135265
135918
13657*
137228
137885
138544
139205
139867
140531
141196
141863
14*53*
143001
143872
144545
145*20
145896
146574
147254
147934
148617
149301

149987
150674
151363

15*053

152745
153439
154134
154830
1555*8
156228
156930
157633
158337
159043

400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
4 10
411
412
413
414
415
416

417
418
419
420
421
422 
4*3
424
425
426
427
428
429

430
431
430
433

434

431436

437
438

439
440
441 
440
443

444
445
446
447
448
449

4 5 °



I. Tablico. 450—500 11

n !i )l3 n3
3

V~n log » 1000 . —
n K »

tc n- - r ■
T  i

4 5 0
451
451
453
454
455
456

457
458
459 

460
461
462
463
464
465
466
467
468
469

470
47i
471
473

474

■7£476

477
478
479

480
481
482
483
484
485
486
487
488
+89

490
-491
49*
493

494
495
496
497 
49S
499

5 0 0

202500 91125000 21,2 132 7,6631 *,65321 *,***** 1413,7! 159043 45 °
451
45*
453

454
455
456

457
458

459
460
461
462
463
464
465
466

467
46S
469
470

471 
471
473

474

47l476
477
478
479

480
481 
48*
483
484 
4S5
486
487
488
489
490
491 
49*
493

494
495
496
497
498
499 
5 0 °

203401
204304
205209
206116
207025
207936
208849
209764
210681

91733851
92345408
92959677
93576664
94196375
§4818816

95443993
96071912
96702579

21,2368
21,2603
21,2838

21,3073
*1,3307
21,3542
21,3776
21,4009
21,4243

7,6688
7,6744
7,6801

7,6857
7,6914
7,6970
7,70*6
7,7082
7,7138

1,65418
*,65514
1,65610
1,65706
2,65801
1,65896
1,65992
2,66087
2,66181

2,*17*9 
2,21239 
1,10 751 
1,10 164  
1,19780 
2,19298 
2,18818 
1,18341 
2,17865

1416,9
1420,0
14*3, !
14*6,3
1429,4
1432.6

1435.7
1438.8
1442,0

159751
160460
16 117 1
161883
161597
163313
164030
164748
165468

211600 97336000 21,4476 7,7194 2,66276 i , i 739i i 445,i 166190
212521
213444
214369
215296
216225
217156
218089
219024
219961

97972181
98011128
99252847
99897344

100544625
101194696
101847563
102503232
103161709

21,4709
21,4942
*1,5 174
21,5407
21,5639
21,5870
21,6102
*1,6333
21,6564

7,7250
7,7306
7,7362
7,74^8

7,7473
7,75*9

7,7584
7,7639
7,7695

2,66370
2,66464
2,66558
2,66652

.*,6»745
1,66839
2,66932
2,67015
2,67117

2,16920
2,16450
*,15983

2,15054
*,r459*
* ,H i33
*,13675
2,13220

1448.3
1451.4
1454.6

1 457.7
1460.8
1464.0
1467.1
1470,3
H 73,4

166914
167639
168365
169093
1698*3
170554
17 11S 7
17*0 11
17*757

220900
221841
222784
223729
224676
225625
226576
227529
228484
229441

103823000 *1,6795 7,775 0 2,67210: 1,12766 1476,5 173494
1044871 u  
105154048 
105823817 
106496424 
107171875 
107850176 
108531333 
109215352 
109902239

21,7025
21,7256
21,7486

*1,7715
* 1,7945
21,8174
21,8403
21,8632
21,8861

7,7805
7,7860
7,7915

7,797°
7,8025
7,8079
7,8134
7,8188
7,8243

1,67301
*,67394
2,67486
2,67578
1,67669
2,67761
2,67852
*,67943
2,68034

2,12314
2,11864
2 ,114 16
2,10970
2,10526
1,10084
2,09644
2,09105
2,08768

1479.7
1481.8
1486.0
1489.1 
! 49*,3
1495.4

1498.5
1 501.7
1504.8

174234
174974
175716
176460
177205
17795*
178701
I79451
180203

230400 110592000 21,9089 7,8297 2,68124 1,08333 1508,0 180956
231361
232324
233289
23425Ć
235225
236I96
237169
238144
239I2I

111284641
111980168
112678587
113379904
114084125
114791256
115501303
116214272
116930169

*1,9317
*1,9545
* 1,9773
**,0000
*2,0*27
*2,0454
22,0681
22,0907
**,H 33

7,835*
7,8406
7,8460

7,8514 
7,8568 
7,8622 
7,8676 
7,8730 
7,8784

2,68215
*,68305
*,68395
*,68485
*,68574
2,68664
*,68753
2,68842
2,68931

1,07900
2,07469
*,07039
*,06612
2,06186
2,05761
2,05339
2,04918
2,04499

15 1 1 . 1
15 14 .1 
I 5i 7,4 
15*0,5 
15*3,7 
1516,8
1530.0
1533.1
1536.1

18 17 11
182467
183*25
183984
184745
185508
186272
187038
187805

240100 117649000 22,1359 7,8837 2,69020 2,04082 1539,4 188574
241081 
242064 
243049 

244036 
245025 
24601i 
247009 
24800  ̂
249001

118370771
119095488
119823157
120553784
121287375
122023936 
122763473 
123505992 
124251499

**,1585
22 ,18 11
22,2036
22,2261
**,2486
22,2711

**,*935
**,3159

1**13383

7,8891
7,8944
7,8998

7,9051
7,9105
7,9*58
7,9211
7,9264
7,9317

2,69108
1,69197
*,69285

*,69373
2,69461
*,69545
2,69636
1,69723
2,69810

1,03666
2,03252
2,02840
2,02429
1,02020
2,Ol6l3
1,0 1107
2,00803
2,00401

154*, 5
1545.7
1548.8

1 551 .9
1 555.1
1558.1
1561.4
1564.5 
1567,7

189345
I90H7
190890
I91665
192442
I9322I
194000
194782
195565

25000C 125000 oooj 22,3 607 7,9370 *,69897 2,00000 1570,8 196350



12 oOO— 550 Dział pierwszy.—.Matematyka.

•» n-
--

u3. y  n Ï  » iog n 10 0 0  —  
« rc n

«  i i3 
■ ~ r n

S ° o 250000 125000000 22,3607; 7,9370 2,69897 2~OQOOO 1570,8 196350 SOO
501 251001 125751501 22,3330 7.9423 2,69984 1,99601 1573,9 197136 501
502 252004 126506008 22,4054 7.9476. 2,70070 1,99203 1577,1 197923 502
5°3 253009 127263527 22,4277 7.9528 2,70157 1,98807. 1580,2 198713 503
504 254016 12S024064 22,4499 7.9581 2,70243 I.984I3 1583,4 199504 ■504

255025 128787625 22,4722 7,9634 2,70329 1,98020 1586,5 200296 505
506 256036 129554216 22,4944 7,9686 2,70415 1,9762s 1589,6 201090 506
507 i 57°49 130323843 22,5167 7,9739 2,70501 I.97239 1592.8 201S86 507
508 258064 131096512 22,5389 7,9791 2,70586 1,96850 1595.9 202683 .508
509 259081 131872229 22,5610 7,9843 2,70672 1,96464 i 599,i 203482 509

S i o 260100 132651000 22,5832 7.9896 2,70757 1,90078 1602,2 204282 5 1 0
5 11 2 6 112 1 133432831 22,6053 7,9948 2,7084: I.95695 1605,4 205084 5 11
■¡i* 262144 134217728 22,6274 S,oooo 2,70927 I.95312 1608,5 205887 512
5! 3 263169 135005697 22,6495 8,0052 2,71012 I.94932 16 11,6 206692 513
SH 264196 i 35796744 22,6716 S,oio4 2,71096 1.94553 1614,8 207499 514
SU 265225 136590875 22,6936 8,0156 2 ,7118 1 1.94175 1617,9 208307 515
516 266256 137388096 22,7156 S,0208 2,71265 1,93798 16 21,1 209117 5 ib
517 267289 1381S8413 22,7376 8,0260 2,7i 349 1,93424 1624,2 209928

5 I?SIÜ 268324 138991832 22,7596 8,0311 2,71433 1,93050 1627,3 210741 51!»
5*9 269361 13979S359 22,7816 8,0363 2 ,71517 1,92678 1630,5 2 11556 519

520 270400 14060S000 22,8035 8,0415 .2,71600 1,92308 1633,6 212372 520
521 271441 141420761 22,8254 8,0466 2,71684 i,9 i 939 1636,8 213189 521
S2I 272484 142236648 22,8473 8,0517 2,71767 1.9 1571 1639.9 214008 522
5I 3 273529 143055667 22,8692 8,0569 2,71850 1,91205 1643.1 214829 523
5-4 274576 143S77824 22,8910 8,0620 2,71933 1,90840 1646,2 215651 524
525 275625 144703125 22,9129 8,0671 2,72016 1,90476 1649.3 216475 525
52b 276676 I4553I 576 22,9347 8,0723 2,72099 1,90114 1652,5 217301 526
■5*7 277729 146363182 22,9565 8,07,74 2,72181 1.89753 1655.6 218128 527
528 278784 147197052 22,9783 8,0825 2,72263 1 89394 1658,8 218956 528
5-9 279841 148035889 23,0000 8,0876 2,72346 1,89036 1661,9 219787 529

.c3° 280900 148877000 23,0217 8,0927 2,72428 1,88679 1665,0 220618 .SSO
531 281961 149721291 23,0434 8,0978 2,72509 1,88324 i66S,2 221452 531
532 283024 15056S768 23,0651 8,1028 2.72591 1,87970 1671,3 222287 532

533 284089 I 5I4l 9437 23,0868 8,1079 2,72673 1,87617 1674.5 223123 533

534 285156 152273304 23,1084 8,1130 2,72754 1,87266 1677,6 223961 534
535 286225 1 53I 3°375 23,1301 8,n8o 2,72835 1,86916 1680,8 224801 535
53<> 287296 153990656 23.15 17 8 ,1231 2,72916 1,86567 1683,9 225642 536

537 288369 154854153 23,1733 8,1281 2,72997 1,86220 1687,0 226484 537
.53» 2S9444 155720872 23,1948 8.1332 2,73078 1.85874 1690,2 327329 53S
539 290521 156590819 23,2164 8,1382 2,73159 1,85529 1693.3 228175 539

5 4 0 291600 157464000 23,2379 8.1433 2,73239 1.85185 1696,5 229022 540
541 292681 158340421 23,2594 8,1483 2,73320 1,84843 1699,6 229871 541
54* 293764 159220088 23,2809 8,1533 2,73400 1,84502 1702,7 230721 542
543 294849 160103007 23.3024 8,158.3 2,73480 1,84162 1705,9 231574 543

544 295936 160989184 23,3238 8,1633 2,73560 1,83824 1709.0 232428 544
545 297025 161878625 23.3452 8,1683 2,73640 1,83486 1712 ,2 233283 545

.546 298116 162771336 23,3666 8,1733 2,73719 1,83150 i 7I 5>3 234140 546

547 299209 163667323 23,3880 8,1783 2,73799 1,82815 1718,5 234998 S4I
5ł* 3003041164566592 23,4094 8,1833 2,73878 1,82482 1721,6 235858 548
i 49 3014011165469149 23.4307 8,1882 2,73957 1,82149 1724.7 236720 549

55° 30250c]166375000 23.4521 8,1952 2.-4036 i .81818 1727.9 237583 550



L Tablice. 550—600 18

n nr ]/ n Vn log » 1000-jin 77 11
~ H-
~r »i

55 ° 301500 166375003 23,4521 8,1932 2,74036 1,8 1818 1727,9 137583 55 °
551 303601 167284151 23,4734 8,1982 1,74*15 1,81488 -*73*,0 238448 55?
552 304704 168196608 13,4947 8,2031 2,74*94 1,8 1159 *734,2 2393*4 55*
553 305809 169112377 13,5160 8,2081 2,74173 1,80832 *737,3 14 0 18 1 553

55+ 306916 170031464 13,5371 8,2130 1,7435* 1,80505 *740,4 141051 554
555 308025 170953875 13,5584 8,2180 i ,744i 9 1,80180 *743,6 241922 555
556 309136 171879616 13,5797 8,2229 1,74507 *¡79856 *746,7 141795 '55?
557 310249 171808693 23,6008 8,2278 1,74586 *,79533 *749,9 243669 551
55» 311364 17 3 7 4 1112 23,6220 8,2317 2,74663 1,79211 *753,o 144545 558
559 312481 174676879 13,6431 8,2377 2,7474* 1,78891 1756,2 245422 559

560 313 6 °° 175616000 13,6643 8,2426 2,74819 1,78571 *759,3 246301 560
561 314721 176558481 13,6854 8,1475 2,74896 *,78253 1761,4 247181 56*
562 315844 177504328 13,7065 8,1524 1,74974 1,77936 1765,6 248063 562
563 316969 178453547 13,7276 8,1573 2,7505* 1,77620 1768,7 248947 563
564 318096 179406144 13,7487 8,2621 2,75128 i ,77305 *77*,9 249S32 364
565 3*9H 5 180362125 13,7697 8,2670 2,75205 *,76991 *775,0 2507*9 565.
566 320356 181321496 13,7908 8,¿719 2,75282 1,76678 1778,1 251607 566
567 31*489 182284263 23,8118 8,2768 1.75358 1,76367 *78i ,3 252497 567
568 322624 183250431 23,8328 8,2816 2,75435 1,76056 1784,4 253388 568
569 323761 184210009 13,8537 8,2865 1,755** *,75747 1787,6 254281 569

570 324900 185193000 i 3>8747 8,2913 1,75587 i ,75439 1790,7 255176 570
57i 326041 186169411 23,8956 8,2962 2,75664 *,75*3* *793-8 256072 57*
57- 327184 187149248 1 3 ,9165 8,3010 1,75740 1,74825 *797,0 256970 572
573 328329 188132517 23,9374 8,3059 1,758*5 1,74510 1800,1: 257869 573

574 329476 189119224 13,9583 8,3107 2,7589* 1,74 116 1803,3 258770 574
575 330625 190109375 23.9792 '8 ,3155 1,75967 *,739*3 1806,4 259672 57?576 331776 191102976 24.0 300 8,3203 2,76042 i ,736i* 1809,6 260576 576
577 332919 192100033 24,0208 8,325! 2,76118 *•733*0 1812,7 261482 577
57» 334084 193100552 24,0416 8,3300 1,76193 1,73010 *8*5,8 162389 578
579 335’-4 i 194104539 24,0624 8,3348 2,76168 1 ,7 17 12 1819,0 163198 579-

580 336400 195112000 24,0832 8,3396 2,76343 1,72414 1822,1 164108 58°
581 337561 196122941 24>io39 8,3443 2,76418 1 ,7 1 1 17 i 8i 5,3 265120 581

SV~ 338714 197x37368 14,1247 8.3491 1,76492 1,7 1821 1828,4 266033 582
583 339889 198155287 14 ,*454 8,3539 2,76567 1,71527 1831,6 266948 583

584 34* °56 199176704 24,1661 8,3587 1,76641 1,7 113 3 1834,7 267865 584
585 342225 200201615 14,1868 8.3634 2,76716 1.70940 1837,8 268783 585
586 343396 201230056 14,2074 8,3682 2,76790 1,70648 1841,0 169703 586
587 344569 10116 1003 14,1181 8,3730 2,76864 1,70358 *844,1 270624 587
588 345744 203197471 24,2487 8,3777 2,76938 1,70068 1847,3 271547 588
5S9 346921 104336469 24,1693 8,3825 2,77012 1,69779 1850,4 271471 589

590 348100 205379000 24,2899 8.3872 2,77085 1,69491 1853,5 273397 59 °
591 349281 206425071 14,3105 8,39*9 2,77*59 1.69205 1856,7 174325 59*
591 350464 207474688 14.33“ 8.3967 2,77232 1,68919 1859,8 275254 592
593 351649 208527857 i 4,35i 6 8,4014 2,77305 1,68634 1863,0 276184 593

594 352836 209584584 i 4,37n 8,4061 i ,77379 1,68350 1866,i 277 117 594
595 354015 210644875 24,3926 8,4108 2,77451 1,68067 1869,2 178051 595
596 355216 211708736 14,4131 8,4*55 2,77525 1,67785 1872,4 2789S6 596
597 356409 212776173 24,4336 S.4202 2,77597 1,67504 -1875,5 279923 597
598 357604 213847192 14.4540 8,4149 2,77670 1,67224 1878,8 280862 598
599 358801 214921799 24,4745 8,4196 2,77743 1,66945 1881,8 281802 599

600 360000 216000000 14,49491 8,4343 2,77815 1,66667 1885.0! 181741 :6oo



14 600-650 Dział pierwszy. — Matematyka.

n ui V »*
3

K » log li 10 0 0 - i  
¡1 -  n

~ 11“
«

6 0 0 360000 216000000 24.4949 8,4343 =•77815 1,66667 1885,0 282743 6 0 0
601 361201 217081801 =4,5153 8,4390 1,77887 1,66389 1888.i 283687. 601
602 362404 218167208 24,5357 8,4437 1,77960 i,65i i 3 i 89x,= 184631, 601
603 363609 219256227 24,5561 8,4484 2,78031 X,65837 1894,4 285578: 603
604 364816 220348864 24,5764 8,453° 2,78104 1,65563 1897,5 286526' 604
605 366025 221445125 24,5967 8,4577 2,78176 1,65189 1900.7 187475 605
606 367236 222545016 24,6171 8,4613 2,78247 1,650x7 1903,8 288416 606
607 368449 223648543 24,6374 8,4670 =,78319 X,64745 1906,9 =89379 607
608 369664 224755712 =4,6577 8,47x6 2,78390 X, 64+74 1910 ,1 290333 608
639 370881 225866529 24,6779 8,4763 =,78462 1,64204 291189 609

6 i o 372100 226981000 24,6982 8,4809 =,78533 1,63934 1916,4 =9==47 6 1 0
6 11 373321 228099131 24,7184 8,4856 2,78604 1,63666 X9X9.5 293206 611
612 374544 229220928 24,7386 8,4902 1,78675 1,63399 19=2,7 294166 612
613 375769 230346397 24,7588 8,4948 2,78746 X,63x32 19=5,8 295118 613
614 376996 231475544 24,7790 8,4994 1,78817 1,62866 1928,9 196091 6x4
6'5 378225 232608375 24,7992 8.5040 1,78888 1,62602 1932,1 297057 6x5
616 379456 233744896 24,8193 8,5086 1,78958 X,61338 ' 935,2 298024 6x6
617 380689 234885113 24,8395 8,5131 1,79029 1,62075 1938,4 298992 617
618 381924 236029032 14,8596 8,5178 2,79099 1,6 18 11 ' 94',5 299962 618
619 383161 237176659 24.8797 8.51=4 1,79169 1,6 1551 ' 944,6 300934 619

6 2 0 384400 238328000 24.S998 8,5170 i ,79=39 1,6 119 0 1947,8 3 0 19 0 7 6 2 0
621 385641 239483061 24,9199 8,5316 1,79309 1,61031 1950,9 302882 621
622 386884 240641848 24,9399 8,5361 i ,79379 1,60771 ' 954, ' 303858 6=2
623 388129 241804367 24,9600 8,5408 i ,79449 1,60514 ' 957,2 304836 623
624 389376 242970624 14,9800 8,5453 2,795i 8 1,60156 1960,1 3° 58i 5 624
625 390625 244140625 15,0000 8,5499 =,79588 1,60000 1963,5 306796 625
626 391876 245314376 25,0100 8,5544 2,79657 1,59744 1966,6 307779 626
627 393129 246491883 15,0400 8,5590 1,79727 1,5949° 1969,8 308763 6=7
628 394334 247673x52 25,0599 8.5635 =,79796 1,59236 ' 97=,9 309748 6=8
629 395641 248858189 25,0799 8,5681 .2-79865 1,58983 1976,1 3x0736 629

Ö 3 0 396900 250047000 25,0998 8,5716 =-79934 x,5873° ' 979,= 311725  6 3 0
631 398161 251239591 = f,I I 97 8,5772 2,80003 x,5s47n 1982,3 3 '= 7'5 63I
632 399424 252435968 15,1396 8,5817 1.8007= 1,58228 ' 985,5 313707 632
<>33 4OO689 253636137 =5,1595 8,5862 1,80140 1,57978 1988,6 314700 633
634 40 I956 254840104 15,1794 8,59°7 1.80109 X,577=9 1991,S 315696 634

403225 256047875 25,1992 8,595= 2,80177 1,57480 ' 994,9 316692 635
636 404496 257259456 25,2190 8.5997 2,80346 X,57=33 1998,1 317690 636
<>37 405769 258474853 25,2389 8,6043 2.80414 1,56986 =001,1 318690 637
638 407044:159694072 25,25871 S,6o8S 2.80482 1,5674° 1004,3 319692 638
639 408321 260917119 25,1784! 3 ,6 131 2.80550 X,56495 1007.5 3=0695 639

t>4 ° 409600 262I44OOO 25,298= 8,6x77 2,80618 1.5625° 2010,6 3= 16 9 9 0 4 0
641 410881 263374721 15,3180 8 ,6 111 2,So686 1,56006 10x3,8 31=705: 641
642 412164 264609288 =5,337718,6267 =,80754 X,55763 =016,9 313713 ! 642
<H3 413449 265847707 =5,3574: 8 ,6311 2,80821 i ,555=i 1010,0 3=47== 643
644 414736 2670899^4 =5,3772 8,6357 2,80889 x,55=8o 20=3,= 3=5733 644
645 416025 168336125 =5,3969! 8,6401 2,80956 X,55039 =0=6,3 326745: 645
646 4173x6 269586136 25î4i «5 8,6446 1,8 10 13 X,54799 =o=9,5 3=7759 646
647 418609:270840023 =5,4362; 8,6490 =,81090! 1,54560 =03=,6 3=8775 647
648 419904 272097792 =5,4558; 8,6535 1,81x58! 1,54 311 1035,8 3=9792 648
Ó49 421201 273359449 =5,4755! 8.6579 2,81214 1,54083 2038,9 3308x01 649

Ü 5 0 422500274625000 =5-4951 8.6614 1.8 129 1 ',53846 2042,0 331831 t>5o
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650
651
652
653

654
655
656
657
658
659

660
661
662
663
664
665
666 

637 
ó58 
6 39

6 7 0
671
672
673
674
6-5
676
677
678
679

6 B 0
63i
682

422500
423801
425104
426409
427716
429025
430336
431649
432964
434281
435600
436921
438244
439569
440896
442225
443556
444889
446224
447561

274625000

175894451
277167808
-78445077
279726264
281011375
282300416

18359339: 
284890312 
286191179
287496000

448900
450241
451584
452929
454276
455^5
456976

458329
459684
461041
462400 
463761 

,465124 
6 S 3 j466489 
6S4 j 467856 

469225 
470596 
471969 
473344 
4747H  
476100

6S5
686

687
688 
689

690
691
692
693
694
695
696
697
698
699 

7 0 0

88804781
290117528
29I434147

292754944
294079625
295408296
296740963
298077632
299418309
3OO763OOO
3O 2III7II
303464448
304821217
306x82024
307546875
308915776
310288733
311665752
313046839
314432000

315821241
317214568
318611987
320013504
321419125
322828856

324242703
325660672
327082769
328509000

47748i
478864
4S0249
481636
483025
484416
4858o9( 
487204] 

i

329939371
331373888
332812557
334255384
335702375
337I 5353®
338608873
34006S392
341532099

490000343000000

25,4951 

25,5147 
25,5343 
25,5539 

25,5734 
25,593ó 
25,6125
25,6320
25,6515
25,6710
25,6905
25,7099
25.7294
25,7488
25,7.68:
25,7876
25,8070
25,8263
25,8457
25,8650
25,8844
25,9037
25,9230
15 .9 411

25,9615
-3 - 26,0000 
26,0192 
26,0384 
26.0576
26,0768

6,0960
26 ,115 1
26,1343

26,1534
26,1725
26,1916
26,2107
26,2298
26,2488
26,2679
26,2869
26,3059
26,3249
26,3439
26.362Q
26,38l8
26,4008
26,4197
26,4386

V n

8,6624
■^6668
8,6713
8,6757
8,6801
8,6845
8,6890
8,6934
8,6978
8,7022
8,7066
8,7110
8,7154
8,7198
8,7241
8,7285
8,7329
8,7373
8,7416
8,7460

8,75°3

8,7547
8.7590
8,7634
8,7677
8,771"
8,7764
8,7807
8,7850
8,7893
8,7937
8,7980
8,8023
8,8066
8,8x09
8,8152
8,8194
8,8237
8,8280
8,8323
8,8366
8,8408
8,8451
8,8493
8,8536
8,8578
8,8621
8,8663
8,8706
8,8748

26.4575 8.8700

log n

2,8x291
2,81358
2,81425
2,81491
2,81558
2,81624
2,81690
2,81757
2,81823
2,81889

1000 —  
u

1,53846 
1,53610 
1153374 
", 53139 
1,52905 
1,52672 
1,52439 
1,52207 
1,51976 
i ,5i 745

2,8x954
2.82020
2,82086
2.82151
2,82217
2,82282
2,82347
2,824x3
2,82478
2,82543
2,82607
2,82672
2,82737
2,82802
2,82866
2,82930
2,82995
2,83059
1,83123
2.83187
2,83251

2,83315
2,83378
1,83442
2,83506
2,83569
2,83632
2,83696
2,83759
2,83822
2,83885
2,83948
2,84011
2,84073
2,84136
2,84198
2,84261
2,84323
2,84386
2,84448

", 51515
1 ,5 128 6
" ,5"°57
1,50830
1,50602
1,50376
1,50150

i ,499i 5
1,49701
1,49477

1,49154

1,49031
1,48810
1,48588
1,48368
1,48x48
1,47929
1,47710
1,47493
1,47275

"v47°59
1,46843
1,46628
1,464x3
1,46199
",45985
",45773

i ,4556o
1,45349
1,45138

1,44928
1,44718
1,44509
1,44300
1,44092
1,43885
",43678
1,43471
1,43266
1,43062

2.845101 1,4285-

2042.0
l o i l ^
2048,3
2051.5
2054.6
2057.7 
2060,9
2064.0
2067.2
2070.3

1073,5
2076.6
1079.7 
2082,9 
2086,0
2089.2
2092.3
1095.4
2098.6
2101.7
1104,9
2108.0 
21X 1,2
i “ 4ł3
2117 ,4
2120,6
n i 3,7
2126,9
2130.0
1 13 3 .1

2136,3
H 39,4
2142.6 
U 45,7 
1148,8
115 1 .0
1155.1
1158 .3
116 1.4
2164.6
2167,7
2170,8
2174.0
2177 .1
2180.3
2183.4
2186.5
2189.7
2192.8 
2196,0
1199,1

K )i~
~4~

33"83i
331853
333876
334901

335917
336955
337985
339016
340049
341084
3411x9

343157
344196
345237

346179
347313
348368

3494"5
350464
35" 5"4

351565
353618
354673
35573°
356788
357847
358908

35997"
361035
362101
363168

364137
365308
366380

367453
368528
369605
370684
37"764
371845
373918

375013
376099
377187
378276
379367
380459

38"553
382649
383746

384845

650

fi5 '652
653
654

Pi656
657
658
659
660
661
662
663
664
665
666

667
668
669

670
671
672
673
674

A7!676
677
678
679
680
681
682
683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694
695
696
697
698
699
700



16 700-750 Dział pierwszy. — Matematyka.

n n 2 » 3 V n
3

V n log n 10 0 0  —  
n

k  n
k  n -

- ~ r
»

7 0 0 490000i 3 43 OOOOOO =64575 8,8790 OO 4- M O 1,4=857 2 199 ,1 384845 7 0 0
701 49I 4° i : 344471 io i 26,4764 8.8833 2,84572 1,42653 2202,3 385945 701
702 492804:345948408 =64953 S.8875 2,84634 1,4=45° 2205,4 387047 702
703 494209:347428927 26 ,514 1 8,8917 2,84696 1,42248 2208,5 3 8 8 15 1 703
704 4956161348913664 26,5330 8,8959 =,84757 1,4=045 2 2 11 ,7 389256 704
70i 497025’350402625 26,5518 8,9001 2,84819 1,41844 2214,8 390363 705
706 498+36135x895816 26.5707 8,9043 2,84880 14 16 4 3 2218 ,0 39 14 7 1 706
707 499849 3̂53393z43 =6,5895 8,9085 2,84942 i ,4i 443 2 2 2 1 ,1 392580 707
708 501264 354894912 26,6083 8,9127 2,85003 i ,4i =43 2224,2 393692 708
709 502681 356400829 26,6271 8,9169 2,85065 1,41044 2227,4 394805 709

7 1 0 504100 3579HOOO 26,6458 8,9=11 2,85126 1,40845 2230,5 395919 7 1 0
7x1 505521 3594=5431 26,6646 8,9=53 2.85187 1.40647 =233,7 397035 7 1 1
712 5o6944 360944128 26,6833 8,9=95 2,85248 1,40449 2236,8 398153 712
713 508369 362467097 26,7021 8,9337 2,85309 1,40252 2240,0 39927= 713

7 14 509796 363994344 26,7208 S.9378 2,85370 1,40056 2243,1 400393 7 14
7i 5 511225 365525875 26,7395 8,94=0 =,8543r 1,39860 2246,2 4 0 15 15 715
716 512656 367O61696 26,7582 8,9462 2,85491 1,39665 ==494 402639 716
717 514089 36360l 8l 3 26,7769 S.9503 =,8555= 1,39470 ==5=,5 403765 717
71« 5155=4 370x46232 26,7955 8,9545 2,85612 1.39=76 ==55,7 404892 718
719 516961 371694959 26,8x42 8,9587 2,85673 1,39082 2258,8 406020 719

7 2 0 518400 373248000 26.8328 8,9628 2,85733 1,38889 2261,9 407150 7 2 0
721 5x9841 374805361 =6,8514 8,9670 2,85794 1,38696 2265,1 408282 721
722 521284 376367048 26,8701 ■ 8,9711 2,85854 1,38504 2268,2 409415 722
713 522729 377933067 26,8887 8,975= 2.85914 1 ,3 8 3 13 2271,4 410550 7=3

7=4 524176 379503424 26,9072 8,9794 =,85974 1,38122 ==74,5 411687 7=4
725 525625 381078125 26,9=58 8,9835 2,86034 x,37931 ==77,7 412825 7=5
726 527076 382657176 26.9444 8,9876 2,86094 1,3774! 2280,8 413965 72b
7^7 528529 384240583 26,9629 8,99iS 2,86153 i ,3755= ==83,9 415106 7=7
728 519984 3S5S28352 26,9815 8,9959 2,86213 1,37363 ==87,1 416248 7=8
729 53*441 387410489 27,0000 9,0000 2.86273 i ,37i 74 =190,1 417393 7=9

7 3 0 532900 309017000 =7,0185 9,0041 2,86332 1,36986 = =93,4 418539 7 3 0

731 534361 390617891 27,0370 9,0082 2,86392 1,36799 1=96,5 419686 73i
732 535^=4 392223I68 =7,0555 9-OI23 2.86451 1,366x2 1=99,6 420835 732
733 537289 393»3=837 27,0740 9,0164 2,86510 1,36426 2302,8 421986 733

734 538756 395446904 27,0924 9,0=05 2.86570 1,36240 2305,9 4=3138 734
735 5402=5 397065375 27,1109 9,0=46 2,86629 1,36054 =309,1 4=4=93 735
73b 541696 398688256 27,1=93 9,0=87 2,86688 1,35870 2312,2 425447 736

737 543 400315553 27,1477 9,03=8 2,86747 1,35685 = 3 15 4 426604 737
738 544644 4OI947272 27,1662 9,0369 2,86806 i ,3550i 2318.5 4=7762 738
739 546121 403583419 17,1846 9,0410 2,86864 i,353i 8 2321.6 4=8922 739

740 547600 4O5224OOO =7,1029 9,0450 2,86923 i ,35i 35 =3=4,8 430084 740
741 5490S1 406869021 27,2213 9.0491 2,86982 1,34953 2327,9 431247 741
742 550564 4O85I8488 =7-=397 9.0532 2,87040 i ,3477i =331,1 43=41= 742
743 55=049 410172407 27,1580 9,057= 1,87099 i ,3459o =334,= 433578 743

744 553536 4I18307S4 27,2764 9,0613 =,87157 i ,34409 =337,3 434746 744
745 5550=5 4134936=5 27,2947 9,0654 2,87216 1,34 2 18 =340,5 435916 745
746 556516 415160936 =7,3130 9,0694 2,87274 1,34048 =343-6 437087 746

747 558009)4x6832723 27 ,33 13 9,°735 2,87332 1,33869 2346,8 438259 747
748 559504418508992 =7,3496 9,0775 2,87390 I ,3369° =349,9 439433 74*
749 561001 420x89/49 27,3679 9,08l6 2,87448 i ,335n =353,i 440609 749

750 .562500 421875000 27,3861 9,0856 2,87506: 1 ,3 3 3 3 3 2356,1 4 4 17 8 6 7 5=



I. Tablice. 7ÓO-SOO 17

n ft2 n 3 V n V n : log I! 1000 H.
i 71

ji n
u n-
T ■n

7 5 0 5625OO 421875000 17,3861 9,0856 2,87506 1,33333 2356,2 441.786 7 ,So
751 564OOI 413564751 27.4044 9,0896 1,87564 ',33 156 2359,3 442965 75*
751 5655°4 425159008 17,4126 9,0937- 1,87622 1,32979 2362,5 444146 752
753 567009 426957777 27,4408 9,0977 2,87679 1,32801 2365,6 445328 753

754 5685[6 418661064 27,4591 9,1017 2,87737 1,32626 2368,8 446511 754
755 5700:5 430368875 27,4773 9,1057 2,87795 1,32450 237*,9 -447697 755
75 b 57*536 432081216 27,4955 9,1098 2,87852 1,32275 2375,o 448883 756
757 573°49 433798093 27>5i 36 9,1138 2,87910 1,32100 2378,2 450072 757
758 574564 4355*95*2 27,5318 9,1178 1,87967 1,31926 .2381,3 451262 758
759 576081 437245479 27,5500 9 ,1118 2,88014 1,31752 2384,5 452453 759

760 57760O 438976000 27,5681 9,1258 l,88o8l 1,31579 2387,6 453646 760
•761 579121 440711081 17,5861 9,1298 1,88138 1,31406 2390,8 45484* 761
762 580644 442450728 27,60431 9, i 338 2,88195 1,31234 2393,9 456037 762
7b3 581169 444194947 27,6115! 9,1378 2,88252 i,3 io b i 2397,0 457234 763
764 583696 445943744 27,64051 9,1418 2,88309 1,30890 2400,2 458434 764

585^5 447697125 17,6586; 9,1458 2,88366 1,307*9 2403,3 459635 765
760 586756 449455096 17,6767 9,1498 2,88423 1,30548 2406,5 460837 766
767 588189 451217663 27,6948 9, i 537 2,88480 *,30378 2409,6 462041 767
768 589814 451984833 27,7128 9,1577 2,88536 1,30208 2412,7 463247 768

< 769 591361 454756609 27,7308 9,1617 2,88593 1,30039 2415,9 464454 769
770 591900 456533000 27,7489 9, i 657 2,88649 1,29870 2419,0 465663 770

771 594441 458314011 27,7669 : 9,1696 2,88705 1,29702 2422,2 466873 77*
771 595984 460099648 27,7849 9>i 73.6 2,88762 1,29534 2425,3 468085 772
773 597519 461889917 27,8029 9.1775 2,88818 1,29366 2428,5 469298 773

774 599076 463684814 27,8209 9.181^ 2*88874 1,19199 2431,6 4705*3 774
775 600625 465484375 27,8388 9, i 855 2,88930 1,19032 2434,7 47*73° 775
776 601176 467188570 27,8568 9,1894 2,88986 1,28866 - 437,9 472948 776

rn 603719 469097433 27,8/47 9, i 933 2,89042 1,28700 2441,0 474168 777
778 605284 470910952 27,8927 9,1973 2,89098 *.28535 2444,2 475389 778

779 605841 472729139 27,9106 9,2011 2,89154 1,28370 2447,3 476612 779

780 608400 474552000 27,9285 9,1051 2,89209 1,28205 2450,4 477836 730
781 609961 476379541 27,9464 9,2091 1,89265 1,28041 2453,6 479062 781
78. 611524 478211768 27,9643 9,2130 2,89321 1,27877 2456,7 4Ś0290 781
7«3 613089 480048687 27,9821 9,2170 2.89376 1,277*4 2459,9 481519 783
784 614656:481890304 28,0000 9,2209 2,89432 *.275'5 * 2463,0 482750 784
7«5 616225:483736615 28,0179 9,2248 2,89487 1,27389 J2466,2 483982 785
786 617796:485587656 28,0357 9,2287 2,89542 1,27226 2469,3 485216 786
787 619369:487443403 28,0535 9,2326 2,89597 1,27065 2472,4 486451 787
788 620944:489303871 28,0713 9,2365 2,89653 1,26904 2475,6 487688 788
789 6 1 15 1 1 491169069 28,0891 9,2404 2,89708 1,26743 2478,7 488917 789

790 614100:493039000 28,1069 9,2443 2,89763 1,26582 2481,9 490167 79 °
791 625681:494913671 18 ,1 14 7 9,2482 2,89818 1,26422 2485,0 491409 791
79- 61726} 496793088 28,1425 9 ,2 5 11 2,89873 •1,26263 2488,1 492652 792
793 628S49 498677257 28,1603 9,1560 1,89927 1,26 10 3 249*,3 493897 793

794 630436 500566184 28,1780 9,2599 1,89981 1,25945 2494,4 495*43 794
79J 63 10 15 501459875 28,1957 9,2638 2,90037 1,25786 2497,6 496391 795
796 633616 504358336 28,2135 9,2677 2,90091 1,25628 2500,7 497.641 796

797 6.1510L, 50616 1573 28 ,2312 9 ,2716 2,90146 1,254 7 1 2503,8 498892 79?798 636804508169592 2S.24S9 9.2754 2,90200 * .253*3 2507,0 500145 798
f 799 63840x1510082399 28.1666 9,2793 2,90255 1,25*56 2 5 10 ,1 501399 799
800 64OODO >51 2000000 28.18+3 9,2832 2,90309 1,25000 25*3,3 502655 800

Podręcznit ¿ecliniczny. T. I. 2



18 800-850 Dział pierwszy. — Matematyka.

n

isoo
801 
So i
803
804
805 
8ob
807
808
809

8 1 0
8 11 
8 12
813
814
815
816 
8 .7
818
819

820
8 n
822
823
824 
815
826
827
828
829

830
831
832
833
834
*35
836

837
838
839

840
841
842
843
844
845
846
847
848
849 

850

64OOOO
6416OI
643204
644809
646416
648025
649636
651249
652864
654481
656100
65772!
659344
660969
662596
664225
665856
667489
669124
670761
672400
674041
675084
677329
678976
680625
682276
681919
685584
687241
688900
690561
692224
693889
695556
697225
698896

512000000
513922401
5I5849608
517781627
519718464
521060125
523606616

515557943
527514 112
529475129
531441000
5334 11731
5353873i 8

537367797

539353144
541343375
54333*496

5453385'3
54734343*
549353*59
551368000

5533*7661
555412248
557441767
559476224
561515625
5635599/6

565609283
567663552
569722789
571787000
573856191 
575930368 
578009537 
580093704 
582182875 
584277056 

700569586376253 
702244 588480472 
703921 590589719
705600 592704000

707281 594823321
7089641596947688 
7x0649!599077107 
7i 2336j6o i2i i 584 
7140251603351125 
715716:605495736 
717409 607645423 
7191041609800192 
72o8oi;6ii96oo49
7225001614125000

V n

28,2843
28,3019
28.3I96
**.3373

**.3549
28,3725
28,3901
28,4077
*8.4*53
28,4429
28,4605
* 8.47*1
28,4956
*8,513*
*8,5307
28,5482
*8,5657
*8,5832
28,6007
28,6182
28,6356
28,6531
28,6705
28,6880
*8,7054
28,7228
28,7402
28,7576
*8,7750
*8,79*4
28,8097
28,8271
*8,8444
*8,8617
28,8791
28,8964
*8,9137
28,9310
28,9482
28,9655
28,9828
29,0000
29,0172
*9,°345
29,0517
29,0689
29,0861
*9,1033
29,1204
*9.r376l
*9. ! 54*'

V »<

9>**3*
9,2870 
9,2909 
9.*948 
9,2986 
9,30*5 
9,3063
9,3102
9.3140

9,3179

9.3* 1/
9.3*55
9,3*94
9,333*
9,3370
9,3408

9,3447

9,34*5
9,35*3
9,356i
9.3599

9.3637
9,3675
9,3713

9,375i
9,37*9
9,3827

9.3*65
9.390*
0.3940
9.397*
9,4016
9,4053
9,4091

9,4i *9 
9,4166 
9,4*04 

9.4*4i 
9.4*79 
9.4316
9.4354

9.4391
9.44*9
9,4466

9,4503
9.4541
9.457*
9.4615
9.465*
9,4690

9,47*7

log u i 100 0  —

*,9° 3°9
2,90363
2,90417
2,90471
2,90526
2,90580
1,90634
2,90687
2,90741
2,90795
2,90849
2,90902
*,90956
2,91009
2,9106*
2 ,9 1116
2,91169
2,91222
1,91*75
*,9 13**
*,91381

*,91434
*,91487
1,91540

*,91593
*,91645
2,91698
*,9i / 5 i
2,91803
2,91855
2,91908
2,9£960
2,92012
2,92065
2,92117
2,92l69
2,92221
2,92273
2,92324
2,92376
2,92428
2,92480
*.9*53 ‘  
1,92583
2,9*634
1,92686
*,9*737
2,92788
2,92840
2,928911
*■9*94*:

1,25000
1,24844
1,24688
W 533

1,1437*
1,24*24
1,24069
1,23916
1,23762
1,23609

1,13457
i ,23305
1,13 15 3
1,23001
1,22850
1,22699
1,22549
1,12399
1,22249
1 ,11 10 0
1 ,119 5 1
1,21803
1,116 55
1,21507

I ,*1359
1 ,2 12 12
1,21065
1,20919
1,20773
1,20627
1,20482
i, 20337 
1,20192 
1,20048
M 99°4
1,19760
1,19 6 17
I .I 9474
M 933*
1,19 190
1,19048
1 ,1  
1,18765 
1,18624 
1,18483 
1,18343 
1,18203 
1,18064 
1,179 15  
1,17786

1,17647

*5! 3.3

*516,4
*519.6
15* 1,7  
2525,8 
*529,0 
*53i , i  
1535,3 
*53*,4 
i 54i ,5
*544,7

*547,8
1551.0
*554,i
*557,3
2560,4
*563,5
2566.7
2569.8
1573.0

2576,1

*579, i
25*2,4
*585.5

*5* 8,'.
*591.8
*595,o
2598.1
2601.2 
2604,4
2607,5
2610.7 
*613,8 
1616,9
16 10 .1
1623.2
2626.4
2629.5
2631.7 
* 635.8 

*638,9
2642,1
1645,2
2648.4
2651.5
*654,6 
*657,1*
2660,9
2664.1
2667.2
1670,4

503912 
505171 
506432 
507694 
508958 
510223 
511490 
511758  
514018
515300
516573
517*4*
5 19 114
510 40 1
511681
5 119 6 1
524145
5*55*9
516814
5 18 10 1

k n‘
—7— I u 

4  I 
501655 800

801 
801
803
804
805
806
807
808
809

8 10
8 11  
8 11  
*13
814
815
816 
* 17
818
819

820
821
822 
8*3

824
825
826
827
828
829
830
o3 ’ 832
*33 

*34 
*35 
836
*37
838
839
840
841
842
843
844
845
846

847 
«48
849
850

5*939!
530681
531973
533*67
53456*
535*5*
537157
538456
53975*
541061

54*365
543671
544979
546288
547599
548911
550116
55I54I
55*85*
554177

555497
556819
55814*
559467
560794
5 6 1 1 1 1

56345*
564783
566116

567450
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850
851
852 
»S3
854
855
856

857
858
859

860
861
861 
863 
86+
865
866

867
868 

859
870
871
871
873
874
875
876
877
878
879

880
881
882
883
884
885
886 
887

890
891
892
893
894
895
896
S97

722500
724201
7259O4
727609
729316
73IO25
732736

734449
736164
7378S1
739600
741321
743°44
744769
746496
748225
74995b
751689
7534H
755161
756900
758641
760384
762129
763876
765625
767376
769129
770884
772641
774400
776161
777924
779689
781456
783225
784996
786769
788544
790321
792100
793881
795664
797449
799236
801025
802816
804609
S06404
808201

9 ° °  810000

614125000
616295051
61847020g
62965047-7
622835864
625026375
627212016
629422793
631628712
633839779
636056000
638177381
640503928
642735647

644971544
647214625
649461896
651714363
653972032
656234909
658503000
660776311
663054848
665338617
667627624
669921875
672221376

6745l6 l33
676836152
679151439
681472000
683797841
686128968
688465387
690807104
693' 54i î 5
695506456
697864103
70022707
702595369
704969000
707347971
709732288
7x2x1x957
714516984
716917375
719323136
721734273
724150792
726572699
72900000D

K"»

29,1548
29,1719
29,1890
29,1062
29,2233
29,2404
*9>*575
29,2746
29,2916
19.3087
19,3258
29,3418
29.3598
19,3769
29.3939
29,4109
29,4279
19.4449
19,4618
19,4788
29,4958
29,5127
29,5296
29,5466

29.5635
29,5804
29.5973
29,6142
29,6311
29.6479
29,6648
19,6816
29,6985
29.7153
29,7321
29,7489
29,7658
29,7825
29.7993
29,8161
29,8329
29,8496
29,8664
29,8831
29,89
29,9x66
29.9333
29.9500
29,9666
29.9833

V n

9.4727

9.4764
9,4801
9,4838

9.4875
9,4912
9.4949
9,4986
9.5023
9,5060

9.5097
9.5134
9.5I7I
9,5207

9.5244
9,5281
9.5317
9.5354
9.5391
9.5427

9.5464

9.5501
9.5537
9.5574
9,5610
9.5647
9.5683

9.5719
9.5756
9.5792

9,5828
9.5865
9.5901
9.5937

9.5973
9,60x0
9,6046
9,6082
9,6118
9.6154
9,6190
9,6226
9,6262
9,6298
9,6334
9,6370
9,6406
9,6442
9.6477
9.65'3

30,0000: 9,6549

log n

2.92942
2,92993
2,93044
2,93095
2,93x46
2.93197
2,93247
2.93198 
2,93349 
2,93399
2,93450
2.935OO
2,93551
2,93601
1,93651
1,93702
2,93752
2,93802
2,93852
2,93902
2,93952
2,94002
2,94052
2,94101

2,9415*
2,94201
2,94250
2,94300
2,94349
2,94399
2,94448
1,94498
2,94547
2,94596
2,94645
2,94694
2,94743
2,94792
2,94841
2,94890

2,94939
2,94988
2,95036
2,95085

2,95I 34
2,95x82
2.95231
2,95279
2,95328
2,95376
2,95424

1000- —
n

1,176 4 7
1,17509
1,17 37 1
1 ,17 2 3 3
1,17096
1,16959
1,16822
1,16686
i , i 655o
1,16414
1,16279
1,16 144
1,16009
1,15875
I ,I 574I
1,15607
i , i 5473
1,15340
1,15 10 7
1,15075
I ,I 4943
1 ,14 8 11
1,14679
1,14548
1,14416
1,14286
1,14 155
1,14025
1,13895
1,13766
1,13636
1,13507
M 3379
1,13250
1,13 12 2  
X.12994 
1,12867 
1,12740 
1,126x3 
1,12486
1,12360
1,112 3 3  
1 ,1 1 10 8  
1,1x982 
1,1x857 
X,1x732 
1,11607 
1,114 83
1 , 1 13 5 9
1 , 1 1 1 3 5

2670,4

2673.5
2676.6
2679.8
2682.9
2686.1
2689.2
2692.3
2695.5
2698.6
2701,8
2704,9
2708.1
2711.2

271 4.3
2717.5
2720.6
2723.8
2726.9 
2730,0
2733,2

2736,3
2739.5
2742.6
2745.8
2748.9 
2752,0
2755.2
2758.3
1761,5
1764,6
2767,7
1770.9 
2774,0
2777.2
2780.3
2783.5
2786.6
2789.7
2792.9
2796,0
2799.2
2802.3
2805.4
2808.6
2811.7  
28x4,9
2818.0
2 8 11 .1  
2824,3
2817,4

«  n J
T

567450
568786
570H4
571463
571803
574146
575490
576835
578181
579530
580880
582232
583585
584940
586297
587655
589014

590375
591738
593152
594468
595835
597204
598575
599947
601320
602696
604077
605451
606831
608212

609595
610980 
612366 
613754 
615 r43 
616534
6x7927
619321
620717
622114

623513
624913
626315
627718
629124
630530
631938
633348
634760
636173

850
851
852
853
854
855
856

857
858
859 

860
861
862
863
864
865
866
867
868 
869

870
871
871
873
874
875
876
877
878
879

880
881
882
883
884
885
886 

887

890
891
892
893
894
895
896
897
898
899 

900



20 900—950 Dział pierwszy, — Matematyka-

■41 n2 :■ n 1 ; V n ‘ V  n ! lo g  n 1 0 0 0 - i  
n ic n

4
n

g o o 810000 729000000 30,0000 9,6549. 2,95424 m i m 2827,4 03(1173 q o ó
:90i 811801 731432701 30,0167; 9,6585 2,95472 1.1098S 2830^6 637587 9D1
902 Si 3604 73387080S 3°>0333 9,6620 2,95521 -1,10865 2833,7 639003 902

l9°3 .815409 736314327 30,0500; 9,6656' 2,95569 1,10 -4 1 2833,9 640421 903
904 817216 738763264 30,o56ó 9,6691 2,95617 I; 10619 2840,0 641840 904

.905 819025 -41217625 30-083 2 9,6717 2,95665 1,10497 2843,1 ,643261 905
'■906 820836 7436774i6 30,0998 9,6763: 2.95713 1 ,10 3 7 5 2846,3 64 4683 906

' 9°7 822649 746142643 30,1164 9,6799 2,95761 1,10254 1849.4 646107 907
908 824464 748613312 30,1330 . 9,6834 2,95809 ■ 1 ,10 13 2 2852,b 647533 908

.909 S162S1 7^1089429 30:1496 9,6870; 2,95856 1,10 0 11 2855,7 648960 909
- q io S2S100 753571000 30,1662 9.6905: 2,95904 1,09890 2858,8 650388 QlO

9 11 829921 756058031 30,1828 9,6941: 2,95952 1,09769 2862^0 651818 9 11
■91- 83*744 7585503=8 30,1993 9,6976 2,95999 1,09649 28b,,i 653250 912
9*3 8335b9 761048497 30,2159 9,7012 2,96047 1,09529 2868,3 654684 913
9 14 S35396 763551944 30,2324 9,7047; ; 2,96095 1,09409 2871,4 656H8 914
915 837225 766060S75 30,1490 9,7082, 2,96142 1,09291.. 2874,6 657555 9 15
916 839056 7&S575296 30,2655 9,7118 2,96190 1,09170 2877,7 658993 916

■917 8408S9 7-71095213 .30,2820 9,7i 53 2,96237 1,09051 1880,8 -660433 917
.91$ S42724 773620632 30,2985 9,7188 2,96284 1,08932 2884,0 661874 918
-9I 9 «44561 776151559 30,3150 9,7 ^ 4 2,96332 1,08814 1887,1 663317 919
9 2 0 84Ó4OO 778688000 3° ,33*5 .9,7-59 2.96379 -1,08696 2890,3 664761 920

gzi 84824I 781229961 30,348o 9,7-94 2,96426 1,08578 1893,4 666207 921
.922 85OO84 78377744S 30,3645 9.7329 2,96473 1,08460 2896,5 667654 922
:9 Z 3 851929 7S6330467 30,3809 9,7364 2,96520 i,oS3 4 i 2899,7 669103 923
9H S53776 788889024 30,3974 9,7400 2,96567 1,08225 2902,8 670554 924
r - 5 855625 791453125 30,4138 9,7435 2,96614 1,08108 2906,0 672006 925
-926 857476 794012776 30,4302 9,7470 1)9666i 1,07991 2909,1 673460 92b
•917 .859329 79659-983 30,4467 9,7505 2,96708 1,07875 2912,3 674915 927
928 86H 84 79917S-51 30,403! 9,754°: 2,96755 1,07759 29i 5,4 676372 928
929 863041 801765089 30,4795 9,7575 2,96802 1,07643 2918,5 677831 929

q 3 o S64900 804357000 30,4959 9,7610 2.96848 1,07527 2921,7 679291 930
931 866761 806954491 30,51=3 9,7645. 2.96895 I , ° 741 1 2924,8 6S0752 93i
93- 86S624 809557568 30,5187 9,7680 2,96942 1,07296 2928,0 682216 .932
'933 8704S9 812166237 30,5450 9,7715 2,96988 1 ,0 7 18 1 2931,1 683680 933

-934 873356 814780504 30,5614 9,775° 2,97035 I,07066 2934,2 685147 934
935 874225 817400375 30,5778 9,7785 2,97081 .1.06952 2937,4 686615 935
93b 876096 820015856 30.5941 9,7819 2,97128 1,06838 2940,5 688084 936

937 877969:822656953 30.6105 9,7854 2,97174 i ,o67'24 2943,7 689555 937
93)5 ° 79*44 825293672 30,62681 9,7889 2,97220 1,06610 2946,8 691028 938
939 SŚ1721 817936019 30,64311 9,7924 2,97267 1.06496 2950,0 692502 939

94 ° 883600 830584000 30,6594 9,7959 2,97313 1,06383 2953,1 69397S 940
94i 885481 833237621 30,6757 9,7993 2,97359 1,06270 2956,2 695455 94i
94- S87364 835896888 30,6920 9,SozS 2,97405 1,06157 2959,4 696934 942
943 S89249 838561807 30,7083 9,8063 2,97451 1,06045 2962,5 698415 943

'944 891136 S412323S4 30,7246 9,8097 2,97497 1,05932 2965,7 699897 944
945 893025 S43908625 30,7409 9,8132 -.97543 1,05820 2968,8 701380 945
g4b 894916 846590536 30,7571 9,8167 2,975^9 1,05708 2971,9 702865 946

947 896809 849178123 3°,773 4 9,8201 2,97635 1,05597 2975,1 704352 947
948 898704:851971392 30,78961 9 ,8 -36 2,97681 1,05485 29/8,2 705840 948
949 900601 854670349 30,8058; 9,8270 -,97727 r ,05374 2981,4 707330 949

9 5 O*9O2500,'85737500v-) 30,8221 98305 2,97772 1,05263 2984,5 708822 95 °
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« ' '“ •' i.- ’ I 1  i O j/  l i C lo g  n 1000.—n TC 11 '  4
n

950
9 5 1
952
953

954
955
956
957 
95* 
959

9 6 0
961
962 
953

9O25OO; 857375000 30,8121! 9,8305 i ,9777i 1,05263 1984,5 708811 9 5 0

9 5 1
951
953
954
955
956
957
958
959

9 6 0
961 
961
963

90440!
906304
908209
9IOU6
9IIO25
913936
915849
917764
919681

860085351
862801408
865523177
86S250664
870983875
873722816
876467493
879217911
881974079

30,83*3
30,8545
30,8707
30,8869
30,9031
30,9191
30.9354
30,9516
30,9677

9,8339
9,8374
9,8408
9,8443
9,8477
9,8511
9.s546
9,8580
9,8614

1,97818
1,97864
1,97909

1.97955
2,98000
2,98046
2,98091
1 .9 S 13 7
2,98182

1,05152
1,05042
1,04932
1,04821
1,04711
1,04603
1,04493
1,04384
1,04175

2 9 *7 ,7
1990.8
1993.9
1997.1
3000.1
3003.4
3036.5
3009.6 
30 11,8

710315
711809
713306
714803
716303
717804
719306
720810
7 115 16

921600 8S4736000 30,9839 9,8648 1 .9 8 1 1 7 1,04167 3OI5,9 713*13.
92352I
925444"
927369

8S7503681
890277128
893056347

31,0000 
3 1 ,0 16 1  
31,0322

9,8683
9,*7i 7
9,8751

1,98172
2,98318

>1,98363

1,04058
1,03950
1,03841

3 0 19 .1
3011.2
3 0 15 ,4

725331
726842
7i *354

964
965
966
967
968
969

9 7 0

971 
97»> 
973’
974
975
976
977
978
979

9 8 0
981
982
983
984
985
986

,9*7
988
9*9

9 9 0
991
992
993

994
995
996

997 
99* 
999

929296
931225
933156
935089
937024
938ę)6l

*95*41344
898632125
9OI428696
9O423IO63
907039232
909853209

31.0483
3r>c 6 t4
31,0805
31,0966
3 1 , 1 1 1 7
31,1288

9,*785 
9,8819 
9,8854 
9,8888 
9.8921 
9,8956

2,98408
1 ,9 8 4 53
2,98498
1,98543
2,9858«
2,98631

i ,03734
1,03617-
1,03510

1 ,0 3 4 13
I ,0330b
1,03199

3 0 18 .5
3031.6
3034.8

3037.9
3041.1
3044.2

729867
731382
732899

734417
735937
73745*

964
965
966

967
968
969

9 7 0

9 7 1  
971
973

974
975
976
977
978
979

9 8 0
981 
981
9*3
9*4
985
986
987
988
9*9

9 9 0

991 
9 9 1
993
994
995
996
997
99*
999

940900 912673000 31,1448! 9,8990 2,98677 1,03093 3047,3 738981
942841
9447*4
946729
948676
950625
951576

954519
956484
95*441

915498611
9I *33° ° 4*
921167317
924010424
916*59375
9197M I76

931574S33

935441351
938313739

31,1609
3 1 . 1 7 6 9
3I. I9i 9
31,2090
31,2150
3 1,14 10
31,1570
31,1730
31,1890

9,9014
9,9058
9,9092

9.9116
9.9160 
9,9‘ 94
9.9117
9.9161 
9,9195

,2 ,98711
1,98767
1,98811
1,9*8856
1,98900

.1,98945
1,989*9
i ,99034
2,99078

1,02987
i.o iŚS i
i ,o i775
1,02669
1,02564
1,02459
1,01354
1,02149
1,0 1145

3050.5
3053.6
3056.8

3059.9 
3063,1 
.3066,2

3069,3
3071.5
3075.6

740506
741031
743559
745088
746619
7 4 8 1 5 1
749685
75I 22I
751758

96O4OO 941192000 31,3050 9,9319 2,99123 1,02041 3078,8 754196
96236I
964324
966289
968256
970225
972196
974169
976144
978121

944076141
946966168
949862087
952763904
955671625
9585*5156

961504803
964430272
967361669

31,3109 
3^3369 
31.3518 
31,3688 
31,3847 
31,4006
31,4166
3 r .4315 
3 1.4 4 * 4

9,9363 
9,9396 
9.9430 

9.9464 
9,9497 
9.953 ‘  
9.9565 
9.959* 
9,9631

i>991 67 
2,99211 
i ,99i 55 
2,99300
1,99344
1,99388

1,99431
1,99476
i ,995io

1,01937
1,01833
1,01729
1.016 16
1 ,0 1 5 1 3
1,0 14 10
1,0 13 17
1 ,0 11 15
1 ,0 1 1 1 1

3081,9
3085.0 
30*8,2

3 0 9 1 .3
3094.5
3097.6
3 10 0 .8
3103.9
3 10 7 .0

755837
75737*
758922

76O466
70201?

' 763561 
7 6 5 111  
766661 
768114

980100 970299000 3 1,4 6 4 3 9,9666 1,99564 i.o io io 3 1 10,2 769769
982081
984064
986045
988036
990025
992016
994009
996004
998001

973242271
976191488
979146657
982107784
9*5074*75
¡988047936
¡991026973 
994011991

I997001999

31.4*02 9,9699 
31,4960 9,9733 
3 1 ,5 1 19  9.9766
3 1 ,5 1 7 * 1  9.9800 
3 1.5 4 3 6 19 ,9 8 3 3  
3 1 .5 5 9 5 ! 9,9866 

3 1 ,5 7 5 3  9,9900 
i r ,59TI 9,9933 
31,6070. 90967

1,99607
.2,99651
1.99695

1.99739
1-997*1
2,99826
2,99870
2.99913
1,99957

1,00908
1.00806
1,00705
1.00604
1,00503
1,00401
1,00301
1.00100
1.00100

3H 3>3
3116 ,5
3” 9.6
3 1 1 1 ,7
3H 5,9
3119,0
3 13 1 , 1
3135,3
3 i ;*.5

7713 15
772*82
774441
776002
777564
779128
780693
782260
783828



22 Dział pierwszy. — Matematyka,

1/8—497/8 B. Obwody i powierzchnie

d
1/ 8 3/8 5/8 8/4 | 7/8

d
a d \ a d * j i d \ a d ? a d ¡ a d 3 .md n d J  nd* a d  | \.m<P

o °,393 0 ,0 1 1 3 0 ,7 8 5 0 ,0 49 1 * ,17 8 0 ,1 1 0 4 >.963 0 ,3068 *.356 0 ,4 4 18 2,749 0 ,6 0 13 O

z 3*534 0 ,9940 3)9*7 1 , 1 1 7 1 4 ,3 1 0 1,4 8 4 9 5i >°5 * ,0 7 3 9 5.4"8 2,4053 5,890 * ,7 6 * * 1
:i 6,676 3 ,54 6 6 7,069 3 ,9 7 6 1 7 ,4 6 1 4,43° * 8 ,14 7 5>4**9 8,639 5*9396 9 ,0 32 6 ,4 9 18 2

3 9is  1 7 7,6699 1 0 , 1 1 8 ,19 5 8 10 ,6 0 8 ,9 4 6 1 >>.39 10 ,3 2 1 1 1 ,7 8 11,045 12 ,* 7 >>,793 3

4 1 1 ,9 6 >31364 * 3*35 14 ,18 6 * 3*74 * 5*°33 >4,53 i 6,8o j >4,9* 17,711 18 ,6 6 5 4
5 l 6,IO 10 ,6 19 16 ,4 9 11 ,6 4 8 16 ,8 9 12 ,6 9 1 >7,67 24 ,8 50 l8 ,0 6 15 ,9 6 7 18 ,4 6 2 7 ,10 9 5
6 19,24 19 ,4 6 5 *9*63 30,680 10 ,0 3 3>>9>9 2 0 ,8 1 34 ,4 7 * * 1 ,2 1 35>785 2 1 ,6 0 3 7 ,12 2 6

7 2 a ,3 8 39. * 7* 12 ,7 8 4 1 , 1 8 1 1 3 , 1 7 4 1 ,7 1 8 * 3*95 4 5 ,« 4 * 4,35 47**73 24,74 48 ,707 7
8 * 5*53 5*1849 1 5 ,9 1 53 .4 56 1 6 , 3 1 55,088 * 7 , 1 0 5 8 ,4 16 * 7*49 6 0 ,13 2 27 ,88 6 1,8 6 2

76 ,589
8

9 28 ,6 7 65,397 29 ,06 6 7 ,10 1 * 9,45 69 /319 3°»*4 7 1 ,7 6 0 30 .6 3 7 4 ,6 6 1 3 1 ,0 2 9
io 3 1 ,8 1 8 0 ,5 16 3 2 ,2 0 8 1 ,5 1 6 3**59 84, 54" 3 3 .3 8 88,664 3 3 .7 7 90,76 3 34**6 92,886 IO
XI 34 ,95 9 7,20 5 35*34 9 9 ,4 0 1 35*74 IO I ,6 l 36 ,5 * 10 6 , 14 3 6 ,9 1 >08,43 37*3* * 10 ,7 5 1 1
i i 38,09 *1 5*47 38,48 1 1 7 ,8 6 38,88 H O ,l8 39,66 * 25,19 40 ,06 12 7 ,6 8 40,45 13 0 ,1 9 1 2

*3 4>,*3 * 35*3° 4**63 >37.89 4 1 ,0 2 140,50 4 1 ,8 0 145,80 43, * ° *48,49 43*59 1 5 1 ,2 0 *3

14 44,37 15 6 ,7 0 44*77 > 59,48 4 5 ,* 6 16 2 ,3 0 45.95 167,99 4 6 ,34 17 0 ,8 7 46,73 >73.78 *4
*5 * 7. 5* >79,67 47*9* 18 2 ,6 5 4 8 ,30 18 5 ,6 6 49,09 * 9**75 49,48 *94 ,83 49,87 * 97.93 *5
16 50,66 1 0 4 , 1 2 5X>°5 20 7 ,39 5**44 2 I0 ,6 0 5*>*3 * 17 ,0 8 5 * , ć l 1 1 0 , 3 5 53*o* * 1 3 ,6 5 1 6

*7 53 ,8 0 * 3°>33 54,*9 * 33*7 * 54t59 * 3 7 , 1 0 55.37 *4 3 ,9 8 55.76 ^47*45 5 6 ,16 *50 .9 5 *7
1 8 56,94 1 5 8 ,0 1 57*33 1 6 1 ,5 9 57,73 1 6 5 , 1 8 Ś 8. 5 ‘ * 7*.45 58,90 2 7 6 ,1 1

3° 6,35
59. 3° *7 9 ,8 1 *8

*9 60,08 18 7 ,2 7 60,48 19 * ,0 4 60,87 294,83 6 1 ,6 5 3°*,49 6 2 ,0 5 6 2 ,44 3>°,*4 *0

2 0 6 3 ,2 1 3 1 8 , 1 0 6 3 ,6 2 3 1 1 ,0 6 6 4 ,0 1 3 16 ,0 5 64,80 334i > ° 6 5 ,>9 33s,*6 6 5 .58 34*,*5 2 0
2 1 6 6 ,37 35°>5° 66 ,76 354 ,6 6 <>7**5 358 ,8 4 67.94 367,38 6 8 ,3 3 371.54 6 8 ,7 2 375.83 2 1
2 i C9 , 5 > 384,46 69,90 3 8 8 ,8 1 7 0 ,19 393. ’ ° 7 1 ,0 8 40*,04 7>>47 406,49 7**86 4>°,97 2 *
2 3 7*>65 420,00 73.°4 4 14 ,5 6 73*43 429,>3 74,1’ 4 38 ,36 74, 6 i 443,°> 75*o* 447.69 23
44 75.79 457*** 7 6 ,18 4 6 1,8 6 76 ,58 466,64 77.36 4 76 ,*6 77,75 48l , I I 78 ,>5 485,98 24
«5 78,93 495*79 79,33 500 ,74 79*7* 5° 5.7> 80 ,50 5 >5.7* 80,90 510,77 8 >,*9 5* 5.84 25
26 8 5,0 7 536>°5 8*,47 54* i*9 8 1,8 6 546,35 83,64 556 ,76 84,04 562,00 84,43 56 71*7 26

»7 8 5 ,2 2 577*^7 8 5 .6 1 58 3*** 86,00 588 ,57 86,79 599,37 87**8 6 0 4 ,8 1 8 7,57 6 10 ,2 7 27
*8 88 ,36 6 1 1 ,2 6 88,75 626,80 89,>4 6 3 1 ,3 6 89,93 643.55 9=>>3* 649, l 8 9 0 ,7 1 654,84 28
29 9 I ,5° 6 6 6 ,13 9 1,8 9 67 >,96 9 1 , l 8 677.7> 93.°7 689,30 93*46 695ł*3 9 3,86 700,98 29

3 0 94,64 7ia .76 95,°3 7 > 3,69 95'43 7* 4,64 9 6 ,1 1 736,6* 96,60 7 4 1 ,6 4 97,00 748,69 30
31 97*7 ̂ 760 ,87 9 3 , 1 7 766,99 9 8 ,57 773>>4 99.35 78 5 .5 * 99*75 79* >73 10 0 , 1 797*98 3*
3* 10 0 ,9 8 10 ,5 4 1 0 1 , 3 8 ■ 6,86 10 1 ,7 8 1 3 , 1 1 i o j ,5 835.97 10 1 ,9 84*,39 *03*3 848,83 3*
33 10 4 , 1 8 6 1,7 9 10 4 ,5 86 8 ,3 1 >04,8 874,85 10 5 ,6 888,00 10 6 ,0 894,62 10 6 ,4 9 0 1,2 6 33
34 10 7 ,2 9 14 ,6 1 10 7 ,6 9 1 1 , 3 1 10 8 ,0 928,06 10 8 ,8 94>,6> * ° 9>* 948,42 10 9 ,6 955*25 34
35 1 1 0 , 3 969,00 * * o ,7 975*9* 1 1 1 , 1 982,84 * i *,9 996,78 ****3 10 0 3 ,8 * 1 2 ,7 10 10 ,8 35
36 1 1 3> 5 1 0 15 ,0 * * 3*9 1 0 3 1 , 1 * * 4,3 *039,* * * 5j* > °53.5 * * 5*5 I06Ó,7 1 * 5,8 10 6 8 ,0 36

37 116,6
1 1 9 ,8

10 8 1 ,5 * * 7»° 10 89,8 * * 7*4 10 9 7 ,1 1 1 8 , 2 * 1 1 1 , 8 1 1 8 ,6 1 1 * 9 ,2 * 1 9 ,0 1 1 2 6 ,7
3 J

38 1 1 4 1 , 6 1 2 0 , 1 1 1 4 9 , 1 1 1 0 ,6 I 15 6 ,6 1 * 1 , 3 * * 7**7 1 1 1 , 7 * * 79*3 1 2 2 , 1 1 18 6 ,9 3«
39 113,9 1 2 0 1 ,3 *2 3*3 1 1 1 0 ,0 1 * 3 ,7 1* 17,7 * 24,5 1 * 3 3 ,* *2 4 ,9 1 2 4 1 ,0 * 25,3 12 4 8 ,8 39

4 0 12 6 ,1 12 6 4 ,5 1 1 6 ,4 * 1 7 1 ,4 1 1 6 ,8 I l8 0 ,3 12 7 ,6 1* 9 6 ,* 1 1 8 ,0 13 0 4 ,2 12 8 ,4 1 3 1 2 ,2 4 0
4 1 12 9 ,2 * 3* 8*3 1 1 9 ,6 >336 ,4 *30*0 * 344,5 13 0 ,8 136 0 ,8 1 3 1 , 2 * 369,0 1 3 1 , 6 * 377*2 4 *
4» 1 3 2 ,3 * 393*7 1 3 1* 7 14 0 1 ,0 * 33 *̂ * 4*<>,3 * 33,9 *4 * 7 ,0 * 34*3 * 435*4 * 34,7 14 4 3 ,8 42
43 * 35*5 14 6 0 ,7 * 35*9 14 6 9 ,1 * 36*3 >477.6 * 37** *494,7 * 37*4 * 503*3 >37.8 * 5***9 43

44 13 8 ,6 * 5* 9*2 * 39*o * 537,9 * 39*4 >546,6 14 0 ,2 15 6 4 ,0 14 0 ,6 15 7 * ,8 > 4 1 ,° 1 5 8 1 ,6 44
45 1 4 1 ,8 * 599*3 * 4 2 ,1 16 0 8 ,2 *4* ,  5 1 6 1 7 ,0 > 4 3 .3 >634,9 *43*7 >643.9 144 ,> *6 52 ,9 45
46 >44,9 16 7 0 ,9 * 45*3 16 8 0 ,0 *45*7 >689,1 >46,5 17 0 7 ,4 1 4 6 ,9 > 7 16 ,5 >47.3 * 725*7 46

47 14 8 ,0 * 744,2 *4 8 ,4 * 753*5 14 8 ,8 > 7 6 1,7 >49,6 >78>,4 >5° , 0 >793,8  i >50,4 18 0 0 .1
18 7 6 .1

47
48 1 5 1 , 2 18 19 ,0 * 5 1 ,6 18 2 8 ,5 * 5**0 >837i9 15 2 ,8 18 5 7 ,0 . * 53*2 l8 6 6 ,5 * 53.5 48

49 * 54,3 ■895,4 * 54,7 *9° 5» ° : * 55** >9>4,7 >55,9 >934,* * 56,3 * 943*9 115 6 ,7 * 953*7 49
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1/8 

ft d \ n d i

5°
5*
5*
53

54
55
56

57
58
59

6 0
61
62 
*3
64

6566
67
68 
69

7 0
7 1
72
73

74
75
76

77
78
79

8 0
81
82

83
84
8586

89

9 0
9*
93

93

94
95
96

97
98

99

57,5
i 60,6
16 3 .8
16 6 .9

I 7°> °
1 7 3 , 1
1 7 6 ,3

1 79»5 
18 2 ,6
*8 5 ,7

19 2 .0  

i 95>? 
19 8 ,3

2 0 1 .5
204.6
207 .7

2 10 ,9
2 14 .0  
* * 7>*
2 2 0 ,3

2 2 3 ,4
2 2 6 .6
2 2 9 .7

a 3a>9
2 36 ,0

239»*

24 2 ,3
* 45,4
2 4 8 ,6

* 5*>7
54,9

258 .0
2 6 1 .1

26 4 .3
’ 67 ,4
17 0 .6

* 73.7
276 ,9
28 0 ,0

2 8 3 .1

286 .3
289.4
29 2 .6

* 95.7
298,8
302,0

3° 5. '
308,3
3” .4

■973.3 1 57i9

1 / *

a d  I

2052,8 l6l,0 
33.9 '6 4 , 1

22 l6 ,6

2300 ,8
2386 ,6
2474.0

2 5 6 3 .0  
’ 6 53 ,5
2 7 4 5 ,6  18 6 ,X

■6 7 ,3

i 7° j 4 
■73.6 
'7 6,7

* 79.9
18 3 ,0

2839,2

* 93^5
3° 3*.3
3129.6
3229.6  

333*.* 
3434,*

3538*8
3 6 4 5 1°
375*>8
3862,2
397 3, 1 
4 0 8 5,7  

4 *99,7

43* 5»4
443*>6
455M

19 2 ,4
* 95,6
19 8 .7

2 0 1 .8
2 0 5 .0
2 0 8 .1

2 1 1 , 3  
2 »4,+ 
2 1 7 ,6

230,7

2 2 3 ,8
2 2 7 ,0

* 3° . '

> 33.3
2 36 ,4

* i *5
4 6 7 1,8  2 4 2 ,7  

4793.7 * 45. 8 
491 7.a  ’ 49. °

5»4*.3 2 5 2

5 16 8 ,9  2 5 5 ,3
5 2 9 7 .1 2 5 8 ,4  
5 4 16 ,9 1 * 6 1 ,5

5 5 5 8 ,3 :16 4 ,7  
569I,2'267,8
58i 5.7|*7>.°
5 9 6 1 .8 .2 7 4 .1  
6099,4  2 7 7 ,2  
6238,6 280,4
6370i4 ^83,5
6521.8 286,7 
6665,7 289,8 
68ll,2|293,0
695S,2|296,I
7106.9 299,2 
7257,1 ¡302,4
7408.9 I 305,5 
7562,2|308,7
7717,11311,8

19 8 3 ,2

2062,9
2144,2
2227,0

* 3i j j5
» 397*5
24 85 ,0

* 574, î
26 64 ,9
a 757>*
2 8 5 1 ,0

2946 ,5
3° 43,5
3 14 2 .0

324 2 ,2
3343.9
3447.1

355*»°
36 58 .4
3766.4
3876,o

3987»x
4099.8 
4 2 14 ,1

43* 9,9
4447.4
4566 .4

4686.9

3/8 

n d  I \ n d *  

15 ^ ,3 !1993,1

16 4 ,5  2 *54,5
16 7 .7

17 0 .8  
17 4 ,0  

* 77, 1 

18 0 ,2
■83,4
■86,5

* * 37.5
2 3 2 2 , 1
14 0 8 .3  
24 9 6 ,t

>5S 5.4
26 76 .4  
2768 ,8

18 9 ,7 2862,9
19 2 ,8
19 6 ,0
199.1

202.2

205.4
208 .5

2 H ,7
2 14 ,8
* * 7>9

22 4 ,2
2 2 7 .4
2 3 0 .5

* 33.7
2 3 6 ,8
* 39,9 

* 43,:
4 809,0*24 6 ,2  
493*,7 * 49,4
5 j 58*° * 5*>5
5 18 4 .9  

53* 3.3
5443.3

5574.3
5707.9
5842.6

597*.9
6 1 1 6 .7  
6 2 5 6 ,1

6397. 1

6539.7
6683.8
6829 .5

6976,7
7 1 1 5 .6  
7 17 6 ,0

742 8,0

7581.5
7 7 36 .6

* 55>6
2 58 .8
2 6 1 .9

2 6 5 .1
26 8 .2  
* 7»,4

* 74,5
2 7 7 ,6
280 ,8

28 3 ,9

2 8 7 .1
29 0 .2  

* 93.3
29 6 .5
29 9 .6  
302.8

3° 5>9
3° 9:
3 1 1 , 1

>958,5
3055.7 
3*54.5
3* 54.8
3356>7
3460,2

356 5.3
3 6 7 1.8  
3780 ,0

3889,8

4 0 0 1,1  
41 14 ,0
‘4 2 18 ,5

4344,5
4 4 6 1 .1

4 5 8 1 .3

4 7 0 2 .1
4824 .4  
4948,3
5° 73.8
5200,8
53* 9.4
5459.6

5591.4
57* 4,7
5859.6

5996.0
6 13 4 . 1  

6i 73'7
6 4 14 ,8

6557.6
6 7 0 1 ,9
6847.8

6995.3 
7 ' 44,3 
7* 94,9

7447. '
7600.8 
7756,*

5/8

I

159,0^ 2 0 12 ,9

16 2 .2

'6 5 . 3
16 8 .5

1 7 1 . 6  
74,8

* 77.9 
l 8 l ,0
18 4 .2  

* 8 7 ,3

r 93>5
19 3 .6
19 6 .7  
99,9

2 0 3 ,0
206 .2
20 9 .3

2 1 2 .5
1 1 5 . 6
2 18 .7
2 2 1 ,9

20 9 3 ,2
2 1 7 5 . 1  
22 58 ,5

* 343,5
2 4 30 .1 
* 5 1 8 ,3

26 08,0
*6 9 9 ,3
* 79* ,*
2 8 8 6 /

n d  ^ncP

' 59,4
16 2 .6

■6 5.7
16 8 ,9

t 7 * ,o

I 75. 1
■78 .3

1 8 1 ,4
18 4 .6  

■ 87.7
19 0 ,9

29 8 2 .7  
3080,2 
3*79,4 
3 2 8 0 ,1 
338 *14
3486 .3

359'.7
3698.7
38 0 7 .3

3917.5
2 2 5 ,0 ,
22 8 ,2

*3*»3

*34,4
2 3 7 ,6
*4 0 ,7

*43.9
* 4 7 ,0

*5 °.*
*53.3
* 5 6 ,4
259 .6
26 2 .7

26 5,9  
26 9 ,0  
* 7 * , i

*75.3
* 7 8 ,4
2 8 1 ,6

284 ,7

287,8  
2 9 1 ,o 
*94,*

*97.3
300,4

3° 3>6
30 6 .7
309.8  

3*3 .°

4 0 *9 ,*

4* 42,5
4*57,4

437 3>8
449*,8  
4 6 11 ,4 :

473*»5
4855.*
4979.5

*94,o
*97>*
20 0 ,3

*03.4
206,6

2 12
2 16 ,0
2 * 9 ,1

2 2 2 ,3

2* 5,4
22 8 ,6
* 3 1 , 7

234 ,8
2 3 8 .0
2 4 1 . 1

244,3
*47.4
*5°>5

2 1 0 3 .3
2 18 5 .4  
22 6 9 ,1

2354.3 
2441,*
2 529 .4

2 6 19 .4  
2 7 10 ,9  
2 803,9
1898,6

2994,8
3092 ,6

3*9*>9

3*9*,
3395.3
3499.4
3605.0  
37*2,2
3 8 2 1.0

393*.4

5*°5.4 253.7
5 2 3 1 .8
5 3 6 1 .8
5 4 9 1 .4  

56 *4 ,5
575s.3
5893.5
6 030,4
6 16 8 .8
6308.8

256 .8  
26 0 ,0
1 6 3 . 1

266.2 
*69,4 
*7*,5

*75.7
27 8 .8  
2 8 2 ,0

645°.4
6593.5
6 738 .2
6884.5

7°3*.4
7 1 8 1 ,8
733*58

7 4 8 5 .3
76 39 .5  
7795.*

2 8 5 ,1

* 9 1 ,4

*94,5

*97,7
300,8
3°3,9
307
3 10 ,2
3*2.4

4043.3 
4156,1" 
4 2 7 1, !

4 388 ,5
4506 .7
462 6 .4

4747:
4870 .7

4995.*
5 1 * 1 , 2

5*4 8 ,9
5 3 7 8 .1
5508,8

5 6 4 1 . 1

5775.
5 9 10 .6

6047.6
6 18 6 .2  
6 32 6 ,4

6468,2

7/8

n d  J i t d *

>59.8
16 3 .0  

6 6 ,1
16 9 ,3

7*>4
7 l ' S17 8 .7

18 1 .8  
85,0

18 0 .1

*9*,*
*94,4
*97.5
20 0 ,7

*0 3 ,8
20 7 ,0

3»
2 16 ,4

9,5

20 32 ,8

***3»5
* 19 5 ,8

79.6

13 6 5 .0
1 4 5 1 .0  
*5 4 0 ,6

26 30 ,7
2 7 2 2 ,4
*8*5.7
*9*o,5
3006,9
3*°4,9
3 *0 4 ,4

330 5 .6  
34 0 8 ,* 

35**,5 
36 * 8 ,3  

37*5>7
3834.7

***,7 ! 3945.3
2 2 5 .8
22 8 .9

32 ,*

a 35>*
23 8 ,4
2 4 *,5

244,7
247»'

50,9

4 0 57 .4
4 1 7 1 . 1  
4 2 86 ,3

44 0 3 .2

45** j 5
4 6 4 1.5

4 7 6 3 ,*
4886 .2 
50*0,9

254,*

*57:
26 0 .4  
* 6 3 ,5

2 6 6 ,6
26 9,8
*7 2 ,9

276,
2 7 9 ,*
2 8 2 .4

* 8 5 .5

5*37,•
5*64 ,9

5394,3
55*5.3
5^57.8
579*>9
5 9 * 7 ,6

6064,9
6 10 3 ,7
6 3 4 4 .'
6486,0

6 6 1 1 ,5  * 8 8 ,6  6 6*9,6

■ '6 7 7 4 ,7
6 9 2 1,3

6756,4191,8
6901,9^294 ,9

7 0 5 1 ,0  2 9 8 ,1 
7 2 0 0 ,6 *3 0 1,2  
7 3 5 * »8 3 0 4 ,3

75°4,5 307.5 
76 58 ,9  3 10 ,6  
78 *4 ,8  3 13 ,8

7069,6
7**9,+
7370 ,8

75*3,7
7678.3
7834.4

5 °
51
5*
53

54
55
56

57 
S» 
59

6 d

6 1
62
6 3

6 4

6566
6 768
69

7 0
71
7 2

73

7+
75
76

77
78
79
80

82
83

84
8586
87
88 
89

9 0
9*
92

93

94
95
96
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N 0 1 i 1  \- 3 4 5 6 J  7 8 !.. 9 -

O
10
20

3°
4°
5°

' 6o
70
80
9.0

l o o
n o

-120
I30
I4O
ISO
160
I70
180
I9O

2 0 0
210
220
230
14 0
250
260
270
280
290

3 0 0
310
3-0
330
340
35°
360

37°
380
390

4 0 0
410
420
43°
440
45°
460
470
480
490

—  00 0,0000,0,693IiI,0986 1,3863 1,6094 i ,79*8!*.9459 2,0794 2,1972
2,3026
-.9957
3,4012
3,6889
3,9120
I.0943
4,2485
4,3820
4.4998

*>3979
3,0445
3,4340

3,7136
3,931 8 
4,1109
4,2627
4,3944
4,5*09

*,4849
3,0910
3,4657

3,7377 
3,95i*  
4,1*7* 
4,*767 
4,4067 
4,5218

*,5649
3, i 355
3,4965
3,7612
3,9703
4.143*
4>*9°5
4,4188
4,53*6

2,6391
3,178 1
3,5*64

3,784*
3,9890
4,1589
4,304*
4,4308
4>5433

2,7081
3,2189
3,5553
3,8067
4,0073
4,1744

4,3*75
4,44*7
4,5539

2,7726 
3,*581 
3,5835 
3,8286 
4.o*54 
4,1879
4,330?
4,4543
4,5643

2 ,8 3 3 2
3,2958
3,6109
3,8501
4,0431
4,2047
4,3438
4,4659
40747

2,8904
3,3322
3,6376

3,8712
4,0604
4,2*95

4,3567
4,4773
4,5850

2,9444
3,3673
3,6636
3,8918 
4,0775 
4,*34*
4,3694
4,4886
4,595*

4,6052 4,6151 4,6*50 4,6347 4,6444 4,6540 4,66344,6718 4,6821 4,6913

4.7005
4.7875
4.8675

4.9416
5,0106
5.075*
5.1358
5, i 93o
5.2470

4,7095
4,7958
4,875*
4,9488
5.0173
5,0814

5. I 4I 7
5.1985
5, - 5*3

4,7*85
4 ,8 0 4 0
4 ,8 8 2 8

4,9558

5,o*39
5,0876

5,1475 
5,2040 
5,*575

4,7*74
4,8122
4,8903
4,9628
5,0304
5,0938 

5,1533 
5,*°95 
5 ,2 6 2 7

4,736*
4,8103
4,8978
4,9698 
5,0370 
5,0999 
5,159* 
5,*149
5,1679

4,7449
4,8283
4.9053
+.9767
5,0434
5,1:059
5,1648 
5,2204 
5,*73°

4,7536

4,8363
4,9**7 
4,9836 
5,0499 
5 ,1 1 10

5,*7°5 
5,**57 
5,2781

4,7622
4,8442
4,9200
4,9904
5,0562
5,1180
5,176 1
5,*3i*
5,283*

4,7707
4,8520
4,9273

4,997* 
5,0626 
5,*240 
5,1818
5,2364
5,2883

4,779*
4,8598
4,9345

5,0039
5,0689
5, i *99

5, i 874
5,24*7
5,2933

5,1983 5,3033 5,3083 5>3 I32 5,318 1 5,3*30 5,3*79 5,33*7 5,3375 5,34*3

5,347*
5,3936
5,438i
5,4806
5>5**5
5,5607
5,5984
5,6348
5,6699

5,35*9
5,398-1
5,44*4

5,4848
5,5*55
5,5645
5,6021
5,6384
5,6733

5,3566

5,40*7
5,4467
5,4889
5,5*94
5,5683
5,6058
5,64*9
5,6768

5,3613
5.407*
5,45*0

5-493I
5,5334
5,57**
5,6095
5'6454
5,6802

5,3660
5,4*16
5,4553
5,497*
5,5373
5,5759

5,6*3*
5,6490
5,6836

5,3706
5,4*61
5,4596

5.5013
5,54*3
5,5797
5,6168
5.65*5
5.6Ś70

5,3753
5.4*05
5,4638
5,5053
5,545*
5,5835
5,6204
5,6560
5,6904

5,3799
5,4*5o
5,4681

5,5094
5,549*
5,587*
5,6240
5,6595
5,6937

5,3845
5,4293
5,47*3

5,5*34
5,5530

5,59*o
5,6276
5,6630
5,6971

5,389*
5,4337
5,4765

5,5*75
5,5568
5,5947

5,63*2
5,6664
5 ,7 0 0 4

5 ,7 0 3 8 5,707i | 5,7i 04 5,7*37 5,7*7o 5,7*03 5,7*36 5,7268 5,730i 5,7333

5,7366
5-7033

5,799i
5 ,8 2 8 9

5,8579
5 ,8 8 6 1

5,9135
5>94° î
5 ,9 6 6 1

5,7398(5,743°
5.77*4 5.7746 
5 , 8 0 2 1 5 , 8 0 5 1

5, 83I 9¡5,8348 
5 ,8 6 0 8 ; 5 ,8 6 3  6 
5 ,8 8 8 9 15 ,8 9 16  

5,9l 62!5,9l 89 

5,94*815,9454 
5,968715,9713

5,746*
5,7777
5 ,8 0 8 1

5,8377
5,8665
5,8944
5,9216
5,9480
5.973S

5,7494
5 ,7 8 0 7
5 ,8 111
5,8406
5,8693
5,897*

5,9*43
5,95o 6
5,9764

5,75*6
5,7838
5,8141

5,8435
5,8721
5,8999
5,9269
5,953*
5,9789
6,0039

m
5 ,8 171
5,8464
5,8749
5 ,9 0 2 6

5,9296
5,9558
5.98*4

5,7589
5,7900
5,8201

5,8493
5.8777
5,9054

5,93**
5,9584
5,9839

5,7621
5,7930
5,8230
5,8522
5,8805
5,9081

5,9349
5,9610
5,9865

5,765*
5,796i
5 ,8 2 6 0

5,8551
5,8833
5,9011

5>9375
5,9636
5,9890

5,9915 5.9940:5-9965 5,9989:6,0014 6,0064:6,0088 6,0113 6,0137
6,0162
6,0403
6,0638
6,0868
6,1092
6 ,13 12
6,1527
6,1738
6,1944

6 ,O l8 6
6 ,0 4 2 6
6 ,0 6 6 l

6 ,0 8 9 0

6 ,1115
6,1334

6,1549
6,1759
6,1964

6,0210
6,0450
6,0684
6,0913

6,1356
6,^570
6,1779
6,1985

6,0234:6,0259 
6,047416,0497 
6,0707 6,0730 
6,0936:6,0958 
6 ,115 9 16 ,118 1 
6,1377 6,1399 
6 ,1591 6 ,16 12  
6,1800 6,1821 
6.1005:6,2025

6,0283
6,0521
6,0753
6,0981
6,1203
6,1420
6,1633
6 , l 8 4 I
6 ,2 0 4 6

6,0307
6,0544
6,0776
6,1003
6,1225
6,1442
6,1654
6 ,18 6 2
6 ,2 0 6 6

6,0331
6,05 68 
6,0799 
6,1026 
6,1247 
6,1463
6 ,16 7 5
6,1883 
6,2085

6,0355
6,0591
6,0822
6,1048
6,1269
6,1485
6,1696
6 ,19 0 3
6 ,2 I0 6

6,0379
6,0615
6,0845
6,1070
6,1291
6,1506
6,17 17
6,1924
6,21*6



naturalne.

25 ; 

500 - 5)99

N O 1 ! 1 3 4 5 6 7 s 9

500 6,2146 6,2166 6,2186 6,2206 6,2226 6,22*6 6,2265 6,2285 6,2305 ’,2324
510 6,2344 6,2364 6,2383 6,2403 6,2422 6,2442 6,2461 6,2480 6^2500 6,2519
520 6,2538 6,2558 6,2577 6,2596 6,2615 6,2634 6,2653 6,2672 6,2691 6,2710
53° 6,2729 6,2748 6,2766 6,2785 6,2804 6,2823 6,2841 6,2860 6,2879 6,2897
54° 6,2916 6,2934 6,2953 6,2971 6,2989 6,3008 6,3026 6,3044 6,3063 6,3081
55° 6,3999 6 ,3117 6,3135 6,3*54 6,3172 6,3190 6,3208 6,3226 6,3244 6,3261
560 6,3^79 6,3297 6,3315 6,3333 6,335* 6,3368 5,3386 6,3404 6,3421 6,3439
570 6,3456 6,3474 6,3491 6,3509 6,3526 6,3544 6,3561 6,3578 6,3596 6,3613
580 6,3630 6,3648 6,3665 6,3682 6,3699 6,3716 6,3733 6,3750 6,3767 6,3784
590 6,3801 6,3818 6,3835 6,3852 6,3869 6,3886 0,3902 6,39*9 6,3936 6,3953

6 0 0 6,3969 6,3986 6,4003 6,4019 6,4036 6,4052 6,4069 6,4085 6,4102 6,tix8
610 6,4135 6,4151 6,4167 6,4184 6,4200 6,4216 6,4232 6,4249 5,4265 6,4281
620 6,4197 6,4313 6,4329 6,4345 6,4362 6,4378 6,4394 6,4409 6,4425 6,4441
630 6,4457 6,4473 6,4489 6,4505 6,4520 6,4536 6,4552 6,4568 6,4583 6,4599
640 6,4615 6,4630 6,4646 6,4661 6,4677 6,4693 6,4708 6,4723 6,4739 6,4754
650 6,4770 6,4785 6,4800 6,4816 6,4831 6,4846 6,4862 6,4877 6,4892 6,4907
660 6,4922 6,4938 6,4953 6,4968 6,4983 6,4998 6,5013 6,5028 6,5043 6,5058
670 6,5073 6,5088 6,5103 6 ,5117 6,5132 6,5*47 6,5x62 6,5*77 6,5191 6,5206
680 6,5221 6,5236 6,5250 6,5265 6,5280 6,5294 6,5309 6,5323 6,5338 6,5352
690 6,5367 6,5381 6,5396 6,5410 6,5425 6,5439 '>,5453 6,5468 6,^482 6,5497

700 6,551 1 6,5525 6,5539 6,5554 6,5568 6,5582 6,5596 6,5610 6,5624 6,5639
710 6,5653 6,5667 6.5681 6,5695 6,5709 6,5723 6,5737 6,575* 6,5705 6,5779'
720 6,5793 6,5806 6,5820 6,5834 6,5848 6,5862 6,5876 6,5889 6,5933 6,59*7
73° 6,5930 6,5944 6,5958 6,5971 6,5985 6,5999 6,6012 6,6026 6,6039 6,6053
740 6,6067 6,6080 6,6093 6,6<io7 6,6120 6,6134 6,6147 6,6161 6,6174 6,6187
750 6,6201 6,6214 6,6227 6,6241 6,6254 6,6267 6,6280 6,6294 6,6307 6,6320
760 6,6333 6,6346 6,6359 6,6373 6,6386 6,6399 6,6412 6,6425 6,6438 6,6451
770 6,6464 6,6477 6,6490 6,6503 6,6516 6,6529 6,6542 6,6554 6,6567 6,6580
780 6,6593 6,6606 6,6619 6,6631 6,6644 6,6657 6,6670 6,6682 6,6695 6,6708
790 6,6720 6,6733 6,6746 6,6758 6,6771 6,6783 6,6796 6,6809 6,6821 6,6834

800 6,6846 6,6859 6,6871 6,6884 6,6896 6,6908 6,6921 6,6933 6,6946 6,6958
810 6,6970 6,6983 6,6995 6,7007 6,7020 6,7032 6,7044 6,7056 6,7069 6,7081
820 6,7093 6,7105 6,71x7 6,7130 6,7142 6,7*54 6,7166 6,7178 6,7190 6,7202 ^
830 6,7214 6,7226 6,7238 6,7250 6,7262 6,7274 6,7286 6,7298 6,73*0 6,7322
840 6,7334 6,7346 6,7358 6,7370 6,7382 6,7393 6,7405 6,74*7 6,7429 6,744*
850 6,745* 6,7464 6,7476 6,7488 6,7499 6,7511 6,7523 6,7534 6,7546 6,7558
860 6,7569 6,7581 6,7593 6,7604 6,7616 5,7627 6,7639 6,7650 6,7662 6,7673
870 6,7685 6,7696 6,7708 6,7719 6,773* 6,774? 6,7754 6,7765 6,7776 6,7788
880 6,7799 6,7811 6,7822 6,7833 6,7845 6,7856 6,7867 6,7878 6,7890 6,7901
890 6,7912 6,7923 6,7935 6,7946 6,7957 6,7968 6,7979 6,7991 6,8002 6,8013

900 6,8024 6,8035 6,8046 6,8057 6,8068 6,8079 6,8090 6,8xoi 6 ,8112 6,8123
910 6,8134 6,8145 6,8156 6,8167 6,8x78 6,8189 6,8200 6,8211 6,8222 6,8233
920 6,8244 6,8255 6,8265 6,8276 6,8287 6,8298 6,8309 6,8320 6,8330 6,8341
93° 6,8352 6,8363 6,8373 6,8384 6,8395 6,8405 6,8416 6,8427 6,8437 6,8448
940 6,8459 6,8469 6,8480 6.8491 6,8501 6,8512 6,8522 6,8533 6,8544 6,8554
950 6,8565 6,8575 6,8586 6,8596 6,8607 6,8617 6,8628 6,8638 6,8648 6,8659
960 6,8669 6,868o 6,8690 6,8701 6,8711 6,8721 6,8732 6,8742 6,8752 6,8763
970 6,8773 6,8783 6,8794 6,8804 6,8814 6,8824 6,8835 6,8845 6,8855 6,8865:
980 6.8S7Ó 6,8886 6,8896 6,8906 6,89x6 6,8926 6,8937 6,8947 6,8957 6,8967
99° 6,897716,898716,8997 6,9007 6,9017 6,9027 6,9037 6,9047 6,9057 6,9068



26 D. Tablice funkeyi kołowych.

■3 W stawa (Sinus).
.3 0 'co lu ou 4U OU bU
O 0,00000 0,00291 0,00582 0,00873 0,01164 0,01454 0,07 4 5 89
I 0,01745 0,02036 0,02327 0,02618 0,02908 0,03199 0,03490 88
2 0,03490 0,03781 0,04071 0,04362 0,04653 0,04943 0,05234 S7
3 0,05234 0,05524 0,05814 0,06105 0,06395 0,06685 0,06976 8b

4 0,06976 0,07266 0,07556 0,07846 0,08136 0,08426 0,08716 85
5 0,08716 0,09005 0,09295 0,09585 0,09874 0,10164 0,10453 84
fa 0,10453 0,10742 0 ,110 3 1 0 ,11320 0,11609 0,11898 0,12187 83

7 0,12187 0,12476 0,12764 ° , I3°53 0,13341 0,13629 0,13917 82
8 ° , I39I 7 0,14205 0,14493 0,14781 0,15069 0,15356 0,15643 81
9 0,15643 0,15931 0,16218 0,16505 0,16792 0,17078 0,17365 8 0

i o 0,17365 0,17651 0,17937 0,18224 0,18509 0,18795 0,19081 79

u . 0,19081 0,19366 0,19652 W W 0,20222 0,20507 0,20791 78
1 1 0,20791 0,21076 0,21360 0,21644 0,21928 0,22212 0,22495 77
13 0,22495 0,22778 0,23062 0, i3345 0,23627 0,23910 0,24192 76
14 0,24192 0,-4474 0,24756 0,25038 0,25320 0,25601 0,25882 75
15 0,25882 0,26163 0,26443 0,26724 0,27004 0,27284 0,27564 74
i6 0,27564 0,27843 0,28123 0,28402 0,28680 0,28959 0,29237 73

17 0,29237 0,29515 0,29793 0,30071 0,30348 0,30625 0,30902 72
15 0,30902 0,31178 ° ,3I454 0,31730 0,32006 0,32282 0,32557 71
19 0,3^557 0,32832 0,33106 0,33381 0,33655 0,33929 0,34202 7 0

2 0 0,34202 0,34475 0,34748 0,35021 0,35293 0,35565 0,35837 69
i i 0,35837. 0,36108 0,36379 0,36650 0,36921 0,37191 0,37461 68
22 0,37461 0,37730 0,37999 0,38268 0,38537 0,38805 0,39073 67

*3 o,39073 o,3934i 0,39608 0,39875 0,40142 0,40408 0,40674 66

14 0,40674 0,40939 0,41204 0,41469 0,41734 0,41998 0,42262 65
25 0,42262 0,42525 0,42788 0,43051 0,43313 0,43575 0,43837 64
26 o,43837 0,44098 o,44359 0,44620 0,44880 0,45140 0,45399 63

27 o,45399 0,45658 o,459i 7 0,46175 0,46433 0,46690 0,46947 62
28 0,46947 0,47204 0,47460 0,47716 0,47971 0,48226 0,48481 61
29 0,48481 0,48735 0,48989 0,49242 0,49495 0,49748 0,50000 6 0

0,50000 0,50152 0,50503 0,50754 0,51004 0 ,51154 0,51504 59

31 0,51504 0,51753 0,52002 0,52250 0,52498 0,52745 0,52992 58
32- 0,52992 0,53238 0,53484 0,5373° 0,53975 0,54220 0,54464 57
33 0,54464 0,54708 0,54951 o,55i 94 0,55436 0,55678 0 ,559^ 56

’’Ą o,559I9 0,56160 0,56401 0,56641 0,56880 0,57119 0,57358 55
35 0,57358 0,57596 0,57833 0,58070 0,58307 0,58543 0,58779 54
36 0,58779 0,59014 0,59248 0,59482 0,59716 0,59949 0,60182 53

37 0,60182 0,60414 0,60645 0,60876 0,61107 0,61337 0,61566 52
38 0,61566 0,61795 0,62024 0,62251 0,62479 0,62706 0,62932 51
39 0,62932 0,63158 0,63383 0,63608 0,63832 0,64056 0.64279 SO

4 0 0,64279 0,64501 0,64723 0,64945 0,65166 0,65386 0,65606 49

41 0,65606 0,65825 0,66044 0,66262 0,66480 0,66697 0,66913 48

4ł 0,66913 0,67129 0,67344 0.67559 0,67773 0,67987 0,68200 47

43 0,68200 0,68412 0,68624 0,68835 0,69046 0,69256 0,69466 46

44 0,69466 0,69675 0.69883 0.70091 0,70298 0,70505 0.70711 45

CO' 50' 40' 30' 20' 10' 0 ' P,
Dostawa (Cosinus). 02



1, Tablice. 27

Dostaw a (Cosinus).
O' [ 10'  i 20'  ! 30'  I 40'  I 50' ! 60'

0
1
z
3

4
5
6

7
8

9

1 0
1 1
12
13

14 

li

\l
19

2 0
21
22

23 
14 

26

3
29

3 0
31
3*
33

3Ą

P
P
39

4 0
41
42
43

44

1,00000 1,00000 1 0,9999s 0,99996 o,99993 0,99989 0,99985 89
88
87
86

84
83
82
81

8 0
79

7»
77
76

75
74
73

7 1
7 1

7 0
69
68
67
66

65
64
63

62
61

6 0
59
58
57
56

55
54
53

5 1
51

5 °
49
48
47
46

45

0,99985
0,99939
0,99863

0,99756
0,99619
0,99452

0,99255
0,99027
0,98769

0,99979
0,99929
0,99847

0,99736
o,99594
0,99421

0,99219
0,98986
0,98723

0,99973
0,99917
0,99831

° ,997I 4
0,99567
0,99390

0,99182
0,98944
0,98676

0,9990b
0,99905
0,99813

0,99692
0,99540
o,99357

0,99144
0,98902
0,98629

0,99958 
0,99892 
o,99795 

0,99668 
0,99511 
o,993i 4 

0,9910 > 
0,98858 
0,98580

0,99949
0,99878
0,99776

0,99644
0,99482
0,99290

0,99067
0,98814
0,98531

0,99939
0,99863
0,99756

0,99619
0,99452
0,99255

0,99027
0,98769
0,98481

0,98481 0,98430 0,98378 0,98315 0,98272 0,98218 0,98163
0,98163
0,97815
o,97437

0,97030
0,96593
0,96126

0,95630
0,95106
0.9455-

0,98107
o,97754
0,97371

0,96959
0,96517
0,96046

o,95545
0,95015
o,94457

0,98050
0,97692
0,97304

0,96887
0,96440
0,95964

o,95459
0,94924
0,94361

0,97992
0,97630
0,97237

0,96815
0,96363
0,95882

o,9537i
0,94832
0,94164

o,97934
0,97566
0,97169

0,96741
0,96285
o,95799

0,95284
0,94740
0,94167

0,97875
0,97502
0,97100

0,96667
0,96206
o,957i 5

o,95i 95
0,94646
0,94068

0,97815
0,97437
0,97030

0,96593
0,96126
0,95630

0,95106
o,9455i
0,93969

0,93969 0,93869 0,93769 0,93667 0,93565 0,93462 0,93358

0,9335*
0,92718
0,92050

o,9i 355
0,906^1
0,89879

0,89101
0,88295
0,87462

o,93i 53
0,92609
0,91936

0,91236
0,90507
0,89752

0,88968
0,88158
0,87321

0,93148
0,92499
0,^1822

0 ,9 1116
0,90383
0,89623

0,88835
o,S8o:o
0,87178

0,93041
0,92388
0,91706

0,90996
0,90259
0,89493

0,88701
0,87882
0,87036

o,9i 935
0,92276
0,91590

0,90875
0,90133
0,89363

0,88566
0,87743
0,86892

0,92827
0,91164
0,91472

0,90753
0,90007
0,89232

0,88431
0,87603
0,86748

0,92718
0,92050
0,91355

0,90631
0,89879
0,89101

0,88295

Ä
0,86603 0,86457 0,86310 0,86163 0,86015 0,85866 0,85717
0,85717
0,84805
0,83867

0,82904
0,81915
0,80902

0,79864
0,78801
0,77715

0,85567
0,84650
0,83708

0,81741
0,81748
0,80730

0,79688
0,78622
o,7753i

0,85416
0,84495
0,83549
0,82577
0,81580
0,80558

0,79512
0,78442
o,77347

0,85264
0,84339
0,83389

0,82413
0,81412
0,80386

o,79335
0,78261
0,77162

0,85112
0,84182
0,83228

0,82248
0,81242
0,80212

0,79158
0,78079
0,76977

0,84959
0,84025
0,83066

0,82082
0,81072
0,80038

0,78980
0,77897
0,76791

0,84805
0,83867
0,82904

0,81915
0,80901
0,79864

0,78801
o,777i 5
0,76604

0,76604 0,76417 0,76229 0,76041 0,75851 0,75661 o,7547i
o,7547i 
0,74314 
0,73135

0,71934

0,75280
0,74120
0,72937

0,71732

0,75088
0,73924
o,7i 737
0,71529

0,74896
0,73728
o,7i 537

0 ,7131s

0,74703
0,7353!
0,72337

0 ,7 112 1

0,74509
o,73333
0,72136

0,70916

o,743i 4
0,73135
0,71934

0,70711
60'  i 50' 40' 30' 2 0 ' 1 0 ' .. 0 '  '

iW staw a (Sinus).



2S Dział pierwszy. — Matematyka.

ao* S tyczn a  (Tangens).
ÜCQ 0 ' 1 0 ' 2 0 ' 80 ' 40 ' 50 ' 60 '

O 0,00000 0,00291 O O O <_/
i CO 0,00873 0,01164 0,01455 0,01746 89

0,01746 0,02036 0,02328 0,02619 0,02910 0,03201 0,03492 88
' i 0,03492 0,03783 0,04075 0,04366 0,04658 0,04949 0.05 241 87

3 0,05241 0,05533 0,05824 0,06116 0,06408 0,06700 0,06993 ’ 86

4 0,06993 0,07285 0,07578 0,07870 0,08163 0,08456 0,08749 1 85
0,08749 0,09042 0,09335 0,09629 0.09923 0,10216 0,10510 84

6 0,10510 0,10805 0,11099 o>**394 o, i i 688 0,11983 0,12278 83

7 0,12278 0,12574 0,12869 0,13165 0,13461 0,13758 0,14054 82
8 0,14054 0,1435* 0,14648 0,14945 0,15243 0,15540 0,15838 Hz
9 0,15838 0,16137 0,16435 0,16734 0,17033 °,*7333 0,17633 8 0

1 0 0,17633 °,*7933 0,18233 0,18534 0,18835 0,19*36 0,19438 7.9:
I I 0,19438 0,19740 0,20042 0,20345 0,20648 0,20952 0,21256 78
12 0,21256 0,21560 0,21864 0,22169 0,22475 0,22781 0,23087 77

13 0,23087 0,23393 0,23700 : 0,24008 0,24316 0,24624 0,24933 76

14 0.24933 0,25242 0,25552 0,25862 0,26172 0,26483 0,26795 75

15 0,26795 0,27107 0,27419 0,27732 0,28046 0,28360 0,28675 74
16 0,28675 0,28990 0,29305 0,29621 0,29938 0,30255 0,30573 73

17 0,30573 0,30891 0 ,31210 0,3*53° 0,3*850 0,32171 0,32492 72

18 0,32492 0,32814 0,33136 0,33460 0,33783 0,34108 o,34433 7*
19 0,34433 o,3475S 0,35085 0,354*2 0,35740 0,36068 0.36397 70

2 0 0,36397 0,36727 0,37057 0,37388 0,37720 0,38053 0,38386 69-
21 0,38368 0,38721 0,39055 ° ,3939* 0,39727. 0,40065 0,40403 68
22 0,40403 0,40741 0,41081 0,41421 0,4*763 0,42105 0,42447 •>7:
s 3 0,42447 0,42791 0,43136 0,43481 0,43828 0,44*75 0,44523 66

24 0,44523 0,44872 0,45222 0,45573 0,45924 0,46277 0,46631 65
25 0,46631 0,46985 0,4734* 0,47698 0,48055 0.48414 0,48773 b+.
26 0,48773 o,49*34 0,49495 0,49858 0,50222 0.50587 0,50953 b3

17 0,50953 0,51320 0,51688 0,52057 0,52427 0,5279s o,53*7* 62
28 0,53*71 0,53545 0,53920 0,54296 0,54673 0,55051 o,5543* 6i
29 0,5543* 0,55812 0.56194 0,56577 0,56962 0,57348 0-57735 b o

3 ° 0,57735

-+Cl00*0o" 0.585*3 0,58905 0.59297 0,59691 0,600X6 59

3 1 0,60086 0,60483 0,60881 0,61280 0,61681 0,62083 0,62 (87 58
32 0,62487 0,62892 0,63299 0,63707 0,64117 o,61528 0,64941 57

33 0,64941 0,65355 0,65771 0,66189 o,6b6o8. 0,67028 0,67451 5U

34 0,67451 0,67875 0,68301 0,6872s 0,69157 0,69588 0,70021 55

3S 0,70021 0,70455 0,70891 0,71329 0,71769 0,72211 0,72654 54
36 0,72654 0,73100 0,73547 0,73996 0,74447 0,74900 o,75355 53

37 0,75355 0,75812 0,76272 o,/6733 0,77196 0,77661 0,78129 52
3* 0,78129 0,78598 0,79070 0,79544 0,80010 0,80498 0,80978 5*
39 0,80978 0,81461 0,81946 0,82434 0,82923 0,834*5 0,83910 S o

4 ° 0,83910 0,84407 0,84906 0,85408 0,85912 0,86419 o,S692q 49

41 0,86929 0,87441 0,87955 0,88473 0,88992; 0.89515 0,90040 .t8
42 0,90040 0,90569 0,91099 0,91633 0,92170 0,92709 0.93252 47

43 0,93252 0.93797 o-94345 0,94896 0,9545* 0.96008 0,96569 46.

44 0,96569 0,97133 0,97700 0,98270 0,98843 0.99420 1,00000 +5

50 ' 40 ' :• 80 ' 2 0 j 10 ' ■ 0 ' s.
D otyczna (Cotangens). on



L Tablice.

ec. D otyczna (Cotangens). - f 1' ‘ '1
----

35 0 ' 1 0 ' 2 0 ' " 80 ' 40 '  ' 50 ' 60 '

O 00 343-77371 171,88540 [14,58865 85,93979 68,75009 57,28996 89
I 57,28996 49,10388 42,96408 38,18846 34,36777 31,24158 28,63625 88

. 2 28,63625 16,43160 24,54176 22,90377 21,47040 2o,2Q555 19,08114 87
3 19,08114 18,07498 17,16934 16,34986 15,60478 14,92442 14,30067 86

4 !4 ,30067 13,71674 I3.I9688 12,70621 12,25051 11,82617 11,43005 85
5 11,43005 1 1,05943 10 ,7 119 1 10,38540 10,07803

8,55555

9,78817 9,5M36 84
6 9,5*436 9.15530 9,00983 8,77689 8,34496 8,14435 83
7 8,14435 7,95302 7,77035 7,59575 7,42871 7,26873 7, n 537 82
8 7,H 537 6,96823' 6,82694 6,69116 6,56055 6,43484 6,31375 81
9 6,31375 6,19703 6,08444 : 5,97576 5,87080 5,76937 5,67128 8 0

10 5,67118 5-57638 5-48451 5,39552 5,30928 5,21566 5, i4455 , 79
i i 5,14455 5,06584 4,98940 4,915.16 4,84300 4.77286 4,70463 78
u 4,70463 4,63815 4,57363 4,51071 4,44942 4.38969 4,33148 77

: *3 4,33H 8 4,27471 4,2i 933 4,16530 4,11256 4,06l07 4,01078 76

34 4,01078 3,96165 3,91364 3,86671 3,82083
3,56557

3)77595 3,73205 '75
1 S 3,732?5 3,68909 3,64705 3,60588 3,52609 3,48741 .74
16 3,48741 3,44951 3,41236 ; 3,37594 3,34023 3,30521 3,27035 : 73

3,17085 3,23714 3,20406
3,01783

3, i 7i 59 3,13972 3,10842 3,07768 :72
18 3,07768 .3,04749 2,98869 2,96004 2,93189 2,90421 7 1
*9 1,90421 1,87700 2,85023 . 2,82391 2,79802 2.77254 2,74748 70

6920 1,74748 1,7 12 8 1 2,69853 2,67462 2,65109 2,62791 2,60509
i i 2,60509 1,58 16 1 2,56046 2,53865 2,51715 2,49597 2,47509 68
2 1 2,475°9 

2,35585
2,45451 2,43422 2,41421 2,39449 2,37504 2,35585 67

23 2,33693 h 31826 2,29984 2,28167 2,26374 2,24604 66

24 1,24604 2,22857 2,21132 2,19430 2,17749 2,16090 2,14451 65
*5 .2,14451 2,12831 2,11233 2,09654 2,08094 2,06553 2,05030

1,96261
64

26 1,05030 2,03526 2,02039 2,00569 i ,99“ 6 1,97680 63
27 1,96161 1,94858 1,9347°

1,85462
; 1,92098 .1,90741 1,89400 1,88073 62

28 1,88073 1,86760 1,84177 1,82906 1,81649 1,80405 61
2 y 1,80405 1,79174 1,77955 1,76749 1,75556 1,74375 1,73205 fio

30 1,73205 1,72047 1,70901 I.69766 1,68643 1,67530 1,66428 59

31 1,66418 1,65337 1,64256 1,63185 1,62 115
1,55966

1,61074 1,60033 58
32 1,60033 1,59002 i ,5798i 1,56969 1,54972 1,53987 57
33 1,53987 1,53010 1,52043 1,51084 i ,5o i33 1,49190 1,48256 56

34. 1,48156 1,47330 1,46411 1,45501 1,44598 1,43703 1,42815 '55
35 1,42815 1,41934 1,41061 1,40195 1,39336 1,38484 1,37638 54
3b 1,37638 1,36800 1,35968 1,35H 2 1,34323 1 ,3 3 5 ” 1,32704 53

37 1,32704 1,31904 1 ,3 1 1 10 1,30323 1,29541 1,28764 1,27994 52
3® 1,27994 1,27230 1,26471 1,25717 1,24969 1,24227 1,23490 5i
39 1,23490 1,22758 1,22031 1,2 13 10 1,20593 1,19882 1,19 175 5 0

494 0 1,19175 1,18474 i , i 777-7 1,17085 1,16398 1,15 7 15 1,15037
41 1,15037 1,14363 1,13694 1,13029 1,12369 1 , 1 17 13

1,07864
1,110 6 1 48

42 1,110 6 1 1,104 14 1,09770 1,09131
1,05378

1,08496 i , 107237 47
43 1,07237 1,06613 1,05994 1,04766 1,04158 i,o3553 46

44 1,03553 1,02952 1,02355 1,01761 1,0 1170 1,00583 : 1,00000 45
GO' 50 ' | 40 ' 30 ' j 2 0 ' j ‘ 1 0 ' i- 0 ' cCm

: Sty cz n a  (Tangens). CO



E. Tablice funkcri liyperbolicznycli.

g o  Dział pierwszy- — Matematyka.

Funkcya hyperboliczna sinh (p dla  qp =  0 do 5,09.

<p 0 1
I 2

3 4 5 6 j 7 8 9 D

0 , 0 0,0000 OlOO 0200 0300 0400 0500 0600 0701 080I 0931 10 1
0,1 0,1002 1102 1203 1304 1405 1536 1.607 1708 x8jo 19 1 1 102
0,1 o,*oi 3 2II5 2218 2320 2423 2526 2629 *733 1837 2941 IO4
°*3 ° ,3°45 3 15 ° 3*55 3360 3466 357* 3678 3785 3891 4033 XO8
0,4. 0,4108 42 l6 43*5 4434 4543 4653 4764 4875 4986 5098 II3
°>5 0,5211 53*4 5+38 555* 5666 578a 5897 6014 6131 6248 II9
o,6 0,6367 6485 6605 Ć725 6846 69Í7 7090 7*13 7336 7461 i *5

°*7 0,7586 7712 7838 7966 8094 8223 8353 8484 8615 8748 133
0,8 0,8881 9015 9150 9286 9423 9561 9700 9840 9981 0122* 143
0,9 1,0265 0409 0554 0700 0847 0995 1144 1294 1446 1598 154

* , 0 i,*75* 1907 2063 2220 *379 *539 27OO 2862 3015 3x90 166
1 ,1 i*3356 35*4 3693 3*63 4035 4208 4381 4558 4735 49« 4 18 1

i>5°95 5276 5460 5645 5831 6019 62O9 6400 6593 67S8 196
T»3 1,6984 7182 7381 75s3 7786 7991 8198 8436 8617 8829 2x4

*,4 1,9043 9259 9477 9697 9919 0143* 0369* ° 597* 0827 * 1059* *34
**5 *,1293 1529 1768 2008 2251 *496 ’ 743 *993 3*45 3499 *57
i,6 2,3756 4015 4276 454O 4806 5°75 5346 5620 5896 6175 2§X

i *7 2,6456 6740 7027 7317, 7609 79°4 82O2 8503 8806 9 112 3x0
1,8 2,9422 9734 0349* O367 0689 * 10 13* I34O* 1671 * 2OO5 * * 34i * 341
ł >9 3,2682 3015 3372 3722 4075 443* 479* 5156 55*3 5894 375

2 , o 3,6269 6647 7328 74I4 7803 8196 8593 8993 9398 9806 413
2,X 4,0219 0635 1056 I480 1909 234* *779 3 1 1 t 3666 4 117 454
2,2 4,457« 5° 3° 5494 596a 6434 6912 7394 7880 837* 8868 502
**3 4,937° 9876 0387' O9O3* 1425* 1951 * 2483* 3020* 3561 * 4x09*' 553

2,+ 5,4661 52 łI 57*5 6354 6929 7510 8097 8689 9288 9891 610
*>5 6,0502 II 18 1741 5369 3004 3645 4*93 4946 5607 6174 673
a,6 6,6947 7628 8315 9OO9 97J9 0417 113 2 * 1854* 1583* 33' 9 ‘ 744

*>7 7^063 4814 557= 6338 7 112 7*94 8683 9480 0285* IO98 * 821
a,8 8,1919 2749 3586 443* 5*87 6150 7021 7902 8791 9689 907
*>9 9,0596 I5I2 ’ 437 3371 43*5 5268 6231 7*03 8185 9r77 1002

3 , o T 3,0179 II9I 2212 3*45 4287 5 34° 6403 7477 8562 9658 i i  07

3»* 11,0765 1882 3OII 4 15 1 53°3 6466 7641 8827 0026* X236 * 1223
3»* 12,2459 3694 4941 6201 7473 8758 0056 ■ 1367* 2691 * 4028 * 1351
3»3 13,537? Ć743 8121 9513 0919 *338 * 377? ' 5221 * 6684* 8161 * 1493
3 »4 14,965 15 ,I l6 15,268 15,422 r 5>577 1 5*734 ' 5,893 16,053 16,214 16,378 165
3*5 *$»543 16,709 16,877 17P 47 17,*19 «7*39* *7,567 ■7,744 17,9» 3 18,103 1 82
3*6 18,285 18,470 18,655 18,843 19,033 19,2*4 19,418 19,613 19,811 20,010 201

3’7 20,211 20,415 20,620 20,828 *1,037 21,249 11,463 11,679 *1,897 22,117 222
3*8 22,339 22,564 22,791 23,020 23,*5* 23,486 13 ,7” 13,961 *4,202 24,445 246
3»9 24,691 »4,939 25,190 *5,444 25,700 * 5*958 26,219 16,483 ’ 6,749 27,018 272

4 , o 27,290 *7>564 27.842 28,122 28,404 28,690 *8,979 19,170 ’ 9,564 29,862 3OO

4»i 30,162 30,465 30,772 31,081 31*393 31,709 32,028 3*>35° 3’ ,675 33»o:>4 33*
4,1 33*336 33,671 34,009 34,35i 34.697 35,046 35,398 35,754 36 ,113 36,476 367
4,3 36 ,8 + 3 37,» i4 371588 37,966 38,347 3 * ,7 3 3 39, 1 1 1 39,5 »5 39,913 40,3*4 405

4*4 4° , 7 '9 41,129 41,54* 41,960 42,382 42,808 43,'* 3» 4 3 ,6 7 3 44, l i ’ 44,555 448

4,5 4 5 ,°°3 45.455 45*9«* 46,374 46,840 47,3” 47,787 48,267 48,75’ 49,*42 495
4,6 49,737 5°,*37 5°*74* 5*5* 5* 51 »767 51,188 51,813 5 3*344 53,880 54,4*2 547

4,7 54,9É9 55*5** 56,080 56,643 57,* 13 57,7*8 58,369 5*, 955 59,548 60,147 604
4,8 60,751 61,362 61,979; 62,601 ! 63,231 63,866 64,508 65,'57 65,8l 5 66,473 668
4,9 67,141 67,8x6 68,49! 1 69,186 ! 69,882 70,584 71**93 71,01c i 7**734 73*465 73*
5,o 74,io 3 74,949 75,702! 76,463 1 77,*3* 78,008 78,793 79.5*4 180,384! 81,192 8x6



Fu nkcya  hyperboliozna cosh cp dla  <p =  0 do 5,09.

I. Tablice. 3 ^

V o I 2 3 4 5 6 7 8 | 9 D

0 , 0 1,0000 OOOI 0002 OOO5 0008 0 0 13 0 0 18 0 0 *5 OO32 0 0 4 1 9
0 ,1
0 ,2

° i 3

1 ,0 0 5 0
1 ,0 2 0 1

i ,<>453

0 0 6 1
0 2 2 1
0484

0 0 7 2
0 24 3
0 5 1 6

OO85
0 26 6
0549

0098
0289
0 584

0 1 1 3  
0 3 1 4  
0 6 19

0 12 8
0 340
0655

0*45
0367
0692

O l62
0395
073*

0 1 8 1

0 4 *3
0 77 0

*0
30
4 1

o ,4
°>5
0,0

1 ,0 8 1 1 
1 , 1 2 7 6  
1 , 1 8 5 5

0 8 52
«3*9
1 9 1 9

0895
13 8 3
19 8 4

0939
14 3 8
2 0 5 1

0984
*494
2 1 1 9

10 3 0

*55*
2 18 8

10 7 7
16 0 9
* 1 5 8

1 1 2 5
16 6 9

* 33°

1174
1730
24 02

12 * 5

*79*
*4 7 6

51
6 3
76

0,7
0,8
0,9

1 ,2 5 5 2

*»3374
*,433*

26 28
3464
443 v

27 0 6

3555
4539

27 8 5
3647
4645

2865
3740
4753

*947
3 8 35
4862

30 30
3 9 3 1
4973

3**4
4029
5085

3*99
4 12 8
5*99

3*86
4**9
53*4

88
1 0 1
1 1 7

1 , 0 1 »5 431 5549 5669 5790 59*3 6038 6 16 4 6292 6 4 2 1 655* *33
*,*
*,*
*,3

1,6 6 8 5
1 ,8 10 7
1,9 7 0 9

6 820
8258
9880

6956
8 4 12
0 0 5 3 *

7°93 
8568 
0 *2 8  *

7*33
8 7*5
0 4 0 4 *

7374
8884
0 5 8 3 -

75*7
9045
0764

766 2
9208
0 9 4 7*

7808

9373 
1 1 3 2

7956
9540
1 3 * 0

T16 9
18 9

*,4
**5
1,6

2 ,15 0 9
2,35*4
*»5775

17 0 0

373s
6 0 13

18 9 4

3955
6 2 55

2090
4*74
6499

2288

4395
6 746

2488
4 6 19
6995

26 9 1
4845
7*47

2896
5 07 3
7 5 0 1

3*°3
5305
7 7 6 0

33**
5538
8 020

* 1 *
*37
26 3

*>7 
1 ,0
*,9

2,8 28 3

3»io 75
3*4*77

8549
' 37'
4506

8 8 18
16 6 9
4838

9090 
19 7 *  

5173

9 36 4
**77
5 5 12

9642
258 5

5*55

99* *
*8 9 7
6 2 0 1

0 20 6 *
2 2 12
6 5 5 1

049*  *
353°
69O4

0 7 8 2 *

3 8 5 *
7 2 6 1

*93

3 a536*
2 , 0 3 ,7 6 22 7987 8 355 8 7 17 9 10 3 9483 9 867 0 2 5 5 - O 647* 10 4 3 * 400

*,*
2 ,2

*»3

4,*443
4 .5679
5. ° 37*

18 4 7
6 l2 7
0868

22 56
6580
13 7 0

2668

7037
18 7 6

3o85
7499
2388

35°7
7966
2905

393*
8437
34*7

4 36 2
8 9 14
3954

4797
9395
4487

5 2 3 6
9 88 1
502 6

443
49*
543

*,4
**5
2,0

5.55^9
6 ,13 2 3
6,7690

6 l I 9

r 93*
8 363

6674
*545
9-,43

7*35
3 16 6

97* ł

7 8 0 1

3793
0 4 * 3 '

8373
4426
I 1 2 3 *

8 9 5 1 
5066 
1 8 3 1  *

9 5 3 5

5 7 ‘ ? .2546

0 1 2 5  *

6 36 5
3 * 6 8 *

0 7 * 1 *
7 0 2 4
3998 •

6 0 *
666
737

*»7
2,6

**9

7.4735
8 ,2 52 7
9 ,1 1 4 6

5479 
3351 
20 56

6 2 3 1
4 18 2
2 9 76

699O
502 2

3935

77 58
5 8 7 1
4 844

8533
6728
579*

9 13 6
7594
6749

0 10 6 *
8469
77*6

0 9 0 5 *
935*
8693

1 7 1 1 *
0 2 4 4 *
9680

8 15
9 0*
998

3 ) ° 10 ,0 6 78 16 8 3 *7 0 0 3728 .4765 5 8 13 6872 794* 9 022 0 1 1 3 * 1 1 0 *

3**
3»*
3*3

IX,» 2 15
12 ,2 8 6 6
‘ 3 .5748

2 32 8
4097
7 10 8

3453
5340
8 48*

4588
6596

9S7>

5736
78 6 4
1 2 7 3 '

6895
9 14 6
26 89 *

8065
0 440 *
4 1 * 0 *

9*47
* 747*
5565*

0 4 4 * *
30 6 7 *
7° * 4 ‘

16 4 8 *
440* *
8498*

t *  18  

I 3 * 7 *489

3*4
3*5
3*6

' 4,999
■6,573
i 8,3>3

15**49
*6 ,739
18 ,4 9 7

« 5 ,30 1
16 ,9 07
18 ,6 8 *

■5.455
' 7.°77
18 ,8 7 0

1 5 ,6 1 0  
1 7 ,*  v8 
19 ,0 5 9

15 ,7 6 6  
*7»4** 
19 ,* 5 0

15*9*4 
* 7>596 
* 9,444

16 ,0 8 4

* 7,77*
* 9,639

16 ,2 4 5

* 7.95 '
19 ,8 3 6

16 ,40 8  
* 8 , 13 1  
10 ,0 3 5

*65 
18 *  
* 0 1

3»7 2 0 ,2 3 6
2 2 ,3 6 2
2 4 ,7 1 1

*0 ,4 39
2 2 ,58 6
* 4,959

10 ,6 4 4
2 2 ,8 13
2 5 ,2 10

2 0 ,8 5*
* 3 ,0 4 *
^5.463

2 1 ,0 6 1
* 3**73
* 5.7*9

2 1 ,2 7 2

* 3>5°7
* 5*977

2 1 ,4 8 6

* 3*743 
26 ,23?

2 1 ,7 0 2
2 3 ,9 8 *
26 ,50 2

2 1 ,9 1 9
24 ,2 22
26 ,76 !

**,*39
14 ,4 6 6
* 7 ,0 3 7

* 2 2

*45
* 7 1

4 , 0 27 ,30 8 *7 ,5 8 2 27 ,860 * 8 ,13 9 2 8 ,4 22 *8 ,7 0 7 28 ,996 29 ,28 7 2 9 ,5 8 1 *9 ,87 8 300

4,*
4.2
4.3

3 0 ,17 8

33.351
36 ,8 57

30 ,482 
33,6 8 6  
37,**7

30,788
34 ,0 24
37 ,6 0 1

3*ł°97
34 ,36 6
37,979

3 1 ,4 0 9

34,7**
38 ,36 0

3*>7*5
3 5,060
3 8,746

3i >°44 
35*4** 
39,*35

3*136 5
35.768
39.5*8

3 2 ,6 9 1
3 6 ,12 7

39.9*5

33,0*9
36,490
4 0 ,3*6

33*
36 7
406

4)4
4*5
4*6

4° , 73* 
45.O I4 
49.747

4 1 , 1 4 1
45 ,466

5°,*47

41,554
45.9*3
5° . 752

4 * ,97* 
46 ,38 5  
5 1 ,* 6 *

4*,393 
4 6 ,8 5 1
5**777

4 * ,8 19  

47,3* *  
5* i*97

43**5°
47,797
52,823

43.684
48,277
53.354

44, ' * ;
48,763

53.89'

44 ,566  

49, * 5* 
54,43*

448

495
547

4,7 54.978
60 ,759
67,'49

55*53*
6 1 ,3 7 0
6 7,8 23

56,089
6 1,9 8 7
68,505

56 ,6 5 *
62,609

69**93

57,* * i 
63i*39 

j 69,889

57*796
6 3 ,8 74
70,59*

58.377
64,5 i i
7 ' , 30C

58,964
6 5 ,16 .
7 2 ,0 1-

59,55«
li 65,81«
; 7*.74

6 0 ,15 5
6 6 ,48 1
73*47*

604
668
738

5 > ° 7 4 ,2 10 74,956 75.7° 9 l 7 6 ,4 7 ° !  77>*38 7 8 ,0 14 78,79* 79.59° !  80 ,391 8 1 ,19 8 8 16



32 Dział pierwszy. Matematyka.

Logafytm y zw ycza jn e  funkcyi  hyperbolicżnej sinh
dla <p =  0 do 5,0!), powiększono o 10.

(p. o 1 2 3 : 4 ; 5 6 7 8 ;9 | , z»;

° ) 9 --- M 8,0000 3 0 1 1 4 7 7 2 6022 6992 .778 4 -8455 9 336 9 54 8 : 4 5 9

Oj1. 9,000? 0 4 2 3 0802 . 1 1 5 2 1475 1777 .20 6 0 2 3 2 5 357 6 2 8 14 2 2 5
o ,a 9i3°39 3*54 3459 3656 3844 40 25 4 19 9 4366 4 5*8 46 8 5 ; *5*
o , J 9 ,4836 49S3 5l2 5 5 16 4 539« 5529 5656: 5 7 8 1 6020 •' n 6

o ,4 9 ,6 ! 36 6 14 9 635 V 646S ¿574 6678 6780 6880 6978 70 7 4 ; i s9 ,7 16 9 7262 735+ 7444 7533 7620 7707 77<?ł 7875 795^ 81
o Ą 9>’ °39 8 1 1 9 8199 8 17 7 8354 8 4 31 8506 -8 58 1 8655 87285 7 2

°»7 9,8800 8872 8 9 4 1 9 0 12 9O82 9X5° 9 7 18 9 286 9353 94*9 ; 66
o,8 9 ,9485 9 550 9 6 :4 9678 9742 9805 9868 9930 999= 0 0 53 6 1
0 ,9 1 0 ,0 1 1 4 0 17 4 0 1 3 4 0 29 4 .0353 0 4 12 0 4 70 0 52 9 O586 0644 57

1 , 0 10 ,0 7 0 1 0758 O 815 0 8 7 1 O92Ź7 09  8 2 10 3 8 10 9 3 1 I48 1 2 0 3 : 54
x>x! *?»*257 1 3 1 1 1 3 6 5 1 4 1 9 *47,2 * 5^5 15 7 8 1 6 3 1 16 8 4 1 7 3 6  i 5ł
1 ,2 10 , 17 8 8 18 4 0 1 892 19 4 4 »995 2046 2098 2 14 8 2199 2 2 50 5°

M 10 ,2 3 0 0 * 35* 2401 2 4 5 1 2 5 0 1 2 5 5 1 26 00 26 50 2699 2 7 4 8 1 49
x,4 10 ,2 7 9 7 # 2846 5895 2944 *953 30 4 1 3090 3 1 3 8 3 l8 6 3*34 ■ 48

x>§ 10 ,3 2 8 2 - 333d 3378 3426 3474 35łX 35^9 3 6 16 3663 37.”  i 47
i ,6 * o ,3758 3805 3 S 5 1 3899 3946 3992 4039 4086 4132 4*79 46

* ,* 10 ,4 2 2 5 ' 4 2 72 4 3 18 4364 44«  . 4457 4503 4549 4595 4 6 4 * ; 46
x ,8 10 ,4 6 8 7 4733 4778 4824 4870 49*5 4 9 6 1 5007 50 5 2 5098 i 45
x>9 10 ,5 1 4 3 5 18 8 5*34 5279 5324 5370 54*5 5460 5505 555° 45

2 , 0 ,0 >5595 5640 ' 5 ^ 5 573° 5775 582 0 5865 5 9 10 5955 6000 \ 45
* , x 30 ,6 0 4 4 6089 6 13 4 6 17 8 6 2 23 6268 6 3 12 6 3 5 7 6 4 0 1 6446 45

10 ,6 4 9 1 6535 658O 6624 6668 Ć7‘ 3 « 7 5 7 6802 6846 6 890 ; 45
a»3 10 ,6 9 3 5 6979 7023 7067 7 1 1 2 7>56 7200 7244 . 7 18 9 73331 44
’ >4 10,7377 7 4 2 1 7465 75 0 9 7553 7597 7 6 4 1 7686 ,773° 7774 ; 44
2,5 10 ,7 8 18 7862 7906 795° 799+ 8 j 3 8 8082 8 12 6 6 l 69 8 2 1 3 ; 44
2,6 i ° ; 8j 57 8 3 0 1 ®  3+5 83S9 *433 8477 8 5 2 1 8564 8608 8652 44
a>7 10 ,8 6 9 6 8740 8784 8827 8 8 7 1 8.9 '5 8959 .9 0 0 3 9D46 9 09 0  j 44
a ,8 I 0,9 I 34 9 17 8 9 2 i l 9265 93d9 9353 9396. 9440 9484 95* 7 ! 44

10 ,9 5 7 * 9 6 15 9658 9 702 ■ 974<> 1 97S9 9 833 9S77 9920 9964̂ 44
3,o 11,0008 0051 0095 0139 Ol82 0226 0270 0313 0357 04001 44

3>x 11,0444 0488 °53* °575 0618 0662 0706 0 749 0793 0836 44
3,* 11,0880 0923 O967 1011 1054 IO98 1141 1185 1228 1272 44
3,3 1 1 , 1 3 1 6 1359 I4<>3 1446 1490 a 533 3 577 1620 l664 1707 44

3,4 ” ’ ' 75' *794 18 38 18 8 1 * 9?5 19 6 8 2 0 12 2056 2099 2 1 4 3 43
3,5 H ,2 l8 6 2 2 30 2273 - 3*7 236 0 - 2 4 0 4 2447 24 91 "534 »578 43
3,6 X I,2 6 2 1 2665 2708 2 7 5 2 2795 2839 2882 2925 2969 3 0 12 44

3 ’ Z
11,3056 3°99 3*43 3 18 6 32 P 3 2 7 3 33' 7 336 0 3404 3447! 44

3>8 it,349i 3534 3578 3 6 2 1 36<?5 3738 3 7 5 2 3795 3 8 3 " 3882! 43
3»9 1 1 ,3 9 2 5 3969 4 0 12 4056 4099 4 14 3 4 18 6 4 2 30 4273 43* 7i 43

4 ,° 1 1 ,4 3 6 0 440 3 4447 4490 4534 4577 4 6 2 1 4664 4708 475*- 44

4,? 11,4795 48 38 4 8 8 1 4925 4968 5 0 12 5055 5099 5 14 2 5 »S6: 43
4,2 1 1 ,5 2 2 9 5*73 5 3 1 6 5359 54°3 5446 5490 5533 5577 56 20 44
4,3 1 1 ,5 6 6 4 5707 575° 5794 5S 37 5 8 8 ! 59*4 5968 6 0 1 1 6055 43
4,4 1 1 ,6 0 9 8 6 1 4 1 6 18 5 6228 6 2 72 6 3 15 6359 6402 6446 6489 43
4,5 1 1 ,6 5 3 » 6 5 7 6 6 6 19 6663 6706 6750 6 793 6836 6880 69 23 44
4,6 1 1 ,6 9 6 7 7 0 10 7054 7°97 7 1 4 1 7 1 8 4 7**7 7 2 7 1 73*4 7358 43
4,7 1 1 ,7 4 0 1 7445 7438 75 31 7575 7 6 18 7 6 6 2 7705 7749 7 7 9 J 44
4»8 1 1 ,7 8 3 6 7879 7 9 22 7966 8009 -■8.D53 8096 8 14 0 8 18 3 8?2Ó 44
4,9 1 1 ,8 2 7 0 ® 3-x3 8357 8400 8444 S487 8 530 . 8 57 4 8 6 17 8 66l 43

5 i° 1 1 ,8 7 0 4 8748 8791 8835 8878 8 92I 8965 9008 9052 9095 4S



I. Tablice. 33

L ogaryfm y zw yc za jn e  funkcyi  hyperbolicznej  cosh q> 
dla <p =  0 do 5, 09.

<p o X S * 3 4 5 6 7 8 9 D

0 , 0 0,0000 OOOO ooox 0 002 00O3 0 005 0008 0 0 x 1 0 0 14 0 0 18 4
o,x 0 ,0 0 2 2 00 26 0 0 3 1 0 0 37 0 0 4 2 0049 00 55 0062 0 0 70 0078 8
0 ,2 0,0086 0095 0 10 4 0 1 1 4 0X24 0 x 3 4 0 14 5 0 x56 0x68 0 18 0 *3
° j 3 0 ,0 19 3 0205 0 2x9 0 2 3 2 0 24 6 0 2 6 1 0 27 6 0 2 9 1 0 30 6 0 3 2 2 x7
° j 4 0 ,0 3 3 9 0355 0 37 2 0 390 0407 0426 0444 046 3 0482 0 50 2 20
°>5 0 ,0 5 2 2 O542 056 2 0 58 3 0605 0626 0648 0670 0693 0 7x6 * 3
o,6 0 ,0 7 39 O762 0 786 0 8 10 0 8 35 0859 0884 0 9 10 0 935 0 96 1 26

0,7 0 ,0987 IO I3 10 4 0 10 6 7 10 9 4 x 1 2 2 ” 49 x i 77 12 0 6 12 3 4 29
o,8 0 ,12 6 3 I2 9 2 1 3 2 1 * 35° 13 8 0 1 4 1 0 14 4 0 14 7 0 x5ox 1 5 3 2 3*
0,9 0 ,15 6 3 *594 16 2 5 16 5 7 16 8 9 X72I *753 *7 85 x 8 x 8 1 8 5 1 33

1 , 0 0 ,18 8 4 * 9*7 19 5 0 19 8 4 2018 2 0 5 1 2086 2 x 2 0 2 1 5 4 2 18 9 34
1,X 0 ,2 2 2 3 22 58 22 9 3 2 32 8 13 6 4 -399 *43 5 24 70 2506 254 2
i , * o ,2 5 7 S 26 x5 2 6 5 1 2688 1 7 3 4 2 7 6 1 *7 9 8 28 35 2872 2909 3*
xj 3 0 ,2 9 4 7 19 8 4 30 22 30 59 3097 3*35 3*73 3 2 1 1 3*49 328 8 38
* »4 0 ,3 3 2 6 336 5 3403 3442 3 4 8 1 352 0 3559 3598 3 6 37 36 76 39
*>5 °»37*5 3754 3794 38 33 38 7 3 39*3 395* 399* 4 0 3 * 4 0 72 40
i,6 0 ,4 1 1 2 4 1 5 1 4 19 2 4 2 3 1 4*73 43*3 4353 4394 4 4 34 4475 40

, »7 0 ,4 5x5 < 556 4597 4 6 37 4678 47*9 476 0 4801 4842 4883 4 '
x,8 0 ,4 924 4965 5006 5048 5089 5 13 0 5 x 7 2 5**3 5 * 5 4 5296 4 *
*»9 o-5337 5379 5 4 2 1 5 4 6 1 550 4 5545 5587 5629 5 6 7 1 —  ■ _± L _

2 , 0 °;5754 5 7 0 5 838 5880 59* »  : 5964 6 0 3  6 6048 6090 6x 32 4 3
2,X 0 ,6 17 5 6 2 x7 6259 6 3 0 1 *343 6 386 6428 6470 6 5 1 2 6 5 55 42
2,2 0 ,6 597 6640 6682 6 72 4 676 7 6809 6852 6894 6 9 37 6979 43
*>3 0 ,7 0 22 7064 7*Ó7 7 x 5 0 7 1 9 1 7 ” 35 7 *78 7 32 0 7 3 6 3 7406 4»

2-4 0 ,7448 749' 7534 7577 7 6 19 766 2 77°5 774S 7 7 9 1 7 8 3 3 4 3
2 >5 i 0 ,7 87 6 79’ 9 7962 8005 8048 8091 8 13 4 8 17 6 8 2x9 8262 43
2,6 0 ,8 30 5 8348 8 39 1 8434 8477 8520 8563 8606 8649 8692 43

*»7 °>s735 8778 8 82 1 8864 8907 8 9 5 1 S994 9037 9080 9 12 3 43
2,8 0 ,9 16 6 9209 9 2 5 2 9295 9338 9382 94*5 9468 9 5 11 9554 43
*>9 0^9597 9641 9684 9727 9 7 7 0 9 8 13 9856 9900 9943 9986 43

3 , o 1,0 0 2 9 00 73 o i  16 0 15 9 0202 0245 0289 0 3 3 2 0375 0 4 18 ■44
3j* 1 ,0 4 6 2 0 505 0548 0 5 9 1 “ 6 35 0678 072X 0 76 4 0808 0 8 5 1 43
3>2 1,0 8 9 4 0938 0 9 8 1 10 2 4 10 6 7 i i i i 1*54 1197 12 4 1 12 8 4 43
3j3 *»*3*7 ■371 1 4 1 4 >457 I5O I 1544 15 8 7 1 6 3 1 16 7 4 * 7*7 44
3,4 i , x7 6 i X804 18 4 7 18 9 1 1934 *977 2 0 2 1 2064 2 X07 2 x51 43

3>5 1 ,2 1 9 4 2237 2 2 8 1 2 32 4 : 36 7 2 4 1X 2454 2497 2 5 4 1 2 5 S 4 44
3,6 1 ,2 6 2 8 2 6 7 I 27 x4 2758 2 8 0 1 2844 2888 2 9 3 1 *974 30 18 43 .

3? 7 1 ,3 0 6 1 3*05 3' 4S 3*9* 3*35 3 *7 8 3322 3365 3438 345* 43
3.8 *»3495 3538 3 5 8 1 3625 3669 3 7 x 2 3755 3799 3842 3886 43
3?9 1 ,3 9 2 9 397* 40X6 4059 4*Q3 4 14 6 4 18 9 4133 4 *7 6 432° 4 3 ;

4 , 0 * ,4 3 6 3 4406 445° 4493 4537 4 580 4 6 2 3 4Ć<7 47 ' ° 4754 43
4,x *>4797 4S40 4884 4927 497* 5 0 14 5057 5 1 0 1 5'44 5 .8 8 43
4j2 *>523* 5* 7+ 5 3 18 5 3 6 1 5405 5448 549* 5 535 5578 36 22 43
4?3 1 ,5 6 6 5 57°9 575* 5795 5839 5882 5926 5969 60X2 6056 4 3
4*4 i  ,6099 6 14 3 6x86 6 2 30 6 2 7 3 6 3 16 6 36 0 6 403 6447 6490 43
4:5 '¿5 3 3 6577 66 20 6664 6707 6 7 5 1 «79 4 6 8 37 6 8 8 l 6924 44
4,6 1 ,6 9 6 8 70X1 7°55 7098 7 x 4 1 7‘ »5 7 228 72 7 2 73*5 7358 44

s '.7 , *»7402 7445 7489 7 5 3 2 7576 7 6 19 766 2 7706 77-i 9 7793 43
4,8 1,7836 7880 -9*3 7966 8 0 10 8053 8097 8x40 8 x 84 8 227 43
4,9 1 ,8 2 7 0 8 3 I4 J 3 5 7 . 8 4 0 1 8444 8487 . . . M l 8 574 86x8 866x 44

Ł ° 1,8 7 0 5 874S S 7 9 1 ” 883? 8878 8922 8965 9009 1 9^5* 9^95 43

P o d rę c z n ik  t e c h n ic z n y . T . I .  3



Dział pierwszy. — Matematyka.

Funkcya hyperboliczna tgh q> dla <p =  0 do 2,39.

<p o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 , 0 0 , 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0 0 4 0 0 0 5 0 0 0 5 9 9 0 6 9 9 0 7 9 8 0 8 9 8 99

o ,. 0 , 0 9 9 7 1 0 9 6 1 1 9 4 1 1 9 3 * 39 * 1 4 8 9 1 5 8 7 1 6 8 4 1 7 8 1 1 8 7 8 9 6

0 , 1 0 , 1 9 7 4 . 1 0 7 0 1 1 6 5 1 2 6 0 a 355 2 4 4 9 *543 2 6 3 6 2 7 1 9 2 8 2 1 9 2

o , 3 0 , 1 9 1 3 3 ° ° 4 3095 3 1 8 5 3*75 3364 345* 3540 3 6 2 7 37*4 8 6

o A 0 , 3 8 0 0 3385 3969 4 0 5 3 4*37 4 2 1 9 4 3 0 ! 4 3 8 2 4 4 6 3 4 5 4 * 79
o,$ 0 , 4 6 1 1 4 7 0 0 4777 4 8 5 4 4 9 3 0 5 0 0 5 5 0 8 0 5 X54 5 3 3 7 5 2 9 9 7 X
0 , 6 °>537° 54 4 i 5 5 ł I 5 5 8 1 5 6 4 9 57*7 5 7 8 4 5 8 5 0 5 9 1 5 5 9 8 0 6 4

0 ,7 0 , 6 0 4 4 6 1 0 7 6 1 6 9 6 1 3 1 6 2 9 1 6 3 5 2 6 4 1 1 6 4 6 9 6 5 3 7 6 5 8 4 56
o ,8 0 , 6 6 4 0 6 6 9 6 Ć 7 5 1 6 8 0 5 6 8 5 8 6 9 1 Z 6 9 6 3 7O I4 7 0 6 4 7>‘ 4 49
0 , 9 0 , 7 1 6 3 7 1 1 1 7=59 7 3 0 6 7 3 5 * 7 3 9 8 7 4 4 3 7 4 8 7 7 5 3 r 7574 4 *

1 , 0 0 , 7 6 1 6 7 6 5 8 7 6 9 9 7739 7779 7 8 1 8 7 8 5 7 7 8 9 5 7 9 3 2 7 9 6 9 3 6

x,x 0 , 8 0 0 5 8 0 4 1 8 0 7 6 8 1 1 0 8 1 4 4 8 1 7 8 8 2 1 0 8 3 4 3 8 3 7 5 8 3 0 6 V
x>* 0 . 8 3 3 7 8 3 6 7 8 3 9 7 8 4 1 6 8 + 5 5 8 4 8 3 8 5 1 i 8 5 3 8 8 5 6 5 8 5 9 I 2 6

x>3 0 , 8 6 1 7 8 6 4 3 8 6 6 8 8 6 9 3 8 7 . 7 8 7 4 1 8 7 6 4 8 7 8 7 8 8 lO 8 8 3 2 2 2

x,4 0 , 8 8 5 4 8 8 7 5 8 8 9 6 8 9 1 7 8 9 3 7 8 9 5 7 8 9 7 7 8 9 9 6 9 0 x 5 9033 Ł9
x>5 0 , 9 0 5 1 9 0 6 9 9 0 8 7 9 1 0 4 9 1 2 1 9 1 3 8 9 ‘ 54 9 1 7 0 9 l 8 6 9 2 0 2 *5
i ,6 0 , 9 1 1 7 9 1 3 1 9 1 4 6 9 2 6 1 9 275 9 2 8 9 9302 9 3 1 6 9319 9342 1 2

x,7 0 ,9354 9 3 6 7 9379 9 3 9 x 9 4 0 2 9 4 1 4 9425 9 4 3 6 9447 9458 1 0
i ,8 0 , 9 4 6 8 9 4 7 8 9 4 8 8 9 4 9 8 9 5 0 8 9 5 1 8 9 5 -7 9 5 3 6 9545 9554 8

x>9 0 , 9 5 6 1 9 5 7 > 9579 9 5 8 7 9595 9 6 0 3 9 6 1 1 9 6 1 9 9 6 1 6 9 6 3 3 7

2 , 0 0 , 9 6 4 0 9 6 4 7 9 6 5 4 9 6 6 1 9 6 6 8 9 6 7 4 9 6 8 0 9 6 8 7 9 6 9 3 9 6 9 9 6

2 , i °»9 7 35 9 7 1 0 9 7 1 6 9 7 1 1 9 7 2 7 9 7 3 1 9 7 3 8 9 7 4 3 9 7 4 8 9753 5
2 , 2 0,9757 9 7 6 3 9 7 6 7 9 7 7 1 9 7 7 6 9 7 8 0 9 7 8 5 9 7 8 9 9 7 9 3 9797 4

2 j3 0 , 9 8 0 1 9 8 0 5 9 8 0 9 9 8 1 1 9 8 1 6 9 8 2 0 9 8 3 3 9 8=7 9 8 3 0 9 8 3 4 3

Logarytm y zw ycza jn e  funkcyl hyperbolicznej  tgh
dla 93 = 0  do 2 , 3 » , powiększone o 10 .

5?; O 1 3 4 5 6 7 8 9 D

0 , 0 —  00 8 ,0 0 0 0 3 0 1 0 4 7 7 0 6 0 1 8 6 9 8 6 7 7 /6 8444 9 0 1 2 9 5 3 1 455
0 , 1 8 ,9 9 .8 6 0 3 9 6 ' 0 77  x‘ 1 1 1 5 * x 433* 1 7 2 9 * 3 0 0 4 * I I 6 3 * 2 5 0 6 * * 7 3 6 ' 1 1 7
0 , 1 9 ,2953 3 1 5 9 3355 3542 3 7 2 0 3 8 9 0 4 0 5 3 4 1 1 0 4 3 6 0 +5°5 x 39
°>3 9 ,4 6 4 4 4 7 7 8 4 9 0 7 5 0 3 1 5 x 52 5 2 6 8 5 3 8 1 5490 5596 5 6 9 8 99

° r4 9 ,5797 5 8 9 4 5 9 8 7 6 0 7 8 6 1 6 6 6 2 5 2 6 3 3 6 6 4 1 7 6 4 9 6 6573 75
°>5 9 ,6 6 4 8 6 7 1 0 6 7 9 1 6 8 6 1 6 9 2 8 6 9 9 4 7 0 5 8 7 1 1 1 7 l 8 2 7 3 4 3 58
o / j 9 , 7 3 0 0 7357 7 4 x 3 7 4 6 7 7 5 2 0 7 5 7 * 7 6 2 2 7 6 7 1 7720 7767 4 6

0,7 9 . 7 8 1 3 7 8 5 8 7 9 0 1 7945 7 9 8 8 8 0 2 9 8 0 6 9 8 1 0 9 8147 8 1 8 5 37
o ,8 9 , 8 1 1 1 8 1 5 8 8 3 9 3 8 3 1 8 8 3 6 2 8 3 9 5 8 4 2 8 8459 S4 9 I 8 5 2 I 3°
o ,9 0 . 8 5 5 1 8 5 8 0 8 6 0 9 8 6 3 7 8 6 6 4 8 6 9 1 8 7 1 7 8 7 4 3 8 7 6 8 8793 2 4

11© 0 . 8 8 1 7 8 8 4 1 8 8 6 4 8 8 8 7 8 9 0 9 8 9 3 1 8 9 5 2 8973 8 9 9 4 9 0 1 4 1 0

i ,i 9 , 9 0 3 4 9 °5 3 9 0 7 1 9 0 9 0 9 1 0 8 9 1 2 6 9 1 4 4 9 l 6 l 9177 9 '9 4 1 6
2 , 1 9 , 9 1 1 0 9 2 2 6 9 1 4 1 9 1 5 6 9 2 7 1 9 2 8 5 9 3 0 0 9 3 x 4 9327 9341 x 3
!»3 9,9354 9 3 Ć 7 9379 9 3 9 1 9 4 0 4 9 4 x 5 9 4 -7 9 4 3 8 945° 9 4 6 0 1 1

*•4 9 ,9 4 7 1 9 4 8 1 9 4 9 1 9 5 0 1 9 5 1 1 9 5 2 1 95 1 9 5 +° 955° 9 5 5 s 9
5’ 5 9 .956 7 9 5 7 6 9 5 8 4 9 5 9 2 9 6 0 1 9 6 0 8 9 6 1 6 9 6 3 4 9 6 3 x 9 6 3 9 7
i,6 9 ,9 6 4 6 9 6 5 3 9 6 6 0 9 6 6 6 9 6 7 3 9 6 7 9 9 6 8 6 9 6 9 I 9 6 9 8 9 7 °4 6

*i7 9 .i/ 7 I ° 9 7 1 6 9 7 1 1 9 7 2 7 9 7 3 * 9 7 3 8 9743 9748 9753 9758 5

9 ,9763 9 7 6 7 9 7 7 1 9 7 7 6 9 7 8 1 9 7 8 5 9 7 8 9 9794 9 7 9 8 9 8 0 2 4
‘ ,9 0 , 9 8 0 6 9 8 1 0 9 8 1 3 9 8 1 7 q 8 l l 9 8 ’ 4 9 8 2 8 9 &3X 9 8 34 9 8 3 8 3

- - o 9 ,9841 9 8 4 4 9 8 4 - 9 8 5 0 0 8 5 3 9 8 5 6 9 8 5 9 9 8 6 1 9 8 6 4 98Ć 7 3

i i 9 ,9  7° 9 8 7 1 9 8 7 5 9 8 7 7 9 8 8 0 9 8 8 1 9 8 8 4 9 8 8 7 9 8 8 9 9 8 9 I 1

1 , 2 9,9893 9 8 9 5 9898 9900 99J 2 9 934 9905 99°7 9909 9 9 1 1 1
2>3 9>99x3 9 9 1 4 9 9 1 6 9 9 18 9919 9 9 2 1 99*3 99*4 9 9 2 6 9927 1



I. Tablice.

F. Wielokąty foremne

35

11 F . F F R R a a r r
a 2 11- r- a r ~R r l i a

3 0,4330 1,2990 5 ,19 62 0,5774 2,0000 1 ,7 3 2 1 3,4641 0,5000 0,2837
4 1,0000 2,0000 4,0000 0 ,707 1 1 ,4 14 2 1 ,4 14 2 2,0000 0 ,7071 0,5000
5 1,720 5 2,3776 3,6327 0,8507 1 ,2 3 6 1 1 ,17 5 6 1 .4 5 3 1 0,8090 0,6882
6 2 ,59 8 1 2 ,59 8 1 3 ,4641 1,0000 1,1547 1,0000 i , i 547 0,8660 0,8660

7 3.6339 a ,7 364 3 ,3 7 10 1 ,15 2 4 1,10 9 9 0,8678 0,9 631 0 ,9 010 1,0 38 3
8 4,8284 2,8284 3 .3 13 7 1,3066 1,0 8 24 0,7654 0,8284 0,9239 1 ,2 0 7 1
9 6, i S i 8 2,8925 3,2757 1,4 6 19 1,06 42 0,6840 0,7279 0,9397 1,3737

i ° 7,6942 2,9389 3,2492 1,6 18 0 1 ,0 5 15 0,6 180 0,6498 0 ,9 5 1 1 1,5388
12 1 1 , 1 9 6 3,0000 3 ,2 15 4 i , 93 i 9 1.0 35 3 0 ,5 17 6 o,5359 0,9659 1,8660
i 5 17 ,6 4 2 3.0505 3 ,18 8 3 2,4049 1,0 *23 0 ,4 158 0 ,4 25 1 0,978]: 2 ,3523
i6 20,109 3,06 15 3 ,18 26 2,5629 1,0 19 6 0,3902 0,3978 0,9808 2,5137
20 3 i . 569 3,0902 3 ,16 7 7 3 ,19 6 2 1 ,0 12 5 0,3x29 0 ,316 8 0,9^77 3 ,156 9
24 45,575 3 ,10 58 3 ,159 7 3,8306 1,0086 0 ,2 6 11 0,2633 0 ,9 9 14 3,7979
r - 8 1,2 25 3 , 1 2 1 4 3 , 1 5 1 7 5 , 1 0 1 1 1,0048 0,1960 0 ,19 70 0,9952 5,0766
48 183,08 3 ,13 2 6 3 ,14 6 1 7.6449 1 ,0 0 2 1 0 ,130 8 0 , 1 3 1 1 0,9979 7,6285
64 3*5.69 3 ,136 5 3 ,14 4 1 10 ,19 0 1 ,0 0 12 0,0981 0,0983 0,9988 10 ,17 8

G. Spółczynniki dwumianu Newtona (w)i (lo (n)is.

11 (” )o ( " ) i («)* («)* (« ) ł (>0s («>. ( " ) i («)• ( " )s («),» fM)ta W is (»).j

1
2
3

i
i
i

1
2 

3
i
3 1

*

4 i 4 6 4 i
5 i 5 1 0 10 5 I *
6 i 6 x5 20 *5 6 X
7 i 7 21 35 35 ' 2 1 7 I
8 i 8 28 ' 56 70 56 28 8 ' i
9 j 9 36 84 12 6 12 6 84 36 9 X

10 1 10 45 120 2x0 2 5 2 2 10 12 0 45 10 i
i i i XI 55 16 5 33° 462 462 3 30 16 5 55 1 1 i
1 2 i 12 66 220 495 7 9 2 9 24 792 495 220 66 12 X
’ 3 i  ■ *3 ?» 286 7*5 12 8 7 17 x 6 1 7 1 6 12 8 7 7*5 286 ?» *3 X
»4 i 1 4 91 3^4 IODI 2002 3003 3432 3 °°3 2002 IOOI 364 9 1 14 i
35 i *5 i ° 5 455 1365 3 °°3 5 °°5 6+35 6435 5005 3 J0 3 1365 455 1D5 *5 z

H. Różnoczymiiki (fakultety) 1! do 121

V p\ l : j > ! P ]>'■ 1  :p \

I i 1,0 7 5 040 \ 0,000 198 4 12  698
•2 2 0,5 8 40 320 0,000 024 801 587
3 6 0 ,16 6  666 666 667 9 362 880 0,000 002 755 732

4 24 0 ,041 666 666 667 10 3 628 800 0,000 000 275 573
5 120 0,008 333 333 333 i i 39 9 16  800 0.000 000 025 052
b 720 o,oor 388 888 889 12 479 0 0 1 600 0,000 000 002 0 Ï3



Dział pierwszy. — Matematyka.

I. Długości łuków, strzałki łuków, długości cięciw

1 w
»> ó » Długość Strzałka Długość 8.5 fi
¿5 »ts .2

O 03 Ł-*«3
łuku łuku cięciwy •> 2,

1 0,0175 0,0000 0,0175 0,00000
3 0>0349 0,0002 0,0349 0,00000
3 0,0524 0,0003 0,0524 0,00001
4 0,0698 0,0006 0,0698 0,00003
5 0,0873 0,00x0 0,0872 0,00006
6 0,1047 0,0014 0,1047 0,000x0

7 0,1222 0,0319 0,1221 0,00015
8 0,1396 0,0024 Oj* 395 0,00023

- 9 0,1571 9,0031 05*569 0,00032

lo 0,1745 0,0038 0,1743 0,00044
n 0,1920 0,0046 °,*9*7 0,00059
ja 0,2094 0,0055 0,2091 0,00076
3 3 0,2269 0,0064 0,2264 0,00097

*4 0,2443 0,0075 0,2437 0,001 21
*5 0,26l 8 0,0086 0,261 X 0,00149
36 0,2793 0,0097 0,2783 0 ,0018 x

*7 0,2967 0,0 1X0 0,2956 0,00217
x8 0,3142 0,0123 0,3129 0,00257
*9 0,33x6 0,0137 0,3301 0,00302

2o o>349* 0,0152 o.3473 0,00352
0.3665 0,0x67 0,3645 0,00408-

aa 0,3840 0,0184 0,3816 0,00468
*3 0,40*4 0,0201 o»3987 0,00535

=4 0,4189 0,0219 0,4158 0,00607
25 0,4363 0,0237 0,4329 0,00686
26 0)45 38 0,0256 0,4499 0,00773

*7 0,47*2 0,0276 0,4669 0,00862
28 0,4887 0,0297 0,4838 0,00961
*9 0,5061 0,0319 8,5008 0,01067

3 0 0,5236 0,0341 0,5176 0,0x180

31 0,54 1* 0,0364 o,5345 0,01301
S1 °-55s5 0,0387 o,55** 0,0x429
33 0,5760 0,0412 0.5680 0,01566

34 °>593+ 0,0+37 0,58+7 0 ,0 1711
35 0,6109 0,0463 0,6014 0,0x864
3 6 0,6283 0,0489 0,6x80 0,02027

37 0,6458 0,0517 0,6346 0 ,02x98
;3S 0,6632 0,0545 0,6511 0/52378
39 0,6807 0,0574 0,6676 0,02568

40 0,6981 0,0603 0,6840 0,02767

.4* 047*56 0,0633 0,7004 0,02976
V* 0,733° 0,0664 0,7*67 0,03x95
43 0,7505 0,0696 0,7330 0,03425

44 0,7679 0,0728 0,749* 0,03664
45 0,7854 0 ,0 7 6 1 0,7654 0^3915

Długość

łuku

Strzałka

łuku

Długość

cięciwy

E s  2o •— > •r u o

W ?

46 0,8029 0 ,0 7 9 5 0 ,7 8 15 0 ,0 4 17 6

47 0 ,8 2 03 0 ,0 8 29 °)7975 0,04448
48 0 ,8 378 0 ,0865 0 ,8 13 5 0,047 3 1
49 0 ,8 5 5 1 0 ,0900 0,8294 0 ,0 5 0 2 5

5 0 0 ,8 7 2 7 0 ,0 9 37 0 ,8 4 5 2 0 ,0 5 3 3 1

51 0 ,8 9 0 1 0 ,0 9 74 0 ,8 6 l0 0,0 56 49

5* 0,9076 0 ,1 0 x 2 0 ,8 76 7 0,05978

53 0,9* 5° 0 ,1 0 5 1 0 ,8 9 24 0 ,0 6 3x9

54 0,9425 0 ,10 9 0 0,9080 0 ,0 6 6 73

55 o ,9599 0 ,1  x 30 0,9235 0 ,0 7 039

56 0)9774 0 ,1 * 7 * 0 ,9 389 0 ,0 7 4 x 7

57 0,9948 0 ,12 X 2 0.9543 0,0 780 8

58 1 ,0 x 2 3 0,1254 0,9696 0 ,0 8 2 12

59 1 ,0 2 9 7 0 ,12 9 6 0,9848 0 ,08629

6 0 1 ,0 4 7 2 0 ,13 4 0 1,0 0 0 0 0,09 059

6 1 1 ,0 6 4 7 0 ,13 8 4 * ,0 * 5 1 0 ,0 9 50 2
62 1 ,0 8 2 1 0 ,14 2 8 * ,0 3 0 1 0 ,09958
63 1,0 9 9 6 0 ,14 7 4 1 ,0 4 5 0 0 ,10 4 2 $

64 1 , 1 1 7 0 0,X 520 1,0 5 9 8 0 ,1 0 9 1 1

65 *,*345 0 ,15 6 6 1,0 7 4 6 . 0 , 1 1 40S
66 1 , 1 5 * 9 0 , 1 6 1 3 i ło893 0 ,1 1 9 * 9

67 1 , 16 9 4 0 ,* 66 x’ 1 , 1 0 3 9 0 ,12 4 4 3
68 1 , 18 6 8 0 ,1 7 x 0 1 , 1 1 8 4 0 ,12 9 8 2
69 *5*043 *759 *,* 3*8 0,13535

7 0 1 , 2 2 1 7 0 , 1 80S 1 , 1 4 7 2 0 ,1 ,4 1 0 1

7* 1 ,2 3 9 2 0 ,18 5 9 1 , 1 6 1 4 0 ,14 6 8 3

7* 1 ,2 5 6  6 0 , 1 9 1 0 1 , 1 7 5 6 0 ,1 5 2 7 9

73 1 ,2 7 4 * 0 ,1 9 6 1 15x896 0 ,15 8 8 9

74 1 , 2 9 1 5 0,20*4 1 ,2 0 3 6 0 ,16 5 x 4
75 1 ,3 0 9 0 0 ,2 0 6 6 *>2*75 0 ,1 7 * 5 4

76 1 ,3*65 0,2 X 20 * ,* 3*3 0 ,17 8 0 8

77 *)3439 0 ,2 x 7 4 J , * 45° 0 ,18 4 7 7

78 . 1 ,3 6 * 4 0 ,2 2 2 9 1,2 5 8 6 0 ,19 * 6 0

79 1,3788 0 ,2 2 8 4 1 ,2 7 2 2 0 ,19 8 5 9

8 0 1,3963 0 ,2 34 0 1,2 8 5 6 0 ,2 0 5 7 3

8 1 * ,4*37 0 ,2 3 9 6 1,2 9 8 9 0 ,2 x 3 0 1
82 * ,43** 0,2453 1 , 3 x 2 1 0 ,2 20 4 5

83 1,4 4 8 6 0,25X 0 *,3252 0 ,2 28 0 4

84 1,4 6 6 1 0 ,256 9 ' i 3383 0 ,13 5 7 8

85 *,4835 0 ,2 6 2 7 1 , 3 5 « 0 ,2 4 36 7
86 1 , 5 0 1 0 0 ,2686 1,3 6 4 0 0,25*7*

87 *)5*84 0 ,17 4 6 1 ,3 7 6 7 0 ,2 59 9 0
88 *,5359 0 ,2 8 07 x ł3®93 0 ,2 6 8 25
89 **5533 0 ,2 8 6 7- 1 ,4 0 18 0 ,17 6 7 5

9 0 *,5708 i 0 ,2 9 29 1, 4*42 0 ,2 8 54 0

Jeżeli r  jest promieniem koła i <p kątem środkowym w stopuiacli, to:

3) Długość cięciwy: s = 2  r siu

2) Strzałka łuku: h -

3) Długość łuku: l-

: r K.-

r . r =  o,OJ7453 rep -

: 2 r  sin*
4 *

j/ i 4-^7t3 (w przybliżeniu).



I. Tablice. 87

i powierzchnie odcinków kołowych dla promieni =  1.

- g '3 Długość

łuku

Strzałka

łuku

Długość

cięciwy

1 2 to
\%t • O o

[ci-jl O, Długość

łuku

Strzałka

łuku

Długość

cięciwy
•r* o  o . 
s - o -
p  °_s

91
92
93

94
95
96

97
98
99 

1 0 0
1 0 1
I J2
io3
10+

I?5
106
107
108
109

1 1 0
1 1 1
n a
1 13

J I5
1 1 6

1 1 7
118
119  

1 2 0
XIX 

, 122 
i a 3

1 1 4  
125 
1 1 6

x*7
1*8
1*9

1 3 0
1 3 1
1 3 1

*33 

1 3+ 
—J35_

1 ,5 8 8 *
*,6 0 5 7
1 ,6 * 3 *

1,6 4 0 6
1,6 5 8 0

z>6755
1 ,6 9 3 0
1 ,7 1 0 4
1 ,7 * 7 9

*»7453
1 ,7 6 2 8  
1 ,7 8 0 *  

1 »7977 
1 , 8 1 5 1  
1 ,8 3 * 6  
1,8 5 0 0

t , s 6 75
1,^ 8 5 0
1,9 0 2 4

*>9*99

*»9373
1 ,9 54 8
* ,9 7 2 2

1,9 8 9 7
2 ,0 0 7 1
* ,0 * 4 6

*,0 4 2 0
*»°595
2,0769

2,09 44

2,11X8 
2 ,* 2 9 3  
2 ,14 6 8  

2 ,16 4 2  
2 , 1 8 1 7  
* , 1 9 9 1  

2 ,2 l6 6  
* ,* 3 4 0  
* , * 5 1 5

*,26 8 9

o ,* 99*

°»3°53
0 ,3 1 1 6

0 ,3 18 0
0 ,3 * 4 4
0 ,330 9

°»3374 
°>3439 
o ,350 6

1 ,4 1 6 5

j.4 3 8 7
JA5°7
1,4627
1 ,4 7 4 6
»,486 3

'.+979
' , 5°94
1 ,5 2 0 8

0,29420 
0,30316 
0,31226 
0,32152 
o ,330 9 3  
0 ,3 4 0 5 0  

0 ,3 5 0 2 1 
0 ,36008 
0 ,370 0 9

°»357* »53** 0 ,38 0 26

0 ,3 6 3 9
0 ,3 7 0 7
°>3775

°»3®43
0 ,3 9 12
0 ,3 9 8 2

0 ,4 0 5 2
0 ,4 12 2

o,4*93

*»543*
x»5543
1 ,5 6 5 2

1,5 7 6 0
1,5 8 6 7

',5973
X,6077
I,6l80
1 ,6 2 8 2

0 ,39 0 58
0,40104
0,41166
0,42242
0,43333
0 ,4 4439

0 ,4 556 0
0,4 6695
0,47844

0 ,4 26 4 ' . 6383 0,49008
o,43360,4408
0 ,448X

0,4554
0 ,4 6 * 7

°,4701
o,4775
0 ,4 8 5 0
0 ,4 9 *5

1,6 4 8 3
1 ,6 5 8 1
1,6 6 7 8

*»6773
1 ,6 8 6 8
1 ,6 9 6 1

*,7053
*,7*43
*»7*33

0 ,5 0 18 7
0 ,5 13 7 9
0 ,5 * 5 8 6

0 ,5 3 8 0 7
0 ,5 5 0 4 1
0 ,5 6 *8 9

o,5755*
0 ,5 8 8 2 7
0 ,6 0 1 16

0 ,50 0 0 1 , 7 3 2 1 0 ,6 14 18

0 ,5 0 7 6
0 ,5 1 5 2
0 ,5 2 2 8

o>53°5
°,5383
0 ,5 4 6 0

°,5538
0 ,5 6 16
0>5695

*>7407
*»749*
*»7576
*»7Ó59
*,7740
1 ,7 8 2 0

1,7899
•17976
1 ,8 0 5 *

0 ,6 2 7 3 4
0 ,6 4 06 3
0,65404
0,66759
0 ,6 8 12 5
0 ,6 9505

0 ,7 0 89 7
0 ,7 2 3 0 1
0.737*6

°»5774 1 , 8 1 2 6  | 0 ,7 5 14 4
2 ,2 8 6 4

2,3038
2 ,3 2 1 3

* » 3 3 8 7 !
_s,356ł |

0 ,5 8 5 3
°»5933
0 ,6 0 13

0 ,6 093
0 ,6 17 3

1 ,8 19 9
1 ,8 2 7 1

0 ,7 6 58 4
0 ,7 8 :134

1 ,8 3 4 . 0,79497
1 .8 4 .0 0,80970
1,8 4 7 8 0 ,8 2 4 54

1 3 6
*37
1 3 8
*39

1 4 0

*4*
1 4 1

x43

*44
*45
14 6

*47
14 8
14 9

* 5 0
*5*
1 5 *

*53

*54

*55
1 5 6

x57
15 8

*59

l6 o
1 6 1
1 6 *
1 6 3

16 4
16 5
16 6  

*67
16 8
16 9  

1 7 0

18 0

*>3736
2 ,3 9 . 1
* ,4 0 86
2 ,4 *6 0

*,4435

0,6254
° ,ć 335
0 ,6 4 16
0,6498

0 ,6 58 0

2,4609
2 ,4 78 4

M 9 5 8

»>SI 33
2,53°7
2 ,5 4 8 2

2 ,5 6 56
2 ,5 8 3 1
2 ,6 0 0 5

0 ,6 6 6 *
0 ,6 74 4
0 ,6 8 2 7

0 ,6 9 10
0 ,6 99 3
0 ,7 0 76

0 ,7 16 0
0 ,7 14 4
0 ,7 3 * 8

* ,6 18 0 o,74**

s>6354
2,6529
* ,6 7 0 4

*,6 8 78

*»7°53
*,7**7

*,7401

*.7576
’ ’ZZIL

0 ,7496
0 ,7 5 8 1
0 ,7 6 6 6

0 ,7 7 5 0
0 ,7 8 36
0 ,7 9 * 1

0 ,8006
0 ,8 0 9 *
0 ,8 17 8

Ł,79*5 0 ,8 *6 4

* ,8 10 0
2 ,8 2 7 4

2,8449
2,8 6 23
2,8798
* ,8 9 7 *

*,9*47
* ,9 3 2 *
2 ,9496

0 ,8 3 50
0 ,8436
0 ,8 5 2 2

0,8608
0 ,8695
0 ,8 7 8 1

0 ,8868

0,8955
0 ,9 0 4 2

* ,9 6 7 1 0 ,9 12 8

* ,9 8 4 5
3 ,0 0 *0
3,0*94

3 ,0 36 9
3»°543
3>°7*8

3 ,0 8 92
3 ,10 6 7
3»**4*

3 ,1 4 * 6

0 ,9 * 1 5
0 ,9 3 0 *
0 ,9 39 0

o,9477
0 ,9 56 4
0 ,9 6 5 1

0,973* 
0 ,9 8 25  

° .9 9 '3

1*544
,8608
,86 7 2

£ 7 3 1
■8794

0,83949

0.85455
0,86971
0 ,8 8 497

o .9 ° 334

,8 8 53  
,8 9 10  
,8966 

,9 0 * 1  

i9°74 
,9 !  26

,9 17 6

»9**5

»9*73

0 ,9 15 8 0

o,93*35
0 ,9 4700

0 ,9 6 2 74
0,9 78 58
0,99449

1 ,0 10 5 0
1,0 2 6 5 8

*,Q4 '7 5

»93*9 1 ,0 59 0 0

.936 3
,9406

.9447

.9487
,9 5 16
.9563

.9598

.9633
,9665

1 ,0 7 5 3 2
1 ,0 9 .7 1
1 , 10 8 x 8

1,1*472
1,14*3*
x>*5799

*»*7*7*

x»*9ł 5 r

' , * ° 835

,9696 *»**5*5

.9 7 *6

.9754
,9 7 8 0

,9 8 35
,9829
,9 8 5 1

,987«
,9890
,9908

1 ,2 4 * 2 1
x ,* 59*x
1 , 1 7 6 2 6

*»*9335
1,3*049
1 ,3 2 7 6 6

1 ,3 4 4 8 7
1 , 3 6 2 1 1
»,37940

99*4 * ,3967*

,9938 
»995r 
,9963
,9973
,99 8 1
,9988

,9993
»9997
»9999

1 ,4 14 0 4
1,43*40
1 ,4 4 8 7 8

1,4 6 6 x 7
1,48359
1 ,5 0 x 0 1

' ,5 '845
' ,5 3 5 8 9
'■55334

2,0000 X,57080

4) P ó w ie iz c lm ia  o d c in k a  k i lo w e g o  =  —  •p')?

5 ) P o w ie rz c h n ia  w y c in k a  ko ło w eg o  = a r s=i r0,00872065 tpn;

€ )  l = r  od pow iad a < p = 57°  17'  44,806" = 57,2957795°  = 206264,806" ;
/) a rc  1“ = j i :  160= 0,017 45329252 : lo g  a rc  1° = 0 ,2418773G?6  —  2;
81 a rc  1'  = . 7:10800  =  0 .00029063821:  lo g  a rc  1'  = 0.463720117 2 — 4 :
0 ) a rc  l " = . - i :648000 =  0,00000 ł 84814; lo g  a rc  1" = 0 ,68Ó574S 668 — 0:



38  Dział pierwszy. — .Matematyka.

If. Objętość kuli o średnicy d= 1 <lo 200.

d
T d3

d — d3
.6

d d
í t

d
V "

i 0,523599 41 36086,95 S i 2.78261,0 I Z 1 927587,2 1 6 1 2 18 5 12 5
2 4 ,188790 42 38792,39 82 288695,6 I Z Z 950775,8 16 2 2226094
3 1 4 , 1 3 7 1 7 43 4 16 29 ,77 83 299387,0 12,3 9^4347,7 16 3 2 267574

4 33,5ro32 44 44602,24 84 3 10 3 3 9 ,1 I Z 4 998305,9 16 4 2309565
5 65,44985 45 477I1 ,94 85 321555,1 12-5 10226 54 165 2 3 5 2 0 7 1
6 r I 3,°973 46 50965,01 8b 333038 ,2 12.6 104 739 4 166 2395096

7 * 79,5944 47 5436 1,6 0 87 34479M i z 7 10 7 2 5 3 1 16 7 2438642
8 268,0826 48 57905,84 88 356 8 17 ,9 j z S 109S066 168 2 4 8 2 7 13
9 381,7035 49 61600,87 89 369120,9 129 i i 24004 169 2 5 2 7 3 1 J

l o 52.3,5988 ^0 65449,85 go 3 8 170 3 ,5 1 3 0 i i 50347 170 257 2 4 4 1
1 1 696,9100 51 69455,9! 91 394568,9 * 3* 1177 0 9 8 1 7 1 2 6 1S 10 4
1 2 904,7787 52 7 36 22 ,18 9* 407720 ,1 13 2 1204260 17 2 2664305

-13 i ï 5o,347 53 7 7 9 5 1,8 1 93 4 2 116 0 ,3 133 12 3 18 3 8 17 3 2 7 1 10 4 6

H 1436,755 54 82447,9a 94 434892,8 134 1259 8 33 174 2758331
1V 17 6 7 ,14 6 8 7 1 x3,7 5 95 448920,5 135 1288249 !75 28 0 6 16 2
i6 2144,660 56 9 19 52 ,32 96 463246,7 13 6 13 17 0 9 0 176 2854543

i 7 257a ,44 i 57 96966,83 97 477874,5 13 7 134 6 357 1 77 2903477
18 3053,628 58 10 2 16 0 ,4 98:492807,0 138 1376 0 55 178 2952967
19 359i >364 59 10 7 536 ,2 99 508047,4 139 14 0 6 1S 7 17 9 3003006

2 0 4188,790 60 1 13 0 9 7 ,3 10 0 523598,8 14 0 1436 755 18 0 3053628
2 1 4849,048 61 118 8 4 7 ,0 10 1 539464,3 i i i 1467763 1 8 1 3104805
I Z 5575 ,2S0 62 124788 ,2 10 2 555647,2 14 2 14 9 9 2 14 18 2 315 6 55 1
23 6370 ,6 16 63 130924 ,3 10 3 572 150 ,5 143 15 3 1112 - 18 3 3208869

24 7238,2,19 64 1372 5 8 ,2 104 588977,4 14 4 156 34 57 18 4 3 2 6 17 6 1
25 8 18 1 ,2 3 1 65 143793,3 105 6 0 6 13 1,0 145 1596256 185 3 3 1 5 2 3 1
26 9202,772 66 150 532 ,6 106 6 236 14 ,5 146 16 2 9 5 1 1 186 3369282

27 10305,99 67 i 57479, i 107 6 4 14 3 1,0 r47 16 63224 187 3 4 2 39 19
28 114 9 4 ,0 4 68 164636,2 108 659583,7 148 1697398 188 34 7 9 14 2
1 9 12770,05 69 172006,9 109 678075,0 149 17320 38 189 3534956

3 0 H i 37,T7 7 0 179594,4 1 10 696910,0 1=^0 17 6 7 14 6 19 0 3 59 136 4

3 1 i 5598,53 7 1 18 74 0 1,8 I I I 716090,0 x5i 1802725 19 1 3648369
3 Z i 7 i 57,28 72 19 54 32 ,2 1 1 2 7356 18 ,6 15 2 1838778 19 2 3705973
33 18 8 16 ,5 7 73 203688,8 I I 3¡755499, 1 : 53 18 7530 9 193 3 7 6 4 18 1

34 20579,53 74 2 12 17 4 ,8 ” 4775734,6 i i 4 1 9 1 2 , 3 2 1 194 3822996
-35 22449,30 75 220893,2 I i 57 9 632S,3 155 I 9 4 9 8 1 6 195 38 8 24 19
-3b 24429,02 76 229847,3 116 :8 17 2 8 3 ,2 156 1987799 196 3942456

37 2 6 52 1,8 5 77 239040,1 117 .8 38 6 0 2 ,7 157 2 0 26 271 197 40 0 3108
3« 28730,91 78 248474,9 118 8 6 0 2 8 9 ,5 158 2065237 198 4064379
39 310 59 ,36 79 258 154 ,6 119 :8 8 13 4 7 ,3 i 59 2104699 199 4 12 6 2 7 2

4 0 3 3 5 10 ,3 2 8 0 268082.6 !2 0  904778 ,7 ,16 ° 2144660 2 0 0 418 8 79 0



I. Tablico. 39

X. Tablica czynników *) 
(lla liczb nieparzystych od 1 do 999.

n 0 1 0 0 aoo 3 0 0 4 0 0

00

6 0 0 7 0 0 8 0 0 9 0 0

i P P 3 .6 7 7-43 P 3 .16 7 P P 32* 89 17 ♦ 53

3 P P 7,29 3 . 1 0 1 1 3 . 3 1 P 3 9.67 19 .3 7 1 1  - 73 3 *7-43
s P 3-5-7 5-4* 5 .6 1 34-5 5 . IO! 5 *xx3 3-5-47 5-7*23 5 .18 1
7 P P 3a*23 P n .  37 3-x3’ P 7 .10 1 3-269 P

9 3* P 1 1 . 1 9 3 • xo3 - P P 3*7-29 P P 39. lor

i i P 3-37 P P 3 • x37 7*73 x3 *47 32-79 P ... P

x3 P P 3-7* P 7-59 3 ■ 19 P 23 - 3X 3 - 77x i i  .83
*5 3;  5 5 -23 7-43 3* - 5 • 7 5 .8 3 5 .10 3 3-5-41 5 • 1 1  * x3 5 .16 3 3* 5 *6*

*7 p 3*. 13 7- 3l P 3-139 n .47 P 3*239 19 .4 3 7* 131
x9 p 7 -x7 3-73 1 1 .2 9 P 3 .17 3 P P 3" *7-x3 P

2 i 3 • 7 i i 3 1 3 . 1 7 3 .10 7 P P 3*-23 7 • xo3 P 3 *3<>7
p 3-41 P 1 7 .1 9 32-47 P 7 .89 3 • 24r P 1 3 . 7x

5* ? 32-52 52- 13 52-x7 3 • 52 • 7 5* 5*. 29 2 . 5’ . 1 1 5* *37

*7 P P 3 .10 9 7 .6 1 x7 • 31 3 . 1 1 . 1 9 P P 3» . 10 3
*9 p 3-43 P 7-47 3 . 1 1 . 1 3 2 3' x7 • 37 3* P P

V . p P 3 . 7 . 1 1 P P 3--59 P x7 * 43 3 * 277 72 - x9
33 3 . 1 1 7 . 1 9 P 32 • 37 P 13  .4 1 3 . 2 11 P 7J • 17 3 . 3 1 1
3S 5 • 7 35 • 5 5-47 5 .6 7 3-5-29 5 .10 7 5 • I27 3 - 5 - 73 5 . 16 7 5-xx*x7
17 p P 3-79 P 1 9 .2 3 3 • *79 7; . i 3 1 1  .67 3 ’ ; 31 P

39 3 • *3 P P 3 . 1 1 3 P 7J. n 3 • 71 P P 3 . 3 13

4* P 3-47 P 1 1  . 3 1 3*-7’ P P 3*x3*x9 292 P

43 P xx . 13 3S j 7S • P 3 . 1 8 1 P P 3 . 281 23 - 41
4S T*.«? 5 .2 9 5 • 7 3 • 5 • 23 5 . 89 5 .10 9 3-5-43 5 . x49 5*132 33 • 5-7
47 P 3 • 72 1 3 . 1 9 P 3 . .4 9 P P 3*. 83 7 . 1 1 - P

49 7* P 3 .8 3 P P 3a • 61 i i  . 59 7 . 107 3- 283 13  - 73

5X 3 . 1 7 P P 3* . 1 3 1 I . 41 1 9 . 29
3 ' 7n 31

P 23 - 37 3*3X7
53 P 32 • x7 1 1  .23 P, 3-x5* 7*79 P 3 - 25x P P

55 5 • 1 1 5 • 31 3*5 • *7 5-7» 5 - 7 • 13 3 • 5 - 37 5 . I 31 5 . 1 5 1 5 . 3' .  i 9 5 * X9X
*»7 3 . 19 P P

3 r7 - 17 P P 32-73 P i ’ 3 . ix .29
59 P 3-53 7-37 P 33 • x7 13 • 43 P 3 - 1 1  • 23 P 7*x37

6x P 7 • 23 3-.29 193 P 3-xr.x7 P P 3 - 7 • 41 3x2
63 3= • 7 P P 3 . 1 1 2 P P 3 • 13  -x7 7 .10 9 P 3J .i°7

<>S 5 • *3 3 • 5 • 1 1 5-53 5-73 3 • 5; 3X 5 • xx3 5 . 7 . 1 9 3 * 5 • 17 5 - *73 5 • x93
67 P P 3 .89 P P 3*-7 2 3 .2 9 13 * 59 3 * 1 7'i P
69 3 • *3 *3* P 3°-4* 7-6 7 P 3 -2 2 3 P i i  .79 3 • x 7 *19

71 P 32 . i 9 P 7 ^ 53 3 * *57 P 1 1  .6 1 3 .2 5 7 13  • 67 P

73 P P 3 • 7 • 13 P u  .43 3 • X9X P P 3;-97 7 .1 3 9
75 3 • 52 5a • 7 . 5* . 1 1 3-5s 5-. 19 5-. 23 3* * 52 5a-3x 5 V 3 *52 - ’ 3
77 . 7 . 1 ! 3 *59 P 1 3 . 29 3 * 53 P P 3-7-37 p P

79 P P 33. 3i P P 3 • x93 7*97 1 9 .4 1 3 • 293 1 1  .89
81 P P 3 . 1 2 7 13 * 37 7-83 3 • 227 i i  . 71 P 3a.io9

'83 P 3 .6 1 P 1» 3 • 7 • 23 1T • 53 P 3’ . 19 P P,

5 ■ x7 5*37 3 . 5 . 1 9 5 . 7 . 1 1 5 *97 33 * 5 13 5 • 137 5 -/5 7 3 • 5 * 59 5 • x97
*¡7 3 ■ *9 1 1 . 1 7 7 .4 1 32 • 43 P P 3 * 229 p P 3 ■ 7•47
So P 33, • 7 x72 P 3* x63 x9 • 31 13 - 53 3 ■ *«3 7 .12 7 23-43
9i 7 • 13 P 3-97 1 7 . 23 P 3-»97 P 7 . 1 1 3 3ł . i i P .
93 3 . 31 P P 3 • *3* 17 .29 P 3S • 7 • 1 1 1 3 . 61 19 .4 7 3-331
95 5 • x9 3 • 5 • 13 5-59 5-79 32 • 5 • 1 1 5 • 7 • x7 i 5 • 139 3 • 5; 53 5 • x79 5-x99
97 P P 3ł • 1 1 P 7;>?I 3 .19 9 1 7 . 41 P 3 . 1 3 .2 3 1»
99 V - ” P 13 -23 3 . 7 . 19 V P 3 • 233 x7 • 47 29 • 31 _3 ? * 3Z_

« 0 100 ■200 3 oo 400 500 6 0 0 700 800 900

*) Podług tablic H. Zimmennanna, sti. 202*. Berlin 16-91, Willi. Ernst & Solin.
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M. Ważne wartości liczi) owe.
a : L iczba Ludolpha =  3,141592  653 589 793 . .........
g  : Przyśpieszenie wskutek s iły  ciężkości przyjęto =  9,81 m/Sek.2 
e : Podstaw a logarytm ów naturalnych =  2 ,7182818284590452353 . . .

wielioji " log li

.t : F 2 2,221441 0,34663
2 K .t 3,544908 0,54961

n » 2,506628 0,39909

V ńT2 i ,a 533i 4 0,09806

n r , 0,797885 0 ,9 0 19 4 -1

0,977205 0,98998-1

V9o7 5,35* 372 0,72855

fń 1,845261 0,26606

t e 1,162447 0,06537

t o 0,922635 0 ,9 6503-1

0,860254 0,93463-1

V 3 Tn 0,984745 0 ,99331- !

l>i 7 ~ 1,240701 0,09367

2,145029 0,33144

J .-z - 6,738808 0,82859

1 : 2 9 0,050968 0,70730-1

2 J /g 6,264184 0,79686

V2j 7 4,4i 9447 0,64635

nV9 9,839757 0,99298
nV2g 13 ,9 1536 1,14350

* :V g r,003033 0,00132
ń -Y 2g 0,709252 0,85080—1

•"»' • 9 1,006076 0,00263
e 2,718282 0,43429
e3 7,389056 0,86859
e3 20,08554 1,30288
e4 54,59815 1,73718

1 :  e 0,367879 0 ,5 6 5 7 !- !
1 :  e- o ,i35335 0 ,13 x 4 1 - 1
l : « 3 0,049787 0,69712—2
l : e * 0,018316 0,16282—2

K e  \

1,648711 0 ,2 17 15

V e 1,39 56 11 0,14476

W ie lk . log- 11 log: ( 1 : « )

jt
2  rc
3

4 *
5 n
6 a
7 .-r
8  .-T
9 a

s i : 2
x : 3 

* : 4  

n : 5 

: 6 
« :  7
n : 8
?t: 9

3ł i 4 i 59a 7 i°>49715 
6 ,28 318 53 :0 ,79 8 18  
9,4247780 0,97427 
12,«566371 
15,707963
18,849556
2 1 ,9 9 114 9
1 5 , 1 3 1 7 4 1
2,8,2.74334

i . 57° 7963 
1,0 4 7 19 7 6  
0 ,7853982 
0,6283185  
io,5i 35988 
:o,4487990 
0,3926991
0.3490659

n : 12- 0,26 17994

« :  16  O. i 963495 
s i : 32:0 ,098174 8  

0,0490874 
0,0290888 
0 ,0 174 533  
9,8696044 
31,006277 
97,409091 
306,01969

9 6 1,38 9 19
ri77a4539 

1,4 6 4 59 19

1 ,2 10 2 0 3 2  
5,5683280

* : 1 0 S
^ is o

.-r2
a 3
«*
.-t3
.-i6

J/«

j iK.i

« j f j
4 n2

n J :4

9
9-

Vg

1,09 921
1 , 19 6 12
1,27 5 30
1,34 225
r ,40024
i , 45 i 39

0 ,19 6 12
0,02003
0,89509-
0 ,79 8 18 -
0 ,7 19 0 0 -
0 ,65205-
0,59406-
0 ,5 4 2 9 1-
0 ,4 17 9 7-
0 ,29303-
0,99200-
0,69097-
0 ,4 6373-
0 ,24 18 8 -
0,99430

1,49*45 
r ,98860 
1,48575 

2,98290 
0,24858

0 ,16 57 2

o ,o 8 i°6

o ,7457i

0,662874 ,6 0 1 1 5 1 1  
3 9 ,4 7 8 4 18 1,5 9 6 3 6  
2 ,4 6 74 0 11:0 ,39 224  
4 ,44288290,64767 
9 ,8 1 0 ,99167
¡96,2361 11,9 8334
¡3,132091910 ,49583

0 ,318309 9  
0,1591549 
0 ,106 x0 33 
0,0795775 
0,0636620 
0 ,0 530 516  
0,0454728 
0,0397887 
0,0353678 
0,6366198 
0,9549297 
r ,273239 5

1 ,5 9 x 5 4 9 4
1,9098593
2 ,228 16 9 2

a , 5 464791 
2,8647890 
3 ,8 19 7 18 6  
5 ,0919 582 
10 ,18 5 9 16  
2 0 ,3 7 18 3 3 ’ 
34,377468 
57,295780 
0 , 10 13 2 12  
0 ,0 322 5 15  
0,0 102660 
0,0032678 
0 ,0010402 
0,5641896

0,6827841

0,8263075
0 ,17 9 5 8 7 1

0 ,2 17 335 2 ;

° , ° 15330 3
0,4052847
0 ,2250 79 1
0 ,10 19 3 6 8

0 ,2 0 18 2 —1 
0,02573 
0,90079 
0,80388 
0,72470 
0 ,6 5 7 7 5 - 2

0 ,8 0 38 0 —1

o,97997—1 
0 ,10 4 9 1
0 ,2 0 18 2  
0 ,28 100  
0,34795 

0,40594 
0,45709 
0,58203 
0,70697 
1,00800 
1,30903 
1 ,536 2 7  
r ,7 5 8 12  
0,00570- 
0 ,5 0 8 5 5 - 2  
0 ,0 114 0 —2
0 ,5 1 4 1 5 - 3
0 ,0 17 10 —3 

o,75143- 1 

0 ,83428—1

° ,9 I 7 I 4~ 1 
0 ,25428—1

° , 337I 3—1 
0,40364—2 
0,60776—1

o ,35a 34—1 
0 ,0 0833—1

0 ,0 10 3 9 11 :0 ,0 16 6 6

0 ,3 19 ^ 7 5 4 ,0 ,5 0 4 17 - 1
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N. Pierwiastki kwadratowe i sześcienne niektórych 
ułamków.

f i V  n
3

V n n V n U Vn V  n n y n V n

V . ° i 57735 0 ,6 9 336 V , 0 ,37 7 9 6 0 ,5 2 2 7 6 ■/. o ,35355 0 ,50000 V . 0,66667 0 ,7 6 3 14
/ J 0 ,8 x6 50 0 ,8 7358 / , °>5345* 0 ,6 5863 */* 0 ,6 12 3 7 0 ,7 2 1 1 2 •/ . 0 ,7 4 536 0 ,8 2 20 7

V . 0 ,50000 0 ,6 2996 7 , 0 ,6 5465 o ,75395 V . 0 ,7 9 0 57 0 ,85499 7 . 0 ,8 8 19 2 0 ,9 19 6 4

*/, 0 ,86603 0,90856 ‘ A 0,75593 0 ,8 2 98 3 j . o ,9354i 0 ,9 56 4 7 0,28868 0 ,4 36 7 9
V . 0 ,4 0825 o ,55° 3ł J- 0 ,8 4 5 15 0 ,89390 /. o ,33333 0.+ 8075 0 ,6 4 550 0,74690V0 ,9 1 1 8 7 0 ,9 4 10 4 6.J 1 0 ,9 2 58 2 0 ,9 49 91 2

19 0 ,4 7 14 0 0 ,6 0 5 7 1 7 « 0 ,7 6 3 7 6 0.83555

U w a g i  do t a b l ic  A  do Ł .  (Str. 1 do 39).
U w agi do tab licy  A (str. 1 do 21).

1) Szukamy logarytmu zwyczajnego liczby 0,032 252. (Por. str. 46).
a) Podług str. 8: mantysa log 323=50920; mantysa log 322=50786.
b) Różnica mantys logarytmów: 50 920—50786=134.
c) Mnożymy tę różnicę przez 0,52=134X0,52=69,68.
d) Dodajemy wartości a) i c): 50 786-f69,68=50856.
■e) Przeto: mantysa log 32252=50850, a log 0,032252=0,50856—2.

2) Szukamy liczby (Numerus), której logaiytm zwyczajny równa się 1,49145.
a) Podług str. 8: log 310=2,49136, więc jm anty sio 49136 odpowiada liczba 310.
b) Dzielimy różnicę (lanej i  najbliższej mniejszej mantysy (49145—49136=9) 

przez różnicę najbliższych do danej mantys: większej i mniejszej (49276— 
—49136=140), a otrzymamy: 9:140=0.06.

c) Dodajemy wartości a) i b): 310-f0,06=310,06.
d) Przeto: Num. log 1,49145=31,006.

8) Do wyciągania pierwiastków kwadratowych, i sześciennych danych liczb stosujemy 
wzory przybliżono b . 16 str. 45.

Przykład. Znaleźć y 404 527* Na str. 14 najbliższo o* =  404 496, a przeto a =  636 

i &=404527— 404496=31; 2a =  1272; 6 :2 a = 3 ]  : 1272=0,024. Zatem:iy404527 =  

=  « +  ^ -  =  630 +  0,024 =  630,024.
*-

4) Wielokrotno wartości nr, np. 34573 rt. Znajdujemy 34000 .-» =  104814 (str. 2) 
i 573.-1=1800 (str. 13), przeto 34573.t=100814+1800=108614.

6) Chc.^c wyliczyć 180: tt, znajdujemy najbliższe (str. 3) 57 .-t=179,07; (180—179,07)X 
X 1OOO=-930—200 .t (por. str. 7), praeto 180: :r=57,296.

Kubryka ‘/¡n u 1 oraz tablica K. (str. 38) mora również służyć do dzielenia przez a. 
Kp. podług str. 17 dla »=771; 46,6873 : » =  7,71*: 4=59.4441: 4=14,861025; następnie 
podług str. 38: 2352071 :ir=165'>: 6; to (podług str. 5) =  4492125: 6=748687,5.

6) Znaleźć powierzchnię kola o średnicy 1,784. Powierzchnia koła o pół tak wiel­
kiej średnicy 0,892 (str. 19) f ,= 0 ,624913; przeto f = 4  J , =4X0,624913=2,499652. 

Uwagi do t* b llc y  B (str. 22 1 23).

1) Dla ii=655/, mamy U ~ x d = 206,6 i i5==V, n  ifJ=3395.3.
2) Dla wielokrotności liczby ■/, używamy tablicy A (str. 1 — 21); np. (str. 18): Dla 

i=81*/t mamy £fc=256,0 i  i=521«,8.

U w agi do ta b lic y  C (str. 24 i 25). Przykłady:

1) In 30=3,4012.
2) In 790=8,6834.
3) tu 2,738—In 273,8— In 100=5.6124—4.6052=1,0072.
41 1)1 2895=1» 289,5+;« 10=5,6681+2,3026=7.9707.
6) Kum. tu 1,0629 =  [A’um. tu. (1.0029+ln 100)] : 100.

=  [jVum. In (1,0629+4,6052)]: 100.
=  (A’Km. In 5,6081] : 100=289,5:100=2,895.

Uwagi do ta b lic  D (str. 26 do 29).

1) Szukamy wartości stycznej (tg), odpowiadającej kątowi 58J 47' 22",5.
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Mamy: 58°47' 22",5=68°47',375.
a) Na str. 29 znajdujemy: tg- 58° 40'=],642 50; następnie: .
b) tg b& >S0'=:l,m Zl.

Różnica 0,01081 odpowiada kątowi 10', przeto ką- 
7 375

towi 7',375 odpowiada powyższej różnicy, a zatem:

¿ i E » ! i i e = 0,00797.
d) Dodając wartości a) i c), otrzymamy: tg 58° 47' 22",5=1,65053.

2) Znaleźć kąt, którego wstawa (sin) jest 0.63602.
a) Na str. 26 znajdujemy: arc sin 0,636 OS =  39°30'.
b) Mnożvinv różnicę pomiędzy dana i najbliższa mniejszą wstawą (0,63662 — 

— 0,636 ÓS =  0,000 54) przez 10 : *0,00054X10=0,0054.
c) Dzielimy iloczyn 0,0054 przez różnicę wstaw (0,63832 — 0,63608=0,00224); 

0,0054:0,00224 =  2.4107.
d) Dodajemy wartości a) i c), skąd otrzymamy: arc sin 0,636 62 =  39° 32',4107 =  

=  39° 32* 24'',64.

U w agi do ta b lic  E (str. 30 do 34).
1) Przykłady: Sinh 1,34=1,7786. Sinh 3,37 =  14,5221. Cosh 0,65 =  1,2188.

Cosh 2,66=7,1831. Log sinh 4.52 =  11,6619— 10=1.6619. Log tgh 0,17 =  9,2263 — 10.

2) Dla wartości ę>>5,09 jest w przybliżeniu: Sinh' <pz=:Cosh <p—xJs e®, dla <p =  5,09 
do 6,908 z dokładnością do jednej dziesiętnej, a dla (p =  6,908 do 9,210 z dokładnością 
do jednej setnej.

3) Dla wartości <p=2,39 i więcej tgh <p coraz to bardziej zbliża się do 1.
4) Dla małych wartości <p mamy w przybliżeniu:

log sinh <p=log ff -f ł/s l°3 'cosh <p\ log tgh <p=zlog (p — %  log cosh g>.
5) Dla wartości (p >  5,09 mamy w przybliżeniu:

log sinh <p=log cosh q> =  0,43429 cp 4- 0.69S 97 — 1 i 
rp=  2.302 59 (log sinh y  + 0,30103), 

gdzie log 0,434 29=0,637 78— 1 i log 2,30259 =  0,30222.
6) Wartości log tgh q> i log ctgh rp otrzymują się również (str. 32 i 33), jak następuje: 

log tgh g>=log sim  g>—log cosh rp (—10); log ctgh (p=log cosh <p— log sinh (p (-f 10).

7) Suma cosh g> i sinh rp dla jednego i tego samego <p daj o wartość e#, różnica daje 

e a przeto: cosh <p±sinh q> =  e-

U w agi do ta b lic y  F  (str. 35). Szczegóły patrz rozdział YII działu pierwszego. 
W tablicy tej oznacza: « liczbę boków, F  powierzchnię wielokąta, a bok, i? promień koła 
opisanego, r  promień koła wpisanego.

U w agi do ta b lic y  G i II (str. 35). Szczegóły patns str. 43 i 44.
U w agi do ta b lic y  J  (str. 36 i 37). Mamy znaleźć:

1) Długość łuku o kacie środkowym 75d33'16",2.
Mamy: 75”33' 16",2=  75* 33', 27.

a) Na str. 36 znajdujemy: łuk kata 75°=1,3090;
b) „ „ 76°= 1.3265.

Różnica łuków =  0,0175.
Różnica ta odpowiada kątowi 60'.

c) Kątowi 33',27 odpowiada przeto: ■ ~ — =  0,0097.

d) Suma wartości a) i c) dajo szukaną długość łuku 1,3187.
2) Szukamy kąta środkowego łuku 2.2254.

a) Na str.* 37 znajdujemy dla kąta 127° łuk 2,2166.‘
b) Mnożymy różnicę pomiędzy lukiem samym,* a najbliższym mniejszym 

(2,2254 — 2,2166 =0,0088) przez 60; 0,0088X60 =  0,528.c) Dzielimy otrzymany iloczyn 0.528 przez różnicę łuków 128° i 127°, to jest 
(2.2340— 2.21*66=0,0174); 0,528 : 0,0174 =  30,3448.

d) Suma wartości a) i c) daje dla łuku 2.2254; kat środkowy: 127° 30',3448= 
=127° 30' 20" ,688.

U w agi do ta b lic y  L (str. 39). Przykłady: 2 2 5 = 3 X 3 X - X ? :  9S7 =  3 X 7 X 47. 
P  oznacza liczbę pierwszą, tak że np. 419. 971 są liczby -pierwsze. Liczby parzyste, dzie­
ląc stosowną ilość razy przez 2, sprowadzamy w końcu do nieparzystych.
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II. ARYTMETYKA.
A. Potęgi, pierwiastki, logarytmy.

a. Potęgi.

1. ( +  o)n=  -f- a" . . 5 . am a n —  a” *+” .
2- (—  n)2n =  -+- a 2"- 6 ' .a m -.an-. _ _ . .
3 . ( -  a)2” + 1 = .  _  a 2rt+  \  7 . am bm =  („/,)'»;

4 . 1OT =  1; a 1 = a .  8. a ” 1 : bm —  (a : f t f .
9 . 1 : « ” *== (1 : ,o)m == a'— m.

1Ó. (u” ' ) " =  a m” =  ( « " ) ”■ =  ( a “ m) ~ n.
11. a ° =  l ;  0a = 0 ;  O° =  iloścf nieoznaczonej.
12. «2 -  &2 =  (a -f- 6) (a —  J); 13. (a ±  i ) 2 =  a 2 ±  2  aft &2;

a 2 =  (a -+- 6) (a —  i)  -f- i 2. (o d c  V)- =  (a j,)’2 ±  4  aft.
14. (a  ±  J ) 3 =  a 3 ±  3  a 2ó -|- 3 n i2 +  i 3;

fi3 ±  63 =  (o ±  b) (a2 =F a  J  -t- i 2).

15. =  i  + .  a ” - 2 6 4 -  a ” - 3 52 4---------1- 6 " - 1 .
a  —  o

' 2 n  + 1 i i,2n + 1
16. ii--------± | ------- =  «2« _  rt2 « _ l  ń +  n2 „ - 2  Ł2---------- +  h2n.

- a & H- a 2" “ 3 62 — .......... .. ....62" - 1 .

18. Jeżeli a > . l ,  to d ia n  =  00 lim a ,!= c o  i lim (1 sa )*= =  0 .

Dwumian Newtona.
Dla całkowitych dodatnych wartości n (oraz dla ulam kow ychiodje- 

mnych w artości n, jeżeli a > 6 )  mamy:

19. (a ±  &)” =  n " ±  n «” - ' b r h  0” ~ 2 h2

Spólczynniki przy potęgach noszą, nazwę spó łczyn ników  dwumianu. 
Piszem y w  skróceniu:
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gdzie n w ykładnik potęgi dwumianu, p  skażnik. M ianownik 1 -2- 3— p  
oznacza się przez p\. M am y Ol. =  1 . (Por. tablice G i H, str. 35).

W zory na spólczynnikl dwumianu.

Jeżeli n (wykładnik potęgi dwumianu) i p  (skażnik) są  liczby cał­
kowite dodatne, to:
20- ( » ) , =  2 1 .  ( « ) „= („ ) « , =  1 .  22 . (.i)t =  n; ( l)p = 0 .

ą . ( » ) , +,  =  Ó. 24. („)p + 1 =  ()i) „ ^ .

25 - (» +  l ) p + i  =  (»)p + i  - ł - ( n)p -
26 . (n H- 1 ) ^ (n —  1 ) ^ 4 -  (n —  2)^4 - • — h (p)p -

Z astosow an ia  dwumianu Newtona.

D la n dowolnego, jeżeli 1 >  x >  — 1, mamy:

27 . (1 i  x)n— 1  ±  (n)i x  -+- («)s X'Ł ±  (»)3 a;3 4 - (n \  x* ±  (n)5 z 5 -4- • •

28 . y ^ . x —  ~ 1  =  1 =F z  4 -  z 2 4 = * 3-H x ' ^ x 5-+-x6^ x 7-+- ■ ■ ■

29. v t ±~x = d ±  x fu  == 1  *  -  f c ±  r a 3:3

1 ....1  • 3  • 5  g <+ 1  • 3  • i  j ,  — . . .
2 ‘ • 4 ! 25-51

S° ’ J / I ^ = = ( 1 ± a '1' /S =  1  ^  ~2 2 2 T 2 I ł "  ^  2 3 • 3 f  Ł'3 ‘ ’

b . P ie r w ia s t k i .



12; y ^ b=]/ °± i£ zJ i± j/ ^ J f E H t  :

  2 n _  A  2 " + l  g -X 7 2 " + L
13. ] / a ? =  ± a . ;  j/  a  = ' ±  «  • 14. J/— a  = —  a" = —

2n,------  n .. . ..... „ -------

15. [ ' — a = y y — a =  y  i] / a ,  wielkość urojona; patrz niżej.
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16. V a 2ziz b =  a zt J ^ - >u Cl
3----------  h

y a 3± 6  =  « ± — - ,
o a‘

(w  przybliżeniu) 
jeżeli i  w  porównaniu z a  je st bardzo 

małe.

17. Jeżeli a > 5, to (w  przybliżeniu) ]/a24 - 62= 0,930 a 4 - 0 ,3SS 
Błąd jest mniejszy, niż 4 °/0 w artości dokładnej.

Dokładniej (podług SchlomiIch'a):

Y a 2 4 - Ł* =  o ,9938 o 4- 0,0703  b -+- 0,3567 —  •
a

18. Jeżeli a > Ł > c ,  to J/a 24 - 6 24 - c 2= 0 ,9 3 9  « 4 - 0,389 J + 0,297 c. 
Błąd jest m niejszy, niż 6 % -wartości dokładnej.

Wielkości urojone,

• 19 . i  == j/ — 1 , i 2 =  - - 1, P  =  —  i, i* =  1 ,  i  =  —  j.

20. i 4 " + ’’* =  i ” 1, więc i 4 "  =  4 - 1 ,  i 4 ” + '= =  + i, i i " + 2 =  -  1 ,
■ i  O

21 . Każde wyrażenie, składające się z w ielkości urojonych, może być 
przedstawione w  postaci n ± f t i ,  gdzie a  i b  są  wielkości rzeczywiste.

22 . Jeżeli a 4 - 6 i  =  0, to a =  0, 6 =  0.
Jeżeli a 4- b i  =  a - ł - p i ,  to a =  a, 1 =  /?. .

no j . ;  -V  , i a 4- 6 i  aa4-6 .3  b a  — aft .
23 . ( a - ł - & i)  ( a — 6 j)  =  a 2 4 - 6 2; • ■,  ‘ = - ~ — ¿j?

a + p !  a-4-p- a-4-p2

1 /  T”. 7 / j / ( i24 - 6'-4 - a  7 / ]/ a 24 -  62 —  a
24. ] / a ; f c K = / /  — ---- g-------- y Ł * / /  --------- §--------- ‘

25 . K ażdą wielkość zespolony m oina doprowadzić do postaci nor-'
malnej: •

n ±  6 i =  r  [cos (rp 4- 27s rr) ±  i  sin (ip 4- 2 fcn )];

gdzie:- r  =  4 - J/(i24 - 62 jest modułem; cos (p =  — , sin<p =  — ,
?* T ‘

tg <p =  —  , fc liczbą całkowitą.



26 . cos x -t- i  sin x =  e'x, | gdzie e oznacza podstawę Iogarytm ów 
cos a: —  t sin x =  e~~x, I naturalnych (patrz niżej).

27 . (cos x -4- 1 sin x) (cos y-+- i  sin y) =  cos {x ■+• y) ±  i  sin (ar-t-ji).
28 . (cos * ± t  sin x) : (cos y  ±  i  sin y) =  cos {x —  y) ±  i  sin ( i — ^).
29 . 1 : (cos-x -f- i sin x) =  cos x — i sin x.

30 . Wzór Moivre’ a (w ażny dla wszelkiej w artości n).
(cos x -f- i  sin x)n =  cos i n + i  sin nx.

" , ------- — » ,-------T-. „  »/— ® - t - 2 fc7T
81 . y  a  -+- b i - h  l / a  —  b i —  2  j / r  cos ------ ------ =  u.

Jeżeli n =  3 , to u , =  2  j / r  cos t/2 —  2 j / r  cos -4-  “ ■

4.G Dział pierwszy. — Matematyka.

« . i = 2 | / r  cos ^ 1 . r, <p i k  patrz w zór 25 .

32 . P ierw iastk i  jedności.
• «>—- ' 2 k n  , . . 2 k n

1/ 1  =  cos — r- ±  i  s m --------
\  n n
«/— 7- (2 fc - t - l) jr  . . ( 2 k - h l ) n
y  —  1  == cos jr-----  — —  ± i s i n -  — -

i: jest liczbą cał­
kowitą, dodatną

od 0  do ■—  •
n  n

c. Logarytmy.
6

1 . Jeżeli log a —  c, to b°— a.
i  . b b b 

Jeżeli 6 > l , - t o  lo g 0 =  —  co, l o g l  =  0 , lo g 6= 1,. lo g a > = c o . 
b ■ b b b b

2. log (nc) =  log a -4- log c. 4. log (a”  ) —  n log a.
b a b b b n .— 1  b

3 . log —  =  log u —  log. c. 5. log ]/ a  =  —  log a.
a a b  b b

6. log x =  log b log a: =  ( 1 : log a) log x.
7 . Logarytm y o podstawie e = 2,718 2.81828 459 • • • noszą nazwę loga- 

rytm ów n a t u r a ln y c h ,  o podstawie 1 0 — lógarytm ów z w y c z a jn y c h .
e  10 

P iszą zam iast log a  w  skróceniu ln a lub prościej 1 a, i zam iast log a 
w  skróceniu log a.

8. Mamy: log (10") =  n; lo g (10—") = —  n; log (a- .10" ) = log a - )-  n; 
log ( a : 10") =  log a —  n. Następnie: ln (e^-n) =  d c  n\ ln (a • 10") =  
ln a  +  ln (10"); In (a - .10") =  ln a  —  ln (10").

9. L iczba (dodatna alboodjemna) całkowitych jedności logarytmu 
nosi nazwę c e c h y  ( K ), ułamek dziesiętny m a n t y s y  (il/) logarytmu. 
Jeżeli 10 > « > 1, to log a  ma cechę K  =  0 .

Przykłady dla logarytmiw zwyczajnych:

log 6494 =  log (6.494-.10+3) =0,81261 + 3 =  3,81251; 

log 0,0006494 =  leg (6,494 • 10_ 4 ) =  0,81251 — 4 =  (6,81251 — 10).



10 . In x =  ln 10 log x —  2,3025850930  log x; \  . 1f) . i
log x  =  log e ln x  =  0,434294  4819  ln x  /  ln AU ' l0& e ~

1 1 .  ln (o -+- b i j  == ln r -+- i  (rp -+- 2kiz)  dla a >  0, \  4w(r
=  ln r  -+- i  [cp -4-  (2 & - K 1) n\ dla f l C U . )  25, str. 4ó.

sv , ■ - - -
12 . ln i  =  i 13 . t ' W lni =  e 2 =  - L  =  0,20788 .

II. Arytmetyka. 4.7

B. Nauka o kombinacjach.

1 . L iczba m ożliwych przemian (permutacyi) z «  różnych przedmio­
tów (elementów) w ynosi n!

•Jeże li w  liczbie n przedm iotów1 znajduje się p  jednakow ych przed­
miotów jednego rodzaju, q jednakow ych przedmiotów drugiego ro­
dzaju, r  jednakow ych, przedmiotów trzeciego rodzaju i t. d., to liczba

n i
wszelkich m ożliwych przemian y y r io s i -------•

2 . Liczba m ożliwych kombinacyi z n  przedmiotów, branych po r  
na raz w ynosi:

• a) bez powtórzeń, t. j .  jeżeli każd y przedmiot wchodzi do kom­
binacyi jeden raz tylko: (n)r ;

b) z powtórzeniami, t. j .  jeżeli ■ każdy przedmiot wchodzi do 
kom binacyi r  razy: (n -i- r  —  l ) r .

3 . L iczba m ożliwych w a ry a c y i z n przedmiotów, branych po r  
na raz, w yn o si:

a) bez powtórzeń (podobnie ja k  w  p. 2 ) :  (n)r r l ;
b) z powtórzeniam i: nr .

W aryacye otrzym ują się z kombinacyi przez uskutecznienie w szel­
kich możliwych przemian w  każdej kombinacyi.

C. Wyznaczniki.

1 . W yznacznik, sk ład a jący się z n w ierszy i n kolumn (n2 elemen­
tów) nosi nazwę w yznacznika stopnia n-S°.

2 . T y p  ogólny w yznacznika stopnia n-go jest następujący:

gdzie a lt bu  • • • • p n oznacza n2 elementów w yznacznika.
W yznacznik je st sum ą » ! w yrazów , z których p ierw szy przedsta­

wia szereg elementów, idących po przekątni a u b„, c3 • ■ • • p n, a  po­
zostałe tw orzą się przez przem iany skaźników. Potow a tak otrzyma-

«1 A «l • • " P i
a„ Co * * " P i
«3 h c3 • ‘ " P l

««i V ■ 'P n
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nych w yrazów  ma znak dodatny druga połowa znakodjcmny. Znak 
oddzielnego wyrazu będzie dodatny,jeżeli liczba przemian jego  skaźni- 
ków jest parzysta-odjem ny zaś dla nieparzystej liczby przemian.

3 . Obliczenie wyznacznika stopnia n-g° można uskutecznić, roz­
kładając go na ii podwyznaczników stopnia (n — 1)'8 °, np.

I «1 I
I oto bo

--- Ct, Ir, ---  (i:> /ij.

[¿2 t/*> 
«3 b3

—  a l (̂ 2 C3 "

(l\ Cj 
Co Co

I I) 2 Co I

I 3̂ c3 I
”

&, Ci I
^3 ^3 |

| h  Cl I
bo Co- ł-a 3

3̂ ^2) ^2 (^1 C3 &3 Cj) —}- a3 (&J —  &2 Cj).
« 1  Cl <h 
(?2 ^ 2  ^2 ^ 2  
0 .. fr., r .. i/«

¿ 2 1?2 do CŁ d i Cj, i/ j C j i / l

=  « ! ^3 C3 ^3 <2 2 fy? C3 ^3 - H « 3 ¿ 2  <>2 • i/o Zł 2 C2 C?2
u 3 "3  °3  '*3 
f i  4 ¿ 4  C4 i/4

C4 i/4 ¿ 4  «4 i/4 ¿ 4  C4 ¿ 4 ^3 C3 ^3

Podwyznacżnik do elementu ap otrzymuje się, jeżeli skreślim y ko­
lumnę a i w iersz ' p  w  danym wyznaczniku. Podwyznacznik będzie 
dodatny alboodjemny zależnie od tego, czy skaźnik będzie nieparzysty 
albo parzysty.

4 . W wyznaczniku można wiersze zmienić na kolumny, np .:

! « i A  I
1 ^2 ^ 21

! al
i ^1 ^2 I

6, C| ilj fio OE3
fio fejt'2 ==: &2 3̂

^ 3  ^3  C3 : C , -Co C3

5 . Przestawienie dwóch w ierszy lub dwóch kolumn wyznacznika
daje 'nam ' now y w yznacznik, rów ny pierwszemu, lecz ze znakiem prze-,
ciwnym.

6. Jeżeli w  wyznaczniku w szystkie elementy dwóch w ierszy albo 
dwóch kolumn są  odpowiednio równe albo proporcyonalne, to wyznacz­
nik rów na się zeru, np.

=  0.

. 7 . . M nożym y lub dzielimy w yznacznik przez daną liczbę, jeżeli mno­
żym y lub dzielimy przez nią w szystkie w y razy  jednego w iersza lub 
jednej kolumny.

a l ^1 C1 «1 « ! &! «1 ncti bt ii £ fil ftj
Oj Cx =  0 ; «2 =  ° ; «2 na., &j =  0. fi,_, a., b2
i?2 ^2 2̂ fl3 rt3 ^3 ((3 ?i a 3 a3 a3 63

« i b1 c,
a o bo Co

pcii-pbipct j
bo Co

pa  1 bi c, 
pcio fr2 c2 
pa3 63 c3

a i A - P i  -+- h ,  c i a ,  & ! c , I P t  h  Cl <?i c i
(lo H “  J l2 -+- (¡2, ^2 = a 2 Z>2 c 2 -+- P i bo c 2 .?2  ^2 C2
«3’  + ^ 3  +  73.  &3 % a 3 &3 c 3 1 P i  P3 c3 ?3  &3 c 3

I a \ -ńrPi, 1 
i 2 J*  2) ^2 ‘

■ h  \ 
-?2|

| « 1 ł
k t f f *

I L  I « 1  <h\ . ¿ U ? !  1
1 2 2 1 i ^ 2  &2 1 ! « 2  5 ,  !! .  i P z 'h  1
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9 . W yznacznik nie zmienia sw ojej wartości, jeżeli dodam y do ele­
mentów w iersza lub kolum ny odpowiednie elementy innego wiersza 
lub kolumny, pomnożone przez liczbę dowolną, np.:

«1 *1 Ci

10.

a., h2 c; 
a3 b3 c3 

1
- a ,  x3

2/i —  l>, 2/z —  b, 2/3 ■

« i + p K
= a3 - ł -pb 2,

a3 -t- pb,,
1 .  X t

—  a ---
•*'1 

1 ,  x2
—  b 1 ,  xz

I)o Co

a, J/i —  & 
■a, y2 — b 
a, 2/3 — *

1*1  J/l
1*2 2/2 
1*3  2/3

D. Równania.

a .  R ó w n a n i a  s t o p n i a  p i e r w s z e g o  

I. Dwa ró w nania  z dwiema nlewiadomeml.

a x - h b y  =  c

a1 x - ł - b l y  =  ci

c b
Ci bl

a b 
«i &i

c —  c, b

y = a b 
a i bt

a b l —  U ib ’

ac.  —  fi, c

abi  —  « i b

2 .  Dwa ró w nania  jednorodne z t rzem a niewiadomemi.
a x - \ - b  y -+- c z-  
atx - i -  b^y -f- cl z =

3 .  T r z y  ró w nania  z trzem a niewiadomemi.

:S}; x : y : z - | b c 
bi ci

1 . I C  a 1 • 1 11b 1

1 : 1 C 1 « 1  1 : | “ l M

a x - \ - b y - \ - c z  =  d  } 
x  4 -  bi y  -+- c, z =  d[  > . 

a2x - ) - b 2y - h  c2z =  d2 J
K ładąc

a b c
Oj b l C,
^2 b2 c2

d b c a d  c a b d
x = di bi ct : D ,  y  — at d { C[ : D ,  z = (ii bi di

d■> b.2 Co iij d2 Co a„b2d„

=  D , otrzym am y:

D.

Znaczenie arytmetyczne w yznaczników  patrz str. 47 i n.

4 .  n  równań z n  niewiadomemi.
1 .  Rozwiązanie za pomocą w yznaczn ik ó w  podane w  p. 3 .  W  rów ­

naniach liczbow ych sposób ten jest dogodny najw yżej przy «  =  4 .
2 . Rugowanie niewiadomych. Rugujem y jedną i tę sam ą niew ia­

domą z n danych równań, łącząc »  —  1  razy każde dw a z pomiędzy 
n równań. Z  otrzym anych n —  1 nowych równań rugujem y w  po­
dobny sposób drugą niewiadomą i t. d. postępujemy dotąd, dopóki 
nie otrzym am y jednego rów nania z jedną niewiadomą, z którego w y ­
znaczamy w artość tej n-toj niewiadomej. Przez podstawienie znalezio­
nej wartości do jednego_ z dwóch równań z dwiem a niewiadomemi, 
otrzymamy wartość (n —  l)-<y niewiadomej i t. d. kolejno w yznaczam y 
wartości pozostałych niewiadom ych.

Podręcznik techniczny. T. L 4
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Przykład: Czynniki.

2 x — y + 3s +  5m=-29 
5'ai+ 2 ;/— 2 3 + 3 u =  15
3 a — 4 y 7 z — u =  12
4 X +  3;/ — 5 2 + 2  u =  3

3
—5

1

5

2

- 5

— 19*— 13y+  193=12 
17 a; — 21 y +  383 =  89 

— 16*— 17 y +  31> =  43

_2
1

—31

19

55 x +  5 y =  65 
285 x + 80 y =  445

16
—1

695 x — 595;
5 y — 65 — 55 x =  65 — 55 =  10:

1 9 s= 1 2  +  19a:+13y =  12+ lfl + 26 =  57; 
2 h = 3 -  4® — 3y  + 5a =  3 — 4 — 6 + 15 =  8

x =  l.
¡, =  2. 
2 =  3. 
w =  4.

8. Rugowanie w yk reś ln e .  (Sposób yan-den Bcrg-Mehmke’go *).
Przeprowadzam y w  odległościach dowolnych tyle osi równoległych, 

ile mamy niewiadomych; na każdej z nich w ybieram y dow olny punkt 
zerowy, jednostkę długości, oraz kierunek dodatni i odcinamy na 
odpowiedniej osi (podług danej skali i z zachowaniem znaków) od 

punktu zerowego odcinki równe spółczynni- 
kom każdego rów nania; tym sposobem dla 
każdego rów nania otrzym ujem y szereg punk­
tów  na prostej.

Jeżeli chcemy np. z i‘-C° i h s °  równania 
wyrugou'ać' niewiadomą x  (śpólćzynnikam i 
w  tych równaniach są  a- i ak), to 'w yzn acza­
my przecięcie prostej a. ak z prostą o{ ok, łą ­
czącą punkty zerowe-(fig. 1 )  i przez punkt o 
przecięcia przeprowadzam y now ą oś, rów no­
ległą do pozostałych. Linie b- bk, c( ęk . . . ,  
odpowiadające pozostałym  parom spółczynni- 

ków, przecinają now ą oś w  punktach b i c, odpow iadających spół- 
czynnikom szukanego równania.

(Sposób ten je st dogodny, lecz przy wielkiej liczbie rów nań nie 
zaw sze dość dokładny i lepiej jest używ ać go w  połączeniu z nastę­
pującym ).

4. Sposób  przybliżony Seidel-Mehmke’go *) jest dogodnym u ż y ­
ciu, gd y liczba równań i niewiadomych jest bardzo w ielka. Przede- 
wszystkiem  należy dany układ « ró w n a ń  z n niewiadomemi:

" n . * l  +  a n  *2  « i ,  *3 H---------- i-  a u> ■+■ c l ' =  ° -
, H--------- f- x n - h c i =  0,

I ty s .  1 .

" ' 6

________ ~ ~ ~ i

•

k

+ k

• 0

*) Por. L. Seidel, Abhandl. d. math.-pbysik. Klasśe d. kgl. bayrischen Akademio 
d/YTiśsensch. 1874. tom 1 1 , ćżęlć-III. str. 81; następnie li. Meliinke w zbiorze prac To­
warzystwa matematycznego moskiowskiego, 1892, tom 16, str. 342 i  str. 437 do 459;



połączyć w  grupy po dwa, albo więcej równań. Niech grupą taka, 
utworzona z ¿-go i k-go równania, będzie:

«<» * S -»--------^  au  *<-<---------ł-  «<* **  +  v : H r  ęt =  0,

«*1 *i ■+• aki *t-*------ ł- 5 « ------- *- att xk +  ■ • • ■+■ ck — p-
Jeżeli znam y ju ż  dość przybliżone wartości niewiadomych, to pod­

stawiam y je  we w szystkie rów nania (nie znając tych wartości, p rzy j­
mujemy zero, jak o  pierwszą przybliżoną w artość dla każdej niewia­
domej). Lewe strony równań dadzą w ów czas wartości wu uj2, w , . .  
które nazw ać m ożna „sprzecznościam i“  (Widerspruche). Popraw ki £j( ck 
dla przybliżonych wartości niewiadomych x{, xk otrzym am y z równań:

aki ?<_•+■ “ tt &  H- =  0,
a  najlepiej przy pom ocy metody wskazanej pod 3 .

Po wprowadzeniu tych popraw ek otrzym am y z równań danych 
jako wyrażenia „sprzeczności“ : -

i C j '  =  t i ł j  —ł— a 1{  j .  - i -  i t j j  ,

w3 -h a}. $  +

Przechodzimy następnie do nowej grupy niewiadom ych i postępu­
jem y w  ten sam sposób. P o  poprawieniu w szystkich niewiadomych 
powtarzamy, w  razie potrzeby, te same działania. A b y przy tem po­
stępowaniu módz zbliżać się  ciągle do istotnych wartości niewiado­
mych, w ystarcza, żeby dla l =  1, 2, 3 , 4  . . .  . (n —  1), «  było za 
każdym razem a (I, bezwzględnie biorąc, równe przynajm niej sumie bez­
względnej wartości liczb:

a H ,  a n p  ■ ■ ■ a l + l , I >  • • ■ U n f

b. Równania stopniu drugiego.

1. R ozwiązanie  a lgebra iczn e .

II. Arytmetyka. 51

1. X1 -+- p x  -t- 5 =  0 ;

ax2 H - f a + c  =  0 ;  x

V

2 . x,n -h-pxn ■+■ q =  0 ;

3 . Jeżeli x  ±  y —  * i xy —  p,

s -+- ^  4  p  s — J/s ’  =F 4  ;>
* — -------o ; : y ~ ± - — * 2



2 .  Rozwiązanie goniometryczne. (Do obliczenia za pomocą loga- 
rytm ów przy liczbach w ielocylrow ych).

P r z y p a d e k  1. x2d t z p x —  q — 0 ; p i ?  dodatnc.
W yznaczam y kąt rp pomiędzy 0 ° J _ 90°, tak, żeby:

V q
,s v = — p ’

w ów czas pierwiastki będą: _

*1 = ± V q tg '/a V, *2 = =F;--HH

Dział pierwszy. — Matematyka.

tg 7j V
P r z y p a d e k  2. x2 ± p x  -t- q =  0 ; j j  i 'g  dodatne.
Po wyznaczeniu kąta <p, leżącego w  pierwszej ćwierci kola, taki 

aby było:

V<iS1n „  =  —  ̂

otrzymamy pierwiastki rów nania z w zorów:

—  - F  V 1  tg  /̂a x 2 =— - 1- ■tg Va
Jeżeli sin ę  >  1, w ów czas pierwiastki są  urojone, mianowicie: 

i  =  ]/ 5 (cos yi ±  * sin ip), 

gdzie: cos -^ =  -4 = r (ty> pom iędzy 0° a  180°).

c. Róiniania stopnia trzeciego.

z3 -+- az2 -ł-  Iz -t- c == 0.

Jeżeli założym y: z =  x — ' 7 *®»
to otrzym amy równanie stopnia trzeciego postaci: 

x 3 H- q =  0.
I. Rozwiązanie a lgebra iczn e .  Pierwiastki równania: 

x 3 -+- p x  -4- q =  0 

otrzym am y podług w zorów  Cardana:

: f  _ - i  Ł + y y ,  q ) U -  ('I3p y + f  -  7 ,  q - V ( lk q y + ( 1L p >Zi:

xt= w l V - 7,s+ |/(V3 #-ł- (V3ij)3 -ł-toj/- 7, 7 - m<z)2-K73.p)
3y—.-------------- :---------------------- ,3 y-----------------------------------

x3=«cJ/-7,5+̂(7,9)*+(V'tf)' ■+■ “1V - lkq-V(lkqy+(lUp)3
gdzie tOj i u>2 oznaczają pierwiastki urojone stopnia trzeciego z 1 ,  mia



Jeżeli (lh  q)2 - h  ( 'IsP)3 < 0, to w szystkie trzy pierwiastki w ystę­
pują w  postaci»urojonej, jakkolw iek  są  rzeczywistym i. W  przypadku 
tym stosuje się rozwiązanie goniometryczne (por. przypadek 3).

2 .  Rozwiązanie goniometryczne.
P r z y p a d e k  1 . a;3 -I- p x  ±  ę  =  0 ; p  i q dodatne.
W yznaczam y kąt q>, dla którego:

5

i  następnie kąt ifi, dla którego:

II. Arytmetyka. 53

t g y  =  ]/tg  ‘ /3 y ;  

wówczas otrzym amy: * ,  =  2  ] / 1/3 p  ctg 2  ip,

* ,  =  ± K V ^ c t g 2 v - i - i ^ | ^ ,  a=3 =  = t  2  V

P r z y p a d e k  2 . x 3 — ;m ;±<2 =  0 ; p  i q dodatne; ( Y s i ^ ^ C / j? ) 1 
W yznaczam y kąty pomocniczo q> i ip takie, że:

s i n y  —  l i P Y  } tg  tg V2 gj.
h 1 _

n y  7 ,  p
W ów czas otrzym am y: x , —  ~T~” s jn 2  ^  ’

J § f H *■ ^ 2 >̂ s S fp - 1‘]/pcts2v-
W  przypadkach 1 i 2  rów nania rozw iązu ją się łatwiej za  pomocą 

funkcyi hyperbolicznych *).

P r z y p a d e k  3 . x 3— p x ± . q  —  0 ; p  i q dodatne; ( ’/3 2>)3> ( '/ 3 ? ) 5*
W yznaczam y kąt 93, dla którego:

___  . ‘ / a ?cos q> — -------- - =  ;
Vj P]/lhP

wówczas otrzym amy:

*1 =  T  2  ]/ V3 p  cos '/ j V, * i ' = - F 2  j / ‘/3 cos ( l/3 ?> ■+■ 12 0 °) , 

x 3 =  =F 2 J / ‘/3 cos ( l/» -H 240°).

P r z y p a d e k  4 . a:3—  p x d t ' l = = 0; p  i q dodatne; (*/3ił)3 =  ( ‘/a*2)2- 

*1 — ~F 2 '/3 P> x̂  =  x3 = ^ ł  V ‘Iz P-

*) Porówn. Ligowski, Tafeln der Hyperbelfunktionen; Berlin 1S90; Yrillielm Ernst 
& Solin. Ligowski, Taschenbuoh der Mathematik, 3 " ‘yd., str. 106; Berlin 1893, W ilłielm 
Ernst & Solin.
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<]. Równania stopnia czwartego.

Sposób F p f ra rF e g o .  Niechaj będzie do rozwiązatfia równanie: 
a x 3- h  J x 2 -f- cx-+-  £¿ =  0 ;  ( 1.)

dla wszelkiej wartości z mamy:

( x 2 ■+■ ~ x  -+-'z ĵ =  ^ -----b -+- 2 * y * *  -+- (az  —  c) z2 —  (i. (2.)

W yznaczm y z z równania stopnia trzeciego:

albo 2 z3 -  bz>- +  ( — 2— )  =  (3.)

i podstawm y znalezioną w artość do rów nania ^2), a  strona praw a 
tego rów nania będzie przedstawiała kw adrat zupełny; po w yciąg­
nięciu pierwiastku kwadratowego z obu stron otrzym ujemy, przy 
uwzględnieniu znaku podwójnego, dw a rów nania stopnia drugiego, 
których pierwiastki będą czyn iły zadość danemu równaniu stopnia 
czwartego.

e. Rozwiązanie przybliżone równań.

I. Sposób  Newtona.
Niechaj będzie do rozw iązania równanie f ( x )  =  0. Oznaczmy przez 

f ’ (x) pochodną pierw szą funkcyi f ( x )  względem  x  (por. str. 70). Z n aj­
dujem y przedewszystkiem  za  pomocą podstawień próbnych wartość 
przybliżoną x l p ierwiastka równania; bardziej przybliżoną wartość 
pierwiastka rów nania znajdziem y z wzoru:

_  _ _  / ( * i )  .

2 1  / ' W
w artością przybliżoną dokładniejszą jest:

Rachunek często upraszcza się, jeżeli do w yznaczenia wartości x, 
korzystam y ze sposobu w yk reś ln e go ;  nadajem y w ów czas wielkości x  
kilka wartości całkowitych, obliczam y odpowiednie znaczenie funkcyi 
f ( x )  i odcinamy je  jak o  rzędne; końce rzędnych łączym y linią krzy­
w ą  i wybieram y na niej taką w artość a:,, dla której f ( x ) —  0.

Jeżeli wybierzem y na x  tylko dwie w artości x0 i x u, blizko któ­
rych znajduje się pierwiastek równania, to k rzyw a staje się linią 
prostą. W artość przybliżona x t w yzn acza się również za pomocą t. z. re­
gu ły  fa łszyw ego założenia, mianowicie:

■  X o f K ) ~ X Hf ( X B)

/ ( * „ )  — / ( * „ )
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2 . Sposól) log-arytinowo-Ył-ykreślny *)

(podług R. M ehm kego).

1. Rozkładam y stronę lew ą rów nania f { x )  =  0  sposobem dowol­
nym na różnicę [ / ,  (a:) — / 2 (z)] dwóch funkcyi i czynim y każdą z tych 
funkcyi. równą' y\ otrzym am y w ów czas dw a równania:

y —A (*)> y=A{x)-
W ykreślam y krzyw e, odpowiadające tym równaniom , lecz przyjm u­

jem y przytem za rzędne punktu zmiennego nie x  i y, lecz lo g  x  i log y. 
Odcięte punktów przecięcia tych krzyw ych będą w y raża ły  logarytm y 
pierwiastków rzeczyw istych dodatnych równania f ( x )  =  0 . Pierwiastki 
odjemne otrzym amy, jeżeli w yznaczym y pierwiastki dodatne rów nania
/ ( —  x) —  o.

2 . Jeżeli mamy równanie algebraiczne postaci:

/ ( * )  —  -+- « „ _ !  a;” ~ 1 H---------H « i*  4 -  a0 =  0 ,
to rozkład rów nania uskutecznia się najłatwiej przez oddzielenie w y ra­
zów dodatnych i odjemnych. Dogodnie byw a czasem podzielić przez 
potęgę ilości a;.

Rys. 3.

3. Równanie y =  a xn przedstawia logarytm owo (ponieważ log y  =  
» log x -+- log a) linię prostą, przechodzącą przez punkt log a na osi 
rzędnych i m ającą do osi odciętych nachylenie n : 1 . Przytem  »  może 
mieć znaczenie dowolne.

*) Por. Civilingenieur, 1SS9, i. XXXV, sir. CI7.
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4. Jeżeli y  =  a xn dsz a ^ * 1 zh  • • • ,  to w ykreślam y proste, odpowia­
dające oddzielnym wyrazom .

Jeżeli (fig. 2, str. 55) dowolna równoległa do osi rzędnych, prze­
cina oś odciętych w  o, a  wykreślone proste w  p u p 2 . . . . ,  to mie­
rzym y za pomocą skali logarytniowej rzędne op , op i . . . . ,  tw orzy­
m y sum ę algebraiczną znalezionych wartości i odcinamy ją  według 
tej sam ej skali jak o  rzędną or,  a  r  będzie punktem krzyw ej, odpowia­
dającej funkcyi y. Przykład, patrz fig. 2, str. 55 ,

5 . Dodawanie i odejmowanie logarytmowo dwóch rzędnycli op i op, można usku­
tecznić za pomocy krzywej dodawania (fig. 3), którą otrzymujemy, jeżeli dla różnych 
wartości ¿ będziemy odcinali w skali 1 ogary tmowej, jako odcięto i rzędne, t*= log/,

i ł? =  log ^1 +  Szukamy dla pp t (fig. 4, str. 55), jako odciętej, odpowiedniej rzęd­

nej na krzywej dodawania i czynimy jej równem p,r, wówczas: 

or  =  log (num op -f- num opt).

Albo w przypadku odejmowania: Dla ppx (fig. 5), jako rzędnej, szukamy odpowiedniej 
odciętej na krzywej dodawania i odcinamy (z zachowaniem znaku) p r  równe ilości odjemnej 
tej odciętej, wówczas:

o r  =  log (num opx — num o p).

Tablica spółrzędnych dla krzywe] dodawania.

t* O I 2 3 4 5 6 7 8 9

o, » =  0 ,3 0 1 0 ,2 54 0 ,2 1 1 0 ,17 6 0 ,14 6 0 , 1 1 9 0,097 0 ,079 0,064 0 ,0 5 1

*1 0 ,0 4 1 °>°33 0 ,0 2 7 0 ,0 2 1 0 ,0 !  7 0 ,0 1 4 0 ,0 1 1 0 ,009 0 ,007 0 ,005

*1 0,034 0,003 0 ,003 0 ,002 0 ,002 0 ,0 0 1 0,00 X 0 ,0 0 1 0 ,0 0 1 0 ,0 0 1

Dla u, =  — u  mamy vt =  u -f- v.

E. Rachunek procentów składanych i rent.

1 . W artość K u  kapitału K  po upływ ie n lat przy stopie procen­
towej k  wynosi:

a) przy procencie składanym  ro c z n ie :
Ku  =  K p ’\

k 10 0 - ł- fc  
g  p  ~~ 1 0 0 ~~ 10 0  
oznacza czynnik procentowy roczny;

b) przy procencie składanym  okresami półrocznym i (papiery pań­
stwowe):

Kn =  K q 2",
. . 1 k 200 -f- k 

gdZle , ^ 2 ^ 1 0 0  =  200 
oznacza półroczny czynnik procentowy.

c) przy procencie składanym  ciąg łym  (gdy procenty co chwila do­
liczają się  do kapitału):

len

K „  =  (e patrz str. 40).
Dla procentów składanych r o c z n y c h  służą praw idła następujące:



2. Jeżeli na początku każdego roku będziemy wkładali sumę S, to 

w końcu roku nso wartość wkładów  łącznie z procentami wyniesie:

p — i

3. Jeżeli kapitał K  w  końcu każdego roku powiększa się albo 

zmniejsza o jednę i tę samą sumę l i, to po upływie n  lat wartość 

jego wyniesie:

K„ =  K p ” ± R  1} •
1  i> — 1

4. Kapitał K  w  warunkach powyższych da nam  kapitał i i i  po 
upływie:

»  =  log [Q> ~  1 ) Ky li] -  log [(;> -  1 ) K ± R ]  k t _ 

log p

B. Jeżeli corocznie odejmuje się od kapitału suma R  (renta) w ięk­

sza od procentów rocznych kapitału K, to kapitał zamortyzuje się po 

upływie:

„ — log R  —  log [ R  —  (p  —  i )  -K] lat
log p

6. W  celu nabycia renty l i  na następne n lat, należy wpłacić 

obecnie:

i : _ R ( p " ~ 1 '> 
pn (p — i )

7. W artość renty, płatnej w  przeciągu n lat, z kapitału K  wynosi:

, »  * > "  ( / > - ! )  

p "  1
8. Jeżeli mamy do wpłacania:

Ki po upływie nlt Ko po upływie i u , ____K m po upływie nm jedno­

stek czasu,

to można, licząc procent zwyczajny, bez straty lub zysku, całą sumę 

(K i -+- K 2-ł- ■ ■ • K J  wpłacić po upływie:

Ki u i -t- K i iu H - ..........■+• Km nm
n = ----- —----—----------——-----jednostek czasu.

h \  -H A g -i---------H K m

P. Szeregi.
Dwumian Newtona patrz str. 43 i 44.

a . S zereg i  a ry tm e ty c zn e .

W  postępie arytmetycznym a, a-i-d, . . .  a  -ł- ( n —  l ) d
wyraz »-ty jest:

II. Arytmetyka. 57



a suma n pierwszych wyrazów:

5  =  J/2 (a  +  # )n  =  [ s  +  ' ¡ 2 (» —  1)(2] n.

b. Szeregi arytmetyczne wyższe.

Niech będzie au (u, a3, szereg arytmetyczny wyższy,

A ax, ¿kio, Aaz , . . .  / ! « „ _ !  szereg różnic pierwszych,

A^cii, A2a2, A2a ; , . .  .A-an_ 2 szereg różnic drugich i t. d. 

gdzie Aa, — a2 —  a , , Aa2 =  a3 —  a2, A~ax =  Aa2 —  Aa, i t. d., wów ­

czas wyraz »-*7 szeregu głównego będzie:

1 .  an —  otj —ł— (?» —  1 )  ¿1«, - ¡-  (n — 1 ) 2 <d3a , -1- (n —  1 ) 3 A 3a, 
a suma n pierwszych wyrazów:

2. 2 a n —  na, -h (n)2 Aa, -+- (n)3 A^a, -t-(f>)4 A'a, -+-............

(sp ó łc z y n n ik i dw u m ian u  N e w to n a  p a trz  s t r .  43).

W zór na wyraz n-ty stosuje się i do n ułamkowego i s łuży do 
interpolacyi wyrazów  pomiędzy wyrazami szeregu danego.

Jeżeli mamy wyższy szereg arytmetyczny rzędu k-S°, to wzór na 

a„ i na 2 a n kończy się na wyrazach, zawierających A*a,.

Szereg zawierający n wyrazów, może być najwyżej (n —  l)-£° rzę­

du i wówczas przytoczone powyżej wzory kończą się na wyrazie, za­

wierającym An~1a,.

c. Szeregi geometryczne.

W  szeregu geometrycznym: a, aq, 07- , . . . . ,  aqn~l wyraz n-tJ:

u =  a q"~~1, 
a suma n pierwszych wyrazów:

■'q—1 9—1
Jeżeli n =  co , a q jest ułamkiem właściwym dodatnym, albo od- 

jemnym, to:

tl. Niektóre szeregi szczególne.

1 .  i - + - 2 - ł - 3 -+- 4 -ł- 5  - ł - 6 4 - 7 -+---------\ - { n - l ) - h n  =  n

2.i+(i+l) + (i + 2) -H • • ■+(<, -  1) -t- q = {-̂ P)

3. 2 -4— 4 -f- 6 —ł- S —f-10 -4- 12 -f-14 • —t- (2?i — 2) -ł— 2u= h (ii -Y-1).

4 . 1 H- 3 -h  5  H- 7 -h  9 -H 11 -4- 13 -t------ H (2n -  3) - K 2n — 1) = n V
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5. l 24-224-324-42-h52-t-G24---- t-(n -  1)24-
1  ■ Z  • o

6. 6 ^ -ł-• • •-+-(/*—  1)3-+-7ł3=

7. l 44- 2 l4-3<4-4J4--514 - v - 4 - (» — l ) ‘ 4- !i‘ ==-^4-
O

8 r ! ”*■-+• 2m+ 3”» 4-4m4-5m+ 6W + - ( » - l ) m + n r‘

' L hm + 1

1  1

II. Arytmetyka. 5g

\  71) 1 ' 1-2 ' l-2-3_l_l-2-3-4."' ^1-2-3-4-n’

dla n =  co. (Wartość e patrz str. 40).

4-

n = m  n»-1- 1  

1
4-

c. Szeregi potęgowe i logarytmowe.

1 .  e * :
T  T  “ /»»3 n*4 o’ 5 ̂ w U/ «o %(/

n ' 1” 2 7 '+ ' 3 7 ' ł' 4 ! ' t“ 6 T 't" -
n i  ln a  (ln a )2. O a ^ l  +  ^  +  U . , ,  (ln a )3 

'2 -+■ —^ a:3 -+- ■
3 !

■ oo <C x  <  4 -  oo .

3. l n ( l ± g )  =  ± x - . | - ± ^

1 4 -  a;
4.

B. in i d z i = = 2 f —
a: — 1  V x

/ x 3 x 5 x 7 
=2 ( x 4 - g - 4 - - g - 4 - T -

3te3 5 x-
4- ■ • ) ;  —  1  >  a,

6. l n x = 2
g -

£4-1 

7. In (a-t-x)=ln a-t-2

1  1 / *  —  i y i / « — i y  i / g — i y

B\x4-1/ 7\x4-iy
0 < g < c o .

1/ \3

2o-)-g 3\2a4-x/ 5\2«4-x,
0 <  a  <  4- oo

f. Szeregi wyrażające funkcje kołowe i odwrotne łuku.

W e w zo rach  1 do 4 o zn acza; x = ( a :  180) <p% g d z ie  (p j e s t  k ą te m  śro d k o w y m  w  sto p n ia c h

1 • x1 .  sin x =  j - j -

2. cos x  —  1  -

3. tg x = i 4

X3 g 5 
— o~7 "H”  7 —

X7 X9
• —“4“  rr— ■

g 11
3 ! o l 7 l 9 l — i r j - ł  ;

a;2 x< X6 X8 x ‘0
2  !*ł_4 1 1 0 ! H ’

g 3 2 - g 5I i 1 7 -x7 62 -x3 T t-
3 3 - 5 1 32 -5-7 32 • o •7 • 9

n
2 *
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A _4 __ 1  x  x 3 2 x 5 a;'
‘ g X — k — 3 — 3^ “ 3^ 7 _ 33 -52-7 ‘ 

_ . 1 x'3 1 • 3 x 3 1 • 3 • B x 7
' ar° S m X ~ * + 2  3 + i T 4 B + 2 ^  7  +

■9«■3 0'5 r)*7

6
* « . w

. arc tg a ;= = a ; — — Y

i +  i

XJ

‘ 9 *
3-5

F +  r
3 -5-7

7 . — =  . !  +  — 1 ...
0 2 2 *3 *23 2-4*ó*2s 1 2 ‘4*6*7*2T ' 2-4-0-8-9-25

—  1 < * < -t- 1. 

—  l ^ S ^ - t - 1 .

-1------- ; (p. s t r .  40),

(L u b ie n ie c k i)

=  ( i + t )  _  ,/s (■ * +  - p )  + 1/ 1  ( I + i ) _  v ’. ( ■ ? + 1 ) + ' ' "  (E u lo r )= 4̂ _i--j—L- + _L + ...')_/’i_L_ + _i--- ) (Machin)
\5 3-8j T 6:i;Sl>T 7-5, .~ )  \239 3-239jT  5-2305 J K

= 0,785398103397 448 -

III. FUNKGYE KOŁOWE I HYPERBOLICZNE.

A. Eunkcye kołowe.

{T a b lic e  f u n k c j i  k o ło w y c h  p a tr z  s t r . 26 —  29).

Stopni 0 90 180 270 360 30 45 60

sin =  

cos =  

tg  =  

ctg =

0 

+  1  

0 

00

- t - 1

0

00

0

0 

—  1  

0 

co

- 1

0

co

0

0

-4-1

0

00

7 ,  

7 * V  3

lU V  3
1^3

V ! #

7 , / *
1

1

' U V 3 

ł/t 
f  3

V * K 8

Funkcye

K ąt cp leży pom ięuzy Jeżeli a <  90°, a  k ąt cp ==

0° i
90°

90° i 
180°

180° i 
270°

270° i 
360°

=h a ,90 ± o 180 ± a 270± a

sin (p =  
cór! qp —  

tg cp —  
ctg 93 = H-

-4-
”4“

± s i n  a 
-ł-co sa  
d= tg a  

— ctg «

4-cosa 

==sin 0 
=f=ctg-a 

=t= tg 0

=psin a  
— cos a  
±  tg a  
± c t g  a

— cos a 
± s i n  a 
=ł=ctga 
=P tg a

sin (45° ± a ) = c o s ( 45 , =pa); tg (45°  d= a) =  ctg (45°  =p a).



а. Związki pomiędzy funkcyami jednego i tego samego kąta.

i * o  i o -i ci x sin cc
i .  sin** a -4- cos2 a =  1, 2. tg a = ------- •

cos a

3 cos cc j .
. ctg a =  —--- - 4 . tg a  ctg a  =  1.

sin a

б. 1  -t- tg2 a =  — • 6. i -+- ctg- a  =  - r 4 -----rs/ic-4 r,

III. Fun’.:cye kołowo i liyperboliczue. 61

7 . s in a  =  y i — cos2 a ;

s in 1“ a  
tg a  _  1

8. Cos a == ]/1  —  sin2 a  :

y  1  -+- tg2 a y  1 - + -  ctg2 a
1  ctg a

o * Sln a9 . tg  a  —

K 1  -t- tg2 a  | / l  +  ctg2 a

^ 1  — cos2 a  1

J / l  — sin'-a cos a  ctg a

lrv . V-1 —  sin3 a cos a  110. ctg O! =z ---------—  =  —  — ----- -
s in a  J / l — cos2 a  t g “

1). Związki pomiędzy funkcyami dwócli kątów.

1 . sin (a =b /?) =  sin a cos /? ±  cos a  sin p.
2: cos (a = t  /?) =  cos a cos /? =p sin a  sin /?.

3. tg ( a ± ® =  [tgarfctg/?] : [1 rp  tg a  t g /?].

4.; ctg ( a ± f l  =  [ctg a  ctg ./?. =p 1]: [ctg p =±= ctg «].

5. sin a -I- sin P — 2 sin 1/1 (a -+- /?) cos */2 (a —  /?).

6.. sin a  —  sin fi —  - 2  cos ’/» (& ■+- j8)-sin J/3 (a —  fi).
7. cos cż -f- cos fi —  2 cos V2 (a •+" 1®)cos 7a (“  —  $)•
8. cos a  —  cos f i - =  —  2  sin 1L  (a ■+- fi) sin ' L  (a —  fi).

sin (a ±  P) '  ■; , . „ s in (/?± a)-
9. tg a  ±  tg f i = -----i------- ^  • 10. ctg a  =ł= ctg f i  —  —------- —- 5 - '

. .cos a  cos /i sm  a sin fi

1 1 . sin2 a —  sin2 fi —  cos2 fi —  cos2 a  =  sin (a -t- fi) sin (a —  fi).
12 . cos2 a  —  sin2 p —  cos2 fi —  sin2 a  —  cos (a -+- /?) cos (a —  fi).

13. sin a  sin fi —  '/s -COS (a.—  fi) — . V2 cos (a -+- /?).

14. cos a cos /? §=  V2 cos (a  —  /?) "I- V2 cos (?  ■+" /?)•
15. sin a cos fi —  '/3 sin (a -1- ffy -+- V2 sin (a —  fi).

16 ." tg « ' t g / ?  3 ' f l P '  -  - l i f e :
ctff a  -ł-

17. ctg a ctg fi

ctg a -+- ctg fi 
__ctg a  -+• ctg f i __

ctg a  —  ctg /? 
ctg a  —  ctg /?

- tg a - f - t g / ?
_  tg a  -i- ctg fi _

tg “  —  tg /? 
tg *  — ctg /?

ctg a -1- tg fi ctg a  —  tg ^



c. Wzory dla wielokrotności i części ksita.

1 . sin 2 a =  2 sin a cos a; sin a  = :  2 sin ‘/2 a cos ‘/3 a -

2. sin 3 a  =  3 siń a cos2 a  —  sin3 a  =  3 sin ot —  4 sin3 a.

0 2  Dział pierwszy. — Matematyka.

3. sin ii a =  n sin a cos” 1 a  —  (»)3 s in3 a  cos'

(n)5 s in5 a cos” 5 a  ■

4. cos 2 a —  cos2 a  —  sin2 a =  1 —  2 sin2 a  =  2 cos2 a  —  1.

5. cos 3 a  —  cos2 a  —  3 sin2 a  cos a =  4  cos3’ a  —  3 cos a.

6. cos n a  —  cos" a —  (;i)2 s in3 a  cos"-2  a

-t- (n), sin4 a  cos"-4  a —  >-•

' 1 — cos
7. sin

8. cos */2

7 . » = / / -

-i—cos a

: V2 F l  -+- sin a —  */2 ]/l —  sin a . 

: V2 K l- I- s in  a -+- V2 l ^ l  —  sin a  .

9. tg V2 a  =  j-
-f-cos a

1  —  cos a __7 / l

sin a  / /  1

s in a  l- ł- c o s a  7 / 1  -10 . ctgV2 a =  ---------= --- ;----- = / /  7 r1  —  cos a sin a 1/' 1  •

1- -1- cos a

1 1 . tg 2 a :
2 tg a

tg a :1  —  tg2 a  ctg a  —  tg a ’ 1  —  tg2 V2 a
ctg2 a  —  1!2. ctg 2 a  =  — y, c t g «  -  V2 tg c t g « -

13. tg 3 a

15. sin a

3 tg a —  tg3 a 

1' 1 —  3 tg2 a 

2 tg V2 «

14. ctg 3 a :

16. cos a =

_ctg2 y2g—1 
2 ctg y 2 c

ctg3 a  —  3 ctg a 

3 ctg2 a —  1 

, 1 - l g 2 */,« -
1 -ł—tg» / , *  '■ 1  -+- tg3 y2 a

17. sin a ±  cos a =  i 1 =Ł= sin 2 a =  J^2sin (a ±  1/i  j i).

d. Potęgi Trstawy (Sin.) i dostawy (Cos.)*

1 . 2 sin3c( =  l  —  cos 2 a. 2. 2 cos3 a  =  1 -i-cos 2 a.

3. 4  sin3 a  =  —  sin 3 a -4- 3 sin a. 4. 4  cos3 a  =  cos 3 a  -I- 3 cos a.

5. Jeżeli n  nieparzyste, to:

( 1  \"—1 5m a==Uv sin n a  —  (»), sin (n —  2) a -+- (u), sin (n —  4) a 

1 1 - 3

—  (n)3 sin (n — 6) a-i---------t- (—  1)‘" (n)„_3 sin 3 a
n—1

1 ) 2 (« )„ _ ! sin a



Jeżeli 7i parzyste,* to: 

sinw a  =  — ; > -j~"cos n a  — (u)t cos (ń —  2) a  -ł- (/ł)2 cos (n — 4) a~r—
2 ł L

»—4 »—2

•   ----- h  ( —  1 )  2 ( » ) n _ 4  C O S  4 a  +  ( —  1 )  2 ( > 0 » _ 2  c o s  ^  a

T ~  T "  '
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6. Jeżeli n nieparzyste, to : 
/  1  \n—l ’

c o s  a  =
!  i  X «- 1 r
.^2 J  cos u cc -f-

- (»), cos (n —  6) a  -

-t- (ii), cos (n —  2) a  -t- (>i)2 cos (n —  4) a

Jeżeli n parzyste, to :

- (» )„_ s  cos 3 a  •+• (« ) ,,_ !  cos a 
~ 2 ~  2

cos" a  =  ( - ł - ' "  1 cos ii a  -+- (n)j cos (» — 2) a  -+- (»)2 cos (n —  4) «  -+• 

•+- (n)„_j  c o s '4 a  4 -  (n)„_2 cos 2 a  j  -+- (n )^  •

e. Wzory dla łuków różnych fiuikcyi.

1 -t o ^  ^1 .  arc sin u  =  arc cos y 1  —  w2 =  arc tg -
j / i .

arc cos «.

2. arc cos m =  arc sin J / l  —  u 3 =  arc tg — ----- —  =  -5 - —  arc sin u.
U 6

Q . , U  1  1
o. arc tg u  =  arc sin —  =  arc cos — ■ =  arc ctg —

j/ l- ł-  u2 J / l  -+- ił2 '«

w , 2 u  , ,  . 2 u  >, 1  —  « ’
• =  / s arc  tg f Z T ^  =  Vs ^ c  sin —  >/2 arc cos ^

4 . arc sin u ±  arc sin v =  arc sin (uj/l — t?2 =b u J/l — u-)
=  arc cos ( j / l  — u2 j / l  —  i;'J =p ti v).

5. arc cos u arc cos v —  arc sin (w J/l —  u 2 =±= u J/l —  v'J)
—  arc cos (u v J/ 1 —  u J j / l  —  u2).

G. arc tg ii ±  arc tg v =  arc tg —---— • (Dalsze patrz p. b . , str. 68).
1  == u o
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f. Związki pomiędzy trzema kątami a ■+■ 0 -t- y =  180°.

1. sin a  -+- sin /? sin ■/ =  4 cos ‘/s a  cos lj2 0 cos */j 7-

2. cos a  -+- cos /? -+- cos y =  4 sin ‘/ j a  sin Y2 0 sin ‘/2 y —t— 1.

S. sin cc +  sin(5 —  sin 7 —  4 sin ‘/2 a sin ‘/2 0 cos ,/3 7.

4. cos a  -t- cos 0 —  cos 7 =  4 cos ‘/s “  cos V2 0 sin V2 7 —  1.
5. s in2 a  -+- sin2 0 -+- sin2 7 =  2 cos a  cos 0 cos 7 -+- 2.

6. sin2 a  -+- sin2 0 —  sin2 7 =  2 sin a sin 0 cos 7.

7. tg a tg -t- tg 7 =  tg a  tg $  tg 7.

8. ctg */2 “  •+- ctg ‘/2 0 -+- ctg */2 7 =  ctg J/2 «  ctg >/2 ctg Y2 y-

9. ctg a ctg 0 H- ctg a ctg 7 ■+- ctg /? ctg 7 =  1.

10. sin 2 a -+- sin 2 $  -t- sin 2 7 =  4 sin a  sin 0 sin 7.

11. sin 2 a -t- sin 2 /? —  sin 2 7 =  4 cos a  cos jS sin 7.

B. Trójkąty płaskie.

W zory dla pól trójkątów  patrz rozdział V II dzia łu  pierwszego.

Niech będzie: a, b, c boki trójkątów ,
a, 0, 7 kąty przeciwległe tym bokom, 

q promień koła wpisanego, 

r promień koła opisanego, 

s = l/i (a-^-b-+-c)  połowa sumy boków.

Ponieważ a -l- 0 -+- 7 =  180°, więc i wzory 1 do 11 stosują się 

także.-

a. Wzory ogólne.

1. -r—  =  ~^~3 =  =  2 r.
sin a  sin p  sin 7

2. a  =  6 cos 7 -+- c cos 0\b =  c cos a
3 . a? —  b- -V- c* —  2 bc  cos a

=  (ii -+- c)2—  4  b c cos2 a  4 . . tg  a
=  (6 —  c)2-+- 4  c sin2 Vs a

a  cos 7; c =  a cos #  - 

a  sin 7 
— a cos 7

■ b cos a.

. a  l / ( x  — b' 
■ sm 2  1

' W

b) (s — c)
ś- c0S~Ź = j/ :

s (s — «)

7 . t g fc -  = tg -s (s —  a) s —  <

8. ( a &):  c ==  cos (“  —  0) '• cos J/2 (a -+-/?).
9 . (a — i ) : c =  sin  (“  —  $ ) !  sin lk  (*  ■+* $)•

10 . (a -ł- 6 ): (a —  6) =  tg l/a (“  +  .#): lS  */* (tt ~  £)•

£
2

7 o7; c _  7 /(s_
2 4 r s  J /

• «) (s — o) (.? — c)

12 . D ługość dwójsiecznej, skierowanej ku bokow i o, w ynosi:



_ 2 /a b s (s  — c)__\/ ab [(g -f- b)2
ci h a -t- b

13. Długość ośrodkowej, skierowanej ku bokowi c, je st:

m ,== Vs ]/2  (a2 -+- b2) —  c2 .

14. c2 =  (a b y - ( l—  ~  j  =  2 (a2 -h  63 —  2  w 2).
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b. Trójkąty ukośnokątne.

Dane: Szu ­
kane: W Z O R Y :

a, b, c a
- ł -  C2 —  a ‘J  w z ó r  5  (d la  kąW w  m a ły ch ), albo

CO S OL = -------- jr—------------j w z ó r 6 (d la  k ą tó w  b lisk ic h  90 %
2tu C  p a trz  pod  a ^ , s t r .  64.

R . „  & sin a

y
a

y =  180° — (a -|- /?).

sin a
Jeżeli «  >  b, to f? <  SO1 i /? <  a.
Je ż e l i  6 > o > 6  s in  a , to  d la  je d n e g o  z m o ż liw y c h  tró jk ą tó w  

b ędzie: i  <  <  90° ,  a  d la  d ru g iego  tr ó jk ą ta  # >  90° .
J e ż e l i  & s in  a  a ,  to tr ó jk ą t  o d p o w iad a jący  e lem en tom  dan ym  

n ie  is tn ie je .

u ,  a ,  p b, c
, a sin /? a  sin y  a  sin (« -+- /?) 
u . j C . . * sin a sin a  sin a

a. ^  '/ « ,  0 t g a = — ; fi —  180° —  ( a  .-+- y ) .  
o —  a  cos y

Albo: 7 2  ( a  H -  j8)  =  9 0 ° j—  72  7  i

c

tg V2 (“  —  j9) =  ctg ‘/2 y ;

z oznaczonych l/2 (<*+/?) i '/ i (“ — $) określam y a i j9.
... s ;--------------- — ci sin y a — b .

c  =  ] '« -  -+- b1 —  2  ab  cos y =  —r— 1 = -------- , jeżeli
sin cc cos cp

2  1 «ii sin l/o v
t 8 ” “  « - 6  '

c .  T r ó jk ą t y  p ro sto k ą tn e .

a i /; przyprostokątnie, c przeciwprostokątnia, a  kąt, naprzeciw któ­
rego leży bok a.

1. a s s e sin a. 2 . b =  c cos a. 3 . a  =  b tg a. 4 . b =  a ctg a.
5. o 2 -+- b- =  o2.

P o d rę c z n ik  te ch n icz n y . T .  f.
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C. Trójkąty kuliste.
W z o ry  na pole trójkąta kulistego patrz rozdział V II działu pierwszego.

Niech będą: a, b, o boki trójkąta,
a, fi, 7  kąty przeciwległe tymże bokom,
* = 7 2 ( a - h b  -t- c), _ . ...
a —  7 - (®  ■+• fi y)\
e =  a - h  j3-+-y  — 180°  tak zw any nadmiar kulisty, to:

j  sin a ___ sin b _  sin c
sin  a  sin fi sin 7

2. cos a  =  cos ?> cos c - f- sin b sin c cos a.
8. c'os a  =  —  cos fi cos y -+- sin fi sin y cos a.

- 4. cos a sin b =  sin a cos b cos 7 4 -  sin c cqs a . 
ctg a  sin b —  sin y ctg u -+- cos y cos h.

5 . c ó s a s in f i  —  s i n y c o s a  —  sin  a  cos $  cos c. ___
ctg a  sin/? =  sin c ctg a — cos c cos f

„  a __ I / — cos a cos (a — a) _ a  __7 / cos (o — fi) cos (a—y)
2  j /  sin fi sin y ’ C0S 2  ^  sin p  sin y

-  ot 7 / s i n ( s —  A )s in (s—  c) a  7 / s i r
7 .  s i n -5 - =  / /  --- i --- . /  C O S - n - =  / /  —

2  // sin b sin c ’ 2  1/
' sin s sin (s— a)

sin b sin c

8 .  ct , ,
sin 7

9 . tg  lU s —  j/ tg  Vs S tg ‘/2 ,(f —  a) tg '¡2 (f —  b) tg V2 (s —  <0 - 

Analogie N epera .  

W zory Gaussa .
1 .  cos ‘/2 (“  H- ¡8) cos 7 s c == cos. J/2 (a -i- J)  sin */2 7.
2 . :sin '/2 ( « - i - Ą  cos lh c = =  cos y 2 (a —  5) cos */*y.
3. cos V'2 (“  —  $) sin */, c =  sin V2 («-+- 6) sin >/2 >•

4. sin J/2 (a —  fi) sin */2 == sin .'/2 (a —  i )  cos V2 7.

Dla trójkąta kulistego prostokątnego,  w  k tó ry m  c jest przeciw- 

prostokątnią, a przeto 7 =  90°, mamy wzory następujące:

1 .  cos c =  cos a  cos l.==  ctg .a ctg fi-, ; ,



D. Funkcye hyperboliczne. *■)
(Tablice funkcyi hyperbolicznych patrz str. 30 — 34).

a. Wzory zasadnicze.

1. Funkcye hyperboliczne zna jdu ją  się w. takim samym z\yiązku 

odnośnie do hyperboli, w  jak im  funkcye kołowe (sin, cos ,. . . )  do koła 

Niech (rys. 6) O będzie środkiem, A wierzchołkiem równobocznej hyper­
boli (por. rozdział V IB .  b  2), której 

półoś rzeczywista O A równa się Kys. 0-
jedności; niech B  będzie punktem 

dowolnym nakrzywej; przeprowa­

dzamy BB ' prostopadle do O A 
i wyznaczamy punkt O przecię­

cia cięciwy B B ' z osią rzeczy­

wistą i punkt D  przecięcia prońiie- 

nia O B  ze styczną A D  w  wierz­

chołku hyperboli. Odcinki B 0,
0 0 i D A  uważam y jako  funk­
cye zakreskowanegćTpola hyper­

boli O B A B 'O  i oznaczamy:

BO =  sinh cp,
.0 0 =  cosh cp,
D A  =  tgh cp,

gdzie (p =  polu O B A B 'O  =  podwójnemu polu O BA O.

Następnie oznacżamy — =  ctgh<p,.
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tgh cp

2. Mamy: sinh <p 

sinh cp ev

tg łup
F -

ctgh cp =

cosh cp - 

coship <P

sinh cp

patrz str. 

40.

e V - e - V ”  .
cosh ł— sinh cp=e<F; cosh cp —  sinh cp=e~g); cosh2 cp —  sinh2 (p=\.

3. Funkcye hyperboliczne, podobnie jak  kołowe, są funkcyami pe- 

ryodycznemi; leaz peryod jest tu urojony i d la funkcyi sinh i cosh 

równa się 2 in , dla funkcyi tgh i ctgh równa się in .  D la rzeczywistej 

wartości zmiennej cp mamy:

cosh cp^_ 1 , —  1  .<; .tgh cp <J -+- 1 , ctgh2 cp 1 ,

podczas gdy sinh cp może przyjmować wszelkie wartości (dodatne 

lub odjemne).

4. Mamy: sinh (— cp) =  —  sinh cp; cosh (—  cp) '=  -ł- cosh cp;
tgh (— cp) == —  tgh ip; ctgh (—  cp) =  — ctgh cp;

*) Zbiór szczegółowy wzorów i tablic znajduje się: Łagowski, Tafeln der Hyperffel- 
funktionen i  t. i ,  Berlin 1890, Wilhelm Ernst & Sobn.,



b. Jeżeli sinh qi— u, to pisze się <p =  ar sinh u,
czyli, że ar sinh u oznacza takie pole hyperboli, której sinh rów ny 
je s t « .  Odpowiednio oznacza się ar cosh u, ar tgh u, ar ctgh u*).

M am y:
.  _______   1  1 -t- u

ar sinh u =  ln (u -t- ] '  u2 -+-1 )  ; nr tgh u —  -¡r- ln -------- ;
¿i X —  M

ar cosh u ==  ln (u -+- V  u2 —  l ) ; ar ctgh u =  ln -

6 3  Dział pierwszy. — Mateuiatyka.

b. Związki pomiędzy funkcyami kołowemi i hyperbolicznemi.

e* >'* eix.__~ <x
1 .  cos x —  cosh i x  = = --------------- 2. sin x  =  — i  sinh t x = — - i - r -------- -

2 2 1 
e< x _ e— ix

3 . tg  x  = r — i  tgh i x = —  t ■

4 . ctg x  =  i  ctgh i x  =  i - ix •

ßX g  ^ # __ß %
5. cos t 'x = c o s h  x — ---- =------ 6. sin t x = i  sinh x = t — ~----------

Z
X  — X_ g  __ß

7 . t g » x = = i t g h x = i -
cx-+-e

ex-+-e~x
8. c t g ix  =  — i c t g h x = —  i — ---- —  ■

ex— e x
9 . arc cos x  =  —  t ar cosh x = —  i  ln [x-t- i 1 1 —  x 3 ] .

10 . a rcs in  x — —  i a r s i n h x  = — t‘ In [ i x - ł - J ^ l —  x 2 ] .

. 1  • , 1  , 1  +  i i
1 1 .  a r c t g x  = — i ar tgh i x =  ln *— H r - •

2 i  1  — i x
1  . i x  — 1

12 . a r c c t g x = t  ar cttfh i x =  : l n- — — .
0 3  2 1 « x - t - 1  _________

13 . arc cos i x —  — i ar cosh i x = ' / t i i  — i  ln [x - ł-  V 1-+-X*] .

14. arc sin « x = i  ar sinh x = i  ln [x-4- i l - t - x Tj .
i  1  - f -  X

lo .  arc tg %x —  i  ar tgh x  =  ln ---------
£ 1  — x

1 X ' 1 i.
16 . arc ctg tx  —  —  i  ar ctgh x  =  — =- ln ------  •

2  x — 1
W zory 9 do 16 porów naj z wzoram i pod e . , str. 63 .

• )  O zn aczen ie  a r  p o c h o d u  od  a re a  —  p o w ie rz c h n ia  (pole).



c . W ła ś c iw o ś c i  fu u k c y i  liy p e rb o lic z n y c lu

Związki, wyprowadzone w  III., A. (str, 60  i n.) dla funkcyi ko­
łowych i ich wartości odwrotnych, stosu ją się w  sw ej postaci i do 
funkcyi hyperboiicznych, oraz ich wartości odwrotnych, należy jednakże 
niekiedy zmienić znak. Stosujem y zasadę następującą: ze zw iązku dla 
funkcyi kołowej otrzym uje się odpowiedni zw iązek dla funkcyi hy- 
perbolicznej, podstawiając w  pierw szy a = i x y ß = i y  i stosu jąc rów ­
nania:

cos ia '= c o s h  x , sin i x — i sinh x} tg  i x = . i  tghrc, ctg i V =  —  i  c tgh ® 
po uprzedniem podzieleniu, w  razie potrzeby, obu stron przez i , i 2 . . . .  
(Por. uwagi- do tablic E . ,  str. 42).

P r z y k ł a d y .

1. N a s t r . (31 b .  11 m am y: s in 3 a  —  s in 5 ß —  s in  (a  -f- ß) s in  (a  —  ß).
D la  a —  ix , ß = = iy  b ęd z ie  sin*, i a ; — s in 3 t y  =  s in  i  (x y) s in  i  (a; —  y ),
albo i*  sin h a x  — i* s in h 3 y  =  i  s in h  (x - f  y) i  s in h  {x —  y) =  ia s in h  {x  -f- y) s in h  (x —  y)\  

p rz e to  s in h 2 x  —  s in h 2 y  —  s in h  (x +  y)  s in h  (a: —  y).
2. Z  w zo ru  f .  1, s t r . 59 w y n ik a :

IV, Rachunek różniczkowy i całkowy. 09

_  i  x  (i a;)4 ( i  a;)5   . ( x  i3 a;3 t* a:5  

“ Tl TT + ITT “  — * \J1 “* Ti" + TT '

p rz e to  sin h 'a; =  *+• —  - f  t ~. • • • * i —  oo < * < • + ■  w  •
1  ! o ! o  !

•y.

IV. RACHUNEK RÓŻNICZKOWY I CAŁKOWY.

A. Wzory różniczkowe.

W  wzorach przytoczonych poniżej x, y, z, u . . . .  mogę być zmien- 
nemi niezależnemi, ja k  również iunkcyam i jednej i tej samej zmien­
nej (()•

1 . d(a-i-x) — ilx.
2 . d(ax)-=a • dx.
3. d(x-i-y-{-z-ł-u-+- ■ • •)— dx-ł-dy-hdz-+-du-±- ■ ■ ■
4. d(xy)=x • dy -+- y ■ dx.

- , / dx dy dz du \o .  a(xyzu‘ ■ ■)— [ ----- (- —  -i------- i------- !- • • •  * « * « • ■ ■
' \x y z u J

6 d — — y (lx- x -dy . 7  d np— mg ^
y y2 ’ ' p-hqx (/>-+-<7 z)2

—v. dx 1 n , 1  <1 x



11 . d e t= e c- dx.  12. d a x=  ax In a  • dx.
13 . <ixJ' = x J,—1 (x In x • d y - h y  ■ dx):

14 . d l n x = —  • 15 . r fIogx  = •
x  In a x

, 1  c o s x - d x
16 . d s i n x = c o s x • dx.  17 . a ——  = ---------7 -5— •

sina: s in *x
1  sin x - d x
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18. d cos 2 = — sin x  • dx.  19 . d -
cos x cos“ x

20. d t g x  —  — y -  • 2 1 .  d ctg x ;
cos * x  sin2 x

22 . d arc sin x —  • 23 . d  arc cos x
V 1  -  x"~ V I  -  x-

24 . d arc tg s =  j — -a • 25 . d arc ctg x  =  -  ■

W ogóle:

26 . d F ( x , y , z . u -  ■ •)  = - T-  d x - h  -5— dy  -+- -5— d z -t-  3 — d  u -t-  •
v '  <)x ¿2/ J  <)z du

27 . d" F ( x ,y ,z ,u  • • . ) = ^ —- d x n - h n — — Ę-— d x n 1  d j M - •
3 ’  d x "  dxn~ 1 dij

, f d F  , d F  , d F  J  . \ ”
albo (symbolicznie) —  dx-+- d y - h  d z - l------ J  ,

jeżeli, po rozwinięciu w  prawej stronie nawiasu podług dwumianu 
Newtona, (p. str. 43) zastąpim y »-*» potęgę d F  w  liczniku n*t»‘ po­
chodną cząstkow ą funkcyi F .

li. Szeregi Taylora i Maclauriua.

I. S z e re g  Maclaurina.

f ( x ) = / (  o ) + ± f ’ ( p % - £ r ( P ) + ( o) • • •

• - ■* 4 * ¡SwS'-'’<°>+*.•
/(O), f ( 0 ) ,  f {  0), • ■ • ' • / ' ”  -1'  (0) oznaczają wartości, które przybie-

dla x — 0'. W yraz dopełniający,
czyli resztę szeregu w yraża:

^ = 5 - / M ( 0 l )  albo ^  =  ( 1 ~ y ~ ; XV W).(Q ^  • 

gdzie 0  oznacza dodatny ułamek w łaściw y.



/ ( « + i ) = / ( i ó  +  Ą / W + | ! / » ( , ) + . . .

« + a**. ■
Reszta szeregu wynosi:

R n= ~ / n)( x + e h )  aibo ^ ; = - ^ ^ " 1 ) , A" / " ) ( « + e * ) >

gdzie 0  oznacza dodatny ułamek w łaściw y.

3 .  y+k) = / ( x ,  y) -+- ó / ( x , y) -+- ̂  ó2/ ( x ,  y)
H-g-jó-TT*. V ) r t/) H--------- , gdzie

d x a y  d y  1

<53/ ( * ,  » ) = ; *  v a > Ł ł  ' g y f a y )  +  fc3

ax6 ()x'oy ó x o y  oy6
i t. d.

Szeregi M aclaurina i T aylora  można w tedy tylko stosować, gd y  
/(x ), oraz w szystkie pochodne, w  granicach od 0  do i  i od x  do 
x-t-h są  S k o ń c z o n e  i c ią g łe .

C. Postacie nieoznaczone.

- 0  w (x) 0
1 . -jr- ■ ■ Jeżeli ułamek ■2~ ~  dla x = a  przybiera p o s t a ć ^ - ,  to

0 ip(x) _ 0

otrzymamy w artość  istotną, jeżeli utworzym y ~~rr\ * podstawi-
*P W

my x =  a; rp' (x) i i('/(x) są pochodnemi funkcyi cp(x) i ^ (x )  wzglę­

dem x. Jeżeli — 4 przybiera znów p o stać™ , to wartość istotna będzie 
m 'i«  0 ’

« i t d
V"(a)

o 00 0<2. — • Postępujem y tak samo;, . ja k  w  przypadku -q- •

8 . O .c e .  Jeżeli w  rp(x) • ip(x) d la x = a ,  będzie ip(x)^rO i y ( x ) = a > ,

to dla otrzym ania wartości istotnej nale/y założyć —^  ==y ( i )  i po-

Stąpić, ja k  w  przypadku 1 .
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2. Szereg Taylora.
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4 .  O0, l 00, oc°. Jeżeli w yrażenie | ^ t ) ł W  dla x = a  przyjm uje
jedną z postaci powyższych, to, gd y założym y cp{x)
mamy: ln y =  n> (x) • ln (x), przeto >j —  ev ^  ' ln Załóżm y na­
stępnie In ę { x ) = f { x ) ,  a otrzym amy wyrażenie ¿v ^ ’ ^ x\  w  którem w y ­
kładnik wyznacza się ja k  w  przypadku 3 .

5 . co —  co. W yrażenie <p(x)—  ^(a;) =  oo —  co sprow adza się do 
przypadku 1 ,  mianowicie:

1  1

cp{z) — y>(x) _ ip{x ) ę(x)_
1_
00 ' co __ 0

1 0
qp(x)-ip(x)  oo • co

D. Maxima i Minima.

(N a j w i ę k s z o ś c i  i n a jm n ie j s z o ś c i ) .

1. F u n k cya  jednej  zmiennej. W artość x, przy której funkeya
y = f ( z )  staje się najw iększą, albo najm niejszą, w yzn acza się z rów ­
nania: f ( x ) = 0 ,

gdzie: y  jest największem , jeżeli 0,
y  „ najmniejszem, „ f ' ( x ) > 0 .

Gdy f ' ( x )  =  0, a  znalezione wartości x  mają czynić zadość w arun­
kom maximum i minimum, w ów czas powinno być również f " ( x ) — Or 
a  odpowiednio / IT( x ) ^ 0 ;  i t. d.

2 .  Fu nkeya n iew yraźna :  f i x ,  y ) = 0 .  W artości, przy których y  daje 
maximum albo minimum, winny zadość uczynić równaniom :

d f f a y )  o  f , .  >------------ =0, f ( x , y ) - -
dx

= 0  i w aru n ko w i^ ^ ^ 0 .
dy  ^

y jest największem, jeżeli 

y  „ najmniejszem, ,

“  a » / -
dx°- ‘ dy

=_ i ! T - d j -
ć x ■ _ J  3/_

: 0 ;

• 0 .

3 .  Funkcya z dwiema zmiennemi niezależnem i: z — f ( x , y ) .  W ar­
tości x  i y, przy których funkcya daje maximum albo minimum, otrzy­
m ują się z rów nań:

<>/(*, y) _  n  df ( z ,  y) ,
i>x ’ dy

■ 0.

z warunkiem: t L . f / „
dx- dy3

* . . . .  ¿ ' f  ■ <Pf-natenczas, jeżeli i
, J  ()xJ dy-

Ę f .  »V
O V •} «j  ̂'■■■'■ y ó1 *<)x- Oy-

m ' •0 ,
d xd y _

:  0, to z je st maximum,

- 0, to z je st minimum.



4 . Maxima i minima względne. Jeżeli maxima i minima funkcyi 
v = f ( x ,  u, z) m ają jednocześnie czynić zadość warunkom tp (x , y, z ) = 0  
i ip'(x, y,'2)==t), to oznaczm y:

U = / ( * ,  y ,  z) -+• }-<P (X, y, z) -+- p ip  {x, y, z) i załóżm y : 
du
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f a = f  (*) - + - v '  w  -t- p V  ( Ę  —  0, 

Yy — f  (21) -+- '■ <p’ (2/) H-: pv>'t (.y) =  o,

= f  iz) +  fP' (ZJ  PV>' (z) — 0 ;

f  (x) oznacza pochodnę 
cząstkową funkcyi f ( x ,  y, z) 

względem *  i t. d.

Następnie m am y: *  f o  y, a j U o ,

V  &  2/, 3) =  0.
Z  trzech pierwszych z pomiędzy pięciu tych równań rugujem y wiel­
kości pomocnicze /. i p  i następnie z pomocą dwóch ostatnich rów­
nań znajdujem y wartości x, y  i z, które odpow iadają maximum albo 
minimum.

E. Rozkład ułamków wymiernych na ułamki proste.

Na ułamki proste m ogą być rozłożone tylko ułamki wym ierne 
postaci:

f { x )  _  A x " - 1 -+- B x " ~ 2 -+- C x” ~ 3 H---------P x  -+- Q

x” -+- a x n~~l -Ą- bxn~~- H--------------\ - p x - \-q
Rozłóżm y F(x)  na iloczyn czynników linijnych i w  tym celu roz­
wiążm y równanie:

J  F (x )  =  0.
Jeżeli a, ft, y, ó, . . . będą pierwiastkami tego równania, to :

F(x )  =  (x — a)(x  — ft) (x —  y) (x — ó) . . . .
Odróżniamy trzy przypadki:

1 .  a, ft, y, d ...............są  rze cz y w is te  I różne.

/(*) — “ i & ~A «V
F(x) x — a  x — ft x  —  y x  —  ó

Liczniki ft„ yt . . . . otrzym amy z rów nań:

a  _  / ( “I  8 - M )  y -  / W  ,  _  m  , , J
1 F '  (a) ’ Pl F '  (fi)’ 11 F '  (y) ’ 1 ~  F '  (ó)

2 . Pomiędzy pierwiastkami są  równe i niechaj a  powtarza się m ra­
zy, ft r  razy ; w ów czas:

F(x )  =  (x — a)m ( x — f t f ( x  — y){x — ó) . . . ,

/ ( * ) _  n i , i g} a , n ________# L _
F (x )  ( * _ „ ) • »  ( i  —  a)m—1 ( z - a ) ” - 2 '  ■“  *  —  a  ( z - 0 ) r

 i- h-------h----------Śi----j_ ............
(x — ft)r x  —  ft x  — '/ x  —• <3



Liczniki oł , . . .  am otrzym ujem y jak o  spółczynniki potęg z°, z 1, . . .  
z "1" 1  przy rozwinięciu, podług w zrastających potęg z, następującego 
w yrażenia:
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/ ( “ -+ -z) =  -I- a ,2 +  «i Z! + '
(a —  0 - t - 2)r (a —  r  +  2) (*  —  < S-ł-z). • •

H--------
Podobnie znajduje się Ą  z rozwinięcia:

--- — ---- IS l± A ----------- =  ft+ J?2i  +  ft' s*-ł----
( i - a  +  2 ) ™ ( i - 7 H-2)(il-i)  +  z). . .

■ + • i? r  Z r _ 1  H -----------

7 i, ó] i t d. znajdujem y sposobem w skazanym  w  1 .
8. Niektóre albo w szystkie pierwiastki są  urojone, tak iż :

F  (x) =  (x — p -+- qi)  (x —p  —qi) $  (x).

Jeżeli pierwiastki s ą  różne, to postępujem y ja k  w  punkcie 1 .  i otrzy­
mujemy:

f(x) _  t . qa - t <p(x)

F(x) x — p - q i  x — p-^q i <l>(r)’

gdzie ttj ~  ~  q%\  =  A — iB, a 3 =  ^  =  A -H t 5.
F ' ( p - q  i)

Jeżeli rachunek chcem y przeprowadzić w yłącznie liczbami rzeczywi-
stemi, to obydw a urojone -(należące do siebie) ułamki proste łączym y
w jeden; otrzym am y wtedy jeden ułamek prosty rzeczyw isty, którego 
mianownik będzie stopnia d r u g i e g o ;  i będzie:

f(x) _ 2A (x—p) — 2Bq cp{x)
F(x) (x — p)2 -+- <j2 fJ> (a)

Jeżeli napotykają się  pierwiastki urojone równe, to postępujemy, ja k  
w  przypadku 2 .

F. Wzory całkowe, 

a. Wzory ogólne.

We wzorach 1 . do 8. u . i  ł- są  funkcyami zmiennej x.

1 . I a ■ du — a j  du,— a u -+- C.

■ 2. I (u -t-v) dx —j u  ■ dx -t- I  v-dx. (Całkowanie przez rozkład).

3 . I  u-dv —  uv —  I v - fiu. (Całkowanie przez części), .

■A. j ’/(x) dx =  Jf[<p (;/)] fp' (y) dy. (Calko.wame ^przez podsta-

.5 .  . J ~ [ S L  a)-di =  fU '.telZ). iti. - ( R a c z k o w a n ie  pod i
o & J  J  „d a k ienr całkowym).

zna-
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r  r  r  ('
6 - \ dy / / ( * »  y ) d x = - \  d x  \ f ( ? ,  y )d y .  > porządku

J  J  J  J  ) wami

7 . j  j  (p(x) d x  • d x  =  x  j"rp(x) d x  —  J xtp(x) dx.

(Odwrócenie 
całko­

wania).

b. Funkcye wymierne.

r”+l
' » 4-1

4 -O...

0. j\a 4- bx)n dz— (̂a ~hhxy

1 .

■ h  '

3. f — dx =  
J  x"

dx 

4 -  bx 

dx 

dx

(n 4 -  1) b 

ln x 4 -  0 =  ln cx.

-  - i-  ln (a 4 -  b x) 4 -  C-

4 - C .

- 4 - G .  14.
h

"  h 
dx

( n -  l ) x

ln c (a 4 -  bx).

1 H -C .

1 4 -  x s

x  . J  ( a 4 - f ix ) 3 f i ( a 4 - f ix )

: arc tg x  4 -  C  =  —  arc ctg X 4 -  0 .

-t- a .

'/2 ln ------J  4 -  c  —  —  ar ctgh x  4 - C ;
x  4 -  1

: arc tg

x  > -  L.

a -t-ftrr2 j / a &

dx 1 J / a f i 4 -  fix  _in i-------------- (_

c .

6 ’*) i  t — %  ln j ——  4 -  O= ar tgh x  4 -  C ; * . <  1 .
J l  -  x2 1 — x 

'■/

fix3 2 J/a fi y  ab — bx

1

d x
J/a fi

ar tgh x l  4 - (7.

a  >  0, fi >  0.

a 4 - 2  6x 4 - c x 2

arc tg " r C, jeżeli a c  —  fi5 >  0 ;
j/ac  — b'1 

. 1
ln

{/ « .;  — fi2 
J/fi2 — a c -

2 J/fi 3 — a c  J/ fi3 —  a C M -  fi 4-  c  X
1  , 6-4 -  c x  n

: a r tgh ; 4 -  CJ,

4 - 0

J/ h- — a c 1- I)'2 — a  c

jeżeli 
fis —  a  c :>  0 ;

*) O funkcyach liyperbolieznych i ich odwrotnych, patrz str. 67 i  nast*



C d x  1
następnie — ----------- -  =  — —--------- 1- O, jeżeli ft2 ±= ac.

J  a ~h 2bx -+- cx? h -+- cx  ’ J
dx
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0 1 /* (« - + -£ * )  i i ®  P , , . n i  . . c ic - P b  C
21 J  a + =  2~c ln (“ + 2 +  - 3 T - J  £i - i - 2  ł s  - t -  du2 

/’ / ’(a;) d x
22. Jeżeli w  / ----- --------------- - funkeya, f ( x )  jest funkcyą całkowitąJ  Cl —ł— Z u X  —h* C X
stopnia w yższego niż pierwszy, to rozkładam y funkcyę znajdującą się 
pod znakiem całkowym  na funkcyę całkowitą i na sumę ułam ków pro­
stych wymiernych, poczem całkujem y oddzielne składniki.

C d x  1  b -+- cx

h (a~h2bx-hcx-)p 2(ac—b!) (p —T) (a -i- 2bx -+- cx'l)p 1’ 
(2 ; j  — 3) c r_________ d x _________

2  (ac  —  b") (p  — 1 )  J  ( a - h 2 b x - h  uxi ) p~ 1

24 f  (a  ^  d x =  < L  &_________________ i __________
J ( a - \ - 2 b x - \ - c x r)p 2 c { p — 1) ( a - ł - 2 b x - \ - c x -)p~~1

ac  —  Pb r  d x

c J  (a  -+- %bx -+- c x ‘ )p

on i ł r f/W  ,, f A x m -+ -B x m- l -{------¡ - P x - ± - Q .  .¿b. Jeżeli I d x  = --------------------------------------------------------------------------- i  dx i m > n ,
J  F (x) J  xn~hax” -t- • • -+-px-\-q

to za pomocą dzielenia wydzielam y funkcyę całkowitą, a pozostałą 
funkcyę ułam kową rozkładam y na ułamki proste (patrz str. 73 i 74) 
i całkujem y każdą część oddzielnie.

c. Funkcyę niewymierne.

26 . J y  a -t- bx • ( / * = - ? _  (}/ a -+- bx)3 -+- G. 

d x
27 . f - p ^ T r r  =  ~ y a - h b x - h  a  

J  y  a - h b x  h

28. —  ab — 2  a p - h  (}bx) Y a - { - b x C .
J  ]/«■+■ bx Sh

29 . Całka I -----I—r-— -—- ....... przez podstawienie y  =  ]/«-+-/; x spro-
J  {a-+-px) Y a  ~hbx  .  

w adza się do postaci N. 18 albo N. 19 (str. 75). (Por. też N. 30).

30 . I |  ^ - r  dx.  Podstawiam y (/ a -I- bx —  ij.
(p y  a ■Ą-bx)



m .
J  v '  {m -H n) b

-  f  a;” " 2 { a - ł - b x ) n d x(m -+- n) b j
x n (a-+ -bx)n n a  f  ,—  i---------------------------- a,.’» ‘ (a  +  i * r  d x .

is +  ii m-bnj

f y 7 -
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o n  , &  X ~ X
1)2 . I arc s in ------ 1- (; =  —  arc c o s ----- 1-  O

•a a  u

„  I / a -+- x  /Y
=  2 arc tg / / ---- — -I- C'.

y  a  —  x

83.1) f - = Ł  =  ln l ^ ^ h ^ l  +  C^ V .ln  + C
J  l/a*+x> L J

=  ar sinh —  -1- O. 
a

34. *) f  ■ ------= —L : In f  b-ł-cx4-V c ■ ]’' a + 2b x + c x - IH- C ; c > 0 .
J J/a+26x+ex2 J/ c

— •••4 = ar sinh -^====== -+- ć', jeżeli a c — A2 > 0 ;
¡ ' c  y  a c — b'1

1  , b -4-  cx . . ~
= -----ar cnsh ■ ■ -f- C, jezch ii — n o O ;

y  c Y  b’— a c
— 1  . b-+-cx  v . . . n

i -  u, jeżeli c < U .

/• m ---------- -y-r?

}/ — c J/ b-—a c
O- r  ( a - h ß x ) i l x  ß  --------;r-;----- ;-------5
35 . I ■— — y a - + - 2 b x - h - c x 1

J ya -t- 2 bx -+- cx3 c
/• (IX

J  J/ a  - 1- 2  ia ;

flfi f  xn  d x  —  xm~ l x  _  (w  —  1 ) a  f x m~ 2 d x
' J ya-h2bx-h ca;2 _  ?ilc m c ./ A' 

_ (2 w -1) 6 r z™-1 d* 
?»c J X ’ 

gdzie X = ] / n + 2 ! i 3 ;  +  c x ! .

87. *) y  J/as-ł-a:2 • da:— -g-j/a2-+-x-2 -+- ln (a; -+- JÄ iM -z2) -t- C

a 2
—  TT J/“ 2-1-® 2 -t- -?rar s>nh ■-— t- 0.2  2  a

’) 0 fuukcyach hyperbolicanych i odwrotnych por. str. 67 i nast.



38. ^ j / a 5— x* ■ (Iz- J^-Y ą1 —  a:3-t--^-arcsin — ■‘t-.fl.

39. *) J  ¡/-z- — a- ■ d x —  ~  J/x2 —  a ‘ —  —  in (a; -t- ]/x2 —  a'1) -t- C.

=  ~ l/x '‘ — a- — ar cosh —  -t- C.
2  ' 2- <(

40. j  ]/a  —H 2 bx  -t- cx- ■ d x —  — ] 'a  + .2  bx  4 -  c x 3

( ic  —  i 2 /• i/a; _
=  -+- (7. 

J  Va •+" 2 bx -1- ca;2
J . (jj; J.

--------- przez podstawienie —;— — =  y sprowadza się

{x — a )*X  * ~ a

do postaci N. 36 (str. 77).

C A - hD x  dx~ , . . py-H<7
42. Całka I ---- frr;------ y przez podstawienie x =  — .— ~  ,

J  a  -ł- 2 p x -+-.yz X  jr- t- l , .

gdzie /< i q w yznaczają się z rów nań:

ypq -t- /? (;; —t— 7) -H oc =  0
cpq -+- b (R-t-<?) -I- a  =  0

i po założeniu 1/2 ==; z, sprowadza się do dwóch całek postaci:

r -------------- ' h .-----------  ; f — .— Ę ------------- ,

J  (a t -+- 7! z) ] /a{ -+-C, z J  (a2 -+- y2 z) f a ,  z-ł-CiZ2
które rozw iązują się podług Ń. 29 (str. 76) ¿-.N. 41.

/ fw(x) dx • fix')
-=r rozkładamy ułamek, „  , . , 

i* (a:) A  J* (*Jj

po uprzedniem wydzieleniu funkcyi całkowitej, na ułamki proste ¡.usku­

teczniamy całkowanie podług N. 41, jeżeli napotykają się ułamki uro­

jone, tó łączymy je podług N. 42.

^  8x) d x ___ {a fi —  bo.) -4- {l>0 — ca)x ^

78  Dział pierwszy.— Matematyka.-'

- X 3 (1,1 _  a cj  y n 2  bx -+- ca:2

d. Funkcye przestępne.

, fe*-dx==ex-h 0. 46. f ax .dx =  j^ - i-  0.

. 3 e - . d x = ^ \ i - ^ + Ą 3 V t

•) 0 funkęyach .hyperbolicznych i odwrotnych, por. str. 67 i nast.



48. j^ln x • dx — x In.#:— x 4- C.

49. i i!fL̂.dx = i— (In *)n+1 + c.J x » + 1 \ '

IV. Rachunok różniczkowy i całkowy. 7S

2  (m +  n) 2  (m — n)
sin (m —  n) * sin (ni +  n) *

2  (m — n) 2  (n* +  n) ■
sin (m —  ») *  t sin (m -+- n) x

2  (m —  n) 2(m  +  n)

50. Is inx ‘ dx =  — cos x 4- G. 51. J  cos x ■ dx =  sin * -1- G.

52. J sin2 x • dx — — >/j sin 2 x 4- I/2 x -+- 0.

53. J cos5 x •dx =  '/< sin 2 x 4- 72 * -+- &

■ K/t /’• • , cos»**-, „ f  , s i n ~
54. I sin m x 'd x — — -------- 1- C. 5o. | cos mx • d x = ------- h  C.

J  m J  m
KD f  ■ , cos (m-hn)x cos (m~-n)x .
■ofa, sinm icos nx-dx = -----^ f --- --7—— — 1- C.

J  2 (m +  n) 2 (m — n)

57. -Jsin mx sin nx•dx= 

m . f  cos mx cos nx ■,dx=

59. J  tg x • dx — — ln cos x + G. 60. j  ctg x ■ dx — In sin * -t- C.

. =lntg|-+ - a 62. [JjL=lntg(jl + jL)+C.
J  sin x  °  2  J  cos x ° \  4  2 )

I. fŁii-Łtgi + C. 64. fr J!i_ = _o,s|-+C.
J  1 +  cos z  2 J 1 —  cos x  2

’• I ~ " f~  =  — ctg x +  (7. 66. / — tg s  -t- C.J  sin2 *  °  J  cos2«

67.. fsin zco s* • rfaf=V»s&*af-j-0. 68. I ---— —  =  ln tg * -ł-(7.
J  J  sin *  cos *

co f  ■ n , COS * sin"- 1  * » — 1  f  . n_2  >
69. * ]  I sin x  - d x ~  — ----------------------h -------- I sin x - d x <

J  - n n J

70. *) | cos" x • dx =  --1 c o s --- +  —— -J cos'’'“ 2 * • <lx.

71. j  tg” x • dx =  fe——y  —J  tg" -2  * • dx:

61

63

65

')  J c i e l i  fi j e s t  lic z b ą  n ie p a rz y stą , to za m ia st d a n y ch  tu  w zo ró w  re d u k c y jn y c h  sto ­
su jem y p o d staw ian ie  co sa" =  s  a lb o  sin  x  —  z. C a łk o w a n ie  m oże b y ć  ló w n ie ż  w y k o n a n «  
za pom ocą w zo ró w  1 i 2 s t r .  68  i  N . 54 i  55.
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i. j Ictg" X • dx =  — — I Ctg"-2 a- • (lx.

f  dx __ cos x »  — 2 /' d

J sin” x (n — 1) sin"-1 x n sin”

/' dx __ s in i n — 2 / ’ dx

J  cos"a: (n — l)cos”—1a; 11 cos"-2 ;
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75 .- )/ sin/J a cos1 x • dx
sin,'+1 x cos.9- 1 .

+

p +
_ 2 •

----- I sinp—2 x cos? x • dx.
P  +  <1J

- I sinp x cosq 2 a: ■ dx 
<1J

/ —p

sin x cos'lx-dx= — 

77 *)J sinocos- ?x-dx=

sin p+1icos?+1x , p-q- 2 f  . _ D+o „
j = i — + j ± t ^ - w s

+ -~™y J's‘,lPzcos~?+2x-dx. 

0, jeżeli a 2> 6 2 j

! x ■ dx,

78.
f i

dx 2
+■ b cos X  j / a 1 —  b-

sin^+'xcos 1~̂1x q—p—2

7 - 1

1  , i - t - a  c o s x  +  sin x  J/62— o3 „
: 1 ...,. In --------- :----£— ----- (-
y/j-—a- a + b cosx

rartgh

79 .

80.

n

B

[/fi3— a 2 

cos x • dx   x

-+- b cos x b h J  a + 1) cos x
sin x ■ dx 1

± f L
h la-

c,

jeżeli
a-<b".

dx + G.

- b cos x
- In (a +  b cos x) -+- 0.

81 i A -+-Ü cos z  -t- C sin s ^  _  A r ____«

J  a + b  cos x  4- c sin x  J  a ~\-¡
l<p

-+- p cos ip

, , n  ■ , C  COS ip ■ d(p r  .
( ii cos a +  O sin a) -----  ---(B sin a — C cos a) I -

J  a +  p cos <p V  a

jeżeli zalożymj' b—p cos a, o= ^s in c£  i x — a — q>.

82. / > sin 6* • dz  =  i ^ ± ; - bJ osbx ? *  + C.

sin q> ■ dcp 

+■ p cos rp ’

2. J e01 sin

83 . | e» » c o s b x - d x  =  ? cos bx, +  f  f in bx e ™  +  Q.
a-

*) Je ż e l i  p  la b  ę  j e s t  lic z b ą  n ie p a r z y stą , to c a łk o w a n ie  u sk u te cz n ia  s ię  ła tw ie j  p rz e z  podsta­
w ien ie  co s  x ~ *  i  s in  x = z z .



84. J arc sin x  ■ d x  '==x arc sin x  -+- ] / T ^  -t- O.

85. J  arc cos x  • (lx —  x  arc cos x  —  |/1 —  x 3 +  C.

86. j arc tg x  • d x  =  x  arc tg x  —  J/2 In ( 1  -+- x") O.

87. J  arc ctg x  • d x  =  x  arc ctg x +  ll2 ln ( 1  +  x-) -i- C.

88. Całkowanie w yrażeń wym iernych funkcyi  hyperbolicznych 
sinh:c, c o sh x , tg h x , c tg h x  (i odwrotnych) uskutecznia się za  pomo­
cą odpowiednich w zorów  dla funkcyj kołowych (i odwrotnych); na­
leży tylko założyć x —  i y  i korzystać ze zw iązków :

cos ix  =  cosh x, sin i x  =  i  sinh x, tg i x  =  i  tgh x, ctg i x =  — ic t g h x .

e. Całkowanie za pomocą rozwinięcia na szeregi.

Jeżeli w  całce f  f ( x )  dx  iunkcyę f ( x )  można rozw inąć w  szereg, 
zbieżny wśród danych granic przedziału całkow ania dla x, to, po usku­
tecznieniu całkowania w szystkich w yrazów  szeregu, otrzym am y szereg 
całkowy, zbieżny w  tych sam ych granicach zmiennej x.

Z  szeregu M aclaurina (str. 70) w yn ik a :

89. J / ( x )  d x = n 0 ) *  + f  (0) ~  ^ -
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3 1 3 ! 4

90. j ' ~  —  0,5772156649 . . . +  ln ( -  ln x ) +  ln x  -ł- ‘ /2 

0 n ' C ( ln x )3

31
• ; 0  < x  <  1 .

• d x
■ I ----- — sprow adza się przez podstawienie ex —  z do N. 90 .

f. Całki określone.

91

o

b

92.

co
93. h

d x
b x 8 o ]

P o d rę c z n ik  te c h n ic z n y . T .  I .

J  V a hU *



i : „  i '} , 
r _  f dx _ na f = ^

' J  a  + 6 k 2 _  J  a  + 6 e 3 4 } / a f t  ' J-}/a  —  & £* 2 J / 6

l i
CO 00

96. d z  =  ; i  >  0. 97. j j i & i  dK _  co.

g 2  Dział pierwszy.— Matematyka.

;r it

*
ST

!. • dx —f cos~n+1 Ł' • dx — 3 .. 5 .7  ’ ’ (2 u 4- 1 ) '

0 0 
je n

r  r  2» , 1  • 3 • B . . . (2n  —  1 )  jt
). j  sin X • < l x = J  cos X - d x =  274 . 6 , . .  - 2» .  ~2~/

o 6
cp oę

j V *  .¿X  =  l .  101. J  e“ *2 • dx =  V* •

o 6
co '

10*2. / xn e ~ ax • d x  =  — a liczba dodatna, 71 całkowita, dodatna. 
./ rt,l+
0

103. P " ^ = ^ Ł - ; 0 < „ < 1 .
/ s 4- 1 s in ii. i

0

8'. Przybliżone obliczanie całek określonych.

6

M am y J  f{x)dx.

a

, 1)  —  fl
Dzielimy & —  a  na n rów nych części — - —  =  h i obliczam y dla

wartości x — a, x —  a -\-h, x —  a  -ł- 2  .......... odpowiednie wartości
f{x) —  ya, y l}  )/2, .......... poczcm otrzym am y:

&

104. | / ( x )  .i* =  A [•/, $  +  y, +  y,  +  • • • +  y„_j +  7= y j

U

-  [ /  (&) -  .Z7 (<*>] +  W  “  / " '  (“ M. -  • • • ■



Ą ,  B 2 i .......... są  to liczby Bernoulli’ego i oznaczają:

w - 1  r — 1  »  _  1  „  _  1  p  _  691 . . .

1 6 ’ 2 8 0 ’ 3~ ~ 4 2 ’ 1 3 0 ’ 5 G6’ 2730  ‘
b

105- J / ( x ) da! =  h I1/» +  jfi ■+■ 2/2 h---- 1- y„ _ i  +  7 * a
o

-  ¡5  /.’ [ / ( » - / W ]  + ¿ 5

Ostatni w yraz słu ży do ocenienia błędu, gdzie q je st utamek 
właściwy (0 < p d )  a M  najw iększa wartość bezwzględna, ja k ą  mo­
że mieć f N  (x ) w  granicach x —  a do x —  b.

b

106. Praw idło  S im pson a :  J f ( x ) d x  =  ~ ly 0 -\-iyl -h2 yi + Ay3

5 (6 —  a )5 _ rH- 2yt -i- .... + +yn] — ggg p —— M.
n powinno b yć  liczbą parzystą, o i M  patrz w zór N. 105 . W zór N. 105 

jest dokładniejszy od wzoru N. 106 .

G. Równania różniczkowe,

a. R ó w n a n ia  ró ż n ic z k o w e  rz ę d u  I -g o .

1. f ( r )  dx+ę{y)dy = 0.
Rozwiązanie: J ‘f(x) dx -4- jcp (y) dy — C.

2. Oddzielenie zmiennych.
f(x ) <P (y) dx + F(x).§>(y)dy — 0 .

Rozwiązanie: f dx ł" f "̂“TT dy—C.J i' (*) J <p (y)
3 . f(x, y) dx +  <p (x, y) dy— 0 .

Jeżeli zachowany jest w arunsk całkow alności:

to mamy rozw iązanie:

J f ( x ,  y) dx 4 -J <P (x, y) — <ixj dy =  C,

• J<p(?, y) dy 4- y) ~~ j d(f>'fx̂ 'dy '
4 . Jeżeli przytoczony pow yżej warunek całkowalności nie jest za­

chowany, to można go  osiągnąć, mnożąc równania przeż mnożnik M,

IV. Rachunek różniczkowy i  całkowy. 03

albo dx =  C.



tak zw any czynnik c a łk u ją c y ,  który winien czynić zadość.następujące­
mu równaniu o pochodnych cząstkow ych :

Nieraz można M  w yznaczyć z rów nania:
dy __ dx __ dM

Dział .pierwszy. — Matematyka.

f(x,y) q>(x,y) v [ dcp{x,y) df(x,y)'\

L 3* dy J
5 . Jeżeli rozwiązanie równania względem d a je :

I M — f l  X
dx  ' \*  .

to równanie nosi nazwę jednorodnego. Równanie takie rozwiązuje 
się przez założenie:

=  t, przeto y =  x t ; dy  —  X • d t  -+- t • dx.
X

R ozw iązanie: In
r dt ■ ■ ■

6. Równanie różniczkowe nosi miano linijnego, jeżeli ma postać:

f i  (*) + f ( x ) y  +  <p (x) =  0.

Załóżm y y —  uv,  gdzie u i"v  są  funkeyami zmiennej x, a
d y   d v  (lu
d x  U d x  ° dx

Podstawim y obie wartości w  równanie dane do rozw iązania i otrzy­
m am y:

f i  (*) w v ) +  /  (*) « w +  V (*) =  0.

u  w yznaczam y z rów nania:

(sr) + f  (o') u =  0  i w ów czas:

=  _  f m d x, albo U =  c e ~ f B ) dX.
o J Ą { x )

Z  powyższego rów nania mamy na w yznaczenie ilości v równanie:

A  &) UJ~  +  (P (*) — °>

y =  uu

/ f(x)

f‘ w  ' )dx + Ol. 
J  UJ 1 w  - J  \c/i (x; )

Rozwiazanie będzie zatem następujące:

7 A W  1  _  I (?Ję\eJ  A W  i ¿ i  +  C 
L J  W i(*) )



y=7 F { X>Tx

Załóżm y—  == z i zróżniczkujmy względem x, a otrzymamy:

—  i Z i L 2
dx dz d x '

co odpowiada niekiedy przypadkowi 6. Wartość, znalezioną dla z, 

należy podstawić w y =  F(x,z).

Ib. K ó jm ia n ia  ró żn ic zk ow e  rzę du  2-go.

Ł £=■ «»•
Rozwiązania: 1 ) y =  J  dx f  f (x ) dx 4 - Cx -+• C , .

2) y = x  J  f(x ) dx —  J  xf(x)dx-k-Cx-\~Cl .

2-

Rozwiązanie: x —  I ̂  -t- Ql .

J  V C-+-2 f f i y )  dy

W ogóle: F ( j £ , y J =  0.

r, , . ,  dy d-y dz  . ,
¿alożm y ^  == z, =  1 wyrugujmy dx z obu rownan:

„  fdz  \ di/
\dx ’ y) =  l- ~  Z' ^ ozw*il zan‘e równania danego otrzymuje

się przez rozwiązanie równania F  , y ^ i=  0 za pomocą oddzie­

IV. Rachunek różniczkowy i całkowy. 65

7. Całkowanie przez różniczkowanie.

lenia zmiennych.

o d-y [dy\ „  . d >/ d-y d z

a  ^ = = / U ) -  P0dstaw iw 3zy d-x =  z’ d 7 ’  =  T x ’ otrzym am y
Tdz fz-dz

dwa równania: x — { -yrr-t- C i y =  -+- (7|, z których przez
J  J  (2) ' J  ./ (z)

wyrugowanie z znajdziemy rozwiązanie.

, (Z2i/ „[dy \ dy . . .
4. = _ /  I i i , Podstawmy 2 1 szukajm y rozw iązania

równania różniczkowego rzędu 1-go =  / ( z ,  x). Po znalezieniu roz­

wiązania z =  <p(.s), pozostanie tylko scatkowanie rów nan ia : 

di/ =  <p(x) dx.



_ d 2y , f d y  \  „  ■ d y  d 2y d z .
5 . - j Ą  = f [ - r - , y Załóżm y -¡^- =  z, - ¡ Ą  —  z - — , szukaj my roz- 

(lxl \ d x  j  . d x  d x-  d y
(1Z

wiązania równania różn czkow ego rzędu 1-go: z —  = = y  (z, y). Zna­

lazłszy z =  q> (y), otrzym am y rozwiązanie rów nania d anego:

x = ( ± L + C .
J  V W

c. Równania różniczkowo linijne rzędu n-go ze spółczynni- 

kanii stałymi.

o) Bez fuukcyl wikłającej równanie.

1 dny  d " ~ l y d y ,,
i .  a  — ^ + .......... +  a „ _ i  -+- a„ y = Q -

dr" dx"~' " rlx

C a łk a : y —  C t  e“’,x 4- C2 e” ** - + - • • • •  -f- (?„ ew"  x.
W ielkości wt , tCo, . . . .  wu są pierwiastkami rów nania:

Cl W “ł-  (L\ 10 -t- • • * .  Cl̂  0 .

3 . Jeżeli ponTędzy tymi pierwiastkam i napotykają się urojone, np. 
w3 = i> +  i.*, to winien istnieć także pierwiastek w l = p  — <J i, jeżeli 
spółczynniki al , a  są  rzeczyw iste. Rozw iązanie równania
różniczkowego będzie:

y  =  C’ i ew'x -t- Co e*r,x -i- epx [C:  cos q x - ' -  Ct sin 172'] -t- C5 e“ 5*

H----------
3 . Jeże li niektóre pierwiastki będą równe, tirj =  ię2==to3 =  . . .  —  wp, 

to rozwiązanie rów nania będzie:

y =  e ^ x [ e , - H  02x +  ---------- 1- CT,*1"- 1 ]

-f- , c^>+l  ̂H-----. .  -f-

/?) Z funkcys w ik ła ją  równanie.

A"y 1 y dy
a  — |  -+- « i ---------■+■------------- h a ,  1 —  -+- a ny  =  f  (r).

d x n d x " - 1 n _ 1  d x  nJ J  '

C a łk a : y =  z , e " 1* z2 eWiX H---------- (- z(1 e'c" x.
Wj, tnt , ____ton w yzn aczają  się  podług a); z , ,  z2, . . . . z n w yzna­

czają  się z rów nań :
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w* e "> * ^  4- !/ *' e“* ^  +  --------h w* e * '« ^  =  O,
1 ( i i  2 i/x  3 d x  91 d x

Y. Rachunek prawdopodobieństwa. 37

< _ 1  eu'x^  +  n " - 1 e'r* $ M - h  w " - 1 e + ■ • ■ • •
1 a x  3 d x  3 d x

+ < r 1 ^ iX S i = -/ ' (x)-

Jeżeli y ( x )  je st funkcyą całkowitą rzeczyw istą, to y  przyjm uje 
postać:

y = C \  ć° 'x 4 - - C ie " *  4 ---------(- Cn e“ « *  4 -  F  (x) ,
gdzie F  (x) jest funkcyą całkow itą rzeczyw istą n~g° rzędu, w  której 
spólczynniki w yznaczają się podług sposobu spółczynników nieozna­
czonych.

•/) Zo stali} wikłającą róirnanln.

d" y  dn~ 1 y d  y
a — -  4 - a i ----------------------------------------------------------------- ’i  4 - ................ -4- n . -+- a „ y  =  u, =  stałej.

d x "  d n~ l <tx "

Całka (por. 1., str. 86): y — 2 (Cewx) -+- —  •

V. RACHUNEK PRAWDOPODOBIEŃSTWA 
I TEORYA BŁĘDÓW.

a. Rachunek prawdopodobieństwa.

1. Praw dopodobieństwo bezwzględne pewnego zdarzenia rów na 
się ilorazowi z podzielenia liczby a przypadków  pomyślnych dła zda­
rzenia oczekiwanego przez liczbę n w szystkich  m ożliwych przypad­
ków w  założeniu, że w szystkie przypadki uw ażam y za równomożliwe:

a
n

w =  0  jest symbolem niemożliwości, ¡» =  1  oznacza pewność.
2. Jeśli prawdopodobieństwa kilku niezależnych od siebie zdarzeń 

oznaczymy odpowiednio przez w ,,  tc2, w , . . . .  t to prawdopodo­
bieństwo, iż zdarzenia te przytrafią się jednocześnie lub w  pewnem 
oznaczonem następstwie, w yrazi się iloczynem :

10 —  ii’ , Ws to, . . . . .
3 . Prawdopodobieństwo w, iż zajdzie jedno, którekolwiek z po­

między kilku wzajem  się w yłączających  zdarzeń, których praw dopo­
dobieństwa bezwzględne są  odpowiednio to,, tc2, to3 . . . . ,  w yraża się 
sumą prawdopodobieństw oddzielnych zdarzeń:

tO =  —f— W 2 ~ł~ • • • . •



83 Dział pierwszy. — Matematyka.

4. Prawdopodobieństwami względnemi dwu zdarzeń nazyw am y 
prawdopodobieństwa otrzym ane w  założeniu, iż przy obliczaniu w szyst­
kich m ożliwych przypadków  nie brano w  rachubę niepomyślnych, za ­
równo dla pierwszego, jak o  też dla drugiego z rozw ażanych zdarzeń. 
Jeżeli więc prawdopodobieństwa bezwzględne obu zdarzeń oznaczy-

w , . u>2
m y odpowiednio przez ¡o ,, tc2, w tedy ilo razy: ^  i ^   ̂ ;c~

będą w y rażały  prawdopodobieiistwa względne tychże zdarzeń.
5 . Prawdopodobieństwo w, iż z pośród dwu zdarzeń .4 i B ,  któ­

rych prawdopodobieństwa są  odpowiednio w1 , to2, pierwsze zajdzie 
m razy, drugie zaś n razy, i że zdarzenia te nastąpią po sobie 
w  pewnym oznaczonym  porządku, w yraża się następującym  w zorem :

W =  101m!0a".
P rzy dowolnem następstwie zdarzeń w y raża  się ono w  sposób na­

stępu jący : (m -+- n ) ! „
10 — ----- ;- W  i W  o .

m ! n l

b. Teorya błędów.

Każde spostrzeżenie połączone je st z błędami przypadkowym i. 
K aż d y  błąd przypadkow y m ożna uw ażać jak o  sumę nieskończenie 
wielkiej liczby błędów cząstkowych, które, z jednakowem  praw do­
podobieństwem, m ogą w yp aść  zarówno dodatnymi, ja k o  też odjemnymi.

Przy tem założeniu prawdopodobieństwo co pewnego błędu, zaw ie­
rającego się w  granicach ¿1 i A - t - d A ,  w yraża się w zorem :

R .« 7. ć > = - L e - h’ V - c l A ,
y p

prawdopodobieiistwo zaś TI' błę­
du, zaw artego . w  granicach
i A-i, je s t :

A;

i r  =  - 4 = f e - ^ ^ - d A .  

Vn{
Zachodząca w  tych wzorach stała h je st czynnikiem dobranym  dla 
każdego poszczególnego spostrzeżenia i w yrażającym  stopień jego  do­
kładności. Poniew aż sta ła  ta w zrasta w raz ze ścisłością, nazyw am y 
ją  przeto spółczynnikiem  dokładności  spostrzeżenia.

Przyjm ijm y y  =  —=  e ~ ‘ . oraz odnieśmy to równanie do pewne- 
}/ ii

go układu spółrzędnych prostokątnych, w  których odciętemi niech bę­
dą błędy A, rzędnemi zaś prawdopodobieiistwa y, to równanie powyższe 
przedstawi t. zw. k rzyw ą praw dopodobieństw a (rys. 7); 0) jest róż­
niczką pola tej krzyw ej, W— polem krzyw ej, zawartem  pomiędzy od­
ciętemi Ai i ■ Pole całkowite krzyw ej (liczone od A —  —  oo do 
<d =  4 -c o )  rów na się 1. D la J  =  0  m am y:



2/0 =  ^  =  0,5642 *  =  W  
[/ it

K rzyw a sk łada się z dwóch gałęzi sym etrycznych względem osi y, oś 
A zaś je st je j niem altyczną (asymptotą). Punkty krzyw ej, określone 

przez odcięte 1 0,707107  _  i /  2  (A*)

h ~ j f  m 
(liczba m oznacza liczbę błędów) i odpow iadającą im rzędną 

2/, =  0,608 53 - L  =  0,342198  7i ,
y n

są je j punktami zwrotnym i ( B  i /)j).
Dla każdego spostrzeżenia danej dokładności istnieje w artość A = r ,  

zwana błędem prawdopodobnym, ponieważ przy uskutecznianiu spo­
strzeżeń może zajść  tyleż błędów  (zarówno dodatnych ja k  odjem- 
nych) mniejszych od r , ile w iększych (co do wartości bezwzględnej). 
Z  powyższego określenia w ynika, iż prawdopodobieństwo przytrafie­
nia się błędu, zaw artego w  granicach -+ -r  i — r, rów na się ‘/z, ° raz 
iż rzędne krzyw ej prawdopodobieństwa, odpow iadające odciętym =±= r, 
dzielą na połow y pole tej krzyw ej, rozciągające się odpowiednio na 
prawo i na lewo od osi rzędnych.

Błąd prawdopodobny jest odwrotnie proporcyonalny do spółczyn- 
nika dokładności i uw aża się za  j e d n o s t k ę  b ł ę d ó w ,  z którą po­
równywam y inne błędy.

M amy m ianowicie:
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r = ° . « 6 « 4  ^ 0imi9di=0i671<9 j / i g a .

w  którym to wzorze m oznacza liczbę błędów. (Co do znaczenia Ait 
p. rys. 7 na str. 88).

Chcąc się przekonać, czy liczba dokonanych spostrzeżeń była  do­
statecznie w ielką, czy zachodzące przytem błędy były  rzeczyw iście 
przypadkowym i, zw łaszcza zaś chcąc się upewnić o dokładności w y­
niku spostrzeżeń, winniśm y rozpatrzyć ugrupowanie błędów co do ich 
wielkości, w ynikające z pow yższych  określeń:

Na 1000 spostrzeżeń przypada błędów, zaw artych w  odstępach co 0,1 r  
od 0,0 do 1 ,0  r :

54, 54, 53 , 52 , 51, 50, 49 , 47 , 46 , 44, razem  500 błędów ;
pomiędzy 1 ,0  r  i 2 ,0  r :

42 , 40 , 38, 35 , 33, 31, 29 , 27 , 25 , 23 , razem 323 b łędy;
pomiędzy 2,0  r  i 3,0  r:

21, 19, 17, 15, 14, 12, 11, 10, 8, 7 , razem  134  b łęd y;
pomiędzy 3,0  r  i 3,5  r ..............................................................25  błędów ;
pomiędzy 3,5  r  i 4 ,0 r ..............................................................11 błędów ;
pomiędzy 4,0  r  i 5,0  r ..............................................................  6 błędów ;

sum a 999 błędów .
Z pow yższego w ynika, iż należy uw ażać za  niepewne spostrzeże­

nie, którego błąd przew yższa 5,0  r.
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c. Metoda najmniejszych kwadratów.

Niech F  będzie daną funkcyą pewnej liczby zmiennych niezależ­
nych x, y, z . . .  . oraz n stałych a, fi, c . . . . Spostrzeżenia dają nam 
m wartości funkcyi F ,  odpowiadających danym wartościom x, y, z . . . ,  
pozostaje więc oznaczyć wartość n stałych w  założeniu, iż m > n .

Gdybyśm y w  tym  celu tw orzyli dowolne układy » równań, z po­
między m danych, i rozw iązyw ali je  względem  n niewiadomych sta­
łych, to otrzym ane w  ten sposób układy wartości stałych byłyby , wogó- 
Ic biorąc, różne, ponieważ znalezione drogą spostrzeżeń wartości 
funkcyi F  nie są  wolne od błędów nieuniknionych. Zadanie w ięc na­
sze będzie polegało na tem, aby w yzn aczyć taki układ w artości sta­
łych, który, przy uwzględnieniu m wartości F ,  otrzym anych ze spo­
strzeżeń, jest najprawdopodobniejszy. Rachunek prawdopodobieństwa 
poucza, że w  tym celu należy spełnić w arunek:

2  (/i2 ¿l2) =  min.

K hl K
Je śli dobierzemy taką liczbę li, aby stosunki y , , jp  ’ p  ' ‘

liczbami całkowitemi g x, g 2, g 3 . . . ,  to warunek ten przybierze postać 
następującą:

2  (g zl2) =  min. dla spostrzeżeń o różnej dokładności,
2  (/l2) =  min. dla spostrzeżeń o jednakow ej dokładności.

Pierw szy przypadek możemy łatwo sprowadzić do drugiego prost­
szego, pow tarzając w  pierwszej sumie każdą w artość A tyle razy, ile 
jedności zaw iera odpowiedni spólczynnik g, który otrzym ał m iano 
wag! spostrzeżenia.

I. Funkcye stopnia pierwszego.
Niech funkeya F  będzie stopnia pierwszego względem  stałych, ma­

jących  być obliczonemi:

1 '  (i x ~i~ b y  -1— c z - i - .......... ,
gdzie x, y, z ..........oznaczają zmienne niezależne.

Niechaj następnie , F 2, F ^ . . . . będą wartościam i funkcyi F ,  
otrzymanemi ze spostrzeżeń, zaś ¿1, ,  A2 , ¿J3 . . . .  błędami tych spo­
strzeżeń.

Jeżeli wreszcie liczba równań w ynosi m, liczba zaś stałych n (m > n ), 
to najprawdopodobniejsze wartości stałych a, b, c . . . .  otrzym am y 
z rów n ań :

2  (g F x )  =  a 2  {g x - ) h 2  (gx y) -t- e 2  (gx z) - + - • • •  •,
2 (y F ' j )  —  a 2 ( g y x )  -f- b 2 ( g y - ) -+- c 2 ( g y z) h--------
2 (g F z )  —  a 2 ( g z x ) ~ t- fi2 { g  z y ) - h  c 2  (g z2 )- i--------

' i t. d.
w  których np. 2 ’.(gyz) —  4 - - F • • • •

P rzy  jednakowej dokładności w szystkich spostrzeżeń czynnik g zni-. 
ka wszędzie w  pow yższych równaniach.



Jeśli w  równaniu, określającem  funkcyę F ,  którakolwiek ze sta­
łych nie posiada czynnika zmiennego, to należy w  ostatnich równaniach, 
służących do wyznaczenia szukanych stałych, podstawić 1  zam iast od­
powiedniej zmiennej.

Rozw iązania równań, w yzn aczających stale, mają postać następu­
jącą (por. str. 49):

a =  A , 2 (g F x ) - h  F y )  -t- C\ 2 (g F z )  - ( - ■ • • •
b —  A 2 2  (g F x )  +  l i 2 2  (g F y )  -+- C2 2  (g F z )  h----
c =  ,4j  2  {g F x )  H- IĄ-2  (g F y )  •+• C3 2  (g F z )  -i—  • • i t. d.

Podstawm y w  równanie F  —  a x  -h  by  -+- cz  -|- • ■ • • najprawdopo­
dobniejsze wartości a , li, c . . .  . ,  wyznaczone w  sposób pow yższy, 
obliczmy następnie wartości F ,  odpow iadające wartościom X, y, z . ■ ■, 
użytym przy spostrzeżeniu, wreszcie oznaczm y przez Alt zl2 , ¿I3 ■ • • róż­
nice odpowiednie pomiędzy wartościam i F  obliczonemi i spostrzeżenia­
mi, a błąd prawdopodobny spostrzeżeń będzie się zaw ierał w  granicach :

r  =  0,67449  ( l  i v
} '  m —  n 2 { g )  \ j / „ ,  / ’

a dla jednakowych dokładności g :  

r = , 0,67449
y  m —  n \  y m I

Mamy tu ta j: 2  (gA 2) =  2 ( g F 3) — a 2  (g F x )  — p 2 (g F y ) -------- !
o raz : 2 (A*) =  2 ( F 2) —  a 2 ( F x )  -  b2 ( F y ) -------- .

Błędy prawdopodobne stałych obliczonych w yraża ją  się ja k  na­
stępuje:
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a dla jednakowych dokładności j :  ra— r]/A l ; Ą ;  r c= r | /  C'3 i t. d.

2 .  W yrównanie  sp o strzeżeń  bezpośrednich.

Jeśli w ielkość spostrzeżona nie zależy od żadnej zmiennej, czyli jeśli 
F  =  a,

to najprawdopodobniejsza w artość a przybiera postać:

_ ._2 {FW)...2  (Pff)
a ~  2 ( V )  ~  2  (g) 

lub przy m spostrzeżeniach jednakow o dokładnych:
_  2 ( F )  ■

Ml

Innemi słow y: przy spostrzeżeniach jednakow o dokładnych pewnej 
wielkości niezależnej wartością najprawdopodobniejszą tej wielkości 
jest ś redn ia  ary tm etyc zn a .
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Błąd prawdopodobny spostrzeżeń r  —  0,67449  j f ~ x '

v
Błąd prawdopodobny średniej arytmetycznej r  =  __ •

]/ m

3 .  Funkcye stopni w yższych .

Jeśli równania w  liczbie m, określające funkcyę F ,  są  stopnia w y ż ­
szego niż pierwszy, względem n stałych a, b, c . . .  , to znajdujem y 
przedewszystkiem  przybliżone wartości o-! stałych, rozwiązu­
ją c  względem nich n z pomiędzy danych równań, następnie zaś pod­
staw iam y :

a —a,-ha, & == &! -ł- yS, c =  c, -----
O znaczywszy dalej wartości funkcyi F ,  odpow iadające przybli­

żonym  wartościom a , , 6 ,, c, . . . ,  i bezpośrednio spostrzeżone od­
powiednio przez <I\, 02, 0i . . . .  i - F u  F ^ ,  F s . . . ,  oraz rozw ijając 
F  na szereg T aylora  (przyczem opuszczam y kw adraty i w yższe po­
tęgi poprawek a, /?, • / . . . . ) ,  otrzym ujem y m następujących równań 
dla błędów A:

. „  , d 0, „  d 0, d 0,
4  = = —  F t -h  0 , - h a  — t - f - j g— - Ł h - .............

u a ,  dl/i a c,
. „  , d <lK „  d (P, d 0 ,

^2 —  — ^2  "ł-  a — -ł~ $  Y t 1" 7 *3--------- . . . . . .J a ,  d &, d c,

4 s =  —  F 3 -h 03-h a —---1- $  — — i- y —---- h ............1 1 . d.
<Ja, , a b j d c,

Zakładając równość w ag g  i posiłkując się warunkiem 
2 (Z)2) t =  min. lub:

i f i 5 = o .  ¡ M o  u d ,«K <3 jS ’ d y

możemy z ostatnich równań obliczyć poprawki a, fi, y . . . .
Należy zauw ażyć, iż równania, służące do wyznaczenia a, ¿9, y . . . ,  

otrzym ują się z równań, przytoczonych w  p. 1 . (str. 90); w ystarczy 
tylko w  tych ostatnich zam iast

a, b, c . . . .  x, y, Z . . . . . F
d 0  d 0  d 0  

podstaw ić: c , A r - . . ^ ,

W  razie potrzeb}' możemy pow yższy rachunek powtórzyć kilka­
krotnie, dopóki nie osiągniem y żądanej dokładności. M ożna również 
stosow ać tę metodę z pożytkiem i w  tym przypadku, kiedy funkeya 
je st stopnia pierwszego względem stałych, w  tym mianowicie celu, aby 
zbyt wielkie liczby F  zastąpić mniejszemi F  —  0 .
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VI. G E O M E T R Y A  A N A L I T Y C Z N A .

A. Punkt i prosta av płaszczyznie.

W w y w o d a c h  p o n i ż s z y c h  p r z y j m u j e m y  p r o s t o k ą t n y  
u k ł a d  s p ó ł r z ę d n y c h .

1. Niechaj x, y  i x0, ya będą spółrzędnemi dwóch punktów, któ­
rych odległość w y n o si J ,  dalej a  niechaj będzie kątem nachylenia pro­
stej l względem kierunku dodatnego osi odciętych (oś x), to mam y 
zw iązki:

/ —  ] / ( * — x0y  -+-(?/ —  2/0)2 ;

sin « .- ■ » - > 9_  L , L

2. Jeżeli kresę l, wziętą w  kierunku od punktu (a:0, y0) do punktu 
(*> V)> podzielim y w  stosunku 1 :  n, to, oznaczyw szy przez 2 ] ,  
spółrzędne punktu podziału, otrzym am y:

x-\ -  n x 0 y  -+- ny0
' 1 1 - f - n  ’ V i ' ~  1 - h  »

3 . Równanie pro ste j .
W ogóle prostą w yzn acza równanie stopnia pierwszego o 2-ch nie- 

-wiadomych:

A x  B y  -f- G 0 .

W szystkie zatem punkty, których spółrzędne czyn ią zadość te­
mu samemu równaniu stopnia pierwszego z dwiem a niewiadomemir 
leżą na jednej prostej.

Jeśli kąt nachylenia prostej do osi x  w ynosi a, tak że t g a  =  ;?{
i prosta ta odcina na osi y kresę b, to równaniem je j będzie:

y =  m x  -f- b. 

x =  a równanie prostej, równoległej do osi y, 
y  ̂ n „ n »
y =  mx „ ,  przechodzącej przez początek spółrzędnych.

Prostą, przechodzącą przez dany punkt (xlf  ?/i) przedstawia rów ­
nanie:

y — yi —  m {x — x l)-, 

prostą zaś, przechodzącą przez punkty ( i l l y 1) i (x2, y2) rów nanie;

^  =  albo
I I2 ~  ’J l  3'2 — *1

x  , y  , 1  
* 1 . 2/ 1 ,  1  
*2,2/2, 1

=  0.



94 Dział pierwszy. — Matematyka.

Jeżeli prosta odcina, licząc zaw sze od początku spółrzędnych, na 
osi x  kresę «, zaś na osi y  kresę b, to je j równaniem jest:

'  +  1 .  
a b

C G A
Ogólnie zachodzi z w ią z e k : a — -----j  , b =  — — i m =  —  -g •

4 . Równanie prostej, prostopadłej do danej kresy l w  drugim jej 
końcu, jeśli pierw szy koniec opiera się o początek spółrzędnych, a po­
chylenie kresy ku osi x  w ynosi a, brzmi:

x  cos a -t- y sin a  —  1 =  0. (P o s ta ć  norm alna rów nania prostej). 
G dy zam iast długości l, wiadom ym  jest punkt ( * , ,  yt) prostej, to 

równaniem  je j je s t :
(x —  a^) cos a  -t- (y — y x) sin a =  0,

Albo, jeś li punkt x it yi jest właśnie drugim końcem odcinka l :
(x —  xt) x1 - h ( y  — yi) j/i =  0.

5 . D la nadania równaniu prostej
A x - h B y - 4 -  C =  0 

postaci normalnej, należy w staw ić:
a li  —  o

cos o. == - —  --: sin a = -------------------   ------- i =
: y a 2 -+- b - ±  y a  a j p  ±  y A 2 -+- B -

przyczem  znak pierwiastka trzeba wszędzie brać tak, ab y i było  do- 
datne.

6. O dległością p  punktu (xu  y {) od prostej, w yrażonej przez rów ­
nanie w  postaci normalnej, je st:

p  —  ±  (Xi cos a -4 -j/, sin a  — Z), 
przyczem  należy brać znak dodatny albo odjem ny, zależnie od tego, 
czy punkt (xy, j/,) i początek spółrzędnych leżą po różnych stronach, 
cz y  też po tej samej stronie prostej.

7 . Równanie p ro sto p a d łe j, poprowadzonej z punktu ( x , ,  y ^  na 
prosta: A x  -+- B y  ■+- 0  =  0 ,

je s t :  y - y l = - ^ ( x  —  * ,) .

8. Jeżeli A x  ~h B y  -+- 0  =  0  i ¿■l,x -(- B t x  +  6 ^ = 0

są  równaniam i dwóch prostych, to równaniem każdej prostej, przecho­
dzącej przez punkt przecięcia się tych dwóch danych prostych, będzie: 

A x - h B y +  O H- fc ( / l jZ - t -  Ą y - t -  C,) = 0 ,  
łu b : ( jI  -h  Jc ¿4 j) x  -f- (B  -ł- k B i)  y  -t- 0  k C  =  0,
w  których to wzorach k oznacza liczbę dowolną.

9 . Kąt (p, utworzony przez dwie proste, w yrażone równaniam i nu­
meru poprzedniego (8), otrzym ujem y ze zw iązku:

A A i  +  B B t



Proste to są  r ó w n o l e g ł e  (ip = 0 ) j e ś l i =  J ~ ;  są  natom iast do
•“ ł i

siebie p r o s t o p a d ł e  {cp =  90°), jeżeli A A t -I- B  B t =  0.
10 . Dwie p ro ste  ró w no leg le  przedstaw iam y zatem rów naniam i:

A x - h B y ±  C =  0 i k ( A x J S p y ) - h  C ^ O ;  
a dwie proste  pro stop a d le  na sobie rów naniam i:

A x - \ ~ B y - i - C =  0  i h ( B x  —  -̂1 ?/) -f- C, == 0 .
11. W  razie, jeżeli rów nania prostych dane są  w  postaci:

y  =  m x  •+• b, y —  i i x  -h  hlt
to m uszą zachodzić zw iązki W przypadku r ó w n o l e g ł o ś c i :

m —  » i , , 

w  przypadku p r o s t o p a d ł o ś c i : .
m m, =  —  1 .

12. Równanie prostej, przecinającej prostę y  —  mx  -I- b w  punkcie 
( * i ,  2/i) pod kątem ip, je s t :
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13. K ąty dwóch prostych (danych przez równanie ogólne nume­
ru 8) przepoławia prosta o rów naniu:

A x  B  y C  A i x B , y  -t- 0\  ^

J/A 2-)- B* }/ .-1,-  -h  Ą 2

14. P r z e k s z ta łc a n ie  spó łrzęd n ych .
Oznaczamy, przez x, y spółrzędne względem  układu pierwotnego 

osi prostokątnych, zaś przez x', y '  względem  nowego.
a) P r z e s u n i ę c i e  r ó w n o l e g ł e  układu osi spółrzędnych. Jeżeli 

f ,  g  są  spółrzędnemi nowego początku spółrzędnych, to : 
x — f -  h x ' ;  y  —  g - i - y ' .

P) O b r ó t  układu osi dokoła początku spółrzędnych. Jeśli a  ozna­
cza kąt, który przebiedz musi oś pierwotna dodatna x, by  przez obrót 
ku dodatnej osi y za jąć  położenie nowej osi dodatnej x, to : 

x —  x '  cos u — y '  sin a ; y —  x'_ sin  a  -+- y '  cos a. 
y) P rz y  r ó w n o c z e s n e m  przesunięciu i obrocie należy odpowie­

dnio pow iązać w yrażenia pod a) i 0).
<5) Przekształcenie spółrzędnych r ó w n o l e g ł y c h  na biegunowe. 

Niechaj r  oznacza promień w odzący, a  ip kąt biegunowy, jeżeli nadto 
biegun w p ada na początek spółrzędnych, a  oś biegunowa na dodatną 
oś x, to będzie:

x =  r  c o s ip ; y  =  r  sin <p- '
Jeśli x, y są  spółrzędnemi ukośnokątnego układu osi, o kącie co, to : 

r  sin (w —  w) r  sin W% ___  — . . .  . • 71 -----—-------- _ _  .
sin m ’ sin o.  :



e) Przekształcenie spółrzędnych b i e g u n o w y c h  na spółrzędne 
r ó w n o le g l e .  Zachow ując znakowanie ja k  w  ó), mamy dla osi p r o ­
s t o k ą t n y c h :

COSffi> =  —  
r

a dla osi u k o ś n o k ą t n y c ł i :
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x -+-y  cos a  . y  sin  o  —------ ----- ---------------
cos <p = ------ ^ , smip =  — , r =  y x t - h y - - h 2x y  cos co.

B. lin ie  krzywe w. płaszczyźnie.
(K rzyw e płaskie).

a. Twierdzenia ogólne.

1 . K rzyw ą płaską, w  odniesieniu do układu spółrzędnych rów no­
ległych, przedstawia ró w n a n ie :

B ,s 8  F (x, 'j)  =  o.
R ozw iązując to równanie w zglę­
dem y, otrzym ujem j' jedno lub 
kilka rów nań p o sta c i:

y =f(x),
które w yob rażają  tyleż łącznych 
lub odrębnych gałęzi k rzyw e j.

T o  sam o odnosi się i do rów ­
nania Krzywej płaskiej w  s p ó ł ­
r z ę d n y c h  b i e g u n o w y c h :

F  (r, (p) —  0  albo r  = f  (<p). 
Często dla obliczenia dogo­

dniej przedstawić k rzyw ą za po- 
z m ie n n e j  n i e z a l e ż n e j  t w  postaciśrednictwem p o m o c n ic z e j  

d w ó c h  równań (np. cykloidy):

*  =  %  (0) 
w zględ n ie : r  =  <I\ (i),

2 . K ąt t 7 ja k i  tw orzy s ty c z n a  (wzięta w  kierunku ku dodatnym y )  
z dodątną osią x  (rys. 8), określa się dla osi p r o s t o k ą t n y c h  ze 
zw iązków :

U = V i { t y ,  
<p =  <p2 (i).

do;
'' d s ’

d y
d x ’

d y
sin z  =  , cos

d s
gdzie różniczką łuku je s t :

ds =  ±  ]/dx2 -4- dy-, 

pierw iastkow i temu, przy w yznaczaniu wielkości sin % i cos f ,  trzeba 
nadać znak uzgodniony ze znakiem, ja k i  w ypadnie dla tg T .



3 . O znaczając przez u (rys. 8) kąt pomiędzy styczną, w ziętą w  kie­
runku rosnącego (p, a  dodatnym  kierunkiem promienia wodzącego >’, 
będziemy mieli:

r  • dtp d r  r  • dtp
 -----  cos u  =  —t—, tg u  =  -
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0111 --- i J ; ł vO ---  Ia s  « 5  d r
Różniczka luku:

=  ±  J/tZ7-2 — r- ■ dcp2,

przy w yznaczaniu wielkości sin u i cos u, otrzym uje znów znak 
uzgodniony ze znakiem, ja k i wypadnie dla tg u,

4 . Równanie s ty c z n e j  w  punkcie (*, y) krzyw ej brzm i:

=  -  * ) ;  albo | |  (■„ _  ?/) =  0,

przyczem ę, >1 oznaczają spólrzędne bieżące stycznej. Znosząc nawias 
we wzorze ostatnim i zak ład ając :

i) F
d x  ~ t) y  

otrzym amy dla krzyw ych n-g° stopnia:

p . =  -  + ’j Ę) = 1 1-’, ,- 1 MFn-2-ł- • ■ • + 0 > - l )

w którym to wzorze F^  oznacza w y razy  jednorodne wym iaru
funkcyi F .

S ty c z n a  P  T  (p. rys. 8) =  y  =  ?/ - g  j /  1  H- ( - J f

Po d styc zn a  . . . .  V ' T = y ~ ~ ‘

S ty c z n a  biegunowa P  2 ’0 =  ~  =  r  j f i  -t- r 3 f ~ j~r j  ■

j'2 • (l CD ^
Po d styc zn a  biegunowa O T 0 =  — -— i- •

« r
5 . Równanie normalnej w  punkcie (a:, y) dla spólrzędnych prosto­

kątnych, jeżeli przez ę, y  oznaczym y spólrzędne bieżące, będzie:

' ( l x s ^ F  H F ,  A
v  ~  v  =  “  T 7j $  -  x) ’ alb0 17,  x > “  ’¿ i  (,> 2/)=  °-

Normalna P A r  (p. rys. 8) =  y  ==  ?/ j / 1  -+- [ ■

P o d n o r m a ln a . . . . l>'jST= y •
J  d x

P o d rę c z n ik  te c h n ic z n y . T . ! .  <
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Normalna biegunowa P i \r0 =  - ^  =  jf/

d r
Podnormalna biegunowa O N ,0 =  —— •

6. Kierunek zaniku krzyw ej, t. j .  kąt kierunku je j punktów nie­
skończenie  odległych ,  czyli je j punktów zaniku, można oznaczyć, od­
nosząc daną krzyw ą do spólrzędnych biegunowych i szu ka jąc  kąta (p, 
odpow iadającego w artości ?• =  oo. Jeśli krzyw a jest algebraiczna, w E° 
stopnia, to należy najpierw  podzielić je j równanie, przez n a jw y ższą  
potęgę wielkości r. W  tym celu pisze się je j równanie w  postaci:

*’ (*» y) =  ł'n •+" l 'n—\ ■+■ J,'n—2 H---- ^  Pt+  'F0±=Ó,
w  której F^  oznacza w y razy  jednorodne k-g° wym iaru funkcyi F  (x, y).

7 . N iemaltycznemi (asyniptotami) krzyw ej są  styczne w  je j punk­
tach zaniku, t. j .  w  je j punktach nieskończenie odległych. Równanie 
stycznej odnosimy do spólrzędnych biegunowych, np. przez podsta­
wienie w  je j równanie zam iast spólrzędnych (z, y) punktu styczn o­
ści jego  spólrzędnych biegunowych (r, ip). Rów nanie to dzielim y przez 
n a jw yższą potęgę wielkości r, pocżem, zakładając r  —  oo i podsta­
w iając  kolejno w artości <p dla kierunków zaniku (podług 6-8» obliczo­
ne), otrzym ujem y równanie niemaltycznych.

8. Dwie krzyw e, posiadające jeden punkt w spólny, s tyk a ją  się ze 
sobą s ty c z n o śc ią  k-go  r z ę d u ,  jeżeli k  p ierw szych pochodnych:

_dy <Py _ _ _

d x  ’ t/a:2 ’ , ixk
ma w  tym punkcie dla obu krzyw ych rów ne wartości.

P rz y  'styczności rzędu p a r z y s t e g o ,  krzyw e w  punkcie wspólnym  
p r z e c i n a j ą  s i ę ;  przy styczności rzędu n i e p a r z y s t e g o  s t y k a j ą  
s ię  bez przecinania się. Zazw yczaj s ty c z n a  k rzyw ej styka się z nią 
stycznością 1-B» rzędu, k o ło  k r z y  w  o ś c i  (patrz 9j  stycznością 2-g° rzędu.

9 . Kotem k rzy w o śc i  krzyw ej w  punkcie (a;, y) jest koło, którego 
obwód posiada z nią styczność 2-g° rzędu, czyli 3 punkty wspólne. 
Środek tego koła, czyli t. zw . ś r o d e k  k r z y w o ś c i ,  jest punktem 
przecięcia się dwóch nieskończenie blizkich normalnych, w ykreślonych 
w  punktach (x, y) i (x - h  d x ,  y -ł- <ly). Promień k rz y w o śc i  o dla spół- 
rzędnych p r o s t o k ą t n y c h  w yraża się w zorem :

d t d^y d 2y
dx* d x -

d s d .<
dla spólrzędnych b i e g u n o w y c h  natom iast: O —  '—j— ----- - - j -

r D ■ d x  dep - h  d  u
i r ^ d ę

du  otrzym uje się przez zróżniczkowanie w yrażenia: ;i =  a rc tg  

(patrz pow yżej 3 .).
d r



K rzy w o ścią  krzyw ej n azyw a się jedność podzielona przez g, czyli 
„wartość odw rotna“ promienia krzyw ości.

10. S p ó l r z ę d n e  X ,  Y  Śro dk a  k rz y w o śc i  dla punktu (:c, y) w y­
znaczamy ze w zorów :

ihi . r d x
A  == x  — o — - , ł  —  y  -+- o -  ;

' d s  d$
d y

( / d s y  i
albo: x \ d x )  d*y ’ ~ y ~*7' ^ d x )  d*y  '

d x 2 d x 2
d y  d x

a l b ° : A  =

albo: A' =  x  —  q sin r  , Y  —  y -t- q c o s  t  .
11. Rozwiniętą (Ewolutą) danej k rzyw ej jest krzyw a, będąca 

miejscem geometrycznem je j środków  krzyw ości; krzyw a dana w zglę­
dem rozwiniętej je st r o z w i j a j ą c ą  (Ewolw cntą).

R ó w n a n ie  r o z w i n i ę t e j  znajdujem y przez w yrugow anie zmien­
nych x i y  z rów nania danej rozw ijającej i pow yższych  w zorów  na
X  i Y,  u w ażając  w  otrzym anem w  ten sposób równaniu X  i Y  za 
zmienne:

K ażdy promień krzyw ości je st norm alną rozw ijającej, a  jednocze­
śnie styczną do rozwiniętej.

D łu g o ś ć  lu k u  pom iędzy dwom a punktami rozwiniętej je st rów ­
ną różnicy przynależnych tym punktom promieni krzyw ości rozw ija­
jącej. Stąd w yn ika, że koniec nitki zupełnie giętkiej, lecz nieroz- 
ciągliwej, a nawiniętej na rozwiniętą, opisuje rozw ija jącą, jeś li się go 
odwija z rozwiniętej, naprężając go stale w  kierunku stycznej.

Odwrotnie znajdujem y, przy danem rów naniu F ( X ,  Y )  =  0  roz­
winiętej, równanie r o z w i ja ją c e j  z następujących zw iązków :

x = X ~ S ~ ,  y —  Y  S  , F ( X ,  Y ) = 0,

w których (A', Y )  oznacza dow olny punkt rozwiniętej, a  S  długość 
jej łuku aż do tegoż punktu, liczoną od p u n ktu ,' z którego rozpoczy­
na się odwijanie.

12. K rzyw a jest w k lę s łą  w  kierunku dodatnej osi y, gdy 0 , 

jest zaś w yp u k łą ,  g d y  ^ - ^ < 0 . W  punkcie, dla którego —
(IX (IX

(l  ̂u v
podczas g d y  ^  0, k rzyw a zmienia sw ój kształt z w klęsłej na w y ­

pukłą, lub odwrotnie. T ak i punkt n azyw a się punktem zwrotnym , 

a znajdujem y go  przez rozw iązanie rów nania: -j—y, —  0. O ile zaś pier­

wiastki tego rów nania jednocześnie czyn ią zadość w szystkim  następnym:
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d3V n d‘ y _ n c f y _ n rft+1
d x 3 °* rfr* ° - ; '  ' ' , J  ° ’ dx* 4  ^  ° ’

to badany punkt tylko w tedy je st punktem zwrotnym , gd y k je st liczbą 
p a r z y s t ą .  W ów czas bowiem styczna posiada (z powodu 8.) z krzyw ą 
styczn ość rzędu parzystego, przecina ją  zatem w punkcie styczności.
Je że li natom iast k je st liczbą n i e p a r z y s t ą ,  to styczna w  danym
punkcie posiada z k rzyw ą styczność rzędu nieparzystego, a  więc je j 
nic przecina, a punkt dam ' n ie  j e s t  punktem zwrotnym .

Dla punktu zwrotnego o =  cc .
10. Punkt krzyw ej je st punktem podwójnym, jeżeli się w  nim prze­

cinają dwie je j gałęzie. W  tym razie zaw sze ilość:

d x  dx ' dy

przybiera postać nieoznaczoną -y (por. str. 71 \  a zatem m uszą jed no­

cześnie obow iązyw ać rów nania:

Ostatnie równanie dla krzyw ej stopnia n S0 można w  punkcie podw ój­
nym przekształcić (jak  to ju ż  zrobiono w  ustępie 4 .) na następujące:

1 / 'V - ! -+- 2  ^ „ - 2  -+---------H (n -  1) F ,  -H u F 0 = = 0 .
Obie styczne w punkcie podwójnym  znajdujem y, rozw iązując w zglę­
dem tg T  równanie :

d * F  ,  F  ¿T- F  .
tg2 t + 2  -nr---r- tg V -1- -T—r =  0.

d y ¡  dx - dy dx-
Jeżeli rozw iązanie to doprowadza do dwóch rów nych pierwiastków, 
to obie styczne w p adają na siebjp, a punkt podw ójny nazyw a się  w te­
dy o s t r z e m . Jeżeli oba pierwiastki rów nania są  urojone, to mamy 
do czynienia z p u n k t e m  o d o s o b n io n y m  lub s p r z ę ż o n y m ,  w  któ­
rym  k rzyw a nic posiada stycznych (rzeczyw istych).

14 . W ielkość  pola z a w a r t e g o :
a) pomiędzy krzyw ą, osią odciętych i dwiem a rzędnemi ya, y, od- 

powiadającem i odciętym : xg, x  w yn o si:
x

F  =  f f ( x )  d x ;

>?) pomiędzy k rzyw ą i dwom a promieniami wodzącym i r 0 i r, od­
pow iadającym i kątom biegunowym  <p0, (p. w yn osi:

V

J-’ =  V-> f  r '  ■ dtf  .



15. Długość luku i  krzyw ej, zaw artego pomiędzy dwom a punkta­
mi odpow iadającym i odciętym x<> i x, w y n o si:
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x0 x0
Przy spółrzędnych biegunowych natom iast będzie:

1 * ^ 1 ^
Wo '

16. K rzyw e o b w ija ją c e .  Rój krzyw ych, t. j .  układ krzyw ych  przed­
stawiony rów naniem :

y,P) =  0,
o parametrze p,  zm ieniającym  się ciągle, może być obwinięty przez 
pewną, now ą krzyw ą, noszącą nazwę o b w i j a j ą c e j  dany rój k rzy­
wych. Równanie obw ijającej otrzym ujem y przez w yrugow anie para­
metru p z dwóch rów nań :

0, F « , , . , ) = 0 .

Jeżeli podobny rój krzyw ych  określam y równaniem: F  (z, y, p ,  q ) = 0 

z dwoma zmiennymi param etrami p  i q,  powiązanym i warunkiem  
<p (p, q) =  0, to otrzym am y równanie obw ijającej, rugu jąc p  i q 
z trzech rów nań:

d F  dep d F  dtp . ,
T p T ą ^ ^ T p '  1'^y>P>D =  °, <PiP,q) =  °-

17. T r a je k t o r y e .  K rzy w a, przecinająca prostopadle każd ą z roju
t a y w y .h ,  - , , ( w )  =  o.

o parametrze p,  zm ieniającym  się ciągle, zowie się t r a j e k t o r y ą  
p r o s t o p a d ł ą  danego roju krzyw ych. Równanie różniczkowe tra- 
jektoryi, której spólrzędnemi niechaj będą ę, ■)), otrzym am y, rugując 
p  z rów nań:

cl i ?  i  ¿ F  . '

c ą ~  dV : d l  ' —

Wobec dowolności stałej całkow ania, całku jąc równanie powyższe, 
otrzymujemy cały  rój trajektoryi.

I). „Przecięcia stożkowe“  czyli „stożkowe“ .

1. P łaszczyzn a południkow a Al, t. j .  p łaszczyzna, przechodzą­
ca przez oś obrotu stożka kołowego, prostego, przecina p łaszcz stoż­
ka w  dwóch jego  tw orzących i S 2 ; wierzchołek stożka oznaczym y 
przez i .  Inna płaszczyzna A’, prostopadła do płaszczyzn y Al, przecina 
płaszcz stożka: 1) w edług e l ipsy ,  jeżeli l i  przecina .V, i i>2 P °  tcJ samej
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stronie, licząc od wierzchołka s; 2 ) w edług paraboli ,  jeżeli E  jest rów no­
ległą do £'i łub $ 2 < 3): według, hyperboli ,  jeżeli l i  przecina .5 , i S., 
po różnych stronach, licząc od wierzchołka s, to zn., że jednę z tw o­
rzących lub iSfa przecina dopiero w  je j przedłużeniu po za w ierzcho­
łek. Dlatego też trzy krzyw e te noszą nazwę p r z e c i ę ć  s t o ż k o ­
w y c h .  Jeżeli w  przypadku 1) płaszczyzna l i  jest prostopadłą do 
osi obrotu stożka, to elipsą staje się kołem. W  przypadku 3) płasz­
czyzn a równoległa do li,  lecz przechodząca przez s, przetnie płaszcz 
stożka w edług dwóch tw orzących, które będą równolegle do n ie m a l-  
t y c z n y c h  ( a s y m p t o t )  hyperboli, tw orzą zatem ze sobą kąt rów ny 
kątow i niemaltycznych (patrz rys. 11 na str. 104). H y p e r b o lę  r ó w ­
n o b o c z n ą  zatem, dla której a  =  45°, 2 a  = = 90°, możemy otrzym ać 
jedyn ie ze stożków o kącie w ierzchołkow ym  > r900.

2 . Jeżeli punkt I ’  porusza się tak, iż każdorazow a odległość 
l ’ F  od stałego punktu F  i P  Q od stałej prostej, pozostają do sie­
bie w  stałym  stosunku P F :  PCI —  e, to miejscem geometrycznem ta­
kiego punktu je st e l i p s a , ' g d y  e c l ;  p a r a b o l a ,  gd y e =  l ;  w resz­
cie h y p e r b o ł a ,  g d y  e > 1. Stosunek c je st liczebną m i m o ś r o d o -  
w o ś c i ą  danej stożkow ej. S ta ły  punkt /•’ leży na osi głów nej i jest 
ogniskiem stożkow ej; stała prosta zaś je s t  prostopadłą do tejże osi 
głów nej i nazyw a się kierow nicą .  D la k o ł a  jest F  jego  środkiem, 
kierownica leży w  nieskończoności, a e =  o.

3 . Równanie ogólne stożkow ych w  spółrzędnych równoległych ma 
postać:

x 2 -+- 2  a , 2 x y  - h  a , , ? / 2 - l -  2  a , x  - 1 -  2  a2 y - l -  « 0 = =  0 , 

i przedstaw ia elipsę, parabolę, lub hyperbolę zależnie od tego, czy 

jego  w y r ó ż n i k  ( o „  a.it— <r|2) jest dodatny, rów ny zeru, lub odjeinny.

Ogólne równanie paraboli będzie zatem :
(a x - \ - b y  -t- c)2 -+- A x  -t- B y  +  C = 0 .

4 . Ś ro d e k  elipsy, lub hyperboli, znajdujem y jak o  punkt przecięcia 
się prostych:

an x -i- fi[2 y -I- «, =  0; al2 x  -+- a22 y -+- <i2 == 0.
5 . Je ż e li: a u  x 2 -t-;2 a l2 x y  rt- <J22 y2 =  k

je s t  równaniem, odniesionem do środka elipsy, lub hyperboli, w  spói- 
rzędnych p r o s t o k ą t n y c h ,  a

9i xn  ^  g2y ri =  k 
równaniem, odniesionem do osi g łównych, to kąt rp, o który musimy 
obrócić w  kierunku dodatnym pierwszy układ osi spółrzędnych, by 
w padł na osi główne, określa s ię .w zo rem :

g x i g., oznaczyć można z dowolnej pary równań poniższych: 

Ol -t~ 9i ~  «11 •+■ «22 I !7l 9i — «11 «22 — «is;



__a n  — a.>2___ 2 u u
^ 1 cos 2  ip siu 2 ip ’

czyli jako  pierwiastki rów nania kw adratow ego:

(“ u  — .'/) («22 —9) — a,2 — 0.
« u  -H a22 nazyw a się n i e z m i e n n i k i e m  rów nania stożkow ej.

6. W arunkam i na to, aby równanie przedstawiało k o t o ,  s ą : 
fll5 =  0 ;  « u = n 22 i rów ność znaku ilości: « u  i k.

i. K o ł o .  
Równania:

1. Równanie ogólne (rys. 9 ):
(pe —  a)2 -h (;i — b)2 =  r 2.

2 . Równanie środkowe, t. j .  początek 
spólrzędnych w  środku k o la :

X 1 -+- y -  —  r*.

3 . Równanie wierzchołkow e (początek 
spólrzędnych na obwodzie kola, a  0  X  
średnicą):

if- =  x  (2 r  —  x).
4 . Rów nania biegunowo dla osi O (rys. 9) :

Q *  —  2 Q  f  COS <¡0 - ł- . / ’ 2 =  I*2.

Obwody i pola kół patrz str. 2 i następne, pola w ycin ków  i od­
cinków koła patrz str. 36 i 37  i rozdział VII działu niniejszego.

2 .  E l ipsa  i hyperbo la .
Do elipsy (rys. 10) we w zorach poniższych odnoszą się znaki gór­

ne, do hyperboli (rys. 1 1 )  znaki dolne.

1 .  Równanie środ- R*s- l0-
kowe. Odnosząc rów ­
nanie do osi g łó w ­
nych krzyw ej i ozna­
czając półosi: O A — ii 
i Oli (względnie AD)
=  ft, otrzym am y rów ­
nanie :

VI. Gcometrya analityczna. J[03

lub: j/ —  -f- —  ]/ j j ;  (a2 —  k 2) .

2 . Równanie w ierz ch o łk o w e .  (Początek spólrzędnych w  wierzchoł­
ku /l[ na osi * j :



± J ,2 =  2  b- x - b- ^  =  2p x - Ĵ .
J  a  a 2 1 a

3.  Ogniska F  i F l leżą na osi x  w  odległościach od O :

0 F  =  0  F i  == ±  .

D la elipsy B F ^ B F . , —  O A — a, dla hyperboli O F —  O 1' \ —  OD. 
Stosunek: —

0 F  T/V =p:J2  . O F  1
= -------------=  e =  sin e, w zgl. = --------

O A a 0 .1  cos 't
n azyw a się liczebną m i m o ś r o d o w o ś c i ą  stożkow ej.

Rys. 11. 4. Promienie w o d zą­
ce ,  z obydw u ognisk do 
dowolnego punktu stoż­
kowej s ą :

r  =  ±  (« —  ex), 
r L =  a -t- ex.

Dla elipsy ich sum a, dla 
hyperboli zaś ich różni­
ca je st stalą; dla elipsy 
będzie zatem :

Y  - f -  ? '] = =  2 i i ,  

z czego w yn ika w yk re­
ślenie elipsy zapom ocą 
nitki; a dla hyperboli:
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r —  r, =  ±  2 a.

5 . Rzędna w  ognisku :

6?
/> =  ±  a ( 1  —  e2) = a 

W ielkość 2 j> n azyw a się param etrem  stożkow ej.

6. Średnicam i sprzężonem i zow ią się dwie średnice, z których 
każda przepolawia w szystkie cięciwy równolegle do drugiej. 'Styczne 
w  końcach jednej średnicy są  równoległe do średnicy z nią sprzężonej.

Jeżeli dwie takie średnice: 2 alt 2  hi tw orzą z osią g łów ną kąty 
ostre: «, $  (rys. 16 na str. 108), to :

a-±  ?j2 =  a\ ±  b\; a b =  Oj sin (a -+- #); ~  = J  tg a  tg #.

Rów nanie obu gatunków  stożkow ych, . odniesione do dwóch średnic 
sprzężonych, ja k o  do osi spółrzędnych ukośnokątnych, brzm i:



7 . Równanie s ty o zn e j  w  punkcie (x ,y) :

c — # i) —  y
Równanie normalnej w  tym że punkcie: ' =  —  — •

Przytem g i oznaczają spółrzędne bieżące.
Styczna i norm alna są  dwusiecznem i kątów  pomiędzy obu pro­

mieniami wodzącym i.

8. H y p e r b o l a  zbliża się coraz bardziej swem i w  nieskończoność 
sięgającemi gałęziam i do sw ych nlem altycznych  (asym ptot) ,  t. j .  do

obu prostych —  ± - | -  =  0, nie dobiegając jednak do nich w  skoń-

czoności. K ażda niem altyczna tw orzy z osią x  taki kąt a, że: tg a  =  b : a.
Dowolna prosta i i  S  (rys. 11), przecinająca hyperbolę i je j nie- 

maltyczne, ma równe odcinki (kresy) C I I  i R S  między hyperbolą 
a niemaltycznemi, z czego w ynika sposób  w y k re ś le n ia  hyperboli ,  gd y 
są dane: obydwie niemaltyczne i dow olny punkt hyperboli, np. C.

Kresę, odciętą przez niemaltyczne z prostopadłej do osi głów nej, 
każda gałęź hyperboli dzieli tak, że iloczyn części jest s ta ły  i rów ny V‘ .

Kresę, odciętą przez gałęzie hyperboli z równoległej do osi g łó w ­
nej, każda niem altyczna dzieli na dwie części, których iloczyn jest 
stały i rów ny u2.

Kresę, odciętą przez niemaltyczne ze stycznej do hyperboli, punkt 
styczności dzieli na dwie równe części. Pola trójkątów, w ytw orzo­
nych przez dowolną styczną i obydwie niemaltyczne, są  stałe i rów ­
ne ab.

Jeżeli dla dowolnego punktu 'Ci kresy (7, U  i ( ’, V  są  równoległe 
do niemaltycznych, to :

c\ u- a, v ~  v4 (a- -i- b-).
Równanie hyperboli ,  odniesione do n i e m a l t y c z n y c h ,  jak o  osi spół- 
rzędnych, prosto- lub ukośnokątnych, je st: 

x '  y '  =  •/, (a2 •+• fi2).

9. Dla dow olnego punktu .0  (x,y)  (p ; rys. 10 i 11) będzie:

S t y c z n a  C l  =  | / ±  (a2 -  .

Normalna C N  = =  —  l / ±  (a* —  e2x !) . 
a

a 2 b-
P o d styc zn a  —  ± P o d n o r m a l n a  X Q  =  ^ - ^ , x .

10. H yperb ola  równoboczna.
Równanie odniesione do osi g łó w n ych : * *  —  y- =  a-.
Równanie odniesione do niem altycznych: x ' y '  —
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P a r a m e t r ..............................................................2 p  —  2 a. _
Nadto m a m y ......................... ...... . . . . a =  b; e —  ]/2  \ a =  45°.
Niemaltyczne są zatem do siebie prostopadle. W ykreślenie hyperboli 
równobocznej patrz dział VII rozdział III, m aszyny parowe.

11 . Promień k rz y w o śc i  w  punkcie C  (rys. 10  i 11): 

.............................
q —  a^b2

s i n 1 F C T ~uh  s in ' l ' ’ U.T sin J u 
W y k r e ś l e n i e  (rys. 12): W ykreśl normalną C G  punktu C, oraz 

prostą tU 7  , przez ognisko /■', dalej G  l i  prostopadle do G C  i 11K  
prostopadle do C H,  a punkt A' będzie środkiem krzyw ości.

W wierzchołku .1 pro-
Kys. 12 .

mień krzyw ości elipsy i hy­
perboli je st:

o ' k B = - Ą ;
a

w wierzchołku B  elipsy pro­
mień krzyw ości w yn o si;

B jv =
TT

Środki krzyw ości Al i A’ 
w ierzchołków elipsy otrzy­
m ujemy (rys. 12 )  ja k o  prze­
cięcia osi g łów nych z pro­
stopadłą do B A ,  w yp row a­
dzoną z punktu D.

12. Rów nania  biegunowe stożkow ej, odniesione do ogniska I ’, j a ­
ko bieguna i do osi głównej P A ,  jak o  osi biegunowej (rys. 1 0  i 1 1 )  
je s t :

,. =  P =  ±  « U - g 3) . .
1  -+- e cos (f 1  -+- e cos q

13. Pole. Dla elipsy (rys. 10):

Pole 0 B C Q -.

Pole c a ł e j  e lipsy: : r a b . 
D la hyperboli (rys. 11) :

Pole A CQ,-.

x y  
' ~o "

ab x
■ arc sin —- 

2  a

■xy 
' 2  '

ab
■ 2  l n

Ostatni w yraz (odjemnik) tego wzoru przedstawia pole O C A .
abi r r a b .  2 - 0 V
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

1,0635 1,0922 1,1267 1.1677 1,2155 1,2732

D la  o b lic z e n ia  ilo śc i . t ( a - f  ii) m ożna u ż y ć  ta b lic  s t r . 2— 21,  p o d sta w ia ją c  o - f i  =  n ; 
■dla u ła tw ie n ia  o b liczeń  ilo śc i v. p o d a jem y:

¿ ^ =  0,1 0.2  0 ,3 . ! 0,4
fl -f- b i

x =  1,0025 1.0100 1.0226 I 1,0404

1 5 .  W yk reś len ie  e lipsy  z danych półosi  a i b (rys. 1 3 ) :  
a) Zakreśl ze środka O trzy kola promieniami ,?;, a i a - t - 6 ;  na­

kreśl dow olny promień O . T G H  i następnie przez ./  i G  równoległe
do osi x, względnie y, a  ich punkt 

Rys. 13. przecięcia C. będzie punktem elip­
sy , l f  0 iST zaś normalną tegoż 
punktu.

B y s .  14.

¡3) Kresę prostą długości «-(- // przesuw aj końcami po ramio­
nach kąta prostego, a punkt dzielący kresę tę na części n i b opisze 
elipsę.

1 6 .  W yk reś le n ie  s ty cz n e j .
a) W dowolnym punkcie C '(ry s . 1 0  i 1 1 ) .  Styczną hyperboli bę­

dzie dw ójsieczna kąta promieni wodzących C F  i C F i ,  styczną elipsy 
zaś dw ójsieczna kąta między jednym  z tych promieni, a przedłuże­
niem drugiego (p. 7, str. 105) .

¡3) 1  punktu P  zew n ątrz  stożkow ej (rys. 14) .
Zakreśl promieniem P F t koło ze środka P  i promieniem 2 a ko­

lo ze środka F ,  a prosta, łącząca punkt przecięcia się kól S  z ogni­
skiem F ,  przetnie Stożkową w  punkcie styczności C.

1 7 .  W yk reś len ie  osi g łów nych  e l ipsy  z danych (co do długości
i położenia) dwóch średnic sprzężonych /> l ) l —  2-«, i !■'. =  2  bt
(rys. 1 5 ) .  Z  l i  spuść E I T  A_ D I>\ i odetnij na niej E G  —  E  
~ O D l = : a l , a  dw ójsieczna kąta G O  G\  będzie położeniem jednej 
osi głów nej. Długości zaś osi będą :

oś w ie lk a : 2  «  =  O G t -(- O G\
oś m ała: 2  1> =  O G { —  O G.

U = n

14. Obwód
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Albo: W ykreśl O G  ja k  poprzednio, a  nad O G , ja k o ' średnicą, 
zakreśl koto; środek jego  iV  połącz z punktem ¡i ,  a prosta E l V" 
przetnie owe koło w  dwóch punktach J  i K ,  leżących na osiach

głów nych. O d l e g ł o ś c i  tych
Rys. 15.

18 . W ykreślen ie
(rys. 16).

e l ip sy  z danych

R y s .

w olny punkt p,  
styczną elipsy.

nakreśl k p  n, oraz p  ni [! g f

3.  P a ra b o la .

punktów od I i  są zarazem  
długościam i półosi głów nych.

Koło, przechodzące przez 
C  i ( i , ,  a  m ające sw ój śro­
dek M  na osi małej, prze­
cina oś w ielka w  ogniskach 
F  i

Jeżeli końce prostej O i E  H  
przesuw ać będziem y tak, by 
G j przesuwało się po O G x 
i je j przedłużeniu, a I I po I) D \ , 
to punkt l i  opisze elipsę żą­
daną.

C zw arty punkt harm onicz­
ny do G i , H  i G,  sprzężo­
ny z punktem I I ,  je s t  środ­
kiem krzyw ości dla punktu F.  
średn ic  sprz ężo n yc h  c d  i f g -

a) P rzez k o ń c e  
średnic prow ad ź:

i Igh  || k f i  || cd, prze­
dłuż iii  o lix — dh, 
podziel c l  na dow ol­
ną (w rys. na 4) ilo ść  
równych części, na­
kreśl s 3 , s 2 ,  s 1 .  
Punktam i przecięcia 
z g l  niechaj będą 4 , 
5 , 6; a proste 14 , 25 , 
36 będą stycznem i 
elipsy.

#) Na prostej f d  
(rys. 16) obierz do- 
a prosta inn  będzie

1 . Rów nanie  w ie rz c h o łk o w e :  y J =  2 p x ,  w  którem 2 p  je st p a ­
rametrem.

2 . Ognisko F  znajduje się w  odległości J F = 1/t p  od w ierz­
chołka A (rys. 17), p  je st rzędną w  ognisku /•’. Prosta I  L , , równo



łcgła do osi y, a  przeprowadzona w  odległości A L  —  — lli l>  od 
wierzchołka, lub w  odległości F L '  = —  p  od ogniska, zowie się k ie­
rownicą (por. str. 10 2 ) .

Dla każdego punktu p araboli1 jest: F S —  E B  =  x  - t - '/ s i ’ -
Średnica E  X '( r y s .

17) paraboli przepoła- 
wia w szystkie cięciwy 
równoległe do stycz­
nej E  Y '  w  końcu te j­
że średnicy i tw orzy 
z niemi kąt r; średni­
ca ta jest równoległą 
do osi ¿4 X  i nazyw a 
się średnicą sprzężo­
ną z kierunkiem E  Y '.
A więc am  =  mb.

Przyjm ując E X ’ 
i B Y '  za osi spół- 
rzędnych, otrzym am y 
równanie paraboli:

w '2=fei5— ~—x '—2p '  x'. 
s m *  t

4. Rów nanie  s t y c z n e j :  M = ; i ( s  +  i ) .  ^ t;>T =  t —

Równanie n o rm a ln e j : V -  y =  -  J ( s  -  *). ) (pQr s t °  %  $ ?)

Przyczem  £, 1] oznaczają spółrzędne stycznej, względnie normalnej. 
Styczna E l )  i normalna E G  połow ią kąt)- F E B  i F  E  X ' .  K ażdy 
z kątów: OH G , B E D ,  D E F ,  F D E  je st rów ny x. Dalej D A  =  
A C  =  x ; D F  ==./•’ E =  F  G  =  x -\ -  */z p. Oś y  przepoławia kresę 
stycznej, ograniczoną osią *  i punktem styczności; zatem D M  =  M E  
i D , M t =  Mi E t .

P o d styc zn a  L>C =  2 x .  Podnorm alna <■ G = p  =  const.

5 . Równanie biegunowe, odniesione do F  jak o  bieguna i do F A  
jako osi b iegu n ow ej:

p Vy  --------_?—  —  ----------------------  •
1 -+- cos ę  2 cos- <P

3 /

6. Promień k r z y w o ś c i :  o =  ’■*" •
Y p  sm 3 z

Rzut promienia o na oś x  jest rów ny 2  E F  =  2 E B  (rys. 17). 
Zatem l i R  —  */2 Q. M ożna też stosow ać wykreślenie prom ienia;) po­
dane w  rys. 12 dla elipsy i hyperboli (p. str. 106). Promień k rzy­
wości w  wierzchołku = p .
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R y s .  17
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7 . Rów nanie ro z w in ię te j: 2 7 p y *  =  8 (x —  ;>)3. Jest to parabolą 
p ó ł s z e ś c i e n n a ,  inaczej' parabolą N e i l a  zw ana *).

8. Pole A E C — i/3x y ,  a E l)  =  i/3a b c d .  A zatem pole F. pla-. 
skiego odcinka dowolnej krzyw ej (nieposiadającej jed nak punktów 
zwrotnych i t. p. w  danym  odcinku) o cięciwie g  i strzałce h jest 
w przybliżeniu: ! '  —  ~/3 gh.

9. D ługość luku A E  (rys. 17):

R y s .  1S>.

■-E3I + 1-  ln c tg -|- .

Jeżeli —  jest małym ułamkiem, 

to w  przybliżeniu :

10. W ykreślen ie parabo li.
a) D a n y  w i e r z c h o ł e k  A, 

boli (rys. 18).
R y s .  19.

a ; '

~v) "\y/ J
T o  samo w yrażenie można 

w  przybliżeniu stosow ać do dłu­
gości d o w o l n e g o  płaskiego

2 h
łuku, podstaw iając —  zam iast 

— , oraz g  zam iast y (por. 8.).
y

A X  i j e d e n  p u n k t  P  para- 

R y s .  20.
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Kreślim y: A li  _L A X  w  A  i P B  || A X  z P. Dzielimy dalej A l i  
i B P  na dowolną, lecz jednakow ą ilość równych części (w rys. na 8). 
Łącząc, np. A z punktem 7 na l i  P, i prow adząc z punktu 7 , leżące­
go na A B ,  rów noległą do A X ,  otrzym am y punkt przecięcia P7, hę-- 
dący jednym z punktów paraboli i t. d.

/J) D a n y  w i e r z c h o ł e k  A  i o g n i s k o  i'\ '(ry s . 19).
Jeżeli wierzchołek kąta prostego posuw a się po A Y,  a jedno je g o  

ramię stale przechodzi przez /’’, to drugie ramię zaw sze stanow i stycz­
ną do paraboli.

Albo (rys. 17): kreślim y C E  prostopadle do osi X, t. j .  do A F
i odcinamy C G  —  2 .-1F  =  p.  Koło ze środkiem w  F ,  a  promieniem 
F  G, przecina prostą C E  w  punkcie paraboli E ,  a zarazem  oś x  
w punkcie D, będącym  śladem stycznej E D .

•/) D a n e  d w i e  s t y c z n e  P G  i P i l ,  o r a z  i c h  p u n k t y  s t y c z ­
no ś c i  G  i l i  (rys. 20).

Podzieliw szy P G  i P i l  na n równych części (w  rys. na 7 ), o trzy­
mamy styczne do paraboli, ja k o  proste 11, 22, 33 , 44 , 55  i 66.

Wykreślenie to je st podatne' do rysow ania łuków płaskich.
f>) D a n e  c i ę c i w a  G I I  (równoległa do osi y) i p u n k t  P -  zatem 

G, 11 i P  są  punktami paraboli (rys. 21). ' :

Kreślimy I I 11 i P Q  pro- Hys. 21.
stopadle do G i l ,  dalej G P U
i Q li. Jeże li nadto poprow a­
dzimy Q, 1\ ± G  l i ,  a (2, l i ,  || QIi,  
to prosta ( r l i ,  natnie prosto­
padłą w  punkcie /’ , ,  któ­
ry będzie punktem paraboli.
Q ll  jest kierunkiem stycznej 
G T  w punkcie <x. Pion M  T  
w środku M  cięciwy G I I  jest 
osią x, a A wierzchołkiem pa­
raboli, jeżeli M A  —  A T. W y­
kreśliwszy styczne G  T  i I I T ,  
można dalsze kreślenie sp row a­
dzić do podanego pod •/).

Jeżeli dane są  dw a punkty paraboli I I  i P, oraz położenie osi 
głównej M T ,  to, prow adząc I I M J_  M  T  i przedłużając ją  o długość 
H M ,  otrzym am y punkt G,  poczem możemy postępować dalej w  spo­
sób powyżej podany.

11. W yk reś len ie  s ty cz n e j  do paraboli .
a j W punkcie je j  E  iry s. 17).
Odcinamy na osi: A D  —  A C ,  albo też F D  =  F E ,  a. D E  będzie 

styczną.
Albo: rów noległa do osi x  przez E  spotka kierownicę L L t w punk­

cie B,  a oś y  przepoławia kresę B  F  w punkcie M.  Szukaną styczną 
będzie zaś E M .
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0) 1 punktu Q, leżącego  zew n ątrz  paraboli  (rys. 17).
Ze środka Q promieniem Q F  zakreśl koto, a z punktów U i B , 

prowadź rów nolegle do .1 X ,  które przetną parabolę w  E  i E , . Szu- 
kanemi stycznem i są: Q E  i Q,El .

c . K r z y w e  c y k lic z n e  (kołowe).

I. Cykloida pospolita.

1 . C ykloida jest krzyw ą, którą opisuje punkt .1 obwodu kola . 1B,  
podczas gdy tenże toczy się (bez ślizgania) po prostej A C.

2 . W yk reś le n ie  (rys. 22).
Hys. 22. Odetnij A  <7= łu k o \ v i  A B p = n r ,

podziel obydw a na jed nakow ą 
ilość rów nych części, w yznacz 
punkty przecięcia 1 ,  2 , 3 i uczyń
l a = o l ,  2 /9— f i l i  i 3 -> '= c III ;  
a  «, (9 i y będą punktami c y ­
kloidy. Albo: cykloida obw ija 
kola zakreślone kolejno około 
punktów podziału kresy A U 
jak o  środków , promieniami rów- 
nemi kolejno cięciwom: AJ,- / I I I ,  
¿ I I I .

B. Rów nania  cykloidy, odniesione do A C  jak o  osi x  i A li  jako  
.osi y, s ą :

x  =  r  (<p —  sin rp) ; y =  r ( l  — cos <f).

X — r  arc cos -- — ]/(2  J- —  y) y . 
r

4 . Normalna w  punkcie D  przechodzi przez punkt styczności /' 
prostej podstaw ow ej A C  z kołem tworzącem . P D  jest normalną, 
S D  '1 styczną; P D  =  2 r  sin V2 (f —  J/2  r,y.

5 . Promień k r z y w o ś c i :  g =  4 r  sin %  ę  —  2  j/2  ry\
o jest więc dw a razy dłuższe niż normalna. W  wierzchołku ó będzie 
zatem g =  4  r; w  punkcie ,1 zaś Q =  0 .

6. Rozwinięta cykloidy jest nietylko również cykloida, lecz nawet 
przystającą do pierwotnej.

7 . Pole A E  D  =  r 3 (3/s (p — 2 sin ę  4 -  1 ,  sin  2 <p)
—  y 2 r x  — 2 y V(2 r  — y ) y ;

.■1 0  6  —  s / 2 . t  r 3 .

8. D ługość łuku A l}-— A r  ( 1  — Icoś '/2 q>)'=s%r — 2  J/2 r  (2 r —  y).
A d = - l r .

9 . Cykloida „w y d łu ż o n a “  lub „ s k r ó c o n a “  powstaje, gd y punkt two­
rzący nie leży na obwodzie, lecz z e w n ą t r z ,  względnie w e w n ą t r z ,  
koła toczączego się, w  odległości p  od jego  środka. Rów nania ich są:

x = T i f — ps m < f\  y  —  r  —  p  cos ę .
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2 .  Epioyklo ida i Hypocykloida.

1. Punkt A obwodu kola, o promieniu A C = r ,  które bez ślizga­
nia toczy się po drugim obwodzie kola, o promieniu A  O — R ,  opi­
suje cpicykloidę, jeżeli obydw a obw ody styk a ją  się zewnętrznie (rys. 23), 
a hypocykioidę, gd y  się s tyk a ją  wewnętrznie (rys. 24). R  promień 
kola podstawowego (stałego), r  promień kola tw orzącego (ruchomego).

2. W ykreś len ie  (rys. 23 i 24) : Podzielm y pólobwód kola A l i
r

i kąt *'1 O D —  180° na tę sam ą ilość równych części; w ykreślm y
Jt

promienie 1, 2 , 3 , 4  przez O i luki kołowe 5 , 6, 7 , 8  dokoła O; 
odcinając wreszcie r^a =  rxt a, bLb =  i <:iC =  7 i7 , otrzym am y 
w -4. a, b, c, D  punkty epicykloidy (rys. 23), względnie hypocykloidy 
(rys. 24). Albo: koła ze środkam i w  punktach spotkania się promie­
ni 1, 2 , 3  z obwodem  koła podstawowego, zakreślone kolejno cięci­
wami Aa,  .1/9, A y,  są  obwinięte przez szukaną krzyw ą.

3 . Rów nania .  (Znaki górne odnoszą się do epicykloidy, dolne zaś 
do hypocykloidy):

Zależnie od tego, czy  r  £  R ,  hypocykloida R , r  zlew a się bądźto 
z hypocykloidą R , R  —  r, bądź też z epicy kio idą R, r  —  R.

4;. Normalna jak iegokolw iek  punktu przechodzi zaw sze przez od­
powiedni punkt zetknięcia się  koła tw orzącego z kołem podstawowem .

Byś. 23. lij- s .  24 .

P

P o d rę c z n ik  te c h n ic z n y . T .  I. 8
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4  r (Ji=h r)
5 . Promień k r z y w o ś c i :  o == — -¿ j -- sin '/a r -

Dla .4: 0 =  0;

dla ¿>: o —  4 r -
i i  dfc 2 r

6. Rozwinięta jest epicykloidą, względnie hypocykloidą, podobną 
do danej.

7. Pole pomiędzy 0 .4 , k rzyw ą i promieniem w odzącym  je s t :
r  ( i?  ztz r)(R  =ir 2  r)

2  ./i
(rp —  sin <p).

8. Długość łu k u :  jf =  4 ' r  — (1 —  c° s  72 9>);

łuk

9 . Rów nania krzyw ych  sta ją  się algebraicznem i (przez w yru go w a­
nie ilości <p), jeżeli stosunek 11 do r je st wym ierny.

Jeżeli r = ' / . , ! { ,  to hypocykloidą staje się p r o s t ą ,  z lew ającą się 
ze średnicą .4  O. K ażd y punkt, nie leżący na obwodzie kola tw orzą­
cego, opisuje przy tern e l i p s ę .

Jeżeli r =  </, hypocykloidą staje się a s t ro id ą  (krzyw ą , gw iaź­
dzistą“ ), której równanie brzm i:

x v , + s ' u = Ą i

Jeżeli r =  R ,  to epicykloidą przechodzi w  kardioidę (krzyw ą ser- 
cowatą). Równanie kardioidy brzmi, jeże li .4 (rys. 23) oznacza po­
czątek spólrzędnych, a. A  O część dodatną osi x :

(i/2 -h a ;2 —  2 I i j-)2 =  4 l ł ‘  (x- -+- y-), 
albo też w  odpowiednich spólrzędnych biegunowych o i tj>\

o =  2 R  (1 -+- cos %>).
Dla r  =  oo, kolo toczące się staje się l i n i ą  p r o s t ą ,  a  odpo­

wiednia krzyw a staje sie r o z w i j a j ą c ą  k o l a  (patrz poniżej pod 3 .)-
10 . E p icyk lo idą  i hypocyk lo idą  w yd łu żona  lub sk ró c o n a  pow staje, 

jeżeli punkt tw orzący leży z e w n ą t r z ,  względnie w e w n ą t r z ,  kota 
tw orzącego, w  odległości j i  od je g o  środka. Rów nania ich brzm ią:

r  \  ( H =b }• \
x —  (R  ±  r) cos <pJ  =r  ]> cos h  qs j  ,

y  =  (V? d= r) sin ( —■ —  jp sin ~ -  <p

3 .  R o z w i ja ją c a  koła .
1. K ażdy punkt prostej, która bez ślizgan ia toczy się po obw o­

dzie kola, opisuje rozw ija jącą koła. (W ykreślenie za pomocą nitki).
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2 . W yk reś len ie  (rys. 25) : B D  równo pólobwodow i ko ia  A B ,  
jako też sam pótobwód, podziel na jed nakow ą ilość rów nych części 
(w rys. na 4): a a  jest styczną w  u, o długości a D  —  J/4 B D \  fib jest 
styczną w  p, o długości ¡3 D  =  2/-ł B  D  i t. d. W ów czas A , a , b , c , D  
będą punktami rozw ijającej.

3 . Rów nan ia :
x  =  r0 (cos v  -+• V  sin 1p) ; s' 2 j'
y — r0 (sin ip —  yi cos y>).

JOR ó w n a n i e  b i e g u n o w e :

4. Promieniem k rz y w o śc i  £> w  punk­
cie C' jest styczna C E  z punktu C  do 
koła podstawowego, a  w ięc je st on 
równy długości łuku koła A  E .

5 . Długość łuku A C, odpow iada­
jącego kątowi y ,  w yn o si:

Q2 _  >o V 2

6. P o le :  ACO= '/¿r̂ ip3.
(1. S p ir a lo  (krzywe „z w o jo w e “).

I. S p i r a l a  A rch lm edesa .

1 . Zakreśla ją  punkt C  (rys. 26), poruszający się z prędkością
jednostajną po promieniu O (', gd y tenże również z prędkością jedno­
stajną obraca się dokoła stałego punktu (bieguna) O. Jeżeli jednemu 
obrotowi promienia O C (360°) od­
powiada przebieżona przez C  po Evs. 20.
0  C droga r 0, to długość pro­
mienia wodzącego, odpow iadająca
1

—  obrotu, będzie w y n o s iła — , skąd

wprost w ynika wykreślenie tej sp i­
rali.

2. Równanie b iegunowe:

■ (!([- >o

w którem >• oznacza promień w o ­
dzący, a (p kąt biegunowy, licząc 
od O A.

O
3 . Jeżeli dla dowolnego punktu C  poprowadzim y styczną C T, dalej 

T  prostopadle do O C  i GJS  prostopadle do Ó T, to: popo dstyczn a



biegunowa 0  7 — —  , zaś Podnorm alna biegunowa O N = a  =  sta­

łej. Stąd w yn ika sposób w y k r e ś la n ia  s t y c z n e j  do spirali (por. niżej 
spiralę hyperboliczną).
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4. Promień k r z y w o ś c i :
2 a2 -4-

W y k r e ś l e n i e  (rys. 26): Prostopadle do C N  w N  i do O C  w  C  
przecinają się w  Q; prosta O Q przetnie normalną C N  w  środku k rzy­
w ości 3/. rn

rp}/1  -+- <pa -t- ln (<p ■+- K i  -+- rp-)

9? J / l  —l— igp* -+- arc sinh rp

w  przybliżeniu (dla wielu zw o jó w ): * == m*.
4 rr

2 .  S p i r a l a  h yperbo liczną.
1 . Z akreślając około bieguna O dowolne koła (wspólśrodkowe)

i odcinając na każdem z nich równe długości łuków «, w  jednę 
stronę, licząc od osi biegunowej O B , ,  otrzym am y w  końcach tych 
łuków  szereg punktów, których miejscem gcom ctrycznem jest właśnie sp i­

rala hyperboliczną (rys. 27 ). 
Równanie je j brzmi: rep— a. 
Poniew aż dla cp =  cc, r  staje 
się = 0 ,  to biegun 0  jest 
p u n k t e m  n i e d o b i e ż n y m  
(a s y m p to ty c z n y m ) ,  dokoła 
którego spirala opisuje nie­
skończoną ilość zw ojów , nie 
dosięgając go  jednakże.

Dla (p—0 staje się r'— 00, 
to zn. prosta C C i , poprow a­
dzona w  oddaleniu a, rów- 

. i ą  nolegle do osi biegunowej
O B it  jest niem altyczną sp i­
rali.

2 . Jeże li dla dowolnego 
punktu P  (rys. 27) popro- 

_Cf w adzim y styczną /’  T, oraz
0 T  prostopadle do OP, a P N  
prostopadle do P I ,  to :

P o d styc zn a  biegunowa O T =  — a =  stałej; )
,.2 ' l por. spiralę

Podnorm alna biegunowa 0 N = ------- ; I Archimedesa.
n >

Stąd w ynika sposób w y k r e ś l e n i a  s t y c z n e j  do spirali.



3. Promień k r z y w o ś c i :  g =  . ,  1 — V  •
sm J O l i  cosJ u

W y k r e ś l e n i e :  Prostopadła do P N  w  N  (rys. 27) przecina pro­
mień 0 w  Q, prostopadła zaś do tegoż promienia, w yprow adzona 
z Q, przetnie normalną P i\T w  środku krzyw ości J f .

3 .  S p i r a l a  logarytm iczna.

1 .  R ów n an ie :  r  —  a e m(p.
Dla cp =  0  będzie r  —  O A  —  a (rys. 28). Poniew aż dalej dla 

( p =  —  w ,  r  —  0, w ięc biegun O je st punktem niedobieżnym, do 
którego spirala, dla odjem nych w ar­
tości ip, coraz to bardziej się zbliża, 
nie dosięgając go jednakże.

2 . S ty c z n a  C  T  w  punkcie dow ol­
nym C  tw orzy z promieniem w od zą­
cym 0 C k ąt u  =  a =  stałej, tak, że 
ctg a  =  i)i.

3. Podnorm alna biegunowa:
O JV  =  r  ctg a  =  )■»«.

Normalna biegunowa:
____ 7*

C j V = ) - ] / l - f - 7)i2 =  -^— =  promie- 
sm rJ  

niowi k rzy w o śc i  o w  punkcie C.
4 . Rozwinięta spirali jest znów spiralą przystającą do danej sp i­

rali, lecz obróconą względem danej o kąt --------- U—  •

5 . Pole, zakreślone przez promień w odzący r, począw szy od 
(p =  — co (bieguna) do -+- (p, t. j .  aż do punktu C krzyw ej, rów na 
się połowie pola trójkąta O B  O, utworzonego z promienia w odzące­
go punktu U, jego  stycznej ¡ podstvcznej biegunowej = r * : 4 m.

T
6. Długość łuku od punktu C aż do bieguna = ----- , a w ięc rów-

cos a '
na się długości stycznej C T  aż do spotkania się je j z N~0 , t. j .  =  CB .

e. Krzywa łańcuchowa zwykła.

Zw ykła łańcuchowa jest linią rów now agi nitki zupełnie giętkiej, 
zawieszonej na dwóch punktach pod warunkiem , aby obciążenie nitki 
wszędzie było  proporcyonalne do je j długości. ' Parametrem jest h.

¡X (  T * ------\ X
1 .  Rów nanie :  y  =  ~ ( e h - i -  e h j == h cosh —  -

I  *  = 7* 1“  ( ł  ^  / /  . ł ) ' -  l )  =  h ar cosh f  •

VI. Geometrya analityczna. 117
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Początek spółrzędnych leży o h = M O  niżej od najniższego punktu 
M  łańcuchowej K K '  (rys. 29).

2 . K ąt t , którj- tw orzy styczna U P  w  dowolnym  punkcie P  z (po­
ziomą) osią x, określa się z w zoru :

1Rys. 29. t S T  — ' h -
d x

■ sinh -

i '
- 1/  (1 —  1 :  cos V = —  ■

y
W prow adzając T ja k o  zmienną nieza­

leżną, otrzym am y poniższe d w a  równania 
łańcuchow ej:

x  =  h In
1  -+- sin x

:h  In tg

—  h ar sinh (tg z) ; y ■
h

COS T

3 . Promień k rz y w o śc i  w  punkcie P  
jest rów ny, lecz przeciwnie skierow any 
ja k  n o r m a l n a  w  punkcie 1 mierzona

, „  . . y '3 h
od P  aż do osi x, t. j .  =='—- =  — —  .

4 . Pole O M  P T  w ynosi: 

F —  —  e ~ =  A3 sinh - li2 tg z —  h y-  —  h - .

5 . Długość łuku M P  je s t :.

—  li sinh —-  =  li tg t  —  J / y *  — li* —  P  U — OD,

jeżeli T U  i M D  są  prostopadle do P  U.

[§ M: h ln 1 T : h ar sinh ~  - 
h

T ablice funkcyi hyperbolicznych cosh i sinh (p. str. 32  i 31) dają 
w prost w artości rzędnych, względnie długości łuków  łańcuchowej dla 
param etru h —  1.

6. R o z w i ja ją c a .  [ T r a k t o r y a  Huyghensa (czytaj Hojensa), lub 
k r z y w a  a n t i f ry k c y jn a ) .  Jeżeli wierzchołek M  jest początkiem roz­
winięcia, to równanie rozw ijającej (rys. 29) brzm i:

/is
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zależnie od tego, czy y

jcmną; albo też: x — h (tgh ij> —  cp)-, y ■

(rzędna rozw ijającej) jest dodatna lub od- 
h

przyczem  cp ozna-
cosh cp ’

cza pewną zmienną niezależną.
W  powyższem  h je st s t a ł ą  długością U T  stycznej od krzyw ej 

aż do osi x  (rys. 29) —  M O .  T raktorya posiada zatem tę w łaści­
wość, że długość stycznej pom iędzy k rzyw ą i osią odciętych jest 
wielkością stalą. Oś ta je st niem altyczną czterech gałęzi, z których 
się składa traktorya. Rozwinięta traktoryi (por. str. 101) je st łańcu­
chowa K M K ' .  P  je st środkiem krzyw ości; q — P U  (p. wyżej).

Luk M  U =  h ln [y : li).
7 . Jeżeli 2 L  oznacza długość łańcucha, 2 1 odległość poziomą,

2  b odległość pionową je j punktów' zaw ieszenia, to znajdujem y para­
metr 7i, początek spółrzędnych, a  przeto i najn iższy punkt łańcucho­
wej, ja k  następuje: Przez próbowanie określam y, przy pomocy tabli­
cy na log sinh (p. str. 32), wielkość <p ze zw iązku:

sinh cp ] / l.'J —  ¿>2 . .
-------- =   -------;— — , względnie z dogodniejszego:

(P t
log sinh cp —  log cp =  V2 log (L  -+- b) ~t- •/, log (L  — b) —  log l.

W ów czas li —  l:cp. O bliczając nadto wielkość y> z tgh ip —  h : L  
(p. tabl. str. 34), otrzym am y początek spółrzędnych, ja k o  leżący
o L  ctgh (p niżej środka kresy, łączącej oba punkty zaw ieszenia i w  od­
ległości poziomej — ipli od tegoż środka, a  mianowicie ku niższemu 
punktow'i zaw ieszenia.

8. Jeżeli oba punkty zaw ieszenia łańcucha leżą na jednakow ej w y ­
sokości, to : '  sinh L  t

b = 0 i  — " = T >

a początek spółrzędnych leży niżej prostej zaw ieszenia o 
Ho —  L  ctgh cp.

Kąt zawieszenia oi (pochylenie w punktach zawieszenia) będzie:
li _  l tgh cp

?/o ~~ L<P

f. Równania kilku innych krzywych.

K rzyw a Spółrzędne prostokątne Spółrzędne biegunowe

1. Cysoida.

2. Lemniskata.

3 . Konchoida.

4 . L iść Kartezyu- 
sza.

5 . Czworoliść.

y- (a —  x) =  x 3

(x2 - 1  z/2)2 —  « 2 ( i 2 —  y~) 

(x2 0 -  y*) (y — 6)2 =  a h f

x 3 -+- y 1 =  3 a x y  

(x ‘- -h  i/2)3 —  4  a i x'l y-

a sin2 cp 
cos cp 

r  =  a \/ cos 2  cp. 
h

r  =  «H --------- -
cos cp

3 a sin cp cos cp 
sin3 cp-h- cos3 cp 

r -— a sin 2  cp.



1. C y so id a  (bluszczowa). Dane koło o średnicy a; w końcu stałej średnicy (osi x) da­
na styczna tegoż koła. Przez drugi koniec tej średnicy (pqczątek spółrzędnych) prowa­
dzimy dowolna ilość siecznych, aż do spotkania się z tą styczną. Jeżeli odetniemy dłu­
gości cięciw, wyznaczono przez koło na każdej siecznej, lecz począwszy od jej punktu 
spotkania się ze styczną, ku początkowi spółrzędnych, to końce tych kres będą punkta­
mi cysoidy.

2. L e m n is ś a ta  jest miejscem geometrycznem punktów, dla których iloczyn ich od­
ległości od dwóch stałych punktów F  i Ft jest stałym, a mianowicie = ij3 ai. Odle­

głość F Ą  =  a )  2 ,

Obie gałęzie krzywej, przechodzące przez środek kresy aY  2 (początek spółrzędnych), 
spotykają się w nim pod kątom prostym.

Półosią krzywej jest a. Kąt pomiędzy promieniem wodzącym ,a normalną = 2  ę. 

Dla ymax jest rp =  30", a r  =  a \̂f2. Całkowite polo lomniskaty =  a2.

3. K o n c h o id a  (krzywa muszlowata) jest miejscem geometrycznem punktów,' otrzy­
manych na wszystkich promieniach, zbiegających się w jednym biegunie P, przez- odcię­
cie na każdym z nich pewnej stałej kresy a, poczynając zawsze od punktu przecięcia 
się promienia z pewną stałą prostą, przeprowadzoną w odległości b od bieguna.

C. Pnnkt, prosta i płaszczyzna w przestrzeni.

W  w y w o d a c h  p o n i ż s z y c h  p r z y j  mu j  e n v y  t r z y  o s i e  s p ó ł ­
r z ę d n y c h  w  p r z e s t r z e n i ,  w z a j e m n i e  d o  s i e b i e  p r o s t o p a d ł e .

1 . Jeżeli a', y, z i x0, y0, 20 Sił spółrzędnemi dwóch punktów, 
których odległość w zajem na w ynosi l\ a o., f}, y oznaczają kąty, któ­
re l tw orzy z dodatnymi kierunkam i osi spółrzędnych, to :

l —  V(x —  x0)2H- {y —  i/o)2 -+- (z — z0)-.
X  —  n V Vo Z •—  Zq

c o s a  =  — j — ; cos /? —  L— — ■ ; cos —- •

cos2 a -i- cos2 /? -f- cos2 7 =  1 .
2 . Jeżeli kresę l, wziętą w  kierunku od x0, y0 z0 ku x, y, z, po­

dzielimy w  stosunku 1  : n, to, oznacza jąc przez x u  y lt s t spółrzędne 
punktu podziału, otrzym am y:

___ y - 4 n xo _Z/-+-»;/o _ _ z - i - » 2o
1 — l-t~« ’ Jl~ 1-hn ’ ~1— l-i-7i '

3 . Kąt q> pomiędzy dwoma kierunkami, wyznaczonym i przez kąty 
“ j f t  7 i « i ,  P i,  7 i ,  określa się z rów nan ia:

cos ip =  cos a  cós o, H- cos /9 cos /?! -+• cos 7 'cos 7 ,.
Jeżeli oba kierunki są  do siebie prostopadłe (<p —  90°), to musi b y ć : 

cos o. cos a j -h  cos ¡9 cos ¡3, cos 7 cos 7 , =  O.
4 . O znaczając przez /{., v  kąty, jak ie  prostopadła do podanych 

pow yżej pod 3 . kierunków, t. j .  prostopadła do p łaszczyzny kąta q>, tw o­
rzy z kierunkam i dodatnymi osi spółrzędnych, otrzym am y zw iązki:

cos ,ć? cos 7, —  cos /?, cos 7 cos 7 cos a , —  cos 7 , cos a
cos / . = ----------------- :---------- -i-------- ; cos a  =  - -------- ----------- —-------- •

sin rp . sin (p
cos a  cos B , —  cos o. cos 8 ,

cos v  — ------------- - — -----------
sin <p

120 Dział pierwszy. — Matematyka.



N a j k r ó t s z a  o d l e g ł o ś ć  między prostą o kierunku (a, /?, ■/) przez 
punkt (x , y, z) a prostą o kierunku (a, ,  f t ,  y ,) przez punkt yi z,), 
równa się bezwzględnej wartości w y rażen ia :

p  =  ( i ,  —  x) cos /. -j- (>ji — ;/) cos -i-  {z, —  z) cos v.
5 . P r o s t a  w  przestrzeni w yzn acza się przez dw a rów nania:

y  == mx  -+- b, z —  m , x - \ - b i .
Prosta, przechodząca przez punkt (xu  j/ ,j z,) i tw orząca z osia­

mi kąty et, ft, 7, w yraża  się rów naniam i:
x  —  ^  _  y  —  ?/i z —  Z| _
cos a cos ¿9 cos 7

W poprzednich zatem równaniach je s t :
cos B cos 7

Ht = ------ : uf, = -------■
cos et cos «

Rów nania prostej, przechodzącej przez punkty y , ,  z ^
> f e ,  2/2, *2), s ą :

a — «i  _  y  —  y» _ _ s  —  s i . . .

x 2 —  y ,  —  2/1 z2 — z,
6. Jeżeli dwie proste w  przestrzeni m ają się przecinać, to w arun­

kiem nieodzownym  jest, aby w yznacznik czterech równań obu pro­
stych, sprow adzonych do postaci: m x - + - n y ~ \ - p z - ł - q = 0, tożsamościo- 
wo był rów ny zeru.

7. Rów nania  p ła sz c z y z n y .
Ogólnie biorąc, p łaszczyznę w yzn acza równanie pierwszego stopnia: 

A x  -h  B y  -1- O z - h  D  =  0 .
Wszystkie zatem punkty, których spółrzędne czynią zadość temu sa ­
memu równaniu pierwszego stopnia pom iędzy t r z e m a  zmiennemi, 
leżą w  jednej płaszczyźnie.

B y - \ -  Cz-+- D  =  0 , rów nanie p łaszczyzny, równoległej do osi x. 
A x 4r  C z - r - D  = 0  ,  n n V-
A x B y - h  D =  0  „ „ , „ „ „  z.
Ax-+- By-+- C z =  0  „  „  , przechodzącej przez po­

czątek spółrzędnych.
8. Jeżeli p łaszczyzn a przecina osie w  odległościach a, h, o od po­

czątku spółrzędnych, to równaniem  je j będzie:

±  +  Ł  +  Ł  =  i .
a  o c

x = . a ,  równanie p łaszczyzny, równoległej do p łaszczyzny yz.
y = w >  » » . » » x z -
2 = r  C, „  ji j v n n
9. Jeżeli kresa prosta l, zaczynająca się w  początku spółrzędnych, 

tworzy z osiam i kąty a, /?, y, to płaszczyznę, przechodzącą przez 
drugi koniec kresy l, a  do niej prostopadłą, przedstawia rów nanie:

x  cos a -+- y  cos 0 -+- z cos 7 — ¿ = 0 . (P o s ta ć  normalna).

VI. Geometry a analityczna. * 121
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Je ż e li  zam iast długości l danym jest punkt (xIt y ls zy) płaszczyzny, 
to je j równanie będzie:

(x —  x ,) cos a -Ą- (i/ —  !/,) cos -t- (z —  z ^  cos y  =  0, 
s. jeżeli zam iast długości i kierunku kresy dany jest je j punkt koń­
c o w y  (xl} yu  Z[), to równanie p łaszczyzny, przechodzącej przez ten 
punkt, będzie:

(x —  x ,)  Xl -H (y —  y t) »/, -+- (z —  z,) z , —  0.
10 . A by równaniu ogólnemu p łaszczyzn y:

. l x  —I— 7? y  —i— ( J z - t - D  =  0 

nadać postać normalną, należy w staw ić:

cos ¡3 =  -
±  v a 2 -t- li2 -h C2 ±  ]/ .1-’ -+- /T2 -+- C2

C  / =  _ — D

=b |/̂ 42 -H 7>’2 -+- C2 ±  {/.414- li'3 •+■ O2

Znak pierwiastka taki, by l stało się dodatnem.
11 . Odległość p  punktu (xJ ;  y , ,  z,) od p łaszczyzny, wyrażonej

rów naniem  w  postaci normalnej, w ynosi:

p  =  ±  (xj ccs «  -1- )/, cos /J -t- z, cos y  —  Z), 
przyczem  należy uwzględnić znak dodatny albo odjem ny, zależnie od 
tego, czy punkt (Xj, y , , z,) i początek spółrzędnych leżą po różnych
stronach, czy też po tej sam ej stronie p łaszczyzny.

12. Jeżeli A x -+ -  B y - Ę  Cz -{- D  =  0 jest równaniem  płaszczyzny, 
to prostopadła do niej, w  punkcie je j , tji, z,), w yraża  się rów ­
naniem :

C C
z — —  z —  Z i = £ - ( 2 /  —  2/i).

13 . Jeże li dw a kierunki (a, {3, y i a , ,  , f t )  przechodzą przez
punkt (X[, i j i ,  z j ,  to równanie p łaszczyzny, w yznaczonej przez te kie­
runki i ten punkt, je s t :
(x— x ,) (cos ¡3 cos •/,— cos jS, cos y) -t- (y—y i) (cos y cos a , — cos y, cos a) 

-ł- (z —  zt) (cos a  cos i?,— cos er, cos /?) =  0.
14 . Je ż e li: / l x  -+■ l i y  -t- G’ z -t- Z) = 0  i

d i x -i— Hi y  ̂ :— o
s ą  równaniam i dwóch płaszczyzn , a  przez k oznaczym y liczbę do­
w olną, to płaszczyznę, przechodzącą przez prostą przecięcia się obu 
p łaszczyzn  danych, w yznaczam y równaniem :

(.4 x - ł-  B y-+-  C z - f-  D) -i- k  (̂ 4 j x  -4- 11̂ y Ci z -4-  D i) =  0 , 
a lb o : (.4.-H fc -4 i) x  -4-  (fi~ ł-k  li i) y  -+• (G-\- lc Gri) z-\-1)-r -k  Dy =  0 . 

Równanie rzutu na płaszczyznę x y  prostej przecięcia się dwóch płasz­
czyzn  otrzym am y, rugując z ich równań zmienną z ; w  sposób podobny 
otrzym ujem y rów nania je j rzutu na płaszczyznę x z , względnie t/z.
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15 . Kąt <p pochylenia wzajem nego dwóch p łaszczyzn (określonych
równaniami jak  pod 14.) w yrażam y wzorem :

.4 .-1, - H l i j S i - t - W ,
CO S W — ............. .................................  1 .... • :

±  }/(A 2 -4-  JP  -4-  C2) (A t* - H C l 2)

P łaszczyzn y są  r ó w n o l e g ł e  (<p —  0 ), je ż e li : *4 -  =  - •
Ai J>i Oi

P łaszczyzn y są  do siebie p r o s t o p a d ł e  (177= 9 0°), jeże li:

A Ai -H D lii  -+- 0  Ci =  0.
16 . Dwie p ła s z c z y z n y  rów noleg łe  w y raża ją  się zatem równaniam i: 

A x -\r  By~*r Gz-y- D =̂̂ 0 i A x - ł - B y C z - y - D i ^ ^ O .
17 . P łaszczyzn y, przepoław iające kąty między dwiem a innemi

(określonemi równaniam i ja k  pod 14 .), w y raża ją  się w zorem :

A x  -+- B y  - Cz  -h  1) Ai x  -+- B i  y -l- Ci z -f- D i __
0.

]/A>-+- B 2-¥- C2 J/.-l, 2 -H B i 2 -+- Ci*
18. Przem iana  spó łrzęd nych .
Spółrzędne względem  pierwotnego układu oznaczam y przez x, y, z, 

względem nowego przez x', y' , z'.
a) R ó w n o l e g ł e  p r z e s u n i ę c i e  osi. O znaczając przez f  g, h 

spółrzędne nowego początku, otrzym am y:
x  —  f  -Ha-'; y =  g-¥- y'\ z =  h - h  z’,

li) O b r ó t  osi dokoła początku spółrzędnych. D ostaw y kątów , 
utworzonych przez nowe osie x', y', z' z pierwotną dodatną osią X,
oznaczamy p rzez : a,
podobnież z pierwotną osią y :  a',

Z  * ( l f ^

w ów czas:

b, 
V, 
b" ,

x =  ax  
y —  a 'x '  
z =  a " x '

■ by'
- h'
- h " y '

■ c z '  

- c 'z '
■ c "  z'.

x ' =  a x - h  a y ■ 
y '  = z b x - \ - b '  y ■

■ a "  z 
■ b "z

z '  —  c x - \ -  c ' y  c " z .

Zachodzą nadto następujące zw iązk i:

1 )
&2 -

- a '2
- b'2

'  2
■ b" 2

3 ) a2

c
H -&2
-+- W-

-)- c i

: 1  
- .1 

: 1 . 

= 1  
: 1

a " 2 -1-  b " 2 - ł- c " 2 =  1 .

2) ab-+- a '  b' ■ 
he  -+- 6' c' ■ 
c a  4 -  c 'n '  ■ 

A) a a '  -ł- biif, ■ 
a ' a "  -+ -b 'b " -  
a "  a - \ -h " h  ■

6) a ' —  cl>" —  b e "  
b' = a c "  —  c a "  
c’ —  b a "  —  ab''

7) « "5 ) a —  b ' c "  —  c 'b "  
b ~  c' a "  —  a ' c "  
c ~  a ' b "  —  h 'a " .
7) P rzy r ó w n o c z e s n e m  przesunięciu i obrocie, należy odpow ie­

dnio połączyć w zory z pod a) i fi).

- a " b "  =  0 
. b "  e "  =  0
- c "  a "  —  0.
■ c c '  = 0
■ c ' c "  =  0
- c "  c = 0 .
-  bc '  —  eh' 

b "  = c a '  —  a c '  
c "  =  a b '  — b



<5) Chcąc przekształcić spółrzędne x, y, z punktu na spó łrzęd n e  
biegunowe r, <p, należy przedwstępnie określić spólrzędne punktu 
x 'i y't z '> odniesionego do układu prostokątnego, którego początek 
byłby biegunem, p łaszczyzna x ' y '  byłaby rów nikow ą, a oś * '  o sią  
biegunową, od której liczą się kąty q>, poczem będzie:

x '  —  r  cos cp cos # ;  y '  =  r  sin qi cos ; z' —  r  sin # .
Dla punktów płaszczyzny x '  y '  je s t : =  0 .

1). Krzywe o podwójnej krzywości.

a. Twierdzenia ogólne.

1. K rzyw ą o podw ójnej krzyw ości, odniesioną do układu spół- 
rzędnych rów noległych, w yo b raża ją  dw a ró w n a n ia :

Ą  (*, V, 2) =  0 ; F 2 (x , y, z) =  0 .
Je st ona zatem przecięciem się dwóch powierzchni, z których każdą 
przedstawia jedno z równań pow yższych.

K rzyw ą tę w yzn acza ją  też rów nania je j rzutów na płaszczyzny 
x y  i x z :

y  — z —  tp2(x).
2. K ąty  a, fj, ■/, jak ie  s ty c z n a  w  punkcie (x, y, z) tw orzy z osia­

mi X, y, z, otrzym ujem y ze zw iązk ów :
d x  n d y  dz

cos Ci =  —  ; cos fi =  ~  ■ cos 7 =  ;
ds d s  d s

a różniczkę luku z w zoru :
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d s  —  ]/ d x2 -+- d y 2-f-  dz 2- d x j / i  +  i j f )  + ( ^ )  •

3 . Równanie s ty cz n e j  w  punkcie (x, y, z) brzm i:

I —  & _ V —  V _  f —  z 
d x  d y  d z

4 . Równanie p ła s z c z y z n y  normalnej natom iast:
(£  —  x) d x  -ł- (ij —  y) d y  -+ -(£ —  z) dz —  0.

5 . P łaszczyzn a, która przechodzi przez punkt (x , y, z) krzyw ej
i dw a bezpośrednio z nim sąsiadujące, nazyw a się p ła sz c z y z n ą  ś c i ś l e  
S ty c z n ą  w  punkcie (x, y, z). Z ak ład ając :

A =  d y  • d2z —  dz ■ d2y ,  B  =  dz • d2x  —  d x  • d2z,
0 =  d x  ■ d 2y  —  d y  ■ d2x ,  

otrzym am y, jak o  r ó w n a n i e  p ł a s z c z y z n y  ś c i ś l e  s t y c z n e j :
A  Q  -  x) - h B  (;j -  y) -+- C ( f -  z) -  0.

K ąty, jak ie  dwójnorm alna, t. j .  prostopadła do p łaszczyzny ściśle 
Stycznej, tw orzy z osiami x, y, z, określają się ze zw iązków :



a  b a
cos 1 —  cos ;(• —  - J J  ; c o s v  =  ^ - ,

w  których:
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D  =  j/yl2 -4-  B- -+- G'2 =  rfs J/(d2x)2 -+- (d2 7/)2 -+- (</2z)'- — (<i2s)2

G. O znaczając przez r fr  kąt dwóch bezpośrednio po sobie nastę­
pujących stycznych, będziem y mieli:

/ Dd v  =  - —  -
d s i

a p r o m i e ń  krzyw ości w  płaszczyźnie ściśle stycznej, czyli promień 
pierwszej k rz y w o śc i  k rzyw ej:

__d s  ___d s3

Q l~ ~ d i ~ ~ D "
Spólrzędne przynależnego środka krzyw ości otrzymamy', ja k o : 

, d x  , d y  j t l s
d —  d -/■ d - r

t- o ds  „ d s  , ,  „ ds
A = x - H £, .2 - ^ ;  1 - 2 , - Hi ) , 2 - ^ 5  +  <>,* —

7. Dwie sąsiednie płaszczyzny ściśle styczne tw orzą ze sobą k ąt: 

d-d —  ]/(d cos 7.)2 ■+- (d  cos ; t.)2 h -  (d cos v)s 
A  ■ d 3x  -(- B  • d 3y  -+- C ■ d sz

= -------------------W-------------------d s ;
ds

wyrażenie q., =  nazyw am y p r o m i e n i e m  drugiej  k rzy w o śc i  krzy­

wej lub promieniem „skręcenia“ krzyw ej.
K rzy w a jest p ł a s k ą ,  jeżeli dla wszystkich je j punktów będzie 

di}  —  0, czyli w yznacznik:
d x  d y  dz.

A ■ d3x  -t- B  • d3y  -t- C ■ d3z —  d2x  d2y  (i2z
(i3 a: d3y d3z

1). Linia śrubowa walcowa.

= 0 .

1 . Linię śrubową, w alcow ą, czy'li zw ykłą, zakreśla punkt posuw a­
jący się z prędkością jednostajną po obwodzie koła, które rów no­
cześnie porusza się również z prędkością jednostajną w  kierunku pro­
stopadłym do swej płaszczyzny, które w ytw arza zatem prosty' walec 
kołowy”  na powierzchni tego w łaśnie w alca punkt poruszający się 
kreśli linię śrubową.

Niechaj będzie promień tego w alca r , skok śruby bh’ = h  (rys. 30), 
to styczna kąta pochylenia skrętu « będzie:

h
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Jeżeli oś z przyjm iem y w  osi w alca, oś x  przez punkt b linii śrubo­
w ej, a przez (p oznaczym y kąt w ytw orzony z osią x przez rzut promie­
nia wodzącego na płaszczyznę xy ,  to rów nania linii śrubowej będą: 

x  =  r  cos rp; y =  r  sin q)-, z =  a r q i\
Rys. 30. z z

a lb o : x  —  r  cos — ; 11 —  r  s in ------
i i  «> '  ”  rt /■<

<S!xjq2

/
2 (6)

2 . R ów nania  s ty c z n e j  s ą :

g — — y _ ę  — s
sin (p cos (p a 

Styczna tw orzy z osią z i z tworzącem i w alca 
sta ły  kąt:

y —  90° —  rj.
R ozw ija jąc  zatem płaszcz w alca na p łaszczy­

znę, a  w raz z nim i k rzyw ą śrubową, otrzym a­
m y je j rozwinięcie w  postaci linii prostej.

3 . Promienie k rz y w o śc i  są :
r

r  ( 1  -+- a 2) r  

1  ■ + ■  a 2

a sin a  cos a
T a k  i?,, ja k  g2 są  tedy stałe, a

=  pierwszej krzyw ości

i  =  drugiej krzyw ości^  •

prostopadły do osi z.

4 . Długość łu k u :  i

nadto promień Ql jest zaw sze

ip = r c p ] / l  -ł- a-.

o. W yk reślen ie  rzutu linii ś ru bo w e j  n a  p ł a s z c z y z n ę  x z  (rys. 30 ). 
Podzielm y skok h =  b b’ na n (tu 8) rów nych części, tak sam o— 
począw szy od b— obwód kola, będącego przekrojem  normalnym w alca, 
na tyleż (h) równych części. Przez pierwsze punkty podziału pro­
wadzim y linie poziome, przez drugie natomiast pionowe, w ów czas 
każd y punkt przecięcia się poziomej z odpowiednią pionową będzie 
punktem szukanego rzutu linii śrubowej.

E. Powierzchnie krzywe.

a. Twierdzenia ogólne.

1. Równanie powierzchni krzyw ej dla spólrzędnych prostokątnych 
ma postać o gólną: F  (x, y, z) —  0 , a rozw iązane względem zmien­
nej z przybiera postać: z = f ( x ,  y).

Przyjm iem y oznaczenia skrócone: 
dz dz t)-z d2z d2z
dx dy : <r, dx ■ dy d y :



2 . Równanie p ła s z c z y z n y  s ty cz n e j  do powierzchni w  punkcie 
(z, y, z) będzie:

3 . Równanie normalnej zaś:

e —  *  _ _  v  — y _  ?  —  2
d F  d F  d F
dx dy dz

Kąty tf, 0, y, jak ie  tw orzy normalna z osiami, otrzym ujem y z o 
zw iązków :

1 D F  a 1 d F  1 d F
cos w  ))x e o s /3 w  d y  ; c o s -/ —  ^  ^  ,

- t e l l i -
4 . C ząstk a  pola powierzchni krzyw ej, odpow iadająca swem u rzu­

towi d x  ■ d y  na płaszczyznę £J/, w yraża  się w zorem :

dz
D wukrotne scałkow anie tego w yrażenia (w granicach dowolnych 

lub od siebie zależnych) doprow adza do w yrażenia na pole określo­
nego obszaru danej powierzchni krzyw ej.

5. K ażda płaszczyzna, przechodząca przez normalną do danej po­
wierzchni, przecina ją  w  linii, którą n a zyw ają  przekro jem  norm al­
nym. Jeże li styczna tego przekroju tw orzy z osiami kąty /i, v, to- 
promień krzyw ości przekroju w yrazi się w zorem :
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r  cos'-’ A -+- 2.« cos /»cos /(.-H f cos2
6. T w ierdzenie  Meunieur’ a :  Płaszczyzna, przechodząca przez stycz­

ną przekroju normalnego, a  tw orząca z je g o  płaszcyzną kąt # , prze­
cina powierzchnię w edług przekroju ukośnego, którego promień k rzy­
wości w  punkcie uw ażanym  je st:

£>' =  <7 CO S i }.

7 . Przekroje normalne, prostopadle do siebie, a  dła których q sta je  
się najw iększością jąx, lub najm niejszością £>2, n azyw ają  się p rz e k ro ­
jami normalnymi głównymi. W artości @1 i q2 określają się rów naniam i:

1    r  t —  s 2

Q\9i  ~ ( 1
1 i 1 __(1 -I- ą2) r —  2p i ja  —5— (1 —t- p 2) t

Pi Qi



8. Tw ierdzenie  E u le r a :  Dla dowolnego przekroju normalnego, któ­
rego p łaszczyzna tw orzy kąt <pz płaszczyzn ą przynależną do P i , mamy:;

1   cos2 (p sin2 rp

Q Oi Q~

9 . W yrażen ie----- - nazyw a się m iara  k rz y w o śc l ,  a —  H— - krzy-
QiQi 8 1 8 >

w o ś c ią  Ś rednią  powierzchni w  punkcie (x, y, z).

b. Powierzchnie drugiego rzędu.

1. P o sta ć  ogólna ró w nania  powierzchni drugiego rzędu je st: 
an  -+- a3Zz- - i - 2  a12xy-+ -  2  a23;/z -+- 2  a 3iza: +  2 ( i i i
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2 . Zak ład ając dla skrócenia:

=  r ;

■ 2  cioij -i-  2  H— u —  0.

«12  «22  «32 
a 13 au  o33

_  j . «22 «32 \=d . - \ 0,1031 = a ,
I a 23 rt33 ! I rt33 ]

Cl f l j  ( lo  f t j  

a 1 a n fr21 «3,
«2 rt12 «22 «32 

«3  «13 «23  «33
(przyczem  aik =  akt) ,  otrzym am y następujące warunki, określające 
głów ne rodzaje powierzchni, przedstawionych przez równanie ogólne, 
jeżeli an > 0 :

^  >  0 , ó, >  0, F  < 0  elipsoid.
, ę. ( F  <  0  hyperboloid jednopow łokow y.

nihr,- \  n \ S r  =  0 stożek.
’ ( 1 I T > 0  hyperboloid dw upow łokow y.

. __n / <5, < 0  albo <52 < 0  paraboloid hyperbołiczny.
,  \ Ó! >  0  albo <52 > - 0  ,  eliptyczny.

3 . D la powierzchni o środ k o w y ch  (A ^  0 ) t. j .  posiadających śro ­
dek, środek ich je st przecięciem się trzech p łaszczyzn :

« u  «12 y  « 13 z « i = :  ^  
n2l x  -+- a„2 y  -4- <i23 z -+- a 2 =  0 .
«31 X "4“ 032 y  «33 Z -1— fij 0 .

4 . Rów nania powierzchni ośrodkowych, odniesione do układu pro­
stokątnego spółrzędnych z początkiem w  środku powierzchni, a  osia­
mi zlewającem i się z osiam i głównem i powierzchni, brzm ią:

3*2 y2 ~1
dla e lip so id u : +  =

a2 b2 c 2
3)2 7»2 ¡>2

dla hyperboloidu j e d n o p o w ł o k o w e g o - t - ~ r ------ - = 1 ;

3*2 «2
dla hyperboloidu d w u p o w ło k o w e g o : —r —  ------ r = l .

a ‘  li- 0“
W  równaniach p ow yższych  a, b, c oznaczają półosie przekrojów 

głów nych ; w  pierwszym  przypadku są  one w szystkie trzy rzeczywiste, 
w  drugim przypadku c, a  w  trzecim b i c oznaczają urojone półosie 
hyperboli przekrojów  głów nych.



o. Sto żek .  K ażde równanie jednorodne, stopnia drugiego, z trzema 
zmienncmi:

.1 x~ -+- B y -  -1- C z2 -ł-  D xy-V - E x z - + -  F y z  =  0 w yob raża stożek.
Jeżeli k rzyw a w od ząca je s t  e l i p s ą ,  o półosiach a i b, a  je j 

płaszczyzna w  odległości h (od początku spółrzędnych) jest prosto­
padłą do osi z, to równanie stożka, którego wierzchołek znajduje się 
w początku spółrzędnych, będzie:

x2 i y ‘  z2 _____
a2 ¿i3 h2

Jeżeli krzyw a w od ząca jest k o ł e m  o promieniu a , to w  równaniu
powyższem w ypad a podstaw ić: b =  a, poczem otrzym am y równanie
prostego stożka kołowego. Por. b . 1 ., str. 101 .

6. Kula. Równanie odniesione do środ ka: x2 -+- y2 ■+■ z- =  r-.
Jeżeli c, ?), t  sa  spółrzędnem i środka kuli, to równanie jej będzie:

Każde równanie k ształtu :
x ‘  -+- y- -+- z3 -t- A x  B y  -+- Oz -+- D  =  0 

przedstawia kulę, przyczem :

I =  -  V, A V = - 1I3B; f =  -  >/3 C;
,• =  ■/., |/.-i2 -+- 5 2 -+- C3 —  4  E>.

P o w i e r z c h n i e  d r u g i e g o  s t o p n i a  b e z ś r o d k o w e :
7. P ara b olo id y .  N ajprostszy kształt rów nan ia:

x- y-  __
2j > ~  Z'

Górny znak odnosi się do parabołoidu e l i p t y c z n e g o ;  p  i r/ są  
parametrami parabol przekrojów  głów nych. D la parabołoidu h y  p e r b  o- 
ł i c z n e g o  p  jest parametrem paraboli przekroju głów nego, a  q = p  tg2 (p\ 
przyczem q> je s t  po łow ą kąta p łaszczyzn niem altycznych.

8. W alec .  Rów nanie w alca, stojącego p r o s t o p a d l e  na jednej 
z płaszczyzn spółrzędnych, jest równobrzm iące z równaniem krzyw ej 
jego przekroju z tąże płaszczyzną.

Jeżeli przekrój w alca z płaszczyzn ą x y  je st elipsą lub hyperbołą,
o pólosiach a i 6, i jeżeli tw orzące w alca są  pochylone do osi spół­
rzędnych o kąty ,a, y, to jego  równaniem będzie: 

cos a \ 2 /  COS/?\2

VI. Gcometrya analityczna. 0̂9

~ cos y j  , \y  ' c o s y y  _ .  
a 2 ;  ^  62

Znak g ó r n y o d n o s i  się do w a lca  e l i p t y c z n e g o ,  dolny nato­
m iast—  do w alca h y p e r b o l i c z n e g o .

W reszcie równanie w alca p a r a b o l i c z n e g o  brzm i:

c2 P  ')

P o d rę c z n ik  te c h n ic z n y . T .  I . 9
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VII. POLA POWIERZCHNI I OBJĘTOŚCI BRYŁ.

A. Pola figur płaskich.

Figury Oznaczenie w ym iarów P o l e  F

1. T r ó jk ą t
(por. s t r .  64).

R y s .  31.

: X ’- ■’ ’H  \

V, /

lt w ysokość względem  bo­
ku a, 

s =  */s (« -+- h -+- c),
?iii, 7«; , m3 ośrodkowe,
“o —  *?2 (Mll -ł-  >H3)i
x tV\t x iU‘i  i spólrzędne 

w ierzchołków względem 
dowolnych osi prostokąt­
nych.

F  =  \U ah
—  Y» (s —  n) (j; — b) (s — c)
—  '¡■2 a b sin y 

a- sin sin y 
2  sin a

—  2  r 2 sin a  sin /3 sin y
—  P2 ctg V;  «  ctg V,, ¡3 ctg */, y

abc.
—  - ~~ 4  r

—  Ys 1 ’’ o («0 

= ± 72 .

=  —  V2

- w r)(x0—m2)(,<0-)/i3)

» i ,  ?/i, 1  
Í2 J  2/21 1  
2'3 , 2/3, 1

Zi2/2 —  Xt y¡ \ 
-+- a-'=2/3 — a.'3 3/2 j 
-fĉ sü/1 — ̂ 1 J/s J

Początek spólrzędnych le­
ży w  wierzchołku 3 :

'j>;3 =  0, 2/3 = 0 ] .

/<■-— ±  >/ 1 !
i *2?/s' 1 

=  ± 7 i ( * i 2 / 2  —  x 2 ?y,).

T ró jk ąt pro­
stokątny, 

(p o r. s t r .  65).

o, /> przyprostokątnie, 
c przeciwprostokątnia, 

a  kąt przeciw legły boko­
wi a.

- = - u : ■ - £»;•

/•’ =  >/, rtfc 
=  k  ctg a 
=  Vs; tg a
=  V* c2 sin 2  ot:

a 2- + - S = c 2.

2 . C zw orokąt.
(D  i prze­
kątn ie, (p kąt 
zaw arty  mię­

dzy niemi).

K y s .  32.

m prosta, łącząca środki 
przekątni.

7(, H- *2 „  2)'D| sin 'q> 
2  2  

a 2 -i-  fr2 -+- c- -+- d2 
—  D- -+- D t- -i- 4  w2.
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Figury Oznaczenie w ym iarów P o l e  F

Czworokąt, 
w pisany 
w  kolo.

a, b, c, d 4-ry bolii,
S '/■_* (M “ ł~ b -+- C H— d).

F  —  ]/ (s— a) (s— b) (.<— c) (s— </). 

DJDL =  a .o -i-  b d :

Trapez. a, b boki równoległe, 
li wysokość.

, ,  a 4 -  b ( D  D , sin <p 
2  2

Równoległo-
bok.

a, b boki,
li odległość boków  b, 
y kąt równoległoboku.

F  =  b li =  a b sin y 
—  '/•> 1) 1\  sin cp.

2 {aT- +  //-) =  D-  4 -  1Ą  -.

Prostokąt. a, b boki. F  =  ab  =  V2 D '1 sin q .

Ukośnik
(rhombus). U 1 ukośnika. T kąt \

F  =  a- sin y 
=  li , D D , .

3 . Wielokąt. x ii/i > x2ii2, x m  —  xJ / „
spółrzędne n w ierzchoł­
ków, względem dow ol­
nych osi prostokątnych. 
[Sum a kątów wewnętrz­
nych w ynosi:

" (n —  2) • 180°].

/,r____. 1/ / (X2Ul ~ XlVi)
. , /2 \ -ł- (»32/2 —  ar27/3)

- 1-  (a-’ i ?/3 — ?/,) -ł--------
(£„»/„_] x „—l ?/„)

■+-ix i ’j n~ x„ y i ) } '
M ożna też określić F ,  rozkłada­

ją c  wiełobok, za  pomocą prze­
kątni, na trójkąty.

Wielokąt fo­
remny (pra­

widłowy).
(por. tabl. str. 35).

R  promień koła opisa­
nego, r  promień koła 
wpisanego, 

a —  2  y  R ‘ — r-  bok, 
n ilość boków, 
r p =  180° : n,
U  obwód.

F  =  '/, n a- ctg cp
—  ‘/ 2 » R 3 sin 2 (p 
=  n r -  tg  cp.

U =  n a  =  2 u R  sin ą
—  2 n r  tg  rp.

Kąt w ielokata 
=  180« -  2 cp.

4 . Koło.
(por. tablicę dla 

FiU, str. 1 Uo 21)

r  promień, 
d  średnica, 
U  obwód.

F  - n r -  =  •/.i n d 2 —  '/, U  d 
=  0,785  398163  4  d-.

! U —  .-T»/.

Pierścień ko­
łowy.

(Dla oznaczenia 
pola F  można po­
siłkować się tabli­
cy str. 1 do 21).

R  promień zewnętrzny, 
r  promień wewnętrzny, 
D  średnica zewnętrzna, 
(i średnica wewnętrzna, 
q średni promień, 
ó szerokość pierścienia.

F  =  x { R ?  — r!)
=  ' U a C D * - d * )
=  ‘ /4 .t  D -  —  V 4 . t (P 
=  2  ;r p ó .
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Figury Oznaczenie wym iarów P o l e

Odcinek koła. 
(Tab], str. 36 i 37).

r  promień,

cf,° kat środkowy w sto­
pniach.

F  --
\ 180

—  sin <p ; •

W ycinek k o la .1 r  promień,
(Dla oznaczenia ! b długość łuku, 

pola F  można po-; gj,o jjat środkowy, przy- 
s i łk o w a d  s ie  ta b li-  < . « , . .
ca str. 1 do 21). należny lukowi 6 w sto 

' pniach,

F =  ‘/ ¡.Ł r

—  360 rTr'  
=  '¡2

(p°a
| <p luk, odpow iadający te- <P —  •
j muż kątow i i promie- 
j niowi 1 .

i  <P°n „  
=  180

W ycinek 
pierścienia ko-! 

łow ego. I
Rys. 33.

1 360

<f-°rc 
=  180  '  
=  C P Q Ó .

■ r*)

Rys. 34.

5 . Sto żk ow e.  Elipsa i je j odcinki p. str. 106 ; odcinki hyperboli 
str. 106 ; odcinki paraboli p. str. 1 1 0 .
Po la  innych krzyw ych  p. str. 112 do 119.

6. Pole dowolnego kszta ł tu .
a. Niechaj pole będzie ograniczone z trzech stron prostemi, z któ­

rych A  l i  =  y0 i D  g = y 2n (rys. 34) 
są  prostopadle do B C .  Dzielimy 
B C  na p a r z y s t ą  ilość (2n ) rów ­
nych części h, w  punktach podziału
kreślim y rzędne y u  y2-----
a oznaczając nadto średnie w y so ­
kości tak otrzym anych pasków  po­
la  przez % , ł?2 • • r • ??2„> określam y 
w  przybliżeniu pole A B  C D  z jedne­

go  z poniższych, kolejno coraz to dokładniejszych w zoró w :

1- F  =  h  ( ‘ / 2  y0 •+■ U l ■+■ ■+- • • • • "I" n — 2 y-2 n — 1 V* Jfe*)•
2. F =
•5- F  —  V **  -„ —i+ J/ż» )-
4 . i'1  =  3/s A (ji0 -4-  3 7/j -t- 3 y2 ■+■ 2  -1-  3  y x -ł- 3 yb -+- 2 y6 -+- 3

+  2  ym_ 3 -+■ 3 y,H_ 2  -+- 3 ym_ x -+■ y j .

A
!/an

c
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5. F =  kS  [)) -h '/ ij {y0 — Vi) -+- 7 12 (y2« — ^ 2«)]- *)

6 . F  =  li2  [»;—t—Vr2 (8 y0-\-i]z— 9 9)1 )-f-Vrs (8 j/2 ,i_t~,?2 «—i  9 %  «)]•**)
W e wzorze 4 . ilość rzędnych powinna być 1 =  3 ; i -+ -1, 

a więc ilość m rów nych części h podzielna przez 3 .
W zór 3 ., t. zw . w zór  S im psona ,  daje tylko wtenczas d o k ł a d n e  

wyniki, gd y y jest funkcyą całkow itą najw yżej t r z e c i e g o  stopnia 
swej odległości od dowolnego punktu. W ów czas starczy w ym ierzyć 
lub w yrachow ać ym, średnią rzędną m iędzy y0 i y2 n , a  jeżeli H  ozna­
cza całkowitą w ysokość B  0, t o :

F = % H t y 0 +  4ym +  y 2n).
(9. Zm ierzyw szy lub w yrach o w aw szy 5 odległych od siebie o h, 

rzędnych y0, y lt y 2, y3 , y ( , otrzym am y:
F  =  7 «  h [7(y0 -+- y4) -t- 32  (y, h -  y3) ■+- 12y J .

W zór ten jest zupełnie d o k ł a d n y ,  jeżeli y jest funkcyą całko­
witą najw yżej c z w a r t e g o  stopnia sw ej odległości od dowolnego 
punktu.

y. Dalsze w zory przybliżone zestawiono na str. 82  i 83 , gd yż  całka 
b *

j ' j ’(x)dx  w yob raża pole A B C D ,  jeżeli przyjm iem y B C  za oś x,

a
a  y — f ( x ) będzie równaniem  krzyw ej A D ,  wreszcie a i b oznaczać 
będą odcięte, odpow iadające rzędnym A B  i D C .

ó. Sposób C z e b y sz e w a  (bardzo dokładny) patrz dział X II o bu­
dowie okrętów, p rzy obliczaniu w yporu i t. d.

B. Objętości i powierzchnie brył.

Wzory poprzednie s łu ż y ć  również mogą do obliczenia objętości  
brył ograniczonych dwiema p łaszczyznam i równoleglemi, o ile przez 
y0 . . .  . y2n rozum ieć będziem y pola przekrojów  rów noległych do 

owych płaszczyzn.

Bryła Oznaczenie w ym iarów
O b ję to ść  =  V. C a ła  p o w ierz c h n ia  
=  0 . P o le  p ła sz c z a , t .  j .  k r z y w e j 

c z ę śc i p o w ie rz c h n i =  J/ .

1. Graniasto- i 1 pole podstawy, V  == F h .
słup (pryzmat) /i wysokość.

Sześcian a krawędź, Tr = a 3. 0  —  6 a 2.
foremny. d  przekątnia. d- == 3 a 2.

')  Podług- P o u c e le ta .
**) P o d łu g  F ra n k e g ó . P o r . „Z e it s c h r .  d. A r c h .- u .  I n g .-V . zu  H a n n o v e r“  1875, s t r .  177.
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B ry ła Oznaczenie w ym iarów
Objętość ==’ 7. Cała powierzchnia 
=  0. lJolc płaszcza, t. j. krzywej 

części powierzchni — M.

Graniastosłup 
trójkątny, 

ukośnie ścięty.

a, b, c długość trzech rów no­
ległych krawędzi,

N  przekrój prostopadły do 
tychże krawędzi.

V  = :  Ya b c)

Graniastosłup ?i-kątny (i walec) ukośnie ścięty. Jeżeli l oznacza pro­
sta, łączącą środki ciężkości obu podstaw, a N  przekrój prostopadły, 

do l, to K =  ATi.

Równoległo- 
ścian prosto­

kątny. (Prosto- 
padłościąn).

a, h, c długości krawędzi, 
schodzących się  w  jednym  
wierzchołku, 

d  przekątnia.

V  =  abc.
d ’  =  (t~ —{— b~ —ł— C“.
0  = 2  (a b - h  b c - j -  cą).

2 .  Ostrosłup.
(Piramida).

F  podstawa, 
7i w ysokość.

F = ,/3 F / I.

Ostrosłup trój­
kątny.

x i Vl Zl> \X2 !/2 z2 ! X3y 3Z3 spół- 
rzędne trzech wierzchoł­
ków ;. czw arty wierzchołek 
leży w  początku, spółrzęd- 
nych.

7 = 7 e
* i  2/i zi
X-1 2/2 Z2 ■
x 'i V iz3

Ostrosłup pro­
sto ścięty.

F , f  podstaw y równoległe, 
czyli dna, 

h ich odległość.

V = \ l 3h ( F - \ - f ± V F f ) .

3 .  Obelisk.
(Rys. 35).

Rys. 35. /  1 .  r ,. .1 . A 
a

V = ' / 6h[{2a - h a , ) b
-i— (2cij -ł— ii) bi] 

‘ == */« h [ a b - h
(a +  dy)

4. Klin.
(Rys. 36).

— a,--
.4 i

i
F =  >/„• (2 «  H- a ,)  bh .

Bys. 36.

5 .  W alec. F  podstawa, 
h w ysokość.

V = F h .

W alec kołow y 
prosty.

)• promień podstawy, 
7i w ysokość.

\r — rcr-h.

.17 ■== 2 rc rh .

0  =  2 .'t), ( r - + -7i).



VII. Pola powierzchni i objętości brył. 135

Bryla Oznaczenie w ym iarów  .
O b ję to ść  =  V. C a ła  p o w ierz c h n ia  

0. P o le  p ła sz c z a , t .  j .  k r z y w e j 
cz ę śc i p o w ie rz c h n i =  J/.

Walec kołowy, 
prosty, ukoś­

nie ścięty.

7i, najkrótsza tworząca, 
7i, najd łuższa „ , 
r  promień podstaw y.

V  =  n r -  ll‘ • 

M  =  a  r (7ij 7i2).

Kopyto walco­
we. *) 

(Rys. 37). i
R y s .  37. ÍC - \i jf

r

M = 2 rh.
Ś c ię c ie  p rzech o d z i p rz e z  ś ro d e k  

p o d sta w y ; p o d sta w ą  j e s t  zatem  
p ó łk o le , t. j .  a — b =  r (por. 
p rz y p . u d o łu ). G odn em  u w a ­
g i  je s t ,  że  p o w yższo  w z o r y  są  
n iez a le ż n o  od n.

Walec w ydrą­
żony (rura).

U  promień zewnętrzny, 
r  ,  wewnętrzny,
7i wysokość,
s =  R  — r  grubość ścianki, 
q =  '/2 ( ii-l-)-) średni promień.

v  =  n h  (R- — )•■:) 
—  n h s (2  U — s)
=  n h s  (2 r  -l- s) 
=  2n h s o .

6. Stożek ko­
łowy.

E —  i/3 nr*h.
h w ysokość, i l f =  n r ] / r -  - l - 7i2 =  a r s .  

.i =  ]/ r-  +  h - .

Stożek prosto 
ścięty.

Ja k  poprzedni; nadto V =  '/ j n  h ( R 2-+- R r - i -  r-). 
, l f =  n i  ( R  -h  r).
s =  J / ( f i  — r)'-H -A 2 .

7. Kula.
(Dla V n a leży  po­
siłkow ać s ię  ta b li­
cy str. 38, d la  0 
tabl. s tr . 1  tlo 2 1 ) .

r  promień,

,  =  ^ = 0 ,620351 , ^ .  

d  =  2 r średnica.

I r= ' [ 3rtr^ , 188790205 r 3 
= > / 6 . - ^ = 0,523598776 d \  

0  = 4  n r -  —  a d -  *
= 4  X  pole koła wielkiego.

Kula w ydrą­
żona. 

(T ab l. s t r . 38).

R  zewn., r  wewn. promień, V  =  ł / J  a  ( R 3 —  r 3)

1 )  „  , d  ■ „  średnica. =  ' l e  x  ( W  ~

Odcinek kuli, 
czyli czasza 

kulista.

h  w ysokość (strzałka) od­
cinka, 

r  promień kuli, 
a  średnica podstawy.

K =  ll0 n h  (3 d ‘  -+- A2)
=  ‘/ , J r f t s ( 8 r - ł ) .  

M = z  2n r h  =  n  (a2 -+- h-). 
a- == h (2 r —  /¿).

*) Je ż e l i  p o d sta w a  k o p y ta  j e s t  w ię k sz a  lu b  m n ie jsz a  n iż  p ó łk o le , 2 o  z a ś  j e s t  p ro stą  
kraw ędzią k o p y ta , b d łu g o śc ią  p ro s to p a d łe j z  p o d n ó ża  h n a 2  a p o p ro w a d z o n e j, w r e sz c ie  2  (p 
kątem  śro d k o w y m 'o b w o d u  p o d sta w y , w y rażo n ym  w  sto p n ia c h , to  b ę d z ie :

t- =  A [ a ( 3 + 3 (i, _  r) | | ]  ; j f =  ----- [(6-r) ^  + a] .
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B ry la Oznaczenie •wym iarów
Objętość == r. Cała powierzchnia 
=  0. Pole płaszcza, t. j. krzywej 

części powierzchni =  X

Strefa, czyli 
pas kulisty.

li w ysokość pasa, 
r  promień kuli,
«, b promienie podstaw (den)

V  =  >/6 n li  (3 a : + 3 i 5-+-/r). 
M = 2 x r h .

r • = « - - ! -  ----- ---------  • .(a >  b). \  2  h )

W ycinek kuli. 
(Rys. 38). Rys. 38. '

V  =  V3 ctr-h 
=  2 ,0943951024^  li. 

0  =  Pcr(2h-+-a).

■

D w ukąt kuli­
s ty  (sferyczny)

rp° kąt obu kól wielkich (bo­
ków). - M = § . ' ' tr2

=  0,034  906 r-.

T ró jk ąt kuli­
s ty  (sferyczny)

6° nadmiar sferyczny, t. j .  róż­
nica pomiędzy sum ą ką­
tów, a 180°.

6°

—  0,017453  3 s° r*.

8 . Elipsoid. a, b, c 3 pólosie. ] '  =  i/z 7cabc.

Elipsoid obro­
towy.

1) G dy 2 a je st osia obrotu: 
2 1 26"/  77 J 77 77 77

Y  = * ¡ 3  x a b - .  
V =  -‘ /I Tta-b.

9. Parabolo id r  promień podstawy, Y =  V2.T r= A = l,570796r»A
obrotowy. li w ysokość. =  połowie w alca kołowe­

go  o promieniu r  i w y­
sokości h.

Paraboloid
ścięty.

R, r  promienie podstaw rów ­
noległych (den), 

h w ysokość.

r  =  V ; n  (R -  - f  )•=) /,
=  pole średniego prze­

kroju X  w ysokość.

10. P ierśc ień  
w a lc o w y .
(Rys. 39).

-

Rys. 39. 

 ̂ K  '
v-.......*D--- -*!

F  —  2 x - R  r - =  19,739  R  r » 
=  lU Jr3-Dds= 2,4674  Dd3. 

O =  i  R  r = 39,478  R  r  
=  rr2 D  r f = 9,8696 D  d.

II. Kubeł 
e l iptyczny.

Pod staw y równolegle są  do- 
wolnemi elipsami o pół- 
osiach a, b i bt .

V = % x h [ 2  { a b ~ a xb{) 
-fr- Q bi ~f~ ¿].
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B ry ła Oznaczenie w ym iarów
O b ję to ść  =  7. C a ła  p o w ierz c h n ia  
“  0. P o lo  p ła s z c z a , t. j .  k r z y w e j 

c z ę ś c i p o w ie r z c lu ii —  M.

12. Beczka . D  średnica w  środku w yso ­
kości, 

d  średnica den, 
h w ysokość.

V  =  l / i 2  fth  ('2 J 52 -f-  d3)
w  przybliżeniu dla kle­
pek, zgiętych podług 
łuku koła.

V  =  ’/i5 a / i  (2  D 2 -t- Z) d
+  3l iW )  

dokładnie dla klepek 
parabolicznych.

13. Sklepienie 
kolebkowe lub 
kapiaste, t. j .

wycinek w alca 
wydrążonego.

s  połow a rozpiętości, 
r  promień w ew nętrzny skle­

pienia (podniebienia),
<5 grubość sklepienia, 
li strzałka, 
l d ługość sklepienia.

(  -  i ....

\ 2  r — h)

14. Sklepienie 
krzyżowe nad

prostokątem 
2 S X  2 s .

i ,  r ,  ó, li, 2 S  (zamiast -i) i <p 
oznaczenia, ja k  w  13. dla 
jednej kolebki,

S, R ,  A, h, 2 s, y> dla dru­
giej kolebki.

1 +  

( < M  ■ « ) '

15. Objętości prostego stożka kołowego, paraboloidu obrotowego, 
kuli i w alca kołowego m ają się do siebie, przy jednakow ym  r — 'fali, 
jak  2 : 3 : 4 : 6. Objętość kuli rów na się 0,523  599 krotnej objętości 
sześcianu, opisanego dokoła tejże kuli, t. j .  o krawędzi 2  r.

16. Jeżeli z pasa kulistego o w ysokości h (por. pow yżej pod 7 .) 
wykrajemy stożek ścięty o podstawach rów nych dnom pasa, to, na­
zwawszy długość tworzącej stożek ten s, otrzym am y objętość pozo­
stałej bryły pierścieniow atej:

V  =  */6 i l i s 5.
17. Pryzmoidami nazyw am y b ryły  o dwóch podstawach rów no­

ległych i bocznej powierzchni, składającej się z dowolnej liczby ścian 
(trójkątów, trapezów, równoległoboków, a  nawet powierzchni w ichro­
watych). Do ich obliczenia stosujem y w zór Simpsona (str. 133) :

r = V *  S ( F 0 +  4: F m + F 2n).
P r z y k ł a d y :  1 .  O b elisk  w y s o k o ś c i h, (por. s t r .  134) / o p o d sta w a c h  tra p ez o w y ch . 

W ysokości ty c h  tra p ez ó w  n iec h a j b ęd ą  c  i  cn  a  ic h  szero k o śc i śro d k o w e  m  i tn t , - t o  
objętość o b e lisk u  b ę d z ie :

V =  */« & C(2  m  - f  « t j  c  +  (2  m l - f  m) ej  
=  V« 7» Cłn c + (m + tnt) (c -f e j + mŁ c J.



2. R a m p a  d ro g o w a  ( p o d j a z d ) .  J e ż e l i  h j e s t  -w ysokością n a sy p u  g łó w n e g o , & sz e ­
ro k o śc ią  d ro g i p o d ja z d o w e j, to ,  p rz y  sp ad k u  p o d ja z d u  1 :  t i , a  p o c h y le n iu  s k a rp  d ro g i g łó w ­
n e j i  p o d ja z d u  1 : m , o trz y m a m y  o b ję to ść  p o d ja z d u :

V =  ’/o (« ““ ,tt) [3 & + 2 h m (1 — m : «)].

_  X p . d la  «  =  45 i  k i  =  1,5 : y  =  21,75A9. (b - f  0,0067 7i).

18. Prawi dł o Guldina (P ap p u sa).* )

1. Jeżeli s je st długością krzyw ej, obracającej się dokoła osi, która 
leży w  płaszczyznic sam ej krzyw ej, a  x0 odległością środka ciężkości 
krzyw ej od tejże osi, to pole powstającej pow ierzchni obrotow ej będzie:

M = 2n;x0s.
=  droga środka ciężkości X  długość krzyw ej.

2 . G dy plaska figura zam knięta, o polu F ,  obraca się dokoła osi, 
leżącej w  je j płaszczyznic, w ytw arza  ona b ry łę  obrotow ą o objętości:

F = 2  n x 0F
—  droga środka ciężkości X  P °Ie figury.

W  obydw u przypadkach 1 . i 2 . figura obracająca się powinna le­
żeć w yłącznie po jednej stronic osi.

3 . Dla dwóch rów noległych osi obrotowych, przebiegających w. od­
ległości wzajem nej a, otrzym am y poniższe zw iązki, w  których .1/ , i l'Y, 
odnosi się do pierwszej, M-, i V2 do drugiej o si:

M l = 2n i is = 3= M „  i V t z=-2n a F  ± F 2 .
Jeżeli figura tw orząca s lub F  leży pomiędzy osiam i równolcgłe- 

mi, ważnym  jest zna.k — , w  przeciwnym  zaś razie znak - i- .
4 . Jeżeli y —  f ( x )  jest równaniem  krzyw ej południkowej, odnic- 

sionem do osi obrotowej ja k o  osi r ,  a M  i V  są  zaw arte między 
dwiem a płaszczyznam i prostopadlem i do osi obrotu, a  więc do siebie 
równoległem i, a oddalonemi od początku spółrzędnych o i x 2, to 
mamy w zory  ogólne:

31 = 2  rc j  y  ■ d s  i Vy= to j  y1 • dx.

ds = ] / d x 2 d 2y  je st różniczką łuku krzyw ej południkowej.
5 . Jeżeli 5 lub F  są  sum ami algebraicznem i długości łuków  $ j ;  $%, 

. . . .  lub pól  F { , F 2, F 3 . . . ,  dla których znam y odległości środków.
ciężkości od osi obrotu a*0 1, ar02 > t ° :

31 =  2 n : ( s 1 a*0 i *+- s $ x 02 - f -  - f -  . . .

T = e  2  { F î *oi 1 2 %01 ^ S  ̂ o l  p “  ’ ’ *)•.
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*) P o ró w n . ta k ż e  C h r. X e h ls ,  „U e b e r  d en  F lä c h e n -  u u d  R a u m in h a lt  d e r  d u rch  B e ­
w e g u n g  v o n  K u rv e n  und F lä c h e n  e rz e u g te n  F lä c h e n - u n d  K a u m g rö ssen “ . A r c h iv  d e r  M a­
th e m a tik  u n d  P h y s ik ,  2 R e ih e .  B d . X I I I ,  1894.
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6. Dla obrotu niezupełnego (w p. 1 . do 5 .) należy w artości M, 
względnie V, pom nożyć przez <pa : 360°, jeżeli cp° oznacza kąt środ­
kowy części obrotu (por. np. 13 . ,  str. 137).

7 . Praw id ła pow yższe można stosow ać i w  tym przypadku, gd y 
środek ciężkości figury opisuje dow olną krzyw ą, o ile tylko płaszczyzna 
figury zaw sze będzie skierow ana prostopadle do kierunku drogi, a  chwi­
lowa oś obrotu, przechodząca przez środek krzyw ości drogi, nigdy nie 
przetnie figury tw orzącej. Zam iast długości łuku kola (p. pod 6.) w y ­
pada natenczas podstawić długość drogi przebieżonej.

VIII. P Ó Ł P E R S P E K T Y W i C Z N E  R Z U T Y  
RÓWNOL E GŁ E .

I. P ó łp e rsp e k ty w ic z n ą  metodę rzutów rów noległych stosujem y 
nieraz z korzyścią dla rysunkow ego przedstawienia przedmiotu w  spo­
sób, pozw alający nietylko w niknąć zupełnie w  postać i zw iązek s a ­
mego przedmiotu, lecz nadto oznaczać w prost zapom ocą danych po- 
działek przynajm niej te w ym iary przedmiotu, które są  rów nolegle do 
jednej z trzech osi głów nych rysunku, czego nie pozw ala metoda 
rzutów środkow ych, czyli perspektyw a w łaściw a, da jąca natomiast 
obrazy bardziej łudzące i więcej do praw dy zbliżone. Dogodnym jest 
następujący sposób postępow ania: O dniósłszy dany przedmiot do trzech 
osi prostokątnych i p rzy jąw śzy  równe podziałki na każdej osi, rzu­
camy snopem promieni rów noległych owe trzy osi w raz z podziałka- 
mi na dowolnie względem  osi pochyloną płaszczyznę rysunku, poczem 
przenosimy dowolne w ym iary przedmiotu, równoległe do jednej z osi, 
kreśląc je  w  rysunku równolegle do rzutu tejże osi i odm ierzając je  
podług rzutu podziałki owej osi. Oś z, oraż rzut je j w  rysunku, 
przyjmujemy zazw yczaj pionowo.

2) Stosu jąc rzut uko śnok ątn y  (względem płaszczyzn y rysunku na­
chylony), możemy tak kierunki rzutów osi, jak o  też jednostki podzia- 
lek rzuconych, przy jąć dowolnie, z zastrzeżeniem jednakże, aby nie 
więcej niż dw a rzuty osi m iały ten sam  kierunek, a  nie w ięcej niż 
jeden rzut podziałki m iał jednostkę długości rów ną zeru (twierdzenie 
Pohlkego).

P r o s t e  u k ł a d y  (oznaczenia podług rys. 40):

(A ksononie trya) .

(t. zw . perspektyw a kaw aleryjska).

2 ) fx  —  ev — et —  U  <p-i-ip =  900.
t. zw . perspektyw a w ojskow a).-
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3. Jeżeli \v danym przedmiocie zachodzą nietylko linie proste
i płaszczyzny, lecz również i koła w rozmaitych położeniach, walce

i stożki kołowe, kule i dowolne powierzch­
nie obrotowe, to dogodniejszym będzie 
rzut p ro stokątny .  Przy stosowaniu tego 
rzutu dany kierunek osi w rysunku określa 
już wielkość jednostek podziałkowych ry­
sunku i naodwrót. Tablica poniższa po­
daje niezbędne dane dla stosunków naj­
bardziej używanych *), przy zastosowaniu 
następujących oznaczeń:

e jednostka długości istotnej podziałki 
rysunku;

ex, ey, e3 jednostki rzutów podziałek; 
rp i ip kąty ostre, jakie oś x, względnie y, tworzy z kierunkiem osi z.

R zuty prostokątne .

Rodzaj rzutu e , : e
ctg q> | ctg y  

wartości 
przybliżone

Rzut
jednomierny i : i : i 0,8165 g > = i =  60°

Rzuty
dwumierne

x : '/2 : i
i : Vj = i 
i : V4 : i

0,9428
o.9733
0,9847

i : 8 
1 :18  
1 : 3 1

7 :8  
17 : 18 
31 : 3*

Rzuty
trójmierne

7e : %  = i
9/io : Y2: 1

0,9670
0,9853

1  : 5 
1 : 11

' 1 : 3  
4:  11

Kolumna ostatnia określa kierunki osi.
4. Jeżeli rx, r , ra oznaczać będą takie kresy, które, mierzone na 

podziałkach osi x, y, względnie z, dadzą równe wyniki cyfrowe, to 
znaczy, że rx =  r (ex: e) i t. d., to możemy i bez podziałek osiowych

*) "W z w y k ły c h  w a ru n k a c h  p o le c e n ia  g o d n ym  b ęd z ie  r z u t  1 : */a : 1, n a jp ro s tsz y  po
rz u c ie  jed u o m ie rn y m , d a ją c y m  

R y s .  41. z a z w y c z a j n ie ła d n e  o b razy*
D o  k r e ś le n ia  ró w n o le g ły c h  

do o s i w ie lc e  d ogodn ym  o k a z a ł 
s ię  cz w o ro k ą t ry su n k o w y  (ro d za j 
e k ie r k i ) , p rz e d sta w io n y  obok 
( ry s . 41) w  trz e c h  p o ło żen iach , 
s to so w a n y c h  do k re ś le n ia . C zw o ­
r o k ą ty  ta k ie  d la  p rzeró żn ych  
s to su n k ó w  o si i  n a c h y leń  w y ­
r a b ia  A lb e r t  M a rtz  w  S t u t t ­
g a rc ie .
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5. Koła r ó w n o l e g ł e  d o  p ł a s z c z y z n  s p ó ł r z ę d n y ch  (rys. 43) .  
Koło równolegle do p łaszczyzn y y z  przedstawi się w  postaci elipsy, 
której środek będzie w  rzucie środka kola, oś w ielka rów ną będzie 
istotnej średnicy koła i skierow aną prostopadle do rzutu osi x, a dłu- 
gość małej półosi (rx p. 4.) będzie:

*  =  ]/r2 —  i'x ■

Podobnie postępujem y z kołami równoległemi do płaszczyzn x ź  
ix y .  Oznaczenia kres r '  , 
r'y, r 't najdogodniej do- •
konać podług rys. 42 . D la 
stosunku rzutów 1 :  y 2 : 1  
jest r 'x =  r ' i = ' l 3r. '

6. Obrazem k u l i  bę­
dzie zawsze kolo, zakre­
ślone około obrazu punk­
tu środkowego kuli, pro­
mieniem równym  istotne­
mu promieniowi kuli.

Grubość w a lc ó w  koło­
wych, dowolnie skierow a­
nych, zaw sze w  obrazie 
równą będzie istotnej gru­
bości sam ego w alca.

7. Powierzchnie  obro­
towe w  dowolnem poło­
żeniu (rys. 44). W ykreśliw szy rzut ab  osi obrotowej, kreślim y obok

oznaczyć owe kresy sposobem skróceń (rys. 42), przydatnych i do 
innych celów (por. 5). Promienie 0X, CtJ, C'z kreślim y tak, ab y wsta- 
w y ich kątów nachylenia względem  A  m iały w artości ex : e, ey \ e, 
względnie ez : e.
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istotną długość tejże osi a0bn w  takiem położeniu, aby a0a\\b0b, 
poczem rysujem y istotny profil (krzyw ą tw orzącą) powierzchni obro­
towej po obydwu stronach osi cto^o- Z akreślając dalej koła dotyka­
jące  profil około dowolnych punktów m0, n0 . . . ,  leżących dosta­
tecznie gęsto obok siebie na osi a0b0 i równo w ielkie kola około 
punktów m, n . . . leżących na rzucie osi, a  będących rzutami punk­
tów  hi0, n0 . . . ,  otrzym am y krzyw e, o b w ija jąc ; koła w  końcu w spo­
mniane, a  będące obwodem rzutu powierzchni obrotowej. Punkty 
m, n . . . otrzym ujem y z przecięcia się osi ab  z równoległem i do 
ą0a (lub b0b) przełożonemi przez punkty m0, n0 . . ,

U w a g a .  W y k re ś le n ia  5 , 6 i 7 w ażn e  są  ty lk o  d la  rzu tó w  p ro s to k ą tn y c h .


