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Streszczenie. W pracy zajęto się obliczeniem energii 
pola elektromagnetycznego, którego źródłami są funkcje 
gęstości o przebiegach prawie monochromatycznych. Funk
cje te otrzymujemy przez modulację amplitudy i fazy 
oraz przy założeniu wahania częstotliwości wokół pew
nej częstotliwości podstawowej.

Wychodząc z równań pola i określenia funkcji gęstoś
ci prądu o#az ładunku elektrycznego w układzie o prze
biegach prawie monochromatycznych dochodzi się do rów
nań określających wielkość energii magnetycznej i elek
trycznej zawartej w polu a zależnej od pulsacji prze
biegów.

Poniżej przedstawiona praca jest poświęcona obliczeniu 
energii w polu elektromagnetycznym, którego źródłem są funk
cje gęstości o przebiegu prawie monochromatycznym, 

licząc w wymiarowym układzie MKSA, mamy;

gdzie B, K, H, D są podstawowymi wektorami pola a j jest

rot H = 3 + et (1)

funkcją gęstości prądu

Referat wygłoszony na V seminarium maszyn, napędów i urzą
dzeń elektrycznych [p. Elektryka 13/62],
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Jeśli (pik są potencjałami pola, to:

—  dk grad (p = K + ̂
(2) 

rot A = B

Interesują nas obwody elektryczne zasilane generatorami 
prądu zmiennego, które posiadają tę własność, iż utrzymują 
oddzielone i prawie okresowo się zmieniające koncentracje 
dodatnich i ujemnych naboi między końcówkami. Wewnętrzną 
własność generatora, która jest odpowiedzialna za utrzyma
nie dodatnich i ujemnych naboi jest SEM. Lloże ona być przed
stawiona przez pole elektryczne (zewnętrzne) w obsza
rze generującym. Rzeczywisty generator może być aproksymowa- 
ny przez obszar pola,w którym wektorowe prawo Ohma: j = /K 
(p f przewodność właściwa obszaru) jest uogólnione przez do
danie pola zewnętrznego, tj. zachodzi:

j = (k + ¡ y  (3)

Na podstawie (2) i (3), otrzymamy:

.7
fík+ grad (f + — (4)

Całkowity przyrost energii w rozpatrywanym obszarze r wynosi

4t

(Kładziemy: ^  = 0).
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Stąd

T

Mamy

div - ip div T + o" . grad^

oraz:

jjjdiv jY dr = JJ n . j ̂  dS
z s

gdzie: n jest normalnym wektorem jednostkowym a S jest 
powierzchnią otaczającą r • W naszym układzie zasada ciągłoś
ci przyjmuje postać:

gdzie & jest funkcją gęstości naboju elektrycznego na po
wierzchni S lub powierzchniach Sr znajdujących się we
wnątrz r •

Uwzględniając powyższe i wstawiając do (6), otrzymamy:

Pierwszy wyraz z prawej strony wyrażenia (7) jest proporcjo
nalny do ciepła Joule*a, drugi jest przyrostem energii"elek
trycznej" na jednostkę czasu zmagazynowanej w układzie a 
trzeci jest przyrostem energii "magnetycznej” na jednostkę 
czasu tego układu.

(O div j = 0

as ♦ f U i  . f£ ar (7)
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Czyli:

dT fff t dk .
] p  * ? t di

flfSi dt JJ dt

(8)
dS

Stąd:

0)
A

T *> fff it J  j . dA

Jeśli założymy, że wektor A jest proporcjonalny do j,
(w tym założeniu zawarte jest i to założenie, że potencjał 
wektorowy A jest zależny wyłącznie od obwodu pojedynczego) 
to otrzymamy:

X
2 fffk . j dr1) (9)

z

Podobnie, dla funkcji energii elektrycznej, otrzymamy:
&

(//) V = fj dS j  <p dtf
^  o

oraz:

Uf* y’tf'ds (10)

zakładając, że nabój na powierzchni Sr jest proporcjonal
ny do potencjału na tej powierzchni. Jak widzimy wyrażenia 
na przyrost jak i funkcje energii dadzą się przedstawió 
przy pomocy funkcji gęstości, które w przeciwieństwie do 
wektorów pola są wyraźnie i jednoznacznie powiązane z ele
mentami wchodzącymi w skład obszaru r , Oznacza to, że wpływ 
na całki po prawej stronie wyrażenia (7) mają tylko te ele
menty objętości i tylko te powierzchnie, dla których funkcje 
gęstości są różne od zera.

Por. E.G.Cullwick [4], str.245-47.
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Kładziemy:

F ■ ł  / / /  h 1  a r

i otrzymujemy (na podstawie (7)):

P = 2 P + ~ ( v + t } (11)

Wielkość p jest mocą chwilową układu.
Jednostajna zmiana energii "biernej” (zachowawczej r od

wracalnej) na jednostkę czasu przypadająca na jednostkę obję
tości lub powierzchni danego układu da się przedstawić (na 
podstawie (7)) w postaci:

\  -*§f * r . §£ na)

Niech 1 i h są współczynnikami proporcjonalności zdefinio
wanymi przy pomocy relacji:

A = ljj 6 = h(p (13)

Jeśli 1 i h są wielkościami stałymi to jednostkowa energia:

WQ * j { h<f2 + lj2 J (14)

Rozważać będziemy przebieg okresowy o pulsacji u) %
Niech;

(p*^;\<P±<p\ i i = j  [j + i] 05)

gdzie:
-2 a luń ~  ~ ioit . . r~7
f * e ; d = j m e i 1 = V-1
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Stąd, na podstawie (14) średnia wartość energii jednostkowej 
za okres wynosi:

, = \ {h (f2 + 1 j2 ] (16)sr 2 1 r m m JWosr

Celem na szych,dalssysh rozważań jest znalezienie vyrażenia dla 
średnie .i wartości energii bierne .i i jej przyrostu w ukła
dzie, w którym występują równocześnie dwa współzależne od 
siebie zjawiska. Rozważmy mianowicie układ, w którym wystę
pujące funkcje gęstości posiadają przebieg o pulsacji, któ
ra nie jest stała lecz zmieniająca się w małym przedziale 
dookoła pewnej wartości średniej oraz, że równocześnie w 
układzie tym wielkości: j i f (por.15) przyjmują postać:

4- t- i<rt A * io/t /3 = e ; <p = (pQ e (17)

gdzie funkcje j i <j) są funkcjami wolno zmiennymi w cza- 
. 0 0 . lo/tsre w porównaniu z czynnikiem e •

W wyniku zmjenności uj oraz modulacji symbolicznej ampli
tudy funkcji j i (p przebiegi występujące w układzie nie są 
już przebiegami monochromatycznymi lecz takimi, które można 
nazwać "prawie monochromatyczne", a których uogólnieniem są 
przebiegi prawie okresowe ' ■»

Wraz z ujawnieniem się przebiegów prawie monochromatycz
nych w układzie występuje zagadnienie zależności współczyn
ników 1 i h od częstotliwości. W ogólnym przypadku w ukła- 
dachJLiniowych zależność liniowa zachodząca między funkcjami 
A i j oraz 0 i (fi da się ująć przy pomocy splotu :

00

o
00

0 -y^(t--r)h(r)dr
. o------------------------

H.Bohr [2]: Fastperiodische Funktionen.
p  \

' Por. K.Bochenek [1], str.11.

(18)
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Rozwijając funkcje jQ oraz na szeregi Fouriera:

otrzymamy:

gdzie:

\  = jh • j  di
o

/v T -±r{w+/3 )
\  = <Ph / h(r)e n dr

o

¿oh e

= ^oh 6

it (w+ĉ ) 

it(w+^h)

(19)

(20)

Zaznaczone działania należy wykonać dla każdej z harmonicz
nych funkcji gęstości oddzielnie i zsumować. Oba czynniki 
całkowe są- transformatami Fouriera odpowiednio funkcji 
1 i h. Stąd wyrażenia (18) przyjmują ostatecznie postać:

(21)



Wprowadzając do drugiego wyrazu wyrażenia (12) funkcje syta- 
boliczne w miejsce rzeczywistych, otrzymamy:

2 4 _______________ Zygmunt Howomicjski__________________

1 i ~ OA
t l 3 * 3t

JŁ
j

X .
dk
0t f  M  4.+ 3 * flt

■A.

D Źl
dt

Średnia wartość za okres pierwszych dwóch wyrazów jest rów
na zeru i otrzymamy:

dkOblięzamy: Zachodzi:

* °*k . f £a1
3 • 0t J * 0t Iśr (22)

Stąd:

-ir(u,n ) 
e dr

' « H o h e
-Ti(«J+t>f. )
e h dr

z\ it (uH-oc )
—  = nu,+ % ) . roh * . i c ^ )

Czyli;
dk  ̂ A it(oj+«, )
a T  s  '  ¿oh e

aaa(ui) i itl“’+“h) 
+ U h * doi * 3oh 6
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Sumując względem h, otrzymamy:
A

Omówimy to, wyrażenie, ma jące zdaniem autora podstawowe zna
czenie. Zaczniemy od oczywistej uwagi, że całkowanie lewej 
strony wyrażenia (23) (por.(4)) po odpowiednim kunturze da
je np. siłę elektromotoryczną indukowaną w cewce lub powodu
jącą przępływ.prądów wirowych w rdzeniu itp.
Jeśli: o* = constans, to otrzymamy:

ft =

a więc zwykłe wyrażenie ważne do obliczenia SEM: E w ukła
dzie o stałej indukcyjności L i przebiegach monochromatycz
nych (sinusoidalnych). Nawet w przypadku, gdy L = L(o>) jest 
zależne od częstotliwości wyrażenie to pozostaje prawdziwe.

W przypadku ęrzez nas rozpatrywanym w układzie u.iawni się 
dodatkowa SEM; E z a l e ż n a :  od powolnych zmian pulsacji 
w przebiegu, od-wpływu jakie te zmiany mają na indukcyjność 
L[oj) układu oraz od zmian wynikłych z równoczesnej modulacji 
amplitudy i fazy przebiegów. Jeśli indukcyjność L jest nie
zależna od częstotliwości a występujące przebiegi, są prawie 
monochromatyczne, to drugi z wyrazów (23v redukuje się do 
wyrażenia:

A

a więc w układzie wystąpi dodatkowa SEM: £(«<) zależna wy
łącznie cd przyrostu prawie okresowo zmieniającej się symbo
licznej amplitudy przebiegów.

Przechodzimy do obliczenia wyrażenia (22).
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Mamy:
\.

*  0A « * / \ .2  ~  duil(ai) o .ia Jt
3 . oz = ioaCo/) 3 + 3 . • ~  ‘ 6

V  (26)
t  0A , , /  N .2  . T  d a l(a /) d ^ o  _ -ia /t
3  •  0 t  =  3  +  3  •  — 5 “  •  W  •  e

S tą d :

f M  , 4 gA ćuK oJ U  f k + f 2 a
J 0t 3 0t do; * | 3o ' 0t 3o * 0t

l i r  M  . t  9 A ) 1 d i dail(ał) .2  ]
4 i3 • 3t + J • et |* 2 at {— atr • 3 }

(27)

Analogiczne wyrażenie (na podstawie podobnego rozumowania) 
otrzymamy dla energii elektrycznej* Stąd:

d^ jl dcęl.y . 2 1  MsM . . y 2 l (28)
ośr dt l2 dcu • 3 + 2 do; ^ j śr

oraz:

w a 1  (&iŁkd ,2 + , ifi2 \ f (29)ośr 2 1 da; * 0 da; * ^ j śr

Jeśli 1 i h są wielkościami stałymi to wyrażenie (29) re
dukuje się oczywiście do wyrażenia ^6)Ł ^

Zwróćmy uwagę na fakt, że: J • 3 =» jQ • jQ (z zależ
ności tej korzystano przy przekształceniach) oraz: =
* a> . </? . Stąd wskaźnik "śr” w wyrażeniu (29) oznacza, że 

o ’ o 1 2 1 2w miejsce funkcji j j i “ f należy wstawić odpowiednio
wyrazy: e

iZ 3 o h *  1 2 4  ( 3 0 )
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a więc kwadrat wartości "skutecznej" funkcji wolnozmiennych 
w czasie.

Aby przejść do mocy bierne.i w takim sensie w jakim używa 
się tego pojęcia w elektrotechnice'1', wprowadzimy funkcję 
symboliczną:

/\
T T  tn „ X
L0 =  ̂* Ćt ^ dt

Należy zauważyć, że funkcja ta nie przypadkowo posiada taką 
postać. Uzyskuje się ją w miejsce funkcji Lq (por.(12)), 
jeżeli zamiast całki:

///r
K • j  d r

rozważać będziemy całkę:

(K = K e"^), której postać jest wynikiem konsekwentne-g /
go wykorzystania metody symbolicznej zastosowanej do ukła
dów o rozpatrywanych przebiegach. Zachodzi:

ni? . . / ni .d<Po -iuft\ da>h(a;)
at “ + (5T ' e 3 • itr (33)

Czyli:

fi. f  - I M *  ♦ £  l ^ 2) . (34)

Ponieważ (por.(26)):

7 ć)A . . ,  s .2   ̂d ,1 .2\ da>l(n>)
3 • Ć>t “ ia,1̂ J  + g>t 2̂ 3 dco

Por. Spis lit. [3], [5], [6],
V)
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Stąd:

i _ -9 [1 ,2 dądjaj 1 2  da/h (a/) }
o 9t 12 3 da/ 2 da/ J

+ i a/ ji(a>)ĵ  - h(a/)y/2 j • (35)

Kładziemy:

T0(t,o/) =  j l(o/)j2(t)

Vo(t,o/) =  | h(a/) f2(t) (36)

I (t,o/) = L o o

Wielkości TQ(t,a/) i Vo(t,a/) są odpowiednio funkcjami 
energii magnetycznej i elektrycznej układu. Wstawiając je 
do (35)» otrzymamy ostatecznie:

2
i-o1* ' “') ■ +  +

+ 2i  .  o > jl0(t,w) -  vo(t,o .)j (37)

Jak widać, część rzeczywista wielkości L (t#a/) jest ści
śle powiązana z wyrażeniem (28) i jej śreSnia wartość za 
okres jest rćwna przyrostowi energii biernej w tym znacze
niu, w jakim rozpatrywaliśmy tę wielkość uprzednio. Część 
urojona funkcji Lo(t,a>) ma inne znaczenie i, z punktu
widzenia zastosowań w elektrotechnice, bardzo użyteczne. 
Istotnie, połóżmy:

Q0(t,w) * 2a/{T0(t,ĉ ) - Vo(t,a/)} (38)
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otrzymamy:

£/a0(t,w)at - Q0&> )  (39)
0

gdzie Qq , jest jednostkową moca bierna rozpatrywanego 
układu. Zależność mocy biernej od częstotliwości podstawo
wej i jej wahań (tj. od powolnych zmian częstotliwości wo- 
kćł częstotliwości podstawowej) uwidacznia się w fakcie wy
stąpienia w relacji (39) czynników: cu , l(o>), h(o;) oraz 
obu czynników zawierających sumy kwadratów współczynników 
rozwinięcia funkcji 3" (t) i ^(t) na szereg Fouriera. Te 
ostatnie określają wpływ wahań częstotliwości i są od samej 
częstptliwości podstawowej niezależne.

Wpłynęło do redakcji w maju 1962.
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BJMflHHE KOJIEBAHtiM HACTOTH HA 
PEAKTMBHYK) MOIUHOCTB

Ab ïo p  3aHHMaeTCH pacneTOM 3Heprnn b ajieKTpo- 
MarHHTHOM nojie, KOToporo iicto^ hiikh hbjubotch iioh- 
TH MOHOXpOMaTĤ eCKHMH CpyHKUHilMU IIJIOTHOCTH.

©yHKUjm 3tu noJiy^aioTCH aMnjMTyjiHHM u $r 3Hhm 
MOflyjmpoBamieM npn K0Jie<5aHHHX ^acTOTH BOKpyr 
onpejiejieHHOE ôaaîCHoË BenHHHHH« Mcxo,jxh h 3 ypaB- 
HeHHË noJM 11 onpesejieHHH $yHKmm iuiothocth TOKa 
h 3JieKTpiiHecKoro 3apH,n;a b cxeMe c n e m u  MOHoxpo- 
mćithheckhmh npoueccaMH, noJiyqawTCH ypaBHeHHH, 
onpe êjiaioupie Bejnramiy MarraiTHoË h 3JieKTpiiqecK0Ë 
3Hepnni nojrn, 3aBHcameË ot ckopocth npoueccoB,

L’INFLUENCE DES CHANGEMENTS DE FRÉQUENCE 
SUR LA PUISSANCE RÉACTIVE

L^auteur s^occupe des calculs d'’énergie dans le champ 
électromagnétique, dont les sources sont fonction de la 
densité presque manochromatiques. On obtient ces fonctions 
par la modulation de phase et d'amplitude en posant les va- 
riationes de fréquence autour d une certaine valeur de base,* 
En partant des équations du champ et determinant les func
tions de la densité du courant et de la charge électrique 
dans un système à changements presque monochrcmatiques, on 
arrive aux équations déterminantes la grandeur d’énergie 
magnétique et électrique du champ, dépendant de la puisa" 
tion des oseillations«


