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DYNAMIKA UKELADU CZASTEK NAELEKTRYZOTANY.CH
ORAZ OBWODOW LINIOWYCH WIELOOCZKOWYCH”

Streszczenie» Praca dotyczy dynamiki ukdadow ztozo-
nych przy czym jej punktem wyjsSciowym jest analiza
zjawisk dynamicznych zachodzgcych miedzy naelektryzo-
wanymi czasteczkami w przestrzeni jednorodnej. W dal-
szej czesci pracy uzyskane wyniki zastosowano do obwo-
déw liniowych o statych skupionych w stanie quasi-sta-
cjonarnym, zawierajacych elementy wprowadzane w ruch
pod wptywem dziatan elektrodynamicznych zachodzacych
wewngtrz ukdadu.

Wprowadzenie

Przedstawiona praca ma charakter wprowadzajacy do ogo6l-
nej teorii dynamiki obwodéw ztozonych, przy czym jej punktem
wyjsciowym jest najprostszy (W sensie klasycznym) ukdad zdo-
zony a mianowicie uktad czgsteczek naelektryzowanych w prze-
strzeni jednorodnej. Wychodzac z podstawowych rownan pola
uzyskujemy ogélne zwiagzki dla takiego ukfadu analogiczne do
zwiazkow znanych z klasycznej mechaniki, a ktore *atwo za-
stosowa¢ do ztozonego obwodu elektrycznego, w szczegélnosci
do obwodéw liniowych. W tej pracy interesowa¢ nas beda wy-
+acznie obwody liniowe o statych skupionych. W obwodzie pra-
du statego wartos¢ Srednia pradu przenikajgacego powierzchnie
Jednostkowa moze by¢ opisana matematycznie przez wielkosé,
ktéra jest niezalezna od czasu. W stanie quasi-stacjonarnym
Y
) Autor wraz z zespotem pracownikéw Katedry Podstaw Elektro

techniki przewiduje opublikowanie cyklu artykudow pod

wspolnym tytulem: "Dynamika obwoddéw z#ozonych'. Przedsta-
wiona praca jest pierwszym artykudem z tego cyklu.
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naboje oscyluja w obwodzie, ktory jest wystarczajaco maty
i z przyrostem, Kktory jest wystarczajgaco powolny tak, aby
usprawiedliwi¢ przyblizenie, ze wszystkie zeleznosci miedzy
pradami w réznych czesciach obwodu zachodzag efektywnie w
tej samej chwili. Mcezma wiec obwdd rozpatrywaé tak jakby
w danej chwili wystepujgce pola bydy stacjonarne. n

Dla przebiegéw okresowych o czestotliwosci V =- =J'
uktady w stanie guasistacjonarnym musza spedniaé¢ warunki:

col c lub 1 ~—
max max 2 <&

guzie: c = 3 x 108 a 1 nax jest najwieksza odle-
gtoscig w obwodzie miedzy pradami lub nabojami. Liczy¢ be-
dziemy w wymiarowym ukdadzie MKSA.

Oznaczenia:

wektor natezenia pola elektrycznego
wektor indukcji elektrycznej

stata dielektryczna

wektor indukcji magnetycznej

wektor natezenia pola magnetycznego
przenikalnos¢ magnetyczna

elementarny nabdj elektryczny

wektor predkosci naboju elektrycznego
masa czasteczki

wektor sidy (sita Lorentza).

M3 <o TWHOX

ha podstawie rownan Maxwella mamy:l)

VXK = -BJ VxH = j + D

gdzie: j *jest wektorem gestosci pradu.

Dla pojedynczego naboju g mozemy potozyc:

J = qv

Kropka nad wielkoscig oznacza roézniczkowanie wzgledem
czasu.
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Sida F na jednostke objetosci dziatajaca w danym punkcie
uktadu jest dana przez relacje:

? = +J X B 0,01
gdzie e jest funkcja gestosci elektrycznosci.
Dla pojedynczego naboju elektrycznego g réwnanie 0*01
przyjmuje postac:

P = gk + qvxB 0,02

W polu elektromagnetycznym potencjaty: skalarny pi wektorowy
£ sg zdefiniowane przy pomocy relacji:

K= A

0,03
B = VXA

Jesli przebiegi uktadu sg wolnozmienne w czasie w rozpatry-
wanym obszarze r , to:

V=4 Lif> ™

I=tlit* *
T

Dla pojedynczego naboju otrzymamy:

0,05

T _JL 2t
A 4y 6 r

gizie r jest wektorem wodzacym mierzonym od punktu P, w
ktérym w chwili t obliczamy potencjak, do punktu Q, w
ktéorym w chwili t znajduje sie nabdj q.
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1* Réwnania ruchu

Rozwaza¢ bedziemy zachowanie sie n naboi elektrycz-
nych g*,92, ... R o0 masach nosnych m™, m2, ... m™ w

zewnetrznym polu elektromagnetycznym zmiennym w czasie, kto-
rego potencjat skalarny oznaczymy przez 0Z a wektorowy
przez Az*

Na podstawie 0,02 dla k-tego naboju mamy:

1.01

i indukcja magnetyczng w punkcie o wspodrzednych

w ktorym w chwili t znajduje sie nabdj gk* Obie te wiel-
kosci sg wielkosciami wypadkowymi powstajacymi przez zio-
zenie pola zewnetrznego i pdt pozostatych czgstek rozpatry-
wanego ukdadu. Oznaczmy dalej przez <P i wypadkowe po-

tencjaty: skalarny i1 wektorowy w punkcie w  chsbi~
li t, aprzez VK operator:

1.02

Otrzymamy:
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Uwzgledniajac 1.04 réownanie 1.01 przyjmuje postac;

Lecz:
T
ot dx~ dt 9yk * dt
A ik TA
9zk * dt ' dt
Stad;
« (WVk + «A5-9% N\ - - 1-05
gdzie:
T Azk + 4af ¢ rn
*l < - A I &k * i 1.06
k “\k + W 6«/ Ki
?ik m ilxi-xk) + + s<v V
K¥adziemy;

pk " Vk +w

dfr
\ ” V \ *h

1.0T
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Ostatecznie, otrzymujemy:

Roéwnania 1.08 dla K=1,2,...n sg zespoltem rownan opisujg-
cych ruch naboi w zewnetrznym polu elektromagnetycznym*
W rozwazaniach wprowadzono dwa uproszczenia:

a) nie uwzgledniono oporu osrodka ruchu (tarcie, straty
cieplnej,

b) przy wyznaczaniu potencjatéw nie uwzgledniono opéznieni®
lub méwigc inaczej uwzgledniono tylko pierwsze wyrazy
rozwiniecia -

(Uwaga b) dotyczy relacji 1*06 a nie réwnania 1.08, ktére
jest ogblnie stusznej.

W konsekwencji uproszczenia b) nie uwzglednimy w rozwaza-
niach promieniowania na zewnagtrz ukdadu energii zwigzanego
z przyspieszeniem lub opézZznieniem ruchu naboi. W rezultacie
rozwazane pole jest polem zachowawczym.

2. Réwnania Lagrange*a

Na ogot rozpatrywany ukdad n naboi nie jest uktadem
swobodnym lecz podlega ograniczeniom wyrazonym przez zadane
warunki dodatkowe (wiezyj. W takich przypadkach jest dogod-
ne wprowadzi¢ s niezaleznych wspétrzednych, ktére nazywa-
my wspédrzednymi uogélnionymi a ktérych charakter fizykalny
moze by¢ réznego rodzaju. Niezalezne wspddrzedne uogdlnione
okreslaja jednoznacznie konfiguracje ukdadu i1 dlatego wek-
tor r (wektor potozenia k-tego naboju) moze by¢ rozwa-
zany jako funkcja tych wspotrzednych. Oznaczmy nowe wspot-
rzedne przez (,j, h",.®.,]1M).

Mamy

rk = rk(ht (h2,...,h3) 2.01

Por. np. E.G.Cullwick [3], str.46, 108.
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Stad:
oraz:
dr,k Qr,k
OA. = oh.
X X
Poniewaz:
a i - 020y /
dt oh. k /7 0h Oh. s
X S S X
Otrzymamy:

a M 0%
dt oh. = dh.
X X

Tworzymy i1loczyn skalarny:

dr. dp or,

V v >
X X
Zachodzi réwnosc:
s i.rff fsi.B ¢ - {Fk
Ohs(*dt dth*dh.XJ k * dt Oh

Stad, na podstawie 2.03 oraz 2.04:
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Wstawiajgc do 2.05» otrzymamy:

q 07. 1 or, O9r.
dt \ eelNJ* *5N §STeV VKk} 220G =

czyli:
i V1 or, 0? or
* LL7ANBECTIEE VAN * * N N
(o OhX K k th * Ph? 7k~ gk
2.07
Ktadziemy:
*0 = - *k 2-08
Przy rozwijaniu wektora w mysl wzoru 1.06 nalezy w po-
wyzszym wyrazeniu w miejsce wektora A ~ wprowadzi¢ wektor
2A jest catkowitg energia kinetyczng zawartg w ukta-
dzie. Jest ona sumg energii mechanicznej T,,» gdzie
TK “ 2 % \ - K 2-09
oraz energii''magnetycznej” T, gdzie:
T—- 2?2 gk \ *rk 2,10

Zachodzi :
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Prawg strone wyrazenia 2.07 mozna napisa¢ w postaci:

91~ A7 TANK
8" *Z\Ke$¢& +4 «~" vkeV k =\ -V Kk} 2%12

Ktadziemy:

vV - 2'% V k 2*13

(Rozwijajac 0, nalezy w miejsce @@, wstawi¢ 2<z0.
Zachodzi: k zk r=k
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Stad, wyrazenie 2.12 da sie przedstawi¢ w postaci:

oT
Oh

+2S . SI. 2.14
dh dh

i i X

Ostatecznie wiec wyrazenie 2.07 przyjmuje postac:

. oT AT
iL —fm) . ——+£f£— o 2.159
dt \OhX >ph- X Oh. 7

Réwnania 2.15 sg réwnaniami Lagrange*a drugiego rodzaju 4la
uktadu n czastek naeiektryzowanych o s stopniach swobp<*
dy poruszajacych sie w zewnetrznym polu elektromagnetyczny».

3« Dynamika sieci ztozone i

Jak juz zaznaczono rozwazac¢ bedziemy sie¢ o statych sku~
pranych wzglednre sztywng w stanie kwasistacjonarnym. Sieé
taka charakteryzuje sie tym,iz zawiera trzy typy elemen”™éwj

a) linie roéwnolegte, cewki 1 petlo, ktére sg utworzone
ze wzglednie cienkich przewodéw. Przyjmujemy, iz Srednica
tych przewoddw s jest mata w pordéwnaniu z ich ddugoscig 1
i dhugoscig fali A wytwarzang przez generatory. Zaktadamy
wiec* ze

s<&1 oraz s < A 3.01

0) kondensatory

Przyjmujemy, ze sa one zbudowane z réwnolegtych piytek
rozdzielonych dielektrykiem o grubosci ¢t ktdéra jest mata w
porownaniu z maksymalnym wymiarem powierzchni pdytek S
oraz w porownaniu z diugoscig fali A, 1j. przyjmujemy, ze
zachodzi:

S S oraz 6 « A 3.02
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c) elementy ruchome

Zaktadamy, ze wystepujace predkosci sa mate w poréwnaniu
z predkoscig rozchodzenia sie fali ¢, a poruszajace sie ma-
sy sg wystarczajaco duze, tak iz mozna nie uwzglednia¢ mas
nosnych elektronéw stanowigcych prad (Scisle: mozna pominac
ich energie kinetyczng). Y/azng cecha obwodow ztozonych z ta-
kich elementow jest to, ze rozkdad poprzeczny pradow i naboi
na jednostke dtugosci i zwigzane z nim pola elektromagnetycz-
ne wewngtrz przewodéw i1 miedzy okdadkami kondensatorow sag w
przyblizeniu niezalezne od rozkdadu osiowego pradoéw i1 naboi
wzdduz przewodnika. W pierwszym przyblizeniu mozemy przyjac,
ze rozkdad pradu w kazdym przekroju przewodnika jest taki
sam jak w prostym, nieskonczenie ddugim przewodzie o prze-
kroju kotowym z tego samego materiatu i o tej samej powierz-
chni przekroju. Okreslenie sieci jako obwodu o statych sku-
pionych odnosi sie do podziatu przestrzeni na zbidr pod-
przestrzeni - elementéw o wyréznionych wkasnosciach wyni-
k#ych ze pkrajnych zatozen dla statych eiu.

X takl"j (1) przez R (opornos¢/ oznaczymy“element sku-
piony zawarty miedzy dwoma matymi powierzchniami ptaskimi
i ograniczony boczng powierzchnig cylindryczng, wewngtrz kto-
rego przyjmujemy skonczong wartos¢ dla przewodnosci wkasci-
wej / a na zewnatrz ktorego (w bliskim otoczeniu; kdadziemy
7 = O« Zaktadamy dalej, ze wewnatrz 1 na zewngtrz elementu
R znikajg E 1 /*

(li; Przez Kk (indukcyjnos$é; oznaczamy element (tj-
przestrzen ograniczona podobnie jak R) wewnatrz ktérego kia-
dzieni:

(111) Element skupiony C oznacza kondensator (C oznacza
takze 1 rownoczesnie wielkos¢ pojemnosci tego kondensatora)
spetniajacy warunki 3»Q2 miedzy oktadkami ktérego zaktadamy
6* 0 aw calej przestrzeni (wewngtrz i na zewnatrz elemen-
t) ktadziemy: - < W rozpatrywanym, z4ozonym obwo-
dzie

3.03

Por. A.Duschekt A.Hochreiner |4] Tom 111, str. 169-174.
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gdzie Jjest wektorem predkosci ruchomej czesci siecd,l1
ul  jest masg ruchomego elementu a UW. jest catkowitag me-
chaniczng energia kinetyczng tych czesci™*

Epergia magnhetyczna _T wprowadzona W_poprzed?im1;?fa—
grafie (row* 2*10; da sie roztozy¢ na dwie czesci i
o nieco odrebnyeh wkasnosciach Fizykalnych. Klkadziemy:

> XzK =
3.04

Oznaczmy przez: i”,!«...*" prady oczkowe sieci 1 niech dl
jest elementarnym wektorem ddugosci przewodu prowadzacego
prad i1 skierowanym zgodnie z przyjetym zwrotem tego pradu.
Jesli dq Jest elementarnym nabojem aiv wektorem jego
predkosci wzdtuz przewodu, otrzymamy:

vdq - i dl 3.05

Rozwazmy energie Tzo Na podstawie 3*04 i 3*05, otrzymamy:

Tz - “ k

Lecz:

K ked& -//<v\k> = Q _-g,thk.
S

gdzie §§- jest strumieniem magnetycznym pola zewnetrznego
przenikajacym k-te oczko.
Stad:

rz "N £zk 3.06
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Energia magnetyczna wzajemna pochodzaca ©d dwéch oczek (nha
podstawie 3.04) wynosi:

3*07
1)
S wzoru Neumanna mamy
3.08
Stad
oraz:
3.09

Nalezy zauwazy¢, ze wzOr ten nie obejmuje wyrazow pochodzg-
cych od indukcyjnosci wkasnej® Aby je wprowadzié¢ musimy roz-
patrzy¢-wzajemne oddziatywanie cienkich, elementarnych strug
pradowych przenikajgcych przekroj przewodnika®

Niech catkowity prad w przewodniku wynosi i niech:

Otrzymamy

~  Por® ChoAoCoulson [2] str®l05®
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Catkowity strumien % jest dany przez:

Z definicji: L = $ otrzymamy:

AN JJ D
Stad:
T(I)=~"X1i2 3,13
Tak wiec catkowita energia magnetyczna wzajemna Jest

dana przez relacje:

™ m 2 2( 1kr *k V k,r * 12" " nz 3.14
r

Kazdy element rzeczywistej sieci posiada opornos¢, ktorag
wyobrazany sobie takze jako element skupiony, a ktorej
przedstawicielem jest wielkos¢ R”* W celu jej uwzglednie«
nia lub biorgo ogdlniej, w celu uwzglednienia elementdw na
ktérych wydziela sie ciepto (ciopto Joule’a, tarcie) wpro-
wadzamy do rozwazan tzw* funkcje rozproszenig:

P -2 X Rkr \

(W przypadku ogéInym prady i, i nalezy zastgpi¢ uogol-
nionymi predkosciami hz, hr)*

I
Por» M»Abraham, R»Becker [1] str,164«

N Pors RZurmiihl [5]» str«431»
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Rozpatrywana sie¢ sktada sie z m oczek niezaleznych«
Wspoétrzedne uogélnione obieramy tak, ze uogolnione predkosci
1* 2°*%* m Przy3mullemy tozsamosciowo réwne pradom Oczko-
wym 1°Mjig,«., "« Ha ogét ilos¢ stopni swobody bedzie wiek-

sza od m i1 zakktadajac, ze jest ona réwna s pozostate
s-m wspédrzedne, zalezne od przestrzennej konfiguracji sie-
ci okreslaja chwilowe potozenie jakiegos elementu sieci

wzgledem obranego ukdtadu inercyjnego (np. osi obrotu). Réwna-
nia Lagrange*a (2.15) rozwazanej sieci przyjmuja postac:

) ~ (£? + ¢ +LIL- O
p dat (£ 8zi_k_ dav —
dla k=1,2,._._,m

oT oT 3.16

dla 1 = Bt&l, m+2,..«,sS

gdzie:

TCmTZ +TW 4 IM

a energia potencjalna:

(2 poprzedniego zatozenia dla predkosci uogélnionych wynika,
ze dla wskaznikéw od 1 do m: &« ", a dla pozostatych
(s-m) wskaznikéw hi jest wspédrzedng geometryczng).



46 Zygmunt Nowomiejski

Rozpisujac oba réwnania 3«16 dla rozpatrywanej sieci,
otrzymamy:

i
ZIIt UV +«de + %)} -" Kk+<df53°19

dla: k,r = 1,2,..0,m

oraz:

_ SSL+i (Y dikr +dr k) 32D
dr o, v.DhU 8 T oh. YN A v ) 302°

i gdzie Min jest wskaznikiem wspotrzednej geometrycznej
okreslajacej potozenie (liniowe lub katowe) k-tego oczka»®
Réwnania 3»19 sg rownaniami obwodu elektrycznego i1 opi-
suje w jaki sposob zmieniaja sie prady 1 napiecia Sieci w
czasie« ROwnania 3«20 wyznaczaja sidy (lub momenty) elektro-
magnetyczne dziatajace na poszczegdlne.elementy sieci«
Istotnie, lewa strona rownan 3*20 reprezentuje sidy (momen-
ty) dynamiczne dzialajace na elementy sieci wynikajace prze-
de wszystkim z zachowania sie w taki sposob pola magnetycz-
nego (wyrazenia po prawej stronie w nawiasach/, aby zwiek-
szy¢ przeptyw calkowitego strumienia magnetycznego przez
oczko« Wyrazenie - " reprezentuje ubytek energii poten-

cjalne j,,rekompensowanej ruchem poszczegélnych elementdw«

Y/phyneto do redakcji w maju 1962«
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AEMHAMKA GMCTEMH 3\PH3KEHHHX HAOTU H MHB4HUX
CDM1X KOHTyPOB

PadoTa KacaeTCH mnamim cjio&hdtk KOHTypoB u
6a3npyeT Ha aHajni3e AHHaMHHecKHX npoueccoB Me&ay
3apHAeHHHMH HaCTHUaMH B OAHOpORHOM npOCTpaHCTBee
nojryneHHHe pe3yjn>TaTK npHMeHFFIOTCH k jmHenHHM koh-
TypaM c cocpe”oTOHeHHmM hoctohhhhmh.

PaccMOTpeHo KBa3HCTamioHapHoe cocTOHHHe C 3Jie-
MOHTaMH B ARHAerora, odycJioBJieHHOM ot ajieKTpoOTHa"
MttneckKkHX BO3AeacTBH&A, npolicxoASiipx: b KOHType«

LA DYNAMIQUE D ”UNE DISPOSITION DES PARTICUIES CHARGEES
ET DES CONTOURS LINEAIRES A MAILLES MUITIPIES

Le mémoire concerne la dynamique des systémes composés.
Comme point du départ I’auteur se sert de L ’analyse des
phénomenes dynamiques entre les particules chargées dans
I’espace uniforme. Les résultats furent appliqués aux con-
tours linéaires a constantes concentrées dans un état
quasi-stationnaire. Ces contours contiennent les éléments

en mouvement provoqué par les actions élektrodynamiques.
dans le systeme.



