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ON THE MONTE-CARLO EVALUATION

OF THE EXTREMAL VALUE OF A
FUNCTION

by Ryszard ZIELINSKI

Received May 15th 1964

An algorithm for evaluating the extremal
value of a function, based on the Monte-
Carlo method, 1is considered. Under very
general assumptions the probabilistic in-
terpretation of the solution is obtained.

1. INTRODUCTION

Let A be a set In an Euclidean space and let u be a norm-
ed measurg defined over the olass ft of Borel subsets of AQ.
Suppose AQ be a set bounded and dense in itself or a finite one.
Let f be a p - measurable function over AQ with range F.
Assume that F 1is a well ordered set,where the ordering relation
is denoted by Inequality sign.

The problem is to evaluate an extremal value of the function
f. Without loss of generality we shall evaluate the maximum of
thi3 function.

Classical methods are not applicable in such a general treat-
ment. On the other hand, in many practical problems more detailed
assumptions are hardly possible to be specified. This is Illus-
trated by the following examples.
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Example 1

The maximum of a real function over A,o is to be evaluated.
Suppose Agq to be a subset in Euclidean space defined by a sys-
tem of nonlinear Inequalities. This is a standard non-linear pro-
gramming problem. AQ may be a non connected set.

Example 2

Over A0 such a function F 1is defined that for each pair of
its values ™ and f* one oan decide whether or not ¥+ is "bet-
ter” than . The values of that function are, for example,

pairs of numbers. Such funotions appear in econometry /e.g. the
value of a function is a pair @ , "), where Ff1 1is the price

of some device and f' - the time of its exploitation/, in mathe-
matical statistics /the probability of errors of the 1 ana Il

kind as values of a certain function/ etc. The problem is to find
""the best" value. The funotion f 1is )i - measurable if
f-1(FO)e™) where FQ is the set of values which are better than
the specified one.

There exist several algorithms for solution of some problems
of this type. In the oase where AQ Is a set defined by a system
of linear Inequalities and ¥ is a linear function,one can apply
a linear programming algorithm, e.g. the simplex algorithm. Simi-
larly, there exist algorithms for solution of quadratic program-
ming problem when AQ is a 3imple connected set.

It seems that the Monte-Carlo method is unique applicable in
such general treatment of the problem. An algorithm based on the
Monte-Carlo method will be formulated, and a probabilistic inter-
pretation of the results as well as some generalizations of the
problem will be given.



KOETB-CABLO EVALUATION 09 1BS BXTBKMAL VALUE 9

2. THE EVALUATION OF THE MAXIMUM OF A FUNCTION BY THE MONTE-CARLO
METHOD

Let X Be a random variable uniformly distributed over AQ

and let {x&}, 1 =1,2»... be a sequence of values taken
by a random variable X. Let =f(x» and
"F{xt) , if fxi)> G 1
Gi /1/
&i -i> if f&i) ~ Gi-i

The algorithm is usually formulated in the following way:

1° Construct the sequence {Xj

2° Construct the sequence (&.J according to /1/. This is
a nondecreasing sequence.

3% If the value G« = m|x(G¥y" appears sufficiently many
times in the sequenoe {g”] , one says that G* is
equal to the maximum of the function .

The use of this algorithm is simple on a digital computer. It
is however necessary to explain:
1> the meaning of "sufficiently many times" and

2’ how far justified is the conclusion: "G* being equal
to the maximum of the function F'.

The explanation is given below.

Let AN be a set defined as:
Nz {x: F(X) > Gt} /2/

and let ji., =p (A" .

The sequence M is nonincreasing. If G, 1is the maximum
of f, then obviously = 0. The converse is not always true.
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It is true if T 1is continuous, however, this assumption will
he not needed further.

Introducing A# “ {x: f(xX) > G*}, questions 1* and 2* may he
replaoed hy the question: whether p*= (A*) = 0 if the value
G* appeared N times in the sequence {g"}.

We denote by (@ADrta the event which ocours when the value of
fexceeds m times in the N-elementssequence a specified value
G*. Letus evaluate the credibility of theevent p*<Ef£. This
credibility is defined in Q-Q as follows:

W{;E*<E } (z - O)/N} M P{ (z>0)/N+1j /**=£} /3/

where 6 is a number from the interval (0,1) . Theleft-hand
side of /3/ we denote shortly by W (}**<£)

We obtain:

p{ @>o:/n+ij }*=£} = i-p{ (z*0)/n+l; £} - i-G-£)ntl
If we put ~

vr(yi*<g)- 1- £ Al
then the relation between £ and N 1is given by the formula:

@ -£) N+l = £ /5/
Some values of £ and N are given in the following table;

£ 0,5 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001

N 0 7 21 57 193 457 1056 3103 6903

Mrhe idea of evaluating credibility w(p.-*<£)» 1 -7%4 for [jm£ is due
to H.( Ste;nhaus. He showed also, that given N, /5/ has a unique solution
in (o, 1).
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Let E be an event which occurs when the measure of such a sub-
set of Aq, on which ¥ 1is greater than G*, is smaller than
£. Now we can say:

(s): if in N trials the value of a function f does not exce-
ed a specified value of G*, the credibility of E is
equal to 1 -£.

We can also solve the above formulated problem using a poster-
iori probability of the event fx*<£ Instead of its credibility.

The numbers xi are the values cf a random variable X,
therefore are the values of some random variables, say
Let us assume to be uniformly distributed over the interval
©,1). The reason of such an assumption is that the random vari-
able X 1is uniformly distributed. Because of the way in which

the sequence { &} and therefore are obtained, such as-
sumption on distributions of for 1 > 1 is unfounded} we
shall assume that a priori distribution of i>1, 1is a

uniform one over the interval (o, jJ-D-

We denote by P{)*** £} the posteriori probability of the e-
vent ;i*<f£ when f does not exceed a specified value of G*
in N trials. It is easy to oaloulate that

r* i ~ @ - s)N ds
P{p*<£}>—2-———-————- /377

¢ (1 - s)H ds
As above in /4/ we put:

1-¢ * d - s)N ds AY
f (1 - )N ds
Jo

Then the relation between £ and N 1is onoe again given by /5/.
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Now the following solution is obtained:

(S : if In N trials the value of a function f does not ex-
ceed a specified value of 0*, then the probability of E
is not smaller than 1 - £.

We shall express the statements (S) or ﬁ?ﬁ shortly as fol-
lows: the credibility /Zor probability/ that G* is the maximum

of a function F is equal to 1 -£.
Now we can modify the algorithm:

1. Choose a number L Z/or N/. Then the number N /Jor £ / is
uniquely determined by /5/.

2. Construct a 3equenoe x”*, x*, ..., x» as a simple sample from
population X.

3. Find G* = m™x f(xM).
Then G* 1is equal to the maximum of a funotion F over AQ
in the sense of (5) or (.

In the new algorithm the number N of trials is a priori spe-
cified while in the first formulation N was a random variable.

3. SOME GENERALIZATIONS OF TEE PROBLEM

3.1. The assumption that AQ 1is bounded oan be omitted,provided
that y. (aq) 1. The range of the measure }i is then the inter-

val CO»"G* X ke uniformly distributed over Co*0* *et
{v] be a simple sample from the population Y. We construct a
sequenoe > XA -Q In tile following way:

/6/
The value given is not always unique but when x|,
Xi N xi is the ra”ue ~or whioh /6/ also holds, then the sets
Ix; xix?J and {x: x<x~} differ on the set of - measure

zero. However, this is not essential for the obtained results.
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Similarly the assumption that AQ 1is a set dense in itself
may be omitted.

The original assumptions were necessary to define a random
variable uniformly distributed over AQ.

3.2. The above considered methods are sometimes used as follows.
Given x1, ..., xn, the set AQ is divided in mutually exclu-
sive subsets. Now one seeks for the maximum of ¥ over such of
the above mentioned subsets which contains x satisfying

FO) = max £10) . Given the posteriori probabilities /or credi-
bilities/ of the event }*>< £ over each of the subset of AQ,
the calculation of a posteriori probability /or credibility/ of
the event jx* <£ ever a whole set AQ is trivial.

3.3. Let CeAO be a subset of elements x’s with some proper-
ty V. The problem is to evaluate the fraotion of these elements
in the population AQ of all elements. This is equivalent to the
problem of evaluating the measure of the subset C.

In the problem considered in this note, possess the
property V if f(x)>G. In the general oase, given the funo-
tlon of elements with property V in N-element sample, the frac-
tion of these elements in AQ 1is to be calculated.

If, as above, the x’s are independently obtained, we sire
faced with the known problem of estimation of a parameter of the
binomial distribution. Thus the problem of evaluation of extre-
mal value of a function by the Monte-Carlo method is being re-
duoed to a well known statistical inferenoe problem.

References

1. STBINHAUS H.! Probability, Credibility, Possibility, Zastosowania Uatema-
tyki, 1963:M.. 4, 341-361.
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0 ZASTOSOWANIU METOD MONTE-CARLO
DO SYNTEZY MASZYN

Jan GOLUJSKI

Prace ztozono 9.07.1964 r.

W praoy rozpatrzono przypadek programowa-
nia polegajacy na znalezieniu ekstremum
absolutnego w obszarze wyoietym =z przes-
trzeni wielowymiarowej i ogranlozonej hy-
perpowlerzohniaml. Zadanie z zakresu syn-
tezy maazyn rozwiazano metodg Monte-Carlo.

1. WSTeP

Konstruowanie stanowi Jedng z najwazniejszych czynnosci inzy-
niera.

Konstruowanie Jest, i zapewne zawsze pozostanie, zespoleniem
elemen 6w sztuki 1 elementéw metody naukowej .

Metoda powszechnie stosowana polega na przyjeciu ogolnej kon-
cepcji, na wstepnym dohorze parametrow 1 na sprawdzeniu warunkow
wytrzymatosciowych, technologicznych, montazowych itd. Doswiadoze-
nle 1 wyczucie konstrukoyjne projektujgoego ma tu istotne znacze-
nie, szczeg6lnie przy wstepnym dohorze parametrow. Znamiennymi ry-
sami tej metody sa:

1. niewielka liczba rozpatrywanych wariantéwj
2. formutowanie roéznych warunkéw w toku projektowania 1 analizy
wariantow.

Stan taki, pozwalajacy na szeroko pojeta dowolnosé przy konstru-
owaniu, zmuszat réznyoh autordow do poszukiwania innych metod pro-
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Jjektowania. Dgzono do takiego przeprowadzenia procesu konstruk-
cyjnego, ktory "by umozliwi4 sensowny Jego przebieg, oparty na do-
Swiadozeniu, ale sprawdzany metodami Scistymi. Chodzido wieo
przede wszystkim o to, aby dane doswiadczalne i1 wszystkie wiezy
wbudowadé z gory w sohemat otliozen. Poprawne ujeoie tego zagad-
nienia stwarzato duzo kd#opotéw, miedzy innymi dlatego, ze napoty-
kato na trudnosoi poprawnego sformudowania zadania i wkasciwego
matematycznego ujeoia wpdywu réznych czynnikéw na konstrukcje.
Doda¢ nalezy, ze metody, ktdére mozna by bydto zastosowa¢ do obli-
czen konstrukcyjnych wymagaty duzego nak#adu obliozen rachunko-
wych 1 dopiero zastosowanie nowej, maszynowej techniki liczenia
zmienido radykalnie praktyczng mozliwos¢ ioh uzycia.

2. DOTYCHCZASOWY STAN WIEDZY W ZAKRESIE OPTYMALIZACJI KONSTRUKCJI
METODAMI PROGRAMOWANIA NIELINIOWEGO

W réznyoh dziedzinach techniki poszukiwano w rézny sposob op-
tymalnych parametréw ukdadéw i maszyn. Najszerzej korzystano z
tego w dziedzinie automatyki. W dziedzinie konstrukoji czysto me-
chanioznyoh stosowano metody programowania liniowego w zakresie
projektowania obrabiarek, linii automatyoznyoh oraz do okreslania
optymalnych warunkéw skrawania.

Metody programowania liniowego zastosowano rowniez do dynamicz-
nego wyroéwnowazenia watéw korbowych, a nieliniowe do syntezy me-
chanizméw itd.

W przedstawionej pracy opracowano metode pozwalajgog na uzyska-
nie konstrukoji hardziej oszozednych niz dotychczasowe. Osoba kie-
rujaca obliczeniami, wolna od trudu arytmetycznego, organizuje Je,
modyfikuje, ooenia 1 decyduje o wariancie rozwigzania i Jego do-
k+adnosci .

Praca okresla sposob poprawnego formudowania zadan konstrukcyj-
nych, uwypuklajgo funkcje kryterium, do ktérego dazy konstruktor.
Metoda, algorytm i programy dla maszyny matematycznej umozliwiaja
szybkie uzyskanie rozwigzania.
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3. OPIS METODY

3.1. Zatozenia do metody rozwigzania

Wynik rozwigzania nalezy przedstawié¢ wektorem
X - (r,, X2, o Xt), h 7
a wystepujace ograniczenia w postaci
Vi(x) > °* Ga-1,2, ..., n /2/

Wreszcie nalezy zbudowa¢ funkoje-kryterium f (xj, ktéra wyraza
nasz poglad o maszynie.

Zadanie polega na znalezieniu wektora X okreslonego przez
/1/, dla ktérego wszystkie warunki typu /2/ sa spednione, a jed-
noczesnie wartos¢ funkcji optymizowanej f (X) osiaga ekstremum
absolutne. Proponowana metoda rozwigzania polega na losowym prze-
szukiwaniu obszaru z zapamietywaniem kolejnego, najlepszego wyni-
ku. W zaleznosci od rodzaju zadania zaproponowano rézne warianty
postepowania, ktdre mozna ujac¢ nastepujgoo:

1. ddugotrwate losowanie w ustalonej kostce n wymiarowej,

2. losowanie w kostkaoh n wymiarowych zmienianyoh i coraz cias-
niej obejmujgoyoh niewiadome ekstremum,

3. ustalenie pewnyoh parametréow i dalsze losowanie w kostoe n - k
wymiarowej, gdzie Kk - stanowi ilos¢ ustalonych parametréw.

Po kazdym z wariantow /1,°.,3/, zaleznie od zadania, mozna, przez
specjalne opraoowanie statystyczne otrzymanych wynikoéw, oszacowac
najlepszy, mozliwy do osiggniecia wynik, lub stosujgo jedng z me-

tod programowania wypukdego dojs¢ do ekstremum wzglednego, ktére
wobeo uprzednich czynnosci 1,2,3, bedzie niemal na pewno absolutne.

3.2. Losowanie w obszarze Jednospdojnym /patrz sie¢ dziatan SD-1/

Kazdemu rzutowi wektora X przyporzadkowuje sie kolejna gene-
rowang liczbe losowg z rozk#adu réwnomiernego. Po losowaniach ma-
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my wektor X opisany kolejnymi liozbami losowymi. Dla tego wek-
tora sprawdzalny spednienie warunkéw typu /2/. Przy pierwszym na-
potkanym niespednionym warunku, generujemy nastepne wartosoi, pow-
tarzajac sprawdzenie. Po losowej liozbie takioh prob trafiamy
/przy zatozeniu, ze obszar nie jest pusty, ozyli ze warunki tech-
niczne nie byty sprzeczne/ na uktad wartosci parametréw spednia-
Jacych wszystkie warunki .

Dla tyoh parametréw obliozamy wartos¢ funkcji optymizowanej,
zapamietujemy Ja i generujgo kolejno n wartosci powtarzamy opi-
sang procedure.

Przy kolejnym trafieniu na ukdad wartosoi spedniajgcej wszyst-
kie warunki poréownujemy obliczong wartos¢ funkcji optymizowanej
z uprzednio zapamietang, zachowujgac zawsze wynik najlepszy. Otrzy-
mujemy zatem oigg wartosoi funkcji F (X), ktdéry nie rosnie przy
poszukiwaniu minimum, a nie maleje przy szukaniu maksimum. Przy
pewnej liozbie losowan wskazane jest zaoiesnienie granio losowa-
nia. Ten fragment postepowania wymaga osobistej interwencji obli-
czajgoego, a wiec decyzji o charakterze inzynierskim. Mozna by by-
40 bez trudu wbudowa¢ w program maszyny cyfrowej i te decyzje, wy-
daje sie jednak, ze nie bytoby to ekonomlozne, zwlkaszoza przy pro-
jJektowaniu obiektu nietypowego.

W nowej zmniejszonej kostoe losujemy powtérnie. Przestajemy lo-
sowa¢ wowozas, gdy wynik nie ulega Juz wyraznej poprawie. Liozba
losowan w réznych kostkach, ooraz to lepiej obejmujacyoh optimum,
zalezna Jest od rozwigzywanego zadania.

W niektérych przypadkach ustala sie pewne parametry po pewnej
liozbie losowan i losuje sie dalej w obszarze o mniejszej liozbie
wymiarow .

3.3. Metoda opracowania statystycznego

Po zakonozeniu losowania wyprowadzamy dane statystyozne w pos-
taol tabelki:
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PRZEDZIAL WARTOSCI LICZBA TRAFIEN KUMULACYJNA
FUNKCJI KRYTERIUM W PRZEDZIAL @jl 1jFJ LICZBA TRAFIEN
F1 kO KU)

35 2 2
36 5 7
37 13 20
38 15 35
39 22 57
40 20 77
a1 3l 108

Jezeli przez F~ okreslimy wartos¢ funkcji optymizowanej w i-tym

przedziale, woéwczas w dostatecznie bliskim otoozeniu absolutnego
ekstremum mozemy zatozy¢, ze funkcja F~ 7 FK()) Jest parabola
postaci

A~ Fo " AKW )m L

gdzie

F+ wartos¢ funkcji optymizowanej odpowiadajaca K (i)-tej
wartosci kumulacyjnej
Fq - poszukiwana, ekstremalna wartos¢ funkcji optymizowaneJ
poszukiwany wspédczynnik paraboli

niewiadomy wykdadnik paraboli.

m

Zaznaozy¢ nalezy, ze ekstrapolaoje paraboliczng przyrostéw skon-
czonyoh tej funkoji w przedziatach podsunat mi prof.dr Jan Oder-
feld. Praktyczna realizacja tej sugestii jest nieco inna, jak to
nizej pokazano.

Mamy zatem funkcje R, « F& @) , ktdéra w réznych punktach

, K2,2z5, ..., " przyjmuje wartosci F1, F2, ..., Fn. Chce-
my znalez¢ takie przyblizenie funkoji F « f k@) parabolg
B - FO = a(k(i)) b, zeby blad Sredni aproksymacji osiagnat mini-
mum.
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Postepujac w znany sposob logarytmujemy obie strony rownania /3/
i budujemy funkcje Y postaci,

121 [IgFi " FO) - Ig A - m = Ig(K@i))] 2

-1
podstawiajgo "B = IgA
Jj » lg(Kfi))

i obliozajgo pochodne otrzymujemy ukdad dwéch réwnan z dwiema nie-
wiadomymi .

X IgF - ro) - -» 2 ol

Rozwigzujac ten ukdad otrzymujemy A oraz m, dla Kktdoryoh
obliczamy wartosci F*. /F * obliozamy podstawiajgo do wzoru /3/
otrzymane wartosci A 1 m z rozwigzania ukdadu réwnan,dla roz-
wigzania ktoryoh trzeba podstawi¢ przewidywane wartosoi FQ/ .
Tak wiec dla kazdej wartosoi k mamy teraz pare wartosoi F
oraz F *. Obliozajao;

n
idF° « ~*1 (F - Fj2 dla kilku réznyoh FQ mozemy spraw-

1
dzi6é dla jakiej wartosoi FQ, dFO0 Jest najmniejsza. Ta wartosc¢
Fq stanowi poszukiwang wielkos¢ ekstremalng.

*)wystarosy przyja¢ pierwsze n wartosoi z otrzymanej statystyki. W rozwig-
zanych zadaniach praktycznyoh przyjaowano n - 5 78 .
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3.4. Przypadek obszaru wlelospdéJnego

W praktyoe inzynierskiej zdarzaja sie zagadnienia, ktorych
rozwigzanie moze leze¢ w jednym z nleznanyoh i niespojnych obsza-
row.

Jezeli obszar jest wielowymiarowy, to na ogot nie potrafimy
rozpozna¢ wzrokowo, badZz intuicyjnie, ozy zaohodzi wielospdjnosc.
Dlatego w razie najmniejszej watpliwosci nalezatoby zaczyna¢ od
tego przypadku. Postepowanie polega na wstepnym losowaniu przy
przejsoiowo rozluznionych warunkaoh.

Na istnienie zadan teohnioznyoh tego rodzaju i na ich waznosc¢
oraz trudnosci przy Ich rozwigzywaniu zwrocid uwage prof.Oderfeld,
ktéremu zawdzieozam pomyst z "‘rozpeczaniem' obszaru.

Schemat przeszukiwania obszaru ilustruje sie¢ dziatan SD-2, a
metode poszukiwania zilustrujemy prostym przyktadem.

Niech obszar, w ktéorym prowadzimy po-
szukiwania bedzie prostokatny jak na
rysunku, a obszarem decyzji dopuszczal-
nych pola zakreskowane lezgce wewngtrz

tego prostokata (i), @, (&), przy
czym optimum lezy w obszarze (?).

Poszukiwania prowadzimy w prostokgcie

ABCD. Przypusémy, ze w skonczonej licz-

bie losowan wielokrotnie trafilismy w
obszar 2) i (), lecz nie udato nam sie ani razu trafi¢ w ma-
4y obszar (?). Wowczas przy zmniejszeniu kostki na podstawie wylo-
sowanych parametrow opisujgoyoh punkt w (2) /lub (5)/ moze sie
zdarzy¢, ze odrzucimy najbardziej oiekawg ozes¢ obszaru biednie sg-
dzgo, ze ekstremum znajduje sie gdzie indziej.

Aby uohronid sie przed taka ewentualnoscig rozluzniamy warunki
i poczatkowo losujemy w prostokacie A, B, C, D, w ktdorym obszar
decyzji dopuszozalnych jest taki Jak pokazano linig przerywang.
mRozluznienie" oznacza zmiane prawej strony wszystkich lub niekt6-
ryoh nierdéwnosoi. Wielkos¢ rozluznienia Jest sprawg decyzji inzy-
nierskiej.
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Po zlokalizowaniu ekstremum mozna teraz zmniejszy¢ kostke na
AB"C"D" i prowadzgc w niej losowanie dla pierwotnyoh warunkéw naj-
trafniej okresli¢ ekstremum.

SIEC DZIALAN SD-2

* - x 30

HIS TAK

on<f2 ()
UTE TAK

B-? (>0

HIS TAK

0 &Y

HIS TAK

r-fQ®
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SIEC DZIALAT SD-1

( STARTJ
- i r - .
CZYTAHIB ZALOZONYCH WYMIAROW KOSTKI
Y (b, at, (b2, a?)> fol. °L ). (bn. ftp)

USTAWIBMIS POCZATKOWE]
2/ WARTOSCI  it(x)p

3/  GENEROWANIE:
X-)* Xi ... x0

NORMOWANIE)
4/

- Cti - ajl)
NACISNIETY
5/ CZY KLUCZ E
NIE TAK
6/ *n -»«W » 0 WYPISANIE STATYSTYKI
HIB TAK
I ( KONIEC

7/ [OBLICZENILE T

8/ ZLICZAMIE DATTCH
DO STATYSTYKI

MO) > ?2(X)p
TAK i NIE

E

9/

DRUKOWAN I E«

10/ om'»

23
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Objasnienia do sieoi dziatan SD-1

2) W programie nalezy ustali¢ wstepnie pewng wartos¢ funkcji op-
tymlzowanej, duzg przy poszukiwaniu minimum, matg w przypadku
poszukiwania maksimum. Korzystamy z tej wartosci tylko przy
pierwszyoh losowaniach.

3) Korzystajac z opisanego generatora generujemy tyle liozb loso-
wych ile potrzebujemy dla aktualnie rozwigzywanego zadania.
Liozby sa generowane z przedziatu 0,1.

4) Sprowadzenie wartosci wygenerowanyoh parametrow do wlasoiwej
skali.

5) Klucze na stoliku operatora pozwalajg na sterowanie programem.
Gdy okreslony w programie klucz zostaje nacisniety, wowczas na-
stepuje wypisanie statystyki, po ozym program wraoa do losowa-
nia.

¢ Wyrazenia Em podajag spednienie warunkéw. Stanowig one dla wy-
losowanych parametrow obliczone lewe strony warunkéw nieréwno-
Sciowych /2/.

7) F(x) oblicza wartos¢ funkcji optymlzowanej dla parametrow spet-
niajacych wszystkie warunki nlerdwnosoiowe.

8) Zliczanie liczby losowan w réznych przedziatach spedniajgoyoh
wszystkie warunki.

9), 100 1 11) Jezeli wartos¢ funkoji optymlzowanej obliczana dla
wy losowanych parametrow spedniajgcych warunki Jest mniejsza
(wieksza) od fF(X)”, wbéwozas zaréwno te parametry Jak i war-
tos¢ odpowiadajgcej funkcji zostang wydrukowane. Ostatnia war-
tos¢ funkoji optymlzowanej zostaje zapamietana i z wartosciag tg
poréwnuje 3ie nowe otrzymane wartosci .

Przyktad

Reduktor 1l-stopniowy /7 zmiennych/

W przykdadzie tym rozpatrzono reduktor wg zatozonego sohematu,
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- Jfq, d 4 1 N
—y S— —
'I‘ d]. _______ l
1 L-.3f
1/

na ktorym pokazano dziatanie metody w przypadku wiekszej ilosci
zmiennych i warunkéw. Przykdad ten nie miat na celu ujecie wszyst-
kich warunkdéw opisujacych takie urzadzenie i w zwigzku z tym nie
nalezy go traktowa¢ Jako pedne obliozenie konstrukcyjne. Chodzido
w nim tylko o przedstawienie dziatania metody przy wiekszej ilos-
ci zmiennyoh.

Zatozono:
Moo przenoszong N = 100 kM
predkos¢ obrotowg n * 1jnn obr min™?
przetozenie i =3
dopuszczalne naprezenie na dla kg = 800 kGom-2
zginanie kot
o zeba- )

gggggiczalne naprezanie na tyoh PObi = 5800 kGom 2
wspétczynnik ksztaltu zeba q- 2,50
dopuszozalne naprezenia na
zginanie:

dla watu 1-ego 1100 kGom L

dla watu 2-go 850 kGem 2

Poszukiwane parametry

b - szerokos¢ wienncow zebatyoh

m - modut két zebatyoh

z - 1los¢ zebow kota mniejszego

1~ - dhugos¢ watu miedzy podporami watu 1
12 - ddugos¢ watu miedzy podporami watu 2
d* -Srednica watu 1

d,, - Srednica watu 2
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Oznaczenia
- rzeczywiste naprezenie na zginanie
Ps - rzeczywiste naprezenie na docisk
B - wspotczynnik wytrzymatosciowy zalezny od modudodw
Younga
A - wzgledna szerokos¢ wiennoa zebatego
*1» o rzeczywiste strzatki ugiecia watéw podporowych 1 i 2
v 2 - biegunowe momenty bezwkadnosci przekroju watu 1 i1 2
foi» "2
p - sita obwodowa w kG
MzL » mMz2
WXL * WX2

Opis warunkow

1. Warunek na zginanie

Ge ~EId 3k K

2. Warunek na dooisk

s m£- z b
3. Warunek na graniczng ilos6 zebdw N Zgr =17
h. Warunek na wzgledng szerokos¢ wiehcaA”5
5 Warunek na wzgledng szerokos¢ wienoaA”™ 12
6. Warunek gabarytowy + z2)< 160
7. Warunek na strzatke ugieoia watu 1

1 p*V
f1 “ 48 EL ~fol



O ZASTOSOWANIU METOD MONTE-CAELO DO SYNTEZY MASZYN 27

8. Warunek na strzatke ugiecia watu 2

1 P eV
2 * 48 EI2 ~ fo2

9. Warunek na naprezenia zastepoze w wale 1

Mz
*S « 'S,

10. Warunek na naprezenia zastepcze w wale 2

S

- .
S
S % v e2

Mz » VMN + 0,75 =

11. Warunek teohnologiozny d2”~ 5 cm

Funkoja kryterium.

Petna objetos¢ obu két zebatyoh i watdéw ma wynosi¢ minimum

f(xy m 4 mbz + dP =« 11 + d2 = 12 & min

Tak wieo zadanie to sprowadza sie do znalezienia ekstremum funk-
cji fT(X) w przestrzeni 7 wymiarowej ograniczonej ll-oma opisa-
nymi warunkami plus 14 warunkoéw narzuoonych przez wymiary kostki.
Mamy wieo 7 zmiennych 1 25 warunkow.

Rozwigzanie:

Opisane wyzej warunki przedstawiono w postaci wymaganej przez
algorytm i po uwzglednieniu statych i1 wartosci zadanych otrzymano
Je w nastepujacej postaci:
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1) bm2z - 12720
2) bm2z2 - 530> 0
D z - 17>0
Db - 5m~ 0
5) 12 m - b~O
6) 40 - mz”™O0
7 - V0,0025 - 1~/mz”+ 1700> 0

8 d* - vV 0,0825 < 12/mz"+ 130070
9) (Ij/mz = d})- 192>0

105(12/mz - d2J- 192> 0

11) d2 - 5>0

Wedtug przyjetej sieci dziatan SD-1 napisano program zakacz-
nik , skkadajacy sie z 3 rozdziatow:

Rozdziat 0 - czytajacy dane i1 ustalajacy state
Rozdziat 1 - sprawdzajgcy warunki i generujacy cigg liczb losowych
Rozdziat 2 - drukujacy wyniki.

Wstepne losowanie przeprowadzono w kostoe opisanej nastepujaco:

10<5
0,2<:;in<0,6
22< z"~50
10< 1™ 17
94 12<18
3<.a.,<7

3~rd2n8

Wyniki tego losowania przedstawiono tabliog 1.
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Szero- Modut 1los¢
kos¢é kota zebow
wienca zeba- nape-
w cm tego dzane-

w om go ko-
ta ze-
batego

B M z

+3,0 +0,5 +35
+2.7 +0,5 +49
+3,1 +0,4 +34
+2,3 +0,4 +34

D¥ugosé
watka,
na ktoé-

D¥ugos¢ Sred- Sred- Objetosé
watka, nica nica reduktora
na kté- mniej-wiek- wg defi-

rym osa- rym osa- sSzego Szego nicji,

dzone
jest
mniej-

dzone watka watka W OK
jest w om w om
wieksze

sze koto koto

L1
+11 ,1
+15,9
+12,2
+10,5

L2 D1 D2 08

+10,5 +3,6 +6,9 +634,5
+12,9 +3,5 45,3 +808,3
+10,5 +3,5 +5,5 +645,8
+ 9,2 +3,4 +5,7 +594,2

29
Taglica 1
11o$¢ 1l10s¢
loso- loso-
wan wan w
obsza-
rze
Ul L12
7 2
212 3
336 5
5110 123

Losowan przeprowadzono 5110} z tego wpaddo w obszar 123« Naj-

lepszy wynik osiaggnieto w ostatnim losowaniu.

Opierajac sie na naj-

lepszym uzyskanym wyniku ustalono nowe wymiary kostki nastepujgco:

2 < b< 3,6
0,3"m< 0,5
28~ z”™ 40
9 4
7,4<12<11
2,8 a4
5 d276,4

Wyniki tego losowania przedstawiajg sie nastepujaco:
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Szero- Modu4

kosé kota
wiefica zeba- nape-
w om tego
w cm
B M
+2,5 +0,5
+2,6 +0,4

W kostoe tej losowano 2137 razy. W obszar wpaddo 68 losowan.
lepszy wynik, ktory byt 7 kolejnym w obszarze,

Jan GOLUiSKI

D¥ugos¢ Sred-
watka, nica

na kté- mniej-

rym osa-szego
dzone watka

jest w cm
wieksze
koto

L2 D1

+9,7 +3.7
+9,6 +3,7

Prace HQt

Tablica 2

Sred- Objetosé 1losé
nica reduktora loso-
wiek- wg defi- wanh
szego niojl

watka w om
w cm

D2 0B LI
+6,9 +769,1 7

+5,5  +594,0 336

11o0s¢

loso-

wan w

obsza-
rze

L1

Naj-

osiaggnieto w 336 lo-

sowaniu. Nastepnych 1801 losowan nie przyniosto poprawy. Wartoé%
funkcji optimum /0B/ poprawida sie bardzo nieznaoznie /o 0,2 om /.

Na podstawie wynikéw losowania ponownie zmieniono wymiary kost-

ki, ktdérg tak ustawiono:

7,4"

im b"3,4

0,25*m ~ 0,35

< z< 42

8,5~ 1713

3 < di<6

< d2<7

12< 11 ,8

Wyniki tego losowania przedstawia tablioa 3.
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Tablica 3
Szero- Modud 110$¢é Diugosé DHugosé Sred- Sred- Objetosc 110$¢  1losé
kos¢ kota zebow watka, watka, nica nica reduktora loso- loso-
wienca zeba- nape- na kto- na kto- mniej-wiek- wg defi- wan wan w
w om tego dzane- rym osa- rym osa- szedgo szego Nicji., obsza-
w om go ko- dzone dzone watka watka w cm rze
+a ze- jest jest w cm w cm
batego mniej- wieksze
sze koto koto
B M Z L, Lf ol D2 OB LI LI
+3,5 +0,4 +40 + 9,9 + 8,3 +5,7 +6,8 +917,3 16 2
+3,4 +0,4 +41 +12,4 +11 ,7 +4,1 +5,9 +832,0 19
+2,8 +0,3 +41 + 9,6 +10,1 +4,2 +5,8 +664,5 164 5

+3,1 +0,3 +42 +11,9 + 8,1 +4,2 +5,8 +658 .7 2294 65
+2,a +0,4 +37 + 9,3 + 8,7 +4,2 +5,2 +552,0 2442 68

W kostoe tej przeprowadzono 8123 losowari, z ozego 227 bydo w ob-
szarze. Najlepszy wynik uzyskano w 2442 losowaniu /68 w obszarze/.
Nastepne 9781 losowan nie poprawido juz wyniku. Tak wiec parame-

try:

bwm2,8; m=0,4; z=237; 11 = 9,3;
12 « 8,7; dl1 - 4,2; d2 = 5,2

przyjmujemy za optymalne. Osiagniety wynik mozna by by#o staraé sie
poprawi¢ stosujac metode gradientowg, co Jest jednak kdopotliwe.

Mozna roéwniez ustali¢ teraz pewne parametry i losowa¢ w ukta-
dzie o mniejszej ilosci wymiaréw. Nie bydo to jednak celem przykita-
du. Chodzito w nim bowiem jedynie o pokazanie jak dziata metoda.
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L*4

ROZDZIAL:0O

CALKOWITE:1,S

CALKOWITE:LIC1,LIC2

USTAW SKALE BINARNIE:35

CZYTAJ:-W

SKALA DZIESIETNA PARAMETROW:6

USTAW SKALE DZIESIETNIE:6
CZYTAJ:GBE,D3E,GEM,DEM,0ZBT,DZET,GL1 ,DL1 .GLg-DLACH~ ,DD1,0D2 ,DD2

PISZ NA BSBEN OD 0:GBB,DBE,GEM,DEM.GZBT.DZBT.GL~,DL”,QL2,DL2 ,0D”~,DD%,~

gd2 ,dd2

SPACJI 3
TEKST:
B M z L1 L2 D1 D2 oB L1 L1

LINIA 2
LIC |-1

lic2-i

HBB-15000.
MEM-15000.
MZET-15000.
ML~-15000.
m12-15000.
1UN-15000.

md2- 15000.
MO-15000.

BLOK (249) :S
*)s(i)-o
POWTORZ:1-0 (i) 249
IDZ DO ROZDZIALU:1
KONIEC ROZDZIALU
ROZDZIAL:1

BLOK (©) W
CALKOWITE:LIC1,LIC2 ,ZETR,S, 1
SKALA DZIESIETNA PARAMETROW:6
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USTAW SKALE DZIESIETNIEj6
CZYTAJ Z BEBNA OD OjGBE.DBE,GEM,DEM,0ZET,DZET,GL1,DL1,GL2 ,DL2 ,*
GD~DD., .CD, ,~

BLOK(O) :LIC1,LIC2,ItBE,MENS,MZET,ML1 .JU . HD., ,MD2 ,MO

BLOK (29,) :S

1A)BE-LOS ()

SM-LOS ()

ZET-

LOS ()

L~-LOS ()
12-10s ()
DN-LOS ()
d2-10s(.)
LIN-LICANI

GDY

BER-

KLUCZ 1#1B, INACZEJ NASTEPNY
(GBB-DBE)xBB+DBE

EMR- (GEM-DEM) x BH+DBM
ZETR- (GZET-DZET) XZET+DZET
L,R- (GL1-DL™ xL1+DLI
12r- @12-d12)x12+d12
D"R- (GD1-DD1)xD1+DD1
d2r- @d2-dd2) xd2+dd2

GDY
GDY
GDY
GDY
oDy
GDY
GDY
oDy
GDY
GDI

0BJ-

GDY

(BER< EMR*2x ZETR*2-530.) >0 :NASTEPHY , INACZEJ 1A
(3ERXELK#2XZETR-120>0: NASTEPNY, INACZEJ 1A
(ZETR-17.)>0:NASTEPNYFINACZEJ 1A

(BER-5xEMR) > 0: NASTEPNY , INACZBJ 1A
(L2XEMR-BBR) > 0 :NASTEPNY >INACZEJ 1A
(40-EHRXZETR)>0:NASTEPNY, INACZEJ 1A

(D"RN-3-PWK (((0.0625xLIR)/EURXZBTR)+1700)) >0:NASTEPNY, INACZEJ 1A
D2R-5>0;NASTEPNY . INACZEJ 1A
((LIR*3/EMRXZETRXD1R*4)-192)>01NASTEPNY , INACZEJ 1A
((L2R*3/EMRXZETRXD ,R*4)-192)>0:NASTEPNY, INACZEJ U
AXEMKXBKRXZETR+DIR*2xLtR+D2R*2xL 2R

0BJ>950:1A, INACZEJ NASTEPNY

lic2«lic2+i
I1-ENT (@B))
sS(hH-s (Hh+1

33
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GOT OBJ>MO: 1A.IHACZEJ KASTBPHY
MBE-BER
MBM-EMR
MZET-ZSTR
ML -L R
ml2-12r
1ID°D fi
MDg-DjR
MO-0BJ
IDZ DO ROZDZIALU:2
1B)IDZ DO ROZDZIALU:3
PODPROGRAM:LOS (W)
JEZYK SAS
UM.956
mn _tb)
PM.950
1"A.956
PtV 20
SK*L0S (3)
1B)) -81713
+37612
JEZY1 SAKO
KOSIK ROZDZIALU
L™
ROZDZIAL:2
CALKOWITE iLIC1,LIC2 ,1,ZSTR,S

SKALA DZI2SIETHA PARAMETROW:6
USTAW SKALE DZIESIKEJIEi¢

BLOK () W

BLOK (O) :GBEIDBE,GKM,DEM,GZBT,DZBT,GL1 ,DL1 .GL~ADL~GD, ,DD1,0D2 ,DD2
BLOK (O :LIC1,LIC2 ,MBB,MKM,HZET ,ML1 .ID*.MD., ,MD2 ,HO

BLOK (249) :S
DRUKUJ(3-1) :MBE,MEM
DRUKUJ(3.0) :MZET

DRUKUJ(3-1) :ML1,ML2 ,MD1 ,MD2 ,MO
Drukuj (®) :-licl,lic2

LIBIA

.1DZ DO ROZDZIAtU:1
KONIEC ROZDZIALU

Prace

I1KK
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OH APPROXIMATION OP MONTE-CARLO METHOD FOR SYNTHESIS OF MECHANISMS

Summary

The Monte-Carlo method has been applied Tor the evaluation of optimal di-
mensions of gearboxes. Principles of the method are explained, technique» of
. cratin? of pseudo-random ntusbexs-presented, and the flow-diogrem of ZAM 2
computer program - given.

The optimum deBign program, written in SAKO-code, is presented for one
particular example, as well as the results of computations performed on a
digital computer 21AM 2.
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UWAGI O PEWNYM GENERATORZE
KWADRATOWYM

Henryk GAJEWSKI
Ryszard ZIELINSKI

Eraoe z4#ozono 11.09.1964 r.

Dla otrzymania liczb losowych o rozkkadzie rownomiernym na od-
cinku (O,D stosuje sie zwykle w maszynie ZAM-2 generator, ktory
ma nastepujaca posta¢ w jezyku SAS [i] :

UM.R
MN.C
PM.R

gdzie: R - kolejne liczhy pseudolosowe oraz Z - pewna stala.
Jezeli:

r0= 234.642.457.001

C = 115.354.631.461

to generator ten nazywamy krotko generatorem RNA.

Generator RNA pozwala na uzyskanie poprawnych liczb losowych
o0 rozktadzie rownomiernym na odcinku (o,l), ale losowos¢ wystepo-
wania roéznyoh cyfr binarnych na poszczegélnych pozycjaoh liczb
uzyskiwanych z tego generatora nie byta - Jak nam wiadomo - ana-
lizowana. Co wieoej, mozna zaobserwowa¢ pewng systematycznoscé
w wystepowaniu okreslonego olagu bitéw na niektdérych pozycjach
liozb losowyoh.

Jezeli p-tg liczbe uzyskang z generatora RNA zapiszemy w po-
staci oktalowej:

pE®™IHIO9 876 543 210 °~
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to = 1 dla kazdego p oraz

j O dla p«0,4,8,...
I 6 dla p-1,5,7,...

4 dla p* 2,6,10,..
~2 dla p *3,7,11,..

Oznacza to, ze 6 ostatnich cyfr w zapisie binarnym powtarza sie
z okresem réwnym 4, natomiast ostatnie trzy cyfry binarne 33 za-
wsze Jednakowe.

W niektdérych zastosowaniach moze to czyni¢ omawiany generator
nieprzydatnym.

Von Neuman zaproponowat, opisany w pracaoch R] i PB]., kwadra-
towy*) generator liozb pseudolosowych o rozkdadzie réwnomiernym.
Na maszynie ZAM-2 generator cen - oznaczymy go krotko przez KGA -
zrealizowano za pomocg ciggu rozkazéw w jezyku SAS?

UM.R
MN.H
PW17
PM_R

przyjmujac jako wartos$¢ poczatkowg R 5 234.642.457.001

Zwracamy uwage na wkasolwosol generatora EGA:
1. Dla kazdego p ™ 109938 Jest:

Rp s 000.000,400.000

2. Nie ma dwoch takich réznyoh wskaznikéw p,q < 109938, aby

Oznacza to, ze wszystkie liosby losowe o numerze kolejnym mniej-
szym od 109938 sg roézne.

Z powyzszego wynika, za generator ten moze byé wykorzystany
tylko w takich przypadkach, gdy mniejsza od 109938 ilos$¢ liozb
losowych ;)est wystarczajaca.

*) permin “generator kwadratowy” zostat przez nas przyjety jako odpowiednik
teraii.ow angielskich "Miidle Squaxo” lub krétko "Mid-Square'. Generator
ten podany jest réwniez w pracy [4] na str. 31.
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NOTES OK A CERTAIN MIBDLB-SQUARE GENERATOR

Summary

In the paper a middle-square generator for ZAM-2 computer ic di3cused.
Two properties of this generator with the inital value R; * 234.042.457.001
/in oot&l form/ are presented, namely, all random numbers R  witn
P> 109 938 are equal to 000.000,400.000 and all random nmiSers 2 with
p <109 938 are different.
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Praoa zawiera przeglad metod generowania na maszynie
cyfrowej liczb losowych i realizacji zjawisk loso-
wych, wykorzystywanych we wszelkioh obliczeniach
Monte-Carlo. W artykule, ktéry ukaze sie w nastepnym
numerze Algorytméw, podana bedzie dokumentacja nie-
ktérych metod generowania opraoowanyoh dla ZAM-2.

1. WSTEP

WSréd metod numerycznych szczegélne miejsce zajmujg metody
Monte-Carlo. Sg to metody przyblizonego rozwigzywania danego za-
gadnienia matematycznego lub fizycznego przy uzyoiu techniki sta-
tystycznego pobierania préby. Dokdadniej mowigc, dla rozwigzania
danego zagadnienia buduje sie i1 bada odpowiedni model atatystyoz-
ny tak, aby uzyskaé metodami statystycznymi estymaoje poszukiwa-
nego rozwigzania. Jako przykdad moze stuzy¢ obliczanie catek oz-
naczonych, w szczeg6lnosci catek wielokrotnych, ktdére w metodach
Monte-Carlo zostajg potraktowane jako wartosci oczekiwane odpo-
wiednio definiowanyoh zmiennych losowyohj dokonuje sie losowania
N niezaleznych wartosci tyoh zmiennych losowych, po czym Ich
Srednig arytmetyczng przyjmuje sie jako przyblizong wartos¢ cakki.

Metoda taka jeat powszechnie atoeowana przy obliczaniu catek
wielokrotnych.

Budowa i badanie modelu statystycznego w metodzie Monte-Carlo
odbywa sie za pomocg zwykdych Srodkéw obliczeniowych, a wiec
otdéwka, papieru, tablic i1 roznych specjalnych urzadzen oblicze-
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ulowych, poczynajac od suwaka logarytmiosnego, koniczgc na maszynie
cyfrowej czy analogowej. Trzeba zatem wypracowa¢ metody statysty-
cznego pobierania préby /Za wiec otrzyjgywania wartosci zmiennych
losowych i realizacji procesow losowych/ za pomoca owych zwy-
k#ych Srodkéw obliczeniowych.

Do takich ogélnie znanych metod nalezy postugiwanie sie tabli-
oswol liczb losowych. Tablica liczb losowych o danym rozktadzie
jest zbiorem wartosci zmiennej losowej o tym rozktadzie i ma sta-
nowi¢ probke prostg. Hipoteze te sprawdza sie przy pomocy roéznych
testdow statystyoznyoh.

Zasadnicze znaczenie ma jednak wypracowanie metod statysty-
cznego pobierania prcby na szybkich maszynach liczacych, w szcze-
gélnosci zas na maszynach cyfrowych, ktore okazaty sie najbar-
dziej przydatne do stosowania metod Monte-Carlo.

Hajprostsza z tyoh metod polega na wprowadzenia odpowiednioh
tablic liczb losowych do pamieoi maszyny. Ze wzgledu na ograniczo-
ng 11os6 miejso w pamieci operacyjnej z koniecznosci trzeba albo
zdecydowa¢ sie na wprowadzenie ieh do innych dostepnych pamieci,
ktérymi rozporzadza dana maszyna /w szczegolnosoi bebnowej/,
albo wczytywa¢ liczby losowe z tablicy bardzo makymi partiami.

Oba te sposoby sg czasochtonne, a poza tym nie zawsze Sg opraoo-
wane odpowiednie tablice, zawierajgce dostateczny zasob liczb
lesowych.

Dlatego znacznie wiekszg role odgrywajg metody tak zwanego ge-
nerowania liczb losowych 1 realizacji zjawisk losowych.

Niniejszy artykut zawiera krotki przeglad tych metod, opraco-
wany na podstawie cytowanych dalej Zzrodet. W jezyku polskim do-
tychczas nie ma takich opracowan, dlatego przeglad ten wydaje sie
potrzebny. Stanowi on wstep do kolejnego artykudu dotyczgacego tych
zagadnien, zatytutowanego "Technika stosowania metod Monte-Carlo
na Zi.M-2", a przeznaczonego przede wszystkim dla tych uzytkownikow
maszyn 2JLM-2 , ktérzy choieliby przeprowadzi¢ na niej obliczenia
stosujgc metody Monte-Carlo, znaja zas jedynie programowania w
Jezyku SAKO. Artykut ten zawiera dokdadne opisy z dokumentacja
w SAS poszczegolnych metod generowania opracowanych dotad dla
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ZAM-2, wraz z objasnieniem sposobu korzystania s tyeh opracowan.

Przeczytanie obu artykutéw ma dad moznos¢ samodzielnego stosowa-
nia metod Monte-Carlo na maszynie ZAM-2.

2. GENEROTANIE LICZB LOSOWYCH O ROZKLADZIE ROWNOMIERNYM

Przy wszelkiej generacji na maszynie cyfrowej zasadniczg role
odgrywa /jak pokazemy w 3 i 5/ zroddo liczb losowych o rozkitadzie
réwnomiernym.

Zdarzaja sie maszyny wyposazone w takie zroddo przez konstru-
ktora. Istnieja wiec rozmaitego rodzaju urzadzenia, ktore przeka-
zujg do pamieci maszyny ciggi, ztozone z niezaleznych jednakowo-
prawdopodobnych zer i jedynek} taki cigg o ustalonej dtugosci two-
rzy dwojkowe rozwiniecie liczby losowej o rozktadzie roéwnomier-
nym na odcinku /0.1/. Urzadzenia takie wykorzystujg do tworzenia
owego ciggu bitéw np. szumy whkasne w lampach, proeesy radioaktywne
itp. Niektére z tych urzadzen powodujg, ze w regularnych odste-
paoh czasu pojawia sie liczba losowa o rozktadzie réwnomiernym
w specjalnym rejestrze lub ustalonej komOrce pamieci maszyny.
Blizej opisano te zagadnienia w [2], str. 225 i 248.

Jesli maszyna nie posiada takloh urzadzen, wykorzystujacyoh
fizyczne zjawiska losowe, wyposaza sie jg w tzw. generator liczb
pseudolosowych, o nastepujgoej definicji. Rozwazmy ciag, ktorego
wyrazy okreslone sg rekurencyjnie:

ri+tl * (o ri)”’
zalezg wiec jedynie od postaci funkcji f 1 od wyrazdv; poprze-
dnich, w szczegélnosci od wyrazu rQ, 1 przyjmujg wartosci z
przedziatu (o,1). Przy odpowiednim doborze funkcji F 1 wyrazu
poczatkowego mozna otrzyma¢ skonczony ciag r&, ..., rn, taki,
ze niektdére jego whasciwosci sag analogiczne do (n+l) - elemento-
wej probki prostej z populacji o rozktadzie réwnomiernym na od-
cinku Jesli zastosowa¢ do takiego ciggu testy statystyczne
badajace owg hipoteze i jesli te testy nie pozwola nam jej odrzu-
ci¢, woéwczas cigg ten nazywamy ciggiem liczb pseudolosowych o
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rozktadzie réwnomiernym na odcinku (o,1). Przykdtady tego rodzaju
ciggow mozna znalez¢ w [i], skad zaczerpnieto taz cigg uzywany do
generowania na maszynie ZAM-2, opisany w [7]- Generatorem liczb
pseudolosowych o rozktadzie réwnomiernym na odcinku (o,1)- zwanym
odtad generatorem R - nazywamy program, po odwodaniu sie do ktéd-
rego maszyna oblicza i1 rejestruje w pamieci jako wynik kolejny
element wspomnianego wyzej rekurencyjnego ciagu. Po n-krotnym od-
wotaniu sie do tego programu otrzymuje sie n elementéw ciagu.

Literatura dotyczgca tworzenia i wkasciwosci generatoréw R
stale rosnie /patrz np. [1] z 1954 r., 5] z 1963 r./.

3. GENEROWANIE LICZB LOSOWYCH O DANYM ROZKtLADZIE

Generatorem liczb losowych o danym rozk#adzie nazywamy program,
po odwotaniu sie do ktdérego maszyna oblicza i rejestruje w pamie-
ci jako wynik liczbe nalezgacg do zbioru wartosci zmiennej losowej
o0 tym rozktadzie, po n-krotnym odwotaniu sie do tego programu
otrzymuje sie ciag liczb, ktéry ma stanowi¢ n-elsmentowg probke
prosta z populacji generalnej o tyra rozktadzie.

Pokazemy, ze majgc dany generator R mozna skonstruowac¢ gene-
rator liczb losowych o dowolnym zadanym rozkdadzie. Trzeba tu do-
da¢, ze konsekwencjg "pseudolosowosci' generatora R jest ''pseu-
dolosowos¢™ generatordow skonstruowanych przy jego pomocy. Zwigza-
ne z tym problemy sg oméwione w nastepnym paragrafio. W tym para-
grafie rozpatrzymy zagadnienie konstrukcji generatora liczb loso-
wych o danym rozktadzie przy zatozeniu, ze rozporzadzamy idealnym
generatorem R

Niech wiec R oznacza zmienng losowa o rozkdadzie rownomiernym
na odcinku (o»D¥ {RjJ - ci$S niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie takim samym jak rozkdad zmiennej losowej R ,I”~j-ciag
wartosci zmiennych losowych

Zauwazmy na wstepie, ze w maszynie cyfrowej operujemy tylko
liczbami wymiernymi, ze zatem liczby ri , ktérymi rozporzadzamy,
sa wkhasciwie wartosciami zmiennych losowych R*, zwanych quasi-
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rownomiernymi, przybierajacych skonczong liczbe jednakowo-prawdo-

podobnych wartosci O, —ék R gdzie k jest iloscig

bitéw w rozwinieciu binarnym liczby. Wartoscia sSrednig takich
zmiennych losowych jest E fi— _Zy?» zas wariancja T{“’(I 4&3)»

podczas gdy dla Ri mamy odpowiednio == i -"r ¢ Spowodowane tym

skutki moga niekiedy mie¢ istotne znaczenie. Zagadnienie to omo-
wiono w [Z] , str. 282. W niniejszej pracy poprzestajemy na zasy-
gnalizowaniu tej kwestii i w dalszym ciggu nie uwzgledniamy wyni-
k#ych stad skutkoéw.

Jedna z ogélnych metod konstrukcji generatora X [liozb loso-
wych x+ ,bedacych wartosciami ciagtej jednowymiarowej zmiennej
losowej X o0 zadanej gestosci f(X) .oparta jest na twierdzeniu,

ze zmienna losowa R = J*f(t)dt ma rozkdad réwnomierny na odcln-
-

ku @ ,1) . Z tego zwiazku mozna wyznaczy¢ zmienng losowg X  jako

funkcje zmiennej losowej R , i w ten sposob przyporzadkowa¢ kaz-

dej wartosci r~ wartos¢ xt spedniajacg rownanie

Xi

rj = J f(odt /i=1.2,...7 I/

Ten ogdlny sposdb moze niekiedy by¢ jednak bardzo czasochtonny i
dlatego nie mozna poprzesta¢ na podaniu tego wzoru.

Wezmy jako przyk#ad zmienng losowg X o rozkdadzie wykdadni-
czym. Mamy wtedy n
60 Ae-*3 dla x>0
0 dla pozostatych,

a zatem wzér /M przybiera postac:

*1
PL mA i e"Xt dt
ol

skad «-—-In i - r»
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Pozostawiamy dociekaniom czytelnika, dlaczego réwnie dobrze
mozna atoaowad wzor

Xxi = - -i- In rt

W tym wiec przypadku zmienna loaowa 1 data ale datwo przedsta-
wié w postaci Ffunkcji zmiennej losowej R . Mimo to jednak w prak-
tyce nie powinno sie atoaowad takiej metody generacji liczb lo-
sowych o rozktadzie wyktadniczym, gdyz mozna podadé algorytm pros-
tszy, opisany i uzasadniony w [4], a przytoczony w [7]. Mozna
takze skorzyatad z faktu, ze zmienna losowa o rozktadzie wyk¥a-
dniczym z A a 1 daje sie przedstawi¢ jako potowa sumy kwadratéw
dwoch zmiennych losowych o rozkdadzie normalnym ze Srednig zero
i wariancjg 1. Jesli zatem przyjac¢, ze dany jest odpowiedni cigg
liczb losowych o rozktadzie normalnym {n"} , to obliczamy poszu-
kiwang liozbe wg wzoru:

xi * T @2 +n2i+D

Metoda ta jest jednak bardzo czasochtonna.

Generacji liczb losowych o rozktadzie wykdadniozym poswiecono
tu wiecej miejsoa z Kilku powodéw: po pierwsze - rozkdtad wyktadni-
czy wystepuje czesto w réznych zagadnieniach: po drugie - liczby
losowe o tym rozkdtadzie stanowig punkt wyjscia np. przy generacji
liczb losowych o rozkdadzie Raylaigh’a /patrz [/], punkt 4.2.g9/,
czy realizacji procesu Poissona » Po trzecie - na tym przy-
ktadzie wida¢ wyraznie, jak wiele jest mozliwosSci generowania i z
jak wielu punktéw widzenia trzeba te mozliwosci oceniaC, przy czym
wazna jest ocena czasu generowania.

Przyktadem zmiennej losowej ciagtej, dla ktorej korzystanie z
rownania /1/ przy generacji bydoby bardzo niewygodne ze wzgledu na
posta¢ jej dystrybuanty, jest zmienna losowa o rozktadzie normal-
nym. Podana dalej metoda generacji liczb losowych ni o0 rozkta-
dzie normalnym F(0,l1) jJest zarazem przyktadem zastosowania
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twierdzen granicznych, w tym przypadku centralnego twierdzenia
granicznego, na podstawie ktorego w szczegolnosci suma n nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie ze skonhczong
wariancjg ma rozkdad asymptotycznie normalny. Jako owe niezalezne
zmienne losowe mozna by bydo przyja¢ zmienne losowe R1 . Suma n

tych zmiennych ma sSrednia -2~ i odchylenie Srednie -££— . Aby
2 2v3"

otrzyma¢ zmienng losowg o rozktadzie asymptotycznie normalnym

n(p,l) , trzeba te sume standaryzowa¢. Manipulacje przy standary-

zowaniu staja sie prostsze, jesli zamiaBt Ei uzyé zmiennych lo-

sowych R”™ o rozkdadzie réwnomiernym na odcinku (-1,1 j. Suma

n smiennyoh R ma wartosd Srednig zero i odchylenie Srednie

I~y . Przy generacji liczb nt przyjmujemy n « 12 , i wtedy

odchylenie sSrednie jest rowne 2. Ciag liczb z generatora R, uzy-

wany przy generacji, oznaczymy tutaj przez r”~ /[y = 1,2,...12,
12

i» 1,2,.../. Stad n+ = -i- Q@rti - 1j . Z kolei licsby lo-
J-1

sowe o rozkdadzie normalnym pozwalaja nam generowadé np. liczby

losowe o rozkdtadzie Rice’a Zartykut na ten temat ma sie ukazad w

Nr. 5 Algorytméw/.

Zwrocmy jeszcze uwage na fakt, ze otrzymane ta metoda liczby
losowe ~ sg ograniczone, mianowicie J™J”"~6 /bezwzgledna
wartos¢ sumy dwunastu wartosci zmiennych R~ nie moze przekro-
czy¢ 12/, nie stanowi to jednak zadnego niedostatku tego genera-
tora, gdyz dla 1 o rozktadzie n @,i) Pr (gx|>4) <0,0003

Przejde teraz do oméwienia generatordow liczb losowych o roz-
k#adzie skokowym.

Klech bedzie dana zmienna losowa X o rozkdtadzie

Pro(X- 1 »Pj g -0,1,2, ....)

Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie wartoso j
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/ 3 3-1 \
( réwne Z Pk - Z * ) 3est réwno prawdopodobienstwu,
ksO -0 /

ze zmienna losowa R o0 rozkdadzie réwnomiernym na odcinku @ ,1)

i (‘* r 4- . -
zawarta Jest w przedziale st P~ H- i

\ k-0 k»0 /
3-1 3
i* &“0 ” Pr X Pk "R< 2 P k
\ k*0 k-0
Zatem kolejnym wartosciom r” Gm1,2, przyporzadko-
wuje sietaka wartosc J ,dla ktorej:
3-1 3
Ul Fk<ri<X K '
k=0 k*0
-1
przy czym przyjmu3e sie, ze p. > 0.
k-0

"Varto zauwazy¢, ze reguda ta dla rozktadu skokowego stanowi
odpowiednik roéwnania /1/ , ktore stosuje sie dla rozkd#adu cig-
gtego.

W ten sposob generuje sie np. liczby losowe o rozktadzie
otrzymanym empirycznie i zadanym za pomocg histogramu. W ten
tez sposoéb mozna generowa¢ liczby o rozkdtadzie Poissona, a mia-
nowicie liczbie r~ przyporzadkowujemy takg wartos¢ j , dla
ktorej

k»0 k=0

Inny sposob generacji liczb losowych o rozkdadzie Poissona wy-
korzystuje twierdzenie Poissona, ktére mowi, ze jesli Dn Jest
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prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A w pojedynczym doswiad-
czeniu, to prawdopodobienstwo zajscia k zjawisk A w n nie-

zaleznych doswiadczeniach dgzy do X—k/\ e przy n-*o0 % n p-—*A
! n
Obieramy zatem tak duze n , zeby pn = byto dostatecznie mate
/w praktyce: 0,1 < pn<0,2 /. Z ciaggu {r*} wybieramy n ko-
lejnych liczb m—j* ri2» rin’ kazdg z tych liczb poréwnu-

jemy z pn i przyjmujemy ilosé przypadkéw, w ktéryoh r~ ~pn

g =1,....,n.) , jako liczbe losowg o rozktadzie Poissona z pa-
rametrem A

Na zakonczenie nalezy wspomnie¢ o generacjiwektoréw losowych
o n sk#adowych, o funkcji gestosci F (x™, ..... xn) . Weddug
[31 ,str. 399, najczesciej zadang gestos¢ rozktada siena czynni-
ki postaci:

*1 (xD) * g2 (xI* *2) ** gn (x1°x2 xn) »
gdzie o] (xi) jest gestoscig brzegowg rozktadu zmiennej losowej
X] , dang wzorem

@ 00

J* J* ~ (XL* Xn) = Ax2***axn X
-0 -0

g2 "M*1» x2~ - warunkowg gestoscig brzegowg zmiennej losowej

X2 przy zatozeniu, ze X) >»>x1 , itd. A wiec wartos¢ wektora lo-
sowego x|, - xn uzyskuje sie wyznaczajgc kolejno skdadowe,
przy czym kazdg z nich otrzymuje sie jako wynik losowania jedno-
wymiarowego .

I tak np. liczby losowe (X, y) o rozkdtadzie normalnym dwuwy-

miarowym N (., 61,6y, 9) otrzymuje sie nastepujgco: naj-
pierw znajduje sie llozbe losowa X 0o rozktadzie normalnym
N , anastepnie liczbe y o0 rozktadzie normalnym
N (my +~ ~2L (x - , Oy™jl -~2 ,gdyz, jak wiadomo, taki

st warunkowy rozktad zmiennej losowej Y przy zatozeniu X = x

(1)
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4. SPRAWDZANIE GENERATOROW LICZB PSEUDOLOSOWYCH

Przy sprawdzaniu generatoréw liczb pseudolosowyoh nalezy odpo-
wiedzie¢ na pytanie, czy ciag liczb otrzymany z tego generatora
mozna traktowa¢ Jako prébke prosta z populacji o danym rozktadzie
/jakkolwiek wiemy, ze kolejne Jego wyrazy powstaja weddug wzoru
matematycznego} tym, ktdérych niepokoi takie postepowanie, przypo-
minamy, ze podobnie np. producenci sztucznego jedwabiu badajg, czy
ich tkanina ze wzgledu na swoje wkasoiwosci moze ty¢ uzywana Jako
jedwab, ohociaz dobrze wiedzg, ze powstata bez udziatu motyla
Jedwabnika/. Jesli metodami statystycznymi nie odrzucamy tej hipo-
tezy, uwazamy, ze nie ma podstaw do dyskwalifikacji generatora.

Jednakze jednolite metody weryfikacji takiej hipotezy nie ist-
niejg. wybdr testdéw sprawdzajacych nastepuje weddug uznania twor-
cy generatora. Stosuje sie- zwykle kilka réznych testéw, za$s moo
koniunkoji tych testéw nie jest wyznaczana, stad, znajgc poziomy
istotnosci poszczegbélnych testéw, niewiele mozna powiedzie¢ o po-
ziomie istotnosci ich koniunkcji.

WSréd mieszaniny stosowanych metod korzystnie wyréznia sie me-
toda przyjeta w [4] przy sprawdzaniu generowania liczb pseudolo-
sowych o rozktadzie wykdadniczym. Autorzy [4] wychodzg z zatoze-
nia, ze nalezy badac

a/ niezaleznos¢ wystepowania w ciggu /aby stwierdzic,
czy dany ciag mozna traktowa¢ jako probke prostag z
jJakiejs populacji/,

b/ zgodnos¢ empirycznego rozkdadu z postulowanym,

c/ wartosci pierwszych meentéw.

W tym celu proponuja obliczanie w kazdej setce liczb wartosci
pieciu dystrybuant stosownie wybranych funkcji /statystyk/ owej
setki liczb /opis tych statystyk.przytoczono w [6]/J nastepnie
przeprowadzajg dla dyatrybuant poszczegdlnych statystyk testy zgo-
dnosci z rozktadem rownomiernym,ria odoinku (o»'1) /taki bowiem
rozkdtad majg dystrybuanty -zmiennych losowych/.

Wydaje aie istotne,” aby wartosci owych dystrybuant udostepnic
do wgladu korzystajacemu z liczb losowych, ktory w ten sposéb moze
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wybra¢ do obliczen poszczegdlne ciagi liczb /na podstawie ktérych
wyznaczano te wartosci/ zgodnie z ideg losowania warstwowego.

Ten rodzaj losowania zilustrujemy przykdadem. Przypusémy, ze
poszukiwana jest wartosS¢ parametru a , i znany jest Bposob kon-
strukcji nieoboigzonego estymatora a tego parametru, obliczane-
go na podstawie N-elementowej probki prostej z populacji zmiennej
gosowej X . Niech 6g oznacza odchylenie standartowe estymatora
a .

Jako zréddo N niezaleznych wartosci zmiennej losowej X sdu-
za nam liczby z odpowiedniego generatora liczb losowych, ¢wykde
losowanie polega na wzieciu N kolejnych liczb. Przypusémy jednak,
ze w poszczegolnych setkach liczb generatora znamy wartosci pewnej
statystyki tych liczb. Mozna wtedy wykorzysta¢ te informacje sto-
sujac losowanie, ktore stanowi szczegoélny przypadek losowania war-
stwowego. Opiszemy je dla N <« 200 . Wybieramy wtedy do prébki
jedng setke liczb, w ktdorej wartos¢ owej statystyki jest mniejsza
od mediany rozktadu tej statystyki, oraz jedng setke, w ktoérej
jest ona od mediany wieksza. Inaczej mozna to ujac¢ tak: w jednej
setce wartos¢ dystrybuanty obliczanej statystyki ma by¢ mniejsza
od , W drugiej setce - wieksza od . tatwo uogolnié¢ podang
regute losowania warstwowego na przypadek Kkilku setek w prébce,

a takze kilku statystyk. Wynika stad, ze losowanie warstwowe jest
bardzo utatwione, jesli poszczegoélnym setkom liczb przyporzadko-
wuje sie wartosci dystrybuant obliczanych statystyk, jak to ma
miejsce w [4j.

Mozna pokaza¢ w wielu konkretnych przykdadach, ze estymator
parametru a obliczany na podstawie tak wybranej probki pozosta-
je nieobcigzony i1 ma na ogot odchylenie Srednie mniejsze od -
Przy odpowiednim przygotowaniu generatora losowanie warstwowe w
nieznacznym tylko stopniu komplikuje organizacje obliczen.

Oméwimy teraz troohe szerzej punkt a., gdyz wydaje sie, ze ba-
danie niezaleznosci jest powszechnie mniej znane niz badania po-
stulowane w punktach b. i c.. 0td6z najczesSciej stosuje sie ktorys
z testow tzw. teorii serii /np. bada sie ilos¢ serii wyrazéw cig-
gu mniejszych od mediany czy wartosci Sredniej w populacji, Sre-
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dnig ddugos¢ serii wyrazéw malejgcych w ciggu, itp./. Jednoczesnie
stosuje si® jakis test oparty na autokorelacji. Jeden z takich te-
stéw dla ciggu niezaleznych zmiennych losowych 0 jednakowych
rozktadach normalnych podano w [8] . isyznaczono tam rozkdady wspot-
czynnikéw autokorelacji 97 , zdefiniowanych nastepujaco:

1«1l
dla ku 1,2, ...,n-1

Asymptotyczny rozktad dla K1 jest rozkdadem normalnym ze Sre-

dniag 1 wariancjg réwnymi — 1
n_

Dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych o rozktedzie roéwno-
miernym na odcinku (O,D +atwo pokazad, ze wspotczynnik ak, dany
wzorem

/n parzyste,
ki-k-1RKi k®1,2,...,n/
i»l

ma asymptotycznie dla duzych —£-J rozk#ad normalny o Sredniej

Mozna tez 4atwo wyznaczy¢ asympto-

tyczne rozkdady tego >apdtezynnika dla ciggéw zmiennych losowych
o0 roznych innych rozkdadach. Wartosci wspdotczynnika oblicza
sie na maszynie cyf*uwej szczegdlnie prosto.

poniewaz dgenerator liczb pseudolosowych o rozktadzie réwnomier-
nym /generator R/ stosuje sie do budowy generatoréw liczb pseudo-
loeowych o wszelkich innych rozktadach, sprawdzenie go ma podsta-
wowe znhaozenie. Jeili generator R jest dos6 wszechstronnie
sprawdzony, mozna juz nie badad budowanych generatoréw. Poniewaz
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jednak w praktyce nie rozporzadzamy na ogét bardzo dobrymi gene-
ratorami R , badanie takie jeat potrzebne.

W generatorach R trzeba dodatkowo bada¢ tzw. dHugos¢ okresu
aperiodyoznosci. Wiadomo bowiem, ze oiagi liczb | r*j otrzymane
na podstawie réznych wzorow rekurenoyjnyoh sg z reguty ciggami
okresowymi 0 nastepujacej strukturze:

ddugosé okresu

i rx VAN N ,h_
rir2 ri rk rk+1 r2k-i+l
V J J

dtugos¢é odcinka aperiodycznosoi

tzn. pierwsze k liczb sg rézne miedzy soba, zas liczba réti
jest réwna liczbie ri (~172i1i7~k”, 1 ogolnie

s j= 0,
itj+nck-i+) " i+ n 1

Oczywiscie, do obliczen mozna wykorzystywa¢ tylko owe pierwsze k
liczb. Wielkos¢ Kk mozemy wyznaczy¢ empirycznie, za pomocg spe-
cjalnego programu; sg prace omawiajgce teoretyczne sposoby wyzna-
czania okresu.

5. GENEROWANIE REALIZACJI ZDARZEN LOSOWYCH I PROCESOW STOCHASTY-
CZNYCH.

Jesli chcemy w maszynie cyfrowej symulowa¢ wystgpienie jakie-
gos zdarzenia A z prawdopodobienstwem p , generujemy liczbe ri

z generatora R i badamy, czy liczba jest mniejsza od p ,
ktére to zdarzenie realizuje sie roéwniez prawdopodobieristwem p:
P

p(R<p)= Ffdt =p
0]
Jesli ri < P » twierdzimy, ze zdarzenie A zrealizowato sie*
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Analogicznie twierdzimy, ze zrealizowato sie k-te 2z ciggu
niezaleznych zdarzen losowych A] , A2 » eee * ©° prawdopodobien-

stwach p, = P "Ajj , jesli wygenerowana liczba ri speknia
nieréwnosc:
k-1 K dla k< fly =,
Pj dla k - 1.
j=1 3-1
iLri< Pi

Na tej drodze mozna rowniez znajdowaC realizacje prostego dtan-
cucha Markowa o zadanej macierzy prawdopodobienstw przejs¢ (p-N):
skoro wiemy, ze ukdad dotad znajdowat sie na przykdad w stanie i
ze zbioru mozliwych standw, przyjmujemy, ze ukdad bedzie w stanie
k , jesli wygenerowana liczba rt spednia odpowiednig z nieréwno-
Sci /2/ , w ktérych pj zastgpiono przez piQj - W tym przypadku
realizacjg procesu jest cigg numerow przyporzadkowanych poszcze-
gélnym stanom w 4ancuchu Markowa, Ogdélnie, przy generowaniu rea-
lizacji procesu stochastycznego aproksymujemy w maszynie cyfrowej
funkcje nalezgog do zbioru realizacji tego procesu, dla skonczo-
nego przedziatu parametru procesu. Jesli realizacja prooesu jest
funkcja schodkowg o skonczonej ilosci 1 wielkosci skokéw w kazdym
skoniczonym przedziale, jak to ma miejsce np. dla procesu Poissona,
to moze by¢ reprezentowana w maszynie przez pary liczb (™»Xti),

i 31 2, ..., gdzie *t - wartosci parametru, przy ktérych naste-
puje i-ty skok, zas - wartosci procesu dla t . tb .

Dla jednorodnych proceséw sygnatowych o przyrostach niezale-
znych pr2y danej intensywnosci sygnatow A odlegtos¢ dwu kolej-
nych sygnatow ma rozktad wyktadniczy z parametrem A , i wtedy ge-
nerowanie realizacji polega na genei”owaniu odlegtosci miedzy sko-
kami weddug tego rozk#adu, oraz znajdowaniu wartosoi procesu w
punkcie t (patrz [6] ™.
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THE MONTE-CARLO TECHNIQUES POR DIGITAL COMPUTERS

The paper oontaln« a review of some more important methods of generation
of random numbers on digital oomputere, generally used in Monte-Carlo teoh-
- nlquee.
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Two sorting methods by means of random access
store are considered. Some details of the ef-
fectiveness of this methods are given.

1. INTRODUCTION

Sorting of large volume information is one of the most essen-
tial problems which should be solved, when data processing system
is considered. The well-known methods use for this purpose magne-
tio tapes, however sometimes the possibility of sorting without
tapes is oonvenient. This paper desoribes a method using random
aooess store instead of tapes. This method was programmed on the
digital computer zam-2, and some details are given.

2. DESCRIPTION OF THE PROBLEM

Let us assume that data to be sorted are grouped into standard
blocks Bl1, B2, .... Bn. In eaoh blook B there is a sorting key
K aooording to which blook3 are to be ordered.

We shall write B1l< B2 when blook Bl preoedes blook B2 in
the required order, and B*s B2 when blocks B and B2 have
the same sorting key. B é B2 means that B1<B2 or Bl= B2.
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For simplification we shall assume that there are two fixed
blocks Bq and , Wwhich satisfy the oondltlon

B~ < for ial,2, <«.,n

These blocks are stored before sorting.

The problem may be now described as follows: blocks
B1, B2, En should be stored in suoh a way whloh would ena-
ble to read these blocks in the required sequenoe. This problem
will be solved by insertion of the block BI+l into the string
of blooks B ~, BQF ..., B in a special manner. This insertion
should be repeated for 1 m O, 1, ..., n-1.

The block B with address A will be denotedby B(A), and
the address of blook B will be denoted by AIBj. The block di-
rectly preceding blook B will be called B-1, and blook Bl
will follow blook B. It means that

B-1 < B
and if B’1< B " then B~AB-*
and

B ~ Bl

and if B "< B1 then B* "B

3. STRING METHOD.

To eaoh blook B written in the random aocess store a special
label will be assigned, containing the addresses of blooks B-~1
and B . This label denoted by m consists of two parts:

m"1(@) - A(B"D
and

ml (B - A(B1)
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Blocks written in such a way form two strings as shown in
fig. 1.

Pig. 1. An exawplo oi atorad blooka /B2 < < BA.

In the first string the first block is , the last one
BQ, and in the second string oonversely - block BQ is the first
one and B_1 - the last one.

The insertion of block Bi+l into string of blocks

B 1, Bqg, B1, ..., B™ consists of:
a. finding such a block B from the string B_~, BQ, ..., Bz
that

B N ®i+i
b. changing labels of blocks B and Bl
c. writing a labelled blook BI+l
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Fig. 2 shows an algorithm for the described method.

Fig. 2. Algorithm for the string method.

4. THE METHOD OF A STRING WITH "VOCABULARY".

Let us generalize the definition of 31 as follows
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a
and
Br+l = (Br)1 for r 2
Let us note, that after insertion of Blocks B*, B,j, BA
there is
In the string method, the most time consuming is to find such
a block B from the string B_1, BQ, BN that

1

The time could be shortened if we could diYide the whole

string B 1, Bqg, ---, into some substrings. For this purpose
let us assume that the computer storage contains a »vocabulary"
S consisting of k items , S2> Sk. Each item Sp

/1~ p < k/ consists of a sorting key and the address of block B

B » B ?
where

0 *rQ<rld4r2< ... irk =it

Let us note that if before the insertion of the blook BI+l
for a certain block B there 1is

B = Bfl
after the insertion
B or
It results from this that values r”, r2, r~ 1 must be

changed from time to time.



64 Jan WIERZBOWSKI1 Praoe IMM

We shall assume that the initial value /for i - 0/ will he

ri - r2 > ** " rk - 1

and that after the insertion of 1 *otk-1, 2«ck-1, ... hlooks,
the vocabulary will be updated aooording to the formula

rptl “ rp * rl for p - 1> 2, ..., k-1
It means that after the insertion of 1 «moCk-a blocks
rp - nmeCp « p for pml, 2, ..., K

The vocabulary S being desoribed,we may find the block B
which satisfies the condition

B 4Bi+l <B1

in the following way:
r
a. we find the block B ~ which satisfies the oondition

B_f1l O«p<k

b. we find the block B from the substring

Brp BV 1 BVv1-1

whioh satisfies the condition

B4pl+tl <bl

This method is much faster than the string method.
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Fig. 3 shows the algorithm for the method of string with vo-
cabulary.

i-0
YES NOT
51 -(K(BO),A(BO )
52 =(K(BO) ,A(BO ) Vi B-1
YES NOT
S.  «(K(Bn ),AQI)
P - P+l
A - afB13)
- i
B - B(A)
*
Bi+l < B
YES NOT
miVi - 2a0)
» Vi )
B ® - *Gl.,)
)- *<8j
Im

STORE LABELS OP
BLOCKS B AND
b”+1 AND LABEL-
LED BLOCK BI+1
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Fig. 3. Algorith* for th« aethod of string with rooabulary.

TIME CALCULATION

The time is the most important measure of the sorting method

effectiveness. In the desoribed method it depends on the following
elements:

- number of blocks

initial order of blocks
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- length of vocabulary /k/
- frequency of vocabulary updating ~&<*/.

It may be interesting that the time is independent of the block
length and the key length.

The described method of string with vocabulary was realized on
the digital oomputer ZAM-2 and real time calculation is given be-
low.

Some technical data of ZAM-2 are the following:

word length - 36 bits /long word/ or 18 bits
/short word/

working-storage - 512 long words

random acces store - magne- - 16384 long words

tic drum - 1500 revolutions/min

average speed - 1000 op/sec

/addition, fixed point/
Sorting time for different variants of data is given in ta-
bles 1-3.

Table 1.

The dependence of time upon the number of items
/k - 80, «£»1, sorting key K(B") m 1-1-100i+(1-1)b |-

Number of items 500 1000 1500
time 6 min 13 min 22 min
Table 2.

The dependence of time upon the initial order of blocks.

Initial order k - 10 k = 20 k - 80
/i -0, 1, ..., 999/ o€ m 16 * 1 -1
K(B1) - i 5 miu 11 min 9 min

K(B+) - 999-10Qi+999E(yi) 17 min 21 min 13 min

K(Bx) - 999-i 36 min 22 min 17 min
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Table 3a«
The dependence of time upon the length of vocabulary
and frequency updating /K~J = 999-i, i - 0, 1, 999/.
10 20 40 80 160
1 22 min 16 min 17 min 26 min
2 29 min 20 min 19 min 27 min
4 27 min 22 min 28 min
8 28 min 31 min

16 36 min

Table 3b.

The dependence of time upon the length of vocabulary
and frequenoy updating /K<Bi) = 999-100i+999E("y.

}J g\ 10 20 40 80 160
21 min 14 min 13 min 17 min
23 min 15 min 13 min 17 min
17 min 13 min 17 min
8 14 min 17 min
16 17 min
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ON A CERTAIN THEOREM OF GRAPH THEORY

AND ITS APPLICATION TO AUTOMATIC
PROGRAMMING

by Andrzej SALWICKI

Received March 23rd, 1964

Formulas describing the change of a matrix
associated with multigraph after the shrink-
age of a certain set of vertices are pre-
sented, as well as their application to
translation from autocode into machine lan-
guage .

The structure of a program for digital oomputer is convenient
to be interpreted as a graph. The set of vertices of a graph is
formed of instructions, the arcs are ordered pairs of instruc-
tions arranged according to the successiveness of their execution.

The purpose-of this paper is to pose the problem of program
segmentation into chapters, i.e. dividing the program into part3
which can be entirely contained in the internal store of a com-
puter, further being called Chapters. One Chapter having been per-
formed, the next one is called into the internal store.

Such an approach to the question of segmentation may be slight-
ly unconventional; thus, instead of dividing the program into chap-
ters, we propose to join them if there is enough place in the in-
ternal store.

The following example explains it most clearly: Let a” de-
note the number of possible consecutive executions of J-th chap-
ter after i-th, i.e. the number of so-called "passes"™ from the
i-th chapter to the j-th.
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Let T /seo./ be the total time wasted for oalling in the
chapters during the program exeoution.

Let’3 assume now that chapters "in and "j'" are joined together.
Then, the time wasted for calling in chapters during the program
execution is T - t. (an + where t is the time of cal-
ling in the chapter from the external storage /in sec/.

Joining 3 chapters, namely i, J, and Kk, into one permits
us to save t - +a”™ +a” +a” +a”™ + a’J) seo. and so

on.Further, the operation of Joining chapters will correspond to
the operation of shrinkage of vertices.

ITf one begins to treat every instruction as a separate chapter,
these chapters will require a possibly great capacity of the in-
ternal storage; the number of chapters being small.

The method we are suggesting, takes into acoount a number of
connections of one chapter with another /the number of possible
oonseoutive performances of j-th after the i-th instruction dur-
ing the exeoution of the program/.

It is expressed by the matrix associated with the multigraph
H corresponding to the program.

The theorem mentioned in the title desoribes the changes of ma-
trix caused by the shrinkage of a certain number of chapters /Zin-
structions/.

The second part of the paper gives an example of solution to
the problem of segmentation into chapters for autocodes of the
type ALGOL or SAKO.

1. Given the sec X of vertices and the set U of arcs. An or-
dered pair xif Xj) of vertices corresponds to each aro ueU.
e say that the arc u Joins the vertices X and Xj. The ele-
ment x~ 1is called initial ver tex of the arc u,
Xj - its terminal vertex.

More than one arc ueU , with the initial vertex x1 and the
terminal vertex Xj, may correspond to an ordered pair &*, Xj)e-
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An ordered pair G = (X, U) is called oriented
multigraph. The multigraph is said to contain
a loop if such aro u e U andvertex xeX exist that
the arc u joins the pair (X, X).

Further, we shall consider finite multigraphs
i.e. such that the set X contains a finite number of elements
{x1, *2* eee» Xnj =

The number of arcs beginning with x» and ending with x* will
be denoted by a-y

The square matrix @ij] with n rows and n columns is cal-
led matrix associated with multigraph G.

Let A be the subset of the set X of vertices in G.

The operation resulting in
- identifying all vertices of A with some fixed element
a&A,
- omitting all arcs joining the elements of A
is called shrinkage of subsetAcX in multigraph G.

The shrinkage of the subset AcX leads from multigraph
G = & U to multigraph G” = (X- A u{a}, U where u* is
the set of arcs of multigraph G*. U’arises from U bymeans
of:

- omitting all arcs beginning and ending in A,
- replacing the remaining arcs, the beginning or the end of
which belongs to A, by axes beginning /Zor ending/ in a.

Let us denote by Gl\ﬁ> the multigraph obtained from G by
the shrinkage of vertices "x* and Xj.

Ye say that two multigraphs G = (X, U) and H = (, V) are

isomorphic, if there exists an one-to-one correspon-
dence , carrying X into Y and U into V, such that if
xeX is the beginning and yeX the end of an arc u6D, then

PX)6Y and ~(yjfe Y are respectively the beginning and the end
of the arc P Q) £ V.
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From the definition of shrinkage it is easily 3een that multi-
graphs G\?I'J" and GM , are isomorphic. This property of
shrinkage Wflf be (:alle-gy comutativi ty.

Theorenm 1.

Given loopfree multigraph G = (X, U). Let its set of vertices
be numbered in an arbitrary but fixed way by natural numbers from
1 to n. Then the matrix associated with G contains n X n
elements. Let the multlgraph G’ arise from G by the shrinkage
of subset A = fx.m. ML m}- The matrix associated with
G” will contain m x m elements.

Let blj be the element of the matrix associated with the mul-
tigraph G*, obtained from the loopfree multigraph G by means
of shrinkage of all vertices with numbers >m to the vertex Xeo
Then

ij if i<m, j<m

n

Z ik 1F 1<m, Jj=m

k=m

//

n

7 A if i -m  J<m

I»m

0 if i =J=m

where [Rjjl the matrix associated of the multigraph G.

The proof of the theorem results from the definition of shrinkage,

It is evident that for i and J smaller than m

ij

as neither xX* nor Xj belong to the 3hrunk subset A.
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The number of arcs beginning in an arbitrary element x~(i<m),
the end of which belongs to A = {¥m> eeex» equals

Al ifA t et N A

this being the value of

Similarly for J<nm

bni»J - am,jj * 8 .’ tee#t an,j'.
As all aros beginning and ending in A,(xmtA) axe omitted while
shrinking

the proof is completed.

The following form of the theorem seems to be moat oonvenient
for practical applications:

Let AcX be the sequence {xtlJ eee> Xxi }> let ~he opera-
tion of shrinkage identify vertices AcX with the vertex x. eA.
Xr

Let’s denote:

Nﬁ - set of natural number smaller than n + 1
I — set {i"» "2* eee> Nr> eee>
J -set 1 - {ir}
Let the set of vertices of the multigraph G be
X = {x1, x2, *n}. If vertices belonging to A areshrunk
to x*, the number of vertices of multigraph G* equals n-k+i.

We shall number them from 1 to n-k+1 . The function V , de-
fined below, determines the correspondence between the numbers of
vertices not being shrunk in multigraph G, and the numbers of
vertices in G". Thus, let

Y(1) - be the smallest element of the set Nn - Jj
Y(i) - the smallest element of the set -J - u{ YO)}
for every 1 1<iin-k + 1. J<*
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The theorem will now take the form:

The element b~ of the matrix assooiated with multigraph G,
obtained from the multigraph G by means of shrinkage of vertices
of the subset AcX to the vertex x. , s of the form

r - . . .
av(ij .nj) if H@ t ir, 7Q3) + ir

21 &»vsi'\ if Vii) - ir, YQ) [/ ir

el
. /2/
1J
X @, P if Jy@® / Ir, VQ - ir
pei
0 if ya) -yon =1iT

Let"s note that the number of aros in multigraph G with asso-
oiated matrix equal

n n
1=1 X1
We shall call the multigraph G, = (A, U.) the submultigraph of
&, U if:
<. AcX
2. is composed of all aros with initial and terminal ver-

tices belonging to A.
Let S (@) denote the number of aros in the multigraph G~
From the theorem we obtain the following:

Collorary 1,

The number S*" of aros of the multigraph G <« (Xi U%), ob-
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tained from the multigraph G = (X,U) by means of shrinkage of
the subset A cX, 1is equal to

S"= S - S(D

The theorem may help us to solve the following problem.

Let the function F transform the family of subsets of the
set X into the set of natural numbers

f - 2X-»N
Let p be a fixed number. The subset A = {Xi"> eee» xik} N
A e2X will be called admissible if

f@) NP

The decomposition {A"J of the set X will be oalled ad -
missibleifF

ffA)) 4P for every i.

For example, p will be interpreted as the number of plaoces in
the internal store of the computer, and the function f as a
function that assigns the number of plaoces in the internal store
to the given set of instructions /chapter/.

Let the multigraph G- (X, U be given as well as some decom-
position {AIf ie j} of its set of vertices.

Let us determine the multigraph G"- (Xi U") as follows: the
vertices of X" are elements of the décomposition {-™» leljf
the set of multigraph aros U" is formed by the aros ueU of
multigraph G, obtained by shrinkage of vertioes in every element
AN of the deoomposition {a"}.

Let us denote by a(Aif Aj) the number of aros oonneoting the
element A™ with Ajin multigraph Gi Obviously, »(AA, AM)- 0.
From the theorem we get:
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Collorary 2

Let the element Aj of the decomposition be formed of
vertices (x™, Xj2, ..., x™ }
Let us denote by Wj the set of indices |jl1, J2, ..., J;
then: m
a(A+, Aj) » 7 alk
leWl keWj

Collorary 3

The number of aros of the multigraph G" is

S"» S -~ S (A1)

iel

The above mentioned problem takes now the following form.

Given raultigraph G = (X, U), the function f and the number
pj find such admissible decompositions i£l1} of the set
X of vertices as to gain minimal number of arcs in the multi-

graph G-.
P o S - .
i if vertex x~ 1is inJ-th element of decompo-
Let £ = sition
4
Jo
0 in am opposite case

Let’s assume that the decomposition contains n elements, some of
which may be empty. The analytioal form of the above problem is
the following:

For the given square matrix [aij] » t™ nun)ber p and the
function f
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f :0n- N

/where Qn denotes a n-dimensional cube with the edge
find suoh integers N@Gg,Jd 1, 2, n) that
1° gE>o0 for  i,J -1, 2
n
2V £ :m1 for 1=1,2
>1
3° f( fl)y < P for J-1, 2,
for whioh the sum
*e s - T
i,k«1 J*1 1,m«1
reaches its minimum.

For the reason given in the second part of the pape
thods of solving this problem will be not considered.

The problem may be posed in a slightly different wa

notion of an admissible covering

admissible decomposition. Namely, for the given multig
G = (X, U and the covering {BjL, i€l} of the set
tigraph G” will be determined as follows:
- elements of the covering (b”, i cl] are ve
the multigraph G*
- the arc ueU" joins the elements and Bj -
1° its beginnings belongs to B"

2° its end belongs to Bj - B".

It results from the above definition that the arc,
elements BN and Bj, does not exist in G" if B»
with Bj.

77
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Collorary 4.

The number of aros joining with is equal to

ai, B - 2L 2 %
1eW+x keWJ-Wi

where W+ and Wj denote the sets of suoh indioes that if
then Xx-"eB~.

2. APPLICATION TO THE AUTOMATIC PROGRAMMING-.

Aooording to the above said, we shall treat the program as a
multigraph. The number of arcs joining vertices xi and Xj 1in
this multigraph will be denoted by a*j equalling the number of
possible executions of the instruction "JB, after the instruc-

tion "i".

The problem posed in the fir3t part of this paper becomes in-
teresting for the programmer after having admitted, that the func-
tion F makes the number of places in the oomputer memory cor-
respondent to the set of instructions A. The number p gives
the amount of places in the oomputer storage. The solution of
this problem gives us the décomposition of the program into chap-
ters - parts which can be entirely contained in the Internal store.
The waste of time for interchange of chapters for this decomposi-
tion being minimal.

Now let us remind the notions of the graph theory which may be
useful further.

The path in a graph is a sequence of aros where every
initial vertex is the terminal vertex of the previous arc, if such
one exists. If x 1is the beginning of the first arc, and y the
end of the last one, we say that the path conneots vertices X
and vy. The path is also the term used for the sequence
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of vertioes {xX*, x2, ..., x*} such that for J = 1,2,
the pair (Xj, xj+\) i3 the aTC of tte graph

aeas k-1

The oirouit of the graph is the path, the "beginn-
ing of its first aro being the same as the end of the last one.

Further, we shall use the notions of program path and program
loop.

The progranm path will be the sequenoe of in-
structions being the path in a graph corresponding to the program.
Henoe, the oirouit in the graph corresponds to a loop in

the program.

Let us denote by a”~ the element of the matrix associated
with the multigraph /further denoted by H/, corresponding to the
program. Notioe that if atj differs from zero or one, it cor-
responds to aros in various loops and is equal to the number of
loop exeoutions.

In programs written in ALGOL or SAKO autocode the loops are
build by means of instructions of the type.

r
for i:* Jstep K until N do ...;

REPEAT from oC: 1 - JE®N

if boolean expression then go to A else go to

IF conditional expression : 1A, ELSE 1B

In general, theBe instructions do not determine exactly the
number of loop passes. However, let us temporarily assume that we
are dealing with programs in whioh loops are build exclusively by
means of such instructions of the type REPEAT /for/ that J,K,N are
numbers written explicits in the statement REPEAT. Then, the ma-
trix associated with multigraph H will be determined in two
stages as follows:

At first, the square matrix is to be determined
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if, directly after the performance of i-th
instruction, the transfer to the exeoution
of J-th instruction is impossible

ij ¥:9 if the i-th instruction is REPEAT FROM J-th in-
struction: 1 = J(K)N
if else
i,J =1, 2, ...,Nn; n = the number of instructions.

The matrix Dhjj] associated with multigraph H is formed
from the matrix after the analysis of loops.

For erery arc (x*, x) we look for loops it belongs to. As
to every loop corresponds one element a”» different from zero
and one of the matrix [aij]» the list of loops, to which the
arc ™, XjJ) belongs, may be built of several indices 1, k
such that 0 / a”k ™~ 1. This list will be denoted by

L1J * (CI1° *1* 12~ k2* +m» knP

Let us divide the system of all loops into classes in
suoh a way that if two loops belong to one class, one of them con-
tains another.

Let us denote by L~ - p-th class of the decomposition of
Lij and let us suppose m to be the number of these classes.

Now we obtain the element b”j of the matrix associated with
a multigraph corresponding to the program,

~ij n aik
p-1 (L,lc)elLjn

if the arc (Xi, X.;) does not belong to any loop b1j': sgn (&
Repeating this, for i. J=1,2, ..., n /n = numbers of instruc-
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tions in the program/, we obtain the matrix associated with the
multigraph H.

liov we have to solve the problem posed in the Part 1 so as to
get the segmentation of the program as good as possible.

"¥ have already mentioned that not all programs satisfy our as-
sumptions on exact determination of the number of loop passes.

It seems to be worth to notice that in the majority of oases
very rough approximations are sufficient. The increase of exact-
ness may reveal no influence upon the result.

For suoh programs we are able to form only approximate associ-
ated matrices. One may approach the problem in many ways; let us
mention two of them.

The first of the above mentioned ways is recommended while pre-
paring big programs. It consists in computing elements of an as-
sociated matrix during the first run of the program.

The second one is rather suitable for translating the so-called
scientific-technical programs written in such language as ALGOL
or SAKO. It corresponds to the above described method, but the ma-
trix Laijl is defined in a somewhat different way:

if directly after i-th instruction the j-th
instruction oan’t be performed. If after i-th
instruction the instruction j-th may be per-
formed, one puts:

“1j HQJ if J,K,N, are numbers written in i-th Instruc-
tion:
REPBAT FROM j-th : I-J(K)N
if 1-th instruction is not an instruction of
the type REPEAT or IF
iT else
The oharaoter may be interpreted in a digital computer as

am appropriately great number A. Next, we may act like in the
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case of programs with an exactly determined number of loop passes.
The matrix C~ijl can formed using the matrix -

It seems that in many cases the following method of program
segmentation into chapters is sufficient.

In the matrix associated with multigraph H the greatest ele-
ment ®©ij is chosen. The admissibility of joining i-th and j-th
chapter shrinkage is ohecked. If so, we do it and we modify the
associated matrix acoording to the theorem. If not, we look for

the next greatest element of the matrix We continue act-
ing so till the moment when the shrinkage of chapters becomes pos-
sible.

For an exact solution of the problem, linear or other program-
ming methods should be used. However, there appear two kinds of
difficulties:

1° the function F may be not a convex one. It generally is
not, as its values are the numbers of internal storage
places, required for the "execution of the given sequence of
instructions

2° the solution must be an integer.

Moreover, the computing methods being so complex do not seem
purposeful for translating programs, the operation time of which
may appear shorter than the excessively developped-translation
time.

It seems that the results may be still obtained in this field
by describing dependences between the exactness of an associated
matrix and results of program segmentation into chapters. Better
methods of solving the problem posed in part 1, may be developped
as well.

One more application of the theorem seems to be worth mention-
ing. In many oases, as for instance in ALirflL, the automation of
decomposition is reaohed by means of meohanical segmentation of
the program into parts of a similar fixed length. This however,
should permit a simultaneous looation of several segments in the
oomputer Internal storage.
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During the operation of the program the transfer from one seg-
ment to another is completed by a special program. Then, a new
problem arises, namely: while calling In a new segment from the
external storage, one of the former segments must be overwritten.
The ohoice of the proper segment 13 not a trifing matter. An in-
adequate exchange of segments may greatly increase the time of ex-
ecution. The associated matrix of a multigraph, the vertices of
which are the program segments, may help to solve the problem.

The way of obtaining suoh a matrix is given by the theorem and
collorary 2. por eaoh segment the choice of the segments most
tightly connected with it, according to the associated matrix,

and forming a short list, would permit to remove the segments fea-
bly connected with the one called in. This may oonsiderably reduce
the time of program performance.
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W pracy opisano algorytm otrzymywania wszystkich
konturéw grafu skonczonego i zorientowanego. Poda-
no twierdzenie o ilo$ci konturéw miedzy dwoma sg-
siednimi wierzchotkami grafu. Koncowa czes$¢ pracy
przedstawia model drég programu za pomocag grafu
skonczonego i zorientowanego. Daje to podstawe do
stosowania wyzej wymienionego twierdzenia przy ok-
reslaniu najlepszego miejsca do dzielenia programu
na rozdziaty /parag. 6, tw. 2/.

1. WSTgP

Praca niniejsza jest probag uporzadkowania i uscislenia pewnych
poje¢ 1 probleméw z zakresu teorii programowania. Pewne zagadnie-
nia wystepujgce w automatycznym programowaniu /np. podziat progra-
mu na rozdziaty, whasciwy wybdr segmentu z pamieci wewnetrznej/
nie dajg sie sformutowac i rozwigza¢ bez stosowania innych dziatdéw
matematyki .

To, ze program mozna przedstawi¢ za pomocg grafu, zauwazyt juz
Karp [2] w 1960 r. Schemat blokowy programu przedstawi4 jako graf
skonczony i zorientowany. Praca jego nie podaje jednak whkasciwie
zadnych wnioskow.

Autora zainteresowata interpretacja grafu jako modelu drog pro-
gramu, przy rozwazaniach o podziale programu na rozdziaty. Problem

ten jest Scisle zwigzany z drogami i petlami programu. W pracy [4J
i [3] autor opisat drogi programu za pomocg grafu skonczonego
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i zorientowanego. Dato to podstawe do analizy rozktadu petli w
programie [3], [4]-

W niniejszej pracy powyzsze zagadnienia podane sg w odwrotnej
kolejnosci. Najpierw formuduje sie i rozwigzuje problem z teorii
graféw, nastepnie podaje sie jego interpretacje w dziedzinie au-
tomatycznego programowania. | tak, w paragrafie 2 podane sg po-
trzebne okresSlenia i1 pojecia z teorii grafow. W nastepnym para-
grafie opisano algorytm otrzymywania z dowolnego grafu skonczo-
nego i1 zorientowanego G, grafu sktadajgcego sie z samych kon-
turdw grafu G. Realizacja tego algorytmu w maszynie cyfrowej
opisana jest w paragrafie 4.

Paragraf 5 przedstawia model drég programu za pomocg grafu
skonczonego i zorientowanego G. Daje to podstawe do stosowania
twierdzenia 1 /par. 3/, do okreslenia najlepszego miejsca do dzie-
lenia programu na rozdziaty /par. 6, tw. 2/.

2. OKRESLENIA

2.1. Graf G
Dane s3a:

a. zbiodr uporzadkowany, niepusty

X =/"X » XE, =<, Xn

b. przeksztatcenie T zbioru X w X.

Grafem G = (X,T) nazywamy pare uporzgadkowang, ktora sktada sie
ze zbioru X oraz przeksztatcenia T .

Elementy zbioru X nazywamy wierzchodtkami grafu G. Para
wierzchotkéw xi> X , gdzie Xj£ Ff X~, oznacza tuk grafu;
wierzchotek Xj jest nastepnikiem wierzchotka X~. Droga w gra-
fie G nazywamy taki cigag Hukéw, w ktorym koniec kazdego poprzed-

Patrz [1].
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niego Zuku Jest poczagtkiem nastepnego Zuku. Droge skonczong

Xa t Xa , ..., Xa , ktorej pierwszy wierzohoZek X réowna sie
ostatniemu wierzchotkowi X_ , nazywamy konturem. Jezeli zaden
z lukdéw konturu nie Wystepujg w nim dwa razy, to mowimy, ze kon-
tur Jest elementarny.

2.2. Macierz wigzan

Graf G = (X,f) opisany Jest przez macierz wigzan [a"],
gdzie element a.J Jest okreslony:

'I>gdy w grafie G istnieje Zuk (GXL,X))

aid L. .
0, gdy nie istnieje Zuk

2.3. Sciagniecie zbioru wierzchodkéw*}

Zbior A c X zostat Sciggniety w grafieGdo punktu XteA,
jezeli wszystkie luki miedzy punktami zbioru A zostalty pominie-
te, a wszystkie punkty zbioru A utozsamia sie z punktem X*.

Przez A+ bedziemy oznaczali zbidér wierzchotkéw, ktoére zos-
taty Sciggniete do punktu th-

Symbole af oraz A" oznaozaja zbiory Zukdw przyporzadko-
wane wierzchotkowi Soiggnieola X*» /Sciste okreslenie podane
Jest w p. 2.5./. Po Sciagnieoiu zbioru A w grafie G * (X,r)
otrzymuje sie p-graf, ktory bedziemy oznaczali przez (X,Tp).

2.4. Kontur podstawowy.

Bedziemy méwili, ze miedzy wierzchotkiem X~ oraz Xi+l prze-
chodzi kontur podstawowy, gdy istnieje Zuk ~X8> Xj£), gdzie s>i
oraz k4i, ktéory nalezy do konturu grafu G

Patrz [1J.
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2.5, Zbior A+ i1 A *\

a. Niech zbidér ACX nie zawiera punktowsciggniecia.Przez A+
bedziemy rozumieli zbidr rukéw wychodzgacych zezbioru A,

przez A- - zbidr Hukéw wchodzgcych do zbioru A.
W grafie przedstawionym na rys. 1la. zaznaczono zbidr
AN = |x2,XM,X5). Dla tego przyktadu:

o= {(VV’ o3P (XX}

1KM

b. Zatbézmy, ze jJakie$s podzbiory zbioru X zostaly Sciggniete w

grafie (X,T ). Z grafu tego otrzymalismy pewien p-graf

&, ). Niech zbiér ACX posiada wierzchotki Sciaggniecia

Xjlj ===, Xji, a zbior X - A wierzchotki $ciagniecia

XJil, ..., Xkm. Zbiory A+ i A~ okresSla sie w nastepujacy

sposob:

(Xe , Xs)eA+ 2 ((Xe ., Xs)e (AkL O... UA™m)V

A((xe , X3) £ (AN U... UAJi)V

vxe£ (A - {xdl XJip))A(xe ,xs) £a

Ryn. la. Graf bez punktu $ciagniecia

*3|}tfinicja ta podana jest w pracy [3]
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(Xe,X3)e A- =((Xo’X3) £ (AKL U— UAA*)V
VXe €(x - (AU {Xjel, ..., Xkm}))A
A(Xe,Xs) € (A® U... UAj~y

vxse(A-{xjlf Xj1}))A(xe,x3) 6 G

*1

Rys. 1b. Graf z punktem ;ciagniecia A~.

gdzie: U jest znakiem sumy zbiorow,
- - znakiem roéznicy dwéch zbiorow,
A - znakiem iloczynu logicznego,
V - znakiem sumy logicznej.

Na rysunku 1b. przedstawiono graf, ktory powstat z grafu na
rys. la. poprzez Sciaggniecie zbioru AN do punktu X~. W grafie
tym zaznaczono zbidr Ag > jx5,X7,Xgj-

F przyktadzie tym:
Ag = {(Xg»X") , (X7.,Xg)}

a8 = (x3 x4) , (X5,x7), (x6,x5), (X9,xe)}

2.6. Graf konturéw [3]-

(x1.,Xj) jest Htukiem grafu (X,rgE) wtedy i tylko wtedy, gdy
+uk (Xt .,Xj) nalezy do dowolnego konturu grafu (X,T). (&, T
bedziemy nazywali grafem konturéw grafu (x,f).
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Zatem, gdy w grafie (x,T) pominiemy 4uki, ktére nie nalezg
do zadnego konturu, to otrzymamy graf

Okreslenia powyzsze wprowadzaja w problematyke paragrafu nas-
tepnego, w ktérym opisana Jest metoda otrzymywania grafu kontu-
row (X,rk) z grafu & [3]-

3. GRAF KONTUROW (X, K).

Majac graf G postaramy sie znalez¢ graf konturow (X, K).

Zadanie 1.

Niech X1 bedzie takim wierzchotkiem, ze:

a. w grafie (X,r) nie istnieje kontur sktadajacy 3ie z wierz-
chotkow ze zbioru [JXL,X2, ..., Xj_",

b. istnieje doktadnie Jeden 4uk (Xj,Xi), gdzie i"J.

Znalez¢ wszystkie kontury grafu (XfT) nie zawierajace zadne-
go wierzchotka Xk, takiego ze jck~n.

Algorytm 1

Zadanie bedzie rozwigzane jezeli znajdziemy wszystkie drogi z
Xt do Xj, ktére nie zawierajg punktu Xk-

Znany z pracy [l] algorytm na znajdywanie drogi z punktu Xi
do punktu Xj ma w naszym przypadku postac¢: od wierzchotka X~
iS¢ zgodnie z Kierunkiem wybranej drogi zorientowanej dopdki nie
trafia sie na wierzchotek Xk [lub wierzchotek bez nastepnika, w
tym przypadku nalezy wréci¢ ta samg drogg do najblizszego wierz-
chotka i wybra¢ droge Jeszcze nie zbadang itd. W ten sposéb do-
chodzi 3ie do punktu Xj Hlub Xi* Jezeli znajdziemy sie w punk-
cie Xi, wtedy w grafie (XfT) nie istnieje kontur, ktéry skta-
da sie tylko z wierzchotkéw ze zbioru {x©, ..., Xj}-

Jezeli znajdziemy sie w punkcie XJj, wtedy istnieje kontur.
Oznaczamy go przez Xj, X°, X11, X12> eee» xim. Pozostate kontu-
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ry elementarne znajdziemy szukajac nowe drogi: z xt do Xj{ z

X1 do Xj? z Xi2 dO Xj itd*
Wszystkie kontury elementarne przeohodza przez wierzchotek Xj
i tworzg w zwigzku z tym Jeden kontur.

Zadanie 2.

Znalez¢ graf konturéw grafu (X,T).

Algorytm 2.

1. Poczawszy od wierzchotka X”~, poprzez --. Szukamy
pierwszego takiego wierzchotka Xj, ktérego nastepnikiem jest
wierzchotek Xj, gdzie 1£jJj. Po znalezieniu Xj szukamy

konturéw elementarnych nie zawierajacych wierzchotka Xk,
gdzie Kk >j. Problem ten Jest rozwigzany w zadaniu 1. Jezeli
w grafie (,I”) nie istnieje kontur skltadajgoy sie z wierz-
chotkow ze zbioru {X1> ..., Xj}, wtedy dalej szukamy wierz-
chotka Xj”», z nastepnikiem X, gdzie 1S j~.

2. Przypusémy, ze zostaty znalezione kontury elementarne p.g

eml, _..,aQ) . Niech Aj oznacza zbiér wierzchotkéw, kto-
re nalezg do tych konturéw. Dana jest macierz [C-y]
G, J*1, 2, ..., n) o elementach rownych zero. Kontury p.g

zapisujemy w macierzy [clj] w nastepujgcy sposob: jezeli

(XU ,Xv) Jest dukiem konturu fle, to Cuv * 1.

W grafie (X,T) dokonujemy Sciaggniecia zbioru Aj do punktu
XjJ - W otrzymanym p-grafie wierzohotkowi Xj nalezy przypo-
rzadkowa¢ zbior Aj 1 Aj.

3. Poczynajgo od Xu szukamy wierzchotka Xu 0 nastepniku Xo’
gdzie sS m. Po znalezieniu wierzchotka X . tak samo jak w
zadaniu 1, szukamy wszystkich konturdéw elementarnych nie prze-
chodzacych przez wierzchotek Xk, gdzie k>m.

4. Zakdzmy, ze zidentyfikowany kontur elementarny pe przechodzi
przez punkt Sciggniecia X& /p.rys. 2/. Konturowi odpo-
wiada w grafie (X,r) kontur Kontur jle roézni sie od
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konturu u,  tym, iz zamiast przez punkt XEL przeohodzi przez
kontur o wierzchotkach ze zhioru Aa /rys. 3/.
|
Rys. 3. Kontur p~.

Analogiczna odpowlednio$s¢ zachodzi wtedy, gdy kontur jle po-
siada wiecej punktow Sciggniecia.

fla podstawie zidentyfikowanych konturéow MNig(e m 1,2, ..., e”

zapisujemy w macierzy [c”J] kontury Z kazdym Hukiem
" dowolnego konturu pe postepuje sie zgodnie z opi-
sem:

1UU
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a* gdy \ i Xy nie sg punktami Sciagniecia, to Cuy *» 1J

gdy ~ jest punktem Sciaggniecia i Xy nie jest punktem

Sciggniecia, to +uki (xt, Xy) (t = 1, 2, ...,nN) nale-
zace do zbioru A sg lukami konturu elementom C/v
nalezy przyporzadkowa¢ wartos¢ 1;

°* gdy Xu nie Jest punktem Sciagniecia i Xy jest punktem
Sciggniecia, to tuki (xu, Xp) (> 1, 2, ...,n™) nale-
zace do zbioru A™ sg lukamikonturu p'e; elementom Cup
nalezy przyporzadkowa¢ wartosc¢ 1;

d. gdy Xu i Xy sgpunktami Sciggniecia, to duki (Xt, XpJ
nalezace do zbioru AN 1 A™ sg lukami konturu J*j ele-
mentom Ct przyporzadkowujemy wartos¢ 1.

Oznaczmy przez AY® zbidor wierzchotkéw nalezgacych do konturéw
W p-grafie nalezy dokona¢ $Soiaggniecia zbioru Am dopunktu
Xf. Wierzchotkowi Xm przyporzadkowa¢ zbiory AN 1 AN Otrzy-
malismy nowy p-graf, w ktérym nie istnieja kontury zawierajace
tylko wierzchotki Xl 1, gdzie h-m.

Postepujac dalej wedtug opisu w punktach 3 1 4 otrzymamy ma-
cierz[Cij], bedaca macierza wigzan grafu (X, rk).

Z definicji konturu podstawowego oraz macierzy [Cjj] wynika:

Twierdzenie 1.

11oS¢ konturdéw podstawowych miedzy wierzchotkami X~ oraz
Xi+l roéwna sie

k»1 S*i+l

4. REALIZACJA ALGORYTMU W MASZYNIE CYFROWEJ

Opis grafu G przy pomocy macierzy wigzan [ajj] nie zawsze
Jest dogodny w maszynie cyfrowej. Gdy w jednej komdrce pamieci ma-
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szyny umiescimy jeden element macierzy Caj-j]» to maoierz ta
zajmie stosunkowo duzo miejsca. Wydaje sie, ze w naszym przypad-
ku najdogodniejszy bedzie nastepujacy zapis grafu:

rxt m {nCxt)},
gdzie {n (X)} oznaoza zbidor nastepnikéw wierzchotka X~.

Realizacja algorytmu

1. Poczynajgc od punktu X szuka¢ wierzchotka X~ o0 nastepni-
ku Xk, gdzie k<j. Zgodnie z algorytmem 1 znalez¢ kontu-
ry elementarne nie zawierajgce wierzchotka X», gdzie 1i>j.

Zat6zmy, ze znaleziony zostat kontur * NF1> N2 FAT> -
tuki XJ , X} )E p, gdzie fu>fu+l> pamietac w bloku
LPW Zamias™+iciggniecia wierzchotkéw konturu p. dokonac
nastepujacej modyfikacji grafu:

rxfl = rxf2 - ... - rxfr = ((NGFD)Ju{N(xF2)}u. . .u{N(xFr)})-

- {XF1, xf2, ..., Xfr]

Zaznaczy¢ wierzchotki konturu i przyporzadkowac¢im zbior:

=12 - ... - 1™, gdzie (xt ,Xs)€Sfj =

a (t >sJAXs€rxflL AXELFIA(Xt X6 G

#)w bloku LPW pamietamy iuki w ten sposéb, zeby pozakonczeniudziatania
algorytmu zachodzito:

AN HE) -1 H °sk
k=1 a»i+l
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Poczynajac od wierzchotka Xj szuka¢ punktu Xm o nastepni-
ku X_, gdzie si m. Zgodnie z algorytmem 1 szuka¢ konturu,
nie zawierajacego wierzchotka Xi, gdzie 1i1>m

Przypusémy, ze zidentyfikowany zostat kontur = X",

Xp2 > ***» Xpe*
Wezmy dowolny 4uk N . Gdy X~  nie nalezy do
uprzednio zidentyfikowanego ¢onturu i pv >Pv+1li to zapamie-

ta¢ w bloku LPW +uk (X , X )-
PY Y+1
Gdy X~ nalezy do uprzednio zidentyfikowanego konturu, to

zostat mu przyporzadkowany zbidor +ukodw Zapamietac w

bloku LPW wszystkie Huki (x+F X YE 1Z V (8 * 1,2, ..., mj.
X Bl Py

W aktualnym grafie nalezy dokonac¢ nastepujgcej modyfikacji:

rXPl " fXp2 " ee* =pr6 "({»>Ml« * e U{N(Xpﬁ)})—

"OXpl» Xp2 T ***» Xp)

Niech Xj , XJ , ---5 Xj beda wierzchotkami konturu ~ ,
nalezagcymi do 2konturéw "‘uprzednio zidentyfikowanych. Wierz-
chotkom tym zostaly przyporzadkowane odpowiednia zbiory

xXr>x0)elp S (r>cjAXQ6 r~A (xr, 6 GA

a«v x0e (Ijluzl.J u... ui} v
W

({'"V —*v " XI2 oo,
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W grafie naznaczy¢ wierzchotki konturu . Dalej postepowac
weddug opisu w punkcie 2.

Jj-ty element bloku LPW wskaze nam ile konturéw podstawowych
znajduje sie miedzy wierzchotkiem Xj i1 Xj+1.

5. MODEL DROG PROGRAMU

W praoy tej rozwazane 3g programy, ktdore nie modyfikujg swo-
jej wkasnej struktury.

Zdanie programu mozna podzieli¢ na zdania operacyjne i1 zdania
sterujace [2]. Dowolne zdanie programu moze by¢ oznaozone ety-
kietg. Zdania operacyjne wykonuja sie w kolejnosci ioh wystepowa-
nia w programie. Zdanie sterujace mozna okresli¢ jako funkcje,
zalezng od danych wejsciowych oraz zdan programu, ktorej wartos-
ciami sg etykiety. W dalszym cigagu przez zdanie sterujgce bedzie-
my rozumieli funkcje:

«i2

zs(y)

gdzie Y Jest pewng niewiadomg zalezng od zdan programu i danych

wejsciowych, a edj ,oC,, ...,eC™ sag ustalonymi etykietami progra-
mu. Zdanie sterujgce jest punktem, z ktdérego rozchodzag sie drogi
do ---,00N. 0 tym, ktdéra z tych drég przebiegac¢ bedzie

wykonywanie programu decyduje zmienna Y, Jednakze nie zmienia
ona drég programu. Punktami, w ktéryoh drogi programu rozchodzg
sie lub zbiegajg sg, oprooz zdan sterujacych, etykiety. Sg to
punkty wezdtowe drdg programu.

Etykiety oraz zdania sterujgoe oznaczmy w takiej kolejnosci, w
jJjakiej wystepuja w programie, przez X1, X2, ..., XQ. Drogi pro-
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gramu opisuje graf zorientowany G = (X,I), gdzie X Jest zbio-

rem uporzadkowanym /XN, Xg, eee> a T przeksztatkceniem
zdefiniowanym:

% gdy Xi_1 Jest etykieta
X1

j e*e>"jj~ » sy xl_1 Jest zdaniem

sterujacym Zs(y)- <

gdzie & Jest elementem zbioru X

W tej interpretacji grafu, drogi grafu sg drogami programu, a
kontury - petlami programu. Podany model drdég programu pomija
zdania operacyjne. Na podstawie tego modelu nie wiemy ile zdan

operacyjnyoh znajduje sie pomiedzy dowolnym punktem Xe a Xe+l®
W dalszych rozwazaniach informacja ta nie bedzie nam potrzebna.
Przyktad:
Dany jest program w Algolu:
begin real J,B,M,Rj integer |I;
Al :=0%
read 1, B;

B:M:« M + sin (b + Dj

1> 1+ 1}
print M }
then go
then go
IxJ 1

then go
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print R j
Bl : end

Wierzchotkami programu sa:

XL=AjJX2 -B|] X3 *ifl<100 then go to B |
X~ * §if J * 1«4 then go to Bl]
X5 « If R> 50.6 then go to A ; X& m Bl.

Graf odpowiadajgcy temu programowi ma postac:

Rys. 4.

6. PODZIA:L PROGRAMU NA ROZDZIALI

Rozdziatem programu nazywamy czes¢ programu, ktéra, przetduma-
czona na jezyk maszyny, miesci sie w pamieci wewnetrznej.

Podczas wykonywania programu prawie zawsze rozdziat z pamieci
wewnetrznej odwoduje sie do rozdziatu z pamieci zewnetrznej /np.
bebnowej/. Zakdzmy, ze odwokanie to nastepuje poprzez droge
ey Xk, Xj, --- . Gdy Htuk Ok, Xj) nie nalezy do petli, to
mamy do czynienia tylko z jednokrotnym sprowadzeniem rozdziatu z
pamieci zewnetrznej do pamieci wewnetrznej. l1los¢ odwotan tego
typu Jest mata i dlatego mozemy Je pomingc.

Gdy 4uk (XK, X nalezy do petli /jest to tzw. petla wielo-
rozdziatowa [4] /, to za kazdym przebiegiem petli nastepuje przy-
najmniej dwukrotne sprowadzenie rozdziatu z pamieci zewnetrznej.
Czas sprowadzenia rozdziatu do pamieci wewnetrznej jest stosunko-
wo duzy. Dlatego nalezy program tak podzieli¢ na rozdziaty, zeby
przecig¢ Jak najmniejszg ilos¢ petli wielorozdziatowyoh. Przy in-
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terpretacji drog programu Jako drog grafu, petla wielorozdziato-
wa Jest konturem podstawowym . Zatem na podstawie twierdzenia 1
otrzymujemy:

Twierdzenie 2.

Na odcinku programu od punktu XR do najlepsze miejsce
do dzielenia programu na rozdziaty znajduje sie miedzy punktem
X} oraz X+1 (a”™i~b), gdy

k=1 s-i+l \ k=1 s=J+1 /

7. WNIOSKI KOUCOWE

Z praktycznego punktu widzenia twierdzenie 2 catkowicie nie
rozwigzuje problemu. Nie uwzglednia liczby przebiegéw w danej pet-
li. Jest to wielkos¢ niewiadoma, zalezna od danego programu oraz
Jego danyoh wejsciowych.

Wydaje sie, ze opisany algorytm otrzymywania grafu konturdw
mozna bedzie réwniez stosowaC przy dzieleniu programu na segmenty.
Algorytm ten pozwala okresli¢ do Jakich petli dany segment nalezy.
Przy wyborze segmentu z pamieci wewnetrznej, podczas wykonywania
programu, nalezatoby wyrzuci¢ ten segment, ktéry nie nalezy do pe-
tli aktualnie wykonywanej .

Na zakonczenie chciatbym podziekowa¢ doc. dr Z. Pawlakowi za
szereg cennych uwag.

*)patrz [4] str. 77.
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THE DISTRIBUTION OF CYCLES IN A FINITE GRAPH AND THE APPLICATION OF GRAPHS
TO COMPUTER PROGRAMMING

Summary

A finite and oriented graph G is considered. The first part of the paper
contains some definitions used in the essential parts 3-7 . Part 3 describes
the algorithm for obtaining all cycles of graph G. This permits to determine
the number of cycles between two neighbouring vertexes of the graph G
/theorem 1/. Part 4 presents the way of realizing the algorithm in a digital

computer.
\

It is shown in paper [3] [4) that the program pathes are described
by the oriented graph G. The loop3 of any program are cycles of the graph.
It permits to find the best division of the program into sections /theorem 2/.
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