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Uzywane oznaczenia;

{a,b,...,c] Zbidér, ztozony z elementéw a,b,...,o0 ,

albo /Jezeli to Jest zaznaczone w tekscie/
ciagg takich elementoéw,

{a} Zbidor, ktérego Jedynym elementem Jest a
Uwaga: poczynajac od pewnego miejsca
niniejszej pracy, opuszcza sie klamry

i zbior Jednoelementowy jest ozna-
czany tak samo, jak jego jedyny element.

{x : )| Zbidr wszystkich takich x, ktore Bpedniaja
warunek PX).

f: A-»B Funkcja f odwzorowuje zbior A w /lub na/
zbidér B

xe A X jest elementem A

Ac B A jest podzbiorem B

AuB Suma zbioréw A i1 B

Xuy Takze: suma /zkacze/ elementédw struktury lub
potstruktury.

ATiB Przeciecie /czes¢ wspélnas/ zbioréw A 1 B

my Takze: 1iloczyn /przeciecie/ elementédw struk-

tury lub péistruktury,

- A Uzupednienie zbioru A

- X Takze: uzupednienie elementu algebry Boole"a.

Zgﬂz Suma wszystkich zbioréw, nalezacych do rodzi-
ny H,

Z%HZ Przeciecie wszystkich zbioréw, nalezgcych do

rodziny H ,

Zbiér pusty albo liczba zero. Takze: najmniej
szy element struktury.



UZYWANE OZNACZENIA.

Produkt /iloczyn kartezjanski/ zbioréw A

i B
Réwnowaznos¢ /oznaczenia ogélne/.

Quaaiporzadek /relacja przechodnia i1 zwrot-
na/, albo porzadek /gauasiporzadek antysy-
metryczny/. W szczeg6lnosci: staba nierdw-
nos¢ liczb.

Nierownos¢ liczb.

Suma. liczb i, j

Jezeli Z jest zbiorem elementéw jakiejs
algebry: zbidér wszystkich elementéw podal-
gebry, generowanej przez Z . Inaczej mo6-
wigc: zamkniecie Z ze wzgledu na wszyst-
kie operacje tej algebry. W szczegélnosci,
gdy ta algebrg jest wolna poétgrutfa z jed-
noscig: iteracja Z
Operacja dwuargumentowa w grupoidzie /ozna-
czenie og6lne/. W szczegdlnosci, gdy mamy
do ozynienia z wolng potgrupa z Jednoscia:
ztozenie s#6w lub zdarzen /zbioréw skow/.
Uwaga: we wzorach czesto te kropke sie
opuszcza.

Iloraz lewostronny P przez Q
Iloraz prawostronny P przez Q

Jednos$¢ grupoidu lub pédgrupy, W szczegol-
nosci, w przypadku wolnej poédgrupy z Jed-
nosoig: stowo puste.

Funkcja okreslona w grupoidzie lub poédgru-
pie z jednoscia: Jezeli A Jjest jakimkol-
wiek zbiorem elementédw grupoidu, to fc(A)= e
gdy eeA , i £(a)= 0 w przeciwnym przypad
ku.
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Stowo ztozone z liter Xxi,x2, ... ,Xn
/element wolnej potgrupy lub wolnej pot-
grupy z Jednosciag, generowanej przez
zbidér zawierajacy te litery/.
Uwaga: stowo .Jednoliterowe oznacza
sie tak samo, Jak litere, z ktoérej
ono jest zbudowane.

Jezeli s jest stowem: ilos¢ liter w s,
ozyli dtugos¢ tego stowa.

Jezeli S jest zdarzeniem /Jakimkolwiek
zbiorem elementéw wolnej pédgrupy z jed-
noscig/: najmniejsza z dtugosoi stoéw na-
lezgcych do S , albo o , gdy S Jest
pusty.

Jezeli R jest zdarzeniem regularnym:
ilos¢ jego ilorazow charakterystycznych.

Funkcja przejs¢ lub rozszerzona funkcja
przejs¢ automatu.

Funkcja wyjs¢ lub rozszerzona funkcja wyjsc
automatu.

Ostatnia litera wartosoi funkcji * dla tych
samych wartosci argumentéw, albo e , gdy
wartosciag funkcji -+h Jest e

Zbio6r stoéw, przeprowadzajacych automat ze
stanu p do stanu q

Zbior stév ktore podane na automat w stanie
p , powoduja ukazanie sie na Jego wyjsciu
stéw, ktérych ostatnig literag Jest vy

Element macierzy A, lezacy na przecieciu
i- wiersza 1 J-kolumny.
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ALGEBRAICZNA TEORIA AUTOMATOW

Stanistaw WALIGORSKI

Prace ztozono 10 lutego 1969 r.

Praoa zawiera podstawowe wiadomosci z zakresu
teorii automatéw w ujeciu algebraicznym, pop-
rzedzone zestawem niezbednych informacji z al-
gebry ogolnej. Z elemantarayoh wkasnosci, gru-
poidéw, algebr ich podzbioréw i operacji dzie-
lenia, okreslonyoh w tych algebraoh, wyprowa-
dza sie twierdzenia , wykorzystane pézniej przy
badaniu algebr zdarzen, /ktére mozna traktowac
jJako szczeg6lny przypadek algebr podzbioréw
pokgrup/. Wprowadza, sie definicje automatu
/maszyny sekwencyjnej w sensie [8], automatu
licaly w sensie [9J/, omawia sie rézne sposoby
jego przedstawienia oraz pokazuje ich zwigzek
z poprzednio wprowadzonymi pojeciami algebra-
icznymi. Ponadto omawia sie szozegétowo algeb-
raiczne metody analizy i obliczania automatéw.

WSTEP

Teoria automatéw wykrystalizowata sie Jako odrebna dyscyp-
lina w latach piecdziesigtych. U jej podstaw legty wyniki ba-
dan naukowcéw réznych dziedzin, przede wszystkim matematyki i
elektroniki, a w szczegolnosci takich dziatéw, jak logika, te-
oria i metody projektowania uktadéw cyfrowych, lingwistyka ma-

tematyczna 1 inne. Poniewaz niektére z prac, ktore powstaty w

tym wczesnym okresie, wywardy istotny wptyw na ksztakttowanie
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sie podstaw teorii automatow, warto im poswieci¢ nieco uwagi."

W roku 1951 ukazata sie praca S.C.Kleene Representation
of Events in Nerve Sets and Finite Automata, wykonana Jako
Project RAND Memorandum RM-704. Szerszemu gronu czytelnikéw
zostata cna udostepniona w roku 1956, po opublikowaniu jej w
zbiorze Automata Studies Qizx]. Kleene wprowadza w niej poje-
cie zdarzenia i wyrazenia regularnego i pokazuje, Jak one mo-
ga by¢ wykorzystane do opisywania zachowania sie automatéw
skoniczonych. Rozwazania swe przeprowadzit+ na przyktadzie ab-~
strakoyjnyoh sieci neuronowych MoCullooha-Pittsa /McCulloch
W.S., Pitts W.: A Logical Calculus of the ldeas Immanent in
Neuron Activity. Bull, of Math. Biophysics, vol. 5, 1943,
str. 115-133/. Jednakze uzyskane przez niego wyniki miaty cha-
rakter ogélny. Copi, Elgot i Wright [5] uproscili wyniki
Kleene i1 zbudowang przez niego algebre wyrazen regularnych,
wprowadzajac do niej operacje iteracji, konkatenacji 1 sumo-
wania w takiej Tformie, w jakiej sg one stosowane dotychczas.
W tak zmodyfikowanej postaci algebra wyrazen regularnych Jest
dp obecnej chwili jednym z podstawowych narzedzi teorii auto-
matéow. Roéznice w przedstawianiu Jej przez réznych autoroéw
sprowadzaja sie do raczej drugorzednych szczegotow.

Inni badacze oprécz wymienionych wyzej trzeoh operatoréw
wprowadzili dwa dodatkowe: przeciecia i1 uzupedniania, dopet-
niajac te algebre do algebry Boole®"a z dwoma operacjami do-
datkowymi /iteracja i konkatenacja/. Tak Jest na przyktad w
[i43 i £3]. Jeszcze inni, jak na przyktad £9] pozostaja przy
tych trzech operatorach. Niektérzy /np. [3], QwQ/ JI*0 zbidr
generatoréw tej algebry przyjmujg {o , i} =zaktadajgo, ze
tylko te dwa symbole moga pojawiaC sie na wejsSciach automatoéw,
inni,, jak [V], EZi], przyjmuja, ze zbiorem generatoréw moze
by¢ dowolny zbidr niepusty /skonczony albo nie/.

W tym samym zbiorze Automata Studies ukazata sie praca
E.F.Moore"a Autor podaje w niej formalny spos6b opisy-
wania automatéw za pomocag tablic i1 wykreséow, definiuje poje-
cie "eksperymentu" z automatem i na tej podstawie wprowadza



£1° 11 WST?P 2

takie pojecia, jak izomorfizm automatédw, nieodréznialnosc
stanéw i automatdéw oraz podaje pewne podstawowe whasnosci
relacji nieodréznlalnosci. \" tych rozwazaniach automat jest
traktowany jako "czarna skrzynka'" - urzadzenie z wejsSciem

i wyjsciem, ktorego budowa nie jest nam znana, ale mozemy
obserwowa¢ jego zewnetrzne zachowanie. W szczegdlnosci mo-
zemy badaé¢ zaleznosci pomiedzy ciggami sygnatédw, podawanych
na jego wejscie, a ciggami sygnatéw na wyjsciu. Takie potrak-
towanie automatu pozwala abstrahowa¢ od wielu cech szczegél-
nych, ktdére sg nieistotne z punktu widzenia og6lnej teorii.
Ostatecznie wkasnie takie podejscie doprowadzito do takiego
pojecia automatu abstrakcyjnego, jakie jest stosowane obec-

nie.

G.n. Mealy [iS], opierajac sie na wczesniejszych pracach
Huffmana /D,A.Huffman: The Synthesis _of Sequential Switching
Circuits. J. Franklin Inst..vol. 257, 1954, str. 161-190,
275-303. Artykut ten znajduje sie takze w [i8)/ oraz na wspom-
nianej pracy Moore"a, znanej mu przed opublikowaniem w QItJ ,
podat nieco inny spos6b opisywania automatéw. Jego praca doty-
czy sekwencyjnych uktadéw przedaczajacych, to znaczy takj,ch,
ze ich dziatanie zalezy nie tylko od stanéw wejs¢ w danej chwi-
li, ale takze od ich historii, czyli sekwencji standéw wejsc¢
w poprzedzajacym te chwile okresie czasu. Ta zdolnos¢ pamieta-
nia Jest istotng cechag tych uktadow, whasciwag automatom. Sam
sposOb opisywania ich, zaproponowany przez Mealy®"ego, jest na
tyle ogdélny, ze moze by¢ stosowany do dowolnych automatow
skoniczonych.

R6znice w podejsciu Moore"a i1 Mealy®ego do pojecia automa-
tu i1 metod Jego opisywania spowodowaty pézniej wyroéznienie
dwu rodzajow automatéw: automaty Moore"a, w ktérych stan wyjs-
cia zalezy tylko od stanu automatu oraz automaty Mealy®ego,
w ktorych stan wyjscia zalezy bezposrednio zaréwno od stanu
automatu, Jak od stanu jego wejscia. Rozréznienie to jest
wazne przede wszystkim z punktu widzenia zastosowah praktycz-
nych, zwkaszcza w teorii uktadédw cyfrowych i ich projektowa-
niu. Z teoretycznego punktu Widzenia ten podziat jest mniej
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istotny, gdyz kazdy automat Moore"a mozna zastgpi¢ automatem®
Mealy"ego o takim samym dziataniu i1 odwrotnie, Wobec tego w kon-
kretnych rozwazaniach mozna dobra¢ taka wersje, ktéra jest
akurat bardziej dogodna dla wystowienia lub obliczen. Blizsze
szczeg6ty Czytelnik moze znalez¢ w (M9].

Jeszcze inne pojecie automatu, wprowadzili Rabin i Scott w
[ZiJ. Praca ta jest poprawiong i zmieniong wersjg wczeséniej-
szej pracy, wykonanej pod tym samym tytudem w 1957 r. w IBM
Research Center, Lamb Estate, Yorktown Heights, jako raport
nr IR-00126. Automat Rabina-Scotta jest uproszczeniem koncep-
cji Moore"a (jJL7j : zaktada sie, ze na jego wyjsciu moga sie
ukazywa¢ tylko dwie wartosci: "tak'™, albo "nie” . Poniewaz
stan wyjscia zalezy tylko od stanu automatu, na to, aby znac
reakcje automatu w okreslonej sytuacji, wystarczy poda¢ tylko
ten podzbidr zbioru stanéw, ktorego wszystkie elementy powo-
duja ukazanie sie na wyjsciu sygnatu "tak". Takie uproszcze-
nie pojecia automatu jest bardzo dogodne w pewnych rozwaza-
niach teoretycznych, szczegdlnie w niektdérych problemach lin-
gwistyki, gdzie chodzi tylko o badanie, czy automat "akceptu-
je'" podawane na jego wejscie sekwencje symboli. W ten-sposoéb
automat moze by¢ wykorzystany jako narzedzie do sprawdzania,
czy podawane na jego wejscie stowa, czyli ciagi sygnatow wej-
Sciowych naleza do jakiego$ danego jezyka /rozumianego jako
ustalony zbidér takich stéw/. Ale we wszystkich zagadnieniach,
w ktérych automaty traktuje sie jako przetworniki informacji,
przeksztatcajgce w okreslony sposob sekwencje sygnatow wejs-
ciowych w sekwencje sygnatéw na wyjsciu, automaty Rabina-
Scotta sa raczej nieuzyteczne, bo i1los¢ standéw wyjscia, ogra-
niczona do dwu jest niewystarczajaca. Tak samo we wszelkich
zastosowaniach do teorii i projektowania uk#adéw cyfrowych
stosuje sie raczej automaty Mealy,ego lub Moore®a,bez natozo-
nych ograniczen na ilos¢ standéw wyjscia, gdyz w tych przypad-
kach stosowanie automatédw Rabina-Scotta bydtoby zwigzane ze
zbyt wielkimi niedogodnosSciami.

Po 1960 roku zaczety sie ukazywaé podreczniki 1 prace prze-
gladowe, podsumowujgce dotychczasowy dorobek w zakresie teorii
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automatéw. Do takich podrecznikéw i1 prac nalezg: monograficz-
ne opracowanie Ghuszkowa w ; podrecznik Ginsburga i pra-
ca przegladowa McNaughtona 0d samego poczatku teoria
automatow rozwijata sie bardzo szybko, o czym Swiadczy duza
ilos¢ publikowanych prac. O ilosci i tematyce prac, napisa-
nych do 1964 roku mozna sie zorientowa¢ z bibliografii,
umieszczonych w [isj 1 Do chwili obecnej ilos¢ ta znacz-
nie sie zwiekszyta i1 stale rosnie,

W miare rozwoju teorii automatéw zaczety wytaniaé sie roz-
no szkoty i1 sposoby podejscia, zalezne od indywidualnosci au-
torow, " ich upodoban, zastosowan, Jakie mieli na wzgledzie,
lub probleméw, jakie chcieli rozwigza¢. Miedzy innymi powsta-
+a tendencja do algebraizacji tej teorii, wyrazajaca sie dg-
zeniem do maksymalnego zblizenia jej metod do metod algebry
og6lnej. W mysl tych tendencji wprowadzono takie pojecia, Jak
homomorfizm i1 izomorfizm automatédw analogicznie do homomorfiz-
mu i izomorfizmu algebr oraz automaty wolne, bedace w pewnym
sensie odpowiednikiem algebr wolnych. Niektére fragmenty teo-
rii automatéw miaty ten algebraiczny charakter od samego po-
czatku - tak byto z pojeciem zdarzenia i wyrazenia regularne-
go. Dla wielu probleméw, ktdore poczatkowo rozwigzywano SpoSsO-
bami dos¢ specyficznymi, nie majacymi swych odpowiednikéw w
algebrze ogoélnej, znaleziono metody rozwigzywania, ktdére spro-
wadzaty sie do wykonywania operacji algebraicznych. Dos$¢ cha-
rakterystycznym przyktadem tego sa dwa wazne problemy teorii
automatow: obliczanie automatu na podstawie zadanego zachowa-
nia oraz zadanie odwrotne,polegajgce na tym, ze majgc dany
automat, wyznacza sie jego zachowanie.Aby doktadniej pokazac,
o co w tych zadaniach chodzi, postuzymy sie przyktadem.

Przypusémy, ze mamy do czynienia z szafg pancerng, opatrzo-
na zamkiem szyfrowym. Otwarcie szafy nastepuje po wykreceniu
ustalonej sekwencji cyfr na umieszczonej na tej szafie tar-
czy numerowej, takiej, Jakie sg stosowane w zwyktych apara-
tach telefonicznych. Nakrecenie sekwencji cyfr, ktdéra zosta-
nie przez zamek rozp znana jako niewkasciwa, powoduje alarm.
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Taki zamek szyfrowy mozna traktowa¢ jako automat. Jego
wejsciem jest tarcza numerowa, a sygnatami wejsciowymi nakre-
cane na niej cyfry. Sa trzy mozliwe sygnaty wyjsSciowe: otwar-
cie szafy, alarm 1 stan spoczynku, gdy szafa jest zamknieta
1 alarmu nie ma. Nakrecanie cyfr na tarczy jest wprowadzaniem
na wejscie automatu ciagu /czyli stowa/ zbudowanego z tych
cyfr.

Nietrudno zauwazy¢, ze nasz automat klasyfikuje te stowa,
gdyz podanie jakiegokolwiek z nich na wejscie zawsze powodu-
je okreslona reakcje zamka. Podanie tej klasyfikacji, czyli
zbioréw SQ, Sa, Sg, skktadajacych sie odpowiednio ze stdéw po-
wodujacych otwarcie szafy, alarm lub pozostawienie szafy w
stanie spoczynkowym, okresla catkowicie i jednoznacznie zacho-
wanie sie urzadzenia w kazdej mozliwej sytuacji. Na przykdad,
jezeli kombinacja otwierajaca jest 256092, to SQ moze by¢ zbio
rem, zawierajacym tylko to jedno stowo. Do zbioru Sg naleza
stowa 2, 25, 256, 2560, 25609, bo wykrecenie czesSci poprawnej
kombinacji nie powoduje alarmu. Do Sgrnalezq wszystkie te sto-
wa, ktore nie sg elementami SQ ani Sg . Zaktadamy, ze wtedy,
gdy szafa jest otwarta, tarcza jest zablokowana i1 nie mozna
na niej nic wykreci¢, a zamkniecie szafy powoduje sprowadze-
nie zamka do ustalonego stanu poczatkowego. Aby to wszystko
stwierdzié¢, nie potrzeba zna¢ wewnetrznej budowy zamka. Dla
uzytkownika te informacje sg caltkowicie wystarczajace, przy-
najmniej do tego czasu, dopoki urzadzenie sie nie zepsuje.
Gdybysmy jednak chcieli taki zamek skonstruowaé¢, przerobic
lub naprawié¢ zepsuty, wtedy informacje o jego strukturze by-
+yby niezbedne. W szczegdlnosci, gdybysSmy musieli skonstruo-
wa¢ nowy zamek o zadanym dziataniu, nie majac do dyspozycji
zadnych wzoroéw, musielibysmy sie postuzy¢ odpowiednimi meto-
dami obliczeniowymi teorii automatow - to jest wkasnie zada-
nie syntezy automatu, czyli obliczania automatu na podstawie
zadanego zachowania. Odwrotnie, gdybysmy mieli do czynienia
z urzadzeniem /takim, ktére mozna traktowa¢ jako automat/ i
znali jego strukture, ale nie wiedzieli jak dziata, musieli-
bysmy rozwigza¢ problem analizy automatu, to znaczy wyznacza-
nia jego zachowania na podstawie struktury.
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Istnieje wiele metod rozwigzywania zadan analizy i1 synte-
zy, a wsréd nich sa takze metody algebraiczne. Wyznaczanie
zachowania automatu o zadanej strukturze mozna sprowadzi¢ do
rozwigzywania ukdadéw réwnan w algebrach zdarzen , [YJ/.
Obliczanie automatu na podstawie zadanego zachowania metodag
Brzozowskiego [Jf] sprowadza sie do wykonywania operacji al-
gebraicznych na wyrazeniach regularnych, opisujacych to za-
chowanie oraz badaniu réwnosci wynikéw. Podobnie jest z inny-
mi zagadnieniami teorii automatéw, cho¢ szczegétowe omawianie
tego wykracza poza ramy niniejszej pracy.

Zblizenie metod teorii automatéow do metod algebry ogélnej
powoduje Jeszcze inny skutek: udatwia uogélnienia. Automaty,
rozumiane tak, jak to Jest w wiekszosci prac, moga przyjmowac
na wejscie ciagi sygnatdow i reagowa¢ na nie w okreslony spo-
s6b. Takie ciagi, czyli stowa, sg w kazdym przypadku elementa-
mi jakiej$s wolnej pokgrupy,- czyli pewnej algebry abstrakcyj-
nej. Wobec tego nasuwa sie pytanie: co by bydo, gdyby w tej
koncepcji zastgpic¢ elementy wolnej poédgrupy elementami dowol-
nej innej algebry, nie koniecznie bedacej poéigrupa. Otrzyma-
libysmy wtedy "automaty', ktére mogtyby reagowa¢ w okreslony
sposO6b na podawane na ich "wejscia" dowolne elementy wybranej
algebry. Takich proéob uogélnienia byto kilka, wsrdéd nich chyba
najdalej idzie w tym kierunku praca [Y], ktéra zresztag w is-
totny sposoéb yrylcorzystuje teorie kategorii dla definiowania
i badania wtasnosci uogélnionych algebr i automatéw.

Praca niniejsza zawiera podstawowe wiadomosci z teorii au-
tomatéw w ujeciu algebraicznym. WHasciwe wiadomosci o automa-
tach zostaty poprzedzone obszernymi informacjami o algebrach,
grupoidach, pétgrupach, strukturach /kratach/ i1 algebrach
Boolo,a. Celem tego jest wyprowadzenie w sposéb alcsjoraatycz-
ny i od samych podstaw poje¢, ktore beda odgrywaty zasadnicza
role w dalszych rozwazaniach. Do nich nalezag pétgrupy /w
szczegllnosci poéigrupy wolne/, algebry zdarzen, operacje, ja-
kie moga by¢ wykonywane na zdarzeniach oraz wkasnosci tych
operacji. Poniewaz we wszystkich rozwazaniach tej pracy bardzo
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wazng role odgrywaja dziatania na zbiorach, taicie jak sumy

i przeciecia zbioréw /skonczone i nieskonczone/, uzupednianie
zbioréw, oraz whkasnosci tych operacji, podano takze powtérze-
nie podstawowych wiadomosci o algebrach Boole"a w ujeciu aks-
jomatycznym. W zasadzie te informacje pokrywaja sie z wiado-
mosciami o dziataniach na zbiorach podawanych w podrecznikach
teorii mnogosci lub podstaw matematyki /por. np. (2H>E23Q *
[22]/. Ujecie algebr Boole"aw sposéb abstrakcyjny, to znaczy
bez zaktadania, ze ich elementami sg zbiory, pomoze Czytelni-
kowi uswiadomié¢ sobie zwiazki pomiedzy tymi algebrami i1 po4-
grupami, a poza tym pozwoli pb6zniej wprowadzi¢ bez dodatko-
wych wyjasnien macierze zdarzen.

Wszystkie twierdzenia, przytoczone w pracy, sa formutowane
w sposob mozliwie najbardziej ogélny, to znaczy przy mozliwie
najstabszych zatozeniach. Oczywiscie posunieto to uogolnianie
tylko tak daleko, jak to mozna byto zrobié¢ bez utraty elemen-
tamosci 1 przejrzystosci wywodow. Zasada ta istotnie zadecy-
dowata o uktadzie catej pracy.

Rozdziat 1 zawiera informacje najbardziej og6lne oraz te
pojecia, ktdére mozna byto wprowadzi¢ ,dla dowolnych algebr:
operacje zamykania zbioru elementéw algebry ze wzgledu na jej
wszystkie operacje /oznaczonag* / oraz algebre podzbioréw da-
nej algebry. To ostatnie pojecie jest nieco zblizone do poje-
cia algebry relacyjnej, wystepujacego w E7D* Algebry zdarzen
stosowane w teorii automatédw sg przy tych definicjach szcze-
golnym przypadkiem takich algebr podzbioréw, podobnie Jak
iteracja w algebrze zdarzen jest szczegélnym przypadkiem tak
wprowadzonej operacji * .

Zgodnie z wspomniang zasadg operacje dzielenia lewo- i
prawostronnego, ktére odgrywaja duza role przy obliczaniu
automatéw /metoda Brzozowskiego/, zostaty zdefiniowane mozli-
wie najogélniej, jako operacje w.algebrach podzbioréw dowol-
nych grupoidéw. W rozdziale 2 , traktujacym o takich algeb-
rach, poswieca sie tym operacjom bardzo duzo miejsca. Podaje
sie tam wkasnosci, ktore one spedniajg w dowolnych grupoldach,
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a nastepnie te ewkasnosci, ktére one maja tylko w grupoidach

z Jednoscia, potgrupach i poédgrupach z Jednoscig. Duza czesé
rozdziatu 2 Jest oparta na wynikach, przedstawionych w [€]]-

W ksigzce tej rozwaza sie poOdstruktury i struktury z dodat-
kowa operacja dwuargumentowg, 4aczng. Algebry podzbioroéw
grupoidéw sa szczegélnym przypadkiem takich struktur. Ponie-
waz stosowanie tak og6lnych poje¢, Jak to miato miejsce w

nic byto t potrzebne i mogto skomplikowa¢ wywody, wszystkie
wzory 1 twierdzenia zostaty sformutowane dla algebr podzbio-
réw grupoidéw. Niektdére wzory, twierdzenia i1 ich dowody zos-
taty przeniesione z tylko z tag zmiang, niektére zostaty
przerobione stosownie do potrzeb niniejszej pracy, inne wresz-
cie zostaty sformutowane i udowodnione przez autora. Twierdze-
nie 2.1. o przenoszeniu wkasnosci operacji z grupoidu do jego
algebry podzbioréw wywodzi sie z ogllniejszej idei Eilenberga
/0 ktérej wspomniat w swoim odczycie w Warszawie w 1967 r./.

W, rozdziale 3 zostaty podane pewne ogdlne informacje o al-
gebrach zdarzehn oraz te wkasnosci operacji dzielenia, ktére
sg spednione tylko w tych algebrach: reguty dzielenia ztoze-
nia /konkatenacji/ dwu zdarzen oraz iteracji zdarzenia przez
litere. Wprowadzenie tych wzoréw podat Brzozowski w [3].Twier-
dzenie o rozwigzaniach réwnania z jedna niewiadomg i jego do-
wod sg wziete z [2]-

Warto zauwazy¢, ze Brzozowski w swej pracy stosowat inne
oznaczenie dla ilorazu lewostronnego, nazywajac go pochodna
/derivative/. Nazwa ta wystepuje nawet w tytule pracy. Jednak
pochodna w sensie 73] jost szczegélnym przypadkiem operacji
zwanej po angielsku Icft residua! i1 po francusku residuel
a gauche . omawianej w [ij,[6~] i C26]. TH#umaczeniem tych nazw
na polski jest wkasnie termin "iloraz lewostronny', podobnie
jak termin "iloraz prawostronny'™ jest tdumaczeniem right
residual 1 residuel adroitc.

Najwazniejsze twierdzenia z [[3], dotyczace regularnosci
zostaty przytoczone w rozdziale 4 z powyzszg zmiang termino-
logiczna i pewnymi zmianami.natu - redakcyjnej, jako twitr.zc-



nia 4.1, 4.3 1 4.5. Metoda redukowania uk#adoéw rownan jest
opracowana przez autora. Ostatnie twierdzenie tego rozdzia-
tu, 4.6 zawiera wyniki Myhill"a i Nerode®a, cytowane w (213,
ale wyprowadzenie ich jest inne,.gdyz korzysta sie w nim z
lewo- i prawostronnego dzielenia.

Definicja automatu, podana Ti tej pracy, pokrywa sie z de-
finicjag maszyny sekwencyjnej Ginsburga [V] oraz z definicja
automatu Mealy"ego, podana przez GHuszkowa Qif],, Aby niepot-
rzebnie nie rozbudowywaé¢ niniejszej pracy i nie rozpraszac
uwagi Czytelnika, nie wprowadza sie zadnych innych rodzajoéw
automatédw poza tym jednym, przyjmujac, ze dla wytozenia ele-
mentéw teorii to zupednie wystarczy. O wyborze tego wkasnie
typu automatu zadecydowato to, ze po pierwsze, automat
Moore,a mozna uwaza¢ za szczeg6lny przypadek automatu Mealy”ego,
a po drugie, ze zapis automatu Mealy"ego jest bardziej zwarty
i oszczedny, gdyz przejscie od skonczonego automatu Mealy/Zego
do dziatajacego tak samo automatu Moore"a jest na ogot zwiag-
zane z powaznym zwiekszeniem ilosci standéw automatu, ale nig-
dy ze zmniejszeniem /zob. [~J/. Czytelnik, ktéry by sie bar-
dziej interesowat automatami Moore"a, moze skorzysta¢ z prac
[9]1- [3] oraz Ni™|- Wszystkie zawarte tam informacje dotyczg
takze automatédw Rabina-Scotta, jako szczegdlnego przypadku
automatéow Moore"a. Poza tym Czytelnik, interesujacy sie auto-
matami Rabina-Scotta ma jeszcze do dyspozycji ["2rJ /lub

Tres¢ rozdziatow 5, 617 Jest czesSciowo oparta na wynikach
przedstawionych w 9] oraz, w niniejszym stopniu, na QT] i [25J.
W szczegodlnosci z "9~ pochodzi pojecie homomorfizmu automatow
i zwigzki tego pojecia z nieodréznialnoscia, pojecie funkcji
sekwencyjnej, idea rozszerzenia automatu w ten sposob, zeby
Jego funkcja przejs¢ byta konkatenacjg st6w /odpowiednik auto-
matu wolnego/, whasnosci funkcji sekwencyjnych, konstruowanie
automatu na podstawie zadanych funkcji sekwencyjnych, sprowa-
dzanie dowolnej funkcji przeksztatcajacej stowa na stowa do
funkcji sekwencyjnej metoda wyrdownywania ddugosci stéw oraz
funkcja u jako rozszerzenie funkcji wyjsc¢, a takze zbiorv pr
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/zdarzenia opisujace zachowanie automatu/ i ich whasnosci.

z pochodzi idea konstruowania, automatu, ktérego sta-
nami sa zdarzenia luh ciagi zdarzen /doktadniej: 1ich Iclasy
abstrakcji/. Twierdzenie 7.6 jest nieznaczng modyfikacja
twierdzenia z ["3] o syntezie automatéw Mealy"ogo, lecz w
odréznieniu od ("3j nie zaktada sie, zc obliczany automat
ma stan poczatkowy. Ze wzgledu na to, ze ciggi wyrazen re-
gularnych /opisujacych zdarzenia/ sga najwygodniejszym sSposo-
bem opisywania zachowania automatéw, podana w tym twierdze-
niu metoda projektowania /zwana wyzej metodg Brzozowskiego/
ma dos¢ duze znaczenie praktyczne. Metoda upraszczania auto-
matéw, opisana na koncu rozdziatu 6 , jest uproszczonym
wariantem metody upraszczania automatéw czesciowo okreslonych,
podanej w Qi(fl 1 [j553.

Praca niniejsza jest przeznaczona przede wszystkim dla
os6b, ktore maja /lub moga mied/ cos do czynienia z teorig
automatow i1 interesuja sie jej podstawami ujetymi w sposoéb
sformalizowany. Do ped#nego jej zrozumienia potrzebna jest
znajomos$S¢ podstaw; teorii mnogosci, w szczeg6lnosci dziatan
na zbiorach 1 ich wkasnosci, oraz umiejetnos¢ dos¢ swobodne-
go operowania takimi pojeciami z tego zakresu, jak funkcja,
relacja, réwnowaznos¢ itp. Dla ewentualnego uzupednienia
tych wiadomosci mozna poleci¢ [723" lub dowolny inny podrecz-
nik o podobnym zakresie.

Materiat zaprezentowany w pracy niniejszej wchodzit+ w za-
kres wyktadéw wygtaszanych przez autora na Wydziale Matema-
tycznym Uniwersytetu Warszawskiego. Wydaje sie jednak, ze
jej tres¢ moze by¢ interesujaca nie tylko dla matematykéw,
ale rowniez dla szerszego grona o0sOb zwigzanych z maszynami
cyfrowymi lub innymi dziedzinami, ktore wykorzystuja teorie
automatow.

Chciatbym wreszcie w tym miejscu podziekowa¢ Panom
doc. dr A.W. Mostowskiemu i doc. dr Z. Pawlakowi za przejrze-
nie tej pracy 1 ich cenne uwagi.
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i. ALGEBRY, GRUPOIDY, POLGRUPY I STRUKTURY

Algebra bedziemy nazywa¢ kazdy cigg postaci

{A* « eee » °s}

ztozony z niepustego zbioru A i skonhczonej iloSoi operacji
/0 lub wiecej argumentowych/, takich, ze jezeli ilos¢ argu-
mentéw mj operacji 0 jest dodatnia, to dla kazdego cig-
gu Xx, ..., Xm elementéow A oy (xIt ... ,xfM) € A ,

J
a jezeli mj =0 , to 0 jest ustalonym elementem A.

Elementy zbioru A bedziemy nazywa¢ krotko elementami
rozwazanej algebry. Algebra.jest skonczona, o ile zbiér
wszystkich Jej elementéw Jest skonczony.

Podalgebra algebry {A, o”, ... , 0g) bedziemy nazywac
kazdy ciag {a ", o, ... , ogj taki, ze A" C A i dla kaz-

dej operacji tej algebry o , jesli nijj =0 , to 0j € Ay,

agdy mj > 0 , to dla kazdegtf ciggu i, ... » Xm elemen-
tow AT 0 (xIf .. ,X* ) € A"
J
Przecieciem dowolnego zbioru podalgebr algebry ~A.o”,... ,00'3
bedziemy nazywa¢ ciag {b, o”, ... ,00} ,w ktérym B Jest

przecieciem zbiorow elementow wszystkich tych podalgebr.

Kazde przeciecie podalgebr algebry fA, o~ ... , ogj
jest Jej podalgebrga. Stad wynika, ze dla dowolnego zbioru
Zca istnieje najmniejsza podalgebra algebry |Ja, o”,..., 04d],
zawierajaca Z w zbiorze swoich elementéw; bedziemy jag nazy-
waé¢ podalgebra generowana przez Z, zas Z bedziemy nazywac
zbiorem generatoréw tej podalgebry. Zbiéor wszystkich elemen-
tow podalgebry generowanej przez Z bedziemy oznacza¢ Z*.
Jezeli Z* = A , czyli podalgebra generowana przez Z Jest

identyczna z algebrag {a, o ... ,os}, to méwimy, ze al-
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gebra ta jest generowana przez Z , ktory jest wtedy zbiorem
jej generatoroéw.

Podalgebra algebry {a, o~ ... , og} generowana przez
zbidér pusty O , Jest przecieciem wszystkich jej podalgebr.
{o*, olt ... , os] jest wiec najmniejsza podalgebra
{A, o, ... » o0g} 1 wszystkie zero-argumentowe operacje
tej algebry /jezeli istnieja/ nalezg do O*.

Algebry
{~, 0j» ... , og| ,
{8, o, ... , 0%}

nazywamy podobnymi, o ile dla kazdego Jj operacje 0 i
oj maja te same ilosci argumentéw. Odpowiadajace sobie opera-
cje w algebrach podobnych mozemy oznacza¢ tymi samymi symbo-

lami .
Odwzorowanie h zbioru elementéw algebry {a, o”,..., og}
w zbior elementdéw podobnej algebry {b, o, ... , og} nazy-
wamy homomorfizmem, o ile zachowuje ono wszystkieoperacje,
tzn. dlakazdego J .jezelinij > 0 , to d.ladowolnego cig-
gu I e, ﬁﬂ elementéw zbioru A Jest
h (0 i, --- .x W= * eee T h(xm.R) *

h©i

Jezeli homomorfizm Jest wzajemnie Jednoznaczny, nazywamy
go izomorfizmem.

Niech X bedzie Jakas klasg algebr podobnych. Mowimy, ze

algebra {A, pl1, ... , og]eX jest wolna w klasie JC ,
o ile istnieje zbidér Z c.a generujacy te algebre i kazde
odwzorowanie f: Z #B , gdzie "B, o®, ... , og} Jjest do-

wolng algebra nalezaca do CK, moze by¢ rozszerzone do hoino-
morfizmu h: A “mB . Z nazywamy wtedy zbiorem CK-wolnych
generatorow algebry {a, o®, ... , 0ogj
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Relacja réwnowaznosci , okreslona na zbiorze A ele-
mentéw dowolnejalgebry{ A, olf ... , 0g] jest Kkengruencja,
Jezeli dla dowolnej operacji 0 o dodatniej ilosci argumen-
tow mj 1 dla dowolnych yN ... , xfl ,yn , nalezgcych
do A , z J J

Xi~7+, ... ,xmj ~ ymj
wynika
G (xx, ..., xm?)- 0 (y#t ... ,ym™)

Grupoid jest to algebra z jedng operacja dwuargumentowa.

Element e grupoidu £a, . taki, Ze dla kazdego x e A
jest
e-x = X ,
nazywamy jednoscia lewostronna. Analogicznie, jednos$¢ prawo-
stronna jest to i1 £ A taki, ze dla kazdego xe A

X. 1 = X .

Element grupoidu, bedacy jednosciag lewostronng i1 prawo-
stronng nazywamy jednoscig tego grupoidu.

Jezeli grupoid zawiera jednos¢ lewostronng e i prawostron-
ng 1 , to sg one roéwne, bo

e = eel = 1
Stad kazdy grupoid moze mie¢ co najwyzej jedna jednos$o.

Jednos¢ e grupoidu nazywamy nierozkdtadalng, o ile dla
dowolnych x, y x*y = e wtedy i1 tylko wtedy, gdy x=y=e

Zerem lewostronnym grupoidu "A, nazywamy taki gqeA ,
ze dla kazdego xeA jest

g*x = q
Zerem prawostronnym jest taki p e A , ze dla kazdego x CA
X-p =p

Element bedacy jednoczesnie zerem prawostronnym i lewostron-
nym, nazywamy krétko zerem. Kazdy grupoid moze miec¢ co
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najwyzej jedno zero, bo jezeli zawiera zero lewostronne q
i prawostronne p , to one sa réwne
p=49.p =49

[a, =} Jest grupoidem ze skracaniem lewostronnym, gdy
dla dowolnych x e A, y e A, ze A jest spekniona implika-
cja

jesli x*y =x*z ,to y =z

{A, <} Jest grupoidem ze skracaniem prawostronnym, o ile

dla dowolnych x£A, yeA, ze A Jest

jesli x*z =y«z , to X =y

Grupoid -[A, , ktérego operacja Jest #+aczna: dla do-
wolnych x eA, yeA, zga

X *(y =2) = (xX*y)e=z
nazywamy podgrupa.

Pétgrupe nazywamy przemienng, Jezeli jej operacja jest
4+aczna 1 oprécz tego przemienna: dla dowolnych xeA, y£A
Jest

X oy = y e X . i.2

Pétstruktura /zwana takze poOtkrata/ Jest topéigrupa prze-
mienna {A, <} , w ktdérej operacja » jest idempotentna:
dla kazdego x eA

X . x =X

-
w

Struktura /krata/ jest to algebra {a,u ,n} z dwoma
operacjami dwuargumentowymi, z ktérych kazda jest +aczna,
przemienna i idempotentna, tzn dla dowolnych x GA, y CA,
zCA

xu(y z) = xuyuz ,
xn(y z) =(Xxny)nz ,
Xuy=yux .,

5 C

- o =
N o O b~

Xny ynx ,
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X U X =x Y

-8

X n x =X , .9

a ponadto sa w niej spednione prawa pochtaniania: dla dowol-
nych x<SA, y e.A

xu(y nx) =x , 1.10

xn(y u X)= X - 111

Element xuy nazywa sie sumg lub zdgczem, a xFfly prze-
cieciem lub iloczynem elementéw x i vy ,

Z praw pochtaniania bezposrednio wynika réwnowaznosé
Xxuy = x wtedy i tylko wtedy, gdy yflx =y . 1.12

Rzeczywiscie, Jezeli xuy =x, to. yflx = yn(iuy) =y =
a jezeli yflx =y, to xuy = xvi(ynx) =X

Pojecie poOdstruktury i struktury mozna réwniez wprowadzié
w inny sposoéb.

Relacja 4 , okreslona na nlepustym zbiorze P , jest
guasiporzadkiem, o ile jest przechodnia i.zwrotna, tzn. dla
dowolnych xeP, ye P, zeP Jest”

Jezeli X«y i y<z , to x<z , i. 13
XN X . 1. 14

Jezeli guasiporzgdek Jest symetryczny, tzn. dla dowolnych
xeP,yeP

jeslhi X<y , to ydax

to Jest oczywiscie roéwnowaznoscig. Jezeli natomiast ten
guasiporzadek Jest stabo antysymetjryczny: dla dowolnychx6P,
y €P

jeshi X*y 1 yr.x , to X =y , i. 15
to jest to porzadek /czesSciowy/. Zbidr, na ktérym Jest okres-

lony porzadek, nazywamy zbiorem uporzadkowanym /czesciowo/.

Elementem minimalnym dowolnego zbioru /czesciowo/ uporzad-
kowanego P nazywamy kazdy taki x&P , ze dla dowolnego
y6P z y X wynika X0y . Najmniejszym elementem do-
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wolnego zbioru uporzgdkowanego P nazywamy taki .aeP , ze
dla kazdego y6P jest a”y . Analogiczr.;? okreslamy ele-
ment maksymalny 1 najwiekszy; elementem maksymalnym zbioru

P Jest kazdy taki x£,P , ze dla kazdego yep z Yy %.Xx
wynika x3}y , zas najwiekszym elementem P jest taki aeP,
ze dla kazdego yeP Jest a>y

Jezeli P jest zbiorem uporzadkowanym i X c p , to ogra-
niczeniem dolnym /w zbiorze P/ zbioru X nazywamy taki
aeP , z2 a”x dla wszystkich xeX . Kresem dolnym zbioru
X nazywamy najwieksze Jego ograniczenie dolne. Ograniczeniem
gérnym /w zbiorze P/ zbioru X nazywamy taki beP , ze
b~Ax dla wszystkich x6X . Kresem goéornym zbioru X nazywamy
najmniejsze Jego ograniczenie goérne.

Twierdzenie 1.1. W dowolnej po#strukturze £A, relacja
okreslona w nastepujacy sposéb: x<y wtedy i tylko wtedy,
gdy x =x ny , jest porzadkiem i x fy jest w tym porzad-

ku kresem dolnym zbioru zkozonego z elementéw Xx i vy

N

Odwrotnie, jezeli w uporzadkowanym zbiorze P kazdy zbiér,
ztozony z dwu elementédw x, y posiada kres dolny x @y
to {P, n} jest podstruktury.

Dowdd:

Przypusémy, ze {A, n} *jest péistrukturg i relacja Jest
okreslona w sposéb podany wyzej. Jezeli x<y i y4z , to
= xfty oraz y =yn z , a stad
X =xny =xFi(yn z) = (xny)n z =xnz , czyli x $z
Z x = xf>x wynika x~ x . Jezeli x*y 1 xyy , to
X = XNy =ynx =y

X

Niech c¢ bedzie dowolnym ograniczeniem dolnym zbioru z4ozo-
nego z X i1 y;c”~x 1 c”™y, czyli c¢ = cflx oraz
c =cny . Wtedy cn[xny) = (cox)ny =cny = c¢ , awiego
c"xf)y . Ale xny jest tez ograniczeniem dolnym tego zbio-
ru, bo (Xny)ny = xn(yny")= xny oraz (xfty)nx
=(yA\ x)njc = yn (xnx)=yn x =xny , a stad xnysx
xny<y , awiec x0y jest kresem dolnym.
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Odwrotnie, przypusémy, ze P Jest zbiorem uporzadkowanym
i ze xny jest kresem dolnym zbioru z4ozonego z elementow
X, y /lub z jednego elementu x=y/. Poniewaz kres dolny zbio-
ru nie zalezy od tego, w jakiej kolejnosci wezmiemy Jego ele-
menty, xny =ynx . Kresem dolnym zbioru Jednoelementowego
jest jego jedyny element, a wiec 1in x = X , Z okresSlenia
kresu dolnego wynika, ze xr\(yr\z)”x i xr>(yf\z)éynz ,
a wiec takze xn(ynz)<y i tofynz~z . Stad xn(y nz)
Axny 1 xn(yftz)i(xny)nz . W podobny sposéb wyprowadza-
my nieréwnos¢ odwrotng i wobec tego otrzymujemy xf\(ynz) =

(xny)nz . Koniec dowodu.

Twierdzenie pozostanie prawdziwe, jezeli zastgpimy w nim
znaki " < " " n" odpowiednio przez nun i stowa

"kres dolny" przez "kres goérny".
Uogdlnieniem tych twierdzen dla struktur Jest

Twierdzenie 1.2 W dowolnej strukturze £a ,u ,o] rela-
cja ”~ okreslona w nastepujacy sposéb: x”y wtedy i1 tylko
wtedy, gdy y = yu x /lub, co Jest réwnowazne, wtedy i tyl-
ko wtedy., gdy x = xdy/ Jest porzadkiem, w ktérym Xxuy
jest kresem goérnym, a xny jest kresem dolnym zbioru, z#o-
zonego z elementow x 1 vy ,

Odwrotnie, jezeli w zbiorze /czesciowo/ uporzadkowanym P
kazdy zbior z#ozony z dwu elementéow x , y posiada kres dol-
ny xny i kres gérny xuy , to £p ,u ,n} jest struktu-
ra.

Dowdd:

W swej wiekszej czesSci twierdzenie to jest bezposredniag
konsekwencjg poprzedniego twierdzenia. Pozostaje tylko udo-
wodni¢ prawa pochtaniania dla algebry £P, u ,nj

Z definicji kreséw wynika, ze Jesli a”b, to anb =a
oraz aub =b , a takze yux?x 1 yn xix . Stad

xn(yux)=x 1 xu(ya *)«.*. Koniec dowodu.
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Nizej, mowigc o strukturach, bedziemy zawsze zaktadac¢, ze
zwigzki pomiedzy porzadkiem < a operacjami o0 i n sg t«kie,
Jak w tym twierdzeniu.

W kazdej strukturze zachodza prawa semirozdzielnosci: dla
dowolnych x,y,z

xn (yuz) *(xny)u(xnz) ,
xu(ynz)”~(Ciuy)fi(ruz)

Rzeczywiscie, Xr\y£x 1 xnz”™x , awiec ”xny)«(xn z)*x.
Dalej, xny”~y<yuz i xr\zdz<yoz , a wiec
xny)u(xnz)syuz . Stad xF\yJu (xnz")<xn(yuz” , Dowdd
drugiej nieréwnosci Jest analogiczny - wystarczy zastgpi¢ "n "
“u"™, n<" odpowiednio przez "U', "0",

Strukture, w ktérej zachodza prawa rozdzielnosci: dla do-
wolnych x, vy, z

xn(yuz) (xny)u(xnz) , i. i6
xu(ynz) = [luyjiituz) i.17

nazywamy strukturg rozdzielng /dystrybutywng/.

Jezeli zachodzi Jedno z tych praw, to zachodzi réwniez
drugie: np. Jezeli pierwsze prawo jest spednione, to
Xuy)n(xuz) =((xuy) nx) u((xuy)oz) = xu ([(x nz)u(y nz)) =
= (xu(:nz))~yDz) =xu(ynz) ; podobnie mozna udowodnic
implikacje w druga strone.

Najwiekszy element struktury /o ile istnieje/ bedziemy

oznacza¢ I, najmniejszy element 0. Jezeli struktura zawiera
I 1 0, to dla kazdego Jej elementu x Jest O~ x <1 , a wiec

Oox = 0, i.18
OUx - x, i.19
1nx « X, i.20
lux = I. i.21
Jezeli x jest elementem struktury zawierajacej O il
i istnieje jedyny element y taki, ze Jednoczes$nie
my »O0, i.22

XUy =1, 1.23
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to y nazywamy uzupodnioniom elementu x . Oznaczajac to
uzupednienie przez -x mozemy te roéwnosci przepisa¢ w formie

Xn-x=0 , i.24

X u-x = 1 1.25
/zaktadamy, ze - wigze mocniej niz inne operacje/.
Elementy O i I maja zawsze uzupednienia:

-0=1, 1.26

-1 =0. i.27

Twierdzeniel.3. Jezeli struktura jest rozdzielna, to
1. dla kazdego X istnieje co najwyzej jeden taki vy , ze

XxXny =0 ,
xuy =1,

2. Jezeli istnieje -x , to. istnieje - X oraz
- X =X ,

3. jezeli istniejg -x 1 -y , to istniejag rowniez ~(xuy),
-"X0y) oraz

- (xuy) =-xn -y,
- (Xny) = -xu -y ,
a ponadto
x(y wtedy 1itylko wtedy, gdy -y < -x ,
x4y wtedy itylko wtedy, gdy x fi-y =0

Dowéd:

i. : Przypusémy, ze xfiy=0,xnz=0, xuy =1,
xUz=1Wtedy v =1Iny=xu2dny=&ny)u(zny) =
=0 u(zny) =(x 2Z2)u((ynz) =((Xyy)nz =1nz =z a wiec
y = z = -x . Stad takze bezposrednio wynika 2.

3.: Jezeli -x 1 -y istniejg, to (xuy)n (.x0-y) =
(xn(-xn-y)u (yn (-x0-y)) =((xn-x)n -y)u(yn -y)n -x) =
=0Quo =o0

(xuy)u(-xn-y) = (xuy)u -XFfI(xyyu -y) =1Inl =1

Stad wobec 1. -(xuy) istnieje 1 jest réwne -xn-y

Druga roéwnos¢ p. 3 mozemy udowodnié¢ analogicznie. Dalej, nas-



23 ALGEBRAICZNA TEORIA AUTOMATOW ALGORYTMY

tepujace zaleznosci sa réwnowazne /i wszystkie wystepujace

w nich uzupednienia istnieja/: x|y, xuy =y , - (Xuy)= -y,
-Xn-y = -y , -x}-y . Jesli x~y , to xn-y = (xfiy)n-y =
=xn(yn -y)
=xnyu-y)

Xx00 =0 , a Jezeli xn-y =0 , to x =x01 =

Xny)u (xn-y)=(xny)uO=xny i stad x <y
Koniec dowodu.

Strukture rozdzielng z uzupednieniami /tzn. taka, w ktorej
kazdy element ma uzupednienie/ nazywamy algenrg Boole"a. Z tej
definicji wynika, ze kazda algebra Boole"a ma swéj element
najmniejszy O i najwiekszy |1

Przyktadami algebr Boole"a mogg byd znane z teorii mnogos$-
ci ciata zbiordéw, w szczegélnosci ciata wszystkich podzbioréw
danego zbioru. W tym przypadku oprécz dwuargumentowych opera-
cji sumy i1 przeciecia wykorzystuje sie takze sumy i przecie-
cia nieskonczone. Wtedy dla dowolnego zbioru P i dla dowol-
nej niepustej rodziny H zbioréw, nalezacych do algebry
Boole,a zbiorow jest

?H%sz &<>uz) , 1.28
GR Zen 2= 2w ¥NZ) i-29
Jesli Peh ,to Pu X 2 =P , 1.30
Jesli Peh ,t pnpnyh Z=p , i.31
IP"rIl’l ten2: QH enz) ’ .32
puzedH £ 7 feH €YZ) i.33
“ zLeJn z= zr(-]\H "k » 1.34

zrrlan é2 zen -t - 1-35

Twierdzenie 1.4 Niech E bedzie rodzing wszystkich pod-
zbioréw dowolnego zbioru 1. Jezeli P jest jej dowolnag pod-
rodzing, zawierajaca | 1 catkowicie multyplikatywng, tzn.
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PcE . 1.36
1 eP |, 1.37
dla lcazdoj rodziny GcF X6F 1.38
oraz dlakazdego SeE , S* oznaczanajmniejszy ze zbioréw
XGF takich, zeScX , czyli
S*= X€F X » 1-39
ScX

to dla dowolnych PeE , QeE , HCE

PckP* 1.40
jesli PcQ , to"P*cQ* , 1.41
Pr* = p * | 1.42
a ponadto
P*u P*= (pug)® , 1.43
(> h 2) . 1.M
(£11 z”~= zeH z 1,45
1* =1 - 1.46
Dowdd:
1.40 wynika bezposrednio z definicji. Jezeli PcQ , to

wobec QcQ* Jest PcQ*6F , a poniewaz P# Jest najmniej-
szym elementom F zawierajacym P., to P*cQ* , czyli 1.41.
Jezeli XeF , to X*=X ; stad 1.42. Dalsze roéwnosci moze-
my wyprowadzi¢, korzystajac tylko z 1.40 - 1.42. Z wkasnosci
sumy 1 z 1.40 wynika

PcPuQcP4uQ oraz
QcPuQc(PuQ)+ .

Stad, korzystajac z 1.41 otrzymujemy
P?c(PuQ)<(P,uQ)*

1 PruQ c(p uQ*c (p,uq)*
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Z tego, z 1.40 4+ 1.41 wynika (p*u g)*c(p u ("c P™u a)*,
czyli 1.43.

Niech T bedzie dewolnym elementem 1 . Wtedy

U ¥ C YLeJn Y*C\/(Zlgn Zv»

yen

(V'n *yc(.\pen Y*T¢(Ur z2)* i stad 1.44.

Podobnie dla kazdego Y tH

Foh LT YT

(pjfTci™*,

Y£H 1 Stlxd 1-*S-
Dalej, poniewaz 1 jest najwiekszym elementem E, I ~d
oraz wobec 1.40 1Icl * - stad 1.46.

Koniec dowodu.

Wniosek 1.5. Jezeli F jest przeciwdziedzing operacji
, okreslonej na rodzinie E wszystkich podzbioréw 1 1
spetniajagcej 1.40 - 1.42 , to sg speknione warunki i.37 - 1.

*

Dowéd :

1.37 i 1.38 wynikaja odpowiednio z 1.46 i 1.45, Kktére z
kolei mozna wyprowadzi¢ z 1.40 - 1.42. Jezeli SeE, TtF
i ScT , tonamocy 1.41 1 1.40 Sc"S“cT"t=T , awiec
S* jest najmniejszym elementem F , zawlei-ajacym S
Koniec dowodu.

Przyktad takiej operacji * , spekniajacej warunki twier-
dzenia 1,4, mielismy Juz na poczatku tego rozdziatu:
branie zbiordow wszystkich elementéw podalgebry generowanej
przez dany zbiér.
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Niech {i, o~, ... , o0g] bedzie dowolng algebra; oznacz-
my przez E rodzine wszystkich podzbioréw 1 . Na elementach
E mozemy wykonywa¢ wszystkie dziatania algebry Boole®a; skon-
czone 1 nieskonczone sumy i przeciecia oraz uzupednianie, a
takze mozemy stosowaC opisang wyzej operacje * . Ponadto moze-
my dla kazdej operacji O , dla i”~J is , wprowadzi¢ opera-
cje O] o takiej samej ilosci argumentéw , okreslong w
nastepujacy sposoéb:

dla dowolnych X1( ... , Xm , bedacych podzbiorami 1 . W
szczeg6lnosci, jezeli ktérykolwiek ze zbioréw X~ w wyraze-
niu 1.48 jest pusty, to wartoscig catego wyrazenia Jest row-
niez zbidér pusty.

Otrzymalismy w ten sposob algebre podzbioréw algebry
i, o1, ... , os]

{e,u ,n ,— , *,01 _....... © 8] 1.49

/gdzie suma u 1 przeciecie n sg operacjami dwuargumen-
towymi/.






2. ALGEBRA PODZBIOROW GRUPOIDU

Dla grupoidu [i, algebra 1,49 ma postac
{e, u ,n T 2,1
gdzie E jest rodzing wszystkich podzbioréw I , Uzycie w

obu algebrach kropki jako symbolu operacji nie doprowadzi w
tym przypadku do nieporozumienn. We wzorach czesto bedziemy
te kropke opuszcza¢ dla oszczednosci zapisu.

W algebrze 2.1 sa spe#nione warunki 1.4 - 1.12, 1.16 - 1.35
i 1.40 - 1.46. Oprocz tego dla dowolnych P6E, QLE i do-
wolnej niepustej rodziny HeE jest

jestli P/0iMO, toP.Q=Up uQ ”p-a’l ., 2.2
P.O3F 0 |, 2.3
0*P =0 , 2.4
jesli P.Q =0, to P=0 1lub Q=0 , 2.5
Mci , 2.6
P* ZtH 2 - zeH Cp*2) " . 2-7
NZEH Z) « Q = zeH (z* 0 » 2*8

Z 2.3, 2.4 i wkasnosci zera grupoidu wynika, ze zbidr pusty
0 Jjest jedynym zerem tej algebry ze wzgledu na operacje. =
Z 2.7 1 2.8 wynika odpowiednio lewo- i prawostronna mono-
tonicznos¢ operacji -
jesli PCQ , to PRCQR i RPeRQ . 2.9
Rzeczywiscie, Jesli PcQ, to, jak wynika z twierdzenia 1.2,

Q =PuQ i wobeo 2.7 QR ==PRUQR, czyli PRcQR . Podobnie
wyprowadza sie druga nieréwnosc.

Dla dowolnych PfcE, Q€.E istnieje zawsze taki X£E, ze
PXCQ - jak wida¢ z 2.3, zbidér pusty zawsze ten warunek spek-
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nia. Z 2.T wynika, ze istnieje najwiekszy zbiér o tej whkas-
nosci; bedziemy go oznacza¢ Q/P i nazywac¢ ilorazem lewo-

stronnym Q przez P . Tak samo z 2.4 1 2.8 wynika istnie-
nie najwiekszego YeE takiego, zZze YPcQ ; bedziemy go oz-
nacza¢ Q\P i1 nazywa¢ ilorazem prawostronnym Q przez P

Bezposrednio z definicji ilorazu lewostronnego wynika, ze
dla dowolnych P£E, Q£E, R 6.E

P (<3//?) cqg 2.1i0
i ogolniej

PR c Q wtedy i1 tylkowtedy,gdy EcQ//P , 2. 1ii

Qct(pqg)/P , 2.12
P~rO =1 , 2.13
Jesli QA O ,to 0/4 =0 , 2.14
1/7Q S 1 2.15

Stad dalej wynikaja nastepujace whasnosci tego ilorazu

jesli istnieje SE£E taki, ze QS = P, to q(p/q)=P,2. i6
Jesli Pc? , to P//Rcqg/ r , 2.17
jesli QcR , to P/RCP/Q 2.18

oraz dla dowolnej rodziny niepustej HcE

QJ’\ ) £L'(Z/U) . 2-19

p’/ m z - Ri(pl/z) - 2-20

Rzeczywiscie, jezeli "QS = P, to ScP //? i1 na mocy 2.9
i 2.10 jest P=QScqg (p”/ q)cp ; stad2.i6. Jezeli P"~Q ,
to z2, iOmaimyR*"P/~r)ciP c:Q , a wiec takzeP/RCQ/R ,

czyli 2.17. Jezeli QcR , to wobec 2.9 i 2.10 q@G/rcr(p/k)
i wobec 2.10 r(p/ r)c P; stad q(p/ r)c P i p/rcp/q ,

czyli 2.18. Poniewaz q { z )/ cze) ZCY dla kazdego
Yen , to (®J z)/ QCY/?Q , a wiec (QR D/Z/Q =Wh(VQq)-
Aie wWj(y/qg)cX//7q , czyli Q (Y//Q) cx dla kazdego

XE£EH , awiec Q yQj (y”™Q)cx~h X ” to znaczY
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stad 2.19. Jezeli oznaczymy T r<P/ Z , to

OeH 28 TcP < a wiec w szczegdlnosci ZTcp r czyli TCP /z
dla kazdego ZeH i stad Tc Q r (p~z). Dalej, Qj(p~z)cP/y,
czyli y( P/z)cP dla kazdego Y£H . Biorac sumg wszyst-

kich Y i1 korzystajac z rozdzielnosci 2.8 mamy

YEH CY*“ Z£H Cp Y>)* zenCp”™ Z)cp » a zatem
i?H (p/ 2)c P/ Y 58trd 2-20-

Podobnie mozna wyprowadzi¢ whkasnosci ilorazu prawostronnego

(Q\\P) PcQ , 2.21
RPcQ wtedy i tylko wtedy, gdy Rc Q~P , 2.22
ac Cap)*p 2.23
P~AO =1 , 2.24
Jesli Q/ 0 , to 0~MQ =0 , 2.25
1~Q =1 . 2.26
Jesli istnieje S£E taki, ze SQ=P,
to (P\\Q)Q =P , 2.27
Jesli PcQ , to P\JIcQVR , 2.28
Jesli QcR , to P"\RcPVQ 2.29
oraz dla dowolnej niepustej rodziny HCcE

( D~ = ieHo~o0 ~ 2-30
2.31

p”™ zen z 3 zch (p"z) *

Wobec 2.20 1 2.31 dzielenie lewostronne i1 prawostronne przez
zbiory niepuste mozna sprowadzi¢ do odpowiedniego dzielenia
przez zbiory Jednoelementowe. Wobec 2.11 Jesli sel , tel ,

Pcl , to t6P/s wtedy i tylko wtedy, gdy st£P , czyli

P/ s = {t: steP] . 2.32

Podobnie
P\\s = [t: tseP } . 2.33
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Dzielenie lewostronne i prawostronne przez zbiory jedno-
elementowe Jest rozdzielne wzgledem sumowania zbioréw: dla
dowolnych sei, HcCE

(¥h H s = Zfh Cz\\s) = 2.35

Stosujgc wzor 2.32, mozna w nastepujacy sposob wyprowadzic
2.34: I3 z)//s = {t: st£ 7 z] = {&: V Z£H (st £2)} =

= ¢en StEZ} = zen QAS) > ebzie V oznacza kwantyfi-

kator egzystencjalny. Podobnie vyprowadza sie 2.35.

Z rozdzielnosci dzielenia przez zbidér Jednoelementowy
wzgledem sumy i przeciecia zbiordéw wynika, ze dla dowolnych
pci, sei

P/su-P//s = (pU=-p)//s =1 /s =1 ,
p/sn-p/s =(pn -P)/s =o0o/s =0 ,
a stad
-P /B = -(p /s) 2.36
i podobnie
-P\s = -(p\s) 2.37

Roéwnosci 2.34 - 2.37 nie mozna jednak uogélIni¢ na dzielenie
przez dowolne zbiory; na przyktad -P/#Z0 =PHNO0 =1 —(i”//0} =
=0

Twierdzenie 2.1 Jezeli 31 jest ktoérgkolwiek z nastepuja-
cych wkasnosci operacji dwuargumentowej, takich jak:
przemiennos¢,
+acznosé,
istnienie jednosci lewostronnej,
istnienie jednosci prawostronnej,
istnienie jednosci,
istnienie i1 nierozktadalnos¢ jednosci,
to w grupoidzie |I, operacja <= ma wkasnos¢ 3T wtedy
i tylko wtedy, gdy te samg wkasnos¢ ma operacja <« w algeb-
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rze podzbioréw tego grupoidu {E, . . n 3}
Dowdd:
Przemiennos$¢: Jesli p*q = g-p dla dowolnych

pel, aCl, to z 2.2 wynika przemiennos¢ operacji < na
zbiorach niepustych, a wiec wobec 2.3 1 2.4, takze na zbio-
rach dowolnych. Odwrotnie, jezeli operacja < na zbiorach
Jest przemienna i pel, qgel, to {p*qj= jpj - {a =

(@@ *{pJ = {g*p) , a rownosc¢ zbiordw jednoelementowych po-

cigga za soba rownos¢ ich elementoéw.

tgcznos$ ¢: Przypusémy, ze dla dowolnych pel, qgtl
rei p* (ga*r) = (P* g™ r . Poniewaz zbidér pusty jest zerem,
wystarczy udowodni¢ +acznos¢ operacji = dla zbiorow niepus-
tych. Wobec 2.2 .2.7 1 2.8
P.(a-R)= (Wp (pJ)- UQ URA{g-r> =Up 7 {p«(q,r)J-

= pvp JA r}=(p-.Q.)-R.

Odwrotnie, z #acznosci operacji <« na zbiorach wynika
Ip-Ca-r))= {p} - {a = r1 = {p}-Ha} * {rPH=(fpj < {aid= {r}=
= {p*q} <} =Kp.®" *

Jednos$¢ lewostronna: Jezeli e jJest
jednosciag lewostronng grupoidu, to dla dowolnego niepustego
pci H e »- @Wp(e*pj =P ; stad i z 2.3 wynika, ze {ej
jest jednosciag lewostronng algebry zbiorow ze wzgledu na
operacje * . Odwrotnie, jezeli A£E 1 dla kazdego PtE
AP=P,to A £0 1 dla kazdego pel o7y = {p} >
czyli dla kazdego aeA a-p = p , to znaczy A Jest zbio-
rem Jednosci lewostronnych grupoidu.

Jednos¢ prawostronna i jednos
analogicznie.

NiTiorozk#*+adalnost¢ jednosci: Jezeli
P6"E, Q6E , to P-Q = {ej, wtedy i1 tylko wtedy, gdy dla do-
wolnych pfeP , q£Q p-g = e . Stad Jednos¢ w grupoidzie
jest nierozktadalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nierozkta-
dalna w algebrze jego podzbioréw. Koniec dowodu.
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Jak wynika  ztego dowodu, algebra podzbioréw grupoidu ma
jednos¢ wtedy itylko wtedy, gdy ten grupoid ma jednosc:
jednosciag algebry podzbioréw jest w takim przypadku zbior,
majacy jalco swéj jedyny element jednos$¢ grupoidu.

Dla uproszczenia zapisu bedziemy nizej oznacza¢ jednako-
wo zbiory Jednoelementowe i ich elementy. W ten sposéb np.
wzoér 2.2 uzyska postac

R- (A&
a dla dowolnych ael, Acl zapisy ae.A i acA sa réow-
nowazne. W szczegd6lnosci bedziemy zawsze Jednakowo oznaczac
jednos¢ grupoidu 1 jednos¢ /ze wzgledu na operacje * / al-
gebry Jego podzbioréw.

Grupoid z jednosciag e bedziemy nizej oznacza¢ {i, ¢ ,e}
/traktujagc e Jako operacje Q-argumentowg/, zas$ algebre je-
go podzbiorow {E, w ,n eN _Ta umowa wpiywa
zresztg tylko na interpretacje operacji * : z niej wynika,
ze w kazdym grupoidzie z jednoscig dla kazdego zbioru P
jest eeP+t . Na whkasnosci innych operacji to zatozenie nie
ma zadnego wpiywu.

Twierdzenie 2.2 W algebrze podzbioréw grupoidu z jednos-
cig {i, * , e} oprécz i.4 - i1.12, i.16 - 1.35, .40 - .46,
2.2-2,37 sa spednione warunki:

e* = e , 2.38
o0* = e , 2.39
L 2.40
P/ e =P , 2.41
ecp/Q wtedy i tylko wtedy, gdy Qcp , 2.42
P = s (p/s; , 2.43
jesli efE to P/Pcp , 2.44
P\e =P , 2.45
ecp wtedy 1 tylko wtedy, gdy QcP , 2.46
p - M (»"»)e - 2.47

jesli e<P ;o PWPcp . 2.48



ALGEBRA PODZBIOROW GRUPOIDU 39

Dowdd:
2.38 i 2.39 wynikaja bezposrednio z deiinicji. Dla do-
wolnego P zbidér P* jest zamkniety ze wzgledu na . i

kazdy peP mozna przedstawi¢ w formie p = p.eeP*P*;
stad 2.40. 2.41 i 2.45 wynikaja z definicji ilorazéw, 2,42
i 2.46 odpowiednio z 2.1 i 2.22 oraz z wkasnosci jednosci.
Na mocy 2.10 dla kazdego sel s ~P/sJcP i stad

s(p//s)cp . Odwrotnie, Jezeli seP , to ecP/s ,
czyli scs(p/sj a wiec Pc s(p-/sW 1 <P//«)CP i
stad 2.43 i1 analogicznie 2.47. Jesli e€P , to warunek
p£V//P jest rownowazny Ppcp , ale P =euP 1 ptpupp =
= (euPjp = PpCP ; stad 2.44 i podobnie 2.48.

Koniec dowodu.

W algebrze podzbioréw dowolnego grupoidu z jednoscig
{i, = , e] mozna wprowadzi¢ funkcje £ , okreslona w naste-
pujacy sposoéb:

CO gdy eiPclnm

£E(p)= 1] 2.49
(e gdy eePcll

Funkcja ta ma nastepujace oczywiste whasnosci: dla dowol-
nych PeE, QeE, HcE

£E(E (PH=t (P) . 2.50

AVh D) = ZVmE(z) o 29

6(zeH z) = Qa £7zn ~ 2752
0 gdy £ (p)=e

2.53

2.54

- 55
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Poza tym w kazdym grupoidzie z jednosScig Jest

E(P)F(CQ) ¢ g(PQ) ,
ale
F(PHI(Q) « e (pa) , 2.56
wtedy i1 tylko wtedy, gdy jednos¢ jest nierozktadalna.
Twierdzenie 2.3 W algebrze podzbioréw kazdej po4grupy
g, *j /lub potgrupy z jednoscig {i, = , ej/ dla dowol-
nych Pcl, Qcl, R<=l Jest

(p/ q)//R e P/MQR 2.57
(P"\g)\R = P\\RQ , 2.58
(P~aj”~R = (P\R)/Q 2.59

i1 wyrazenie 2.59 Jest najwiekszym zbiorem X takim, ze QXRcp.
Dowod:

Poniewaz mamy do czynienia z potgrupa, operacja <= na
zbiorach Jest #gczna /twierdzenie 2.1/, czyli dla dowolnyoh
Qd, Rei, S¢l nastepujace warunki sa réwnowazne:

Sc (p/q)/R, HScP/Q, q(rs)cp, (qr)scp, Sc P/QR
Rodziny wszystkich zbioréw S , spedniajacych te warunki, sa
identyczne, a zatem sumy elementdéw tych rodzin /bedace ich
elementami najwiekszymi/ sg rowne - stad 2.57. Podobnie wypro-
wadza sie 2.58. Dalej, réwnowazne sg takze nastepujace nieroéw-
nosci: Sc (p/ a)\\R, SRcP/Q, Q(SR)CP, ("Qs)rcP , QScP”™R,
Sc”p”~R~/a , Zarbéwno rodziny wszystkich zbioréw S . sped-
niajacych dowolny z tych warunkéw, Jak najwieksze elementy
tych rodzin sg identyczne; stad 2.59.

Koniec dowodu.

Lemat 2.4 {p, = , eJ Jest podgrupoidem grupoidu z Jed-
noscig /czyli P* = P/ wtedy i tylko wtedy, gdy ecP i
PPcP

Dowod:

Nastepujace zdania sg réwnowazne:
PPc P i eeP
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dla dowolnych peP, qgeP pqgeP i e£P

P jest zamkniety ze wzgledu na operacje
- 1 e

’

Koniec dowodu.

Twierdzenie 2.5 W algebrze podzbioréw dowolnej potgrupy
jednoscia -£1, - , €- dla kazdego Pcl

§ s

p* i pi - 2-60
gdzie
PO
pi+i _ ppi
Dowdd:
Z wkasnosci operacji <= i* wynika, ze JesSli EcP*
Sep* to RScP*. Stad Pi¢P* dla i=0, i, 2 cceae... Dalej,
4373(R>p) m& 01 M'D)- A A ppl-
= Jno P+ = K) Pk ,awiec na mocy lematu 2.4

P Jeat podpotgrupa potgrupy (i, , €] ,no ioczy-
wiscie zawiera P ; stad i“o p*3 p* 1 2.60.
Koniec dowodu.
Wniosek 2.6 W algebrze podzbioréw dowolnejpédgrupy =z
Jednoscig jl, = , e} dla dowolnego Pcl

PP* - P*p 2.61
euPP*m P* | 2.62
Twierdzenie 2.7Niech {i, >, e} bedzie dowolnag péigru-

paz Jednoscia. Wtedy dla kazdego Pcl i dla kazdego stl
nastepujace warunki sg réwnowazne:

P »P* , 2.63
istnieje taki Ud, zeP=R* , 2.64
eCP 1 P2c P , 2.65
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eeP i P =P2 , 2.66
s+ P wtedy i tylko wtedy, gdy PcP //s , 2.67
eeP i PcP/7P 2.68
P=P/P |, 2.69
istnieje taki H.cl, zZe P =R/R , 2.70
86 Pwtedy 1 tylko wtedy, gdy P.&P , 2.71
eeP i PcPV , 2.72
P = P\OP , 2.73
istnieje taki Rei, ze P = R~AR , 2.74

Dowod:

Réwnowaznos¢ 2.63 - 2.66 wynika bezposrednio z lematu
2.4 iwkasnosoi * . Zatozmy teraz, ze 2.65. Jesli s CP ,
to sPcP , czyli PcP/s , a jesSli s”~P ,to e”~P/s
i wobec e6P jest PjiP/s | stad 2.67. Jezeli 2.67 , to
eeP , bo Pcp =y//e , a takzePcP//s dla kazdego seP ;
stad Pc Op P/ s =P/ Up s = P/P , czyli 2.68. Jezeli
2.68, to wobec 2.44 Jest 2,69, a wieci 2.70. Jezeli 2.70 ,
to poniewaz R = Re , Jest ecR/R =P i wobec 2.i6
R=R (r/r) , a zatem na mocy 2.57 P mR/R =R/R (R/r)
=(r/RV(r~r)=P~"P czyli P2cP , a wiec 2.65. Podobnie
dowodzi ”ie, ze wszystkie warunki 2.7i - 2.74 sa rownowazne

2.65.
Koniec dowodu.
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3. ALGEBRY ZDARZEN

Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Dla utatwie-
nia dalszego wysdowienia nazwijmy go alfabetem a Jego elemen-
ty literami. Stowem w alfabecie X nazywamy kazdy skonczo-
ny ciag, powstajacy przez napisanie obok siebie dowolnych
elementéw.zbioru X ; ilos¢ tych elementéw nazywamy ddugos-
cig stowa. Stowo ztozone z Jednego elementu zbioru X be-
dziemy utozsamia¢ z tym elementem.

Dopisujac obok dowolnego stowa inne stowo otrzymamy nowe
stowo; w ten sposob np. ze stow oraz yiy2-**y"n
mozemy otrzyma¢ sdowo AJI* e >"yn * TakA operacje
dopisywania bedziemy nazywa¢ ztozeniem lub konkatenacja 1
oznaczymy kropka . , ale w sdtowach i1 wzorach bedziemy z

zasady te kropke opuszczac€.

Z¥ozenie Jest operacja #*aczng; Jezeli wiec oznaczymy
przez Wj. zbidér wszystkich st6w w alfabecie X , to algeb-

ra *| bedzie potgrupa.

X Jest zbiorem generatorow pokgrupy e} « gdyz
kazda potgrupa, zawierajgca wszystkie stowa utworzone z
elementéw X .zawiera w zbiorze swoich elementdw.

Niech {a , <} bedzie dowolna pétgrupag i niech KcA
bedzie zbiorem o mocy nie wiekszej od mocy X . Niech Ff
bedzie odwzorowaniem X na K . Odwzorowanie to mozemy
rozszerzy¢ do homomorfizmu w nastepujacy sposob: Jezeli
f x) , f(Xxg), ... , Ffxm) sa obrazami dowolnych elemen-
téw zbioru X , to Jako obraz stowa s = x.X2...X przyjmu-
jemy zdozenie h(s) = f(x¥) f(x2) ... Y(xm). b Jest fun-
kcja, bo dowolne dwa stowa, nalezgce do sg rowne tylko
wtedy, gdy maja te samg forme; w tej algebrze nie ma innej
reguty utozsamiania stow poza prawem +gcznosci i wobec tego
Jezeli s =t , to h(s) = h(t). Oczywiscie h(s)eA dla
kazdego s€WX , a wiec h Jest homomorfizmem odwzorowujacym

w A . Stad wynika, ze poétgrupa Jest wolna w
kazdej klasie potgrup.
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Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne: kazda po+-
grupa, wolna w dowolnej klasie podgrup, jest izomorficzna
z p6tgrupa wszystkich stoéw w pewnym alfabecie; jednak dowo-
du nie bedziemy tu podawa¢ /zob. np. [i3]] 7/-

Po4grupa nie zawiera jednosci: dla dowolnych
sewx, teWx jest st / s/ ts . Dla dalszych rozwazan
wygodnie bedzie dotaczy¢ do TX dodatkowy element, Kktory
stanie sie jednosScig podgrupy: nazwiemy go "stowem pustym",
tzn. stowem nie zawierajacym zadnego elementu zbioru X
Oznaczymy go e ; dla d £rolnego s tWx es = s = se oOraz
ee = e . Przyjmujemy, ze diugos¢ stowa pustego jest roéwna

zeru.

Zbioér, ztozony ze wszystkich stow w alfabecie X i1 ze
stowa pustego e bedziemy oznacza¢ Ix . Jak +atwo pokazac,
JIx, = , e} Jjest potgrupa. Jest ona wolna w kazdej klasie
pokgrup z.jednosciag; dowdd przebiega podobnie, jak dla
Jwx, *f _ Takze kazda potgrupa z jednoscig, wolna w kazdej
klasie podgrup z jednoscig, jest izomorficzna z
dla pewnego X , ale nie bedziemy tego tu dowodzi¢ /zob. [16]/.

Ze sposobu dotaczenia jednosci do YX wynika, ze Jest
ona nierozktadalna w Ix

Oznaczmy przez Ex rodzine wszystkich podzbioréw Ix ;
podzbiory te bedziemy takze nazywa¢ zdarzeniami w alfabecie
X . Algebre podzbiordéw pétgrupy z jednoscig {IXt * >e)
bedziemy takze nazywac¢ algebrg zdarzen w alfabecie X /lub
algebra zdarzen nad alfabetem X/, PQ z#*ozeniem lub konka-
tenacja zbiorow P 1 Q , zas P* iteracjg P . Jak wynika
z poprzednich rozwazan, w tej algebrze istniejg takze iloraz
lewostronny, iloraz prawostronny i operacja e , czyli mozna
rowniez tu rozwazac¢ algebre

Jednak specjalnie wyréznianie tych trzech dodatkowych opera-
cji nie bedzie nam potrzebne, mimo ze one bedg bardzo uzy-
teczne w dalszych rozwazaniach, i1 wobec tego pozostaniemy
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przy definicji algebry zdarzen, przyjetej wyzej

W przypadkach, w ktdérych alfabet X bedzie ustalony, .be-
dziemy opuszcza¢ wskazniki przy oznaczeniach 1Ix 1 Ex

Algebry zdarzen majg pewna istotna ceche, ktdrej na ogot
nie maja algebry podzbioréw dowolnego grupoidu: nie tylko
kazde niepuste zdarzenie mozna przedstawi¢ jako sume wszyst-
kich swoich elementéw, ale kazdy z tych elementéw, roézny od
stowa pustego, mozna w Jedyny sposéb przedstawié¢ jako skon-
czone ztozenie elementéw alfabetu. To wptywa istotnie na meto-
dyke rozwazan i obliczen zwigzanych z algebrami zdarzen oraz
z teorig automatéw, ktdéra w istotny sposéb postuguje sie ty-
mi zdarzeniami. W szczeg6lnosci wptywa to na sposob oblicza-
nia ilorazéw, ktéry odgrywa istotna role przy projektowaniu
automatow skonczonych.

Z 2.20 wynika, ze dzielenie lewostronne przez dowolne
zdarzenie niepuste da sie sprowadzi¢ do dzielenia przez
wszystkie stowa nalezgce do tego zdarzenia i1 nastepnie obli-
czenie odpowiedniego przeciecia. Dzielenie przez stowo nie-
puste mozna /na mocy 2.57/ sprowadzi¢ do dzielenia przez ko-
lejne litery, wchodzgce w sktad tego stowa: jezeli xifx2,...,

sa literami, to

AN XEX2%*xm 3C T* A A L/XI) A X2) FFRA xm ) 3:2

ITzory na ztozenie dzielenia lewostronnego przez litere z in-
nymi operacjami algebry zdarzen bedg miaty nastepujaca pos-
ta¢: dla dowolnej litery a , dowolnych zdarzen P , Q i
dla dowolnej niepustej rodziny zdarzehn Il Jest

3.5
3.6
3.7
e/a =0 3.8
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Rownosci 3.3 - 3.5 sg trawestacja odpowiednio 2.34, 2.19,
2.36. Pozostate mozna uzasadni¢ w nastepujacy sposob:

e/a = £t: ateej , ale poniewaz e Jest nierozktadalne,
zbior ten Jest pusty, czyli 3.8. Dalej, P mozna roztozyc

na sume dwu zdarzen roztgoznych: P = PQué£ (P™ PQo £ (p)=0
i teraz (PQ)//a «([PQo£()) Q)/a = P0Q/a uc (p)g//a =

» {t: at€. PgQ} u {t: attt(p)Qj = {uiu2s epo»u2 e Q}ue(p)-
A{t: at £Q} = {ux: au”eP”™ Qut(p)j//a ~PQ//a) Qut(p)<}/a.
Ale £(p)/a = 0 wobec 3.8 i 2.14, a wiec PQ//a =

a P./»ut(py(Da = P/a"; stad 3.(%- Dalej na mgcy 2.60 1

3.3 P*/a = » P1/ a =e/a o P/ a = ~(PP1"1)" a
a ™"((p/Za)?1"1 ut (p)?4-1/a)a (p/a) P11 , ponie-
waz +(p) Pi_i/a Jest rowne O lub P1"1/a , tzn. inne-

mu skdadnikowi sumy, O mniejszym wyk#adniku. Stad 3.6.

Warto tu podkresli¢, ze wzory 3.6 i 3.7 nie bytyby praw-
dziwe, gdyby w nich zamiast litery a wzig¢ dowolne stowo
o dtugosci roéznej od i; wida¢ to zresztg z przebiegu dowodu.

Z tego, ze kazde stowo piepuste, wchodzgce w sktad dowol-
nego zdarzenia, mozna Jednoznacznie przedstawi¢ Jako skon-
czone ztozenie liter, wynika, ze dla kazdego zdarzenia P

P=1t (P)u alC a (P//a)* 3*9

Rzeczywiscie, P moze zawiera¢ e lub nie - fakt ten Jest
uwzgledniony przez dodanie + (p)- Kazde niepuste stowo

sfeP zaczyna sie od jakiejs litery. Jak wida¢ z definicji
ilorazu, a (P/i"a) Jest zbiorem wszystkich stéw nalezgcych
do P i zaczynajacych sie od litery a , a wiec a(p/a)
Jest zbiorem wszystkich niepustych s#éw, zawartych w P
Skdadniki tej sumy sa oczywiscie rozhaczne; kazdy zawiera
stowa, zaczynajace sie od innej litery alfabetu X
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Twierdzenie 3.1 Jezeli A, B, P sg zdarzeniami , to
P =APU B ,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
P =A* (Bu + (a) k) -
gdzie K jest dowolnym zdarzeniem.
Dowdd:

Zauwazmy najpierw, zo dla dowolnego zdarzenia A
AA* £ (A) =A* e (A), Do + () =0 lub +.(@) = e
i eeA ,o0uA = A , AA* = (OUuA) A* = A*

Jesli E = APuB , to istnieje takie zdarzenie K , ze
P.= KuB , a wiec takze
P = AKuABuB ,
P = A2Ko A2Bo ABu B
i ogdélnie
P = AnKUANBu ... uABuB

dla kazdego naturalnego n . Stad
P =X A*K uA*B

Rozwazmy teraz dwa przypadki:

1. c(@) = e

Wtedy AA* = A* i jesli P = APuB ,to P= AA* KuA *B =
= A* KuA *B dla dowolnego K .
2. te) =0.

Oznaczmy przez I1(s) dtugos¢ stowa s i niech dla do-
wolnego zdarzenia niepustego S bedzie 1 (S) = nmili 1 ()

oraz 1 (0) = oo . Dla dowolnych zdarzen S, T bedzie
wtedy 1 (ST) =1 (S) + 1 (t)

Istnieje takie zdarzenie D , ze DuA*B=A*KuA*B
i DFIA*B = 0 . Wobec tego jesSli P = APuB, to P = DuA*B
oraz P = ADu AA*BuB = ADuA *B . StadD cADu A*B czyli
DcAD . Gdyby byto D jL O , to istniatby taki seD , ze
1 () =1 (d) i wtedy seAD i 1 () = i@)Ni(Gd} =
=1 (A + 1 @) , to znaczy 1 (a) = 0 wbrew zatozeniu
e fa . Zatem jest D =0 , czyli P = A*B
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Odwrotnie, jezeli P = A*(Bu £(A) ), to
AP uB = AA*BUAA* £ (a) ICu B = A* BuA*+ (@) K =P
Koniec dowodu.

Analogicznie dowodzi sie
Wniosek 3.2 Jezeli A, B, P, sa zdarzeniami, to

P = PAUB
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

p = (BuefA®") k)a* ,
gdzie K Jest dowolnym zdarzeniem.



4. ZDARZENIA. REGULARNE

Pojecie zdarzenia regularnego w zadanym alfabecie X

okreslimy rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

1. Zdarzenie puste O , stowo puste e i kazdy element
alfabetu X jest zdarzeniem regularnym.

2. Jesli P, Q sa zdarzeniami regularnymi, to PuQ ,
Png ,-P , P , PQ sa rowniez zdarzeniami regular-
nymi .

3. Zadne zdarzenie, ktérego regularnosci nie mozna udo-
. wodni¢ przez zastosowanie skornczong ilos¢ razy regut
i. 1 2. nie jest regularne.

Z tej definicji wynika, ze jezeli zdarzenie jest regular-
ne, to istnieje przedstawiajgce je wyrazenie algebry zdarzen,
zawierajgce proécz symboli operacji u,n , - ,*, e i nawia-
sow tylko elementy zbioru X oraz symbole O 1 e

Wyrazenia takie bedziemy nazywa¢ wyrazeniami regularnymi.
Oczywiscie kazde wyrazenie regularne Jest zdarzeniem regu-
larnym, ale zdarzenia regularne, jak zobaczymy nizej, moga
by¢ zapisywane w formie wyrazen, ktdére nie sa regularne.

Twierdzenie 4.1 Jezeli P jest zdarzeniem regularnym
i s Jest dowolnym stowem w alfabecie X , to P/s Jest
zdarzeniem regularnym.

Dowdd:

Jezeli P Jest zdarzeniem regularnym, to istnieje roéwne
mu wyrazenie regularne. Z wzoréw 3.3 - 3.8 widaé¢, ze dziele-
nie lewostronne przez dowolng litere nie wprowadza nowych
operacji, poza £ , ktoérej wynik Jest regularny niezaleznie
od wartosci argumentu. Stad iloraz dowolnego wyrazenia regu-
larnego przez litere Jest wyrazeniem regularnym. Dzielenie
przez stowo puste nie zmienia dzielonego zdarzenia. Jezeli
P/s Jest regularne dla wszystkich s#6w o ddugosci n > 1,
to Jest takze regularne dla wszystkich stéw o ddfugosci n+i,
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bo dzielenie przez nie mozna sprowadzi¢ do dzielenia przez

stowa kroéotsze i przez litery. Koniec dowodu.

Twierdzenie 4.2 Uk+ad réwnan

Ri = ATIRTUA12R2 u = u AiInRn U B1 =

R2 = A2iRi ° A22R2 u u ° B2 »

AniRiUAN2R2 u e UANNRNn u Bn *

w ktorym Ajj , sg regularne oraz Lt (Aij)= 0 dla

wszystkich i1, j, 1 in, 14j4n, ma jeden uktad rozwig-
zan Ri, B2, ... , Rji , 1 wszystkie te rozwigazania sg re-
gularne.

Dowdd:

Korzystamy z twierdzenia 3.1. Dla n=i mamy réwnanie
R1 = AiiRIUB1 ” woBec regularnosci A" i jego roz-
wigzanie = A£iBi jest tez regularne. Zatozmy, ze n>i
i ze twierdzenie Jest prawdziwe dla n-i.
Rozwigzujgc ostatnie roéwnanie ze wzgledu na Rn otrzymu-
Jemy
Rn = "Sin CAniRi*° u *** uAn,n-iRn-i uBn) *

Podstawiajac do pozostatych n-i réwnah mamy
Ri = (Aiiu AinAhnAhi) Ri° — °(Ai,n-iuAinAnnAn,n-i) Rn-i

uCBiuAin”®nBn) =

Dla kazdego i, j jJest

L(Aiju AinAnnAnj) = L(Aij)uf (Ain)LAnn)€(Anj) =0

i wobec tego istnieje jedyny ciag rozwigzan tego nowego ukta-
du réwnan, R~ ... , Rn_* , I wszystkie rozwiazania sa regu-
larne. Zatem RQ jest tez okreslone jednoznacznie i regular-
ne, czyli caty nasz ukfad n réwnan ma jedyny ciag rozwig-

zan /ktére sa regularne/. Koniec dowodu.
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Twierdzenie 4.3 Zdarzenie R w dowolnym skonczonym
alfabecie X jest regularne wtedy i1 tylko wtedy, gdy ilos¢
dR réznych ilorazéw postaciR//s , gdzie s sa stowami
w tym alfabecie, Jest skonczona. Jezeli R Jest regularne,
to dla kazdego stowa s el istnieje tet o.dtugosci nie
wiekszej od dR - 1 , takie, ze R/s =R/t

Dowdd:

Przypusémy, ze R Jest zdarzeniem regularnym; wtedy ist-
nieje réwne mu wyrazenie regularne. Dowéd skonczénosci dR
przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na ilos¢ operato-
réw algebry zdarzen wystepujacych w tym wyrazeniu.

Jezeli ta ilos¢ operatorow n =0 , to R =0 Hlub R = e
lub R jest literg. Dla kazdego stowa s 0O/s =0 i stad
O # 1 me/e = e 1Jesli s/ e , to e/.s = 0 ; stad
de = 2 .Dla dowolnej litery a a/a =e, ale = ai
jesli s/ a 1 s/e , to a/s *0 ; stad d,, = 3

Zat6zmy, ze n>0 1 ze wszystkie zbiory regularne, roéw-
ne wyrazeniom regularnym o ilosoi operatoréw mniejszej od
n , maja skonczone ilosci roéznych ilorazéw. Jezeli R moz-
na przedstawi¢ przy pomocy wyrazenia regularnego, zawiera-
jacego n operatoréw, to mozllwesa, zaleznie od gtdéwnego
operatora wyrazenia, nastepujace przypadKi:

R =PuQ . Wtedy dla kazdego stowa s R/s =p/suQ/s
i wobec tego dR<dpd™ . Ale P 1 Q sg wyrazeniami regu-
larnymi o ilosci operatoréw mniejszej od n , czyli dp i
de. sa skoriczone - z tego wynika skonczonos$é dR

R=PnQ . Wtedy r/s =P /s0Q/s i podobnie jak pop-
rzednio dE~dpdQ

R a -P . Wtedy dla kazdego stowa s R/s =>»-(p/s) i
dR " *P e

B « PQ . Wtedy dla dowolnego stowa s a aia2 am
mamy
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PQ/"al = (p //aj Qu t (p) Q /&1 ,

PQ //8+a2 =(PQ //at) //a2 =(p//ala2)Qut(p//al)(@Q//a2) ut (pVala2)

PQ/s =(Pnal...am)QuE(p/al...am_i) Q/amu ...0

ut(7//aj Q/a2...amu £ (p) Q//al...am

Dla dowolnego niepustego s iloraz RUs jest sumg (p/Zs)q
i co najwyzej dQ roéznych ilorazéw zdarzenia Q , przy czym
suma 1oh moze bydé utworzona na co najwyzej 2aQ roéznych spo-
sobow. Jezeli s=e, to R = PQ . Stad dR4 dp 2dQ

R =P* Przyjmijmy jak poprzednio s = aia2...an
Pvat - (P/aj) P* ,
PVv/Zary = (p/a”Jd P*uc (p//aj (P*//a2) =

- (phrazxa2) P*vE (P/ax)(p/a2) P* ,
pVala2a3 « (P~a”~aJ P*ue (p/ / Yaj P*u

£E(p/at)(p/a2a3) PloE(p //ajcfp //aj (P//adp

Widaé, ze dla dowolnego stowa s ddugosci m>0 P*//s
bedzie sumg oo najwyzej dp roéznych skkadnikéw postaci

(p/ "0p* , przy czym suma ta moze byé tworzona na co najwy-
7 , to R/s ="P/"e)P*
a wiec mamy wyrazenie tej samej postaci, co w przypadku s#ow
niepustych. Stad dR 4-2dP . Jak z tego wynika, w kazdym
wypadku dR Jest ograniczone z goéry, a wieo Jest skonczone.
To konczy krok indukoyjny.

zej 2dP roznych sposobéw. Jezeli s = e

Odwrotnie, przypusémy, ze Jakie$s zdarzenie R ma skon-
czong ilos¢ ilorazéw postaci Ri/s . Numerujac odpowiednio
stowa, mozemy je ustawié¢ w ciag

R/s1 ,R//s2 , ... , R~sd . 4.1
R
W ciagu tym wystepuje m.in. R = R//e . Dla kazdego j
i4S zgodnie z 3.9 mamy
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R/sj = £(r //Sj)) v Ux a (R//s™"A()), 4.2
gdzie wartos¢ wskaznika tt(j,a) Jest wyznaczona zaleznos-
cia

H//S«(J,a) - H,V *

W uktadzie wszystkich réwnan 4.2 wspétczynniki przy ilora-
zach sa literami lub skonozonymi sumami liter, a wiec sa
regularne i1 zaden z nich nie zawiera e ; stad wynika re-
gularnos¢ wszystkich elementéw ciggu 4.1, a wiec takze re-
gularnos¢ R

Przyjmijmy teraz, ze R jest regularne i ze obliczamy
wszystkie ilorazy R//s najpierw dla s#6w s dtugosci O ,
potem 1 , 2 itd. Jezeli dla s#6w o dhugosci m nie otrzyma-
lismy zadnego ilorazu réznego odilorazéw przez stowa krot-
sze, to dzielac przez stowa oddugosci wiekszej od m roéw-
niez zadnego nowego ilorazu nie otrzymamy. Wynika to stad,
ze w tym przypadku dla kazdego stowa s. o ddugosci m ist-
nieje stowo t o mniejszej ilosci liter, takie, ze
R¥s = R/\ . Kazde stowo o ddugosci m+i mozna przedstawic
jako konkatenacje aa , gdzie s ma ddugos¢ mi a Jest
literg . Ale R//sa = R>/ta , a dtugosc¢ stowa t jest
mniejsza od m+i . To samo Jest dla st#éw o dhugosci m+k ,
gdzie k Jest dowolng liczba naturalng. Oczywiscie Jezeli
ilorazy sa uporzadkowane weddug dtugosci stoéw, przez ktoére
dzielimy, to w ostatnim ilorazie roéznym od wszystkich pop-
rzednich stowo moze mieé¢ d#ugos¢ co najwyzej dR - i /bo
pierwszym elementem tego ciagu ilorazow bedzie iloraz R
przez stowo O-literowe/. Konl0C dowodu>

Z ostatniego fragmentu dowodu wynika réwniez metoda obli-
czania wszystkich réznych parami ilorazéw dowolnego zdarze-
nia regularnego R /bedziemy Je nizej nazywac¢ ilorazami
charakterystycznymi R /; spos6b ten mozna stosowac wtedy,
gdy alfabet Jest skonczony. Jako pierwszy element ciagu 4.1
bierzemy R = R/e . Numerujemy wszystkie elementy alfabetu
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i dzielimy kolejno przez nie zdarzenie R . Wybieramy te
ilorazy, ktore sg rézne od wszystkich poprzednich; tworzag
one czes¢ R>/s2, ... , R"Bz ciggu 4.1. Dalej bierzemy
wszystkie ilorazy R”S2 * przez kolejne litery, te z
niob, ktdére sa rézne od poprzednio otrzymanych, dodajemy
Jako nowe elementy ciagu 4.1 i tak dalej az do momentu, gdy
dzielenie nie daje Juz nowych ilorazow.

Uktad 4.2 bedziemy nazywaé¢ uktadem rodwnan charakterystycz-
nych zdarzenia regularnego R

Dla kazdego alfabetu istnieja zdarzenia, ktére nie sa re-
gularne. Na przyktad niech aeX 1 niech

00 o
»y> * -
Wtedy 00 o] " 2
s an / ak = n=F(YT;an - k =
gdzie Jest najmniejsza liczba catkowita x taka, ze
x>VF . Przypusémy, ze S //ak = S /a>) , czyli
GO oD
u n2- k u n2 -J
n “ n=F(V?) a

Najkrotsze stowa zobu zbiordéw oraz stowa bezposrednio od nich
dduzsze powinny byé jednakowej dHugosci, a wiec

(F IY2))2 - k = (F of?))2 “ i ,

(f ( + i)2 - k * (F(yy; + i)2- 4
Po odjeciu stronami pierwszej rownosci od drugiej 1 po pros-
tych przeksztakceniach otrzymujemy

F(VT) =

Podstawiajac %_o do pierwszej roéwnosci otrzymujemy k =J
Ilorazy s/a sg rozne dla réznych k , a wiec S nie
Jest regularny.
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Z twierdzenia 4.3 wynika

Wniosek 4.4 Dla kazdego zdarzenia regularnego w dowol-
nym skonczonym alfabecie istnieje wyrazenie regularne przed-
stawiajace to zdarzenie, w ktérym Jako operacje wystepuja
tylko sumy, ztozenia i iteracje.

Dowod:

Oktad roéwnan charakterystycznych dowolnego zdarzenia re-
gularnego /w skonczonym alfabecie/ jest skonczony. Wspoédczyn-
nikami sa litery lub skonczone sumy liter. Istnieje tylko je-
den cigg rozwiazah; na mocy twierdzen 3.1 i 4.2 kazde z nich
mozna zapisa¢ przy uzyciu sumy, ztozenia, iteracji 1 operacji
£ . Ale te ostatnig mozna usung¢, gdyz wszystkie wyrazenia
postaci fc(p) , otrzymywane w takim obliczeniu, beda roéwne O.

Koniec dowodu.

Opisana metoda moze stuzy¢ do likwidowania przeciec¢ i uzu-
pednien w wyrazeniach regularnych, a takze, w pewnych przy-
padkach, do upraszczania takich wyrazen /cho¢ nie zawsze obli-
czone w ten sposOb wyrazenia beda prostsze od poczatkowych/.
Rozwigzania uktadu réwnan charakterystycznych mogg mie¢ roz-
ng posta¢ - zalezy to m.in. od kolejnosci, w jakiej ruguje
sie niewiadome, wykonywania dodatkowych przeksztakcen wyra-
zen itd. W kazdym razie, aby otrzyma¢ uktad réwnan charakte-
rystycznych, trzeba obliczy¢ wszystkie ilorazy charakterystycz-
ne danego wyrazenia; to wymaga dzielenia go przez ro6zne sto-
wa 1 badania rownosci otrzymywanych wyrazen. Sprawdzanie roéw-
nosci jest tu niezbedne - inaczej nie moglibysmy nawet usta-
osci roéznych ilorazow.

Jezeli nasze zdarzenie Jest zapisane w formie wyrazenia
regularnego i badanie roéwnosci ilorazéw /ktére tez mozna
przedstawi¢ w formie wyrazen regularnych/ sprawia nam trudnos$-
ci, mozemy przeprowadzi¢ te obliczenia przy stabszych zatoze-
niach: bada¢ nie réwnos¢, a podobienstwo wyrazen.
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Dwa wyrazenia regularne nazywamy podobnymi, Jezeli Jedno
mozna otrzyma¢ z drugiego, stosujgc tylko prawa #acznosci,
przemiennosci 1 idempotencji sumy.

Wyrazenia sa niepodobne, Jezeli nie sg podobne.

Twierdzenie 4.5 Jezeli bedziemy oblicza¢ ilorazy dowol-
nego wyrazenia regularnego przez stowa w ten sposéb, ze dzie-
lenie przez stowa o dhugosci wiekszej od i sprowadzamy do
superpozycji dzielen przez litery, a wszystkie dzielenia
przez litery wykonujemy zgodnie z 3.3 - 3.8 bez zadnych do-
datkowych przeksztatcen /poza obliczaniem Wartosci Tfunkcji
t i redukcjami wynikajacymi z wkasnosci O i e/, to otrzy-
mamy tylko skonczong ilos¢ wyrazen niepodobnych.

Dowdd:

Przeprowadzimy go analogicznie Jak dowéd twierdzenia 4.3,
przez indukcje ze wzgledu na ilos¢ operatoréw w wyrazeniu R.

Jezeli ta ilos¢ operatorow n = 0 .podobienstwo sprowa-
dza sie do roéwnosci. Zatozmy wobec tego, ze n>0 i ze nasze
twierdzenie Jest prawdziwe dla wyrazen regularnych o ilosci
operatorow mniejszej od dowolnie wybranej liczby n i roz-
wazmy wszystkie mozliwe przypadkKi.

R=PuQ . Wtedy R//b = Fz/sua/s dla kazdego s , a
poniewaz ilosci operatorbw w P i1 Q sa mniejsze od n ,
istnieje tylko skoriozona ilos¢ ilorazéow postaci. P/t nie-
podobnych do P/s i tak samo Jest dla Q , a wiec takze

dla R
R =POQ Hlub R = -P . Analogicznie.

R =PQ . Ogo6lna posta¢ ilorazu R~b Jest podana w dowo-
dzie twierdzenia 4.3. 1l1os¢ sktadnikéw tego wyrazenia rosnie
nieograniczenie z ddugoscia s . Prawo #acznosci pozwala usu-
ng¢ nawiasy na poziomie sumy. Prawo przemiennosci pozwala
identyfikowa¢ sumy, roéznigce sie tylko kolejnosciag sktadni-
kéw. Zauwazmy Jednak, ze wyprowadzone dla tego przypadku
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w dowodzie twierdzenia 4.3 oszacowanie dp£dp 2dQ nie za-
lezy od d¥ugosci s ; wzrost ilosci sktadnikéw sumy dla ddu-
gich s#6w s bedzie przerwany dzieki dziataniu prawa idem-
potencji, poniewaz pewne skdadniki zaczng sie powtarzac.
Podobne Oszacowanie mozna wykona¢ teraz - wystarczy tylko
zastgpi¢ dp, d», dp przez ilos¢ ilorazéw niepodobnych
dla P, Q 1 R . Stad wynika praktyczna wskazéwka: przy ta-
kich obliczeniach trzeba najpierw upraszcza¢ wyrazenia, ko-
rzystajac z tego, ze suma Jest #+aczna, przemienna i idempo-
tentna, a potem dopiero porownywac¢ je ze soba.

R = P* . Analogicznie, Jak dla ztozenia.

Koniec dowodu.

Zaleta tej metody, opartej na badaniu podobienstw, jest
jej Htatwos¢, wadag jest to, ze ilos¢ otrzymanych w ten spo-
so6b wyrazen moze by¢ o wielei. wieksza od ilosci ilorazow
charakterystycznych. Istnieje jednak sposéb, pozwalajacy
na redukowanie zbioru wszystkich ilorazéw niepodobnych do
zbioru ilorazéw charakterystycznych, tzn.na utozsamianie
ilorazéw, ktore sg réwne, ale niepodobne.

Przyktad:
Niech alfabet X a £a, b} 1 niech S = -a#n(aub)4b
Wtedy
S//& = -((a/Za) a*)n(E(aub) U ar(aub)* bu t((a bIfot/a.))=

= -a*n(aub)*b «S ,
S//b a -((a/b) a“)n|[aub)/b) (aub) buc (@ubJd) (h>"b)) =
i »on~aub)lbue) ,
Przechodzimy teraz do dzielenia S przez stowa dwuliterowe;
wobec S”a =S wystarczy ograniczy¢ siedo stéw, zaczyna-
jacych sie od litery b
S/ba = -0n ([aub)“* uo) =-0n(aub)*b ,
S~bb -On Jaub)*bue) » S//b
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Dalej
SP baa = -0o aub) b = S/ba ,
S/bab =-0n ((aub)® bue) = S~b

fF ten sposéb otrzymalismy trzy niepodobne ilorazy: S , S”~b,
S~"ba . Korzystajgo z 3.9 /lub 4.2/ mozemy utozy¢ trzy roéw-
nania

S = a (s//a)ub (s/"b)ut(s) «aSub (s //b) ,

S~"b = a (s//.ba)ub(s/bb)ufE(s//b) = a(s//ba)u b(s/b)«

S~ba » a (S/"baa)u b(s/"bab)y£.(s/ba)= A(s>"ba)ub (s//b)
Stad

S/b - S//baue ,

S//ba ~ a(s y/ba)ub(sy/ba) ub = (aub) ‘b

S//b « (aub)*bue ,

S = aS4bd aub)* bue) = a*b ((agb)*bue)

Zastanowmy sie teraz, jak mozna by, nie rozwigazujac tego
uktadu rowna¢, =zbadaé¢, ktorego z Jego rozwigzah sg rowne.
Dla skrécenia zapisu mozemy oznaczy¢ T =S//b , U =S//ba

i wtedy nasz uktad przybierze postac

S=aSubT ,
T=alubTue R
U = affubT

Jak wida¢, e(s) 7 ¥(t) A £(n) , awiec S/ T/ U . Zbadaj-
my, czy S » D

Przypusémy, ze S / U . Wtedy istnieje stowo s takie, ze
s es i s¢U lub s¢S 1 seu . Nie Jest to stowo puste,
bo t(s)at(u) = 0 . Zatem istnieje takiestowo t ,ze
s = atlub s «bt , Przypusémy, ze s6S is”U W takim
razie jezeli s = at , to t£S i1 tjU , a jezeli a = bt
to t6T i tAT

Badanie warunkéw dla s sprowadzido sie do badania warun-
kéw dla stowa krotszego. Zatozenie s = bt doprowadzito od
razu do sprzecznosci. Jezeli s = at i1 t Jest stowem pus-
tym, to tez otrzymamy sprzecznos¢, a jesli t jJest niepusty,

to mozemy dalej zmniejsza¢ dtugos¢ stoéw, az dojdziemy do
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warunkéw na sdowa puste. W rezultacie w kazdym przypadku
dojdziemy do sprzecznosci, a wiec S =U 1

S = aSub T ,

T =aSobTue
Stad

I = Sue”

S raSubSub = (aubj* i

Koniec przyktadu.

Przytoczone w przyktadzie rozwazania mozna uogolnidé na
dowolne uktady réwnan postaci

k
Ri * 1”1 alR«(i,Due(Hi) - 473
N
gdzie a~, ... , jest ciggiem wszystkich elementow skon-
czonego alfabetu X , 1¢i1 ¢n oraz « Jest dowolng funkcja,
okreslong dla 1i~i~n , 1 <I<k i takg, ze dla Jakichkol-

wiek 1, 1 spekniajacych te warunki, jest I<«(i,lI)in ..

Ogolna zasada badania réwnosci rozwigzan takiego ukdadu
réownan wyglada nastepujaco:

Nalezy narysowadé kwadratowg tablice n x n kratek, przy-
porzadkowujac kolejnym wierszom i kolumnom odpowiednio zda-
rzenia R™, ... , Rq . Poniewaz ta tablioa ma opisywac¢ rela-
cje symetryczng i1 zwrotng, wystarczy wigdé tylko trojkat:
wszystkie pola pod g#déwna przekatnag.

Nalezy wpisa¢ X na przecieciu kazdego wiersza, odpowia-

dajacego R~ i kolumny, odpowiadajgacej Rj , dla ktorych

Lt (Ri) » e(Rj) = w polach, w ktérych nie ma znaku X ,
trzeba wpisa¢ na przecieciu wiersza R 1 kolumny Rj
wszystkie pary Rok(ix)i R«(jl1) dla i"1<R , z tym,
ze nie warto powtarzac¢ par Jednakowych lub rézniagcych sie
tylko kolejnoscia elementéw, a takze nie warto wypisywaé par
Ri , R oraz R , R oraz takich, dla ktorych or(i,l) =

- A1 ).
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Jezeli po wykonaniu tych czynnosci pozostang jeszcze wol-
ne pola, wpisa¢ w nich znak V

W polach, w ktérych nie ma X ani V trzeba wpisywac
znak X wszedzie tam, gdzie Jest wpisana para Rj, R taka,
ze na przecieciu® wiersza R™ i kolumny Rj Jjest X . Czyn-
nos¢ te nalezy powtarzac¢ dopoty, az nie bedzie mozna juz wy- -
sa¢ zadnego nowego X

W rezultacie otrzymamy tablioe relacji rownosoi zdarzen,
bedacych rozwigzaniami uk#adu 4.3 , w ktérej X oznacza O,
zas brak X oznacza 1

Przyk+ad:

= aYwbSucYue ,
= aTubOuciue ,
= aU ubTuoY ,
aSVubSocYue R
= aSubTucY ,

= aYubYucY

< = cCc 4 n =™
1

utworzenie tablicy i wpisanie X

R

S

T X X

0 X

W X X X
Y X X X



Wpisywanie par

Dopisywanie

dalej:

X A{

R

< = c© 4 ¢ =

14 »w =D

W)

- »n =D
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TY

SD

X X
WY TW
X X
X X
R S
TY

SD

X X
WY TW
X X
X X
R S
TY X

SD

X X
TY X TW
X X
X X

X
SD
DY
T
X
SD X
DY X X
T D
X
SO X
DY X X
- D

Sy
TY

-\

SY X

w
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Teraz Juz zadnego X dopisa¢ nie mozna, a wiec S = U
i T »W

aYubSuoYue |,
s alobSuoYue |,
aS u bT uoY ,
aYubYuoY

< 4 n =
I}

i stad

-0 , .

b*aSsS ,

ab*aSubSue = (ab*aub)*
b*a (ab*aub)* ,

bSue =b ab*aub)*ue

Koniec przyk#adu.

T 4 n 4 <
v

Wszystkie dotychczas podane whasnosci zdarzen, w ktorych
by4o wykorzystywane dzielenie lewostronne, maja swoje odpo-
wiedniki w warunkaoh z dzieleniem prawostronnym. Mozna wiec
wykaza¢, ze iloraz prawostronny zdarzenia regularnego przez
dowolne stowo Jest zdarzeniem regularnym i ze zdarzenie R
w skohczonym alfabecie jest regularne wtedy i1 tylko wtedy,
gdy ilos¢ gR roéznych ilorazéw prawostronnych tego zdarze-
nia przez stowa jest skoniczone. Opierajac sie na. tym i na
twierdzeniu 4.3 mozna dowies¢, te Jezeli zdarzenie R Jest
regularne, to ilos¢ ilorazéw postaci (RWsjit , gdzie s,
t sa stowami,Jest skonczona /bo kazdy iloraz R”s Jest
regularny i jest ich skoniczona ilo$¢/ i1 odwrotnie, Jezeli
zdarzenie R w alfabecie skonczonym ma skonczonag ilos¢ ta-
kich i1lorazéw, to Jest regularne /bo w zbiorze tych ilorazoéw
sg wszystkie ilorazy charakterystyczne wszystkich ilorazéw .
prawostronnych R~s , ktére w ten spos6b mozna odtworzyé
a majac wszystkie ilorazy prawostronne mozna otrzyma¢ R

znajdujao go bezposrednio lub z ukdadu réwnan, analogicznego
do 4.2/.

Czasami badanie zdarzen i1 ich regularnosci wygodnie Jest
sprowadzi¢ do badania pewnych réwnowaznosci, zwigzanych z
tymi zdarzeniami.
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Wezmy na przykdtad dowolne zdarzenie R 1 rownowaznosc

8 R t wtedy 1 tylko wtedy, gdy RUs =R/t. 4.4

Mamy z nig do ozynienia zawsze", gdy obliczamy llorazy cha-
rakterystyczne. 11os¢ jej klas abstrakcji jest rowna dR
Warunek R/s * R/t mozna tez wyrazi¢ inaczej:
dla kazdego u uf£R/s Jest réwnowazne ueR/t ,
dla kazdego u sueR jest rownowazne tu eR
Stad 4.4 jest rdéwnowazny warunkowi

8 t wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
a au€R Jest réwnowazne tuf£R . 4.5

Stad takze wynika, ze jesSli s saR t , to dla kazdego stowa
u maidly su tu

Odwroémy teraz sytuacje: przypusémy, te s Jest takag
dowolng réwnowaznosciag, ze z sst wynika sustu dla do-
wolnego u . Niech K bedzie jedna z jej klas abstrakcji.
Jesli Biletu., to suCE jest réownowazne tu 6K , czyli
, to
1/» A K/Z/t\ Jak z tego wida¢, ilos¢ ilorazéw dR dowolnej

UGE /A Jest réwnowazne ufiK/t . Zatem JesSli sst

klasy abstrakcji K tej roéownowaznosci Jest nie wieksza od
11osoi wszystkioh klas. Jezeli ta ilos¢ Jest skonczona, to
wszystkie klasy sa regularne.

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, przypomnijmy pewne
pojecia, zwiagzane z réwnowatnosoiami.

Podziatem dowolnego zbioru niepustego 1 nazywamy taka
rodzine Jego podzbioréw, ze wszystkie jej elementy sa nie-
puste, parami rozdtaczne i1 ich suma Jest roéwna I

Jak wiadomo, kazdy podziat zbioru 1 okresla réwnowaz-
nos¢, dla ktérej elementy podziatu sag klasami abstrakcji.

Niech Ji bedzie dowolng rodzing podzbioréw 1 . Podzia-
+em, wyznaczonym przez te rodzine, w(Ji), bedziemy nazywac
taki podziat, ze dla kazdego Pt: (i) i dowolnych sel ,
tet seP 1 teP wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
Re. "seR Jest roéwnowazne t eR
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Podziat 3r(J2) jest skonczony wtedy i1 tylko wtedy, gdy
rodzina JlI jest skonczona. Rzeczywiscie, kazdy zbidr
R e J2 Jest sumg pewnych elementéow 3 (32) , a wiec ze skon-
czonosci 3 A wynika skonczonosé Ji ; odwrotnie, jezeli
31 ma n elementéw, to ilos¢ elementédw w () nie przekra-
cza 2n

Wréémy teraz do réwnowaznosci =R . Warunek 4.5 jest
réwnowazny warunkowi

s — R t wtedy i1 tylko wtedy, gdy dla kazdego u
stR”™u jest réwnowazne t6R”NuU . 4.6

Jak z tego widac¢, zbidr wszystkich klas abstrakcji s R
jest réwnoczesnie podziatem, wyznaczonym przez zbidor wszyst-
kich ilorazéw prawostronnych zdarzenia R przez stowa.

Stad natychmiast wynika zwigzek pomiedzy ilosciag dR ilora-
z6w charakterystycznych /lewostronnych/ zdarzenia regularne-
go R oraz ilosciga gR roéznych ilorazéow prawostronnych R
przez stowa

dH i 2@R

Zupednie analogicznie mozna otrzyma¢ nieréwnosc

gr 1 2dR

wprowadzajac roéwnowaznos¢, definiowang przy pomocy prawostron-
nych ilorazéw zdarzenia R . Stad dla kazdego zdarzenia re-

gularnego R jest

1*2 gR < 0,, i , 4.7
1g2 <R 4 *R *2R - 4.8
Dowolna réwnowaznos¢ ~ jest kongruencjg, o ile dla dowol-
nych stéw s, t, u, w z réwnowaznos$ci s~t i u~w

wynika su~tw . Nietrudno sprawdzi¢, ze warunek ten jest

réownowazny nastepujagcemu: jesli s , to dla dowolnych u,
w usw-~utw
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Roéwnowaznos¢ = R tego warunku nie spetnia, ale mozna

dla kazdego zdarzenia R okresli¢ kongruencje i

S~R ~ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
u , w usw 6 R jest rownowazne utw 6R. 4.9

Z 4.9 natychmiast wynika, ze Jesli s~R t , to usw ™ utw,
a wiec jest rzeczywiscie kongruencja. 4.9 Jest réwno-
wazny warunkowi

e t wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
u ,w sg (r\w)”u jJest réwnowazne
t£ ("R"\w)/u . 4.10

Stad wida¢, ze zbidr klas abstrakcji Jest podziatenm,
wyznaczonym przez zbidr wszystkich réznych ilorazéw postaci
(r "w™/™Mu , gdzie w, u sa stowami.

Z tych wszystkich rozwazan dochodzimy do nastepujacego
wyniku:

Twierdzenie 4.6 Niech R bedzie zdarzeniem w skonczo-
nym alfabecie. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. R jest regularny

2. Zbior klas abstrakcji jest skonczony
3. Zbior klas abstrakcji jest skonczony
4. Istnieje rownowaznos¢ s o skonczonej ilosci klas

abstrakcji, taka, ze z sst wynika suetu dla do,
wolnego u 1 R Jest sumg pewnych jej klas abstrak-
cji.

5. Istnieje kongruencjg - o skoriczonej ilosci Kkl,as
abstrakcji 1 R Jest sumg niektdorych /lub wszystkich/
takich klas.






M 11 7

5. AUTOMATY

Automatem /maszynag sekwencyjng/ bedziemy nazywac¢ uporzad-
kowang piatke

(g . X ,Y ,8 ,\] , 5.1

gdzie Q, X, Y, sa zbiorami niepustymi, za$ & i1 X sa
odwzorowaniami

S :Q0x X - 0Q ,

X :Q0x X — Y . - 5*2

Automat czesciowo okreslony, lub krécej, czesciowy /czes-

ciowo okreslona maszyna sekwencyjna/ Jest to uporzadkowana
piatka 5.1, w ktérej funkcje <1 X sa okreslone na pewnych
podzbiorach zbioru Q x X

Poniewaz Q x X jest swoim wdasnym podzbiorem, kazdy au-
tomat Jest automatem czesciowym, ale istniejg automaty czes$-
ciowe, ktére nie sg automatami. W obu przypadkach elementy
zbioréw Q, X, Y nazywa sie odpowiednio stanami /wewnetrz-

nymi/, stanami wejs$¢ i1 stanami wyjsé, zas & i X odpowied-
nio funkcjg przejs¢ i1 funkcjg wyjs¢ tego automatu /lub auto-
matu czesciowego/. Zbidor X bedziemy nazywa¢ alfabetem wejs-

ciowym, Y alfabetem wyjsciowym zas Q alfabetem standw.

Automat /lub automat czesciowy/ nazywamy skonczonym, jeze-
li wszystkie trzy zbiory, Q, X 1 Y sa skonczone.

Automat ze stanom poczatkowym Jest to szdstka uporzadkowa-
na
{Q .X ,Y ,d ,X ,q} 5.3

gdzie Q ,X ,Y ,$ , X sg takie same, jak w definicji au-
tomatu, zas geQ Jest wyroznionym stanem, ktory enazywamy

poczatkowym.

Analogicznie definiuje sie automat czesciowy ze stanem
poczagtkowym.
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Automat skonczony /ze stanem poczatkowym lub bez/, w
ktérym ilos¢ standéw i stanéw wejs¢ sa stosunkowo niewielkie,

mozna opisac¢ przy pomocy tabelek funkcji <F A , ktore

i
bedziemy nazywa¢ odpowiednio tablicami przejs¢ i1 wyjsc.
Przyktad:

Niech

Q={i ,2 ,3 ,4%}
i niech 5 ,A maja nastepujace tabelki

6T a b X a b
i 2 3 1 u u
2 2 3 2 wu v
3 4 i 3 u w
4 4 i 4 u Tt

Z tych tablic wida¢ np. , ze
=<"(2,a) =2
5(3,b) =5(4,b) = i ,
X(i,a) =A(i,b) =u ,

A(3,b) =w
Tablice przejs¢ i1 wyjs¢é mozna potaczy¢ w jedng tablice auto-
matu:
5,A
i 2,u 3,u
2 ,u ,
3 »
4 4,u i,t

Stan automatu i stan wyjscia wewngtrz tablicy oddzielamy do-
wolnym znakiem przestankowym, np. przecinkiem lub dwukrop-
kiem.

Inng formg opisu automatu skonczonego Jest wykres
Mealy®ego. Tworzy sie go w nastepujacy sposob: wypisujemy
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w kotkach wszystkie elementy zbioru Q . Kazdg pare koétek z
wpisanymi w $rodku stanami q , p , takimi, ze dla pewnej
litery xeX Jest p =6 (q,x) , taczymy strzatka, wycho-
dzgcq z koétka q do kotka p /w szczegélnosci, gdy q = p,
rysujemy strzaltke wraoajacg do tego samego kétkas. Samg
strzatke oznaczamy para x ,Yy = X(g,X) , przedzielong skos-
na kreska.

Dla naszego przyktadu wykres Mealy®ego wyglada tak:

aAr

a./u

Automaty skoiiozone mozna roéwniez opisywa¢ przy pomocy tzw.
grafow przeptywu. Wypisujemy w koétkach wszystkie elementy
zbiorow Q i1 Y . Kotka te bedg wierzchotkami naszego gra-
fu. Kazdg pare kotek z wpisanymi stanami q i1 p takimi,
ze dla pewnego xeX Jest p = ¢&(q,x) , taczymy strzatka,
wychodzaca z kétka q do kétka p 1 oznaczong tg literg
X . Podobnie #aczymy strzatka oznaczong literg -xeX kazda
pare kétek z wpisanym stanem qq 1 stanem wyjscia yeY |,
takich, ze y = A(g,x) . Strzatka w tym przypadku prowadzi
z kotka g do kétka y

Na przyktad graf przeptywu automatu, opisanego wyzej,
wyglada nastepujaco:
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Wierzchotki grafu przeptywu, do ktorych nic wchodzi zad-
na strzatka i z ktorych wychodzi przynajmniej Jedna strzatka
nazywamy zroddami. Wierzchodki, do ktorych wchodzi przynajm-
niej jedna strzatka, ale nie wychodzi zadna, nazywamy wypdy-
wami. tatwo zauwazy¢, ze w grafie przeptywu dowolnego automat-
tu skonczonego wszystkie wierzchodtki odpowiadajace elementom
alfabetu wyjsciowego Y sa wyptywami, natomiast wierzcho#ki
odpowiadajace elementom Q moga by¢ zrodtami, ale nigdy nie
sa wyptywami, poniewaz dla kazdego qeQ i dla kazdego xeX
istniejg takie peQ i1 yeY , ze p =£(gq,x) iy =X(q,x).-

Automat interpretuje sie zwykle jako urzadzenie /mniej
lub bardziej abstrakcyjne/ z jakim$ wejsciem 1 wyjsciem, dla
ktérego zostato okreslone pojecie stanu wejscia 1 wyjscia
oraz stanu wewnetrznego, a takze zbiory tych stanow, X, Y i
Q . Konstrukcja wewnetrzna tego urzadzenia nie jest dla nas
interesujaca i nie musimy Jej zna¢. Interesuje nas tylko jego
zachowanie, ktére jest opisane przy pomocy dwoch funkcji <
i T : jesli stan automatu Jest réwny q 1 stan Jego wejscia
jest rowny x , to stan wyjscia jest rowny A.(q;x» 1 stan
wewnetrzny automatu staje sie rowny <?(q,x)

Jak z tego wynika, stan wyjscia automatu zalezy nie tylko
od stanu wejscia, aletakze od stanu wewnetrznego; Ten z kolei
zalezy od poprzedniego stagu wejscia i poprzedniego stanu
wewnetrznego itd. Inaczej méwiac, stan wyjscia zalezy nie tyl-
ko od aktualnego stanu wejscia, ale takze od wszystkich pop-
rzedzajacych standéw wejs¢, liczac od pewnego momentu wybranego
Jako poczatek badania oraz od stanu automatu w tym momencie.
Jezeli mamy do czynienia z automatem ze stanem poczatkowym, to
zwykle zaktada sie, ze na poczatku badan automat Jest zawsze
w tym stanie - wtedy stan wyjscia w kazdym momencie zalezy
tylko od sekwencji stanow wejs¢, aktualnego i wszystkich pop-
rzedzajacych. Na razie jednak, poniewaz nasze rozwazania maja
charakter ogolny, istnienia takiego stanu poczatkowego nie
bedziemy zaktada¢. W kazdym razie automat mozna rozpatrywac
Jako urzadzenie, przeksztatcajace stowa w alfabecie X
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/bedziemy Je nazywa¢ stowami wejsciowymi/ na stowa w alfabe-
cie. Y /stowa wyjsciowe/, majgce taka sama dtugos¢, przy
czym przeksztatcenie to zalezy od stanu automatu w momencie
podawania na Jego wejscie pierwszej litery stowa wejsSciowego.
Przyktad:
Wezmy automat o alfabecie wejsciowym X = ~a , bj , alfa-

beoie wyjsciowym Y = £u , v}. i alfabecie stanéw Q = {i,2,3",
majacy tablice

S, X a b
i 2,u 2.,V
2 3,V 1".U
3 3,V 2,u

Zbadajmy Jego zachowanie, Jesli na jego wejsciu pojawi sie
sekwencja abaa , a. na poczatku doswiadczenia on jest w sta-
nie i , W tym celu wypiszemy w trzech kolejnych wierszach
stany wejscia, stany wewnetrzne i stany wyjscia wedtug ogol-
nego schematu

X1 n x3 Xm
4 H>6-(q,X1) g2 o£(gql(X2)... ~ q
yi s™M@fx1) y2 n~Cqi*x2) y3 a*(@2,x3) “ =« ym =" ("m-i"™m)

gdzie g Jest stanem automatu na poczatku, zas eoe
zadang sekwencja stanéw wejscia. W naszym przypadku bedzie-
my mieli

a b a a

i 2 i 2

u u u \Y
Jak wida¢, okreslona sekwencja stanéw wejscia /np. abaa/
powoduje przy danym stanie /np. i/ okreslong zmiane standw
automatu /121237 oraz pojawienie sie okreslonej sekwencji
stanéw wyjscia Zuuuv/ przy czym i sekwencja stanéw i sekwen-
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cja wyjsciowa zalezg zaréwno od stanu na poczatku, jak i1 od
sekwencji wejsciowej. Skutki zmiany jednej z tych danych
pokazujag nastepujace przyktady:

w
w

a a a a
2 3 3 3
u \

Z ostatniego przebiegu widaé, ze zmiana cigagu wejsciowego
tylko na jednym miejscu moze zmieni¢ cate dalsze zachowanie
alitomatu. Inaczej méwiagc, zalezy ono na ogot od catej poprze-

dzaJ:]a,ceJ:] "historiil automatu. Ronfec przyR¥adu

Dowolne stowo wejsciowe jest elementem poéigrupy z jednos-
cig X* , generowanej przez zbidér X . Podobnie kazde stowo
wyjsciowe jest elementem wolnej poédgrupy z jednosciag Y* ,
generowanej przez zbiéor Y . W tej sytuacji mozemy dla dowol-
nego automatu |JQ , X ,Y , <, k} rozszerzy¢ jego TfTunkcje

przejs¢ i wyjsé do

- Qx X* - Q ,
X.2Qx X* Y *

tak, zeby dla dowolnych qgeQ , seX* , teX* Dbyto

5(g , st) = <?(S(q,s) , v , 5.4

x(q , st) - X(q,s) X@©-(@s.) >*) - 5»5
Jezelil na wejscie automatu w stanie qeQ podamy najpierw
sekwencje seX* , a potemteX* , to po podanius znajdzie
sie on wstanie p =0"(gq,s) a na wyjsciu bedziestowo
X (q,s) . Podanie teraz sekwencji t na wejscie powoduje
przejscie automatu do stanu ¢ji(p,” = d(5"(,s) 19)
wyjsciu bedzie stowo A(p,t) = X5"(qg,s) , ©

, a na
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W ciagu catego doswiadczenia na wyjsciu bedzie ztozenie

A(g,s) 1 A(p,t) , czyli A(g9,s) A.(«5"(@,s), t) - stad 5.4

i 5.5. Dla stowa pustego e /jednosci poétgrupy X*/ przyjmu-
jemy dla dowolnego QE£Q

£(q9,e)
ACg,e)

q., 5.6

e. 5.7

Otrzymalismy w ten spos6b nowy automat {q,X*,Y"*, 6 ,a}
bedgcy w pewnym sensie rozszerzeniem automatu {Q,X,Y,5 tX}
Jest op zawsze nieskonczony.

Jezeli nas nie interesuja cate sekwencje wyjsciowe, a tyl-
ko ostatnie stany wyjscia, otrzymywane na kofhicu doswiadczenia,
mozemy zamiast Ffunkcji ~<1,8) wziag¢ funkcje ju.(9,s) .,
ktorej wartoscia jest zawsze ostatnia litera stowa AQQ-,S),

oile s/ e oraz 7~/(q,e) ="e dla dowolnego q . Wtedy otrzy-
mamy pare odwzorowan

S1TQx X*- Q,

Ji- - Q x X*—»Yu e ,
gdzie d jest taka sama, Jak w 5.4 i 5.6, za$ dla dowolnych
gqeQ ,seX* , t elX* jest -

><(q,st)= /¥(rf(q,s) , ©) . 5.8
Jezeli geQ i1 xeX /tzn. x Jest stowem Jednoliterowym/
to

M- (a,x) = ACQg,x) , 5.9
Pigtka uporzadkowana {Q, X*, Y ue, 5 ,/ij jest takze
automatem. Jest on zawsze nieskonczony.

Kazde z tych dwu rozszerzen automatu A = {Q,X,Y, 6"',Ad

mozna uwaza¢ za inng forme jego opisu. Dla kazdego z nich,
mozna z #4atwoscig odtworzy¢é A

Majgac dany taki automat A mozemy okresli¢ zbiory skéw
w alfabecie X

Tpg “ {seX*1 S (P*8) =4} » 5*10
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Rpy = {s e X8:/te (p,s) =v] 5. ii

Nie trudno zauwazy¢, ze zadanie zbioréw Q, X, Y oraz
rodzin {Tpg]l peQ>qeQ i1 {Rpy} PeQ,yeY catkowicie
wyznacza funkcje 6 1 A , a zatem takze automat A

Na ogo+ nie musimy zreszta w tym celu podawa¢ wszystkich
zbioréw Tpg* Rpy* SdYz niektére z nich da sie wyznaczy¢ przy
pomocy innych. Przypusémy, ze se Tp~ , czyli 6"(p,s) =q
Jezeli s = e , to zgodnie z 5.6 musiby¢é p = g ; stad
6e Tpg wtedY * tylRo wtedy, gdy p > q . Jezeli s/ e,
to jest stowem zawierajacym przynajmniej jedna litere - oznacz
my pierwsza z nich /od lewej/ przez x , za$ pozostata czesé
stowa przez t ; s = xt. Wtedy <5(p,s)=6(p,xt) =S(S(p,x),t )=q
Stad teTS(p x)gq " a zatenl kaz<te stowo z Tpq zaczynajagoe
sie od litery x nalezy do xTS/p x)q = Odwrotnie, dla kazdeg
teTE."p jest <5(<5(,x) ,©) = q . Stad dla dowolnych
PEQ , geQ jest

Tpg m E (»Pil * *f(p,xj,1 = 5-12

Zupeinie analogicznie mozna wyprowadzi¢ zaleznosc

\Y © xVx *Ei(p,*)yu ( « V) « 5713
gdzie yeY
Réznica w wyprowadzeniu polega tylko na tym, Zze wobec
/t(q,e) = e voraz 5. ii £(Rpy) = 0 dla wszystkich peQ 1
yeY 1 wobec tego sktadnik ten mozna opusci¢. Za to dochodzi
sktadnik XnRpy. zawierajacy wszystkie stowa Jednoliterowe
xeX takie, ze /i(p,xX) =Yy

Poniewaz xeXnRpy wtedy i tylko wtedy, gdy X€X i
£ (Rpy I x) “ e , wzor 5.13 mozna takze zapisa¢ w formie

cc

Rpy XV X <S5, x)y U x~*X x 6 (Rpy » x> 5*14

Z 5.12 i 5.14 wynika, ze dla dowolnej litery aé&X i dla do-
wolnych p+Q , geQ ,y&Y
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Tpg /7 " " >(.a T 5*15

HE¥»y/ a = R 5(p,a)y Ut (RPy "a)- 5716

Z wzorow 5.4 - 5.15 wynikaja nastepujace whasnosci T
Rpy
dla kazdego pe Q zbidér wszystkich niepustych
T , q&Q jest podziatem X*, 5.17
dla kazdego peQ zbidor wszystkich niepustych
Rpy, yeY Jjest podziatem XX*,

T = T T » 5.19
pq reQ pr rq

|
al
N
o

Roy = réq priory =
gdzie peQ , qeQ,yeY
Jezeli automat Jest skoniczony, to mozemy ponumerowac ele-
menty Q i Y i wtedy rodziny zbioréw T i Rpy. mozna
przedstawi¢ jako macierze, ktérych elementami sg zdarzenia
w alfabecie X ; oznaczymy Je odpowiednio T i R . Macierze
tego typu bedziemy nazywaé macierzami zdarzen.

Okreslmy dziatania na macierzach zdarzen; jezeli A ,B ,
C sa dowolnymi macierzami odpowiednioo elementach ,
®ij " CJk * Sdzie , 14Jin2 , i“k”™ng oraz
n™ , ng, n3 sa dowolnymi liczbami naturalnymi /réznymi od 0/

(A uB) , 5.21
(AnB)tj =AijolBljy , 5.22

="M » 5.23
(A<c)ik= M Aij Cjk » 5,24
tA)ij 3 E£ECAIJ) - - 5.25

Jezeli S jest dowolnym zdarzeniem w tym samym alfabecie,to
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(S A)id =sAr | 5.26
(A S)» =A1) S 5.27
(A/S)y~ =AljlISsS , _ 5.28
(AN S)i;j » A NS . 5.29

Zbidér macierzy o tych samych wymiaraoh z operacjami u .,

n , - Jest algebra Boole"a. Ztozenie macierzy, o ile jest
wykonalne, jest #aczne i rozdzielne wzgledem dodawania.

Jezeli I* jest macierza kwadratowg, © jest macierza
jednostkowg o tyoh samych wymiarach /majgca stowa puste e
na g#éwnej przekatnej i O poza nig/ a © jJest macierzg
o tych samych wymiarach, ktorej wszystkie elementy sa zbio-
rami pustymi O , to

P e =0%®=98 , >5.30

F © 0P =0 . 5.31

Dla macierzy kwadratowych mozna okresli¢ operacje

~ = 11 P, 5.32
150
gdzie IP° Jest macierza Jednostkowag oraz IPi+i = 1P IP*
Wezmy automat skonczony {q, X, Y, i ponumerujemy

Jego stany" i stany wyjscia

Q = {qt, qz’ === ? In}
X = {yx, Y2* lymn
Wtedy 1Ilbedzie macierza n x n , za$ IR macierza n xm

elementéw i zaleznosci 5.19, 5.20 mozemy krécej zapisac

T T 1T 5.33

IR= T m 5.34
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Warto przy tym zauwazyé, ze

6 (®) = M . 5.35

Nazwijmy macierza przejs¢ A /nie myli¢ z tablica przejs¢/
macierz o wymiarach n x n takg, ze

(xeX: 5 (gi"x) = qj} z 5-36

Aij
czyli
Aji =X n Tij . - 5.37

Analogicznie mozemy okresli¢ macierz wyjs¢ IB o wymiarach
nxm

IB™. = £X€Xi X = |

5,38
czyli
B1li = X n TRAL . 5.39

Wtedy, opierajac sie na 5.i2, 5.35 i 5.13 mozemy napisac

T =<8u A OT , 5. 40
IR=A IRu IB , 5.41

Macierze A i IB wyznacza sie bezposrednio z tablicy
automatu i1 mozna je rowniez uwaza¢ za pewien sposob Jego przed-

stawienia.

Macierz A daje nam wszystkie przejscia w automacie /od
stanu dostanu/ po podaniu na wejsciestowjednoliterowych.
A2 =A Adaje nam wszystkie przejscia odstanu do stanu
pod wptywem s#éw dwuliterowych, zas <A u A2 przejscia
pod wptywem s#ébw o co najwyzej dwu literach /by¢ moze pus-
tych/. Poniewaz T opisuje nam wszystkie przejscia od sta-
nu do stanu pod wpiywem s4o6w wejsSciowych o dowolnej dHugos-

ci,
P =A* . 5.42

Jezeli narysujemy graf przeptywu rozwazanego automatu,
to zobaczymy, ze macierz B podaje wszystkie przejscia od
standéw wewnetrznych do stanéw wyjscia, spowodowane przez
stowa jednoliterowe. Macierz AH3 daje nam wszystkie
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-a przejscia pod wptywem s#éw dwuliterowych. O0gélnie,
fi IB daje wszystkie przejscia na grafie przeptywu od
stanéw wewnetrznych automatu do stanéw jego wyjscia, spowo-
dowane przez i-literowe stowa wejSciowe. Poniewaz IR opi-
suje wszystkie takie przejscia, spowodowane przez stowa o
dowolnej d#ugosci dodatniej,

IR = 5.43
Przyktad;

Wezmy nastepujacy automat

Q ={i, 2, 3}

X ={a, b} ,

Y « {u, v}

Tablica przejsc;
a b

i 2 3

2 3 3

3 2 2

tablica wy

a
i u v
2 \) \%
"3 u u

Przyjmujemy, ze kazdy element (Q jest jednoczesnie swoim
numerem oraz Vyi = u, yg = Vv
Graf przeptywu tego automatu:
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W uk#adzie rownan 5.12 wspotczynniki przy niewiadomych
nie zaleza od g. Wobec tego mozemy zebra¢ razem wszystkie
réwnania o tych samych wspédczynnikach, zostawiajac q Jako
zmienng. Wskazniki przy niewiadomych po prawej stronie prze-
pisujemy z tablicy przejsc¢

TIq a ’qu_)u aT2qg u bT3q

T2q = e(.T2q.)u aT3q u bl'3g ,

T3q a Ju aT2g o bT2q
Stad
T3q L@T3q)" XT2q -

T2q = t€T2g.) w XT3q = £(T2q)uX

X2 T2q)oXx2" Xt (T3q) =
Jo XX2 *E(T2q)u XX2 * :

t (T13q;
“Xx2*T(T2q)U (e u X2x2°)e (T3q) -

T3q

-;Mi*fe(T2q)ux2* fe(T3q) *
TIg “ C (Tiqgq)" ax2*L (T2gq)oaX2*X 6 (T3qJ
ubXX2*e(t2q) u WC2* £ (t3J

Korzystajac z 5.35 obliczamy wartosci funkcji t i w rezulta-
cie

ax2* u bXX2=* al2 X u b f
T =120 X2 * X2 * X

XX2* X2*

W réwnaniach 5.13 wyrazy wolne zalezg istotnie od vy ,
chociaz wsp6jczynniki przy niewiadomych sa przy ustalonym
q dla wszystkich wartosci y takie same. Aby nie rozwig-
zywa¢ wielokrotnie réwnahn o tych samych wspétczynnikach przy
niewiadomych, utwérzmy dla skrécenia zapisu nowe roéwnania,

w ktorych jako niewiadome wystagpig wiersze macierzy R



80 ALGEBRAICZNA TEORIA AUTOMATOW ALGORYTMY

5P * *Vx "
gdzie

Rp= CRpi® Rp2» **e " Rpm ) <
Bp = (Bpi> Bp2’ <*** Bpm ) *

Dla naszego automatu jest

11 eaR2 ~ bR3 u (a,b) ,
R2 =aR3 u bRg u (o.aub),
R3 =aRg u b2 u (aub,0).
Wskazniki przy niewiadomych po prawej stronie przepisujemy
bezposrednio z tablicy przejs¢, macierze wierszowe wyrazoéw
wolnych wyznaczamy z tablicy wyjs$¢ automatu.

\ w (X»°) *
R =Au (,x) =A u x(X,00(0,x) =
(xX2,x) = x2*(x2,x) ,

13 & xx2* (J? ,X)o(xt0) * (X2X2XuX, X2*X2 )»
X2**(X,x2) ,

ax2*(x2 ,x)u bX2*(x,X2)o (a,b) =

a (X2*X2 0 e, X2*X) u b(x2*X,X2*X2ue) =
a X2*(e,x)ubx2* (x,e) ,

20
I+
1

M

Stad
/ aX2 * u bX2 *X ax2*X o bXx2=*
m = ( x2*x2 X2*X
\ X2 *X X2 * X2

Korzystajac z tego, ze mnozenie dowolnej potegi X przez
X2 jest przemienne, oraz z wzoru 5.27, mozemy napisac
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R =1 x2 X | X2

Macierz przejs¢ automatu:

Macierz wyjsc¢:

ulB =1 0 aub .
aub 0

Majac obliczone T mozna byto réwniez obliczy¢ IB jako
iloczyn macierzy

e aX2* u bXX2* aX2<XubX2,\ /a b

2 =TT1 =] 0 X2* b X2 *X 0 X

XX2* X2* / \x o

o

auaXx2*X2 ubX2* X buaX2* X ubxX2*x\

X2 # %2 X2 *X
X2* X XX2*X

aX~*obXX“* bX * u axX-
X2X2 * XX2 *
XX X2X2

Z kolei T mozna byd4o réwniez obliczy¢é jako sume wszyst-

kich poteg A
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A 2
A 3
A Y = a2x2
£ % =R ¥ =Tx
A 6 =A2X4

i ogolnie

A 21+1=AX2i
A 20142 _ 55 x 21 dla i o, i, 2, ..

Wobec tego
fo0]
T=« U WU (A X2i u A 2Xx21) = « uCA u A 2) X2*=
i=0

J'O a u bx aXub

® u 0 X2 X X2

\ o X X2

Identycznos¢ pewnych kolumn macierzy, wystepujacych przy obli-

czaniu TT 1 IR wynika ze sposobu okreslenia funkcji przejsc
i wyjsé rozwazanego automatu i w tym sensie jest catkowicie
przypadkowa.

Koniec przyktadu.
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Wszystkie sposoby opisywania automatu skonczonego
~Q, X, Y, 6,AN- , ktére rozwazalismy dotychczas: tablica
przejs¢ i wyjs¢, tablica automatu, wykres Mealy®ego, graf
przeptywu, automat {Q, X*, Y*ts A" , automat |q, X*,
Yuc, A} , para macierzy T ,E , para macierzy Jk ,
B © podawaty lub pozwalaty zawsze odtworzy¢ wszystkie jego
elementy /co najwyzej mog4o przy tym dojs¢ do zmian oznaczen
elementéw zbioru Q lub Y /.

Czasami rozwaza sie tylko zewnetrzne zachowanie automatu,
to znaczy wyobrazamy sobie automat jako pewne urzadzenie,
w ktorym uwzgledniamy tylko to, co da sie stwierdzi¢ przez
obserwowanie ciggéw sygnatéw wejsSciowych i1 wyjsciowych, bez
zagladania do sSrodka urzadzenia, bez badania stanow wewnetrz-
nych 1 przejs¢ miedzy nimi. Robi sie to wtedy, gdy takie
"zajrzenie do Srodka™ automatu jest niemozliwe, badz jego wy-
niki nie bytyby dla nas interesujgce. Takie sytuacje wystepu-
ja czesto nie tylko w badaniach teoretycznych, ale takze w
zastosowaniach. Typowym tego przyktadem jest projektowanie
urzadzen, ktore mozna traktowa¢ jako automaty /np. elektronicz-
nych urzadzen liczacych/. Zatozenia konstrukcyjne precyzuja
zazwyczaj tylko zewnetrzne zaohowanie projektowanego urzadze-
nia, a opracowanie jego budowy i szczeg6toéw dziatania nalezy
do projektanta.

Zachowanie automatu mozna opisywaé¢ przez podanie funkcji
przyporzadkowujacych stowom wejsciowym stowa wyjsSciowe
/np. Tunkcje A lub podobne/, albo przez podanie okreslonego
przez automat przyporzadkowania stowom wejsciowym korncowych
liter ich obrazéw, albo przez podanie zbiordéw niepustych
stéw wejsciowych, ktérych koricowe litery obrazéw sg jednakowe.
Inaczej méwigc, mozna traktowa¢ automat jako urzgdzenie przek-
sztatcajgce stowa wejsciowe lub jako urzadzenie, ktoére je
klasyfikuje. Przejscie od jednego z wymienionych sposobéw opi-
su zachowania do innego jest tatwe - wybiera sie taki,’ktéory

jest wygodniejszy w danej sytuacji.
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W przeciwienstwie do wymienionych poprzednio form opisu
automatu, ktore zawieraja pedng informacje o nim i pozwalajg
go Jednoznacznie wyznaczy¢, sam opis zachowania automatu bez
dodatkowych informacji nie okresla go Jednoznacznie. Moze
istnie¢ wiele roéznych automatéw, ktdrych zewnetrzne zachowa-
nie jest jednakowe. Blizsze zbadanie tego zagadnienia wymaga
wprowadzenia poje¢ homomorfizmu, izomorfizmu i nieodré-znial-
nosci automatéw, oo bedzie tematem nastepnego rozdziatu.

Wracajac jeszcze do pednyoh opiséw automatédw, sformutujemy

wyraznie whasnosci qu i qu dla automatéw skonczonych.
otoz, jesli Q, X, Y sa skonczone, to uktady réwnan 5.12 i
5.13 sg roéwniez skonczone i spedniaja warunki twierdzenia 4.2.

Stad:

Twierdzenie 5.1. Jezeli automat Jest skonczony, to wszyst-
kie Jego zbiory Tp@ 1 Rpy sa regularne.
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Wezmy dwa automaty /nie koniecznie roézne/

(Qif X, Y, Sit .

{Q2»x» y» N2* A 21

majgce wspolny alfabet wejsSciowy i wyjsciowy. Mozemy utworzyd
rozszerzenie kazdego z nich

Kilt X*. Y* 6%, \x) |,

X*~ Y** B2< *21 =

Stany e Qi i g2e Q2 bedziemy nazywac nieodréznialnymi
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego stowa seX™*

Xi (qi"8™)" X2 (gq2’s). *

Jezeli bedziemy uwaza¢, ze te automaty sa pewnymi urzadze-
niami 1 bedziemy przeprowadza¢ z nimi doswiadczenia, polega-
jace na podawaniu dowolnych stéw wejsSciowych i odczytywaniu
stow wyjsciowych /bez mozliwosci odczytywania wartosci standw
automatu/ tak, Zze na poczatku kazdego z doswiadczen automaty
te beda odpowiednio w stanie g~ i1 (g2 i stany te beda nieod-
réznialne w sensie podanej definicji, to sekwencje wyjsciowe
obu automatéw beda w kazdym doswiadczeniu Jednakowe. Nie ma-
jac zadnych innych informacji poza tymi sekwencjami nie bedzie-
my mogli odrozni¢ jednego automatu od drugiego.

Relacja nieodréznialnosci standéw jest rownowaznoscia;
jest zwrotna /kazdy stan jest nieodréznialny od samego siebie/,
przechodnia /jesli g~ jest nieodréznialny od g2 i1 @2
jest nieodréznialny od g2, to g~ jest nieodréznialny od
g2/ i1 symetryczna /jesli g~ jest nieodréznialny od g2, to
g2 jest nieodréznialny od ql /.

Twierdzenie 6.1. Dla kazdego automatu (g, X, Y, &,
i dla dowolnych p eQ, geQ nastepujace warunki sg réwnowazne
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1. pi g sa nieodréznialne ,
dla kazdego seX*x(p,s) =A(q,s) ,
dla kazdego seX*a (p» )=,«(q,S) ,
4. dla kazdego yeYRpy = R™,
5. dla kazdego xeXx(p,x) = X(@,x) i <5PE.X), ¢@,x)

sa nieodro6znialne.

Dowdd:

i 1 2 sg réwnowazne z definicji. Roéwnowaznos¢ 2 1 3 wynika
z wzoru, Kktory jest bezposrednig konsekwencjag definicji Ffunk-
cji M oraz 5.5 1 5.8///(p,s) oznacza, tak jak poprzednio,
ostatniag litere stowa x( p,s ), lub e , jesSli s = e/:

X (p,Xi*2 eee xra) =N (P . xD/ (6" Xi1)>x2)
- X (PIiXrg .- xm_jD»xm) » a dla dowolnych stanéw
p, Qq jest zawsze

A(p,e) = X (q,e) =/i(p,e) =//(q,e) = e

Z tej ostatniej tozsamosci korzystamy stale w dalszych kro-
kach dowodu. Réwnowaznos¢ 3 i 4 opiera sie na 5.11. Dalej,
dowolne stowo niepuste scXX* mozna przedstawic¢ Jako

s = xt, gdzie xeX, te.X* i wtedy

A(p,s) a X(p,xt)
X(a,sj = X(g,xt)

Stad rownowaznosé 5.1 2.

X(p,X)x($(p.x), ) ,
A(g,x)x(s(g,x), t)

Koniec dowodu.

. Dwa automaty o wspoélnym alfabecie wejsSciowym i wyjsSciowym
nazywamy nieodroznialnymi, o ile dla kazdego stanu pierwsze-
go automatu istnieje nieodréznialny od niego stan drugiego
automatu i1 odwrotnie.

W automatach ze stanem poczatkowym musi by¢ oprdécz tego
spedniony warunek nieodréznialnosci standéw poczatkowych.
Nieodré6znialnos¢ stanow automatéow ze stanem poczagtkowym rozu-
mie sie tak samo, jak w przypadku automatéw bez stanu poczat-
kowego.
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Homomorfizmem automatu

{QIt X ,y., sl ,
w /na/ automat

{a2,x ,y , a2 , xa>

nazywamy takie odwzorowanie h zbioru w /na/ Q2 , ze
dla dowolnych Xx£X , qe

h C6! (qx))= S2(h(q),x) , 6.1

Xi(g*%)* X2(h(gq)»x) * 6*2

Dla automatéw ze stanem poczgtkowym pojecie homomorfizmu
okresla sie podobnie, ale dodatkowo wymaga sie, by obraz
stanu poczatkowego byt stanem poczatkowym.

Jezeli A , Ag sa dowolnymi automatami /lub automatami
ze stanem poczatkowym/, to méwimy, ze Ag Jest obrazem homo-
morficznyra AN , wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm
AN na Ag

Homomorfizm automatu X, Y, 8n, w /na/ auto-
mat {92, X, Y, $2, X2] Jest Jednoczesnie homomorfizmem

automatu rozszerzonego {Q~, X*, Ni> "efl w /na/ auto-
mat {Qp, X, Y*, S9, i homomorfizmem automatu

Odwrotnie, kazde odwzorowanie, ktére Jest homomorfizmem dla
rozszerzen automatéow /Jednego lub drugiego rodzaju, z funkcja-
mi X lub jj./ Jest jednoczesnie homomorfizmem dla automatow,

z ktérych te rozszerzenia otrzymano. Mozna to uzasadni¢, sto-
sujac indukcje wzgledem dtugosci stowa. Jezeli dla stoéw jedno-
literowych mamy 6.1 i 6.2, dla stéw pustych jest zawsze /na mo-
cy 5.6 1 5.7/

h(<?1 (9.e)) =h(gq")» S2(h o, e ,
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zas dla dowolnych "t€X*,.xeX Jest /na mo°y 5-4« 5-5» 5-8»
5.9, 6.1, 6.2 i przestanki indukcyjnej/

h(.<Si (g, ©)")= h (5t (61 (q,t),x))= B(h (6= (q,1)), X)=

=AR2hWrt)x) “ ..., (Otx) *
Ax (q,t) X+t (6% (g,t), x) =
X2 (h (@,1) X2 (h S1@. D), i) -
X2 (h (@).1) *2 (52 (h(@). 1) x> X2 (h(@), ©9,

X1(qg, tx)

Ui (q.tx)=Wji (q,t),x) =

="2AhCY (g, x) *2C2 (Y= t)x)"

- M 22 (h(D* *)e x) = //72(h () tx)*

Stad, Jezeli6.1i1 6.2, to dla dowolnych s€X*, qe Jest
(hi (+,8))= $2 (b (q. ») .. 6.3
Xt (q,s )= X2(h (@), s) . 6.4
Mi (ks)~ M 2(C(0* 0 6*5

i odwrotnie: 6.1 i 6.2 mozna otrzyma¢, podstawiajgc do tych
wzorow stowa Jednoliterowe,”

Z wzoru 6.4 wida¢, ze jesli h Jest homomorfizmem, to
stany q 1 h(g) sa nieodréznialne. Wobec tego, Jezeli ho-
momorfizm odwzorowuje Jeden automat na drugi, to te automaty
sa nieodroéznialne.

Wzajemnie jednoznaczny homomorfizm nazywamy izomorfizmem.

Dwa automaty nazywamy izomorficznymi, jezeli istnieje izo-
morfizm, odwzorowujgcy Jeden automat na drugi /tzn. odwzoro-
wujacy zbidr standw jednego automatu na zbidér standéw drugie-
go/. Taki izomorfizm jednego automatu na drugi Jest po pros-
tu przemianowaniem stanéw i tej nazwy tez bedziemy w przysz-
+osci uzywac.
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Twierdzenie 6.2. Dla leazdego automatu A = 7Q,X,Y, ¢>,K]
istnieje jeden 1 tylko Jeden /z doktadnoscig do przemianowa-
nia stanéw/ automat A"= X, YT , X’] taki, ze wszyst-
kie jego stany sa parami odréznialne /tzn. nie ma dwu réz-
nych stanéw nieodréznialnych/ i dla kazdego automatu B
nieodroznialnego od A istnieje horaorfizm, odwzorowujacy
B na AT",.

Dowdd:

Nieodr6znialnosé standow jest rownowaznoscig, a wiec wyz-
nacza podziat zbioru Q na klasy abstrakcji, ktére bedzie-
my nazywa¢ klasami .nieodréznialnosci automatu A

Niech g " bedzie zbiorem wszystkich takich klas. Dla kazdego
dla kazdej klasy nieodréznialnosci KeQ* istnieje
tylko Jedna klasa L eQ" taka, ze dla kazdego Kk£K
S(k,x)eL . Przyjmujemy

i
jedna i

5"k x) =1L ,

X"(K,x)® X(k,x) 4

gdzie k jest dowolnym elementem klasy K - wobec nieodroz-
nialnosci wszystkich elementéw K wartosc A/(k x ) nie
zalezy od wyboru tego elementu.

Jezeli wezZmiemy rozszerzenia A i1 A" na zbidr wszystkich
stow, to Jak wynika z okreslenia X", dla kazdego sex* 1
dla dowolnych Kcqg®", keKkK x"(k,s) = X (k,s) . Jesli
KeQ", Le(J", K/ L 1 keK, l1leL , to k i 1 sa odroz-
nialne, czyli istnieje takie stowo seX* , ze

a"(k,s)=* x(k,s)/ X (l,s)» X*"(1,s)

a wiec stany automatu A" sg parami odréznialne.

Funkcja h , odwzorowujgca kazdy stan automatu A na Jego
klase nieodré6znialnosci, Jest homomorfizmem A na a ". Niech
teraz B bedzie dowolnym automatem, nieodréznialnym od A
Oznaczmy zbidor Jego standéw przez Qfl , a jego funkcje przejsé
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i wyjs¢ odpowiednio przez . Dla kazdego stanu

b eQg istnieje nieodréznialny od niego stan K &q ". Stan taki
Jest tylko Jeden i mozemy przyjac k(k) = K 1 okreslajgc w ten
spos¢b odwzorowanie Zbioru stanéw automatu B na zbidér Q7.

Z nieodré6znialnosci b 1 h(b) wynika, ze dla kazdego x eX
A(b.x ) i S" (h (b), x) sa tez nieodréznialne, czyli

h C5B (b»*5) * 6Ch  *) *

a bezposrednio z nieodréznialnosci b od h() wynika

XB (bx)= X\ h(b)y x) *

Zatem h Jest homomorfizmem B na A".
Koniec fiowodu.

Wniosek 6.3. Warunkiem koniecznym i dostateoznym nieod-
réznialnosci dwu automatéw Jest istnienie automatu, ktory Jest
obrazem homomorfioznym kazdego z nich.

Wniosek 6.4. W klasie wszystkich automatoéw, nieodréznial-
nych od dowolnego automatu A istnieje Jeden i tylko jeden
/z doktadnoscig do przemianowania atanow/ automat taki, ze
moc zbioru Jego standow Jest mniejsza od mocy zbioru standw
dowolnego automatu, ktory nalezy do tej samej klasy i nie Jest

z nim izomorficzny.

Korzystajac z pojecia homomorfizmu, mozemy dla kazdego automa-
tu A= (@Q,X, Y, <?, A\ . zbudowa¢ nieodréznialny od niego
automat T) mocy zbioru stanéw roéwnej 3*)7* /gdzie ? oznacza
moc zbioru S /; w szczeg6lnosci dla kazdego automatu skonczo-
nego mozna zbudowa¢ nieodréznialny od niego automat nieskon-
czony. Jest to A = {gx*, X, Y, 6 , X) . Stanami tego auto-
matu sg stowa postaci gs , gdzie (¢CQ, stX* , zas funkcje
£ i1 A sa okreslone w nastepujacy sposob: dla dowolnych

qeQ ,seX* , xeX

6 (gs, x)o gsx , 6.6
A (gs,x ) =3} (q,sx) . 6.7
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Jezelil przyjmiemy, ze

h (@) = 6 (g,s) 6.8

dla dowolnych q£Q , seX* , to h bedzie homomorf!zmem,
odwzorowujacym QX* na Q , a zatem A ~i A sg nieodro6z-
nialne. Mozna przy okazji zauwazy¢, ze A = A ,.bo QX*X*= QX*.

Opisana tu konstrukcja automatu przy pomocy operacji
jest interesujgca dlatego, ze pozwala w kazdym przypadku spro-
wadzi¢ funkcje 6 do ztozenia, dzieki czemu badanie przynajm-
niej niektdrych wkasnosci automatéw mozna sprowadzi¢ do odpo-
wiednich rozwazanh teorii pédgrup. Sama mozliwos¢ powiekszenia
mocy zbioru standéw Jest oczywiscie mniej istotna: majac do-
wolny automat A = {qgq, X, Y, 5 ,A" i dowolny zbiér M o
mocy wiekszej od mocy Q , mozemy wzigé¢ jakiekolwiek odwzoro-
wanie h zbioru U na Q i utworzy¢ automat {m,X,Y-V V *
w ktérym 52 i A”  beda tak dobrane, zeby h by4o homomor-
fizmem, zgodnie z wzorami 6.1 i 6.2

Jak wida¢ z przytoczonego poprzednio wywodu automat A
mozna otrzyma¢ z A, stosujac homomorfizm h zwigzany z roz-
szerzong funkcjg przejs¢ automatu A . Interesujacy wynik moze
rowniez da¢ wprowadzenie odwzorowania automatu A na inny au-
tomat przy pomocy innego homomorfizmu zwigzanego z rozszerzong
funkcja wyjs¢ automatu A

Funkcja A okresla w. automacie A odwzorowanie zbioru X*
w Y*, zalezne od dodatkowego parametru, jakim Jest stan au-
tomatu. Dla kazdego geQ mozna wprowadzi¢ Tfunkcje
@ 1 X*—»Y* , rozumiejac to oznaczenie w nastepujacy sposob:
dla kazdego g€Q i1 kazdego ttX *

Uogélniajac ten zapis, mozemy przyjac¢, ze dla dowolnych
qCQ, sexX*, t£X*

Vas{ t) = a(s (g, s), t) . 6.10
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Poniewaz dla kazdego reQX* Jest h (r)e Q , przyjecie
6.10 jest réwnowazne z przyjeciem tozsamosci pr (t) =
= o dla kazdego t£X<, czyli Kkrocej

~“r = "h (r) e-11
dla kazdego reQX*.

Wezmy teraz funkcje g , okreslona na zbiorze QX *
g (r) = cpr 6.12

i utwérzmy automat A/="Q,(X, YV, , A*} tak, zeby on
by+ homomorficznym obrazem automatu A, otrzymanym za pomoca
odwzorowania g¢. Powinno wleo byc¢

§ = {@r}rE£QX=*-

oraz dla dowolnych r eQX*, xeX

P (Pr.*) = P a (r,x)

V (Pr>X) = x(r,x)

Ale, na mocy.6.7, 5.8, 5.9, 6.10 dla dowolnych geQ, seX*,
xeX X @Sj x) =/, sx) =//(? (qts) ,x) = x(<8(9,s),x") =
= <f gs (x) . Wobec tego

** 0 r* ="rx 6-13

X @r.x) =Prx)- 6-14

Aby automat A" byt dobrze okreslony potrzeba /1 wystarcza/
aby tak wprowadzone , V byty funkcjami. Ze tak jest,,

Czytelnik moze sie o tym przekona¢, korzystajgc z 6,11 i 6.8,
6.9.

Z 6.11 wida¢, ze dla kazdego r eQX* istnieje taki qeQ,
ze <fr = . Z 6.9 wynika, ze dla dowolnych peQ oraz
q£Q p = <pq wtedy i tylko wtedy, gdy x(p,t*= x(q,t)
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dla kazdego teX* , czyli, inaczej méwigc, wtedy 1 tylko
wtedy, gdy stany p 1 q sa nieodré6znialne. Zatem zbior
6* jestrownoliczny ze zbiorem wszystkich klasnieodréznial-
nosciautomatu A . Ze sposobu wyprowadzeniaautomatéow A*,
A, A" przez homomorfizmy wynika, 2ze wszystkie one, razem z
A , naleza do tej samej klasy automatéw nieodréznialnych.

Z réwnolicznosci ig" oraz z twierdzenia 6.2 wynika,
ze automaty X" i a " sg izomorficzne.. ROznig sie one tylko
tym, ze stany A" sg klasami réwnowaznosci, zas stany a“
sa odwzorowaniami zbioru X* w Y * .

Korzystajac z 6.1ii, mozemy zapisadé 6.13 i 6.14 n inny
spos6b: dla dowolnych xeX, qeQ*

«" (<Pg * X) = Cf<5(q,x) * 6-15
(@g> x) = ~ g X) ~* 6°16
Ai

Ta drogg otrzymalismy takze homomorfizm automatu A na A
Funkcje X N mozna wyznaczy¢ z funkcji P~ , korzys-
tajac z tego, ze dla dowolnych seX*, qeQ , xeX

* <2(q,x/S)=  q(XS)/~q (x) 6.17

- zaleznos¢ ta wynika z 6.9, 6.10 1 5.5

Obraz nie zmieni sie zasadniczo, jezeli zamiast funkcji
P X* Y *wprowadzimy Funkcjeipg: X* -*Yue , okreslone
w nastepujacy sposéb: dlakazdego ted™*

g (0 = /< 0 6*18

i dla dowolnego rcQX* przyjmiemy

Ar = ~h (r) - 6<19

Poniewaz w kazdym automacie funkcja if okresla jednoznacz-
nie funkcje < 1 odwrotnie, istnieje wzajemnie jednoznaczne

przyporzadkowanie elementow zbioru ~ r'j r £qgx * elementom

far] r eQX*.
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Powtarzajgc cate wyprowadzenie automatu A , ale z jednoczes-

nym zastapieniem przez 9 , otrzymamy nowy automat, ktore-
go zbiorem standéw bedzie reQx* =M teq * 1zo-
morficzny z A" i A . Powazniejsza roznica bedzie tylko we
wzorze na obliczanie 9~ xy. zamiast zaleznosci, analogicz-

nej do 6.17 mamy

* 6(a,x)W = <L qg((XS) 6"2°

dla dowolnych qgeQ, xeX, s £XX* . Wynika to z 6.18 i 5.8

Majgc dany automat A i jego Ffunkcje fi , mozemy sobie

wyznaczy¢ zbiory B~ , zgodnie z 5,11 , Wprowadzmy funkcje

geQ odwzorowujace Y w rodzine wszystkich zdarzen w
alfabecie X

2q0)= V * 621

Zmieniajac w 5.11 oznaczenia, otrzymujemy

pa (y) = {stl<! DpaC8) =y} =
0golniej, przyjmiemy, ze dla kazdego r 6QXx*

?r (y) = (sex™* : ’\rcs) yl
czyli
?r ", 2 h(r) . 6*22

I znowu, jak poprzednio, mozemy skonstruowa¢ automat, ktdrego
stanami bedg wszystkie funkcje yr i1 ktéry Jest obrazem
homomorficznym A . Aby tak byto, funkcja przejs¢ S~ i fun-

kcja wyjs¢ tego automatu muszg spedniac¢ warunki
52(?2r* x) = @ %(r,x) 3 ?2rr = 6*23
\N(?r® x) = * Cr*x)“~r tx)=* 6*24
Wobec 6.22 jest rcQXx*= {) q£Q = jezeli zechcemy

ograniczy¢ sie tylko do zaleznosci dla egqgf qeQ 9 to otrzy-
mamy
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Ca- X) = ? €@ * 6.2
N (V X)=P * 6.26
Jak wynika z 5.16 i 5.18, znajac mozna obliczy¢
; dla dowolnych qgeQ, iel, yeY
?<?(q,x)Cy)= ?2qU)Y//*-
~ *(? q W /3C) * 6.26

Jezeli zbiér Y jest skonczony Hlub przeliczalny, to za-
ktadajac, ze jego elementy sg w Jaki$ spos6b ponumerowane,
mozemy dla kazdego qeQ utworzy¢® ciag /skonczony lub nie/

Rg = Rayl * Rqy2 > eee

Taki ciag Jest tez swego rodzaju zapisem funkcji , a wiec
w tym przypadku mozemy napisac

(Ra, =a 6.2

Jak wida¢ z tych rozwazan, automat o alfabecie wejsciowym
X 1 alfabecie wyjsciowym Y , ktéry sposréd wszystkich nieod-
réznialnych od niego automatéw ma najmniej stanéw, moze byc
przedstawiany rozmaicie : jego stanami mogg by¢ klasy nieod-
réznialnosci, odwzorowania X*w Y*, odwzorowania X* w
Yue , albo odwzorowania Y w rodzine wszystkich podzbioroéw
X* , Stosownie do tego wyznacza sie jego Ffunkcje przejsc i
wyjs¢. W praktycznych obliczeniach mozna, zaleznie od potrze-
by, postugiwaé¢ sie tym lub innym przedstawieniem. Chociaz
z teoretycznego punktu widzenia nie jest istotne, ktéry z izo.
morficznych automatéw sobie wybierzemy, bo zawsze dochodzi
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sie do tej samej - z doktadnoscig do oznaczen stanéw -
tablicy automatu, praktycznie nie jest obojetne, jaka meto-
da go obliczymy.

Przyktadj

Diva stany automatu sa oznaczone odpowiednio i i 2 . Jego
alfabetem wejsSciowym 1 wyjsciowym jest zbidér Ja, b}
Zaczynajac dziatanie w stanie i, automat przepuszcza stowa
bez zmian, to znaczy stowo wyjsSciowe jJjest wtedy zawsze roéwne
stowu wejsSciowemu. Jezeli jego dziatanie zaczyna sie od sta-
nu 2 i1 na poczatku stowa wejsciowego wystepuje sekwencja li-
ter a , to wszystkie one zostajg zamienione na b . Pierw-
sza litera b w stowie wejsciowym /o ile wogole jest/, zosta-
je zamieniona na litere a i wtedy dalsza czes¢ tego stowa
przechodzi przez automat bez zmian. Inaczej mowiac

X (2, aibs) = bias
dla dowolnego sex"* i dowolnej liczby naturalnej i>0
Nalezy obliczy¢ funkcje przejsc.
Majac zadane w ten spos6b funkcje n <p2 , mozemy

wyznaczy¢ Nib* N b 1 tak daled»w “0"1 6.13.
Skorzystajmy z 6.17.

PiaGN = ®Pi(as)/<FfF i1 (@) = as//a = s

"lb~ = i(b8)~V i(b) = bs~"b =38
czyli

~Aja = ~ib ¢ <Pi *
~zang) “ N2 @B)F <P2(@) -

Aby méc to dokdtadniej obliczy¢, trzeba rozwazy¢ dwa przypad-
ki: gdy s nie zawiera zadnej litery b i gdy zawiera przy-
najmniej Jedna.
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?2a @i) = P2@i+1lV «Pa”™i = bi+i /7 u = bl ,

Nai3138) = P2Cal+l bs)” = 11+l as/b = bias,
czyli
N"Za 3 N2 e

"bi*1l) = PaM”~acCh) = aal/a = al ,

N"abC”~h3” = <p2(baibs)/cp2(b) = aaiba//a = aibs ,
czyli

*2b = V1

Tablica przejs¢, utworzona zgodnie z 6.13:

a b
i *1
*2 *2 <?i

Mozna ja zapisa¢ nieco prosciej

a " b
i i i
2 2 1
Tablica wyjs¢:
a b
i a b
2 b a

Koniec przyktadu.

Przyktad:

Zbiorem standéw automatu i jego alfabetem wejsSciowym jest
zbidér wszystkich liczb naturalnych /z zerem wkacznie/.



98 ALGEBRAICZNA TEORIA AUTOMATOW ALGORYTMY

Al fabetem wyjsciowym jest zbior (o , i} . Dla dowolnego
stowa wejsciowego s i dowolnego stanu q ,u(g,s) =1
wtedy i1 tylko wtedy, gdy suma q 1 wszystkioh liczb, wyste-
pujacych w stowie s , jest podzielna przez 2 lub przez 3

V przeciwnym razie //(q,s) = 0 . Trzeba znalez¢ dowolny auto-

mat, ktory bydby nieodréznialny od tego automatu.

Obliczymy rozwigzanie o najmniejszej mozliwej ilosci sta-
néw. Jak wynika z warunkéw zadania dla dowolnej liczby natural-
nej q

Aq:Aq+6: Vq+12:***

i wartosé gq(s) nle zmieni sie, jezeli zastapimy dowolng
liczbe w stowie s liczba naturalng, roéznigcag sie od niej

o wielokrotnos¢ 6. Mozna wiec rozwaza¢ tylko stowa wejsSciowe,
zbudowane z liczb 0, i, 2, 3, "4, 5, gdyz wszystkie pozostate
dadza sie do nich sprowadzi¢ bez zmiany wartosci Tfunkcji
Mozna takze ograniczy¢ sie tylko do badania funkoji

dla Oi1 g”5 . Funkcje te sg parami rozne, poniewaz zawsze

da sie tak dobra¢ liczbe x z przedziatu Jo , 5 , ze dla
dwu roznych liczb p, q z tego samego przedziatu Jest

P p(xX) / pg(x) . Stad i z warunkdéw zadania otrzymujemy ta-
blice szukanego automatu /dla prostoty zapisu zamiast symboli
funkoji piszemy tylko ich wskazniki/.

o*i 1:0 2:1 3:1 4:1 5:0 e,

i:0 2:i 3:i 4:1 5:0 0:1 .- i tak dalej
2:1 3:i 4:1 5:0 0:1 1:0 okresowo
3:1 4:1 5:0 0:1 1:0 2:1 - po 6 kolumn
4:1 5:0 O:i 1:0 2:i1 3:1 ..o

5:0 0:1 1:0 2:1 3:1 4:1 cece

Przy tych oznaczeniach funkoja przejs¢ Jest po prostu doda-
waniem modulo 6 . Nietrudno zauwazy¢, ze rozszerzajac ten
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automat przy pomocy operacji opisanej wyzej, otrzymali-

bysmy /przy odpowiednich oznaczeniach standéw/ automat,

w ktorym funkcja przejs¢ bytaby zwykdym dodawaniem liczb.
Koniec przyktadu.

Przyk+ad:

Alfabetem wejSciowym automatu jest zbiér X = £a , b] ,
alfabetem wyjsciowym Y = {y”, y2} . Na wyjsSciu automatu
ukazuje sie y~ wtedy, gdy na jego wejscie byto podane sto-
wo zaczynajace sie 1 konczace literg a i automat byt przed-
tem w stanie 1 lub gdy na wejscie byto podane stowo zawie-
rajace przynajmniej Jedng litere ai automat by+ przedtem
w stanie 2 . We wszystkich pozostatych przypadkach na wyjs-

ciu jest y2 /lub praca automatu zaczyna sie od innego stanu/.

= auaX "a 5

<

\Y m - (m>«.,u. 6) =

»2 oX*aXx™* R

R2y2 = "(R2ylu ®) =
czyli

uaXt+a , - ~auaX*aue] ,

55
1

Rj = (x“aX* , - (x*aX* o e))

Aby wyznaczy¢ funkcje przejs¢ automatu, musimy, zgodnie z
6.26,0blicza¢.ilorazy RM U x dla réznych liter x . W na-
szym przypadku, poniewaz drugi element R~ Jest zawsze uzu-
pednieniem pierwszego do zbioru wszystkich s#6w niepustych,
wystarczy oblicza¢ tylko ilorazy pierwszych elementéw i brac
pézniej ich uzupednienia. Obliczmy wobec tego wszystkie ilo-
razy charakterystyczne zdarzen S = auaXd 1 T = X*aX*
oraz wartosci + dla tych ilorazoéow.
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S/a =euX"a , 6(s/a)= e ,
S/ =0 , t(s/b)= 0 ,
Staa «X*aue =S/ a , f(5/7aa)=e ,
S/ab =Xa= S/a-e, t(s/ab)=0 ,

S/ba =S/bb =0=S/b,t(S#ba)=+(s/bb)=0

T/a =X*aX“uX*=.X* , +@/H/a)= e ,

T//b = X*aX* = T, t(T/b)= 0 ,
T/aa = X* =T/ a , +(t //aa) = e ,
T/ab=X* =T/b , t(t/7/7ab)=e ,

Tablica przejscé:

a b
(S ., - (Sue)) (S/a-e, -S/a) c, -e)
T , - (tue) (XX* , 0) T, -(tue)
(S/a - e, -S//a) (S/a - e, -S/3a) (s//a-e, -s//a)
C . -e) ¢ ,-e) ©. -e)
(x*, 0) XX*. 0) (<*, 0)

Oczywiscie mozna by zastosowa¢ bardziej jednolity zapis,
zauwazywszy np, ze XX* = -e , jednakze nie jest to w tym
przypadku istotne. Tablice wyjs¢ obliczamy, korzystajac
i poprzednio obliczonych wartosci,.funkcji & dla ilorazéw
S 1 T /por. uwage po wzorze 6.28/:

a b
S .- (Gue)y yi y2
a .- (ue) y2
(S/a - e, -S/a) y2
© .- y2 y2

(xx*, 0) *j A
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Przemianowujac stany i1 #aczac obie tablice w jedng otrzy-
mamy :

a b
i 3: yt 4: y2
2 5: y+ 2: y2
3 3: y+ 3: y2
4 ! e ¥g
5 5: yA 5: y.n

Koniec przyktadu.

Wréémy jeszcze raz do twierdzenia 6.2. Mowi ono o uprasz-
czaniu automatu - w szczegélnosci automatu skoniczonego
- zajmijmy sie teraz czysto techniczna strong upraszczania
whasnie dla tego przypadku.

Przyjmijmy, ze automat jest zadany swojg tablica i ze sta-
ny Jego oznaczone kolejnymi liczbami naturalnymi 1,2,... ,n
Opisywany algorytm sktada sie z nastepujacych krokow.

Narysowa¢ kwadratowg tablice o wymiarach n x n i odrzu-
ci¢ wszystkie pola na gtéwnej przekatnej i ponad nia.

Wpisa¢ X na przecieciu kazdego wiersza i1 oraz kolumny
j , dla ktoérych istnieje taki stan wejscia x , ze x(i,x)/i
A X (»xjJ) * gdzie X jest funkcja wyjs¢ tego automatu.

W polach, w ktérych nie ma X , wpisa¢ na przecieciu i-
-wiersza i J-kolumny wszystkie pary s(i,x) , S.x) ,
gdzie x jest elementem alfabetu wejsciowego, z tym ze nie
warto powtarza¢ par jednakowych lub réznigcych sie tylko kolej
noscig elementéw, a takze nie warto wpisywa¢ par 1i,j oraz

J.,i oraz takich, ktorych oba elementy sa Jednakowe.

Jezeli po wykonaniu tych czynnosci pozostang jeszcze w
tablicy wolne miejsca, wpisa¢ w nich znak V . Nastepnie w
polach, w ktérych nie ma X ani V wpisywa¢ znak X wszedzi
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tam, gdzie jest wpisana para 1i,j taka, zc na przecieciu
i-wiersza i j-kolumny jest X . Czynno$¢ te powtarzac¢ do-
poty, dopdki nie bedzie mozna juz wpisa¢ zadnego nowego X ,

W rezultacie otrzymamy tablice nieodréznialnosci stanoéw
upraszczanego automatu, w ktérej X oznacza O , za$ brak
X oznacza 1 . Majac te tablice, mozemy utworzy¢ zbidr standw
automatu uproszczonego /stany te odpowiadajg klasom nieod-
réznialnosci/, a nastepnie wyznaczy¢ jego funkcje przejsé
i wyjs¢ tak, jak to jest opisane w dowodzie twierdzenia 6.2.

Przyktad:

Uprosci¢ automat:

a b
i 1,0 3,1
2 4,0 3,1
3 5,0 6,0
4 2,0 6,1
5 7,0 8,0
6 7,0 3,0
X 5,0 8,0
8 2,0 i,0
Tablica:
i
2 14
3 X X
i2
a 1 3 x
57
5 x x 2T X
6 X X 57 X 38
7 X X e x v 2
> 28
25 27 27
8 X X 96 X 18 13 18
1 2 3 4 5 6 7
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Dopisanie X

2 14
3 X X
12
4 5= 36 X
&7
5 X X (X
6 X X 57 X 38
57
7 X X 68, X 38
25X 27X 27X "X
8 X X 16 X ig 13 18

1 2 3 4 5 6 7

Dopisanie X Jeszcze raz:

2 14
3 X X
12
4 36 36 X
57
5 X X 68X X
6 X X 57 X 38X
57
7 X X 68X X 38X
8 X X X X X X X
i 2 3 4 5 6 7

Dalej Juz X nie mozna dopisa¢. Automat uproszczony:
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a_ h

124 124,0 36,1
36 57,0 36,0
57 57,0 8,0
8 124,0 124,0

Mozemy w nim przemianowaé¢ stany

a b
1 1,0 2,1
2 3,0 2,0
3 3,0 4,0
4 1,0 1,0

Koniec przyktadu.
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7. OBLICZANIE AUTOMATOW NA PODSTAWIE ICH ZACHOWANIA

Zachowanie automatu moze hyc opisane przez podanie odpo-
wiedni osci pomiedzy stowami wejsciowymi i wyjsciowymi lub
pomiedzy stowami wejsSciowymi i koncowymi literami stow wyjs-
ciowych, albo przez podanie wszystkich zbioréw stéw wejscio-
wych, ktére ten automat jednakowo klasyfikuje, przyporzadkowu-
jac im stowa wyjsciowe o Jednakov.ych literach koncowych. Za-
leznie od formy opisu mamy do czynienia z funkcjami
lub takimi, jakie byty opisane w poprzednim rozdziale.
Omawiano w nim zadanie wyznaczania automatu, nieodroéznialne-
go od danego automatu o znanym zachowaniu, miato zawsze roz-
wigzanie, poniewaz mielismy do czynienia z opisem zachowania
automatu juz istniejacego. Jak przekonamy sie nizej, istnie-
ja odwzorowania zbioru wszystkich st6w w alfabecie X
w zbidor wszystkich sdo6w w alfabecie Y takie, ze nie istnie-
je automat, dla ktérego X bytby alfabetem wejsSciowym, Y
alfabetem wyjsciowym, zas of odpowiednioscia miedzy stowami
wejsciowymi 1 wyjsciowymi. Powstaje wiec pytanie, jakie wa-
runki muszg spe#niaé¢ funkcje if, >, ~, azeby istniat au-
tomat, dla ktdérego takie funkcje bytyby .opisem jego zachowa-
nia.

Nazwijmy TFunkcja sekwencyjng dowolng funkcje cF odwzoro-
wujaca zbior wszystkich sdtéw w alfabecie X w zbidr skéw
w alfabecie Y , ktéra spednia nastepujgce warunki: dla do-
wolnych seX*“, teX™*

I(cfF () = 1(s)), 7.
istnieje ueY*taki, ze a@(t) = <f(s) u . 7.2.

przy czym 1(s) oznacza tu dtugos¢ stowa s
Lemat 7.i. Jezeli X, Y sa zbiorami niepustymi, to
o X*-*-Y* jest funkcja sekwencyjng wtedy i tylko wtedy, gdy

spetnia Jednoczesnie warunki
P (e)=e , 7.3.
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dla kazdego s£X* 1 kazdego el Istnieje y +Y taki, ze
p(sx) a CF(s) v - 7.4

Dowod:

Z 7.1 wynika I(<p(e)) = I(e)=0 i 7.3, a takze
I(cp(sx)) = I(sx)= 1I(s) + I(X) = I(cp(s))+ 1 . Wobec 7.2 dla
dowolnych seX*, xeX istnieje ueYd4 taki, ze <p(sx) =cp(s)u,
ale I(cp(sx)) = I(cp(s))+ Iu) 1 stad 1w =1 , czyli
ueY 1 7.4.

Odwrotnie, z 7.4 wynika 7.2, a 7.1 mozna wyprowadzic¢ z

7.3 1 7.4 przez indukcje wzgledem dtugosci stowa.
Koniec dowodu.

Warto zauwazy¢, ze w tym lemacie nie mozna ostabic¢ 7.4,
zastepujac go przez 7.2. Jako przyktad moze stuzyé¢ funkcja
<p(s)= a21”s\ gdzie a jest ustalonym elementem Y . Mamy
p(e) = a° = e oraz cp(st)= a2H stV a2l1”7s) + 21(1)=<p(s)az2l (t
ale 1(«p(s]= 21(s)/E£ I(s) dla s ™ e

Zauwazmy tez, ze warunek 7.2 jest réwnowazny warunkowi :
dla dowolnych seX™, t«X™*

cp(st) /<Ff(s) £ 0 ,
czyli

P (st) Vcp(s)e Y * 7.5
i analogicznie dla dowolnych seX*, xeX zachodzi

X)) /G E Y |, 7.6
wtedy 1 tylko wtedy, gdy 7.4.

Wezmy dowolny automat £gq, X, Y, S ,X} i funkcje <pq ,

okreslone zgodnie z wzorem 6.9. Wtedy, jak to wynika z 5.5

i 5.7, dla kazdego qeQ Tfunkcja o>q Jest sekwencyjna.’
Odwrotnie, mamy takze

Twierdzenie 7.2. Jezeli X, Y sa dowolnymi zbiorami

niepustymi oraz igl Jest dowolng niepustg rodzing
funkcji sekwencyjnych
Fl : X* — Y*
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to istnieje automat ”"Q, X, Y, 6, A} o tej whkasnosci,
ze dla kazdego 1ie | istnieje taki qeQ , ze dla kazdego
seX*

P c(s)3 A (4,s)
Automat ten mozna utworzy¢ w nastepujacy sposob:

1. Q jest zbiorem wszystkich funkcji N X*—-Y*,
iel , teX* takich, ze dla kazdego seX*

1)t(s) = cpi(ts)/ <pi(b)

2. Dla dowolnych x£X, iel , teX*
ALt x) = b iLtx 7
P i,t’x) = i,t(x) ’

Wtedy:

3. Dla kazdego 1iel idla kazdego teX*

*0*] ,«. )= F i W e
4. Wszystkie stany tegoautomatu sg parami odroznialne.

Dowdd:

To, ze *Pi t funkcjami, wynika z sekwencyjnosci o,
a doktadniej, z 7.2: dla dowolnych 1iel, teX*, stX* ist-
nieje takie stowo ueY* ,ze pi (ts) = (D) u
Stad @Mt (8) = o (ts)/ P~ () = u , aponiewaz dla
kazdego 1i,t,s takie u istnieje tylko jedno, tpi t (s)
faktycznie jest funkcja tych argumentéw.

Jezeli Ne Q 1 xeX , to oczywiscie S (@i X) =
= tpi X M 1 a takze X) = ijt(x)=
= cpi(tx)/cpi (t) ; poniewaz cp* jJest sekwencyjna i spednia
7.6, iloraz ten jest elementem Y . Wykazalismy w ten sposéb,
ze tak okreslona piagtka £q, X, Y, S (X] jest rzeczywis-
cie automatem.
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Przy tych oznaczeniach stanéw @~ € (s) = o )cprce)

i wobec 7.3 3 (s)» czyli <Pie = CFt =*
Stosujac indukcje wzgledem dtugosci stowa mozemy wykazac,
ze dla dowolnych 1i1el , teX*, seX*
S0 ift, s) = <FIft8 . 7.7
x0 ift"s) 3 <i,tCs) * r’8s
Rzeczywiscie, jezeli s = e , to wobeo 5.6 i1 5.7
S(<fi t” *) = < ift 3 /PIfte or*z X(?t,t>e>=e =
= Px(0) //cp~rt) = << i(te) H i) = tpi(t (e) . Dlastow

jednoliterowych réwnosci te sa prawdziwe z zatozenia. Przy-
pusémy dalej, ze dla wszystkichs#éw s o ddugosci ¢n te
dwie roéwnosci sa spednione i1 zex e X. Wtedy sx jeststo-
wem o ddugosci n + i oraz dla dowolnychte X* , iel

c(epi.t.sx) = S(S(cplft, s) ,x) -6(<p-i,tsx) = .<9+ftax =

ACFi,t,sx) = A@i,f aX 5 ?i,t«;*5” x\)“<a it (cdi,ts*x)3

@ 1itB) « i|t8(x")“Cp

« N(tsx)// pt() = cplit(sx)

To konczy dowéd 7.7 i1 7.8.

Z 7.8 wynika, jako szczegolny przypadek, roéwnosé¢ w p. 3
oraz odré6znialnos¢ stanéw: dwa stany t , Pju sa
nieodroznialne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego sex™*

*0*1,t” s)= X (Pj,u’ s) - czyll *1I,tM" <Pj,u () -
to znaczy Ffi t 3 Mju
Koniec dowodu.
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gladajac sie temu dowodowi mozemy zauwazy¢, ze mozli-
we jest sformutowanie analogicznego twierdzenia z nieco osta-
bionymi wymaganiami na funkcje cf gdy nie bedzie sie wyma-
ga¢ spednienia 7.1 , a tylko 7.2. Wtedy bedzie mozna wyzna-
czy¢ automat, w ktdérym te funkcje beda co prawda okreslaty
odpowiedniosci pomiedzy stowami wejsSciowymi 1, wyjsciowymi,
ale jego alfabet wyjsSciowy bedzie zbiorem skéw w alfabecie
Y . Mozna sobie wyobrazié¢, ze ten automat, reagujac na poja-
wienie sie pojedynczych elementédw alfabetu X na jego wejs$-
ciu, wyrzuca na wyjscie sekwencje elementéw alfabetu Y za-
miast pojedynczych I%iter. Oczywiscie to nie wyklucza tego,
ze w okreslonych przypadkach Jednej literze alfabetu X na
wejsciu bedzie odpowiadata jedna litera alfabetu Y na wyjse
ciu, ale na to, zeby tak byto w kazdym przypadku, potrzeba
i wystarcza, zeby wszystkie funkcje <p~ byty sekwencyjne.

Twierdzenie 7.3. Jezeli X, Y sa zbiorami niepustymi
oraz Jtpj] A el jest dowolng niepustg rodzing funkcji

spedniajacych warunek 7.2, to istnieje automat (Q, X, Y* <5,k}
tego rodzaju, ze dla kazdego iel istnieje qf£Q taki, ze
dla kazdego seX*

*(q, @) =Ti(s) N «Fi0) -

Automat ten mozna utworzy¢ w spos6b opisany w p. i i 2 twier-
dzenia 7.2jwtedy

3. Dla kazdego iel kazdego teX *

X@i,e"*0 3 fi.eW = /<Pi(e)

i. Wszystkie stany tego automatu sg parami odroéznialne.
Dowod:

Poniewaz funkcje <px spedniajg warunek 7.2, a 7.5 jest
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mu réwnowazny, t sa rzeczywiscie funkcjami odwzorowujag-
cymi /dla kazdego iel , teX?7 X*& Y™* W zwiazku, z tym
tak okreslone funkcje i1 1 A odwzorowuja Q x X odpowied-
niow Q 1 Y*. Funkcje te spedniaja warunki 7.7 1 7.8 -
dowéd tego jest doktadnie taki sam, jak w twierdzeniu 7.2.
Dowdd p. 3. i 4. jest analogiczny. Nie korzystamy z réwnos-
ci *1 e = i » gdyz teraz jest tylko PN (c) =

& e (sl e , co znalazto swoje odbicie w sformuto-

waniu p, 3. i
Konied dowodu.

Dalsze ostabianie zatozen jest juz trudniejsze. Jezeli ma-
, Z kto-
rych przynajmniej jedna.nie spednia 7.2, to oczywiscie nie

my dang rodzine funkcji, odwzorowujacych X*w Y*

mozna otrzyma¢ automatu, ktéry odwzorowuje stowa wejsSciowe

w wyjsciowe tak samo, jak to robityby automaty w przypadkach,
objetych twierdzeniami 7.2 i 7.3. Ale mozna prébowac¢ obli-
czy¢ automat, ktorego dziatanie bedzie w pewnym sensie opisa-
ne przez te funkcje w sposob przyblizony. 0d tego, jak be-
dziemy rozumie¢ to przyblizenie, bedzie zaleze¢ cate dalsze
postepowanie. P.ozwazmy tu jedng z mozliwosSci: tzw. metode
wyrownywania dfugosci stéw. Aby nie komplikowaé rozwazan,
zat6zmy, ze rodzina funkcji sktada sie tylko z jednego ele-
mentu.

Niech wiec beda dane zbiory niepuste X i1 Y oraz dowol-
na funkcja niesekwencyjna o : X* — Y* _ Metoda wyréwnywania
dfugosci stow polega na tym, ze do zbioréw X i Y dodaje-
my po jednym elemencie /oznaczmy je odpowiednio Xq 1 yg/
nie nalezacym do nich przedtem, a nastepnie tworzymy nowa
funkcje vy : (xuXg)*- (y uyQ)* , ktéra jest sekwencyjna i
ma nastepujaca wkasnos¢: jezeli oznaczymy przez Kk operacje
opuszczania xQ w sdtowach w alfabecie XvxQ 1 yQ w sto-
wach w alfabecie YuyQ , to dlag kazdego ae(xux0)*

<f(k =k (y ) - 7.9
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Te funkcje y wyznacza sie w nastepujacy sposéb: dla kazde-
go te X* przyjmujemy

Wartosci funkcji y dla lewych podstéw s#6w postaci

tXQ ~okreslamy tak, zeby byty spednione warunki sekwen-
cyjnosci. Te same warunki wymagaja takze, by bydo y(e) = e
W kazdym stowie t , dla ktérego de mozna byto wyznaczyc
wartosci y w wyzej opisany sposob, znajdujemy najdtuzsze
lewe podstowo wu , dla ktérego wartosé y (W jest juz.
okreslona, wtedy t =uv , gdzie v =t/ u i przyjmujemy

y® =y wyjw "l

Czytelnik moze sie sam przekona¢, ze tak skonstruowana Yy jast
funkcja, a ponadto jest okreslona.na catym (xuxQ* , jest
sekwencyjna i spednia warunek 7.9.

Wymagania stawiane innym opisom zachowania automatu przez
funkcje lub ? sao wiele stabsze. Na przyktad od TfTunkcji
ip wymaga sie tylko, aby odwzorowywata stowo puste w stowo
puste oraz zeby obraz kazdego stowa niepustego nalezat do
alfabetu wyjsciowego.

Twierdzenie 7.4. Niech X ,Y beda dowolnymi zbiorami
niepustymi 1 niech n bedzie dowolng rodzing funk-
cji

gt o XX* —-Y
Wtedy automat la ., X ,Y, , W ktérym dla kazdego
iel istnieje ge Q taki, ze dla kazdego seXX* 4 (s)
Jest ostatniag literg stowa A(q,s) , zawsze istnieje i mozna
go wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

i. Q jest zbiorem wszystkich funkcji

O . . I XX*SY , iel, teX*
i1
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takich, ze dla kazdego seXX *

*i,t © = *1 (ts) -

2. Dla dowolnych xeX, 1el, teX*
X)="Ni,tx »

*(*i,t?’X)="i.t X ©
Wtedy

3. Dla kazdego 1ie 1 i kazdego te XX*

=0i.e* 0 = o ,
gdzie 4. (q,t) Jest ostatnig literg stowa X
4. Wszystkie stany tego automatu sag parami odréznialne.
Dowdd :

Przy tak okreslonym Q funkcje 8 1 X odwzorowuja
Q x X odpowiedniow Q 1 Y , a wiec jest to rzeczywiscie
automat. Wykazemy, ze dla kazdego seXX* oraz dla dowolnych
iel , teX* jest

~i.f 0 = 1.tB " 7'10
A(m«Pift,B )= ; 7.11

Dla s#6w jednoliterowych sréwnosci te sa spednione z zato-

zenia, gdyz wtedy funkcjo /x 1 A maja jednakowe wartosci.
Zato6zmy wiec, ze sg one spednione dla wszystkich stéw s

o dtugosci n>1 i niech xeX; wtedy ex ma dfugosdé n+i
oraz

§>1i ft’8X)= ¢ (i .t > x)= ¢Gg.ts»*) 3 vi,tsx *

/(L i, t-sx) = /(i @ift s)- X)“*(Vi,tS"X) = it W-

<?i(ts*) * NMiL,t(sx) *
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a wiec obie réwnosci sg speinione dla wszystkich stoéw s
0 dtugosci dodatniej.

Rownos¢é w p. 3. jest szczegolnym przypadkiem 7.1ii, gdyz,
jak to wynika bezposrednio z definicji w p. 1, e = e
Zgodnie z twierdzeniem 6.i dwa stany, 9t i ~"u *

nieodroznialne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego” se X+

A (i,t" 8) =A(<¥>j,u>s ). a wiec PTG = cp>u ()
dla kazdego s niepustego, czyli ch,l:I = q>j U
Koniec dowodu.

\
W tym twierdzeniu przyjmuje sie, ze funkcje sg okres-

lone tylko na zbiorze XX* . Gdybysmy chcieli, zeby byty
okreslone na X*, to zgodnie z definicja funkcji powin-
no.byc¢ ~"i(e) = e 7 inaczej warunek 3 nie bytby spednio-
ny.

Jezeli mamy rodzine funkcji, odwzorowujacych X* w Yue
1 chcemy ja przyjac¢ jako opis zachowania automatu, ale przy-
najmniej -jedna z nich nie odwzorowuje zbioru XX* w Y lub
stowa pustego w stowo puste, to na to, zeby rzeczywiscie uzys-
ka¢ taki opis, trzeba wprowadzi¢ odpowiednie modyfikacje.
Rozwazmy przypadek, kiedy ta redzina ma tylko jeden element.

Niech wiec bedzie dana funkcja 9 : X*~~Yge . Jezeli nie
spetnia ona ktérego$ z wyzej wymienionych warunkéw, to two-
rzymy nowg Ffunkcje F : X*~YueuyO ,yQ £Y w nastepujacy
sposdb: y(e) = e i dla dowolnych seXX* f(s) = 9 (9),
gdy <P (s)&Y oraz y (s) =yQ w przeciwnym przypadku.

Ta funkcja F spednia juz zatozenia twierdzenia 7.3.

Ograniczenia na funkcje wynikajg z 5.18: Jezeli ist-
nieje automat, dla ktorego funkcje te sa opisem zachowania,
to dla kazdego elementu rodziny takich funkcji iel

eu U QA ) « X* 7.12
yeyY *

oraz dla dowolnych i1cl ,yeY,way
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Jesli vy

O
=
-+
o

on”r W =0 7.14

Odwrotnie, jezeli spedniaja te warunki, to mozna
obliczy¢ automat, w ktérym dla kazdego 1 istnieje taki
stan q , ze s I *?q " Sdzie ta ostatnia funkcja jest
rozumiana w sensie 6.21.

Jezeli mamy rodzine funkcji odwzorowujacych alfabet Y
w zbidr zdarzen w alfabecie X i1 niektore elementy tej ro-
dziny nie spedniajg warunkow 7.12 - 7.14 , to nie istnigje
automat, dla ktérego te funkcje bytyby funkcjami dla
pewnych stanéw q , w sensie 6.21. Ale wtedy mozna zbudowac
automat o alfabecie wejsciowym-* X , dla ktérego Jest spet-
nione pewne uogdlnienie tej zaleznosci.

Twierdzenie 7.-5. Niech X , J beda zbiorami niepustymi
i niech iei bédzie niepusta rodzing funkcjiodwzo-
rowujacych zbior J w .zbidr wszystkich zdarzen w alfabecie
X . Niech , X ,Y , 5,X] bedzie automatem, utworzo-
nym w nastepujacy sposob:

1. Q jest zbiorem wszystkich odwzorowan N takich,
ze dla dowolnych iel , t€X*, Jel

?i,t = 21 Q) * *

z tym, ze jezeli wartosci dwéch funkcji rézniag sie co najwy-
zej o e dla kazdego\j ej , to uwazamy Je za jeden i ten
sam element zbioru Q , Inaczej moéwiac, jesli p£Q , q£0
oraz .dla kazdego, je J p (Du e =q9g @)yre , to przyjmu-
jemy, ze p =

2. Y jest zbiorem wszystkich ztozen t ’ rozumia“
nych w nastepujacy sposoéb: 6~ t G) = Nt (g)) dla
wszystkich jeld
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3. Dla dowolnych 1lei , teX* xeX

N = ?i,tX z

AQCi.t *x)

£fl ,tx

- przyobliczaniu wartosci funkcji £ stosujemy podang
w p- 1 regute utozsamiania standéw, roéznigcych sie co najwy-
zej o e dla kazdej wartosci ich argumentu.

Wtedy:

4. Dla kazdego 1iel oraz dla kazdego jelJ
21 Q) - (seXX”™ i>L(Ffite» s) (@) » ejufrCy),
gdzie (q,3) dla geQ , seXX™* Jest ostatnig literg
X(q, s)

5. Wszystkie stany tego automatu sg parami odroéznialne.

Dowdd:

Przy tych oznaczeniach stanéw ?i 0 ~ ?i dla kazdeg®
iel . Przez indukcje wzgledem dtugosci stowa mozemy +atwo
ewyprowadzi¢ wzér na funkcje /x : dla dowolnych i el
teX*, seXX*“, jej jJest

~"R?i,t- s) = £ ?i,ts
i wobec tego s) @ = £2i,a@)= £@A- "™ 9) -
Ale, zgodnie z 2.55" e(FL1 @)/ s) = wtedy i1 tylko wtedy,

e
gdy se (j) ; stad 4., a nawet wiecej. W ten sam sposoéb
mozna wykaza¢, ze dla dowolnych 1iel , teX*, Jeld

fi,t 0) = [seXX*: /*(pl4t, «) @) - €]

ut ?i,t -
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Przypusémy teraz, ze stany fi t * fiu sag Jiteodréoz-
nialne. Wobec p. 3 twierdzenia 6.1 oznacza to, ze dla kaz-
dego BeX™* m (?* ©» s) s-/<(fi u» s) ~ czyli dla kazdego
jej {s€XX*: V(?2ijt, s] @) -¢e} = (s exX*: Uylu, s) ()=
= ej . Stad i1 z wyprowadzonego wyzej wzoru wynika, ze wartos$-
ci funkcji fi i, oraz u roéznig sie dla kazdego jej
co najwyzej o e . Wyzej przyjelismy, ze takie funkcje repre-
zentuja ten sam stan i stad 5.

Koniec dowodu.

Jak stad wynika, moc Y jest nie mniejsza od mocy zbioru
wszystkich takich JeJd ,.dla ktérych przynajmniej dla jed-
nego iel i )/ 0

W praktycznych zastosowaniach teorii automatéw najbardziej
interesujacym przypadkiem jest obliczanie automatdéw skonczo-
nych. Jezeli wykluczymy powtarzanie sie funkcji ~ dla
réznych 1iel oraz odrzucimy wszystkie takie j , ze

() = 0 dla kazdego iel , to warunkiem koniecznym na to,
aby opisana,,metoda data automat skoniczony, Jest skonczonos¢
zbioréw X , I , J , Zajmijmy sie blizej tym przypadkiem.
Zamiast funkcji mozemy teraz wzigc¢ ciaggi RM

Twierdzenie 7.6. Przyjmijmy, ze X Jest zbiorem skohczo-
nym i ze. m,n sg liczbami naturalnymi dodatnimi. Niech ,

i"ism , 14 jJ4n bedzie rodzing zdarzen w alfabecie X
Oznaczmy:

Rj = (Rii* Ri2* » fiin)
Niech {Q, X, Y, $,Aj bedzie automatem, utworzonym w

nastepujacy sposoéb:

1. m Q jest zbiorem wszystkich ilorazéw Ri /# s , gdzie

se X*. llorazy, rb6znigce sie co najwyzej .0 e- na kazdej pozycji
/to znaczy takie q«Q, peQ , z¢ qu(e,e, ... ,e) =
= pu(e,e, ... , e) / uwazamy za jeden i ten sam element zbioru
Q

2, Y Jjest zbiorem wszystkich wartosci £E(RM H s9) dla

s6 X\
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3. Dla dowolnych geQ , xeX

€@, x)=q7/ x ,
a(gq, X)=t (q/ X) .

Przy obliczaniu wartosci funkcji $ stosujemy podang w p. |1
zasade utozsamiania standw.

Wtedy:

4. Dla kazdego niopustogo stowa s , seK”™ wtedy i1 tyl-
ko wtedy, gdy R/ s ma na J-miejscu e , lub, co jest

réwnowazne, dla kazdego i, j
Rij ~ 18£XX*;jj.(r*,s) ma na j-miejscu e}ui (Mj) .

5. Wszystkie stany tego automatu sg parami odrdéznialne.

6. Automat jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy wszyst-
kie zbiory sg regularne

Dowdd:

4 i 5 dowodzi sie analogicznie jak w poprzednim twierdze-
niu. Zbidér X jJest z zatozenia skohczony. Zbiér Y sktada
sie z ciagow n-elementowych, majacych na kazdej pozycji O
lub e . 1l1os¢ takich ciagdéw nie przekracza 2 , a wiec Y
Jest skonczony. Zatem nasz automat jest skonczony wtedy i
tylko wtedy, gdy Q Jest skonczony. Stad i z twierdzenia
4.3 wynika 6.

Koniec dowodu.

Jak wida¢, wartos¢ ¢t(g,s) dla qeQ , seXX*zalezy w
tym automacie od tego, czy s .nalezy do zbioréw wchodzacych
w sktad cigagu q . Ciag p (g,s) jest w gruncie rzeczy swe-
go rodzaju tablica relacji "s Jest elementem" ze zmiennym J
Z togo powodu mozemy automat ten nazwaé¢ automatem rozpozna-
jacym przynaleznos¢ niepustych stow do zadanych zdarzen.

Zbiory R~ tego automatu /gdzie qeQ ,y e.Y/ sa, zgod-
nie z 5.i18, elementami podziatu zbioru XX* albo sa puste.
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W szczeg6lnosci, jezeli g jest réowne z doktadnoscig do o
na kazdej pozycji ciagowi R = R* Il e , to dla kazdego
ysY Rgy Jest elementem podziatu zbioru XX* wyznaczone-

go przez rodzine zdarzen i<jin albo Jest zbiorem
pustym,

Z uwagi tej wynika, ze jezeli zechcemy sprawdzi¢ wyniki
obliczen wykonanych tg metodg i w tyra celu obliczymy zbiory
qu /np. rozwigzujac uktad réwnan 5,i3/, to Rs dla
ye Y moga nie by¢ réwne /nawet z doktadnoscig do e / zad-
nym i<jin , ale, jezeli sag niepuste, to sg elementa-

mi podziatu, wyznaczonego przez rodzine elementédw ciggu R~

Twierdzenie 7,6 ma duze znaczenie dla zastosowan, zwkasz-
cza takich, jak projektowanie urzadzen cyfrowych. Traktujac
projektowane czesci urzadzenia liczacego jako automaty skon-
czone, mozna opisywa¢ ich zachowanie, podajac odpowiednie
rodziny zdarzen regularnych. Y praktyce projektowej taki spo-
sO6b opisu Jest najczesciej stosowany. Twierdzenie 7.6 nie tylko
pozwala oblicza¢ na podstawie tych danych tablice automatu,
ale takze zapewnia to, ze automat ten ma mozliwie najmniejszg
ilos¢ standw.

W praktycznych zastosowaniach bardzo ozesto mamy do czy-
nienia z automatami ze stanem poczgtkowym. Na przyktad, jeze-
i projektujemy lub badamy urzadzenia cyfrowe, to bardzo
czesto zaktada sie, ze praca takiego urzadzenia zawsze zaczy-
na sie od tego samego, raz na zawsze wyroéznionego stanu, W
takim przypadku wystarczy poda¢ reakcje automatu na sdowa
wejsciowe, gdy na poczatku kazdego eksperymentu Jest on w
stanie poczatkowym, poniewaz dane te pozwalajg Juz go /lub
automat tak samo dziatajacy/ obliczyc.

Mozemy wtedy przyja¢, ze m = i , czyli ze rodzina zbio-
réow R sktada sie z elementédw tylko Jednego ciggu R™ ,
Wskaznik i1 mozna w takim przypadku wogéle opusci¢. Ciag
R Jest wtedy stanem poczgtkowym tego automatu /obliczanego
metodga z twierdzenia 7.6/, a kazdy iloraz T NII's , dla
s e X*, jest stanem, do jakiego on dochodzi ze stanu poczat-
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kowego po podaniu na jego wejscie stowa s

Zauwazmy jeszcze, ze gdy ktorys z elementdéw ciggu R jest
zbiorem pustym lub jest uzupednieniem sumy pozostatych elemen-
tow ciggu, to mozna go opusci¢. W ten sposOb skroci sie zapis,
co moze udatwic¢ obliczenia. Konsekwencjag tego jest tylko usu-
niecie z wszystkich ciagéw /stanéw 1 stanéw wyjscia/ elemen-
tow na tej samej pozycji. W szczegolnosci, jezeli
to mozna zastgpi¢ R przez R

Przyk#ad:

Wyznaczy¢ funkcje przejs¢ i1 wyjs¢ oraz zbidor stanow zamka
szyfrowego opisanego we wstepie, .traktujgc go jako automat
ze stanem poczatkowym.

Al fabetem wejsSciowym jest X = £i,2,3,4,5,6,7,8,9,0j

SQ = 256092 ,
Ss = 2u 25u 256 u 2560 u 25609 ,
Przyjmujemy

Obliczamy ilorazy i wartosci funkcji Z

S /2 = (56092,eu 5u56u560 u5609)
BI125 = (6092 teu 6u 60 u 609)
S/F256 = (092r eu 0+ 09)
SU2560 = (92,eu9) ,
sU25609 = 2, 95

S /256092 = (e, 0)

t(s /7/25609) = (0, e)
f(&/f 256092)= (e, 0)

Wszystkie pozostate ilorazy sa réwne
S/ 256092 rézni sie od (0,0) tylko o e na pierwszej pozycji,
oba te ciagi reprezentuja ten sam stan.
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Tablica automatu:

inna

2 5 6 0 9 oyfra
$ S/2j(0,«) (0,0)1 (0,0) (0,0)i(0,0) (0,0) .(0,0) (0,0)i(0,0) (0,0)1(0,0)
$/2 (0,0)t(0,0) S/251 (o,e) (0,0)+(0,0) (0,0) t(o,0) (0,0)i(0,0) (0,0)1(0,0)

S/125 (0,0)1(0,0) (0,0)j (0,0) $//256i(0,a) (0,0) 1(0,0) (0,0)t(0,0) (0.0)1(9.0)
e 256  (0,0)1(0,0) (0,0)1(0,0) (0,0)1(0,0) S/2560i(0o,e (0,0) t(0,0) (0,0)1(0,0)
3/2560 (0»0)1(0,0) (0,0)1(0,0) (o,0)t(o,0) (0,0)i(0,0) $/25609i (0,0) (0,0)i(0,0)
§/ 25609 (0,0) t(e,0) (0,0) «(0,0) (0,0)1(0,0) (0,0)j(0,0) (0,0}1(0,0) (0,0)1(0,0)
(0,0) (0,0)1(0,0) (0,0) «(0,0) (0,0)1(0,0) (0,0),(0,0) (0,0)1(0,0) (0,0)1(0,0)

Pojawienie sie ciagu (e,0) na wyjsciu automatu oznacza,
ze stowo podane na jego wejscie nalezy do zbioru SQ . Podob-.
nie () ) oznacza, ze stowo wejSciowe nalezy do Sg , zas
@©.,0) ; czy, ze to stowo nie nalezy ani do SQ ani do Sg ,
czyli nhi czy do S& . Wobec tego mozemy wprowadzi¢ skroécone
oznaczenia elementéw alfabetu wyjsciowego, zastepujac (e,o0),
(Ole)t(o>0) odpowiednio przez o, s, a . Oznaczajg.c stany
automatu symbolami S, 2, 5, 6, fi, 9, A otrzymamy tablice zapi-
sang w nieco prostszy sposob:
inna
2 5 6 fi 9 cyfra
2:s Ata Ara A:a A:a A:a
Az a 5:s A a Az a A:a Az a
Aa Aja 6:s A:a A:a A:a
a A:a A:a 0O:s A:za A:a
a A:a A a Az a 9:s A:a
:0 Ara A;a Ara A:a  A-a
a Aza Aza Az a Aza Az a

> o= oo Nd®?
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Wykres Mealy "ego:

134507390/a  123467.eM/a

134,78"/a
U4,5,6,7AWa
2/0 /
1A4.56.7,219/0-
t33A9S,7A0/a

Zgodnie z twierdzeniem 7.6 jest to najprostszy /w sensie
ilosci stan6éw/ automat o takim zachowaniu.
Koniec przyktadu.

Przyktad:
Obliczy¢ automat ze stanem poczatkowym, rozpoznajacy przy-
naleznos¢ stow w alfabecie X = fa, b} do zbioréw
S = a*Xa ,
T = X*b

Przyjmujemy oznaczenie

R=( ,T).
Obliczamy ilorazy i1 wartosci funkcji £

R/a = (a*Xaua , X*bh) =Ro(a, 6), £(/7a )= (, 0 ,
R//b = (a, X*bue )=(a, Toe) , i(r/p )=, e ,
R/aa = R/ao(e, 0)~ u/a , t(R/aa)= (e, 0) ,

R/ab = Ti//b
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R//ba = (e, t) , t(1//ba) =.(e, 0),
R zbb =(0,Tue) ~ R/ba |, £(1/bb) =(,e),
R/baa = (0, t)~ RZ ba , £.(RZbaa) =(o,0) ,
R/bab = (0, Tue) = R/bb ~ RZba
Symbol ~ oznacza rownos¢ z doktadnoscig do e na kazdej
pozycji. llorazy ciggu R , pomiedzy ktérymi zachodzi ta re-

lacja, reprezentujg ten sam stan.

Tablica automatu:

R RzZa :(0,0) R/b :(0,e)
RZa H/a : (e,0) R/b : (0,0
R Zb Rzba : (¢e,0) R/ba : (0,e)

RZ ba RZ ba : (0,0) R/ ba : (o,e)

Stanem poczatkowym tego automatu jest R , alfabetem wyjs$-
ciowym Y = {(e,0) , (0,e) , (Q,0)]j
Wykres Mealy"ego:

Jezeli po podaniu dowolnego niepustego stowa s na wejs-
cie tego automatu /bedacego w stanie poczatkowym/ ukaze sie
na jego wyjsciu element alfabetu Y , ktory ma e na pierw-
szej pozycji, to seS . W naszym przypadku jest tylko jeden
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taki element: (e»0) . Jezeli w tej sytuacji na wyjsciu uka-
ze sie element Y , majacy e na drugiej pozycji, czyli
/dla tego automatu/ (o0,e) , to seT . Jezeli na wyjsciu

jest (0,0) , to s nie jest elementem ani S , ani T

Wida¢ wiec, ze automat ten rzeczywiscie rozpoznaje przy-
naleznos¢ s#éw niepustych do zgadanych zbioréw. Jego dziata-
nie, czyli przebieg tego rozpoznawania dla konkretnych s4éw,
mozna przesledzi¢ na wykresie Mealy"ego. Jednakze takie dos-
wiadczenia przeprowadzane z tym automatem nie moga da¢ odpo-
wiedzi na pytanie, czy sdowo puste nalezy do S Hlub do T

Poniewaz “e,e)nie jest elementem Y , nie istnieje sto-
wo niepuste, ktore nalezatoby jednoczesnie do S i1 T
Jak #atwo obliczyé t() =s() =0 , czyli stowo puste do
tych zbioréw nie nalezy, a zatem sa one roztaczne. Suma ich
nie Jest. zbiorem wszystkich-s4éw niepustych, poniewaz istnie-»
Ja stowa, ktére potirodujg ukazanie sie na wyjsciu automatu
ciagu (0,0) .

Koniec przykdadu.

Przyktad:

Automat ze stanem poczatkowym, rozpoznajacy przynaleznoscé
stéw w zadanym alfabecie X do zbioréw A, B, C, D, obliczo-
ny metoda Brzozowskiego /twierdzenie 7.6/ ma alfabet wyjscio-

wy
Y = {(e,e,0,0) , (0,e,0,0) , (o0o,e,e,o) , (0,0,e,0)}.

Obliczenia byty przeprowadzane dla ciggu R = (A, B, C, d) ,
ktéry jest stanem poczatkowym tego automatu. Jakie mozna stad
wysnu¢ wnioski o zbiorach A, B, C, D , jezeli oprécz tego
wiadomo, ze zaden z nich nie zawiera stowa pustego?

Do alfabetu Y nie nalezy ciag (0,0,0,0n , a wiec kazde
stowo niepuste nalezy do ktéregos z tych zbiorow. Nie ma ele-
mentu Y , ktéry by miat e na czwartej pozycji, a zatem
nie ma stowa niepustego nalezacego do D . Poniewaz stowo
puste takze do niego nie nalezy, Jest to zbidr pusty. Jedy-
nym elementem Y majgcym e na pierwszym miejscu jest
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(e,e,0,0) . Wida¢, ze Jezeli stowo niepuste nalezy do A ,
to nalezy takze do B . Stad, wobec tego, ze e£A, Jest
AcB . Dalej, jezeli stowo niepuste nalezy do A , to nie
nalezy do C , poniewaz nie ma elementu Y , ktéry miatby

e jednoczesnie na pierwszym i trzecim miejscu. Stad AnC =
= 0 . Zbiory B i1 C nie sa rozktaczne, gdyz (o,e,e,o)eY
Istnieja elementy B nie nalezgce do C i elementy C nie
nalezace do B

Jak powiedzielismy, kazde stowo niepuste nalezy do ktére-
go$ z tych zbiordéw, a puste nie nalezy do zadnego. Wobec
D=0 1 AcB jest BuC = XX*

Koniec przyktadu.
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ALGEBRAIC THEORY OP AUTOL1ATA

Summary

The paper presents fundamentals of the automata theory, preceded
by an elementary exposition of necessary information from general al-

gebra. A notion of algebra of subsets of abstract algebra is intro-

duced. For any abstract algebra {i, o, ..., o” by the algebra of
its subsets the algebra fa,o, n, - ,*, a, eg ismeant,
where E is the family of all subsets of 1,u ,n, - are Boolean opera-

tions on the sets, * is a closure in respect to all operations

0‘, os, aqd o, 0S are operations of the algebra consider-
ed, shifted appropriately to the level-ofsubsetsof X, From the point
of view of the theory of automata algebras of subsets of free monoids,
i.e. so called algebras of events are most interesting. However,
theorems which are valid not only in algebras of events but also in
algebras of subsets of arbitrary semigroups or even groupoids, are
formulated in a possibly general form. A detailed investigation of pro-
perties of loft and right residuals, defined .on algebras of subsets of

semigroups, is made.

Following the general algeb."aic introduction there are presented
main theorems of algebra of events dealing with the notion of regula-
rity and characteristic properties of regular events, and methods of
investigation of the regularity. Methods of solving.of right and left

linear equations in the algebras are described, too.

Last three paragraphs of the papor contain definitions, theorenms,
and calculational methods of the automata theory itself. By an auto-
maton there is meant here a Moaly-type automaton /9/ or a sequential
machine /8/. There are discussed various ways of presentation of auto-
mata and there are shown connections between them and previously intro-
duced algebraic notions. There is shown that every automaton A /not
necessarily finite, i.e. having finite both input and output alphabets
and a set of states/ may be extended in various ways to an infinite
automaton vith the same sot of states having as input symbols input
words of the automaton A. On this basis there is made on investigation

of cquivalenco of automata relation, and there are introduced methods
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of simplification of automata and methods of construction of an in-
finite free automaton equivalent to a given one. Algebraic methods of
analysis /i.e. deriving a behaviour of an automaton from its struc-
ture/ and synthesis /deriving a structure from the behaviour/ of auto-
mata are discussed in detail. Three basic kinds of the behaviour de- *
scription are distinguished: by events /regular, if the calculated
automaton is to be finite/, by sequential functions /9/, or by func-
tions mapping the words of the input alphabet of the calculated auto-
maton to the elements of its output alphabet. The synthesis method for
the first case is based on calculation of left residuals of the given
events and is slightly modified Brzozowski®s method /3/. Methods of syn-
thesis for the two remaining cases are partly based on results of /9/,
but take advantage of the calculation of left residuals. Descriptions

of all computational methods and more important theorems are supple-

mented by numerous examples.
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AJTTEEPALI4ECKAH TEOPHFI ABTOMATOB

Pe3me

PadoTa coaejEHT ocnoBHHe cBeseHna no Teopna

METOB b aaredpaWecicoi* TpaKTOBKe, npeacTaBfleHHue c no-
MomBxi 30BOJILHO mnpoKoro ncnonB30BaHwa annapaia odgeid
aaredpu, Teopnn rpyrmonaoB h noayrpynn. Ha ochobb Nnpn-
BeAQHHoro B Hawajie padora noHaina aaredpa noamiOsecTB
alacbft adCTpakKTHOIT aaredpa, paccMOTpsHH CBofiCTBa aaredp
nosxniosecTB rpynnoiwoB, noayrpynn n cbosootux NOAYrpynn.
118 noHnraeM aaredpti nosMHOsecTB npoH3BOJiBHO? aarsdpn
{1, o1, O} noHHuaeTCH aarsdpa {E,u,n, - , ,

9S] , rse E HBaasTca. cbubbs Bcex noflVHoaceciB
MHOseCTBa I, chiibohu U,N hbmbtch onepamiHVH nona
HHonecTB, k bbbhbtch onspaunefl saMLncaHHa no™ bcbm one-
pannau ol t od, a 8If 9, BO3HHKaBT Bcaea-
cTsne nepeHoca arax onepanna Ha ypoBBHB nosuaosecTB
UHOsecTBa 1. C to“kh 3penna TeopiiH aBTO«aTOB HaaOoaBnee
anatemie hmcdt aaredpa nosMHOsecTB cbhodoshux hoayrpynn
Cc esiiHaue3, T.e. Tan Ha3UBaeMLie aaredpa codurait. O™HakO
MHoro Teopeii, hcthhhhx ana aaredp cod«THi4t HBaaBTca Taa-
xe HCTHHHUHH aas aaredp noanHosecTB npoH3BoaBH«x rpynno-
KS03 hot, no KpafiHeii Meps, npoH3BOBBHHX noayrpynn. B Ta-

Knx cayuanx atu Teopeim npnBeaeHU no bo3sioxhocth b odnefl
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$opny;inpoBKe. fleTaJiBHO paccMaTpiiEaiOTCH CBof.CTBa JieBO h
npaBocTopoHHero sejieniiH: onepamifi npoE3BOfIMMHx Ha nosMHO-
secTBax rpynnoM”oB, npsweHHeuioc bo MHornx BugncxMTexBHHX
«eToaax Teopasi aBiowaicB.

B gacra nacBHhieHHoit paccyoipeinira aeTajiBHHX cEolicTB aji-
redp oodfctHy /n. 3, 4/ npMBe”eHbi TeopenH pemeHHH Jieso - h
npasocTopoHHe JiliHeiiHXx CHCTei! ypaBHemia, KOTopae Tanse Jirpa-
BT CuJiBiayio po”B b AaJiBHeiiEHX paccysxeHHHX. B toM se nacra
paccMOTpeHH noHHTMH peryjrapHoro co<ththh h peryjiHpHoro Bupa-
KeskH, a TaKse yKa3aH paa Teopea o xapaKTepncthgecKHX cboM-
ci-Bax peryjiHpHHx co(Btthsb. flarBnie bboshtch onpeaejieiiHe aBTo-
MaTa(hocjieflOBaTexBHoii iiamHH b cuacjie [8], aBTdwaTa Mhjim b
AHCjie [93,)n paccMaTpHBaaTCH pasatraue cnococSu ero npescTaB-
aeHHH, a Tajcse yKa3HBaeTCH hx cbh3b c paHee BBeaeHHHMH ajire-
Goal 1geCKH! iH «nOHHTHHUH .

3th paccyx?,eHHH KacasTCH He tojibko KOHeHHHX aBTOMaTOB
/ to eCTB aBTOMaTOB HitleiO!HHX KOHeHHHe UHOKeCTBO COCTOHHHZ,
BXOSHHO H BHXOfIHHM aJl$aBHT/. il0JIB3yHCB Teu, HTO BO03ii0JKHO
paciDHpeHHe $yHKUHH nepexoaoB h BaxosoB npoH3BOJiBHoro hbto—
uaT$. A Ha HHosecTBO Bcex cjiob b ero bxoshom ali$aBme (cu.
[23] , [9]), ilOHHO CO03”aBaTB pa3XIlIHHHe paCUIHpeHHH 3TO0TO
aBTOMaia, Huetaipe Tanoe se uHonecTBo cocTOHHiiii naK A, ho
HBJiHEiniHecH 6ecKOHeHHLitHi aBTOHaiaaH, Tan KaK mx bxoehhm ane&a-
BHTOM eCTB MHOKeCTBO BCeX CJIOB BO BXOflHOM aa$aBHTe -' TOifaTa

A. PacciiaTpHBaaicH- cEoiiCTBa oihossekh nepaaraiHHMOCTM i5To;.:a-
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TOB H weTOfILl HX ynpOIESHHH H yKa34BaeTCH cnocod nOCTpOGHHH i
HJiH ~aHHoro aBTOKara A, HepasjntHHMoro. ot nero CBO®&oxaoro
asTowaTa c 6ecKOHenHUM uHoxecTBOM coctohhhii. Uoapodho odcys-
flagTCH ajirsopangeckHe ueioau aHamT3a aBTouaioB h ueTo™ti ckh-
Teaa, to octb EbiHHCjieHHH aBTonaTOB na ocHose nx noseaeHUH.
Upa 3TOH pa3Jni®aj0TCH ipii ocHOBHue BHjca onHcaHHit noBeaeHHH
aBTOMaia: no codhthhm (ohh peryjrapawo, ecnn BanHCMeMHU aBTo-
GaT aonseH o6htb KOHenHHu), no noclieaoBaTejtBHHu $yHKiuiau ([9]),
linn no $yHKUHHU oTodpasanniHM cjiosa BxozfHoro eui$aBiiTa Ha 3ne-
MBHTH BaxoflHoro aldi$aBHTa BanncjiHeMoro aBTOwaTa. OnucaHHail

B padéoTe weToa CHHTesa ara nepBoro caynan HBraeTCH He3Ha-
HHTeJIBHO M O L f H poBaHHHM M5T020M EpHOSOBCKOBO QSD ¢ MeiOJW
CHHTeaa ara ocTanBHHX aByx caynaeB &asnpyiOT Ha pe3yjiBTaTax
[93, ho b hhx HcnoiiB3yeTCH JieBocTopoHHee aeneHne. OiracaHHH
Bcex ueTOAOB BaracaemiH h cSojiee BazHae Teopeim aononraioTCH

MHoroniicneHHUMH npHMepaiiH.
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