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Wstep

W dniach 16 i 17 maja 1963 roku odbyto sie w Warszawie, w
sali goscinnie wypozyczonej przez Komisje Planowania przy Radzie
Ministréow, X Krajowe Sympozjum na temat: METODY ROZWIAZYWANIA
ROYFFIAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJINYCH NA MASZYNACH CYFROWYCH.

Sympozjum zostato zorganizowane przez Instytut Maszyn Mate-
matycznych PAN, staraniem Biura Programéw i Zastosowan Maszyn
Matematycznych tegoz Instytutu.

W obradach wzieto udziat kilkadziesigt oséb - przedstawicie-
le osrodkéw obliczeniowych, wyzszych uczelni, instytutéw nauko-

wych oraz przemystu.

Sympozjum otworzyt krotkim przeméwieniem Dyrektor Instytutu

Maszyn Matematycznych PAN, prof. dr L. tukaszewicz.

Podkreslit miedzy innymi duze znaczenie zapoczatkowania wy-
miany zdan na temat metod obliczeniowych zwigzanych z maszynami
cyfrowymi, szczegélnie w tak waznej dla nauki i techniki dzie-
dzinie jak roéwnania rézniczkowe zwyczajne. Profesor tukaszewicz
zaznaczy+ konieczno$¢ kontynuowania tego typu spotkan, wyraza-
jac w imieniu Instytutu Maszyn Matematycznych PAN goto"«o$¢ regu-

larnego ich organizowania.
Na Sympozjum wyg#oszono w sumie 12 referatow.

Obrady podsumowat doc. dr Krystyn Bochenek z Instytutu Maszyr.
Matematycznych PAN.

Stwierdzit, ze wigekszo$¢ wypowiedzi na Sympozjum dotyczyta
zagadnien poczatkowych. Nalezatoby w aktualnie prowadzonych pra-
cach zwréci¢ wieksza uwage na czesto wystepujace zagadnienia

brzegowe i wkasne.

W referatach na Sympozjum nie zostaty réwniez uwzglednione
metody rozwigzan asymptotycznych, przydatne niejednokrotnie w

badaniu osobliwosci.



Zagadnienia praktyczne prowadzg czesto do réwnan rézniczko-
wych, w ktérych wystepuja zmienne losowe, warto zatem zajgd sie
tego typu problemami. W zwiazku z pracami doswiadczalnymi maja-
cymi na celu badanie przydatnosci réznych metod catkowania réw-
nan, prowadzonymi giéwnie przez Instytut Maszyn Matematycznych

PAN oraz Centrum Obliczeniowe PAN, wydaje sie celowe przeprowa-
dzenie oceny statystycznej uzyskanych wynikow.

Na zakoriczenie doc. dr Krystyn Bochenek stwierdzi¥, ze tego

rodzaju spotkania sg bardzo pozyteczne i powinny by¢ kontynuo-
wane .

Pelne teksty referatéow wygtoszonych przez autoréw oraz ich
krotkie streszczenia zawiera niniejszy zeszyt ALGORYTMOW.



PROGRAM
Pierwszego Krajowego Sympozjum

METODY ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH
NA MASZYNACH CYFROWYCH

16 maj 1963 /czwartek/

Godz. 10 Otwarcie Sympozjum - Prof. Dr L. LUKASZEWICZ

CzeOC 1. Godz. 103°
PRZEWODNICZACY: Doc. Dr K. BOCHENEK
SEKRETARZ : Mgr J. LEWKOWICZ

Mgr Ryszard Pogogzelski
0 stabilnosoi pewnych metod réznicowych.

Dr Whadystaw Turski

0 mozliwosci zrealizowania automatu okreslaja-
cego obszar praktyoznej stabilnosci

czedO 11. Godz. 1300
PRZEWODNICZACY: Mgr K. MOSZYNSKI
SEKRETARZ - 1. HARASIMOWICZ

Prof. Jan Szmelter, mgr Krystyna Deloff
Linia ugieoia $ciskanego preta po utracie sta-
tecznosci
Mgr Swiatomir Zabek
Kilka oszacowan b#edu dla rozwigzan przyblizonych
réwnan roézniczkowych liniowych rzedu parzystego
Doc. Romuald Marczynski, mgr Y/iesktawa Pulczyn

Modelowanie cyfrowego analizatora réwnan réznicz-
kowych na maszynie cyfrowej

Mgr Wkodzimierz Ostalski

Tablicowanie funkcji przez rozwigzywanie roéwnan
rézniczk<wych



7 maj 1963 /piagtek/

CzeSC 111. Godz. 9°°
PRZEWODNICZACY: Mgr R. POGORZELSKI
SEKRETARZ : Mgr B. PALLASCH

Mgr Karol Feldman, mgr Krzysztof Moszynski

Uwagi o realizacji algorytmu znajdowania
rozwigzania zagadnienia brzegowego dla
uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
liniowych

Mgr Mirostaw Dabrowski, mgr Zenon Szoda

0 przydatnosci metod Rungego-Kutty i Adamsa
w praktyce obliczeniowej

CZes"C 1IV. Godz. 1200
PRZEWODNICZACY: Mgr W. OSTALSKI
SEKRETARZ : Mgr H. RADZIKOWSKI

Mgr Apolonia Radziun

Ocena poréwnawcza metod numerycznych cat-
kowania réwnan rézniczkowych zwyczajnych
na maszynie ZAM-2

Mgr Krzysztof Zidétkowski

Kilka uwag o uzytecznosci maszyn matema-
tycznych do numerycznego rozwigzywania
réwnan rézniczkowych ruchu, stosowanych
w astronomii

Doc. dr Krystyn Bochenek
0 profilach fal uderzeniowych i okresla-
jacych je réwnaniach

Mgr Ryszard Pogorzelski

0 numerycznym catkowaniu réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych metoda rzedu wyzszego,
niz rzad regularnosci rozwigzania

Zakonczenie obrad. Podsumowanie - Doc. dr K. BOCHENEK.
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0 STABILNOSCI PEWNYCH METOD
ROZNICOWYCH

Ryszard POGORZELSKI

Instytut Maszyn Matematycznych PAK

Autor opisuje metode otrzymywania wzordéw rzedu
pigtego stabilnych dla dosy6 duzych przedzia-
tow n=f" (x,y)'h . Podano réwniez réwnania
charakterystyczne bikedu dla metod Milnea i Ham-
miInga, zaréwno modyfikowanych, jak i metod ko-
rzystajgoyoh tylko raz z korektora na kazdym
kroku catkowania.

Niech bedzie dane rownanie rézniczkowe zwyczajne nastepujacej
postaci:

y'-f(x,n)
iw -i. m /1/

Podstawowa grupe metod Btosowanych do numerycznego rozwigzywania
tego réwnania stanowig metody roznicowe. Metody réznicowe sa na
0og6t szybsze od gtoéwnego ich konkurenta metod Rungego-Kutty. Na
kazdym kroku catkowania metody réznicowe w zasadzie wyznaczaja dwa
razy wartos¢ pochodnej, podczas gdy metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego wartosci funkcji f(X,y) oblicza cztery razy w czasie jed-
nego kroku catkowania. Pakt ten ma istotnie znaczenie, szczegolnie
dla skomplikowanych funkcji f (x,y) oraz dla duzych uk#adéw réwnan
typu /V.

Wezmy pod uwage nastepujacy wzor:

<kynfk +oc*. tyn, k_,+... +a0yn=h((Sky'ntk j % yn),
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gdzie h oznacza krok catkowania, 00m i f3m sa wspétczynnikami rze-
czywistymi, a im sa wartosciami danej funkcji f(X,y) w punktach

+mh ’ tzn.
ym=fm =f(xn,ym.

Ze wzoru /2/ bedziemy korzysta¢ przy numerycznym rozwigzywaniu roéw-

nania /1/. liczbe k , okreslajaca ilo$é punktéw poczatkowych wys-

tepujacych w tym wzorze, bedziemy nazywa¢ stopniem tego wzoru.
Zat6zmy, ze wspétczynniki OCm i j3m spekdniaja nastepujace réwna-

nia:

$=1,2,...,P.

Wéwczas dla dostatecznie regularnych funkcjiy(X) mamy:

oL Y(xFmh)= y'(x+mh)]- & ~0(h pf).

Liczbe p bedziemy nazywa¢ rzedem wzoru /2/.

Aby wzor /2/ mozna byto stosowa¢ do numerycznego rozwigzywania
réwnan /V» wzér ten winien dawa¢ rozwigzanie zblizone do rozwigza-
nia doktadnego Y(X) , kiedy h-~~0 , D ~~ 00 przy warunku D -— j —%&
Warunkiem koniecznym zbieznosci rozwigzania numerycznego, otrzyma-
nego przy pomocy wzoru /2/, jest p y 1l , gdzie /? jest rzedem wzoru.
Warunek ten nazywa sie warunkiem konsystentnosci. Warunek konsys -
tentnosci jednak nie wystarcza. Wzor /2/ musi by¢ ponadto stabilny.
Zauwazmy, ze wzory, dla ktérychp > k +2 , sa niestabilne (4.

Aby sprawe stabilnosci blizej wyjasni¢, przeprowadzimy nastepu-
jace rozumowanie. Niech y m—y(Xm) oznacza dokkadne rozwiagzanie
réwnania /1/, a(y m) rozwiazanie numeryczne, otrzymane ze wzoru
/2/.
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Woéwczas
Akyn*k + 0K-1yn~k-1 +-—+KoUn = h((iky'r)tk+..+PQ0iT)+ E /3/
gdzie E oznacza b#ad obciecia metody. Niech

m Um ym
oznacza b#ad rozwigzania w punkcie Xm. Odejmujac réwnanie /2/ od
réwnania /3/ otrzymamy

N «=+0cOEN= h[pk(giHc-y'n) +..y potg; -y'n)]+E A/
Korzystajagc z twierdzenia o wartosci Sredniej, mamy

UL ~yL=f(*m 'yJ-f(Xn,.yJ= qij,

gdzie Qm jest zawarte w przedziale o kohcach Um i ym . Zaktada -
jac, ze f'\(X,y) i E sa state w pewnym przedziale oraz wprowadza-
jac oznaczenia

fy(x,y)=K; h=hK,

réwnanie /4/ zapiszemy w postaci

ccken.k+ock i £n4k_li-.+<x0Sn=h E e n+k +...+p0£ J i-E

lub

O-k™n+k + k-1 Mn+k-1 +'--+ AOEN E, /5/

gdzie
am=ocm~-h/3m m= 0,1

Otrzymalismy liniowe réwnanie roéznicowe dla bdedu £m . Ogélne ro-
zwigzanie roéwnania /5/ jest nastepujagce:

E£m=cO+ciCr+ ...-ck 9k\
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gdzie e)f, ... ek oznaczaja pierwiastki nastepujacego roéwnania cha-
rakterystycznego, odpowiadajgcego rownaniu /5/s

+ p k=1+...+a ~0 . 76/

Jesli réwnanie /6/ posiada pierwiastki o module wiekszym od jed-
nosci, to bkad £m bedzie wzrastadé wraz z [Tl . Pakt ten jest szcze-
gélnie nieprzyjemny, jeslif < 0 . Wéwczas bowiem pole krzywych
catkowych jest zbiezne 1 rozwigzanie doktadne posiada asymptote»na-
tomiast rozwigzanie numeryczne moze oscylowa¢» bdad w tym rozwigza-
niu moze rosng¢ w postepie geometrycznym.

Stad wynika, ze nie mozna stosowa¢ wzoru Milne"a

T (y'n+S”y'n +tfn-I) t

nawet do tak prostego rownania, jak

y--y; y(o)=i.
Dla wzoru Milne"a jeden z_pierwiastkdéw réwnania charakterystyczne-
go jest w tym przypadku (h < 0) mniejszy od -1. B#ad bedzie nieu-
chronnie wzrasta¢ wraz z iloscig krokéw catkowania niezaleznie od
tego, jak mate jest ft. Doktadne rozwigzanie y ~ e * bedzie stop -
niowo zanikato w numerycznych rachunkach, poniewaz:

yn=yn-£n=e~nh-c, p,"- C2p2n-ca.

Przyjmiemy nastepujaca definicje stabilnosci. Wzér /2/ bedziemy
nazywa¢ stabilnym, jesli wszystkie pierwiastki odpowiadajgacego mu
rownania charakterystycznego /6/ leza wewnatrz kota jednostkowego.

Podamy konstrukcje wzoru stabilnego dla dosy¢ duzych przedzia -
+6w ft < 0 , przeprowadzong przez Crane i Lamberta [Z . w tym ce-
lu rozwazymy nastepujacy wzor:

¢/n.rayn+byni +cyN2+h(dyaH+ey'n + fyh 1 +gy'n.z ). m
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Bedziemy zgda¢, aby wzdér ten, podobnie Jak wzdor Milne®a, by+ rzedu
czwartego, tzn. aby bdgd obciecia tego wzoru by# proporcjonalny do
h5. Rozwijajac wedtug poteg h odpowiednie funkcje i ich pochodne,
wystepujace we wzorze /7/, 1 przyrownujgc wspodczynniki przy Jed -
nakowych potegach A do h 4 wkacznie, otrzymamy pieé¢ réwnan na state
CL,...,0 . Traktujac dwie z nich Jako parametry, np. b ig , moze-
my wyznaczy¢ pozostate state, mianowicie:

27(1-b)~72a 18+14b+24a
a 24 e 24
., -3(J-b)+72g . ~9+170+96(1 78/
0 24 i 24
c 9-b
24

lokalny bdad obciecia wzoru /7/ ma przy tym postac

hs5U
9 (-9*5b-12g).

Wstawiajgc te wartosci do odpowiadajgacego rownaniu /7/ rownania cha-

rakterystycznego, mamy:
a3e3+a2e2+ale +cl1=0, 13/
gdzie:

a3=24-9hfhb

/
a2=-27 +27b+72g9 ~18b - 14hb. 24hg

af- ~24b+9h ~17hb -96 hg

a0- 3~3b ~72g ~24hg.
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«Jesli réwnanie to ma pierwiastki o module rownym jednosci czyli
, to z rownania /9/ otrzymujemy:

a3cos3Q +azcos2Q N~a”™osO+an0

/io/
a3sin3Q +a2sIin2Q+alsinQ =0.
W szczeg6lnym przypadku jesli € =i , to SinQ=0 . Drugie réwna-
nie /10/ jest speinione, zas z pierwszego wynika, ze
<£j +a2 +al+ao=0
czyli
h(3+24g+5b)=0. /ul
Podobnie, jesli € =~1 , to réwniez drugie réwnanie /10/ jest spek-
nione, a z pierwszego mamy
-a3+a2~al+ao~0,
czyli
(h +24)(b ~9~249)= ~192+5769. m 7/

Jezeli natomiast SinQ~0 , to rugujac Q Z réwnan /10/ otrzyma-
my

b2a(h,g) +bB(h,g) +C(h,g) =0, n3/

gdzie A(h,q),B(h,g) i C(h,g) sa wielomianami stopnia drugiego
zmiennych i1 i Q.

Jesli réwnanie /9/ posiada przynajmniej jeden pierwiastek o mo-
dule réownym jednosci, wowczas spednione jest przynajmniej jedno z
réwnan /11/, /12/ i /13/« W dalszym badaniu wygodnie jest zatozyo,
ze liczba § jest wielkoscig ustalong. Woéwczaei réwnania /\M,/'\2/ i
/13/ okreslaja pewne krzywe na ptaszczyznie hb JCrzywe tedziela
ptaszczyzne na obszary. Kazdy punkt ptaszczyzny hbokresla pewne

réownanie /9/, zatem pewna grupe pierwiastkow € .
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Zat6zmy, ze w pewnym punkcie P wewnagtrz pewnego obszaru jedno-
spéjnego R , ograniczonego przez linie /11/, /12/ i /13/, wszyst-
kie trzy pierwiastki réwnania /9/ lezg wewngtrz kota jednostkowe-
go. Wéwczas dla dowolnego punktu tego obszaru R wszystkie pier -
wiastki rownania /9/ lezg wewnagtrz kota jednostkowego. Zatem, dla
okreslonego obszaru wystarczy sprawdzi¢ tylko dla jednego punktu,
czy moduty pierwiastkédw rownania /9/ sg mniejsze od 1. Wyniki prze-
prowadzonej w ten spos6b analizy sa dosy¢ interesujace. Okazato
sie, ze wybor parametru moze radykalnie zmieni¢ ksztaktt obszaru
stabilnosci, tzn. obszaru, w ktorym pierwiastki roéownania charak -
terystycznego /9/ sa mniejsze co do modutu od jednosci. Nie ma ob-
szaru stabilnosci dlag 4 ~ oraz dla Q> ~r e Obszary stabilnos-
ci dla pewnych wartosci parametru J przedstawione sa ponizej gra-

ficznie.

b
Obszar stabilnosci jest ograni-
czony Krzywymi:
prosta: h ~0
prosta: b ~—~ 0,6
hiperbola: (h +24)(b ~9) = 192
-06

Obszar stabilnosci jest ograni-
czony krzywymi:
prostag: h «0
h prosta: b =—~1,4
hiperbola: (h +24)(b~5)=~96
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Obszar stabilnosci jest ograni-
czony krzywymi:

prosta: h —0

prosta: b~~2,6 o~
krzywa: b 2A(Fi,T2) +bB(h,f2) f

+C(h,£)-0

Dla ¢e~0 i b~ O ze wzoru /7/ otrzymujemy wzér Hamminga

yn.rit9yn~yn-2+3h(y'nt+2y'n-y '~ )], /n/

ktérego bdad obciecia wynosi h*y~ _ Wzér ten jest stabilny dla
--j-<h <0 . Jesli za§ g =0 i b=1 ,to wzér /7/ staje sie
wzorem Milne"a. Zauwazmy, ze wéwczas obszar stabilny degeneruje
sie do punktu.

Crane i Lambert proponujg wzigé g 2 i b~~2 . Wéwczas o-
trzymuje sie wzor:

Lokalny bdad obciecia tego wzoru wynosi '15 b 5y , a przedziat
stabilnosci dla /? jest nastepujacy: —72 <h < 0.

Zauwazmy, ze stabilnos¢ uzyskalismy kosztem pewnego wzrostu bte-
du obciecia w porownaniu ze wzorem Milne™a. Zarowno btad obciecia
wzoru /14/, jak i bdad wzoru /15/ jest wiekszy niz biad wzoru
Milne”a. Efekt ten mozna zredukowaé¢ przez niewielkie zmniejszenie
kroku catkowania.
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Dotad zajmowalismy sie stabilnoscig wzoru. Obecnie zastanowimy
sie nad stabilnoscig metod réznicowych. Bedziemy rozpatrywac¢ tzw.
metody zamkniete, tzn. metody korzystajace ze wzoréw, dla ktdrych
wspotczynnik jik jest rdézny od zera. Przyktadem takiej metody jest
metoda Milne"a, okreslona przez wzory

Pn,ryn-3+ j(2y'n-y'n-1 +2y'n—2)
/716/

yn+ryn-i+-3(p'n+i+4y'n +y'n-i),

gdzie
Pn+l fn 4+’ Pn+l)e

Fierwszy z tych wzoréw nazywa sie zwykle predykatorem i jest wy-
korzystany do okreslenia pierwszego przyblizenia wartosci rozwig-
zania. Drugi wzdor /16/ zwany jest iteratorem lub korektorem.

Przy badaniu stabilnosci metody zamknietej nalezy zwrécié¢ uwa-
ge na spos6b korzystania z korektora. Rozrézniamy tu trzy przypad-
ki:

1. Korektor jest stosowany iteracyjnie. Liczba obliczen pochodnej
moze by¢ w tym przypadku wieksza od liczby obliczen pochodnej w
metodzie Rungego-Kutty. W tym przypadku wkasciwosci stabilne meto-
dy okreslone sg w zupeknosci przez korektor, a predykator wpiywa
jedynie na liczbe iteracji korektora.

2. Czesciej jednak w praktyce wartosci otrzymane z jednokrotnego
stosowania korektora sa traktowane jako koricowe. Dla oszacowania
btedu obciecia towarzyszgcego danemu krokowi catkowania wielkosci
otrzymane z predykatora i korektora sa poréwnywane. Jesli bdad nie
przewyzsza okreslonej liczby, to wyniki sa akceptowane, jesli zas
przewyzsza, to zmniejsza sie krok.catkowania. W danym przypadku

na stabilnos¢ ma réwniez wpdyw predykator. Stabilnos¢ samego ko-
rektora nie wystarcza dla stabilnosci metody,

3. Metody réznicowe potrzebuja pewnej ilosci punktédw startowych.
W zwigzku z tym zmiana kroku catkowania jest dla metod roéznicowych
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ktopotliwa. Czesto wiec, aby nie zmniejsza¢ kroku catkowania w cza-
sie obliczen, stosuje sie modyfikacje metody. 1 tak np. metoda mo-
dyfikowana Milne"a korzysta ze wzorow:

mn+ PnH 29 (Pn °n”

/17/
cntryn-i+~3~(mn”™y ' 'n+y'n.J
Modyfikacja metody Hamminga prowadzi do nastepujacych wzoréw:
Pn+#yn-3+T (2yn~/nl+Py'n-2)
A+ Pritl 121 (Pn “n)
/187

Cn*rj[fyn~yn-2 +3nh(mn+, +A/n -y ~-i) ]

Przez modyfikacje podwyzsza sie rzad metody. Przy badaniu meto-
dy modyfikowanej nalezy uwzgledni¢ réwniez wptyw modyFikacji na
jej stabilnosé.

Zbadamy obecnie stabilnos¢ metody Milne"a /16/ korzystajacej tyl-
ko raz z korektora.

Niech YN oznacza doktadne rozwigzanie réwnania /1/,

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
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Wéwczas

/197

+- T « ie~)*Et.

Postepujac podobnie jak przy badaniu stabilnosci wzoru, otrzy-
mamy nastepujace roéwnania:

f ~NenE,
£,,8E,, -/ m§(v,ri+4f, +£,-<)+E2

Rugujac z tych réwnan = dostaniemy

¥7& -S f (2E-£,s2Er1)~NE/E, -]+E. no/

Rownanie charakterystyczne odpowiadajgce temu réwnaniu ma postac

4 3f8h24h\ .,.. h 4h2 8h2 h n
9 ? + (|+T ST T2 "‘"""3""‘"‘"0-

Dla pordéwnania przytoczymy rownanie charakterystyczne korektora
Milne®ax

(h~3)g2+4he +(h+3) =0.

Widzimy wiec, ze roéznica miedzy tymi réwnaniami jest bardzo duza.
Dowodzi to, ze predykator gra znaczng role w procesie obliczeniowym
przy jednokrotnym korzystaniu z korektora.
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Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla modyfikowanej meto-
dy Midne"a oraz dla metod Hamminga. Badajac modudty pierwiastkéw o-
trzymanych réwnan charakterystycznych mozna stwierdzi¢, ze [3J

1/ zwykta metoda Milne"a jest lepsza od iteracyjnej. Ilteracyjna
metoda nie ma obszaru stabilnosci, natomiast metoda zwykta
jest stabilna dla ~08<h<~0,3,

2/ modyfikacja metody Milne"a_znmiejsza przedziat stabilnosci
prawie dwukrotnie (~ 0,4< h <~ 0,2),

3/ iteracyjna metoda Hamminga jest lepsza od metody zwyktej.Dla
metody iteracyjnej przedziatem stabilnosci jest“j <h<O0,
zas dla zwyk#ej ~0,5<Fi<O

4/ modyfikacja w tym przypadku zwieksza przedziat stabilnosci
(~0,9<h<0).
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OH THE STABILITY OP SOME DIFFERENCE METHODS.

Summary

The paper deals with a numerical solution of differential equations of the
form

y =f(C.y)
The stability of the formula

K.k +@ *~/* m-e+ ocO \h=h(p,, YAtk+...+ A3,y; )

is investigated in the first part of the paper, and the formula is given that
is stable for rather great stability regions “h . In the second part
the stability of difference methods is considered; the predicator and modifi-
cation influence upon the method stability being taken into account.
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0 MOZLIWOSCI ZREALIZOWANIA AUTOMATU

OKRESLAJACEGO OBSZAR PRAKTYCZNEJ
STABILNOSCI

Whadystaw TURSKI

Centrum Obliczeniowe PAN

Praca poswiecona Jest opisom cyfrowego modelu
automatu, okreslajacego obszar Q0 warunkéw
poczatkowych uk¥adu réwnan x= X(x,t), dla
ktdérego rozwigzanie jest zawarte w zadanym ob-
szarze Q , przy dostatecznie matych perturba-
cjach prawej strony uktadu réwnan.

Sposrod wielu wariantéw zagadnienia stabilnosci ruchu sformuto-
wanego przez Liapunowa, La Salle i Lefschetz /i] wyréznili szcze-
golnie wazny problem praktycznej stabilnosci.

Problem ten mozna sformutowa¢ dwojako:

1. Matematyczne okreslenie problemu.

Rozpatrzmy réwnanie
X“"X(X,t), t>0 ril

gdzie X i X sg n-wymiarowymi wektorami, a X funkcja-wektorem; t
jeBt niezalezng zmienna skalarng, wzgledem ktérej liczone sg pochod-
ne X . Zaktézmy, ze réwnanie /”/ posiada rozwigzanie libracyjne oraz,
ze rozwigzaniem takim jest poczatek ukdadu wspétrzednych X(0,t) ~O
przy t > 0.

Rozpatrzmy teraz rownanie z perturbacja

X =X (x,t)H(x,t1), t>0. 12/
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Wiech X* ~X (t,X°) bedzie rozwigzaniem réwnania /2/, spekniaja-
cym warunek X*(0, X°) ~X° i niech P bedzie zbiorem wszystkich

funkcji p(X,t) , spekniajacych warunek /p(x,t)j < cf dla
wszystkich X i t Z 0 . Jezeli mamy teraz dane dwa zbiory Q i
Q0 w przestrzeni X, takie ze 0tQo<Q , 1 Jezeli dla kazdego

X° £ Q0 zachodzi zwigzek
X*(t, x°)€Q

to méwimy, ze ruch opisywany przez libracyjne rozwigzanie roéwna-
nia /\/ Jest praktycznie stabilny.

Uwaga .

Pojecie praktycznej stabilnos$ci mozna rozszerzy¢ na przypadek T 7 00 .

2. Fizyczne okreslenie problemu.

Rozpatrzmy pewien realny ukfad dynamiczny, ktérego wyidealizo-
wane zachowanie opisuje rownanie /1/, posiadajace rozwigzanie li-
bracyjne. Poniewaz realny ukdad odbiega nieco od idealnego /zanie-
dbane tarcia, sprzezenia zwrotne i1 rézne efekty z Matymi wspot-
czynnikami”/ i poniewaz nie mozemy stworzy¢ idealnie doktadnych
warunkéw poczatkowych, zachowanie realnego uktadu opisze sie roz-
wigzaniem réwnania /2/, przy czym ani postadé funkcji perturbuja-
cej p , ani wartos¢ wektora X° nie sg nam zasadniczo znane. Z dru-
giej strony, niemal zawsze istnieje pewna tolerancja, tj. zacho-
wanie uktadu uwazamy za zadawalajace, jesli przedstawiajaca je
trajektoria nie opuszcza pewnego obszaru Q . Powstaje wiec pyta-
nie: czy przy danej ekstremalnej wartosci perturbacji, (f , dany
wektor X° nalezy do obszaru praktycznej stabilnosci Q. Praktycz-
nie zalezy nam na szybkiej odpowiedzi na pytanie, czy warunki po-
czatkowe, ktére konkretnie zaistniaty, zabezpieczajg zadowalaja-
ce zachowanie sie ukdadu.

Matematycznie Sciste rozwigzanie tak sformufowanego problemu
podaja la Salle i1 lefschetz [\J . Rozwigzanie to posiada nieste-
ty dwa powazne braki z punktu widzenia praktycznego zastosowania:
po pierwsze, podaje ono jedynie warunek dostateczny istnienia ob-
szaru praktycznej stabilnosci, po drugie - waripiek ten opiera sie
na znajomosci funkcji liapunowa dla réwnania /2/, a jak wiadomo
[ 21, nie ma dotychczas uniwersalnych sposobéw znajdowania funk-

cji Liapunowa.
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Wydaje sie wiec rzeczg pozyteczng znalezienie metody pozwalaja-
cej na badanie praktycznej stabilnosci, bez uciekania sie do pomo-
cy klasycznego aparatu drugiej metody Liapunowa. Przedmiotem niniej-
szej pracy jest wykazanie mozliwosci zastosowania pewnego automatu,
a raczej jego cyfrowego modelu do rozwigzywania wyzej sformutowane-
go problemu. Korzysta¢ przy tym bedziemy z podanego przez Brawerma-
na algorytmu, modelujacego uczacy sie automat rozpoznajacy figury
geometryczne A3/

Program modelujacy taki automat przedstawiony jest schematycz-
nie na rys. 1, przy czym poszczeg6lne bloki speiniaja nastepujace
funkcje:
blok G jest generatorem liczb przypadkowych,
blok C jest blokiem catkowania numerycznego roéwnan rézniczkowych,
blok IV skuzy do wprowadzenia warunkéw zadania: ksztaktu obszaru
Q, statej T , programu prawych stron roéwnania /2/. Blok
ten powoduje odpowiednig modyfikacje bloku C,

blok Bl realizuje pierwszy etap algorytmu Brawermana,

blok B2 realizuje drugi etap algorytmu Brawermana,

blok R wprowadza dane robocze.

Z wymienionych blokéw jedynie trzy ostatnie wymagaja szczegoto-
wego opisu. Opis ten oprzemy na przyktadzie rownania /2/ bez funk-
cji perturbujacej, co odpowiada przypadkowi cT=0 , w ktorym

X = (Xi,X2) x~(x1x2)  X~(Xi (XIX2t),XAx1X21)) .

Zauwazmy, ze gdyby (SO , to blok catkowania C powinien na kaz-
dym kroku dodawa¢ do funkcji X pewng losowa poprawke o wartosci z
zakresu [~(P, +Cf].

Blok Bi wybiera losowo punkt Pf odpowiadajacy danym poczatko-
wym (X2°, X%,) , przy czym Pli Q ; nastepnie przy pomocy bloku
C znajduje sie Huk trajektorii wychodzacy z Pi , odpowiadajacy od-
cinkowi czasowemu [O0,T] . Jesli Htuk ten nalezy catkowicie do Q,
to P, £Q ; w przeciwnym wypadku P1 0o.

Przyjmiemy teraz oznaczenia:
PG oznacza, ze Pi £Qa>

PL oznacza, ze Pi™GO.
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Niech Pl . Wylosujemy punkt P2 i okreslimy jego gérny indeks przez
numeryczne catkowanie. Niech bedzie P2 . Wéwczas prowadzimy dowol-
na prosta /postugujac sie blokiem G/ rozdzielajaca te dwa punkty.
W modelu cyfrowym przeprowadzenie prostej odpowiada nastepujacej
operacji. Bierzemy losowg pare liczb 2U, 22 . Niech

2 xit +2Px2 =a,
AUNR+ AR 2 —@*
Wybierzmy z kolei dowolng liczbe , tak by spedniata sie nierdw-

noscé

min (al,ad< 113max (af, a2).

Wowczas prosta Jl~Xu#Xl+Zi2X~213=0 rozdziela punkty Pl i P2
W pamieci maszyny umieszczamy tréjke liczb 2it , 212, 2i3 i wybie-
ramy nowy punkt P3.

Mozliwe sa cztery warianty:

1 w y w I p
2. i,(p3) - ttjpy  p;
3. ripj-ap.). i p;

4 fHE(P)) ~ N2 i P3

Nie rozpatrujemy przypadku, kiedy PS pada dok#adnie na prosta X,
gdyz takie niestychanie mato prawdopodobne zdarzenia zawsze mozna
wyrugowa¢. W wariantach 1 i 4 losujemy nastepny punkt PN j w przy-
padkach 2 i1 3, kiedy zachodzi pewna sprzecznos¢, prowadzimy nowa
prosta 12 , usuwajaca ta sprzecznosé, i takze losujemy nastepny
punkt.

Og6lnie powiedziawszy, po wylosowaniu i-tego punktu P i wy-
konaniu odpowiedniego catkowania wyliczamy kolejno (Rt)
wszystkich uprzednio przeprowadzonych prostych W , j ~1,2,..., k,
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k< L- 2 oraz aprawdzamy czy istnieje przynajmniej jeden punkt
Ph, n4L~1 , dla ktérego zachodzi

EIPI-AtPIJ-1.2, *e

Jesli takiego punktu nie ma, losujemy nastepny punkt Pitl £ Q
Jesli natomiast punkty takie istniejg, to ma miejsce alternatywa:
albo goérny indeks punktu PL jest zgodny z gdérnymi indeksami punk-
tow nalezacych do tego samego wieloboku /ktére to indeksy na mocy
konstrukcji sa jednakowe/, albo zachodzi sprzecznosé¢, ktéra usuwa-
my przeprowadzajac nowa prosta TKfl . Proces ten powtarzamy tak
ddugo, az osiagniemy pewng ilos¢ tréjek liczb, okreslajacych pros-
te. Nastepny etap pracy polega na ’uczeniu sie ”~ automatu 1 jest
realizowany przez blok B2 . Uczenie sktada sie z dwu procesow:

1. Usuwanie niepotrzebnych granic.

W trakcie tworzenia obszaréw /przez prowadzenie prostych/ ilos¢
ich rosnie znacznie szybciej niz ilos¢ punktéow. W zwigzku z tym
powstaje szereg wielobokéw, ktére nie zawieraja zadnych punktow.
Zdarzaja sie takze takie proste lub ich odcinki, ktére dzielg dwa
lub wiecej obszaréw, zawierajacych punkty o jednakowych gdrnych
indeksach. Usuwajac takie odcinki oraz wymazujac granice oddziela-
jJjace obszary bez punktéw od przylegtych obszaréw zawierajacych
punkty, zmniejszamy radykalnie ilos¢ parametrow charakteryzujag-
cych granice w pamieci maszyny. Proces przytaczania ” niepewnych
obszarow do obszarow zidentyfikowanych przez zawarte w nich punk-
ty nalezy prowadzi¢ mozliwie losowo, albowiem systematyczne usuwa-
nie granic, a szczeg6lnie systematyczne przytaczanie obszaréw,pro-
wadzi do silnie uprzedzonego rezultatu [jJ.

2. Badanie stopnia niezawodnosci .

Losujemy dowolny punkt Pk( Q . W wyniku poprzedniego etapu na-
lezy on do obszaru, w ktérym znajduje sie jut co najmniej jeden
punkt RJ . Punktowi Pk przydajemy gérny indeks, taki sam jak punk-
towi 5, po czym sprawdzamy przez catkowanie numeryczne skuszno$é
naszej hipotezy. W przypadku uzyskania zgodnosci losujemy nastep-
ny punkt kontrolny i proces ten powtarzamy zgdanag ilos¢ razy. W
przypadku otrzymania sprzecznosci miedzy apriorycznym i aposterio-
rycznym indeksem punktu kontrolnego powtarzamy blok B1l, w ktérym
mamy juz “wygospodarowane *miejsca na parametry nowych prostych.
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Mozna oczywiscie przyjac¢ jakie$ inne zasady sprawdzania stopnia nie-
zawodnosci .

Eksperymenty Brawermana, ktéry stosowat podobny do opisanego al-
gorytm do nieporownanie bardziej skomplikowanego problemu rozpozna-
wania cyfr arabskich 1 tworzenia w maszynie poje¢ “og6lnych cyfr
arabskich’, dowodza, ze stosunkowo niewielka ilosS¢ przebiegéw blo-
ku fiy gwarantuje wysoki stopien niezawodnos$ci rozpoznania. Majac
na uwadze stosunkowo gltadkie ksztakty obszardéw praktycznej stabil-
noéci i ”praktyczny 9charakter zadania wydaje sie mozliwe zrealizo-
wanie dostatecznie oszczednego modelu uczacego sie automatu, umie-
Jjacego przepowiada¢ czy dany punkt P nalezy do (@ . Nie wydaje sie
rowniez rzeczag trudng taka konstrukcja automatu, czy raczej jego
modelu cyfrowego, ktéra pozwolitaby na state podnoszenie stopnia
niezawodnosci, np. przy wkgczeniu automatu do ukdadu cyfrowego pra-
cujacego w czasie rzeczywistym.

Rozszerzenie opisanego programu na przypadki o wiekszej ilosci
stopni swobody jest niemalze trywialnej wystarczy zamiast prostych
rozpatrywa¢ rozgraniczajace Liperptaszezyzny.

W Centrum Obliczeniowym PAN prowadzone sg prace nad konkretng
realizacja wyzej opisanego programu.
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ON A POSSIBLE REALIZATION OF AN AUTOMATON DETERMINING THE DOMAIN
OF PRACTICAL STABILITY

-Summary

The paper contains a description of an automaton that determines the
mShape of the domain of practical stability Qa . A digital model of such an
utomaton is proposed, based on the prinoiple of the Braverman 8 preoeptron.

The considered differential equation is the following:
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/R/ k=X(x,t)

where X 1is the n-dimensicmal vector, X ~ its derivative and X~ vector
function. If function X satisfies the condition X(0,t) "0 for t=0,
the point 0 is the equiril solution of the equation /R/. The equilibrial so-
lution is said to be practically stable if for any solution of the equation

X-X(x,t) +p (X,®
with initial conditions

X(0)-x0t Q
p, being arbitrary function such that Ip(Xx,t)lc > there is
x(t)eQ 0< t< T

with closed domains 5 and ft . 0 (Q,, < Q .

cl and T being non negative
constants.



Rys. 1 Schemat programu modelujgcego uczacy sie automat.
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Oblicza sie linie ugiecia preta Sciskanego sita réwnolegty
do jego nieodksztatoonej osi. Pret ma dany dowolnie zmien-
ny przekréj 1 jest zamocowany jednym koncem albo podparty
przesuwnie na obu konicach. Réwnania rézniczkowe sg nieli-
niowe ,poniewaz uwzglednia sie Scisty wzér na krzywizne pre-
ta 1 zmienno$¢ jego przekroju. Réwnania te rozwigzywano fiw
toda Rungego-Kutty-Gilla,przy czym spednienie warunku brze-
gowego osiggnieto metoda kolejnych przyblizen. Szybka zbie-
znos¢ tej metody uzyskano na drodze odpowiedniej modyfikar
oji samych réwnan rézniczkowych.

Pret o ddugosci | zamocowano dolnym korcem w punkcie (0,0) i
poddano $ciskaniu sita P, réwnolegta do nieodksztatoonej osi preta
X [/rys. 2/. Poszukuje sie parametrycznych réwnan rownowagi preta,

w ktorych wspodrzedne/, y wyrazone sa jako funkcje zmiennej nieza-
leznej 6 , przedstawiajacej dHtugos¢ H+uku preta mierzong od punktu
zamocowania. Rowniez od tej zmiennej zaleza kosinusy kierunkowe sty-
cznej U=x‘=COSOC , V=y'=SLno: oraz krzywizna -er = v'u~Ul/.
0d niej zalezy takze dana zmienna sztywno$é preta EJ.

*1 iP
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Jak wiadomo /1/, istnieje taka wartos¢ sity krytycznej Pkr' ze
gdy P<P*r , pret przyjmuje postac¢ prostoliniowga, a po nieznacznym
przekroczeniu tej sity, ulega powaznym odksztatceniom. Celem zada-
nia Jest wyznaczenie sity krytycznej i wyznaczenie linii ugiecia w
tym drugim stanie, to znaczy po utracie statecznosci, oraz przypi-
sanie kazdej linii ugiecia odpowiadajacej jej wartosci sity P.

Jezeli przez C oznaczymy wychylenie konca preta, to moment gnag-
cy w przekroju okreslonym zmienna S wynosi (C~y)P. Z teorii zgi-
nania [V, [9d wiadomo, Ze odpowiada mu krzywizna ~e~"~(C ~y)
Jezeli ponadto skorzystamy z wyzej podanych zwigzkéw, to ostatecz-
nie zagadnienie Bprowadzi sie do rozwigzania ukdfadu réwnan réznicz-
kowych:

s'=1, x'=u,y'=v, u— (C-y)™j , vi=(C:y ) £ /v

z warunkami poczatkowymi wynikajgacymi ze sposobu podparcia preta
s(0) =0, x(0)-0, y(0)-0, wu(0)- 1, v(0)=0. /2/

Oproécz tego musi by¢ spedniony warunek brzegowy

y(l)=C. 73/
Rownania /1/ i /2/ mozna rozwigza¢ od razu metoda kroczkéw, takag
jak np. Rungego-Kutty-Gilla jjJ, [4, Adamsa itp. Jednakze do roz-
wigzania ich trzeba z gory zna¢ wartos¢ C iP. Najprostszy - jak
wydawatoby sie - sposob, polegajacy na zatozeniu C, przypadkowym wy-
borze sityP, scatkowaniu réwnan /M i /2/ i poprawianiu sity P az
do uzgodnienia warunku /3/ - zawodzi. Powodem tego jest wspomniana
wyzej niestabilnos¢, ktéra uniemozliwia dokonywanie nawet przybli-
zonych oszacowan sityP. Nieznacznym bowiem réznicom wartosci tej
sity odpowiadajg tak duze zmiany ksztadtu linii ugiecia, ze nie ma
mowy o zbieznosci procesu kolejnego poprawiania sityP.

Stabilnos¢ problemu, a raczej szybka zbieznos¢ procesu kolejnych
przyblizen uzyskano dzieki modyfikacji samych réwnan rézniczkowych
/1/. Zastgpiono Je mianowicie ukdadem

S'm] x"-u, -y'°v
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~(c y) ej dla  y<c
0 dla y>C

*(e-y)u dla_y=<C e
0 dla y >c N

Uktad /1V mozna zaprogramowa¢ w sposOb rownie prosty jak /1/,
wykorzystujac standartowe metody catkowania roéwnan roézniczkowych.
Znaczenie postawionego w ten sposob problemu jest takie, ze w zar
kresie LY C krzywe

weddug réwnan /1/ i /Y / sa identyczne, a poczawszy od y >C krzy-
wa wg /1%"/ przedstawia prosta styczng do poczatkowej krzywej w pun-
kcie y =C.

Postepowanie iteracyjne polega na zatozeniu C, przyjeciu dowol-
nej wartosci poczatkowej sity P /np. = N * scatkowaniu ukta-
du /17°/ z warunkami poczatkowymi /2/. Teraz nastepuje sprawdzenie
warunku /3/. W razie niezadowalajacej zgodnosci nastepuje zastgpie-
nie starej wartosci P - nowa

i powtdérzenie wszystkiego od poczatku. Proces konczy sie, gdy wa-

runek /3/ jest spekniony z zatozong doktadnoscig. Y/éwczas w zakre-
sie 0§ S$§1 obie krzywe na rys. 3 pokrywaja sie, poniewaz stale
zachodzi nierdéwnos¢ y”~C . Zatem, rozwigzany zostaje wkasciwy pro-
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blem wg réwnan /1/. Ostatnia warto$é sity P jest poszukiwana, co
wynika bezposrednio z /4/ 1 /3/.

2

Drugi wariant problemu rézni sie od przedstawionego na rys.

sposobem podparcia preta /rys. 4/.

Rys. 4
jezeli przyj-

Rownania /1/, /i"/, /3/ sa w dalszym ciagu stuszne,
poczatkowe

miemy w nich C™O Zmieniajg sie teraz tylko warunki

/2/, ktére przyjmuja postad:

s(0)~0, x(0)-0, y(0)“0, u(O)~cosocO, v(0)=sin a0 /z'/

Obecnie zamiast C zakdada sie QO

i dobiera odpowiednie P . Popra-
po kazdej iteracji

wiong wartoso P obliczano wg zaleznosci

14/

fci-udU

Zadanie rozwigzywano dla pretéw o ksztattach z rys.
sowano metode Rungego-Kutty-Gilla przy podziale catkowitej

5, po czym sto-
dtugon-
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Rys. 5

ci preta na 16 krokéw. Proces iteracji, w zaleznosci od ksztattu
preta i1 sposobu podparcia, konczyt sie po 6 do 24 iteracjach,przy
czym uzyskiwana doktadnos¢ dotyczyta 6 cyfr po przecinku. Réznica
miedzy kolejnymi przyblizeniami sityP, a jej wartoscig koricowg ma-
lata podobnie jak wyrazy postepu geometrycznego. Rys. 6 przedsta-
wia typowe wykresy linii ugiecia uzyskiwane dla pierwszego warian-
tu zadania, rys. 7 — dla drugiego. Rys. 8 przedstawia typowa zalez-
nos¢ miedzy wychyleniem preta., a sitagP, ktéra je wywotata.
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Rys.

c)

a)

b)

Ql o/

Wykresy dla pretéw
wg rys. 5:

Algorytmy
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DEFLECTION CURVE OF A COMPRESSED BAR IN UNSTABLE STATE

Summary

The bar is compressed by a force acting parallely to its underformed axis
The cross section of the bar is variable and is given. The bar is fixed at
one of its ends or supported on two movable supports at its both ends.

Differential equations are unlinear because of the accurate expression
used for the curvature.

These equations are solved by means the Runge-Kutta-Gill s method. The
boundary conditions at the ends of the bar are satisfied after an iteration
process.

The quick convergence of the process is due to a modification of differen
tial equations.
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KILKA OSZACOWAN BLEDU DLA ROZWIAZAN
PRZYBLIZONYCH ROWNAN ROZNICZKOWYCH
LINIOWYCH RZEDU PARZYSTEGO

Swiatomir ZABSK

Katedra Zespolov,ra Matematyki
UMC w Lublinie

Praca zawiera zestawienie /bez dowodéw/ Kkilku wariantéw
otrzymanych przez autora oszacowan btedu bezwzglednego,
ktérym obarczone sa przyblizone rozwigzania samosprze-
zonego liniowego problemu brzegowego rzedu parzystego
/réwnanie roézniczkowe zwyczajne liniowe 2z warunkami
brzegowymi najprostszego typu/. Oszacowania te sg waz-
ne dla dowolnej funkcji dostatecznie regularnej i spek-
niajgcej warunki brzegowe, przyjetej za rozwigzanie
przyblizone problemu /tj. nie odgrywa roli metoda otrzy-
mania tego przyblizonego rozwiazania/ i wyrazaja sie po-
przez “defekt® tegoz rozwiagzania przyblizonego oraz po-
przez wyrazenie zalezne od wspétczynnikédw réwnania.
Praca zawiera ponadto przyktady ilustrujace przydatnoscé
praktyczng tych oszacowan.

Rozpatrujemy problem brzegowy liniowy rzedu 2 (1
Lly]m™ (=~ 31(PiWy10 Onr (x), /1-
i-0

gzie y Q(x) =y(x);
y a)(a) -y n,(b) =0 i-0, i m-1, z2"

gdzie m jeat liczba naturalna, pjx) sa funkcjami rzeczywistymi
klasy CIl w przedziale £C, b=> , pi(x) 20 dla i70,1,..., 17),
pm(x)>p>0 w <a,b>.
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Niech Y(X) bedzie doktadiym rozwigzaniem problemu /1/ - /2/,za$
y(x) pewng funkcja klasy C m spe#niajaca warunki brzegowe /2/.
Funkcja Yy (X) moze by¢ np. rozwigzaniem przyblizonym rozpatrywane-
go problemu, otrzymanym przy pomocy ktérejkolwiek ze znanych metod.
Oznaczmy

g =max/Y(x) -y(x)/
- IY(X):Y(X
z(x)- —( )I)I/"( )
G. Bertram /i/ wykazat, ze dla dowolnego m naturalnego

J jL[y]l=r (x) / dx
Q< * 73/
/LPi(x)[z()(x)] dx
b i~ b

Catkaf jL[y]~r (X)/dX  czyli J~/Defekt/dX moze byé obliczona
doktadnie, badz metodami przyblizonymi z nadmiarem bez wigekszych
trudnosci. Aby zatem oszacowa¢ od gory bdad bezwzglednyQ, nalezy
oszacowa¢ od dotu catke w mianowniku prawej strony nieréwnosci /3/.
Oznaczajac

Imjf ,if,ro pi (x)[?<0(x)]2dx

(x-a)

mamy, po dokonaniu zmiany zmiennej t “ (p~a) '
L -f aL(t)[u a)(t)]2dt, /41

gdzie

p(b-a)t+a]
yL(t)- (b-a)2~~ dla /5/

sa funkcjami klasy C' w <0,1> | nieujemnymi, a gm(t) 2 e =

" 7 >0
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u(t) =z[(b~a)t+a]

J-(b-a)L.

Oczywiscie U<)(0)mU @1)a0 dla L=10 m-1, za$ max/U(t)/=1.

Oznaczmy teraz

m
oraz, dla kazdego Z ( (0,1) /otwartego/
L™ = klasa funkcji v(t) okreslonych w <0,Z > , majacych tamze ab-
solutnie ciagtg pochodnag rzedu (tV~0 oraz spedniajacych warun-
ki:/v(t)j4 1 w <O,r>, v(i0)=0 dla z=0,4, ..., m- 1 v(v)=1

P~ = klasa funkcji w(t) okreslonych w <%,'!>, majacych tamze ab-
solutnie ciggta pochodna rzedu (m~4) oraz spedniajacych wa-
runki: /w(t)/<i w<r,/> , /v()(i)=0 dia i =
w(t) =1 ;

U™ = klasa funkcji U(t) okreslonych vi<-0,1> i takich, ze dla

kazdej funkcji u(t) z tej klasy istniejag takie funkcje v(t)
z klasy L™ i w(t) z klasy P™ , ze

Nietrudno zauwazyé¢, ze Dadz U.ft)(U , badz ( U (t)) fU .
Zatem
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Obliczanie lub szacowanie infiméw funkcjonatu mo~e by¢ wy-
konane metodami rachunku wariacyjnego, po czym minimum otrzymanej
funkcji zmiennej T oblicza sie klasycznym sposobem. W szczegélnos-
ci np. optaca sig oszacowaé¢ wstepnie funkcjonat fi] od
dotu przez funkcjonat J gm(t)[u.(m)Vdt , czy nawet, pamietajac, ze
tym(x) et przez funkcjonak e J [ U< dt.

Stosujac to ostatnie szacowanie, K. Tatarkiewicz [Z dla przy-
padku m=1 /tzn. problemu rzedu 2/, pézniej zas$ G. Bertram [\]
dla dowolnego m otrzymali oszacowanie

p@2m-i)[(m-1)!2m]*

L> r (b-a) ] /a/

Ponadto K. Tatarkiewicz /loc. cit./ pokazat, ze

1> f bdx 79/

tatwo zauwazy¢, ze Hj TIH2 , za$ w przypadku najczesciej spotyka-
nym, gdy p, (x) =p =i, a=0,b=1

W tejze pracy K. Tatarkiewicz, przy dodatkowym zatozeniu,ze roéw-
niez po (xX)NPo'>0 , znalazt oszacowanie

Li > - e :-fAr = H: /107

Oczywiscie, wobec faktu, ze O<tht<t dla t >0,
h] >h;.

Stosujac podobne metody, przy pomocy rachunkéw niestety zbyt diu-
gich 1 zmudnych, by daty sie przedstawi¢ w krotkim komunikacie, o-
trzymatem oszacowania dla wyzszych wartosci m, analogiczne do wy-
zej przytoczonych. Mianowicie
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przy czym
(f )d UQ w)dd }
fml/
i . I/ »_ P Jlb-a)* +a
gdzie am(x) - (b~a) 2m' ’

ff(x)dx1-ff(x)dx, ff(x) dxk=f(p(x)dxk-")dx
i podobne jest znaczenie symbolu J f(x)dxh.

Stata H™ jest jednak tylko w specjalnych przypadkach datwa do
bezposredniego obliczenia /by¢ moze optacatoby sie jej obliczanie
metodami przyblizonymi np. na maszynach/, natomiast szacowanie jej
prowadzi badz do statej G. Bertrama A/2 » badz do statej Hy , gdzie

H -m f2m(m-1)1]2
fu _ )2m-2 dX /12/
Ib-a> J Pjri

Ponadto, przy dodatkowym zakozeniu, ze pmf(x)”™ pt >0 , otrzy-

matem dla m~ 2,3, 4 oszacowania

r > u?2 /n/

U (h-2th+) 4

48h5ch -
| > sach = /u/

3 [(12h +h3ch -p +6(4-hJsh-j~24h]

3840h 7a
II> [160h3+3n5+960h-30(h2+8)2h A]

- /157
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gdzie

h=(b~a) yp? /16/

Z /3/ wynika, ze dla danej statej
g <4mf /Defekt/dx.

Zatem, iIm wieksza jest stata //'*, tym lepsze otrzymamy oszacowanie
btedu bezwzglednego Q . Zestawienie pod tym wzgledem statej Hf ze
stalg G. Bertrama Hf wypada na korzysé tej pierwszej; niestety,
nie jest ona wygodna w praktyce. Znacznie wygodniejsza H f jest nie-
mniej sza 0d H2 jedynie w przypadkach, gdy pm(X) dostatecznie du-
zo ~odchyla sie” od swego kresu dolnegoP, a mianowicie wtedy, gdy
J ~ ~(2m-I)p * szansa takiej wkasnie sytuacji male-
je jednakze ze wzrostem m. Jesli zas pm(X) =p , wtedy stata ta da-
je (2m~ /~~krotnie *gorsze’ oszacowanie niz stata Hf.

state Hf (M=2,3,4) w przypadku ogélnym nie daja sie raczej po-
réwnywa¢ z odpowiednimi Etaiymi !1f czy Hf. Niemniej mozna tu za-
uwazy¢, iz daja one tym lepsze /tzn. wieksze/ wartosci, im wiek-
sze jest pf i in1niniejsze_jestp.

Jako przyktad rozpatrzymy problem rzedu 4:

v y' it y"
[ (2 +x)] 32 +y'sinx ~xy COS X

y(u) - y'(0) =y(1) =y'(1) =0

Obliczanie statej Hf prowadzi do réwnania algebraicznego stopnia
7, pominiemy wiec ja w tym przyktadzie. Natomiast, jak nietrudno

stwierdzié,
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Zatem stata H* daje tu oszacowanie najlepsze, natomiast H”™ jest
gorsza’ niz H\ . Mamy wigc ostatecznie 2)4, NGfekt/7d X .

Zaletami niewatpliwymi powyzszych oszacowah jest ich wzgledna
prostota, a takze ich “uniwersalnos¢’. Stosujg Bie one do szacowa-
nia btedu bez wzgledu na metode, jaka otrzymano dane przyblizone
rozwigzanie Yy (X).

Literatura

1. BERTRAM G.: Bine Fehlerabschatzung fir gewisse selbstadjunglerte gewohn-
liche Randwertaufgaben, Num. Math., 1959:1.

2. TATARKIEWICZ K.: Une méthode destimation de l"erreur dans le procédé de
Ritz, Ann. Pol. Math., 1956:J., 2.

SOME ERROR ESTIMATIONS OF APPROXIMATE SOLUTIONS OF LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS OF EVEN ORDER

Sumeary

The following boundary problem is considered

LIY]=" (=D A(p? <Yy8) €) =r(x) (Y@y) &4

y (t,(a) =y (b)=0 p-o0, m-1. 72/

where m is a natural number end £I (x) are real functions of the class
in <a,b>, Ppfx) >0 for fi-O,r, ..., m, pm(x)>p>0 in <a,b>.

Let the function tjf(x) of the class C2m in <a,b> satisfy conditions
/2/, and Ygxg be the exact solution of the nroblem /1/ and /2/. Denote
Q“max/Y(x)-y(x)jand 2 (x)= | YFfIUfftXIT . According to Bertram /1959/
for any natural rn the inequality holds

J% [Lig] ~r(x)/dx

Tw order to obtain a concrete over-estimation for Q the under-estimation of
the Integral in the denominator of /3/ should be found#

The paper contains generalisation of results obtained recently by G.Bert-
raa /1939/ and K. Tatarkiewicz /1955/.
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MODELOWANIE CYFROWEGO ANALIZATORA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH NA MASZYNIE CYFROWEJ

Romuald MARCZYNSKI
Wiestawa PULCZYN

Centrum Obliczeniowe PAN

Opisano realizacje modelu cyfrowego analizatora roéw-
nan roézniczkowych na maszynie cyfrowej. Realizacja
modelu opiera sie na realizacji poszczeg6lnych ope-
ratoréw oraz na podaniu metody jednoznacznego przej-
Scia miedzy schematem blokowym, ktéry uzywa sie przy
analizatorze roéwnan rézniczkowych, a zapisem tego
schematu dla maszyny cyfrowej. Podany autokod pozwa-
la w sposéb prosty i szybki zapisa¢ schemat blokowy
réwnania rézniczkowego. Przy pomocy translatora prze-
ksztatca sie zapis schematu na model analizatora.
Przyktadowo podano sposéb rozwigzywania réwnania réz-
niczkowego zwyczajnego na maszynie URAL-2 przy uzy-
ciu powyzszej metody.

Jedna z metod rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych jest
stosowanie analizatordéw réwnan rézniczkowych. Uzycie analizatorodw
umozliwia +atwe programowantie poprzez #aczenie u-
k¥addéw, realizujacych odpowiednie operacje matematyczne stosownie
do rozwigzywanego zadania. Analizatory elektroniczne, pracujace w
oparciu o procesy ciggte, cechuje stosunkowo mata doktadnosé¢. Urza-
dzeniami, ktére zachowuja Hatwos¢ programowania maszyn analogowych,
a pracuja z doktadnoscig maszyn cyfrowych, sa cyfrowe analizatory
réwnan rézniczkowych.

Analizator cyfrowy réwnan roézniczkowych realizuje rownanie roéz-
niczkowe przez modelowanie cyfrowe poszczegélnych operacji réwnania
rézniczkowego. W analizatorach tych, zamiast przesytania wartosci
funkcji miedzy ’operatorami’, przesytane sg jej przyrosty. Realiza-
cja modelu opiera sie na realizacji poszczegdlnych operacji przy u-
zyciu operatordéw, np. integratora, generatora funkcji, sumatora, oO-
raz na podaniu metody jednoznacznego przejscia miedzy schematem blo-



46 Romuald MARCZYNSKI, Y/ieskawa PULCZYH Algorytmy

kowym, uzywanym pj.zez analizator réwnan rozniczkowych, a zapisem
tego schematu dla maszyny cyfrowej.

V analizatorze analogowym przy rozwiazywaniu réwnania réznicz-
kowego, np.

zmienne 1 przebiegi X, dy ,Y , itd. reprezentowane sg albo “katem
obrotu, albo przesunieciem czesci mechanicznych w analizatorach
mechanicznych, w analizatorach elektronicznych - przez zmiane na-
piecia. 7ielkosci, takie jak obrot, przesuniecie, napiecie,sg pro-
porcjonalne do wielkosci przedstawionych zmiennych.

Catkowanie realizowane jest przez wykorzystanie zjawiska +ado-
wania kondensatora albo przez urzadzenia mechaniczne. Inne opera-
cje realizowane sa albo przez specjalne urzadzenia albo przez od-
powiednio podtaczone integratory. Polgczenia miedzy integratorami
i innymi operatorami w analizatorach dokonywane sag zgodnie ze sche
matem rozwigzujgacym badane rownanie roézniczkowe. Yrynikiem rozwig-
zania jest albo zespot danych tabelarycznych albo wykresy krzywych
W analizatorach elektronicznych zmienna X jest na ogét funkcja
czasu /powoduje to zmniejszenie klasy rozwigzywanych roéwnan/. Pod-
stawg analizatora jest integrator, przedstawiony schematycznie na
rys. 9

Rys. 9

W analizatorze cyfrowym przyrosty CX,dy, dz reprezentowane sa

przez ciagi impulsow, ktorych ilos¢ okresla przyrosty funkcji roz-
wigzywanego roéwnania. Analizator cyfrowy sterowany jest zroéddem im
pulséw, ktdére reprezentuja zmiennag niezalezng. Poniewaz zmienna X
nie jest istotnie zalezna od czasu, umozliwia to rozwigzywanie zna
cznie wiekszej klasy roéwnan rozniczkowych. Klasa ta jest identycz-
na jak dla analizatoréw mechanicznych. W analizatorach cyfrowych

odpowiednio uksztattowane ciggi impulséw reprezentuja przyrosty do
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datnie, wzglednie ujemne lub zerowe. Wartos$¢ funkcji jest zapamie-
tywana w odpowiednich licznikach integratoréw. Wyniki otrzymujemy
przez odczytywanie, drukowanie lub wykreslanie zawartosci liczni-
kow. zaleznosci od pojemnosci licznikéw /ddugosci stowa w licz-
nikach/ oraz elementarnego przyrostu otrzymywane wyniki moga miec
wieksza lub mniejsza doktadnos¢. Przy projektowaniu modelu zatozo-
no, aby realizowat on mozliwie Scisle cyfrowy analizator réwnan
rézniczkowych, a w szczegoélnosci, aby #*gczenie poszczegdlnych ope-
ratoréw /programowanie/ bydto mozliwie jak najprostsze /zachowano
przesytanie przyrostow/. Wynikiem tego byto opracowanie i wykona-
nie specjalnego autokodu, ktory thumaczy zapis schematéw rozwigzu-
Jacych na odpowiednie pod#aczenia w modelu cyfrowego analizatora
réwnan roézniczkowych. DHugos¢ stowa w maszynie URAL-2 wynosi 32
bity plus znak dla liczb zmiennoprzecinkowych, oraz 39 bitéw plus
znak dla liczb statoprzecinkowych. Okresla to minimalny przyrost

na AX.

7 celu wyjasnienia pracy integratora rozpatrzmy réwnanie /1/.
Schemat rozwigzujacy przedstawia rys. 10.

Rys. 10

Schemat jest zrealizowany w maszynie przy pomocy modelu. Na wejs-

cia dX kolejno sa przysykane stake przyrosty dX . Integratory lU

|2 catkuja funkcje przestang na wejscie dy. Na wyjsciu z integra-
tora otrzymuje sie przyrosty zgodnie z przebiegiem catki. Przyros-
ty sa reprezentowane przez liczby maszyny.

Catke okreslong réwnaniem

mozemy aproksymowaé przez sume
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- 0 | 7\
Z,, a|2_17 1 Yoax-LN,

gdzie dX jest znanym przyrostem.

Powyzszy proces umozliwia obliczenie catki okreslonej w sposéb
numeryczny. Przy pomocy operatora catkujacego, otrzymujemy wynik
catki w postaci przyrostéw. ZO okreslamy jako elementarng wartoscé
cakki, ktérej przyrost —~AZ

AZ
*0

T modelu analizatora sag zrealizowane 3 operatory, integrator,su-
mator i generator funkcji, ktére bedziemy oznaczali literami 7i)
’s,” Realizacje operatora sumowania otrzymuje sie w sposéb na-
tychmiastowy przez sume przyrostéw funkcji sumowanej. Sumator oz-
naczamy litergS. Realizacje dowolnie okreslonej funkcji tablico-
wej otrzymujemy w generatorze funkcji przez zmiane tej funkcji na
przyrosty elementarne. Generator funkcji oznaczamy symbolem F .Zmien-
na niezalezna d X moze mieé¢ przebieg w zaleznosci od rozwigzywane-
go rownania nie tylko liniowy, ale moze réznie zmienia¢ sie dla ro-
znych operatorow.

W celu wyjasnienia metody rozwigzywania problemu przy uzyciu mo-
delu rownan roézniczkowych przedstawiamy w skrocie przebieg postepo-
wania przy rozwigzywaniu nastepujgacego zadania. Obliczamy wartosci
dwéch catek eliptycznych:

: E=f~VI-k2sInZAf d{f>
Q0 yl~Ksiny J A (7

TC celu sporzadzenia schematu rozwigzujgcego wykorzystujemy podsta-
wienie X=1-k2Sin(f 3} otrzymujemy
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Rozwigzujac rownanie roézniczkowe
u"-us3-=o0, /2/

otrzymujemy funkcje: d m id T ). Jezeli teraz rozwiazemy
Jeszcze drugie rownanie roézniczkowe

y'# =0, m
mozemy otrzyma¢ Ffunkcje

d(y)—ydx 14/

a nastepnie
ydy-jd (1kamAp)“ T (k3LnZp).

Na podstawie rownan /2/ i1 /3/ mozemy utozy¢ schemat rozwigzujacy
/rys. 11/. d oraz d przesytamy do integratoréw, ktére cal-
kuja te funkcje po d(f , a nastepnie wartosci funkcji sumujemy w
integratorach 18,19 . W celu napisania programu w autokodzie musi-
my okresli¢ wartosci przedziatéw catkowania, krok catkowania oraz
wspotczynniki integratoréow Z 1 Z, . Nastepnie, dane te piszemy i
perforujemy na dalekopisie weddtug schematu:
xp°0 xk°1 dx=0,01 2z =0,0001 zo=0,0L
L1, s2, 13, 14, ¢5, 16, 11.
z/:0,5/1 s2, 1

s2 [/ i3
13:1/1 14, L5.
15:1/1 U X

Lit:i/j H,s2,2.
f8-dx -0,01(0,00102Q3 12 2 15 11 09 0,5
01 -0,5 (09 1) 13 198).
druk x=0(00,1/L1, 5.
druk x=0,1(0,1) « L4Q
W pierwszym wierszu podajemy przedziat catkowania oraz wspod-
czynniki integratoréw. Nastepnie podajemy ilos¢ i rodzaj operato-
réw. Numeracja ich musi przebiega¢ zgodnie ze schematem rozwigzu-
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jJacym, tzn. ze okresla ona jednoznacznie kolejnos¢ wykonywanych o-
peracji przez maszyne. Dalej podana jest lista potaczen wraz z war-I
tosciaml poczatkowymi i wspodczynnikami operatoréw. F poszczegol-
nych wierszach podajemy rodzaj 1 numer operatora, np. w wierszu,
gdzie wystepuje , piszemy - L2 . Oznacza to, ze integrator cat-
kuje zgodnie ze schematem rozwigzujacym po zmiennej niezaleznej (X
Nastepnie podajomy wartos¢ poczatkowa L0, wspétczynnik k, przez
ktéry mnozymy warto$é¢ na wejsciu dy integratora, a nastepnie ope-
ratory 1 ich numeracje, do ktorych przesytany jest wynik z integra-
tora i2.

L1 i1 ;2 bez znakéw dodatkowych wskazuja, ze przesytamy wartos-
ci na wejscia dy.

I3 X informuje o tym, ze wynik przesytamy na wejscie dX inte-
gratora i3 . Jezeli napiszemy t3t jak w wierszu nastepnym, oznacza
to, ze do integratora i3 przesytamy nie staly przyroBt dXx, ale
przyrost bedacy inng funkcjga. W przypadku, gdyby okazato sie, ze w
pewnym integratorze, np. ze wzgledu na réwnanie musimy umiescic¢ in-
ne Z i Zc , wartosci te wypisujemy kolejno po wspotczynnikach YO i
k. W ten sposéb jednoczes$nie zapisujemy catly schemat pokaczen. Nas-
tepnie piszemy “drik®, po czym podajemy wartos¢ l-szat od ktorej ma-
my drukowa¢, krok drukowania oraz integratory, ktérych wartosci &
drukujemy.

W otrzymanym modelu na maszynie URAL-2 uzyskano okoto 300 ele-
mentarnych iteracji catkujacych na sek. W zmiennym przecinku efek-
tywna szybkos¢ rozwigzywania réwnan roézniczkowych dla ustalonej i-
losci elementarnych catkowan na sek. zalezy tylko od obranego ele-
mentarnego przyrostu dX oraz ilosci operatoréw /integratoréw/, to
jest od struktury réwnania. W podanym przyktadzie 3-cim maszyna wy-
konywata 30 elementarnych cykli na sek., gdzie za cykl uwaza sie
jednokrotny przebieg catego schematu rozwigzujgcego. Obliczenia
wartosci catki przeprowadzono dla (f od O do . Wyniki co 1°
wyprowadzono na drukarce rownolegtej z doktadnoscig do 4 miejsc po
przecinku. Obliczenia trwaty okoto 10 minut. Przeprowadzono proéby
uruchomienia programu metoda modelowania bez autokodu dla réwnania
/1/.

Czas uzyty na zestawienie 1 uruchamianie programéw wyniost ok.
8 godz. Ten sam problem przy pomocy autokodu wykonano w ciggu 10
minut. Kodowanie przyk#adu 3-go trwato 18 minut. Poréwnujac powyz-
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azg metode z cyfrowymi analizatorami roéwnan rézniczkowych oraz z
metodami numerycznymi rozwigzywania réwnah roézniczkowych na maszy-
nach cyfrowych mozna zauwazy¢, ze szybko$¢ rozwigzywania problemu
na samej maszynie cyfrowej jest mniejsza ze wzgledu na duza ilosc
operacji organizacyjnych oraz stosowanie prostych formut catkowa-
nia, co pocigaga za sobg koniecznos$¢ uzywania mniejszego kroku.Szyb-
kos¢ pracy analizatorow cyfrowych jest tez wieksza ze wzgledu na
duzg szybkos¢ elementarnych catkowan. Jednak analizatory cyfrowe
pracujg przewaznie w statym przecinku; powoduje to pewne ogranicze-
nia 1 komplikacje w programowaniu, ktérych nie ma przy zastosowa-
niu “modelu ”na maszynie URAL-2. Trzeba roéwniez podkresli¢, ze nie-
zwykda +*atwosé programowania roéznych i réznorodnych probleméw, bez
zagtebiania sie w istote problematyki réwnan rézniczkowych, wydaje
sie wygodna szczeg6lnie dla inzynierdéw, rozwigzujacych réwnania roé-
zniczkowe wystepujace w ich praktyce.
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SIMULATION OF DIGITAL ANALYZER OF DIFFERENTIAL EQUATIONS ON A DIGITAL
COMPUTER

Summary

The realization of a model of a digital analyzer of differential equations
on a digital computer is described. The realization is based on separate unit
realization such as for instance: integrator, function generator, summator, as
well as on the method of an equivalent translation of the block scheme /ap-
plied in differential equation analyzer/ to the digital computer language.



He S1 HODELOTANIE ANALIZATORA R&YNAN R<5zNICZKaYYCH 53

The given autocode permits to record the block scheme of a differential
equation in a simple and fast way. The record of the scheme

is transformed
into an analyzer model by mean3 of a translator.

The conclusion gives an example of solving ordinary differential equation
on the URAL-2 computer using the described method.
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TABLICOWANIE FUNKCJI PNZEZ ROZWIAZYWANIE
ROWNAN ROZNICZKOWYCH
" _Ydodzimierz O3TAL3KI

Instytut Maszyn Matematycznych PAN

Podano dwa przyktady tablicowania funkcji przez
rozwigzywanie roéwnan rézniczkowych zwyczajnych.
W obu wypadkach funkcje bydy wyrazone catkami:
uog6lniona funkcja Romana /wystepujgaca w geofi-
zyoe/ oraz funkcja wykdadnicza catkowa.Wylicza-
nie tych funkcji przez rozwigzywanie odpowied-
nich réwnan rézniczkowych okazato sie /dla ma-
szyny ZAM-2/ metoda pewna 1 doktadna.

1. W praktyce obliczeniowej wystepuje czesto koniecznos¢ wylicza-
nia wartosci funkcji przestepnych, dla ktérych nie posiadamy odpo-
wiednich aproksymacji /lub aproksymacje te nie sg wygodne w uzyciu/
W niektérych takich przypadkach pomocnym okazuje sie aparat réwnan
rézniczkowych. Jezeli mozemy uzyskaé¢ réwnanie rézniczkowe, ktdrego
rozwigzaniem jest poszukiwana funkcja, numeryczne rozwigazanie tego
réwnania otrzymuje sie wzglednie #atwo.

Jako przyktad moga stuzy¢é prace wykonane w Biurze Zastosowan i
Programéw IMM, gdzie miedzy innymi uzyto tego sposobu do tablicowa-
nia uogélnionej funkcji Romana /wystepujacej w zagadnieniach geo-

fizycznych/ oraz funkcji wyktadniczej catkowej-

2. Funkcja Romana wyraza sie wzorem:

X dI AV

1%, /A>/< /; >0 i<n<32 JO~ funkcja Bessela zerowego rzedu.
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-2Z
Przez przedstawienie X-~6 powyzsza catke sprowadza sie do
postaci:

ril k1+k2X . p

kj 1 k2 aa takie, ze wielomian wystepujacy w mianowniku nie ma
zer dla X £[0,1] . Poniewaz funkcja Ja (~-j- LnX) w sasiedztwie
X = O posiada nieskonczenie wiele ”oscylacji,” obliczenie tej cat-
ki przy pomocy formut kwadratury numerycznej stanowi duzg trudnosé.

W zwigzku z powyzszym wprowadzono nastepujaca funkcje:
uk(x) =xkJO (~y Inx) /3/

k>1 , catkowita oraz wielomian Pk(x) stopnia k~1 taki, ze

Paf\’/():%k\\ﬁ&}:’ék "7 ko x ™ i-k2 x n

/Wn(X) jest funkcja wymierna wystepujaca w cakce /2//. Wéwczas

fW n(x)u*(x)dx =J*[Wn(x)-Pk(x)Ju.0(x)dx H'*Pk(x) ab (x) dx
0 0 o

*
ze znanego wzoru dla funkcji Beesela )mamy:

f A () ut(x)dx ¢/ i— <Q) I
J hYm W)

[ e~a)ibx)dx~-i===

y a+b
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Pozostaje do obliczenia catka
Qaf VIX) uk(x)dx. /4/

Mastgpnie catke /4/ rozbijamy na dwie:

f VXuk(x)dx=f Wi(X)< (X)dx+e(e)
oJ tJ
(f (e) =f ei(x)uk (x)dx O<e<1.
Q

tatwo wykaza¢ /'i/, ze przy odpowiednio dobranej liczbie k moz-
na uczynié¢ e(s) dowolnie matg nawet dla dosy¢ duzych wartosci £,
Wynika stad, ze za warto$s¢ Q mozemy przyjaé z duzg dok¥adnoscia
wartos¢ catki

J ivi(xX)u;(x)dx. /s

W ten Bposob, zwezajac przedziat catkowania, odrzucamy zageszcza-
jace sie toscylacje * funkcji Uk(x) w sasiedztwie zera.

W celu unikniecia kumulacji b#edu, wynikajacego z obliczania
funkcji Bessela przy pomocy wzordéw aproksymacyjnych /co wystepowa-
+oby przy uzyciu formut kwadratur numerycznych/, sprowadzono obli-
czenie catki /5/ do rozwigzania uk#adu rownan ré liczkowych
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z warunkami poczagtkowymi

Q(1) =0
uk(i) =1
u k(lhk
z(1)=0.

Catkowanie przebiega od / do E£.

Dla X =1 drugie réwnanie zostato zastgpione przez
iik('")=(k-1)k-jf -

Réwnania te byty rozwigzywane metoda Rungego-Gilla rzedu 5 przy
k~5 , z krokiem catkowania 2SS /dla wartosci r4 32 /.Dla wie-
kszych wartosci F krok catkowania musi byd mniejszy. Dla £ przyje-
to wartos¢ —~J78~ 1 otrzymano 6 miejsc dziesietnych doktadnych.

3. Funkcje wyktadniczg catkowg liczono w nastepujacej postaci:

~EL h) =3 Aj- dy x=>0.

Wartosci tej funkcji byty potrzebne w dosy¢ szerokim przedziale ar-
gumentu: O<X < 17 ; argument by# otrzymywany na podstawie obli-
czeh, co /Jak roéwniez duza ilos¢ potrzebnych wartosci/ wykluczato
uzycie tablic. Nie dysponowalismy réwniez odpowiednig aproksymacja
/aproksymacja wielomianami Czebyszewa dla EL(x) zostata opubliko-
wana dopiero w biezacym roku/.

Dla 0<X44 wartos¢ funkcji byta wyliczana z rozwiniecia w
szereg potegowy

@ _Jn*\ n
-E1(=x) =-C~Lux+ (~rn
el

C - stata Eulera.

Poniewaz dla X >4 ilos¢ wyraz6v/ tego szeregu potrzebnych do
uzyskania odpowiedniej doktadnosci /Jak rowniez ich moduty/ bardzo
rosnie, postuzono sie rozwigzaniem rownania rézniczkowego
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dauix) _ duix) A& /
dx dx " x

u(x) =Ei(~x).

Przewidywany przedziat zmiennosci X zostat podzielony na kil-
ka podprzedziatow, dla ktorych wartosci poczatkowe brano z tablic.

Réwnanie to by4o catkowane réwniez metoda Rimgego-Gilla, z kro-
kiem 0.1 ; otrzymane wyniki byty zgodne z tablicami we wszystkich
cyfrach dziesietnych /tzn. 9/, réwniez przy rozwigzywaniu réwnania
dla

v(Xx)=-AEi(~x) (0 < A 41000).

Catkowanie powyzszego réwnania metodg Eulera z krokiem 0.01 /oraz
A=1000 / dawato rozwigzanie z doktadnoscig 10

Literatura
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FUNCTION TABULATION BY MEANS OF SOLVING DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

Two examples are presented of function tabulation by means of solving or-
dinary differential equations. In both cases funotions were expressed by in-
tegrals - the generalized Roman s function /Zappearing in geophysics/ and the

exponential integral function.

Calculation of these funotions by means of solving appropriate differen-
tial equations on the ZAM-2 computer appeared to be a reliable and exact meth-
od.
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ALGORYTMU ZNAJDOWANIA

ROZWIAZANIA  ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO DLA
UKEADU ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH,

LINIOWYCH

Karol FELDMAN,
Krzysztof MOSZYNSKI

Instytut Maszyn Matematycznych PAN

Tres¢ artykutu odbiega dos¢ znacznie od tresci
referatu wygtoszonego przez jednego z autoréw
na Sympozjum w dniu 17 maja 1963 r. Wspomniany
referat opracowany zostat na podstawie pracy
K. Moszynskiego A method of solving the boun-
dary value problem for a system of linear or-
dinary differential equations’. Niniejsza pra-
ca zawiera uwagi o realizacji tego algorytmu
na maszynie cyfrowej.

Zajmowa¢ sie tu bedziemy jedynie problemem brzegowym postaci:

n
A . mij ()Ui(x) *9i M /i/
] =
b3 @ pit}9j (b) =c* e
i" 1,2,...,n dla X*[a,b].

Punktem wezdowym metody opisanej w f\] jest numeryczne catko-

wanie ukdadu rownan /wzory/10/ i /4/ w /y/:

Prace

IH1, Algorytmy N°3 /w druku/.



62 Karol FELDLIAN, Krzysztof MOSZYNSKI

Algorytmy
% =2T% L {[¢INn« } 73/
S-1 1-1 cc-1 a-|
i"12, ...,N jr1,2,...,n; N=2n
~ AKj Uy +Fk k=122,...,n 74/
j~i
gdzie
4 dla j >k
AkJ(x) = ~ W dla j =k
] dla J<k
/5/
\'w -£ %j(x)LI <pjx)au (x
£ %I0OL1 <pioau ()
FK(Xx)~Hfi(x)<P»(x)
oraz uk#adu réwnan
0 iin .
% . L. ([A rii?ca gy MM ] 76/
j =n+l, n+2 N.

Dla uk#adu réwnan /3/, /4/ dane sa warunki
<3j catkuje sie go od Q do b

runki poczatkowe w punkcie b
runki

poczatkowe w punkcie
Natomiast dla uktadu /£/ dane sag wa-
i catkowaé go nalezy od b do CL. Wa-
poczatkowe w obu przypadkach sg macierzami i=12, m XS

i - 4,2,..., n oraz (ftifb)) i ~4 2 , .. tf %j-n+1,

prostokatnymi o /? kolumnach i1 /Y wierszach. Zaktada sie przy tym,
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ze kolumny tych macierzy stanowia ortogonalne, unormowane uktady
wektoréow.

Przyjeto tu oznaczenia uzyte w [\] /por, i\] wzory /24//:

p =a+b-
' dla  in, j<n
au (X) = (p) dla n+i<i, J<N
0 dla pozostatych wartosci
m
e W dla i-12,...,n
U= ~9i-n(p) dla i=n+i,...,N.

Do catkowania numerycznego /jakakolwiek metoda/ réwnan réznicz-

kowych postaci

y=T(x,yY),

gdzie vy (x), f(x,Tj) wektorfunkcje, konieczne jest wyliczanie war-
tosci T (X,y) IXvfi. prawych stron/ dla réznych wartosci zmiennej
niezaleznej X . Wamy wtedy zwykle do dyspozycji, poza wartoscig
zmiennej X, takze wartosci sktadowych wektora y (Xx)

Nie bedziemy tu zajmowac¢ sie samymi metodami numerycznego cak-
kowania rownan. Celem niniejszej pracy jest jedynie podanie, dosc¢
prostej zdaniem autordw, metody wyliczania na majzynie cyfrowej pra-

wych stron dla uktadéw réwnan /3/, /4/ i /6/.

Wprowadzimy nastepujgce oznaczenia;

A* —L_ZlfuM auM
|~

m
~ e <Ak(XK(p)

n

(x)ajx)
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m
st:—l|—|l<Pi.an)aJp) /8/
s =1,2 n k= 1,2,

Wyrazenia_te bedziemy traktowa¢ jako elementy macierzy prostokat-
nych S,S, Qi1 Q.

Okreslimy takze ciag macierzy X » - (X W oraz

dla s - 1,2, ...,n, L~-1,2,...,N, j =0, 1,2,..., n.
Niech:
-asi(x) s=1,2, ,n 1=1,2, ,n
0 dia 3=1,2,...,n L=n +1,-..,N
79/
0 dia s =1,2,...,n L=1,2,...,n
v(0) _
SL
asi-n(P) dla s=1;2,...,n i =n+1,n+2,...,N.
Okreslamy rekurencyjnie dla J ~ 1,2, ..., 11
a,j
710/
Przyja¢ tu nalezy (pio(x)—~0.
Réy/nania 73/ przyjmag teraz postac:
v W MXE ] <enm (¥) Ki} sus

Zauwazmy, ze
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Zatem réwnania /4/ mozna rowniez datwo wyrazid przy pomocy macie-
rzy i i i, poniewaz

k-1
UK(X) - r (X M A0 xJui 0o\ K*K M +FM .2/

gdzie HM(X) wyraza sie ostatnim z wzoréw /5/.

W celu wyliczenia wartosci_prawych stron réwnan /6/ wprowadzimy

macierze Y/~ (Y*f) oraz Y®=(Y ) , gdzie S—12,..., H
¢=1,2,..., N j =N+1 N, N-1, ..., n+1.
Niech
(i) aL (x) dla sml1,2,....,n i=1,2,...,n
| .
S dla s=/2,....n i—-n+l,...IY
/13/
0 dia s=1,2,....n i=1,2,...,n
~ai-ns(p) di® s~1,2,...,n L=n+1,..N.
Okreslimy rekurencyjnie
/14/
dla j— N +1 N, N~1,....n*2. Przyja¢ nalezy wtedy < N{(x)s O.
Réwnania /5/ przyjmuja postac
%(x>=JT yN1}RjM +  Ys%**j(x)- nYy
Réwnania /11/ cakkowa¢ nalezy od G do b dla j ™1,2, ..., n

rozpoczynajac od pierwszej kolumny macierzy (Cf>y).
Natomiast réwnania /15/ catkujemy od b do G , rozpoczynajac*od ko-
lumny/V-tej, dla J N~1,...,n+1
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\F Biurze Programéw i1 Zastosowan Maszyn Cyfrowych IM.! zostat o-
pracowany program dla maszyny ZAM-2, realizujacy opisany algorytm.
Przeprowadzone proéby wykazaty dos¢ znaczng stabilnos¢ metody. Do
catkowania uzyto tu metody Rungego-Gilla [2_|. Ha uwage zastuguje
fakt, ze przy stosunkowo duzym kroku catkowania uzyskiwano dos¢ do-
bra dokt#adnos¢. Wadg programu jest stosunkcwo mata szybkos¢.

Catkowano na przyktad ukdtad roéwnan
y< = ~2xyl+y 2 +2x
y2=~2yit2
z warunkami brzegowymi
y/0) +y2(0) +y/D ~y2(0 =3
y/0) ~y/0) +yX7) +y2(1l) =1->-%-«* 1735758882.
Rozwirzanie tego zagadnienia ma, jak *atwo sprawdzié¢, postac
y,=xe~A1
y2=e >

Catkujac z krokiem h ~0. 125 /podziat przedziatu na S czesci/,
otrzymano warunki poczatkowe dla y/x) i1 y2(x)"

wartosci prawidtowe

y/a) =1.0003144043 7.0
y/a) =0.9993534330 i0
y i (b) =1.3675559033 1+e'~1.367879441
y2(b) =0.3673434397 el 0.367879441

Przy catkowaniu z krokiem h=0.0625 /podziat przedziatu na 16
czesci/ uzyskano warunki poczatkowe dla y/Xx) i y2(x)-e
y/a)- 1.0000159987
y /a)=0.9999670624
y 1(b)=1.3678628895
y/b) -0.3678524932



N® S1 ROSWI$SZYWAT 113 ZAGADHI21JIA BRZ"-.GOV/3G0

DODATEK
Obliczanie prawych stron dla 1'il i /4/ dla pierwszych
n kolumn macierzy (jj) oraz pierwszych D funkcji Ui.
Wejscie z programu
catkowania
wyliczanie wartosci CI-(X) oraz Qj ()
Tworzenie macierzy X M IfO
wzory /9/
1 -7 |
Tworzenie pigrwszychD kolumn
macierzyS ,0, Q i1 Q
wzory /8/
Wyliczanie prawych stron dla ukta-
du 74/
wzory /12/
Tworzenie macierzy X i L,
wzory /10/
"Wyliczanie prawych stron dla uk¥adu /37,
dlaJ -tej kolumny macierzy (@ )
i+l wzory /11/ J

powrot do programu
catkowania
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Obliczanie prawych stron dla /6/, dla
kolumn A, macierzy @hgﬂ .

Uwaga
Zamiast wzorow /13/» /H/ i /15/ mozna przy programowaniu wyko-
rzysta¢ odpowiednio wzory /9/, /10/ i /11/. Nalezy jedynie za-
miast macierzy (A— (X)) przyja¢ macierz transponowang ze zmienio-
nymi znakami elenientéw oraz wskaznik k we wzorze /8/ zmieniac

od N do n+1
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Summary

The paper suggests a rather simple method for computing the right hand
sides of differential equations used in |[\] . This algorithm has been ap-
plied, for a problem of the following form:

n

Flowdiagrams of the proposed method realization, as well as some notes on
results obtained are enclosed*
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0 PRZYDATNOSCI METOD RUNGEGO-KUTTY
1 ADAMSA 1f PRAKTYCE OBLICZENIOWEJ

Mirostaw DABROWSKI
Zenon SZODA

Centrum Obliczeniowe PAN

Autor przytacza opis metod: Rungego-Kutty, Rungogo-Kutty-Gilla,
Rungego-Kutty-Mersona, metody ekstrapolacyjnej i ekstrapola-
cyjno-interpolacyjnej Adamsa 4 rzedu. Uzasadnia ich przydat-
no$¢ jako proceséw standartowych, uwypukla cechy charakteryzu-
jace te metody jak i odrézniajace je wzajemnie, podaje wska-
z6wki przydatne przy wyborze metod,organizacje obliczeh ze sta-
+ym 1 zmiennym krokiem catkowania oraz ilustracje tych metod na
przyktadzie réwnania z warunkiem poczgtkowym y(0) “ 1L

Zagadnienia poczatkowe dla réwnan zwyczajnych stanowia pokazng
czes¢ problematyki obliczeniowej osrodkow. Dla przykdadu - w Cen-
trum Obliczeniowym PAN w okresie od 1.1Z.1961 do 1.V.1963 1ilosc¢
zlecen dotyczaca rozwigzan zagadnien poczatkowych stanowida 9055 o-
golnej liczby zlecen z zakresu réwnah zwyczajnych.

Niektére zagadnienia brzegowe moga by¢ sprowadzone numerycznie
do kilkakrotnego rozwigzywania zagadnienia poczatkowego.

Na przykdad ukdad roéwnan rézniczkowych liniowych pierwszego rze-
du
Y()=A(t) Y(1)+(1),

- kolumny o D elementach
- macierz DXn

yi(to)-ytto dla 1, 2,...,r1

yik(T) -yikT dila k=1,..,n-r
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moze by¢ rozwigzany metoda ’réwnan sprzezonych” lub “metoda funk-
cji dopedniajgcejl Obie te metody podane zostaty przez Goodmana i
Lanca w 1956 r. ib5]. Istotg tych metod jest sprowadzenie powyzsze-
go zagadnienia brzegowego do wielokrotnego rozwigzywania zagadnie-
nia poczatkowego. Metoda funkcji dopekniajgcej moze by¢ zastosowa-
na rowniez do réwnan rzedu n.

Zagadnienie brzegowe dla roéwnan roézniczkowych liniowych drugie-
go rzedu moze by¢ sprowadzone do dwukrotnego rozwigzywania zagad-
nienia poczatkowego metoda ”progonki *[\], Réwniez zagadnienie brze-
gowe dla réwnan roézniczkowych nieliniowych mozna rozwiagzywaé¢ przez
wielokrotne rozwigzywanie zagadnienia poczatkowego [J .

Wynika z tego, ze numeryczne rozwigzanie zagadnien poczatkowych
stanowi dosc¢ istotny element w pracy osrodkéw obliczeniowych. Ten
stan rzeczy narzuca matematykom programistom obowigzek przygotowa-
nia podprograméw metod numerycznych rozwigzywania zagadnien poczat-
kowych i sprawdzenia ich praktycznej przydatnosci, wymaga roéwniez
znajomosci zalet 1 wad poszczegolnych metod, umiejetnosci doboru
najwkasciwszej metody do konkretnego zadania obliczeniowego oraz
do mozliwosci danej maszyny cyfrowej.

Ideatem bytoby dobranie takiej metody numerycznej, za pomoca kto-
rej mozna by w najkrotszym czasie otrzyma¢ rozwigzanie z zadanag do-
k#adnoscig, co jest rownoznaczne z najmniejszym kosztem obliczen.

Nie potrafimy poda¢ ogoélnie obowigzujacych kryteridw wyboru naj-
lepszej metody. Zbiorcze oméwienie zalet i wad najpopularniejszych
metod z numerycznych zagadnien poczatkowych, ilustracja ich na przy-
ktadach - moga by¢ jednak pomocne przy praktycznym wyborze metod.

Bedziemy méwili jedynie o najprzydatniejszych - naszym zdaniem
- wersjach metod Rungego-Kutty i o metodzie Adamsa. Metody te poz-
walaja rozwigzywa¢ zagadnienia poczatkowe dla ukfadu réwnan réznicz-
kowych pierwszego rzedu. Zagadnienia poczatkowe wyzszego rzedu mo-
ga by¢ sprowadzone do zagadnien poczatkowych dla ukdadu réwnan pierw-
szego rzedu 1 w tym sensie metody te mozna uwaza¢ za uniwersalne.
Powodem powszechnego stosowania wymienionych metnd jest takze pros-
tota formut, utatwiajgca programowanie, oraz fakt, ze majg one cha-
rakter stabilny. Stabilnoscia tych metod zajmowali sie Carr, Milne
i Reynolds, Hamming i inni.

T rachunku automatycznym znalazty zastosowanie przede wszystkim
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metody rzedu h4. Sa one bardziej dok#adne niz metody nizszych rze-
déw i1 przy stosunkowo duzym kroku maja formuty prostsze od formud

wyzszych rzedéw, +atwe do zaprogramowania na maszyny cyfrowe. Pod-
stawowg zaletg metod Rungego-Kutty Jest mozliwos¢ obliczenia war-

tosci rozwiagzania y(x+h) przy zadanych Jedynie wartosciach L/(x)

i kroku h. Nie wymagaja one specjalnego procesu startowego, Jak to
ma miejsce w metodzie Adamsa. Zaletg Jest réwniez mozliwos¢ tatwej
zmiany kroku catkowania podczas obliczen.

Wada metody Rungego-Kutty Jest brak prostych formut okreslaja-
cych btad obliczen. Wyjatek stanowi metoda Rungego-Kutty-Mersona.
Bieberbach [4 w 1946 r. podat formute okreslajaca bdad obliczen
dla danego kroku w metodzie Kutty. Formuda ta nie Jest w praktyce
stosowana ze wzgledu na koniecznos$¢ postugiwania sie dodatkowymi,
dos¢ ucigzliwymi obliczeniami. Znane sa tez inne formudy, Jednak
ich zastosowanie praktyczne Jest roéwnie ucigzliwe, Tichonow i Gor-
bunow /12/ podaja sposOb asymptotycznego szacowania biedu dla me-
tod typu Rungego-Kutty. Szacowanie bdedu w ten sposéb wymaga roz-
wigzania specjalnego ukdadu réwnan roézniczkowych.

Oméwienie metod Rungego-Kutty, Jak réwniez uwagi na temat btedu
okraglen w poszczegélnych procesach, mozna znalez¢ w artykule Mar-
tina z 1958 r. w Computer Journal.

Metody Rungego-Kutty 4 rzedu wymagaja czterokrotnego podstawia-
nia do rdéwnania, a w metodzie Rungego-Kutty-Mersona nawet piecio-
krotnego. Dla z#tozonych réwnan pochdtania to wiele czasu maszyny.

Metoda Rungego-Kutty

Metoda Rungego-Kutty ma nastepujace formuty:
y it<-yi.n+ +K,2+K,3+y K j +o0(hbH /M
gdzie L 1 2 m

ku ™ hfi (xny In...,y mn)

ki2 hfi(xnt+2 h>yin+2 kV ymn+ 2 kml»N
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Daje to pewne korzysci przy programowaniu, zwkaszcza w stakym
przecinku, gdzie mnozenie przez -j~ mozna zastgpi¢ operacjg prze-
suwania. W tym wypadku formuty /‘f/ wymagaja tylko jednego mnozenia
przez wspétczynnik j-, a tym samym przechowywania w maszynie tylko
tego wspoétczynnika. Przy obliczeniu jednego kroku formutami /1/ ko-
nieczne jest czterokrotne podstawianie do réwnania rdézniczkowego.

Realizacja formut /1/ w maszynie wymaga 4 xm komérek roboczych.
Okreslenie doktadnosci przy obliczeniach metoda Rungego-Kutty prze-
prowadza sie w praktyce sposobem Rungego, t.j. wedtug Fformuty

gdzie: yn - rozwigzanie otrzymane metodg Rungego-Kutty z krokiem
2h,
y2n - rozwigzanie otrzymane metodga Rungego-Kutty z krokiem
h,

k - rzad metody /w tym przypadku k~4 /.

Metoda Rungego-Kutty-Gilla

W 1951 r. Gili ¢4/ wyprowadzit formuty optymalne ze wzgledu na
ilos¢ miejsc roboczych. Przytaczamy tu formuty Gilla w postaci wy-
godnej do programowania.

/2/
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i/i3=yi,z +(1+Y~r)(K.2 ~9in
/2/

yi,4=yi3 +j ( ki,3~2-3i,3) ,
gdzie:
Ko =hfi(yo,0>yi,0

KrhflJ&~yn...)

ki,2=~fi(y0,2,y%Lz - )

ki,3=hfL(yOt3,y 1t3...)
yi.rkKko
%z =2(1~V f)(ki,i~%i) +"p2 % i

Hi,a=2(1+ V f)(k i/2-aiid)~ i j% 2

Formuty Gilla wymagaja, podobnie Jak poprzednie, czterokrotnego
podstawiania do réwnania, ale zajmuja tylko 3*m miejsc roboczych.
V/adg tej metody Jest fakt, ze wiekszos¢ wspodczynnikow zawiera y—2
i z tego wzgledu musi by¢ przechowywana w pamieci. Formuty /2/ u-
mozliwiajg przeprowadzenie procesu obliczeniowego w Jednym cyklu
kosztem pamietania dodatkowych zerowych wspédczynnikédw. Proces ten
Jest dtuzszy czasowo od procesu Rungego-Kutty z powodu duzej ilos-
ci mnozen. Metoda Rungego-Kutty-Gilla Jest bardzu wygodna dla ma-
szyn z mata pamieciag operacyjna ze wzgledu na ilos¢ miejsc robo-
czych. Dok#adnos¢ przy obliczeniach tg metoda prktycznie ocenia
sie sposobem Rungego,

Metoda Rungego-Kutty-Mersona

Merson w 1958 r. [s] podat wzory catkowania zawierajace formute
btedu. Maja one postac:

-yim+ i (KL<~ k i,4+ki,s) + 0 (h5),
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gdzie:

1 1

kiz =Jhfi (tn+jhytn+k,',. -,y nokmi)

KBB=J hf(*Sjh,yu+}k +mKI2. . yntjk nd jk no) nt
k< ~ THtS*n Jfyyin .~ 1 v & . HK i+ ked

I<irjth+H,n+ikr1:k/% ynm+ik ,rik ,3 +6k,J-

B+ad formuty catkowania, powstaty z odrzucenia wyrazow zawiera-
jacych wyzsze niz czwarta potegi h, wyraza sie wzorem

~k=kit 2 ki3 4 2Kkls >

gdzie E charakteryzuje zgdang dok¥adnosé.

Metoda Rungego-Kutty-Mersona dla danego kroku catkowania wyma-
ga pieciokrotnego podstawiania do rdéwnania rézniczkowego i1 wykorzy-
stuje 5Xm komérek roboczych.

Metoda ta z wyjatkiem réwnah bardzo prostych jest dtuzsza cza-
sowo przy tej samej ilosci krokéw od metody Rungego-Kutty i Runge-
go-Kutty-Gilla z powodu wiekszej 1ilosci podstawien do réwnan. Za-
letg tej metody jest #*atwos¢ organizacji zmiennego kroku. Po kaz-
dym kroku sprawdza sie relacje miedzy wielkoscig =Kif - 3+
+4Ki S a wielkosciag 5 E. Jezeli chociaz dla jednego
i 5E'<Z:, to krok h zmniejsza sie 2 razy. Jezeli dla wszystkich
i -82 t to krok h zostaje podwojony. W przypadku kiedy dla

wszystkich L Zi<5E , ale nie dla wszystkich i Zi<<$2~ * to krolc
h pozostaje bez zmiany.
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Metoda Rungego-Kutty-Mersona ze wzgledu na zajmowanie 5 *IT) ko-
mérek roboczych jest niewygodna dla maszyn o bardzo matej pamieci
operacyjnej .

Oméwimy teraz metode ekstrapolacyjna i1 ekstrapolacyjno-interpo-
lacyjnag Adamsa.

Metoda ekstrapolacyjna Adamsa

S, (s)

Teoretycznie btad metody wynosi E%H n ¢0 . Praktycznie wzor ten
jest mato uzyteczny i stosuje sie zwykle obliczenia z krokiem h ,

a nastepnie z krokiem ~2~e Zgodnos$¢ rozwigzan z dostateczng doktad-
noscig w tych samych punktach uwaza sie za wystarczajacy dowdd po-
prawnosci obliczen. Ekstrapolacyjna metoda Adamsa ma te zalete,ze
wymaga przy kazdym kroku tylko jednego podstawienia do rownania
rézniczkowego. Wada jej jest to, ze zajmuje 8 /77 miejsc roboczych
w pamieci, wymaga specjalnego procesu startowego w celu otrzymania
punktéw startowych /opornych/. Zmiana kroku catkowania przy tej me-
todzie jest ucigzliwa i wymaga powtarzania procesu startowego. Me-
toda ta jest niewygodna dla maszyn z mata pamiecig operacyjng, ha-
tomiast moze da¢ korzysci w przypadku maszyn wolnych.

Metoda ekstrapolacyjno-interpolacyjna Adamsa

Punkty startowe przy tej metodzie, jak i przy ekstrapolacyjnej.moz-
na oblicza¢ metoda Krytowa wykorzystujac formude interpolacyjng A-
damsa. Wzor /5/ jest obarczony btedem ~ N N° % Ancgc skorzy~

staé ze wzorow /4/ i /5/ nalezy zna¢ wartosci yin, yin2 -

W programie wykonanym w Centrum Obliczeniowym PAN do obliczenia
punktow startowych wykorzystano wzory podane przez Todkmanowag f]lV/ :
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ULn-2~yi.n-3+H[24 4« 24 fin—* 24fin-2* 8t nJ
yi,n-3 2 3 *n-2 3 ~n~J
,r3r .9 , +JLf + 3r 7
iMn yin-3 [$ Un 8 li>n-1 8 li,n-2 8 lin-3j"
Wartosci y.n_2, n-i,yin oblicza sie metodg iteracyjng, przy

czym ilos¢ iteracji < 4.

Jezeli

hE£-Ch

gdzie: y\™n -/W-te przyblizenie, y * ™ -171-1 przyblizenie,

£ - bkad, to/77-te przyblizenie przyjmuje sie za wartos¢ funkcji yi
odpowiednio w punktach X,,_2,X,-/, 7/, . Jezeli nieréwnos¢ /£/ az do
771=4nie jest spedniona, to krok catkowania zostaje zmniejszony dwa
razy 1 obliczenie powtarza sie jeszcze raz.

Wzory /4/ i1 /5/ sa obarczone btedami roéznych znakéw, stad
4) > ~ (5)
yion+7 A yi,n+l N yi on+i >

gdzie:
(4)

yi - wartos¢ rozwigzania obliczona ze wzoru /4/

(5)

yi,n*i - " e /5/-

Wykorzystano powyzszy fakt do zorganizowania automatycznego wy-
boru kroku. Mianowicie, jezeli dla kazdego L

/ (4)

|
2i = lyi ~ yi n+l | spekdnia nieréownos¢ ZL £ , ale nie
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dla wszystkich i Zt £ e« to otrzymanym rozwigzaniem w punkcie
Xn+nN Jest y + i e Jezeli chociaz dla Jednego i Zi >£ , to krok
zmniejsza sie dwa razy. Natomiast Jezeli Zi <f£.2 dla wszyst-
kich L, to krok h zostaje podwojony.

Metoda ekstrapolacyjno-interpolacyjna Adamsa zajmuje 8 * m ko-
mérek w pamieci, a wiec najwiecej ze wszystkich wymienionych metod.

Obliczenia ze statym i zmiennym krokiem

Istnieje pewna zalezno$¢ miedzy krokiem catkowania a doktadnos$-
cig obliczen. Jezeli w podanym przedziale dla danego zagadnienia
poczatkowego obierze sie krok/?, to b#ad obliczen na ogot bedzie
rézny w réznych puktach przedziatu. Jezeli zas zatozymy staty biad
obliczen w przedziale, to krok catkowania bedzie na og6t zmienny.

W przypadku obliczen ze statym krokiem osiaggniecie zgdanej do-
ktadnosci wymaga co najmniej dwukrotnego catkowania w catym prze-
dziale, gdyz wymaga tego sposéb oceny bledu. Moze sie zdarzy¢, ze
b¥ad otrzymanego rozwiazania Jest za duzy. Zeby go zmniejszy¢,trze-
ba zmniejszy¢ krok i powtdérzy¢ catkowanie Jeszcze raz, nastepnie
dokona¢ oceny btedu itd., az do osiagniecia whasciwej doktadnosci.
Obliczenia ze statym krokiem daja mozliwo$¢ otrzymania wynikéw w
z gory zadanych punktach przedziatu. Sposéb oceny doktadnosci Run-
gego daje mozliwos¢ stwierdzenia z pewnym prawdopodobienstwem,czy
btad okraglen nie psuje rozwigzania. Wniosek taki opiera sie na
fakcie, ze btad okraglen przy ilosci krokéw /2 i 2/1 dla duzych war-
tosci D Jest inny, a wiec powinien by¢ uwzgledniony w btedzie roz-
wigzan, ktéry ocenia sie sposobem Rungego. Obliczenia ze staltym
krokiem z reguty sa dtuzsze czasowo, gdyz musza by¢ prowadzone z
odpowiednio matym krokiem, dobranym dla uzyskanie zgdanej dok#ad-
nosci w catym przedziale, a nie tylko lokalnie, Jak ma to miejsce
w przypadku zmiennego kroku. Merson podaje, a Lance [|I] potwierdza,
ze metoda Jego Jest Srednio okodo 20% szybsza od netody Rungego-
Kutty-Gllla. Dla liczonych ta metoda przypadkéw w Centrum Oblicze-
niowym PAN otrzymano okodo 30% oszczednos$ci czasowej, a hawet w
przypadkach, w ktérych rozwigzanie w danym przedziale miato charak-
ter asymptotyczny, metoda Rungego-Kutty-Mersona byta o 60% szybsza.
Metody ze zmiennym krokiem z reguty daja zysk na czasie, zmniejsza-
ja i1los¢ krokow catkowania, co w pewnych przypadkach, przy duzej
roznicy ilosci krokow, moze da¢ mniejszy bdad okraglen. Niedogod-
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noscig obliczen ze zmiennym krokiem jest to, ze nie mozna w pros-
ty sposob otrzymaé¢ wynikéw w zadanych punktach przedziatu. Otrzy-
manie rozwigzan w danych punktach wymaga prowadzenia obliczen ze
zwiekszong doktadnosciag tak, aby wartosci rozwiazania w potrzeb-

nych punktach mogty by¢ otrzymane z zadang doktadnos$ciag przez in-
terpolacj e.

Formuty bdedu przy metodzie Adamsa i Rungego-Kutty-Mersona nie
uwzgledniaja btedu okraglen, W zwigzku z tym, bez powtdérnego doko-
nania obliczen, z wyraznie roézng iloscig krokéw w catym przedzia-
le, nic nie mozna powiedzie¢ o btedzie okrgglen. 7T praktyce, przy
obliczaniu ze zmiennym krokiem, jezeli istnieje podejrzenie, ze
b#ad okraglen jest duzy, nalezy powtdérzy¢ obliczenia ze statym kro-
kiem najmniejszym z krokéw, dobranych dla zgdanej doktadnosci pod-
czas obliczen ze zmiennym krokiem. Oczywiscie, Iim mniejsza jest roz-
nica ilosci krokéw catkowania dla metod ze zmiennym krokiem i ilos-
ci krokéw dla metod ze statym krokiem, tym mniej méwi to o faktycz-
nym zachowaniu bdedu okraglen. W przypadku matej réznicy ilosci
krokéw catkowania przy obliczeniach ze statym krokiem nalezy zmniej-
szy¢ odpowiednio krok. Nalezy przypuszczaé¢, ze btad okraglen przy
metodach ze zmiennym krokiem w tym samym przedziale jest mniejszy
niz przy metodach ze statym krokiem z powodu mniejszej ilosci kro-
kéw. VI przypadku obliczen w Centrum przypuszczenie to potwierdza
sie. Obliczenia ze zmiennym krokiem maja najlepsze zastosowanie w
metodach Rungego-Kutty-Mersona i ekstrapolacyjno-interpolacyjnej
metodzie Adamsa ze wzgledu na proste formuty bledu.

Dla metod Rungego-Kutty i Rungego-Kutty-Gilla mozna zorganizo-
wac¢ automatyczng zmiane kroku nastepujaco: z punktu poczatkowego
wykonuje sie obliczenia z dowolnym krokiem/), zapamietuje sie otrzy-
mane rozwiazanie (JEk+i . Nastepnie dokonuje sie obliczen wartos$-
ci rozwigzania w tym samym punkcie, ale z krokiem —~JT e Dalej obli-
czamy M gdzie £ - zadana liczba charakte-
ryzujaca zadanag doktadnosé, y t - wartos¢ rozwigzania z kro-
kiem h, y i - wartos¢ rozwigzania z krokiem <Y . Jezeli wszy-
stkie A< & i przynajmniej jedno , to catkowanie w
nastepnym punkcie odbywa sie z krokiem/). Jezeli chociaz jedno
A¢>£ , to krok zmniejsza sie dwukrotnie i powtarza sie oblicze-
nia z krokiem przypadku warunek AN < £ nie
bedzie speiniony, to obliczenia powtarza sie z krokiem h itd.
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W przypadku, gdy wazystkie £.2 S , to obliczenia powtarza sie
z krokiem 2h. Metoda Rungego-Kutty i Rungego-Kutty-Gilla z tak zor-
ganizowanym zmiennym krokiem jest znacznie trudniejsza w zaprogra-
mowaniu i1 powoduje znaczne zwiekszenie liczby podstawien do réwna-
nia rézniczkowego. W zwiazku z tym jest mniej dogodna niz metoda
Rungego-Kutty-Mersona.

Dla ilustracji oméwionych metod postuzymy sie przyktadem zaczer-

pnietym z kBigzki Milne"a [s] Lj'= ~~j . Obliczenia wykonano na ma-
szynie URAL-2. Wyniki obliczen tego réwnania, z warunkiem poczat-
kowym y(0) =i , zamieszczone sa w tabelach 1 i 2, Tabele 3 i 4 po-

dajg dla kazdej metody ilosci prawych stron i czasy liczenia w
przedziale <0,5>1t odpowiednio dla réznych h i £

W przypadku ekstrapolacyjno-interpolacyjnej metody Adamsa nie
podano ilosci prawych stron, gdyz zalezy ona od réznej ilosci ite-
racji podczas zmiany kroku. Duze czasy obliczen ekstrapolacyjno-
interpolacyjnej metody Adamsa, podane w tabeli. 4, wynikaja z czes-
tej w tym przypadku zmiany kroku, ktdéra powoduje powtdrzenie itera-
cyjnego procesu startowego. Czasy podane w tabelach 3 i 4 zawiera-
Jja czas wyprowadzenia wynikéw. Z poréwnania odpowiednich czaséw,
podanych w tabeli 3, wynika, ze metoda Rungego-Kutty jest o 2056
szybsza od metody Gillaj ten stosunek czaséw zalezy od przyktadu,
chociaz przy obu metodach liczy sie te samg ilos¢ prawych stron.
Nie mozna poda¢ ogolnej zaleznosci czasowej metody Rungego-Kutty-
Mersona 1 metod Rungego-Kutty, Rungego-Kutty-Gilla, gdyz rdézna
jest i1los¢ liczonych prawych stron. Tabele 3 i 4 charakteryzujag
zaleznosci czasowe jedynie w konkretnym przypadku.
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ON THE USE OP RUNGE-KUTTA AND ADAIl"s METHODS IN COMPUTER PRACTICE

Summary

In the present paper descriptionsare given of Runge-Kutta, Runge-Kutta-
Gill and Runge-Kutta-Merson*s methods, as well as that of extrapolation and
extrapolation-interpolation Adams method of the 4th order. The suitability
of these methods as of standard processes is proved. The way is presented of
choosing adequate methods and also a general arranging of computation with,

a constant and variable integration step. An example of the equation y"=
with initial condition y(0)“1 illustrates the above methods.
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10-3

1.0
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243.0
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Metoda Rungego-Kutty
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1.0
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32.000001
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242.99999

1023.5230
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1023.9999

3123.5401
3124 .9999
3124.9996

7772.3632
7775.9999
7776.0081

Tabela

Metoda ekstrapol.
Adamsa

1.0
31.954911
31.999997
32.000001

242.64477
242.99997
242 .99999

1022.4041
1023.9999
1023.9999

3120.3967
3124 .9997
3124.9994

7764.5389
7775.9996

7775.9971
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1.0

32.0

243.0

1024.0

3125.0

7776.0

Zenon 3ZODA

Metoda Rungego-
Kutty-Mersona

1.0

31.998791
31.999936
31.999936
31.999996

242.98040
242.99948
242.99951
242.99997

1023.9592
1023.9978

1023.9979
1023.9999

3124.8754
3124.9933
3124.9936
3124.9996

7775.6890
7775.9834
7775.9842
7775.9991
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Tabela 2

Metoda
Adamsa

1.0

31.999021
31.999950
31.999998
31.999999

242 .99256
242.99961
242.99999
242.99999

1023 .9686
1023 .9984
1023.9999
102.4*0000

3124.9042
3124.9950
3124.9998
3125.0001

7775.7618
7775.9876
7775.9996
7776.0001
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Metoda

Rungego-Kutty
R-K-Gilla
Ekstrapolac.
Adamsa

Rungego-Kutty
R-K-Gilla
Ekstrapolac.
Adamsa

Rungego-Kutty
R-K-Gilla
Ekstrapolac.
Adamsa

Metoda

R-K-Mersona
Adamsa

R-K-Mersona
Adamsa

R-K-Mersona
Adamsa

R-K-Mersona
Adamsa

krok h b¥ad przy X-—25f
-3,6368
1071 -3,6368
-11,4611
- 0,0001
10 - 0,0001
- 0,0004
- 0,0029
10 3 + 0,0081
- 0,0029
btad B
zadany S b+ad przy X~5.0
C;B -0,3110
-0,2382
-0,0166
10-4 -0,0124
-0,0158
10-5 -0,0004
-0,0009
10-6 +0,0001

ilos¢ pra-

wych stron

200
200

50

2000
2000

500

20000
20000

5000

ilos¢ pra-
wych stron

250

50C

905

1610

Tabela 3

czas licze-
nia w przedz.
<0.5 > ...

7,5 sek.
9

7,5
75

90

73

750
900 "

725

Tabela 4

czas licze-
nia w prze-
dziale <o0.5>
10 sek.
60 "

19 "
100 ™

34
140

60
246 "
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OCENA POROWNA7/CZA METOD NUMERYCZNYCH

CALKOWANIA ROiiINAN ROZNICZKOWYCH  ZWY-
CZAJINYCH NA MASZYNIE ZAM-2

Apolonia RADZIUN

Instytut Maszyn Matematycznych PAN

Podano wyniki oraz ocene obliczen doswiadczalnych
dokonanych na maszynie ZAli-2 przy pomocy m.i, me-
tod Rungego-Kutty-Gilla rzedu czwartego,ekstrapo-
lacyjnej Adamsa rzedu piatego oraz Crane-Lamberta
z modyfikacja Hamminga rzedu pigtego przy danym
réwnaniu rézniczkowym zwyczajnym typu y"°F(X,y)
z warunkiem y(xj *yo , gdzie X jest zmiennag nie-
zalezng, nalezaca do pewnego przedziatu, ay 1 F
sa wektorami .

Bedziemy rozpatrywa¢ réownanie rozniczkowe zwyczajne postaci:
y'-F(x.y)
y(*o)

gdzieij i F sa/v-wymiarowymi wektorami .

Przy ocenie okreslonej metody numerycznej stosowanej do roz-
wigzywania réwnania /\/ bierzemy pod uwage nastepujace aspekty:
1. stabilnosé
2. dok#adnosé
3. szybkos¢ rozwigzania.

Zalezy nam oczywiscie na uzyskaniu duzej dokdadnosci i1 szybkos-
ci obliczeh oraz szerokiego zakresu stabilnosci.

TF Biurze Zastosowah i Programéw IMM przeprowadzono w tym celu
szereg obliczen doswiadczalnych. Ifykorzystano do nich nastepujace
metody numeryczne, zaprogramowane na maszyne ZAM-2:

1/ Metoda Rungego-Kutty-Gilla rzedu 4
2/ Ekstrapolacyjna metoda Adamsa rzedu 5
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3/ Modyfikowa metoda weddug wzordéw Crane i Lamberta 5 rzedu, kto-
ra bedziemy nazywa¢ metodg Hamminga.

Poniewaz metoda Rungego-Kutty-Gilla jest ogdélnie znana, nie be-
dziemy przytaczac¢ ,ej wzorow /y. Jest to metoda samostartujgca,
stabilna, lecz wolna ze wzgledu na to, ze przy catkowaniu na jed-
nym kroku oblicza cztery razy prawe strony. Poza tym nie posiada
dogodnego wzoru bdtedu obciecia.

Wzor metody Adamsa jest nastepujacy:
Yati = Yh +4h[0.660069(4) Fn-0.963(94(4) Fn <+0.908(3)Fn 2+

~0.44236(1)Fn 3+0.087152(7) Fn_J.

Metoda Hamminga:

14
17 (Pn ) 73/
KW =cn*i+ i7" (Pn+i~Cn.<) , 75/
gdzie “F(Xx, Mn+]) , h - krok catkowania.

Metody Adamsa i Hamminga nie sg metodami samostartujacymi. Linie
startowe dla tycb metod byty obliczane przy pomocy metody Rungego-
Kutty-Gilla. Sa to metody szybsze od metody Rungego-Kutty-Gilla.

Oméwimy szczegotowo metode Hamminga.

Wzér /2/ zwany predykatorem okresla pierwsze przyblizenie war-
tosci Yl , ktéra nastepnie jest modyfikowana weddug wzoru /3/. O-
trzymang w ten sposéb wartos¢ podstawiamy do korektora /4/. War-
tos¢ ostateczna Yhi.j otrzymujemy ze wzoru /5/. Modyfikacje /3/
/5/ wprowadzono w celu zmniejszenia bteddéw obciecia wzoréw /2/
/4/. Dzieki temu z korektora korzystano tylko jeden raz na kazdym
kroku catkowania. Tym samym tylko dwa razy obliczano wartos¢ funk-
cji F, co skracato czas obliczenh.
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Korektor /4/ jest stabilny dla ~72<H”~0 , gdzie H=h'F
Poniewaz przy jednokrotnym korzystaniu z korektora na stabilnos¢
metody ma wpdyw predykator i modyfikacja, wiec metoda Hamminga mo-
ze by¢ niestabilna w tym przedziale.

Kontynuowane sa doswiadczenia nad wyznaczeniem przedziatu stabil-

nosci metody Hamminga. Miedzy innymi rozwigzano nastepujace roéwna-
nia, ktérych rozwigzanie numeryczne otrzymano na maszynie ZAM-2:

K = - 100Y+1CO

0 warunkach poczatkowych Y(0)~0 w przedziale (0 ~0.3) . Doktad-
ne rozwigzanie tetro réwnania jest Y=1~<& I°T.

Rownanie to rozwigzano aby przekona¢ sie, jak zachowuja sie po-
szczegl6lne metody przy catkowaniu révman o ujemnych i wzglednie du-
zych wartosciach bezwzglednych pochodnych prawej strony wzgledem Y.

W naszym przyktadzie F ~~100<0 . Obliczenia wykonano dla réz-
nych wartosci kroku, a mianowicie h ~0.01,0.001 i 0.0005.

Na rys. 12, 13, 14 pokazane sa wykresy numerycznych rozwigzan w
zaleznosci od wielkosci kroku h.

Rysunek 12 przedstawia numeryczne rozwigzania uzyskane przy po-
mocy trzech powyzszych metod. Obliczenia wykonano z krokiem h~ 0.01.
Wyniki obliczen otrzymane metoda Rungego-Kutty-Giila pokrywaja sie
z doktadnym rozwigzaniem z doktadnoscia 7 cyfr dziesietnych po prze-
cinku /linia, kropka - kreska/. Widzimy duze btedy rozwigzania meto-
dg Adamsa /linia przerywana/, troche mniejsze - metodg Hamminga /li-
nia ciaggta/.

Ze zmniejszeniem kroku h do 0.001, odchylenia miedzy dok¥adnym
rozwigzaniem a numerycznym, metodami Adamsa i Ham linga, prawie zani-
kaja.-

Na Rys.13 widoczne sa mate amplitudy oscylacji wynikéw metody Kam-
minga. Rys.14 przedstawia rozwigzanie numeryczne rownania 1 z kro-
kiem h=0.0005 . W tym wypadku numeryczne rozwigzanie metody Adamsa
1 Rungego-Kutty-Gilla pokrywajg sie z dokkadnym rozwigzaniem z do-
k+adnoscig 8 cyfr dziesietnych po przecinku. Metoda Hamminga na koh-
cu przedziatu daje mate odchylenia, ktdére mozna wytdumaczyé biedem
zaokraglenia przy duzej ilosci wykonanych krokéw lub tez wpdywem mo-
dyfikacji na obszar stabilnosci.
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Najlepsza metoda dla tego réwnania jest Rungego-Kutty-Gilla pizy
réznych wartosciach kroku h. Metoda Adamsa jest dobra dla h~0.001
Najgorsza okazata 3ie metoda Hamminga. Na tym przyktadzie widzimy,
jak duzy wptyw na doktadnos¢ ma wielkos¢ kroku oraz odpowiedni je-
go dobér dla kazdej metody.

2. Y=10Y

z warunkiem poczatkowym Y(0)~1 w przedziale (0~0.5) . Doktad-
ne rozwigzanie tego réwnania Y =6i0T . Zauwazmy, ze dla tego roéw-
nania FV“ 10>0 . Obliczenia przeprowadzono w skali binarnej 11.

W ponizszej tabelce podany jest czas obliczen oraz maksymalny
btad rozwigzania.

Czas Mam

Metoda obliczen b¥ad
R-K-G 40 min 2.3-10"3
Adams 25 min 5.2-10“3
Hamming 32 min 6.1.10"3

Widzimy, ze rzad dok#adnosci jest dla tych metod jednakowy, lecz
czas obliczen - rozny.
3- ?=A(Y~1)CosT

z warunkiem poczatkowym Y(0)=2 , w przedziale (0~Tf) . Doktadne
rozwigzanie Y~1 +6 AsinT.

Roéwnanie to rozwigzano, aby zbada¢ zachowanie metod numerycznych
przy catkowaniu roéownan /1/, gdy pochodna zmienia znak.

Ponizej pokazany jest w tabelce czas obliczen oraz maksymalny
b+ad rozwiazania.

Czas Max
Katoda obliczen btad
R-K-G 80 min 7«10-7

Adamsa 50 ain 1*10~6
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Warto podkreslic¢, ze btad blisko Srodka przedziatu jest najwiek-
szy, natomiast na poczatku i1 blizej konca jest bardzo maly. Takie
zachowanie btedu mozna wytdumaczy¢ zmiang znaku pochodnej F oraz
zwigzanym z tym zachowaniem pola krzywych catkowych.

Wnioski

Przy rozwigzywaniu rownan rozniczkowych /1/, gdy F~<0 1lub gdy
wykonujemy duzg ilos¢ krokéw, lepsza wydaje sie metoda Hungego-Ku-
tty-Gilla niz metody roéznicowe.
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COMPARATIVE EVALUATION OF NUMERICAL METHODS FOR INTEGRATING ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS ON THE ZAM-2 COMPUTER

Summary

The paper presents the results of computations performed on the ZAM-2 com.
puter in order to find the appropriate numerical method for solving a prob-
lem of the type y~F(X,y) with condition y(X,,)=yo wht.-e X is an independ-
ent variable in a certain interval, andy and r are vectors.

A range of experimental computations has been made by means of different
methods for certain concrete problems.
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KILKA UWAG O UZYTECZNOSCI MASZYN MATEMATYCZNYCH

DO NUMERYCZNEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN ROZNICZKO-
WYCH RUCHU STOSOWANYCH W ASTRONOMI I

Krzysztof Z10LKOWSKI

Centrum Obliczeniowe PAN

W pracy podane sa wstepne wnioski dotyczace analizy
przydatnosci metod Rungego-Kutty-Gilla, de Vogelaere a,
Adomsa-Stflrmera i Gautchi ego do rozwigzywania na ma-
szynach matematycznych réwnan rézniczkowych zagadnienia
dwéch ciat. Ze wzgledu na periodycznos¢ zmian odchytek
rozwigzan przyblizonych od doktadnych, zasygnalizowana
jest mozliwos¢ empirycznego znalezienia poprawki, ktéra
maksymalnie zblizy rozwigzanie przyblizone do doktadne-
go.

Fundamentalne w mechanice niebios zagadnienie ruchu ciat niebies-
kich opisuja réwnania rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu nie za-
wierajace pierwszych pochodnych oraz explicite zmiennej niezalez-
nej, ktérg w tym wypadku jest czas:

/1/

Celem tej pracy jest zbadanie przydatnosci kilku metod numerycz-
nych rozwigzywania roéwnan roézniczkowych dla réwnun typu /1/.

1. Jako przyk#ad rozpatrzmy problem ruchu elipty- znego dwéch ciat
punktowych o skonczonych masach. Jesli mase jedn go ciata przyjmie-
my jako jednostke, mase drugiego, matg w pordéwnaniu z poprzednim,
zaniedbamy /np. stonce i okrazajaca je planeta/, to dobierajac pro-
stokatny ukdad wspoédrzednych tak, by jego srodek lezat w punkcie,

w ktérym znajduje sie ciato o przewazajacej masie, ruch ciata zni-

komego opisuje uktad roéwnan:

72/
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2 2 2

gdzie p? , a K jest wspotczynnikiem, zwanym stalta

grawitacji Gaussa.

Uk+ad ten ma doktadne rozwigzanie podane jeszcze przez Keplera
M

= a[PL(cosE-e) +0L"ji-e2sinE] i=1,2,3,

gdzie E czyli tzw. anomalia ekscentryczna jest funkcja czasu t da-

na rownaniem Keplera:
-J-
E~ esinE —~Iit [iI“ka 2,

a przez Qi e oznaczylismy odpowiednio wielka potos imimosréd e-
lipsy czyli dwa z szesciu tzw. elementow orbity, charakteryzujace
jej ksztatt. State A i Q sag funkcjami innych trzech elementow 52,
0, i , ktére okreslaja potozenie orbity w przestrzeni.

Il. Przyblizone rozwigzania ukdadu /2/ znajdowane byty metodami
Rungego-Kutty-Gilla, de Vogelaere"a, Adamsa-Stbrmera, Gautschi®ego.

1. Aby do réwnan /2/ zastosowa¢ metode Rungego-Kutty-Gilla, nalezy
zamieni¢ je na réwnowazny ukdad siedmiu réwnah pierwszego rzedu

Stosujac metode czwartego rzedu wprowadzamy oznaczenia:

P1j =kij y2j-i> y?.,j-i) =fhj-<
i~1.2 7 j-i,2,3A

0gélny wzér na wartos$é szukanej funkcji na D-tym kroku, gdy zna-
ny jest (n~1)-3zy krok, ma postac¢ [>]

i=1,2,...,7 i-f, 2,3,4

gdzie

I-cjkv
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oraz
ai=Y bA 2 c1 2
a2 - 1-V~y b2-1 c2-i~ yf
-
Q‘- Q- C3mi+V f
a, -y b<-2 84=12

przy czym kdtadziemy
tynftj ~0

qM:thn_i) n'l,z,...

h oznacza krok catkowania.

2. Metode de Vogelaere®a i&J) stosuje sie tylko do réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych drugiego rzedu, nie zawierajacych pierwszych po-
chodnych. Wymaga ona, podobnie jak metoda Rungego-Kutty, jednego
punktu startowego. Przy stosowaniu metody czwartego rzedu, na pierw-
szym kroku oblicza sie nastepujace wielkosci pomocnicze:

K r -27n*1,
i-1,2,3
1 1
Xi,i=Xu~Th*ni"8ti% -

Wartos¢ szukanej funkcji na kazdym nastepnym/7-tym kroku catkowania,
gdy znamy (n~1) -szy krok, znajduje sie z formuty

hn /3/

i© 1,2,3 n-1,2,...,
gdzie

F*~~kh2kn Fi,V 3 h% °?

~\n-rK,n-rTH,°? +2Fi,n-i /4A
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hrrKn-<+Fi,n-i +Fi,y +h,n ™
(=123 n=1,2,..

Kolejnos¢ korzystania z tych wzoréw na jednym kroku catkowania jest
nastepujaca: najpierw liczymy /4/, po6zniej /3/ i wreszcie /5/ dla
kazdego L.

3. Wzory metody réznicowej Adamsa-Sthrmera dla réwnan typu /1/ po-
dat Kamke /i/. Przy zaniedbaniu roéznic rzedu szoéstego i wyzszych
maja one postac

¢-1,2,3 n~ 12, ...

Metoda ta wymaga znajomosci szesSciu punktéw startowych.

4. Dla réwnan majacych rozwigzania periodyczne Gautschi [2 opraco-
wat specjalng metode, korzystajaca ze wzoréw kwadraturowych opar-
tych na trygonometrycznych wielomianach interpolacyjnych. Przy roéw-
naniach typu /1/ wartosci szukanych funkcji na kazdym kroku znajdu-
je sie ze wzoroéw

287
Xi,n.1+* pl(V)Xi,n +*p2(v) *i,n-rh2£ _ A, (v) fi/n+H_ 5,

¢-1,2,3 n°l,2,...
gdzie: p jest rzedem metody. Parametr

v-h —

gdzie T jest okresem rozwigzania. Dla P~3 czyli metody rzedu trze-

ciego state OC i. fi maja postac:
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oc3,=-2(i--"j v6+...)

<xX32 ~ 0C3i 1
a 299 n 4315 . , )
0* 240 '1 5382 v v

0 m (< 3181 4 | ’
240(1 192 v 41520 vV ees’

194{ 2047 . 38129 < + >
fas 240(1 582 v 1160v -~
r_ 96ft 913 pf 6923 . >
034 240V 432 v 25920 v
a =Jt,<+J2L >. 11521 <. v
06 240 342 v 41040v  *ee N

Uzycie tej metody wymaga znajomosci pieciu punktéw startowych.

Il1l. Przy rozwigzywaniu ukdadu rownan /2/ oméwionymi metodami /ra-
chunki wykonano na maszynie URAL-2/ przyjeto nastepujace wartosci
elementow orbity:

przy ustalonych

52-80.7, i- 106, fi-0.21415111

zmieniano

0 -69.9, 100
oraz

e-OLI, 0.3, 06, 0.9

Obliczenia metodami przyblizonego catkowania wykonano dla nastepu-
jJacych wartosci kroku hi

o Lo LoT A

h 50 ' 100200400800
IV. Analize przydatnosci rozpatrywanych w punkcie 11 metod do roz-
wigzywania réwnan typu /1/ przeprowadzono badajac zaleznosci roéz-
nic - rozwiagzanie doktadne Keplera minus rozwigzanie przyblizone

- od i1losci wykonanych krokow i wielkosci kroku catkowania oraz od
elementédw orbity. Wyniki wstepnych opracowan otrzymanych rezulta-
téw mozna strescidé w ponizszych punktach:
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1. Odchydki rozwigzan uzyskanych metodami przyblizonymi od rozwig-
zan doktadnych zmieniaja sie z czasem periodycznie. Okres tych
zmian jest roéwny okresowi rozwigzania T. Odchydka zmienia znak w
tym samym momencie, w ktorym pierwsza pochodna wspétrzednej po cza-
sie rowna sie zero, czyli w momencie znikania odpowiedniej sk#ado-
wej predkosci ciata na orbicie. Bledy sa najwieksze wtedy, gdy od-
powiednie sktadowe predkosci przyjmuja wartosci ekstremalne.

2. Ze wzrostem czasu wzrasta amplituda odchytek. Przypuszcza sie,

iz dla metody Rungego-Kutty-Gilla obwiednig krzywej, obrazujgcej
przebieg btedu, jest parabola.

3. Przy jednakowej wielkosci kroku catkowania obserwuje sie roézne
zaleznosci amplitudy odchytek i1 ksztattu krzywej bdedu od elemen-
tow orbity dla réznych metod. Przy matych mimosrodach /0.1/, czyli
dla orbit prawie kotowych, lepsze, w sensie wielkosci amplitudy od-
chytek, sa metody réznicowe. Dla wiekszych mimosrodéw /0.3/ bar-
dziej doktadne rozwigzania daja metody Rungego-Kutty-Gilla 1 de
Vogelaere®a. Prey duzych mimosrodach /0.6/ wszystkie metody zawo-
dza, gdyz btedy sa o kilka rzedow wielkosci wieksze niz w wymienio-
nych wyzej przypadkach.

4. Dla duzych mimosrodéw zmniejszenie kroku catkowania znacznie
zmniejsza amplitudy bdedéw metod typu Rungego-Kutty. Roéwnoczesne
zmniejszenie kroku w metodach réznicowych powoduje bardzo silny
wzrost akumulacji b#edu, co w tym wypadku zupeknie je dyskwalifi-
kuje.

5. Wzgledne oszacowanie czasu potrzebnego na wykonanie jednego kro-
ku catkowania:

Metoda Keplera R - K - G de Vogelaere®a Adam.-Stbr. Gautschi”ego

czas 1 1.66 0.89 1 0.85

V. Rezultaty wymienione w IV. sugeruja nastepujace wnioski:

1. Najdoktadniejszag, aczkolwiek najdtuzsza czasowo, wydaje sie me-
toda Rungego-Kutty-Gilla. Przy dostatecznie matym kroku oraz nie-
wielkich mimosrodach orbity tg samg doktadnos¢ uzyskaé¢ mozna szyb-
szg metoda de yogelaere™a.

2. Dla orbit o matych mimosrodach, czyli zblizonych do kota, naj-
doktadniejsze rozwigzania I w najkrotszym czasie uzyskuje sie meto-
da roznicowg Adamsa-Stflrmera,
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3. Metoda Gautschi®ego, chociaz najszybsza z rozpatrywanych, daje
stosunkowo najmniej doktadne rozwigzania.

4. Ze wzgledu na okresowosd zmian odchydek rozwigzan przyblizonych
od doktadnych zarysowuje sie mozliwos¢ znalezieniu takiej poprawki
C, ktorej dodanie do rozwiagzania przyblizonego zblizy je maksymal-
nie do doktadnego. Poprawka ta musi by¢ funkcja okresowg czasu z
okresem rozwigzania T , winna zaleze¢ od elementéw orbity, w szcze-
gélnosci od mimosrodu, i wreszcie bedzie funkcja wielkosci kroku
catkowania 1 ilosci wykonanych krokow:

X prawdziwe ~X przyblizone +C(t, elementy orbrty,D, h)

VI. Wyniki zebrane w IV. wydaja sie potwierdza¢ teoretyczne osza-

cowanie Mjaczina [9 b¥edu okraglenia przy numerycznym catkowaniu

réwnan /2/ problemu dwéch ciakt. JesSli przez  oznaczymy maksymal-
ny biad okraglenia przy obliczaniu prawych stron roéwnan, wtedy

u uJdJslLizd-L-n /6/
/ 7/ 1-ecos En

gdzie
6n,i 7pi sin EN~Qi cos En

1,2,3 nml,2,...

Wyrazenie /6/ jest rzeczywiscie periodyczng funkc,g czasu i zalezy
od elementéw orbity. Wydaje sie, ze moze ono sugerowa¢ postac¢ po-
prawki C .

Doktadna i pekna statystyczna analiza otrzymanrch wynikéw zosta-
nie opublikowana w Biuletynie Centrum Obliczeniow go PAN.
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SOME NOTES ON COMPUTER USE FOR SOLVING MOTION DIFFERENTIAL EQUATIONS
APPLIED TO ASTRONOMY

Summary

The paper contains preliminary conclusions concerning the analysis of the
usefulness of the Runge-Kutta-Gill, de Vogelaere, Adams-StOrmer and Gautschi
methods for solving-differential equations for two bodies, using computers.
Because of the periodicy of changes, the deviation of an approximate solu-
tion from the exact one and the possibility of an empiric finding of correc-
tion terms giving the best approach of the approximate solution to the exact
one is signalized.
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0O PROFILACH FAL UDERZENIOWYCH
1 OKRESLAJACYCH JE ROWNANIACH

Krystyn BOCHENEK
Instytut Maszyn Matematycznych PAN

Autor opisuje badanie zachowania sie rozwigzan
numerycznych w otoczeniu typowych punktéw oso-
bliwych przy zastosowaniu dwéch sposobéw podej-
Scia do rozwigzywania réwnan, okreslajacych
profile fal uderzeniowych: zmiana zmiennych i
rozwiniecie w szereg w otoczeniu punktu pocza-
tkowego, ewentualnie rozwigzywanie klasycznymi
metodami numerycznymi .

1. Pochodzenie problemu

Nieliniowe uktady hiperboliczne réwnan czgstkowych prowadzg w
pewnych przypadkach, nawet przy bardzo regularnych danych poczat-
kowych, do rozwigzan nie dajacych sie przedtuzy¢é w sposdéb ciagly.
Zarowno jednak przestanki natury fizycznej jak i matematycznej skka-
niaja nas do dopuszczenia w takich przypadkach rozwigzan nieciag-
+ych. Aby by¢ bardziej konkretnym, rozpatrze przypadek réwnan mag-
netogazodynamiki w nastepujacej postaci dla dwu zmiennych niezalez-
nych: X it . Do sprawy adekwatnosci tego uktadu jeszcze powrocimy.

Szczegoblnie interesujacy jest przypadek, gdy paramétra;, okres-
lajacy dyssypacje energii na skutek wydz-ielania ciepta Joule,a jest
bardzo wielki. Uk#ad /1/ mozna w zasadzie znacznie wowczas uproscic:
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pierwsze roéwnanie redukuje sie do zwiazku algebraicznego: BXV"E,
a rownanie redukuje sie do warunku statosci entropii. Uproszczony
w ten 3poséb uktad réwnan wykazuje jednak zjawisko o charakterze
asymptotycznym. Mianowicie prowadzi on do rozwigzan nieciagtych,
odpowiadajacych przy duzym lecz skonczonym 26 rozwigazaniom cigg-
+ym ukdadu /1/, bardzo szybko zmieniajgcym sie w otoczeniu pewnej
linii w ptaszczyznie X, t . Zjawisko wygtadzania hieciagtosci lezy
gteboko w naturze matematycznej problemu, wigze 3ie ono z catkowi-
ta zmianag pola charakterystyk po wprowadzeniu skohczonego parame-
tru 36.

Nie wchodzgc w bardziej szczegotowe rozwazania, przejdziemy do
uk#adu roéwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisujacych ksztatt roz-
wigzania w poblizu krytycznej krzywej na ptaszczyznie X , t . Réwna-
nia te otrzymuje sie przez podstawienie do uktadu réwnan rozwigza-
nia w postaci fali ptaskiej, to znaczy funkcji zaleznych tylko od
jednej zmiennej S'=X~Ut, gdzie$ jest lokalng predkoscig Tali
uderzeniowej /lokalnym nachyleniem krzywej krytycznej wzgledem o-
sl t/.

Otrzymane roéwnania zwyczajne, z wyjatkiem pierwszego, mozna
przez tworzenie odpowiednich ich kombinacji efektywnie scatkowad.
Decydujace znaczenie ma teraz zatozenie, ze rozwigzania tego ukta-
du przechodzg w S ~- 00 asymptotycznie w rozwigzania state. W
takim przypadku spedniony jest w nieskonczonosci warunek B * V=E i
od razu mozna pokazad, ze catkowita zmiana rozwigzania spetnia wa-
runki Hugoniot-Rankina. Jest to niewgtpliwg zaletg ukdtadu /1/. Wat-
pliwos¢ budzi jednak robione tu zatozenie o ustalaniu sie rozwiag-
zania. Jest ono naturalne z punktu widzenia fizycznego mechanizmu
zjawiska, nalezy jednak stwierdzi¢, ze réwnania /1/ obarczone sg
przyblizeniem, polegajacym na zaniedbaniu w dwu miejscach pradu
przesuniecia. Powstaje teraz zagadnienie zbadania zachowania sie
uktadu réwnan zwyczajnych, ktéry powstaje z réwnania

-UE'=ed tx£+z(B xvVv-£)

przez wyrugowaniejfi i_/ z pozostatych scatkowanych réwnan. W zasa-
dzie mozna tu ograniczy¢ sie do dwu réwnan skalarnych, nie zajmu-
jac sie rownaniem dla EX, ktére nie sprzega sie z pozostatymi row-
naniami. Otrzymany problem jest typowy dla omawianych zjawisk. Na
przyktad C. Morawetz /1959/ otrzymuje przez zatozenie dyssypacji
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za posrednictwem tarcia dwu skkadnikéw ptynu /jonowego i1 elektro-
nowego/ roéwniez ukdad dwu réwnan rézniczkowych z osobliwymi warun-
kami granicznymi.

Nawigzujgc do geometrycznej teorii rownan roézniczkowych zwyczaj-
nych, mozna stwierdzi¢, ze poszukujemy rozwigzahn uk#adu dwu réwnan
zwyczajnych wychodzacych z punktu osobliwego i konczacych sie w
punkcie osobliwym /pochodne znikaja/ i ze sa to systemy autonomicz-
ne, to znaczy nie zawieraja zmiennej™niezaleznej. Rozpatrzmy za P.
Laxem /1954/ analogon takiego zagadnienia w postaci jednego réwna-
nia

tx'=x(x~c) C ~ dodatnie

Rownanie to oprocz rozwigzan statkych X=0 1 X=C ma jeszcze ro-
zwigzanie

C
X= ~——- 37" a''stata dodatnia, poza tym
I+Cie dowolna

przechodzace od wartosci Cw ~ 00 do wartosci O w+ 00 /nie ma ono
natomiast rozwigzania przechodzgcego od wartosci C do wartosci ze-
ro/. Stata (. odpowiada mozliwosSci przesuwania naszego rozwigzania
problemu granicznego wzdduz osi O .

W przypadku dwu zmiennych zaleznych nalezy oczekiwa¢ z przesta-
nek natury fizycznej przejscia od punktu osobliwego niestabilnego
do punktu stabilnego, przy czym punkt niestabilny, jak mozna przy-
puszcza¢, bedzie punktem siodtowym. Dla ilustracji narysujemy
ksztatt trajektorii w otoczeniu punktéw osobliwych. Rozwazamy tu
uktad dwu roéwnan, ktéry w postaci wektorowej zapiszemy, jak naste-
puje:

X =£(x), /3/

przy czym w punkcie osobliwym F(x) ~0.
Przeprowadzono wstepne badania polegajace na obliczaniu trajek-
torii miedzy punktami osobliwymi metoda Rungego-Gilla.

Jako model przyjeto ukdad réwnan

X mmay @ dodatnie
/47

y =x(1-x2 +bx b ujemne
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Uktad ten ma w poczatku uk¥adu punkt siodfowy, a w punktach (0, - 1)
stabilne wezty lub ogniska, zaleznie od wartosci parametréw. Rze-
czywiscie roéwnania charakterystyczne dla tycb punktéw maja postacé

k2-bk~a=o k2~-bk+2a=o0.

a zatem pierwszy z punktéw Jest punktem sioddowym, a pozostate wez-
+owymi lub ogniskami, zaleznie od znaku b?~8(2

Badania wskazuja, ze:
1. Przy wyborze punktu startowego bardzo blisko punktu siodfowego
proces liczenia znacznie sie przedtuza.
2. Proces ten mozna istotnie skroci¢ przy zachowaniu doktadnosci
przez wybdér punktu poczatkowego w wiekszej odlegtosci, ale potozo-
nego w pierwszym przyblizeniu na asymptocie do trajektorii, okres-
lonej zaleznoscig X'jj~A:k.
3. Y/ybér kroku w granicach 0.01 ~1 /przy wartosciach parametréw
A“13 B~~1, ~2, -5, ~6 / nie powoduje naruszenia stabilnosci.
Uzyskiwane doktadnosci w granicach odpowiednio 7 - 3 znakéw dzie-
sietnych w catym zakresie catkowania* przy kroku 0,1 uzyskano Juz
doktadnosci rzedu 10
A. Przez zmiane kierunku catkowania stwierdzono, ze trudno Jest po-
wroci¢ w poblize punktu sioddowego. Odchylenia rzedu 10 punktu
poczatkowego powodowaty odchylenia trajektorii od punktu siodtowe-
go rzedu 10 /catkowanie z punktu na trajektorii przechodzacej
przez punkt siodfowy X~ 0,019 , przy =1, b~~2 /. Poza tym cat-
kowanie w przeciwnym kierunku okazato zadawalajgca zgodnos$¢ réwniez
w poblizu ogniska.

Dla uzyskania przyblizen rozwigzania w otoczeniu punktu osobli-
wego mozna korzysta¢ z nastepujgcego typu rozwiniecia potegowego.
Niech dla ustalenia uwagi punkt osobliwy réwnania /3/ bedzie okres-
lony, Jak nastepuje:

X(°°)=0 i F(0) =0
Wprowadzimy nowa zmienng S =~7'lgZ, gdzie 2 Jest stalg, ktdrg na-
lezy Jeszcze okreslic.

Zakozmy, ze funkcja F(X) ma rozwiniecie Taylora woké+ punktu

x=0
F(X) X +AW (XX) +... ,
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gdzie /\Uﬂ sga tensorowymi wspédczynnikami rozwiniecia odpowiednio
rzedu N, a wyrazenia typu XX przedstawiaja iloczyny tensorowe;
mnozenie dwu tensordw, zaznaczone kropka, Jest iloczynem zwezonym.

Rozwigzania poszukiwa¢ bedziemy w postaci szex’egu potegowego

X=XfZ +X22Z +...

Podstawiajac tak okreslone rozwiniecia do réwnania /3/« otrzymamy

X1+2X2z + ... T-(At)-(XI*X2z+...)+ A (3Kz(Xi +..)

Poréwnanie wspodczynnikéw daje oottt

(1Z -am) 'Xf=0, (21Z ~A(@2) -X2=A(3-(XtXf),...

Z pierwszego réwnania okreslamy parametr whasny Z . Wektor Xf Jest
okreslony z doktadnoscig do statej multyplikatywnej. Stata ta wcho-
dzi w kolejno coraz wyzszych potegach do nastepnych wspétczynnikow
rozwiniecia X. Jak mozna sprawdzié¢, odpowiada to przesuwaniu roz-
wigzania rozwazanego problemu granicznego wzdduz osi S/mnozeniu Z
przez stalg C odpowiada dodawanie do S statej -J- Ig C/.

Zastosowanie powyzszego typu rozwiniecia do przyk#adu rozwazne-
go uktadu réwnan /4/ dato zadawalajace przyblizenia. W przypadku
uktadu 74/ pozostaja Jedynie nieparzys\Fe wspotczynniki rozwiniecia.
Jako nastepne przyblizenie stosunku -y— otrzymujemy

X _fA /tt ? 2A3
g 2 (1y 2792 32B-A) ~

Dla @=1, b~~i otrzymujemy
SN-<**Q 414.(1+3,9. y 2

zgodnie z przebiegiem krzywej catkowej.
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ON SHOCK WAVE PROFILES AND EQUATIONS DESCRIBING THEM

Summary

The paper deals with equations of the form X=f(x) with boundary con-
ditions and X (+°°)~X2 where f (x,2)=0 ; the above equations
have been considered by Richtmyer, P. Lax and C, Morawetz. Boundary condi-
tions are singular. The system of equations may be reduced by means of an
effective integration to functional dependences of the character of the laws
of conservation. One equation remains, in which the dissipation mechanism ap-
pears.

In principle, the problem cannot be reduced to a typical initial problem.
Two ways of approach are suggested. The change of variables and the develop-
ment into a series in the neighbourhood of the initial point, or the solu-
tion by using classical numerical methods. In that case, small perturbations
of initial conditions might cause a transfer from the solution X~0 to the
trajectory of the appropriate solution. Numerical solutions are examined in
the neighbourhood of typical singular points.
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0 NUMERYCZNY!,” CALKO "./AIU ROWNAN ROZNICZKOWYCH
ZWYCZAJNYCH METODA, RZEDU WYZSZEGO NIZ RZAD
REGULARNOSCI ROZWIAZANIA

Ryszard POGORZELSKI

Instytut Maszyn Matematycznych PAN

W pracy podano wzér na lokalny b#ad obciecia
metody, przy numerycznym rozwigzywaniu roéwnan
rézniczkowych zwyczajnych metoda rzedu wyzsze-
go niz rzad regularnosci rozwigzania, oraz
przedstawiono pewne wyniki obliczeh, przepro-
wadzonych na maszynie ZAM-2.

Przy numerycznym rozwiazywaniu roéwnan roézniczkowych zwyczajnych
postaci
1
y" =f(xy)
Jy =
y(d) =ya

niejednokrotnie trudno jest stwierdzi¢ a priori, czy funkcja

y =¥(X,y0 bedaca rozwiazaniem réwnania /1/ jest dostatecznie re-
gularna, aby roéwnanie to rozwigzywa¢ okreslong metoda numeryczng.
Moze okaza¢ sie, ze réwnanie /1/ rozwiazujemy metodg rzedup , tzn.,
ze lokalny bdad obciecia metody jest proporcjonalny do hp+§ m*Dbge
gdzie h jest krokiem catkowania, £ - punktem nalezacym do przedzia-

/1/

+u zmiennosci zmiennej, a funkcja Y(X, YO posiada tylko K pierwszych
ciggtych pochodnych, przy czym A'4 p.

zwiazku z tym powstaje pytanie, jak. w danym przypadku szacuje
sie btad obciecia okreslonej metody, oraz jak zachowuje sie numery-
czne rozwigzanie réwnania, otrzymane na maszynie cyfrowej.
Zat6zmy, ze réwnanie /M bedziemy rozwigzywa¢ przy pomocy naste-
pujacego wzoru:

Kryn+r+K r,iyn.r-i +--- +*0 & " N(Pri” r'*" *** A /4 )> M
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gdzie 0Om i j3m sg wspokczynnikami rzeczywistymi, a sa wartos-

ciami danej funkcji w punktach Xm~X0+ITlh , czyli

Zakozmy, ze wzér /2/ jest rzedup, czy ze wspékczynniki QOm i

j3m spedniajg nastepujace rownania:

LI°cm=o
m-0

13/

™_Q 7 S=1,2,...,p.

Ponadto zakézmy, ze rozwigzanie rownania /1/ posiada k pierwszjch

ciggtych pochodnych, gdzie k4p.
Korzystajac ze wzoru Taylora mozemy napisad:

kil s ..k
. _r “Mors /sjt jjl UK, (k) /En)
Un+m %5 sl y » kr " '

Kl ies o

yn+m:1z_ _(Lsti)!h y’n (k-1)! h y ||J’)*

gdzie punkty i Qn leza wewnatrz przedziatu (Xn, Xn+IWh) .
7/stawiajac wyrazenia /4/ do rownania /2/ oraz korzystajac z réwnan

/3/ mamy:
izl ms
n[{~rniljrh syn)+oomfrh ky (Q(E£J *
m-0 m J-0
k-1 mS-1
k-1 s-1

©+
mn0 sml mnD s! (F|)I’)|V|
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*hiks ~ [y MU -ym(r,j]-

m‘O

~(kw LL mkAly®K(EJ-y < J]-
mHO

Zatem lokalny b#ad obciecia wzoru /2/ dla rozwigzania réwnania /1/
o rzedzie regularnosci K jest O(h ).

W konkretnym zadaniu oszacowanie to mozna przeprowadzi¢ doktad-
niej, jezeli wiadomo jakie whasciwosci posiada pochodnak -tego rze-
du.

Podobne oszacowanie mozna przeprowadzi¢ dla metody Rungego-Kut-
ty.

Aby zbada¢ jak zachowuje sie numeryczne rozwigzanie roéwnania
/1/, otrzymane metoda rzedu wyzszego niz rzad regularnosci rozwig-
zania tego rownania, w Biurze Programéw i Zastosowan IMM przepro-
wadzono na maszynie ZAM-2 szereg obliczen doswiadczalnych. Miedzy

innymi rozwigzano nastepujgce roéwnania:
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y5 *
dla ~014 X 0,1 . Statag catkowania dla wszystkich rozwigzan przy-

jeto roéwng 0.

Zauwazmy, ze doktadne rozwigzanie rdéwnania pierwszego posiada
tylko pierwszg pochodng ciagha, czyli dla pierwszego réwnania k~1.
Dla drugiego rownania k=2 , dla trzeciego k~3 itd. Roéwnania /5/
catkowano metodami nastepujacymi:

metoda Rungego-Kutty-Gilla rzedu czwartego,
metoda ekstrapolacyjng Adamsa rzedu piatego,
metodga modyfikowang Crane"a-Lamberta rzedu piatego.

Tablica 1 podaje wartos$é btedébw rozwigzania numerycznego w oto-
czeniu punktu X“ 0 dla h~0.01 i dla h~0.001.

Tablica 1

Metoda Rungego Metoda Adamsa Metoda Crane®a

k h =001 h=0001 h =0001 h =0.001 h=001 h = 0.001
1 12*10-4 52-10"6 1.1-10“3 5.3-10“5 3.5-10“4 1.6*10“6

2 1.2%10~7 2.4*10"9 2.M 0'5 9.5-10"8 3.10“6 1.8*10-8
3 6-10-10 3-10-9 1.5*10-7 3*10-9 1.8.10“8 1.3*10"8
4 4-10-10 Neam 8.4*10-9  2.9*10-9 1.9*10"9 7.3*10"9

5 2+10-10 3*10-9 7-10"10 2.4*10-9 1.7-10"9 7.8.10-9

Z tabeli wynika, ze najlepsze wyniki otrzymano metodg Rungego-Gil-
la, a najgorsze metodg Adamsa. Nalezy podkresli¢, ze obliczenia by-
4y wykonane w skali binarnej 2, w zwiazku z czym liczby w ostatnim
wierszu sa przypadkowe, spowodowane bi#edami zaokraglen.
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ON NUMSRICAL INTEGRATION OP DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH NONCONTINUOUS
HIGHER DERIVATIVES OF THE SOLUTION

Summary

The paper deals with initial value problem for ordinary differential equa-
tion. The existence of first k continuous derivatives is assumed.

The truncation error is evaluated, when the difference method of order
p >k is applied to this problem. In addition, some results of experimental
computations made on ZAM-2 computer are given.
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