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Przemystowej i Pomiaréw

ZASTOSOWANIE TLOCZYNU TENSOROWEGO MACIERZY
DO BADANIA STEROWALNOSCI UKLADOW DYNAMICZNYCH

Streszczenie. W artykule podano definicje i podstawowe
wtasnosci iloczynu tensorowego macierzy.W oparciu o wpro-
wadzone pojecia sformutowano twierdzenia dotyczace stero-
walnosci liniowych stacjonarnych uk#adéw dynamicznych.

1. Wstep

WHasnosci iloczynu tensorowego macierzy moga by¢ wykorzystane w pewnych
przypadkach do badania sterowalnosci liniowych stacjonarnych uk+adoéw dy-
namicznych. 0gélne warunki sterowalnosci tych uktadéw zostaty podane w
pracach [1] i [2], W niniejszym opracowaniu opierajac sie na definicji i
wtasnosciach iloczynu tensorowego macierzy [3] sformutowano twierdzenia
dotyczace warunkéw sterowalnosci pewnych typéw liniowych stacjonarnych u-
k+adoéw dynamicznych.

2. lloczny tensorowy macierzy i jego wkasnosci

Definicja 1. lloczynem tensorowym A®B macierzy A(mxn) i macierzy
B(pxq) nazywamy macierz o wymiarach (mpxng” okres$long nastepujaco:
allB al2B **. alnB

A® B a2lB a22B «** 82nB

3mrB 3mé<B RO 3]’3’]B

Wkasnosci iloczynu tensorowego macierzy:

1. Jezeli macierze A, B, C, D maja odpowiednie wymiary, to:

(a®bkc®d; = (@ac; ® (bd;-
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2. Jezeli A i1 B sa macierzami nieosobliwymi, to macierz (A®B) 1 istnie-
je 1 jest okres$Slona relacja:

(A®srl = A-103"1.

3. Jezeli A 1 3 sa macierzami kwadratowymi o wymiarach A(nxn), B(mxmj,
to:

det(A®Bi1 = (det AT . (det Bin.
4. Jezeli A i1 B sag macierzami kwadratowymi, to iloczyn doVvolnej warto-

Sci whasnej macierzy A i dowolnej wartosci whasnej macierzy 3 jest
wartosciag wkasng macierzy (AG®Bj.

6. Zachodzi nastepujaca relacja:

rzad(A®BjJ = rzad A . rzad B.

3, Sterowalno$¢ liniowych stacjonarnych uk#adéw dynamicznych

Hiech bedzie dany liniowy stacjonarny ukdad dynamiczny 5, o réwnaniu
stanu i réwnaniu Y/yjscia postaci:

x(ti

Ax(tj + Bu(ti i
y(ti = Cx(ti, Qi

gdzie A(nxni, B(nxmi, C(pxni, sa macierzami o statych elementach, xeRn,
ueif, yenlL

u(*)eU klasa funkcji przedziatami ciagtych.

Definicja 2. Uktad dynamiczny S jest sterowalny, jezeli dla kazdego
stanu poczatkowego XxQ£ Rn istnieje sterowanie u(t) eU, ktdére sprowadza
ten stan do zera W skonczonym czasie. Yi pracy [i] wykazano,ze badanie ste-
rowalnosci uktadu S mozna sprowadzi¢ do badania rzedu tzw. macierzy ste-
rov.alnosci W utvm>rzonej z macierzy A i1 B w nastepujacy sposéb:

= (b jaB kLD jhn_Lob], (3)

Zgodnie z [i] mamy: "Warunkiem koniecznym i1 wystarczajacym sterowalno-
Sci uktadu S, jest aby macierz W miata rzad réwny n". Poniewaz stero-
walnos¢ uktadu S jest zalezna od macierzy A i B, wiec mozna wprowadzic
nastepujaca definicje [Jj:
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Definicja 3. Uporzadkowani} pare macierzy (A, 3), o wymiarach A(nxnj
B(nxmJ, nazywamy para sterowalng, jezeli macierz W dana wzorem (3) jest
rzedu n.

Opierajac sie na whkasnosciach iloczynu tensorowego macierzy oraz poda-
nych definicjach sterowalnosci mozna sformutowaé¢ nastepujace twierdzenial

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i1 wystarczajacym, aby para macie-
rzy (A, BJ byta para sterowalng, jest aby para (AST, BSTJ, gdzie T jest
dowolng macierza nieosobliwg, byta parg sterowalng.

Dowéd. Warunek konieczny. Zakézmy, ze para (A,Bj, gdzie A(nxnj, B(nxmJ
jest sterowalna oraz niech T(gXql bedzie dowolng macierzg nieosobliwg
(q jest dowolng liczba naturalngl. Utwérzmy macierz sterowalnosci W(nxnmJ:

W = [b IABSA23 |... jAn_1 b]. 4>

Poniewaz para (A,BJ jest sterowalna, wiec rzW = n.
Utwérzmy macierz sterowalnosci WT(ngxngmqj dla pary (AST, B®Tj

WT * [(Bi»;]|(A®Tj(BST>](A®Tj2 (B®T> j...j(ASTing_1 (BSTij -

- [B«r](ABJ®T2 |FA2BJ®T3 [e=<i(Ang—1 BIOT**] . (5)

Poniewaz rzW » n, wiec istnieje ukdad n liniowo niezaleznych kolumn w”",

w2,...,wn, tworzgcych podmacierz W macierzy W-

Fow el TR

Utwérzmy podmacierz WT macierzy W~ w spos6b nastepujacy:

K/ r ! * rn&
[/"@T 1 Jw2®T 2 j...] wn®T , gdzie: I<r”~<n dla j = 1,2,... ,n.
Na podstawie (6) i wkasnosci iloczynu tensorowego mamy:

det \oT - (det W>q (det T> 1 2 7 jeo,

wiec rzWT = rzWw™ = nq, czyli para (AST, BSTj jest sterowalna.

Warunek wystarczajacy. Zakdézmy, ze para (A®T, B®T) jest sterowalna.
Wéwczas rzW~ = gn, i mozna utworzyé podmacierz HA (nxngmgj macierzy W, ma-

jaca rzWw, = n, nastepujacej postaci:

u(AB —@tfj-. . t’ |... |(Ang_1SBj tigd , @)
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gdzie

t™ 1< i<q, I<k<ngq, i-ty wiersz macierzy T*.

Poniewaz zachodzi:

rzWT = rzjij iABA2Bj.. {An-~ B j... JAnq_1B] = rz b jAB{A2B |.. .jJA1l-1 b]= n

wigc para (A,B) jest sterowalna.

Twierdzenie 2. Jezeli para (A®F, B&H), gdzie: A(nxn), B{nxm), F(sxs),
G(sxr), jest sterowalna,to takze pary (A,B) oraz (F,G) sa sterowalne.

Dowéd. Poniewaz para (A®F, B®G) jest sterowalna, wiec jej macierz ste-
rowalno6ci W(nsxnmsr) postaci:

W = [b®g | (A®FI(BOG>{(A®F ;2 (B®G)j... '(A®F)n8_1 (BOG)] »

» [b®G(AB)®(FG){(A2B)®<F2G)j...{ (AnB_1 BteiF118-1  G)] (3)

jest rzedu ns.
Wprowadzmy, dla skrécenia zapisu oznaczenia:

(arb)n, I<i<n, I<k<ns, i-ty wiersz macierzy (A"B)

(o], I<j<s, I<k<ns, j-ty wiersz macierzy (FkG).

Utwérzmy podmacierz WA (nxnmsr) macierzy W:

WA= 13B&(g)J 1(ABY®( T | (A"B)®(F2g jj J*** {(Ans—Bjafills”1 gjJ . ®

Poniewaz rzW - ns, wiec rzW” a n.

Macierz WA mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch macierzy:

Wa » WAWg, W1(nxnms), W2(nmsxnmsr ), (10)

gdzie

W . [blbk2b |...] Ang“1 fi] 1)



Zastosowanie iloczynu tensorowego macierzy.. 65

3 (9). m razy 0
\ 0
(f«)j
(fg),
0
0
0
Poniewaz rzWA = n<min(rzW~, rzW,,), wiec:
n - rzWl > rzb JAB h2B] ... |JAn8”1 b]= rz b B 2B ]--- JAn_1 b] . (12)

Ha mocy réwnosci (12) para (A,B) jest sterowalna.

W celu udowodnienia sterowalnosci pary (F.G), tworzymy podmacierz
Wp(sxnsmrj macierzy W postaci:

Wp = [(bJi®G! (abJ1«(PG;j(a2bJl.®(P2GjL. J (an0~1bji®(Fn8“1 G)] .

Poniewaz rzW = ns* wiec rzWp = s.
Macierz Wp mozma przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch macierzy:

Wp = w3wd»  wA(sxnsrd, W4 (nsrxnmsr), (14)
gdzie
w3 = [g Ifg If2G]... iF18-1 g] (15)
ba1 r P12l Ibla'r] - [— - 1
- '(F%Bilt'lri***ﬂ%?)v t
______ -
i ir
0

| macierz jednostkowa o wymiarze (rxr).

Poniewaz rzWp = s< min(rzW3, rzW»), wiec:

6 - rzW3 - rz [g|pGiF2Gi... P80""] = rz [0|fFGjp2Gj... jF8-1¢] . (16)

Na mocy roéwnosci (16) para (P,G) jest sterowalna*

c*b.d.o*
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4. Wnioski

Ze wzgledu na i"akl, ze sterowalno$¢ uktadéw d.ynaiiiiczn,ych jest pojeciem
dualnym wzgledem pojecia obserwowalno$ci,wszystkie podane twierdzenia mo-
ga by¢ zastosowane do badania obserwowalnosci. W tym celu nalezy jedynie
w miejsce macierzy wejs$¢ uktadu B, podstawié¢ transponowana macierz wyjsé
ukdtadu CT.

Nalezy podkreslic, ze twierdzenie odwrotne do twierdzenia 2 nie jest
prawdziwe, to znaczy, ze sterowalnod¢ par (A,B) oraz (P,Ci,nie zawsze po-
ciaga za sobg sterowalno$¢ pary (A®F, B®G).

Doktadnie powyzsze stwierdzenie ulustruje przyktad 3 zamieszczony po-
nizej.

Twierdzenie 2 mozna #atwo uogélnicépoprzez indukcje matematyczna na
przypadek N par macierzy.

5. Przyktady

1) Przyktad ilustrujacy twierdzenie 1;

Niech:

SR IS5 T CE

Wéwczas macierz sterowalno$ci W ma postac:

W :r |i:B i—,IAB] :i [|2 Bf?»] rzw = 2.

Pora (A,B) jest sterowalna, wobec tego na podstawie twierdzenia 1, para
(A®T, B®T) jest tez sterowalna, co mozna réwniez #+atwo sprawdzié¢ przepro-
wadzajac odpowiednie obliczenia:

2 1 6 2 1 4 2]
4 3 12 9 4 3 8 6
A®T a 8 4 4 3 BeT > 5 3 % O
6 12 8 6 4 3 8 6
WT « [b®t](AOT)(BOT)!(ABT)2 (BOT)J(AOT)'l (BOT)\] rzWA = 4.

Para (A®T, BOT) jJest wiec sterowalna.
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2) Przyktad ilustrujacy twierdzenie 2:

Niechs

Woéwczase
1 0 0o o "1
0 2 0 O _ 2

A®P 00 3 0 B® G = 4

0 0 0O b_ 8
1 1 1 11
2 4 8 16 .
4 12 36 108
a 48 288 1728

Para (A®P, B«Gj jest wiec parg sterowalng.
Na podstawie twierdzenia 2 sterowalne sg takze pary (AtBj oraz (F,Gj,
co mozna sprawdzi¢ obliczajac rzedy ich macierzy sterowalnoécii

[1 -1 rzw, E U r2\r, 2 -

Pary (A,b) oraz (FfG) sa parami sterowalnymi.

3) Kontrprzykdad na twierdzenie odwrotne do twierdzenia 2s

Niech!

i - [i] (R

t' a r*»A - 2 rzWp - 2.

Pary (A,B) oraz (F,G) sa sterowalne.
Zgodnie z definicja iloczynu tensorowego mamyi

2 0 0 o
0 4 0 0
A®F 5 o 4 o B®G

© 0o 0 8

i 8 er

1 4 64
' 4 16 64 rev
8 64 512_

Para (A®P, B®G> jest wiec para niesterowalng, zatem twierdzenie odwrotne

do twierdzenia 2 nie jest prawdziwe.
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UHtMHIEHME TEH30POrO JIPOM3BEHEH11R MATFHH
SO HCHBTaHMH yilPA3JIHEMOCTM RMHAMMUECIWX CHCTEM

P eanue

B ciaTie npe~cTaBJieno noHATae a ~yHflaueHToJifcHue cnoftCTaa TeH30poro ri;»-
asaexeiizii uaTpHit. Ha ocHOBe BBexenHinc noHKTMU jianTC» Teopeu« oe ynpaBJia-
eiiOCTH JIBHeilHUX CTaliHOHapHtDC iUHaUBVeCKHX CMCTeU.

APPLICATION THE TENSOR PRODUCT OP MATRICES TO
INVESTIGATION CONTROLLABILITY DYNAMICAL SYSTEMS

Summary

In this paper the definitions and basic properties of the tensor pro-
duct of matrices are presented. The theorems concerning controllability li-
near time-invariant dynamical systems,using introduced basic concepts are
given.



